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Bu tezde sigmak etkisi iceren Lotka-Volterra tipi bir ayrik av-avcr modeli ele
alimmustir. Calisilan model, siirekli zamanli bir popiilasyon modelinden Euler metodu
ile elde edilmigtir. Analize daha az parametreyle devam edebilmek icin Oncelikle
sistem boyutsuzlagtirllmig, devaminda boyutsuz sistemin denge noktalar
bulunmustur. Her bir denge noktasi i¢in lokal kararlilik analizi yapilarak sistemin
dinamigi incelenmistir. Ayrica pozitif denge noktasinda flip ve Neimark-Sacker
catallanmanin varlig1 analitik olarak gosterilmistir. Tiim bu analizler siginak etkisini
incelemek i¢in Once siginak etkisi icermeyen model, sonrasinda siinak etkisi iceren
model icin yapilmis ve elde edilen sonuglar kiyaslanmistir. Bu teorik sonuclar

niimerik simiilasyonlarla desteklenmistir.
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In this thesis, a discrete Lotka-Volterra type predator-prey model with refuge effect is
discussed. The studied model was obtained from a continuous-time population model
by utilizing the Euler method. In order to continue the analysis with fewer parameters,
first of all, the system was nondimensionalized, and then the equilibrium points of the
dimensionless system were found. The dynamics of the system was investigated by
performing local stability analysis for each equilibrium point. In addition, the
presence of flip and Neimark-Sacker bifurcation at the positive equilibrium point has
been analytically demonstrated. All these analyzes were made and compared for the
models with and without the refuge effect in order to examine the refuge effect on the

dynamics. Obtained results supported by numerical simulations.
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1. GIRIS
Biyolojik sistemlerin matematiksel modellemesinde ii¢ temel adim vardir. Bu adimlar,

1. sistemi dogru bir sekilde temsil etmek icin matematiksel modelin
formiilasyonunu olusturmak

2. modelin davranigini anlamak icin matematiksel teknikler uygulamak ve

3. elde edilen sonuglarin biyolojik olarak anlamli olup olmadigim belirlemek i¢in
bu sonuclar1 yorumlamak

seklinde ifade edilebilir.

Bir sistemin matematiksel modeli, sistemin yapisina gore genellikle fark veya
diferensiyel denklemler ile ifade edilir. Bu tiir modellerin kullanilmasinin nedeni bu
siireglerin dinamik olmasi, yani zamana, mekana gore degismesidir. Ornegin siirekli
tireme ve Oliimlerin oldugu durumlarda siirekli degisiklikler meydana geldiginden
diferensiyel denklemler kullanilir (Allen, 2007). Bugiine kadar diferensiyel
denklemler kullanilarak pek cok biyolojik model olusturulmustur. Ornegin, Brauer
(2001), Chi (1998), Murray (2002) popiilasyon modellerini; Hethcote (2000), Zhu
(2008), Balarezo (2021), Kozusho (2003) salgin hastalik modellerini; Das (2014),
Gopalsamy (1996) fizyolojik sistemleri ¢aligmistir.

Bunun yanisira dogada nesilleri Ortiismeyen yani ardigtk iki popiilasyonun
cakismadigi, her yil sadece bir jenerasyonun yasadigi bocek veya bitki tiirleri de
mevcuttur. Yasam dongiisii bu sekilde kesik zamanli donemlerle ifade edilen tiirler
icin olusturulan modellerde ise fark denklemleri kullanilir. Bir nesil 6liip yerine yeni
nesil geldiginde, x; den x; | popiilasyon bilyiikliigiine gecis fark denklemleri ile ifade
edilir. Ayrik zaman araligi ise bu gecisin gerceklesmesi i¢in gereken siireyi temsil
eder. Yani, ardisik iki nesil arasindaki siireyi belirtir (Allen, 2007).

Fark denklemleri sadece biyolojik sistemlerde degil, bircok modelleme ¢esidinde
kullanilmaktadir. Omegin, verilerin belirli bir aralikta (saatlik, giinliik, haftalik vb.)
toplandig1 durumlar goz Oniine alindiginda c¢ok c¢esitli alanlarda kullanilabilir
(Bakimiz: Ogata, 1987; Elaydi, 1996; Liu, 2007; Hu, 2011; Gao, 2005 ). Diger yandan
skalar bir fark denkleminde catallanma, kaos veya farkli dinamik davranislar
gozlemlemek miimkiindiir. Fark denklemleri, bu kullanim alaninin genigligi ve
diferensiyel denklemlere gore daha zengin bir dinamik yap1 sergiliyor olmasi nedeni
ile bilim adamlarinin dikkatini ¢ekmekte ve ¢alismalarinin temelini olusturmaktadir
(Baydemir, 2020). Bunun yani sira, diferensiyel denklemler icin yapilan niimerik
caligmalarda, sistemin analitik ¢o6ziimii ¢ogu zaman bulunamadigindan veriler
ayriklastirilarak elde edilir. Bu, fark denklemleri ile niimerik calismalarda daha dogru
sonuglara ulasildigini gostermektedir (Hu, 2011).
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Popiilasyon modelleri bir tiirii inceleyen tek bir denklemden olusabilecegi gibi,
etkilesim halinde bulunan iki veya daha fazla tiirii inceleyen denklem sisteminden de
olusabilir. Bu sistemlerden yaygin olarak kullanilanlardan bir tanesi iki boyutlu
av-avcl sistemleridir. 1920 yilinda Alfred James Lotka, "Analytical note on certain
rhythmic relations in organic systems" baslikli bir makale yaymlamistir. Lotka, zaten
birka¢ yildir laboratuvar deneylerinde gecici salimmlar sergileyen kimyasal
reaksiyonlar ile ilgilenmekteydi. Makalesinin amaci, iki biyolojik tiirden olusan ve
stirekli olarak salinabilir bir sistem Onermekti. Diisiindiigi ornek ise bitkilerle
beslenen bir otobur popiilasyonuydu. ¢ amindaki bitki yogunlugunu x(), otobur
yogunlugunu y(z) ile gostererek

d
d—): = ax — bxy,
(1.1)
4y +dx
— = —C
dr y y

diferensiyel denklem sistemini model olarak kullanmistir. Burada tiim parametreler
pozitiftir. Ayrica Lotka, makalesinde ispatsiz olarak (0,0) ve (c_cz” ?—)) denge noktalar1
disinda secilen baslangi¢c deger ile birlikte sistemde periyodik salinimlarin meydana

geldigini gostermistir (Bacaér, 2011) (Bakimz: Sekil 1.1).

Sekil 1.1: Bitki popiilasyonu x(#) ve otobur popiilasyonu y(¢) fonksiyonlarinin salinimi
(Bacaér, 2011)

Sekil (1.1)’de otcul popiilasyonun bulundugu cevrede yeterli besinin olmasi
durumunda popiilasyonun arttig1 goriilmektedir. Bu artis bitki popiilasyonunda bir
azalmaya neden olur ve otcullar1 beslemek icin yetersiz kaldiginda, bazi hayvanlar
acliktan Oliir. Sonrasinda ise bitkiler, baslangi¢ degerine esit bir diizeye gelene kadar
yeniden biiyiimeye baslar. Bu durum kendini siirekli tekrar eder (Bacaér, 2011).

Unlii matematik¢i Vito Volterra bir balikgilik problemini incelerken Lotka’dan
bagimsiz olarak ayn1 modeli kisa bir siire sonra yeniden kesfetmistir.
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Av-aver modeli balik¢ilik verilerini dogru agikliyor gibi goriinse de, ekolojide
basitlestirilmis modellerin gercekgiligine iligskin tartisma o zamanlar yeni basgliyordu
ve bu hala bilimsel bir tartisma konusudur. Giintimiizde bu av-avci modeli ayni
zamanda Lotka-Volterra modeli olarak da bilinir ve en c¢ok atifta bulunulan
modellerden biridir (Bakiniz: May, 1974)

1.1 Fark Denklemleri

Fark denklemlerinde, bir sistemdeki degisiklikler ayrik araliklar tizerinden modellenir.
Cogu durumda, ayrik araliklar zaman araliklarim1 temsil eder ve bu nedenle zaman
degiskenini belirtmek i¢in # harfi kullanilir. Genel olarak ayrik zaman aralig bir giin,
bir hafta vb. gibi sabit bir uzunluktur (Allen, 2007).

1.1.1 Temel tamimlar

Tamm 1.1. f: RK2 — R bir fonksiyon olmak iizere k-yinci mertebeden bir fark
denklemi

Tty Xkt Xest) =0 £=0,1,2,... (1.2)

formundadir. Burada f, x;.y ve x; ye bagli olmalidir. Diger tiirlii denklemin mertebesi

k den farkli olur (Allen, 2007).

(1.2) ile verilen fark denklemindeki f fonksiyonu ¢ yi acik¢a icermiyorsa denkleme
otonom, iceriyorsa otonom olmayan denklem denir.

Xpvk FarXppp—1+ ... +apx, = by (1.3)

en sik karsilagilan fark denklemi formudur. Bu denklemin mertebesinin k olmasi a; # 0
olmasini gerektirir (Allen, 2007).

Tanmm 1.2. (1.3) ile verilen fark denklemindeki a;j,j=1,...,k katsayilari ve b, birer
sabitse veya x; ye bagli olmayacak sekilde t nin bir fonksiyonu ise bu denkleme k-yinci
mertebeden lineer, aksi taktirde lineer olmayan fark denklemi denir. Ek olarak, eger
denklem lineer ve b; = 0 ise denkleme homaojen, b, # O ise homojen olmayan denklem
denir (Allen, 2007).

Bu terminoloji ayn1 sekilde fark denklem sistemlerine de uygulanabilir. k£ tane birinci
mertebeden fark denkleminden olusan sistem

xi(l+1):ﬁ(XI(I),Xz(l)7...,Xk(t),l), i:1727"’7k (14)

formunda gosterilebilir.

Tamim 1.3. (1.4) denkleminde verilen f; fonksiyonu t yi acikca icermiyorsa verilen
birinci mertebeden sisteme otonom, aksi halde otonom olmayan sistem denir (Allen,
2007).



(1.4) sistemini

n
xi(t+1) =Y aij(t)x;(r) + bi(t) (1.5)
j=1
ile gosterelim. Buradai=1,2,...,n olmak iizere a;;, katsayilari ve b;, x; den bagimsiz
ise sisteme lineer, aksi halde lineer olmayan denir. Eger sistem lineervei=1,2,....,n

icin b; =0 ise homojen sistem, en az bir i i¢in b; # 0 ise homojen olmayan sistem adi
verilir (Allen, 2007).

Ayrica
xi(r) bi (1)
xo=| " | aw=fwo]. sw=| "0
Xu (1) by (1)

olmak {iizere (1.4) sistemi
Xi+1 =A(1)X; +B(t)

matris gosterimiyle yazilabilir.

Tammm 1.4. (1.2) fark denkleminin ¢oziimii, denklemi oOzdes olarak saglayan
x(t), t=0,1,2,... fonksiyonudur. (1.5) sisteminin ¢éziimii ise, her bir bileseni bir
fonksiyon olan ve denklemi saglayan vektor degerli X(t) = [x1(t),...,x,(t)]"
fonksiyonudur (Allen, 2007).

Simdi, x;1 = ax; denklemini inceleyelim.

X1 = axp
_ _ 2
X2 = ax) = a Xy

X3=axy = a3x0

X = d'xo

olup x; = a'x ilgili denklemin ¢oziimiidiir ve x baslangi¢ degeri biliniyorsa bu ¢oziim
tektir. Ag¢ikca goriilmektedir ki 0 < a < 1 ise limy;yeo Xy =0, a = 1 ise her ¢ i¢in x; = xg
ve a > 1 ise lim; e x; = oo dur.
Simdi,

Xpo+axg 1 +bx;, =0 abeR (1.6)
formunda verilen lineer, homojen ve ikinci mertebeden fark denklemlerinin

¢oziimlerini inceleyecegiz. Bu tiir denklemlerde ¢oziim adayir A # 0 olmak iizere
x; = x(t) = A' seklindedir. Bu adayi denklemde yerine yazdigimizda

AL AT LA =0 & A (AP+ad+b) =0

elde edilir.



Tanmm 1.5. A2+ al + b ifadesine (1.6) denkleminin karakteristik polinomu denilirken
A2 +ad +b =0 ise karakterisitk denklemi olarak adlandirilir. Karakteristik denklemin
A ve Ay koklerine ise dzdeger denir (Allen, 2007).

Coziimlerin sekli 6zdegerlere baglidir ve ii¢ ayr1 durumda incelenir.

1. Ay reel ve birbirinden farkli ise ¢oziim
x(t) = 1A + b

formunda yazilir.

2. Ay reel ve gakisik ise ¢oziim
x(t) = Cll[ —I—Czl‘l[

formunda yazilr.

3. A2 = aFib olacak sekilde kompleks ise r = va>+b* ve 0 = Arctan(b/a)
olmak iizere ¢6ziim

x(t) = c17 cos(t0) + c7' sin(6)

formunda yazilir.

Bu ii¢ durumda da elde edilen genel ¢oziimiin lineer bagimsiz iki ¢6ziimiin toplami
oldugu gosterilebilir. Lineer bagimsizlik ig¢in bagka bir kontrol yontemi de
Casoratiandur. y; (t) ve y,(t) ¢6ztimlerinin Casoratiani

(o) y()

Clyi(1),y2(r)] = det yilt+1) ya(t+1)

olarak tanimlanir ve en az bir r > 0 i¢in C [y} (¢),y2(¢)] # O esitsizligi saglaniyorsa y; (¢)
ve yo (1) ¢ozumleri lineer bagimsizdir (Allen, 2007).

Birinci Mertebeden Lineer Sistemler

Oncelikle k — yinci mertebeden
x(t+k)+ax(t+k—1)+-- +ax(t) = b(r) (1.7)
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denklemini ele alalim. Burada

yi(t) =x(¢)

ya(t) = x(t+1)

yi(t) = x(t + k)

doniisiimii yapilirsa
yi(t+1) =ya(r)
y2(r+1) = y3(1)

vi(t+1)=x(t+k)=—ax(t+k—1)—... —apx(t) + b(1)

elde edilir. Sonug¢ olarak

b 0 1 0 0 .
”@ 0 0 1 0 .
roy=| 7 A= . B=
) 0 1
yi(t) b(t)
—dag —aj

olmak iizere (1.7) denklemi
Y(t+1)=AY(t)+B(t)

sistemine doniisiir (Allen, 2007).

Kararhlik Analizi

Tanim 1.6. Birinci mertebeden x, 1 = f(x;) fark denkleminin denge noktasi
x=f(%)

esitligini saglayan % dir. Aymi sekilde, X, = F(X;) birinci mertebeden fark denklem
sisteminin denge noktasi
X =F(X)

esitligini saglayan X vektoriidiir (Allen, 2007).

Tanmm 1.7. x| = f(x;) fark denkleminde m > 1 olmak iizere m — periyotlu bir
periyodik ¢oziim

X)) =% > f(X)#£% i=12,....m—1, m>1
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kosulunu saglayan reel degerli X ¢oziimiidiir.

k = 1,...,m olmak iizere her biri m — periyotlu olan X, ¢oziimlerinden olusan
{X1,%2,...,%n} kiimesine m-dongii adi verilir.

%1, m — periyotlu bir ¢oziim olmak iizere {%y, f(X1),..., ™ (%)} kiimesine ise %

coziimiiniin periyodik yoriingesi denir (Allen, 2007).

Bu tanimlarin aynis1 X; 41 = F(X;) sistemi i¢in de yapilabilir.

Tanm 1.8. %, x,1 = f(x;) fark denkleminin denge noktast olsun.

* Her € > 0icin
xo—X| <6 iken |x;—X|<e, (Vt>0)

kosulunu saglayacak en az bir 6 > 0 mevcut ise X ¢oziimiine lokal kararli, aksi
halde kararsiz denir.

 Her xq icin |xo — X| < y kosulunu saglayan en az bir y > 0 mevcut ve

. _ . f =
B = ) =

ise X denge noktasina lokal ¢ekici denir.

* Hem lokal kararli hem de lokal gekici X denge ¢oziimiine lokal asimptotik kararli
denir (Allen, 2007).

Lineerlestirme
Xt4+1 = f(xl) (1.8)

fark denkleminin denge noktas1 ¥ olsun. Bu denge noktasinin lokal asimptotik
kararliligin belirlemek icin bir % € I araliginda f € C? (1) kabul edilerek kalan terimli
Taylor Teoremi’nden f fonksiyonu asagidaki sekilde yazilabilir:

f'(¢)

5 (x,—%)? > Eel

fla) = f(@) + (%) (o — ) +

Buradan,

f"(¢)
2

X1 =%+ () (x, — %)+ (x, — %)?

ve dolayisiyla
!/
esitligi bulunur. Denge noktasini orijine tagimak icin u; = x; — X doniisiimii yapilirsa
/
1) 2
2

Xep1 —X=f(X)(x — %)+

U] = f/(i)”t +



olup yeterince kii¢iik u; degerleri icin
U1 ~ f (X)u
elde edilir. Bu lineer yaklasim yontemiyle bulunan
ur1 = f (X)uy

denklemine (1.8) denkleminin X civarinda lineerlestirmesi ad1 verilir. Sonug olarak

ui If/()f)u()

wy = f' (B = [£/(®)] uo

Uy = [f/(f)]tuo

¢Oziimii elde edilir. Buradan kararlilik yapisinin f/(%) degerine bagh oldugu goriiliir
(Allen, 2007).

Teorem 1.1. Kabul edelim ki %, x;+1 = f(x;) denkleminin denge noktasi ve ¥ € I =
(a,b) olmak iizere f € C(I) olsun. Bu durumda |f'(X)| < 1 ise X denge noktast lokal
asimptotik kararly, |f'(%)| > 1 ise X denge noktasi kararsizdir (Allen, 2007).

Tanmm 1.9. %, x,1 = f(x;) fark denkleminin denge noktast olsun. Bu denge noktasina
|f/(X)| # 1 ise hiperbolik , |f'(X)| = 1 ise hiperbolik olmayan denge noktast denir
(Allen, 2007).

Denge noktasinin hiperbolik oldugu durumda orjinal sistem ile lineerlestirmesi lokal
topolojik olarak denktir. Hiperbolik olmayan denge noktalarinin kararlilif1 igin ise
asagidaki teoremler kullanilabilir.

Teorem 1.2. x, | = f(x;) fark denklemi verilsin. %, bu denklemin f'(%) = 1 esitligini
saglayan hiperbolik olmayan denge noktast olmak iizere f" fonksiyonu % noktasin
iceren bir acik aralikta siirekli olsun. Bu durumda,

i. f"(%)#0 ise X denge noktasi kararsizdr.
ii. f"(X)=0ve f"(x)>0iseX denge noktas kararsizdr.

iii. f"(X)=0ve f"(%) <0 ise X denge noktast lokal asimptotik kararlidir (Allen,
2007).

Tanm 1.10. f fonksiyonunun Schwarzian tiirevi (Sf)(x) ile gisterilir ve

(S)(x)

50360

olarak tamimlanir (Allen, 2007).



Teorem 1.3. x, | = f(x;) fark denklemi verilsin. X, bu denklemin f'(X) = —1 esitligini
saglayan hiperbolik olmayan denge noktast olmak iizere f"' fonksiyonu % noktasim
iceren bir acik aralikta siirekli olsun. Bu durumda,

i. (Sf)(X)> 0ise X denge noktast kararsizdur.

ii. (Sf)(X) <0 ise X denge noktasi lokal asimptotik kararlidir (Allen, 2007).

Simdi iki boyutlu birinci mertebeden

Xr+1 :f(xhyf) (1 9)

Ver1 = &%, y1)

sisteminin (%,¥) denge noktasinin lokal asimptotik kararli olabilmesi i¢in gerekli
kosullar belirlenecektir.

Oncelikle sistem denge noktasi civarinda lineerlestirilecektir. Kabul edelim ki f ve g
fonksiyonlarinin ikinci mertebeden kismi tiirevleri, (¥,¥) denge noktasini iceren bir
acik aralikta siirekli olsun. f fonksiyonunu bu denge noktasi civarinda Taylor serisine
acarsak

il %, 7 2f(%,9) (x— %)
1) = 1(83)+ LoD 5y 4 2L gy TIEN D

9?f(%5) (v —9)*
dy? 2!

+ + ...

elde edilir. Burada u = x — X, v = y — § doniisiimii yapilirsa

0f(%3), , A(E5)

bulunur. Aym sekilde

., 98(&y) | dg(%¥)
g(x,y) = y+ R 3y "

olarak elde edilir. Sonug olarak

df(%,3) 9f (%)

X = o ox dy

= u)v 5 =

A Jg(%.5) dg(%.7)
dx dy

gosterimi ile (1.9) sisteminin (%, ) denge noktasi civarindaki lineerlestirmesi
X1 =JX (1.10)
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ile ifade edilir. Buradaki J matrisine f ve g fonksiyonlarinin (%,¥) denge noktasindaki
Jakobiyen matrisi ad1 verilir.

(%,¥) denge noktasinin asimptotik kararliliginin analizi i¢in f ve g fonksiyonlarinin, x
ve y bagimsiz degiskenlerine gore birinci mertebeden kismi tiirevlerinin siirekli
olmas1 yeterlidir (Hale ve Kogak, 1991). Jakobiyen matrisin 6zdegerleri, lineer
olmayan sistemin lokal kararhligini belirlemektedir. Eger o6zdegerler |A;| < 1
kosulunu sagliyorsa (%,y) denge noktasi lokal asimptotik kararlidir (Allen, 2007).
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2. AYRIK DINAMIK SISTEMLERIN CATALLANMA ANALIZi

2.1 Flip Catallanma

Tek bir parametreye bagl bir boyutlu
x> —(14+8)x+x° = f(x,8) (2.1)

denklemini ele alalim. f fonksiyonunun yeterince kiigiik |§| degerleri i¢in orijinin bir
komsulugunda tersi mevcuttur ve dolayisiyla bu komsulukta bagka denge noktasi
yoktur. Ayrica

—(14+8x+x°=x = X*—248)xr=0 = x(x*-86-2)=0
olup xp = 0 ve x1 2 = FV/0 + 2 sistemin denge noktalar: olarak bulunur. Buradan da

yeterince kiiciik |6 | degerleri i¢in xo = 0 1n tek denge noktasi oldugu goriiliir. Simdi bu
denge noktasinin kararlilik yapisini inceleyelim:

) 30 (145 = HO_ (5

dx dx
oldugundan
‘@‘:|—(1+5)|<1 & —2<6<0

elde edilir. Sonug olarak

¢ —2 < 0 < 0ise xp = 0 denge noktas1 lokal asimptotik kararhdir.

* 0 > 0ise xo = 0 denge noktas1 kararsizdir.

e 5 =0 ise ‘%’ =1 olup xo = 0 denge noktas1 hiperbolik degildir.
Lineerlestirme kararlilik yapisi icin bilgi vermez. Teorem 1.3 bu durumu
karsilamaktadir ve denge noktasi lineer olmayan kararli yapidadir.

Simdi (2.1)’in ikinci iterasyonu olan f2(x) fonksiyonunu inceleyelim:

F2(0) = =(1+8) [~ (1 4+ 8)x+2] + [~ (1 + §)x+x]
= (148)%x—(1+8)x> +x7 =31+ 8)x+3x° (14 8)*x* — (14 6)°x°
= (1+8)*x— [(1+8)(2+25 +8%)] X +O(x)
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Acikca goriilmektedir ki xo = 0, £ (x) fonksiyonunun agikar denge noktasidir. Ayrica
yeterince kiigiik 0 > 0 degerleri i¢in

X2=F (\/3+ 0(5))

olmak {iizere iki tane asikar olmayan denge noktast mevcuttur (Sekil 2.1). Bu denge
noktalar kararhidir ve

fx) = —(1+8)(VE+0(8) + (V5 +0(8))* = - (V5 +0(8)) = xa,

fl)=(1+8)(VE+0(8) — (V5 +0(8)* =V +0(8) =x
saglandigindan f(x) fonksiyonu igin 2-dongii olusur (x; # xz) (Kuznetsov, 1998).

2 2 2

¥ f '8

S<0 =0 =0

Sekil 2.1: Ikinci iterasyon fonksiyonu (Kuznetsov, 1998)

Cobwebbing metodu kullanilarak (2.1) sisteminin tam catallanma diyagrami asagidaki
gibi elde edilir:

f f f
\"\_‘v; E y “\_‘\“ ’ I ¥
1‘ [k ] X [§] W X J e, iz
< .
p=-tv K =
d<0 d=0 6>0

Sekil 2.2: Flip catallanma (Kuznetsov, 1998)
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Sekil (2.2)’de goriildiigii iizere x = 0 denge noktasi, 6 < 0 iken kararli, 8 = 0 iken lineer
olmayan kararli ve § > 0 iken kararsizdir. Burada & degerleri sifira sagdan yaklastik¢a
iki dongii kaybolmaktadir. Bu durum flip ¢atallanma olarak tanimlanir.

Flip catallanmay1 gostermenin bir diger yolu da (x,d) diizlemini kullanmaktir (Sekil

(2.3)).

Sekil 2.3: (x,0) diizleminde flip ¢atallanma (Kuznetsov, 1998)

Bu sekilde yatay eksen sistemin denge noktalarini gostermektedir. Parabol ise 6 > 0
durumunda meydana gelen iki periyotlu kararli {x;,x,} dongiilerini temsil etmektedir.

Asagidaki lemma, (2.1) sistemine yiiksek mertebeden terimlerin etkisini ele
almaktadir.

Lemma 2.1.
x> —(1+8)x+x+0(x%
sistemi, orijin civarinda
X —(148)x+x°

sistemine lokal topolojik olarak denktir (Kuznetsov, 1998).

Flip catallanmanin ikinci kanonik formu
x> —(1+8)x—x° (2.2)

aym sekilde analiz edilir. 0 # 0 i¢in xp = 0 denge noktast (2.1) sisteminin xp = 0
denge noktasi ile aym kararlilik yapisina sahiptir. 6 = O kritik degerinde denge
noktas1 kararsizdir. (2.2) sisteminin ikinci iterasyonunun analizinde 6 < O iken
kararsiz 2-dongii olusurken 6 = 0 da bu dongii kaybolmaktadir. Yiiksek mertebeden
terimler catallanma diyagramini etkilememektedir.

Catallanma tiiri denge noktasinin kritik parametre degerindeki kararliligr ile
belirlenir. Denge noktasi (2.1) sisteminde oldugu gibi kritik parametre degerinde
kararli ise “siiperkritik” catallanma, (2.2) sisteminde oldugu gibi kararsiz ise
“subkritik” ¢atallanma denir.
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Teorem 2.1.
xt+1:f(xl75> xtaéeR

denklemini ele alalim. f € C*ve § =0 iken %= 01 f(x, §) fonksiyonunun sabit noktast
oldugunu kabul edelim ve f(0,0) = —1 olsun. Ayrica,

1 1
FI) E(fxx(o,O))2 + gfxxx(0,0> #0
F2) f.5(0,0)#0

saglansin. Oyleyse x;1 = f(x;,8) denklemini

N1 = —(L+B)n.F 0 +0(n})

denklemine doniistiiren diizgiin koordinat ve parametre doniisiimleri vardir ve bu
doniistimlerin tersi mevcuttur (Kuznetsov, 1998).

Ispat: £.(0,0) = —1 oldugu icin Kapali Fonksiyon Teoremi’'nden sistem yeterince
kiigiik |8| degerleri icin orijinin yeterince kiicik bir komgulugunda tek denge
noktasina sahiptir. Bu denge noktasini orijine tasiyabilece§imizden, genellikten bir
sey kaybetmeksizin, yeterince kiiciik |8| degerleri icin x = 0 noktasini sistemin denge
noktast olarak kabul edebiliriz. Simdi f(x,6) y1 (0,0) noktasi civarinda Taylor
serisine agalim:

£06,8) =F(0,0)+ £:(0,0)+ /5(0,0)8 + 51 [£(0,0)2% +27,5(0, 0)x8 + 55(0,0)5°]

1
+ 37 [fexel0, 0)x +3 £1:6(0,0)x*8 + 3 f,55(0,0)x8% + f555(0,0)8%] + ..

—x |:1 +fx3(030)8+ fx55§070) 62 + fx553(070) 53:|

6
+X2 [fxx(;)ﬂo) + fxxﬁgoao)s_’_ fxx554(070) 52] +x3 |:fxxx(6070) + fxxx5é070)6 +0(X4)
olup burada
f1(5) - 1 +fx6(070)5+ fx33§070) 82—|— fx8886(070) 537
o fxx(ovo) fxx5(070) Jex88 (070) 2
_ fxxx(O;O) fxxx5 (an)
fi(8) = === T 6.
olmak iizere
f(x,8) = fi(8)x+ f2(8)x* + f3(8)x + 0(xh) (2.3)

seklinde yazilabilir. Ayrica
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(8) = —£,5(0.0)5 — 13000 g2 S50 (0.0) 5

alinirsa f1(6) = — (1+g(9)) olarak ifade edilebilir. g(0) = 0 dir ve

gGCk

gl(g) _ _fx6(070) . fx55§o70) S fx5552(070) 52

olmak iizere g'(0) = —f,5(0,0) ifadesi F2) kabuliinden dolay: sifirdan farklidir.
Sonug olarak g fonksiyonu Ters Doniisiim Teoremi’nden (Bakiniz EK-1) lokal olarak

tersinirdir ve yeni bir parametre tanimlamak i¢in kullanilabilir:
B =2s(9).
Bu durumda (2.3) esitligini asagidaki sekilde yeniden yazabiliriz:
2= p(B)x+a(B)x’ +b(B)x’ +0(*)

Burada, u(8) = —(1+B) ve a(B),b(B) € C* dir. Simdi, a(0) ve b(0) ifadelerini

hesaplayalim:

B=35(8)=38=g"'(B)=alB)=12(8)=falg""(B))

olur ve
f:(0,0)

a(0) = o™ (0)) = f2(0) =

bulunur. Ayni sekilde

b(B) = 15(5) = falg™ (B) = b(0) = (s ' (0)) = fo(0) = L=10)

elde edilir. Simdi § = §(B) € C* daha sonra tanimlanacak bir fonksiyon olmak iizere

x=y+ 8y (2.4)
koordinat doniigiimii yapalim. x(0) = 0 ve x'(y) = 1 +28y = ¥(0) =1 #0
oldugundan (2.4) ile verilen doniisiim orijinin bir komsulugunda tersinirdir ve tersi
belirsiz katsayilar metoduyla asagidaki gibi bulunur:

y=ax+bx* +cx’ + 0(x*)

esitligi (2.4)’de yerine yazilirsa
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x=(ax+bx>+cx> +0(x*))+ 6 (ax+ bx® +ex’ + 0(x4))2
= ax+bx> +cx° + 0(x4) +0 [azxz +2abx’ + 0(X4)}
bulunur. Buradan
a=1, b+8a>=0=>b=-8, c+2ab6=0=c=28"
elde edilir ve sonug olarak
y=x—8x*+28% +0(x*) (2.5)

bulunur.

Xei1 = f(x2,8) = x01 = f (0, B) = yer1 = f (e, B)
ile gdsterelim.
Yer1 =Xig1 — 8x7y +28°x% +0(x) )
= (0, B) — 872 (x1, B) + 28 (1, B) + O(F*(x1, B))
=F(yi+8y7.B) = 8./ (ve + 837, B) +28° F (e + 8y7. B) + O(F* (v + 8¥7, B))
=1(B)xi+22 [a(B) — Sp*(B)] +2 [b(B) — 281 (B)a(B) +28%3(B)] + 0
=u(B) e+ 837) + [vr + 657]7 [a(B) — 61>(B)]
+ [+ 82) [b(B) — 261 (B)a(B) +28%13(B)] + 0G)
=yitt(B) +7 [L(B)S +a(B) — 5> (B)]
+37 [28a(B) —26%u2(B) +b(B) — 26 (B)a(B) + 2821 (B)] +O()

olup kanonik formda kuadratik terim olmadig1 i¢in kuadratik terimin katsayisini sifir

yapacak 6 fonksiyonu

olarak bulunur. Ayrica

n(B)=—(1+B), W (B)=1+2p+p

esitliklerinden

HA(B) —1(B) =2+3B + B> = u*(0) —u(0) =2#0
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oldugu i¢in B = 0 m bir komsulugunda & yukaridaki sekilde tanimlanabilir. Sonug
olarak

c(B) =28a(B) —28°u*(B) +b(B) —28u(B)a(B) +28°1*(B)

gy 2CB)  2BWAB) | 2BRB) | 2B B)
() —u(B)  (WP(B)—u(B))> w2 (B)—u(B)  (u*(B)—u(B))?
24%(B)

w>(B) —u(p)

—b(B)+

olmak tizere
Vie1r = —(1+B)y: ‘f‘C(ﬁ)Y? +0()’?)

elde edilir. Simdi y; = A1, doniisiimi ile

A1 = —(1+B)AN +c(B)A n] +o(n;),

ve dolayisiyla

N1 = —(1+B)n: +c(B)A*n +O(n}').

elde edilir. Kanonik forma indirgemek icin

RGN

secilmelidir. Buradan

_ L . 3 4
w1 =—1+B)n + (B (B)n7 +0(n,)

bulunur. Ayrica F1) kosulundan
2 () ()
€(0) = b(0) +a*(0) = ¢ £2(0,0) + 7 /(0,0) £0
olup sifirin komsulugunda calistigimizdan (2.1) sistemi

N1 = — (L4 B)n: +sn7 +0(n})

olarak yazilir. Burada s = sign(c(0)) = 1 dir.

Teorem 2.2. Bir parametreli, skalar

X1 = f(xz, 5) (2.6)

sistemini ele alalim. xo = 0 denge noktast olmak iizere 6 = 0 durumunda f,(0,0) =

—1 oldugunu ve Teorem (2.1) ile verilen F1) ve F2) kosullarimin saglandigini kabul
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edelim. Bu durumda (2.6) sistemi orijinin bir komsulugunda

M1 =—(1+B)n F 0]

normal formlarindan birine topolojik olarak denktir (Kuznetsov, 1998).

2.2 Neimark-Sacker Catallanma

Asagidaki iki boyutlu ayrik zamanl sistemi goz oniinde bulunduralim:
X S (148) cos® —sinB X1
X sin@  cos0 X2
cos@ —sin0 a —b X
+(d+3) | Yy
sin@  cos0 b a X2

Burada sistem sadece & parametresine bagli olup 8 = 8(5), a = a(8), b = b(8) € Ck
olmak tizere 0 < 6(0) < 7, a(0) # 0 kabul edelim. x; = x, = 0 tiim 6 parametreleri

2.7)

icin sistemin denge noktasi olup bu denge noktasindaki Jakobiyen matris

sin@  cosO

J(0.0)= (1 +) ( cosO —sind )

olarak elde edilir. Simdi bu matrisin 6zdegerlerini bulalim:

Burada iz(J) = 2(1 + 8)cos8 ve det(J) = (1 + §)? olmak iizere
F(A) =A% —iz()A +det(J) = A% —2((1+ 8)cosO)A + (1 +5)?

karakteristik polinom olup kokleri

2(1+8)cos® F \/4(1+ 8)2c0s20 —4(1+65)?
2 (2.8)

Moo=
— (14 8)eT

seklinde hesaplanir. Ozdegerler sifirdan farkli oldugu icin (2.7) doniisiimiiniin tersi

mevcuttur.

Goriildiigii iizere § = 0 ve 0 < 0(0) < 7 iken ;5 = €9, |1, ,(0)|= 1 oldugu icin
x;1 = x = 0 hiperbolik olmayan denge noktasidir. Bu duruma karsilik gelen

catallanmay1 analiz edebilmek i¢in

z2(t) = x1(t) +ix2(2) (2.9



kompleks degiskenini tanimlayalim. Burada Z(t) = x; (t) — ixa(t) ve |z|*> = x7 + x3 dir.
(2.7) sistemi acik sekilde asagidaki gibi yazilir:

x1(t4+1) =(148)(x1c0s0 — x25in0) + cosO (x7 4 x3) (ax; — bx;)
— s5in®(x} +x3) (bx1 +axy)

x2(t 4 1) =(14 8)(x15in6 + x2c050) + 5in@ (x7 +x3) (ax; — bxy)
+ cos0 (x] 4 x3) (bxy + ax).

Simdi d(0) = a(8)+ib(5) olarak tanimlayalim ve yukarida elde edilen esitlikleri (2.9)
ile verilen doniisiimde yerine yazalim:

Z(t+1) =x1(t+1)+ixa(t+ 1)
=(1+8)(x1c050 — x25in0) + cosO (x] +x3) (ax; — bxy) — sin@(x} 4 x3) (bx| +axy)
+i [(1+8)(x15in0 +x2c058) + 5in6 (x] +x3) (ax1 — bxz) +cosO(x7 +x3) (bx1 + axy)]
=(1+48)(x1 +ix2)(cosO + isin®) + (x3 +x3) (cosO +isin®) [a(x) + ix) + ib(x] + ix2)]

olup
2(t+1) = (14 8)ze"® +|z[e® (az+ibz) = [z ((1+8) +d|z*)] €® = puz+cz|z|?

elde edilir. Burada A = A(8) = (1+8)e’®®) ve ¢ = ¢(8) = €/9(9)d(§) olup & ya bagh
kompleks fonksiyonlardir. Sonug olarak iki boyutlu (2.7) sistemi, (2.9) doniisiimii ile

bir boyutlu
241 = €90z (148 +d(8)]z ) (2.10)

denklemine doniisiir.

Simdi, p = |z| olmak iizere, (2.7) sistemini kutupsal formda yazmak icin z; = p;e'®

doniistimiinii yapalim. Denklem (2.10) kullanilarak

241 = Prypr1€ P!
=99 el (14 6 +d(8)|pre'®|?)
= 00O+ @)p (148 +d(8)p?)
= /0@ +0)p, (14 5+ (a(8) +ib(5))p2)

elde edilir. Sonug olarak

Prr1e®tt = OOFP) 5. (1 48+ (a(8) +ib(8))p?) (2.11)
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bulunur. Esitligin her iki tarafinin modiiliinii alalim:
P11 = [pra| = [0 M) p (148 + (a(8) +ib(8))p7)|
= p(1+8 + (a(8) +ib(5))p7)]
= |pel|(1+8 + (a(8) +ib(8))p7)].

pr pozitif oldugundan

pre1 = prl(1+ 8+ (a(8) +ib(8))p?)|

— o/ (146 +a(8)p?)> +52(8)p}

a 2
= Pt\/(l +6)? (1 + 21 _ﬁ?l’th (’ffg‘)zpf)

elde edilir. Burada

_2a(0) 5 ()

b(5)
TP T e

149)

2P P

olarak tanimlayalim ve /1 + u fonksiyonunu, # = 0 da Taylor serisine agalim:

a 2
o =1 8)p, 1+ (34002 MO ) o)

|d(8)]?
AT 6

—p|(1+0) +a(@p pi+ 00
= pi [(1+8)+a(8)p; +p/R(p:,8)], Reck,
Dikkat edilirse (2.11) esitliginden

Prr1e® = pe @0 (1 1§+ d(8)p?)

_ ptei(9(5)+(l)t) 1+6+ d(5>pt2|eiQ(Pn5)

bulunur ve iistel ifadelerden

Orr1 =@+ 0(3)+Q(p;:,0)

elde edilir. Sonug olarak (2.7) sistemi kutupsal formda
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piv1 = pi (1+8+a(8)p? +p'R(p:, 5))
2.12)

@1 =@ +60(8)+0(pr, )
seklinde ifade edilir. Goriildiigii lizere (2.12) sisteminde p, ¢ den bagimsizdir.
Dolayisiyla & degerleri sifirdan gecerken olusacak catallanmanin analizini yaparken
(2.12) sistemini kullanmak, (2.7) sistemini kullanmaya gore kolaylik saglayacaktir.
Burada (2.12) sistemi kutupsal formda oldugu icin denge noktasin1 bulurken p iceren
denklemi kullanacagiz. ¢ iceren denklem sadece donme acisini belirlemektedir.

Sonug olarak tiim 6 degerleri i¢in p = 0 denge noktasidur.

Pr+1 = f(ps,6) olmak iizere fp, (0) = 1+ 6 olarak hesaplanir. Bu durumda
1/p(0)]<1e-1<148<1&-2<6<0

gerceklenir. Buradan 6 < O iken denge noktasi kararli, 6 > 0 iken denge noktasi
kararsizdi. 8 = 0 durumunda ise denge noktasimin kararliligi a(0) ile

belirlenmektedir.

Kabul edelim ki a(0) < 0 olsun. 6 = 0 iken orijin lineer olmayan kararli yapidadir.
Ayrica (2.12) sisteminin diger denge noktasi

p=p(1+8+a(8)p*+p*R(p.8)) = 0=235+a(5)p*+p*R(p,5) ~ 6 +a(5)p*

yaklasimindan

po = —m+0(3)

olarak bulunur. Diger taraftan, sistemdeki ¢ doniisiimii p ve § ya bagh olarak déonme
agisim tamimlar ve yaklagik olarak 6(0) ya esittir. Boylece (2.12) de tamimlanan
doniisiimler kullanilarak orjinal (2.7) sistemine karsilik gelen catallanma diyagrami
Sekil (2.4) deki gibi elde edilir. Bu sekilde goriildiigii tizere orijin tiim & degerleri igin
sistemin denge noktast olup 6 < 0 iken kararli, 0 = 0 iken lineer olmayan kararli,
0 > 0 iken kararsiz yapiya sahiptir. Ayrica 6 > 0 durumunda orijinin etrafinda kapali
bir yoriinge meydana gelmektedir. Bu yoriinge secilecek her pozitif  degeri icin
tektir ve yaricap1 po(9) ile hesaplanir. (2.12) iterasyonlar altinda orijin digindaki bu
kapali egrinin i¢inden veya disindan baslayan tiim yoriingeler bu kapali egriye

yaklagsmaktadir. Bu dinamik yap1 Neimark-Sacker catallanma olarak adlandirilir.

Boliim 2.1°de oldugu gibi, Neimark-Sacker catallanmada da catallanmanin tiirii denge
noktasinin kritik parametre degerindeki kararlilik durumu ile belirlenir. a(0) < 0 iken
orijin 0 = 0 da lineer olmayan kararli yapiya sahip oldugundan bu catallanma

"Siiperkritik" Neimark-Sacker catallanmadir.
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§<0 §=0 6>0

Sekil 2.4: Suiperkritik Neimark-Sacker catallanma (Kuznetsov, 1998)

X,

d<0 §=0 §=0

Sekil 2.5: Subkritik Neimark-Sacker catallanma (Kuznetsov, 1998)

a(0) > 0 durumunu benzer sekilde analiz etmek miimkiindiir. Sekil (2.5)’de de
goriildiigii tizere (2.12) sisteminin orijin denge noktasinda 6 = 0 iken Neimark-Sacker
catallanma ortaya ¢ikar. a(0) < O durumunda yapilan analizin aksine, 6 < 0 iken
orijinin etrafinda kararsiz bir kapali yoriinge meydana gelmektedir ve bu yoriinge 6
degerleri pozitif olurken kaybolmaktadir. Ayrica orijin 6 = 0 da kararsiz oldugu igin

bu catallanma "Subkritik" Neimark-Sacker catallanma olarak adlandirilir.

Simdi (2.7) sistemine yiiksek mertebeden terimler eklenerek elde edilen
X1 (148) cos@ —sinf X1
X2 sin@  cos0 X2
cos@ —sin6 a —b X
+(i+a) | ] +odlx )
sin@  cos0 b a X2

), 0 ya bagh diizgiin bir fonksiyon olmakla

(2.13)

sistemini ele alalim. Burada O(]| x*
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beraber (2.13) sistemi, (2.7) sistemi ile lokal topolojik olarak denk degildir. Bu
sebeple yiiksek mertebeden terimler sistemin catallanma davranmigin etkilemektedir.
(2.13) sistemi kutupsal formda yazilirsa p donilisimii ¢ acgisina bagli olarak
bulunacaktir. Sistem (2.12) gosterimine benzer sekilde yazilir fakat burada R ve Q
fonksiyonlart 2m-periyotlu olacaktir. Yine de (2.7) ve (2.13) sistemlerinin faz

portreleri onemli benzer 6zelliklere sahiptir. Buradan asagidaki Lemma elde edilir:

Lemma 2.2. O(|| x ||*) terimleri (2.13) sistemindeki degismez kapali egrinin
catallanmasini etkilemez. Yani, tek bir tane lokal degismez kapali egri, (2.7)

sistemindeki gibi aymi yonde ve aymi kararliik yapisi ile orijinden ¢atallanir
(Kuznetsov, 1998).

Analizin devaminda Neimark-Sacker catallanmaya sahip olan herhangi bir iki boyutlu

dinamik sistemin, (2.13) kanonik formuna indirgenebilecegini ispatlayacagiz. $imdi
x— f(x,8), x=(x1,x) €R?* SR (2.14)

sistemini ele alalim. Burada f € C* olmak iizere x = O sistemin denge noktasi ve § =0
iken bu denge noktasindaki Jakobiyen matrisin 6zdegerleri A » = e 0< <

olsun.

(2.14) sisteminin denge noktalar1 ¥ = f(%,0) esitligini saglayan % degerleridir. Kabul
edelim ki G(x,8) = f(#8) — % ve G = (g1,8)7, V € R? (V agik ve orijini igerir)

iizerinde C* fonksiyonu olsun. Bu durumda G(0,0) = 0 gergeklenir. Ayrica

o, o
G o0xj ox)
= —J—1
w | an
8x1 8x2
olup A = 1 dzdeger olmadig igin (6y # 0)
G
= =17(0,0,0) 1| #0
9% |—0,5-0

saglanir. Sonug¢ olarak Kapali Fonksiyon Teoremi’nin (Bakimiz EK-1) sartlar
saglanmis olup
g:WCR — R?,

6 — g(8) = (x1(8),x2(5))

olarak tanimlanan tek bir g fonksiyonu vardir ve sistem kiiciik |0| degerleri igin orijin
civarinda tek denge noktasina sahiptir. Bu denge noktasin1 %(9) ile gosterebiliriz.

Eger bu denge noktasi orijinden farkli ise gerekli doniisiimler yapilarak orijine
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taginabileceginden analizin devaminda kiiciik |§| degerleri igin genellikten bir sey

kaybetmeksizin x = 0’ 1 sistemin denge noktasi kabul ederek ilerleyecegiz.

f(xz,0) fonksiyonunu orijin civarinda Taylor serisine acarsak

Kt +1) :f1(0,0,5)+g—Q(O,O,S)xl(I)+g—Q(O,O,S)xz(t)+---
1) = £(0.0,8)+ 920,0,6)0u() + 92 0,0,8)0,0) 4~

elde edilir. Burada kiiciik |8| degerleri igin f1(0,0,8) = £2(0,0,0) = 0 oldugundan
sistem
X1 =A(8)x +F(x,8), Feck (2.15)

Fi

seklinde yazilabilir. F := > olarak ifade edilirse F(0,6) = 0 oldugu i¢in F; ve

12
F; en az kuadratik terimler icerir.

r(0) =1, ¢(0) = 6y olmak iizere A(0) Jakobiyen matrisi
M12(8) = r(8)e™0®)

ozdegerlerine sahiptir. Burada B € C*, B(0) = 0 olmak iizere (8) = 1+ B(8) olarak
yazilabilir. Kabul edelim ki B’(0) # O olsun. Boylelikle B, Kapali Fonksiyon
Teoremi’'nden O ya bagl olarak yeniden yazilabilir ve yeni parametre olarak

secilebilir. Bu durumda 6zdegerler

A(B) = (1+B(8))e*P)

olarak ifade edilir. Burada 8 € C* ve 6(0) = 6y dur.

Lemma 2.3. Bir kompleks degisken ve yeni bir parametre tammlayarak yeterince

kiiciik | B| degerleri igin (2.15) sistemi

41 =A(B)zi + (2%, B)

sistemine déniistiiriilebili. Burada B € R, 7z € C, A(B) = (14 B)e®B) olup ¢
fonksiyonu z;,7Z, ve B min kompleks degerli C* sumifindan bir fonksiyondur. Ayrica
fonksiyonun (z;,7;)’a gire Taylor seri acilumi mevcut olup kuadratik ve daha yiiksek

kuvvetten terimler icerir ve fonksiyon asagidaki sekilde ifade edilir (Kuznetsov, 1998)

s@aB)= Y —eu(B)EE), ki=0.1,...

1!
k+1>2 k!
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Ispat. (2.15) sistemindeki A matrisi reel ise transpozu olan A7 matrisi de reel olup ayni
karakteristik polinoma sahip olduklarindan 6zdegerleri de aynidir. Buna kargilik farkl

Ozvektorlere sahip olabilirler.

Kabul edelim ki A(S) nin A(8) 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorii g(6) olsun. Bu
durumda

A(8)q(8) =2(8)q(8) [A(6)4(8) =2(8)3(8)]

saglanir. Ayrica AT (8) nin A(8) 6zdegerine karsihk gelen 6zvektoriinii p(8) olarak

secersek
AT(8)p(8) = A(8)p(8) [AT(8)p(8) =A(8)p(8)]

esitlikleri de saglanir. ¢(8) ve p(8) 6zvektor oldugu icin C? :< p,q >= p1q1 + p2q2
seklinde tanimlanan i¢ ¢arpima gore < p(68),q(0) >= 1 esitligini saglayacak ¢(0) ve

p(8) vektorlerini bulmak her zaman miimkiindiir.

q(8) ve g(9) lineer bagimsiz olup bu vektorler ile bir baz olusturabilir. Boylelikle
Vx € R? ve kiiciik 8 degerleri icin

x = kig(8) +kaq(8) (2.16)

olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir. Simdi k; ve k; katsayilarinin ne olmasi gerektigini

X1

bulacagiz. x = € R? olmak iizere (2.16)’dan
X2
x| _ qi1+iq12 ' qi1 —iq12
= (a) +iay) + (b1 +ib2)
X q21+ig2 q21 — g2

yazilir. Buradan

x1 = (a1911 — a2q12 +b1q11 + bag12) +i(a1q12 + axqi1 — b1g12 + baqin)

elde edilir. x; € R oldugundan, b; = ay, by = —ay secilerek imajiner kisim sifira
esitlenir. Bu durumda k; = z = aj + iap olarak alinirsa k, = 7 = a; — iap bulunur.
Sonug olarak

x=1zq(8)+7q(d) (2.17)

elde edilir. Burada (2.17) doniisiimiinii kullanarak x,1; = A(0)x, sistemini

Z+1 = A(PB)z formuna doniistirmeye calisacagiz.
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Xt+1 = A<5)xf
= A(9) [z9(8) +7:4(3)]
= 2A(8)q(8) +2A(8)g(8)

=2A(8)q(8) +2A(8)q(9)
olup
X1 = 2A(8)q(8) +2A(8)q(d) (2.18)

elde edilir. (2.17) ile verilen esitlikten

< PyXe1 > =< Py 4+19 T 2+19 >

(2.19)
=241 <Pq>+Z441 <Pp,g>
olur. Ayrica (2.18)’den
< Pl > =< p,uhq+ZAq >
=zA < p,g>+7 < p,Ag >
. (2.20)
=zA < p,qg>+Z < p,AG>
=A< p.g>+uA <p,G>
bulunur. (2.19) ve (2.20) esitlenirse
i1 < Pog > o1 < PG >=zA < pog > +IA < p,g > (2.21)

elde edilir. Burada < p,q >= 1 oldugunu biliyoruz. Simdi denklemde verilen < p,g§ >
i¢ carptmint hesaplayalim:

1 1

1= 1
< p,g>=< p,ilq >=<p,AG>= 5 <pAG>= <A'p,g>=%<p,g>

NN

Py
Y

2 _
olup <1 — i) < p,Gg >=0dan A # A oldugu i¢in < p,g >= 0 bulunur. Sonug olarak
(2.21)’den
21 =A(B)z

elde edilir. Simdi x; | = A(B)x; sistemine lineer olmayan terimlerin eklenmesiyle elde

edilen
X1 =A(B)xi +F(x:, B)
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sistemini ele alalim.
<pXey1 > =< p,A(B)x >+ < p,F(x;, ) >
1 =AB)u+ < p,F(zq(B)+z24(B) >

olur ve g(z,%,B) =< p,F(z:q(B) + z:g(B) > olarak tanimlanan g fonksiyonu Taylor

serisine agilirsa

1
g(ztuzhﬁ): Z k‘_l‘gkl(ﬁ>Z;€(Z[)17 k,l:O,l,...
k+1>2 "0

elde edilir. Burada

pLays
gkl(B):W<paF((ZQ<ﬁ)+ZQ<ﬁ)aB)>|Z=07 kul:0717~-' ve k+122

ile verilir.

Lemma24. L = A(B) = (1+B)e®P), g;; = g;;(B) olmak iizere

21 = Az + %z? + g211 a7+ ggzz,z + %ztzt +o(z)?) 2.22)

denklemi, ¢ £ 1 ve e300 £ 1 ise yeterince kiiciik B degerleri icin asagidaki

parametreye bagli ve tersi mevcut olan

1002 g 122
r =W 2 Vt 11V >

doniigiimii ile

Vie1 = Avi +O(v?) (2.23)

kuadratik terimleri olmayan denkleme doniistiiriilebilir (Kuznetsov, 1998).

Ispat.
Vi = Az + B2 + Cz1% + D7 + O(|z )

formunda olup belirsiz katsayilar yontemiyle
2 - 2y 20,00 hoz 422
2t = Az + Bz +CzZ + D7, +7A +hp1A? ztzt+7A ;+ .
h h
=Az + (B—|— %A2> 2,2 + (C—l—h11A2) 22+ (D+ %A2> 2,2 +...

h h
esitligindenA =1, B= —%, C=—-hy, D= —% bulunur. Sonug olarak
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hao hoa
Ve =3¢ — TZI —hIIZtZt - TZz +0(|Zt|3)

elde edilir. Simdi v, ifadesinde (2.22) ile verilen esitligi yerine yazalim:
h
2

hao
) i} 02 2 3
Vi+l Za1 T G —h112e1%+1 — - Zip1 + O(|ze41]7)

{Mﬁ— 5 B0 2 fenuz+ 52 5 2} —h% [k a+8 2 802 4 gnzmz + 52 5 2}

—hn |:)~Zt+ > Zt+g11ZtZt+ 2 } [lzﬁ— > Zt+glltht+ > 2}

leﬂ Aa+822 +enaz + &2 zﬂ +0(|u)
=Az+ (g;() z”ﬁ“) g+ (en—AAhn) uz + ('gz” —/’12”202> Z2+0(al)
=2 {vt—&—hz Vi —&—hnvtvt—f—h7 2}

820 2]’120 hyo 5 _hp L)
+ ) —A V1+7V[ —|—h11v,v[—|—7v,

= hao hoo h h
+(811*)UU111) [VtJerl JrhlthVer? 2} [VtJréoﬁtzﬂththﬁzngzvtz

_h _ hyo _ h 2
+ (222 [ 2 i + 222 0P

h h =
:)Lvt+(g§0+/l 20 ;12;0)v,2+(gn—/uh,l+/1h”)v,vl

h h
+<g§2+z 32 22 02>ﬁ3+0(|vt|3).

Bu esitlikte

hzo 2120 820
A=A ——=05hy=—""—,
2 2 07T A1)
811 —lihll +Ah1=0&hy = —g;l_
A(1=2)
ve N N
802 7 hor 72l __ 8w
) —i—lz A > < hoy ;L—/Tl,z
secilirse kuadratik terimlerin katsayilari sifir olur. (Burada ¢(®) £ 1 oldugundan /2
ve hiq, ¢310(0) # 1 oldugundan hg, tanimlidir.) Sonug olarak
Vir1 = Avi +O(|v ) (2.24)
elde edilir.

Simdi kuadratik terimleri eledigimiz gibi kiibik terimleri elemeye calisacagiz.
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Lemma 2.5. A = A(B) = (1+B)e®B), g;; = g;;(B) olmak iizere

821 »_ , 812 803_3

830 3
s+ =+ > — 7, +— 6

e a5 S +0(|z)h (2.25)

Ul = A+ =

denklemi, ¢*°(0) %1 ve ¢419(0) =% 1 ise yeterince kiiciik B degerleri icin asagidaki

parametreye bagli ve tersi mevcut olan

h3o 53 ho 25 hi2 2 hoz 4

G =Vi+— 6 v; +—— 5 ViV + —— 5 Vi z—i—?vt
doniistimii ile sadece bir kiibik terim iceren
Vi1 = Avi v i+ 0(v|h) (2.26)

denklemine doniistiiriilebilir (Kuznetsov, 1998).

ispat.
il 3 2= =2 =3
Vy = AZ[ + BZZ‘ + CZ[ It + DZ[Z; + EZ

formunda olup belirsiz katsayilar yontemiyle

h30 hy1 ».  hip ho3
Zr =i+ — 6 ?—f— 21 ,2z+ > —V ;—I-? A
3 2- 2 3, M0 33 hat /30
=Az;+ Bz, +Cz;% + Dz 7 + EZ + A%z +...) +=- A7z +...)
hi2 h
+5 (Wag )+ (A )
h h h
—Az + (B +A3%) 24 (C+A3%) 27+ (D +A3¥) I
h
+ (E +A3%> Z,3+1
esitliginden
h3o ha1 hi2 hos
) 6 ) 2 ) 2 ) 6
bulunur. Sonug olarak
hso 3 hot o hi2 5 ho3_;
Ve =2 — ?Zt 3 A &l — TZtZt 6 — 341

elde edilir. Simdi v, | ifadesinde (2.25) ile verilen esitligi yerine yazalim:
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h3g h h h
_ 3 21 2 - 12 =2 033 4
Vi4l =3+1 — 6 — %1 — ) A %134+ — 3 A +134 — 6 zt+1+0(\z,+1| )

h h =
*}LZ[ + géo ? + % 1‘221 + g212 Zz_tz + g%_? 30 (1«3 3 ) % (llelzZt + )

h hos -
A 5 (A2 +.) - % (A2 +.)+0(|z Y

_z,+<gg" h”/l) (g;l "2111),,+(g;—’“2u>

803 ho3z3\ 5 4
+ (52 -103) 2 4 ofath

h h hip h h
:;L[,+3O LN P +03~3}+<830_30;L )

6 2 2 6 6
h h h
+ (gz’”z‘ > < 1217&) 24+ (”’230313) 7+ O(|wi|*)
h3o 4 8% 0 ha1 2] ha1 .05 -
:lvt-i-(?t ? ? ( 7_7 A’ Vtzvl

h h h h
+<;A+g; 12M>,,+<Am+gg3 031)

Bu esitlikte

830

h3o 830 h3o,3
Y 4 4 PR

1
— (h3p(A — A3 =0 hy =
e T "¢ 6( 30( )+830) =0 h3p =

h12 g1z hia,z, 1 ) g2
— A+ —AA == (hp(A — AL+ =0 hp=—}3*—
R 2( 12( ) 812) 12 LA —2

veE

hos 803 h03 ;3 1 3 803
=2 9% P hpa(A —A°)) =0 hgy = =
6 + ¢ =z (ho3( ) B=53

olarak secilirse v27; li terim haricindeki kiibik terimler, katsay1s1 sifir olacagindan yok

olur. Hipotezden ¢*¢(©) £ 1 oldugu icin A3y ve hiz, €*®©) £ 1 oldugu icin hgs

tanimlidir.
Burada
hor g1 har .05 1 23 821
— 42— = A A== (A —-AA = h|=——""—

alisaydi B = 0 iken A(0)(1 — |A(0)|>) = O olacag1 igin hy; tamimlanamazdi. Bu
sebeple hy; = 0 seg¢ilebilir. Sonug olarak ¢; = g% olmak lizere

Virl = A+ ey i+ 0| (2.27)

elde edilir.
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Lemma (2.4) ve (2.5) i birlestirerek agsagidaki lemmay1 elde ederiz.

Lemma 2.6. A = A(B) = (14 B)e®B), g;; = g:;(B) olmak iizere

Z,H:AZﬁ_gzOZ 811 802 830 3, 81 2. ,812_2

D aT 2 6 2 2

t S aL Ty g TG at S ay + 803 -3

denklemi, ¢*0(0) #1, k=1,2,3,4 sarti saglaniyor ise yeterince kiiciik B degerleri

icin asagidaki parametreye bagli ve tersi mevcut olan

L ho 5 h3o hat o  hia 5 hos
vt2+h11vtvt+7vt2+?v;’+71v,2v,+%v,v,2+?vf

hao

Zt =Vit+ 3

doniigsiimii ile

Vit = Av + v 4 O([vn 4

denklemine doniistiiriilebilir (Kuznetsov, 1998).

ispat.

(2.28)

(2.29)

Lemma (2.4) ve (2.5) arka arkaya uygulanarak ispat tamamlanir. Lemma (2.4)’den

hao h h h h h
2 3 02 2 30 3 21 2_ 12 2 03 3
VW= ——% —hna———% ——3 — =44 — ——uZ% —
ay y 4 2 WA W
elde edilir. Verilen doniisiimii v, de yerine yazarsak
_ hao N - ho ,  hio ;3 hat 5
Vi+1 =2r+1 ) L1 — M1Ze4+121+1 ~ 4 6 Zt+1_72 Zry13+1
hlz ) h03_3 4
— a1 — G Oz [7)
2 6
820 o 811 _ _ 802 o> , 830 3 821 o_ 812 o, 8033
OTIE- Y TOPR -0 T TS TP
( i+ 22,+ 22;2;+ 2z,+ 6z,+ 2z[zz+ 2z;z[+ 62’

hxo - _
- (A% + Agooz; +2A81127 % + AgooziZy +-..)

2

— & +0(|Zt’4)

— (Aiz,z, + A%ztzf +AZNZ% +Ag—§2z§’ FASR 27 L denaP+ 1%2{’ n )

hoy /00 = _ _ _ 5= _ h:
- % (A*Z +A507 +228112% + Ag0zi % +...) — % (A*F +...)

h = h - hon =
(WA +) - (Mg ) -2 (B )
=Mz kg +kong +kaZ kg + ks z +keZ ki
bulunur ve burada k;,i = 1,...,7 katsayilar1 asagidaki sekilde hesaplanir:

820 ,2h0
k —_—_— = —_—
1 2 )L D) 9

ky =g11 — h11A4,
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z2ho2

802 )
ky =502 _ 2002
3 > D) )
830 £20 goz 3h30
k —Ahy>=—= —hj A= —A°—
4= 207 1 ¢
h _
ks = g2 /Ulzogn—hn/lgn—hnl——/lho 802 _ =212,
B2 23 2
h
12/112,

hoo

12
k6 g?__

h
k7 :g% —h117tgﬁ—£l §0——

Simdi (2.28) ile verilen ifadeyi buldugumuz esitlikte yerine yazalim

Ago —hnl— —hiAgi —hopAgi — —

Virl =Az +kizp + ko + k3Z,2 o= k42,3 + kSZtZZt +kez:Z; +k7Z;

h
=Av +v; <l£+k1> + v (AR +k2)+\7,2 (;L— +k3)

h
(ﬂ‘— -{—kzﬂ + ky +k1h20)

hyo
hi + 7) + k3hop +k5)

h
+ V2% (A%+Zk1h11+k2(

h
+ v, (l—+k1hoz+k2 (?Jrhn) +2k3h1y +k6>

h hoo
(lﬁ +k2— ~+ k3 hyg +k7)

+ . 5
Burada - -
o A thy
g1 =Ahy +k;
~2 2" ks,
6 l@+k2}%+k4 + k1 ho,
8 —/'L@ + 2k1hy1 + ko <h11+%) + k3hop + ks,

2
~ h h
‘% —)2 +k1hoa + ko (?-I—hn) + 2k3hi1 + ke,

g h h
—/FLE —l—kz% + k3hoo + k7

6
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olmak tizere

g02~2 830 3 &1 25 812

2, 803
ST SV v S S

Virl = 7Wt+ Vz +&11vive + 2 6 —V;

2
olarak yazilir. Ayrica,

820

h20:—m7
- 811
A=)
8w
02 A/_127
s = 6 { 820 <811 +g20(1_l)+lgzo)_ 811802 _@}
(=A% [A(1=2) \1-1 1-2/) 201-4) 6]

hiy = 2 _ {802 ( 820 _Zg_“ﬂ
A—222) la—22 \2(-2)

2 g1 g1 Agox A% 3 )]
+ = = — — -2
{A(1-A)<1—z+z_zz T

{ 820 (gll —lgoz)—gﬁ]
(A—2A22) [22(1-2) \1-2 2]

A-2) | 6 20-A)\(1-1)
.6 { 820 (g 4 Ao )_ Agi180 }
A-23) [220-2) P T 2 =212))  22(1-2)
secilmesiyle
820 §02_§30_§12:§£:0

olur. Diger yandan Lemma (2.5)’in ispatinda verilene benzer sekilde % = 0 esitligini
saglayacak hy tan1m11~olmad1g1ndan hy1 = 0 secilebilir. Sonug olarak (2.29) formuna
ulagilir. Burada ¢; = 821 lmak iizere ilgili katsayilar yerine yazilirsa ¢; daha sade
formda

802

971 21
o =221 =821 lhzogn—hlllgn—hn?t——lhoz 5

2 2

:gﬂ_é’ngzoJr|gn|2 e ( A >+ 802
2 A—-1 1-1 "\oad-1)) "202-1)

_820811(A —3+22) |811|2Jr 802 L8
2A2—2)(A—-1) 1-1 2A2-1) 2
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olarak elde edilir. Ayrica c¢(0), |A| = 1 oldugu i¢in

@A) =3424(0) g OF . ls@F . gn(0)
O =2 0) - m»<<> ) +1—imf+%z%m—im»+ 2
-~ gzo (0)g11(0) (A(0 3A(0 )+27Lz(0)) n g11(0)?
2(A2(0) - ( 0)—A(0) 1-2(0)
+ |goz(0) B L8 (0)

$20(0)g11(0)  (1-32(0)+222(0)) . e (O | [g02(0)
2 ( )*‘ “7(0) ' 2(22(0)—4(0))

- 2(A%(0) - 2(0)) 1-2(0)
N g212(0)
_820(0)g11(0)(1-24(0)) |, lg11(0)1? 802(0) 2 L s(0)
2(2%(0) = 4(0)) 1=4(0) * 2(2%(0)-A(0)) 2
(2.30)
olarak hesaplanir.
Teorem 2.3. x; € R?, § € R ve f € C* olmak iizere
X1 = f(x2,6) (2.31)

sistemi yeterince kiiciik |0| degerleri icin X = 0 denge noktasina sahip olsun. Bu denge

noktasindaki Jakobiyen matrisinin ozdegerleri ise
Ao =r(8)eT®®) 5 1(0) =1,9(0) = 6
olsun. Kabul edelim ki asagidaki sartlar saglansin:
NSI) 7/ (0)#£0
NS2) k% £ 1, k=1,2,3,4.

Oyleyse, y = (y1,y2)! olmak iizere (2.31) sistemini
t+1 cos@ —sin0
M ) e ’
y2(t+1) sinf  cos6 2
cos® —sin0 a —b Vi
+07T+0) | +o(|l ¥ [I*)
sin@  cosB b a V2
(2.32)
sistemine doniistiiren tersi mevcut olan parametre ve koordinat doniisiimleri mevcuttur.

Burada 6(0) = 6y ve a(0) = Re(e "¢ (0)) olup ¢ (0) katsayisi (2.30) denkleminde
verildigi gibidir (Kuznetov, 1998).
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Ispat. Lemma (2.4), (2.5) ve (2.6) dan (2.31) sistemi A (B) = (1 +B)ei9(B) olmak iizere
wip1 = A(B)wi +c1(B)wi|wi|* +O(|wi|*)
normal formuna doniistiiriilebilir. Ozdegeri bu esitlikte yerine yazalim:

wist = (14 B)e®Phw, + cr (B)wilwi[* + O(|wi ")

= ) [ (14 B+ e O Bley (Bywiwi | + O(wil*).
Eger d(B) = e ®(B¢;(B) olarak segersek
Wit = P [14 B+ d(B)lwl?] wi+O(wi[*)
bulunur. Burada d(B) = a(B) +ib(B) = cos(B)ci — isind(B)ci (B) olarak yazarsak
Wit = 0O [14 B+ (a(B) +ib(B)) wi ] wi+ 0wl

elde edilir. Simdi reel koordinatlara ge¢mek igin w, = yi(¢) + iy2(¢) doniisiimiini

yapalim:

wirr =P [14 B+ (a(B) +ib(B) (1 (1) +¥5(1))] (y1 () + iya(t)) + Y.M.T.
=P (14 B) (1 (t) +iv2(t))
+e P [(a(B)y1(t) +ia(B)ya(t) +ib(B)y1 (1) — b(B)y2(1) (v () +¥3(1))]
+Y.M.T.
—(1+B) (cosBy1 (t) — sinByy(t)) +i(1+ B) (cosBys(t) + sinByy (¢))
+ [cosB/(a(B)y1(1) = b(B)ya2 (1)) — sinB (a(B)ya(t) +b(B)y1(1))] (v (1) +¥3(1))
+i[cos®(a(B)y2(t) +b(B)yi (1)) +sin®(a(B)y (1) — b(B)y2(1))] (v () +¥3(1))

+Y.M.T.
=y1(t+1)+iy(t+1).

Sonug olarak

yi(t+1) =(14B) (cosOy;(t) — sinBy,(t))

+[cosB(a(B)y1(r) = b(B)y2(r)) — sinb(a(B)y2() + b(B)y1 ()] (1 (r) +¥3(r))

+YM.T.
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veE

va(t+1)=(1+B)(cosOy(t) + sinOBy, (1))
+[cos8(a(B)y2(r) +b(B)y1(t)) +sin®(a(B)yi (1) —b(B)y2(1))] (¥1(r) +3(1))
+YM.T.

elde edilir. Buradan (2.32) formuna ulasilmis olur.

Teorem 2.4. x; € R, § € R ve f € CX olmak iizere

Xt+1 = f(xl; 6)

sistemi 6 = 0 iken ¥ = 0 denge noktasina sahip olsun. Bu denge noktasina karsilik
gelen ozdegerler ise A1 2 = e olsun. Ayrica sistem, Teorem 2.3 deki hipotezleri ve
NS1), NS2) sartlarimi saglasin. Buna ek olarak a(0) # 0 olsun. Oyleyse, 8 soldan saga
0 = 0 noktasindan gecerken orijinin komsulugunda tek bir kapali yoriinge ortaya cikar.
Burada a(0),

e g, (1 —2¢ %) 2g0g sul* g2l
0) = R R . — - 2.33
a( ) e( ) € 2(1_67190) 2 4 ( )

ile hesaplanir (Kuznetsov, 1998).

36



3. MERKEZ MANIFOLD TEORISI

Cok boyutlu sistemlerin analizini basitlestirmek icin kullanilan yontemlerden biri
sistemin boyutunun azaltildig1 Merkez Manifold Teorisidir (Kayan, 2018).

Bu boliimde flip ¢atallanma i¢in gereken merkez manifold teorisi anlatilacaktir.
X(t+1)=AX(t) (3.1)

sistemini ele alalim. Burada X € R” ve A,,, tipinde reel bir matristir. Kabul edelim ki
X = 0 sistemin hiperbolik olmayan denge noktasi olsun. Bu durumda A matrisinin
Ozdegerlerini birim ¢emberin icinde, disinda ve lizerinde olacak sekilde ii¢ gruba
ayirmak miimkiindiir.

Birim ¢emberin icinde kalan (mutlak degeri 1 den kiiciik) 6zdegerlere karsilik gelen
ozvektorler {ej, ey, ...,es} olmak tizere

E® = span{ey,ey,...,es}

uzayma (3.1) sisteminin Kararh Altuzayl, birim cemberin diginda kalan (mutlak
degeri 1 den biiyiik) 6zdegerlere karsilik gelen ozvektorler {egi1,e€s42,.- s€stu}
olmak lizere

u
E" = Span{€s+1,€s+2a ) es+u}

uzaymna (3.1) sisteminin Kararsiz Altuzayi, birim cemberin {izerinde bulunan
(mutlak degeri 1 e esit) Ozde8erlere karsilik gelen  6zvektorler

{€stut1s€s4ut2s-Esiute} oOlmak iizere

c
E€ = span{es i yi1,€51ut2; - Cstutc)

uzayma (3.1) sisteminin Merkez Altuzayi ad1 verilir (Wiggins, 2003).

t — o iken E* uzayinda baslayan ¢oziimler denge noktasina yaklasirken E* uzayinda
baglayan ¢oziimler denge noktasindan uzaklasir. E€ uzayinda baslayan ¢oziimler ise
denge noktasina ne yaklasir ne de uzaklagir.

E" = ise (3.1) sisteminin tiim ¢oziimleri E€ uzayina yakinsar ve dolayisiyla sistemin
dinamigini E€ uzay1 belirler (Wiggins, 2003).

Xer1 = Axe + f(xe, 1)
3.2)

Vi1 = By +g(xz, )

sistemini ele alalim. Burada (x;,y,) € R°xR? ve orijinin bir komsulugunda r > 2
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olmak iizere f,g € C" dir. Ayrica A, cxc boyutlu, 6zdegerlerinin mutlak degeri bire
esit olan ve B, sxs boyutlu, 6zdegerlerinin mutlak degeri birden kiiciik olan matristir.
£(0,0) =g(0,0) = Df(0,0) = Dg(0,0) = 0 1n saglandigin1 kabul edelim.

(%,¥) = (0,0) denge noktast komsulugundaki (3.2) sisteminin lineerlestirmesinin
sonu¢ vermeyecegi aciktir. Bu durumda asagidaki teorem kullanilir.

Teorem 3.1 (Varlik (Wiggins, 2003)). Yeterince kiiciik & degerleri igin
We(0) = {(x,y) € RxR’|y = h(x), |x| < 8,h(0) = 0,Dh(0) =0},

(3.2) sistemin bir C" merkez manifoldudur. Ayrica, yeterince kiiciik u;, degerleri icin
(3.2) sistemi
U] = Auz +f(l/lt,h<uz)), uc RC (33)

sistemine lokal topolojik olarak denktir. Bir baska ifadeyle, sistemler ayni nitel yapiya
sahiptir.

Ispat. Bakimz Carr (1981).

h(0) = 0 ve Dh(0) = 0 kosullar1 manifoldun E¢ Merkez Altuzayina teget oldugunu
sOylemektedir.

Simdi, (3.2) sistemin merkez manifoldunu hesaplayalim. Sistem
X1 = Ax + f (X, 1)
Y+t = Byr +8(x, 1)
seklinde ifade edilip y; = h(x;) olarak alinirsa
X1 = Axy + f(x¢,h(xr))
Vi1 = h(xr41) = Bh(x;) + g(x,h(x;))

elde edilir. Ikinci deklemden, h(x;. 1) = h(Ax; + f(x,h(x;)) = Bh(x;) + g(x:,h(x;))
oldugundan asagidaki esitlik elde edilir:

N(h(x;)) = h(Ax; + f(x¢,h(x;)) — Bh(x;) + g(x¢,h(x;)) = 0.
Bu fonksiyon sistemin indirgendigi merkez manifoldun katsayilarinin hesabinda

kullanilmakta ve flip catallanma analizine bu katsayilar kullanilarak devam
edilmektedir.

38



4. BIR AYRIK AV-AVCI POPULASYON MODELININ CATALLANMA
ANALIZI

4.1 Tez Problemi ve Tezin Amaci

Literatiirde siirekli zamanli av-avci sistemlerinin lineer olmayan dinamik yapisi
tizerine bircok c¢aligma bulunmaktadir. Bu caligmalarda kararlilik yapisi, catallanma,
limit dongiileri, Allee etkisi ile ilgili analizler bulmak miimkiindiir. Diger yandan, son
otuz yilda ayrik zamanli av-avci sistemleri iizerine yapilan ¢alismalar daha dikkat
cekmektedir. Bu calismalarin cogu, denge noktalarinin varli§i ve kararliligi, Allee
etkisi, rezonans ve catallanma analizi, kompleks ve kaotik yapiya odaklanmustir.
Ayrik zamanli av-aver modelleri genellikle siirekli zamanli muadillerinden degisen
veya sabit ayriklastirma adimi ile Euler metodu kullanilarak elde edilmektedir
(Baydemir, 2020).

Bu tezde,
% — rx<1 — %) —c(x—R)y
4 4.1)
d—fz e(x—R)y—dy

diferensiyel denklem sistemi ile verilmis siginak etkisi iceren Lotka-Volterra tipi av-
avci popiilasyon modeli Euler metodu ile fark denklem sistemine doniistiiriilecek, elde
edilen modelin lokal kararlilik ve catallanma analizi yapilacaktir.

Siginak etkisinin sistemin dinamigini nasil etkiledigini arastirmak ig¢in ilk olarak
siginak etkisi icermeyen

4.2)

modeli ile baglanip, (4.1) modeli ile devam edilecektir. Bu iki modelden elde edilen
fark denklem sistemlerinin analizi yapildiktan sonra sonuglar kiyaslanacaktir.

(4.1) modelinde r,c,e,d, K ve R katsayilar1 pozitif olmak iizere

x(t): tanindaki av popiilasyonunu
y(t): tanindaki avci popiilasyonunu

r: av popiilasyonunun biiytime oranini
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c: kisi bagina diigen avlanma oranini

e: avlanmanin avci popiilasyonuna getirisini
d: avci popiilasyonunun 6liim oranini

K: av i¢in ortamin tagima kapasitesini
R:

sabit av s1iginagini

gostermektedir.

Ma (2010), doktora tezinde (4.1) ile verilen modelin dinamik yapisini arastirmus,
Chen ve arkadaslar1 (2012) pozitif denge noktasinin global asimptotik kararliligim
incelemistir. Yang (2013) ise modelin difiizyon terimi eklenmis halinin kararlilik
analizini vermigtir. Kargilikli miidahalenin eklendigi calisma, Chen ve arkadaglar
(2013) tarafindan yapilmig iken Chow ve arkadaglar1 (2018) modele hasat etkisi
ekleyerek analiz yapmustir.

Modeldeki ilk denklem av tiirli popiilasyonundaki degisim oranini ifade etmektedir.
Goriildiigii tizere lojistik parcada avcr tiiriiniin bir etkisi yoktur, yani ortamda avcinin
olmadig1 durumda av popiilasyonu belirli bir siire sonra dengeye ulasacaktir.

Sigiak, avin avlanma olasiliginin normale oranla daha diisiikk oldugu yer olarak
tanimlanir. Bu modelde R, sabit av sigmagi olarak alinmigtir. (x — R), av
popiilasyonundan si8inaga saklanmig olanlarin ¢ikarilmasiyla elde edilen avlanmaya
acik kisim olarak ifade edilir. Bir karsilasma olmasi ve avlanmanin gerceklesmesini
temsil etmek i¢in bu ifade y ile carpilmistir. Modeldeki ¢ sabiti karsilasmanin bagari
oranidir ciinkii herhangi bir karsilasmada avci avi avlamada bagarili olamayabilir.
Ornegin, av kacabilir veya avci 6lebilir. Boyle bir durum s6z konusu oldugundan
buradaki ¢ avci bagina diisen avlanma oranidir ve tiire gore degisebilir.

Ikinci denklem, avci tiirii popiilasyonundaki degisim oramni vermektedir. Avci
tiirtinde avlanmaya miisait olan avlarla karsilagip onlar1 avlayan, yani beslenen grubun
tiremeye bir katkisi olabilir. Peki buradaki e bize ne anlatiyor? Avci hastalanmasi, es
bulamamasi gibi nedenlerden dolay1 her beslendiginde direkt ¢ogalmaz. Beslenen
grubun i¢inden bir kisim belirli bir oranda ¢ogalacaktir. Bu orani e temsil etmektedir.
Bu sabiti avlanmanin avci popiilasyonuna getirisi olarak gorebiliriz.

d yukarida da belirttigimiz gibi 06liim oranim1 temsil etmektedir. Bu oran
popiilasyondaki her bir bireyi etkiledigi i¢in y ile carpilir ve dliimler popiilasyondaki
birey sayisini azalttigindan degisim oranini negatif etkilemektedir.

4.2 Sigiak Etkisi Icermeyen Modelin Analizi

4.2.1 Modelin elde edilmesi

Oncelikle Euler metodunu kullanarak (4.2) diferensiyel denklem sistemini fark
denklem sistemine doniistiirecegiz.
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Bir x(¢) : R — R fonksiyonun #, noktasindaki tiirevi

olarak ifade edilir. Yukaridaki ifadeyi #y’a yakin #; degerleri i¢in

¥ (10) ~ x(t1) —x(to)

n—nn

olarak yazabiliriz. Ozel olarak t; —fy = & secilirse fonksiyonun ¢ = #; noktasindaki
degeri yaklasik olarak
x(t1) = x(to) + 6x' (o)

ile hesaplanabilir. Oyleyse, (4.2) modelinde

x(Zo
() = i) (1 -2 ) ~exti)y(o)
oldugu i¢in x(z) yaklasik olarak

x(to)

() ) + r8x(i0) (1= 42 )~ cBr(wnto)
seklinde ifade edilir. Burada x;1, x; den sonraki iterasyon olmak iizere
Xt
X1 =X +rox (1 — E) —cOxyy
denklemi elde edilir. Ayni iglemler ikinci denklem i¢in tekrar edilirse (4.2) modelinde
Y (t0) = ex(to)y(t0) — dy(to)

oldugu i¢in

Ye+1 =Y+ 6y (ex; — d)
bulunur. Sonug¢ olarak Euler metodu kullanilarak (4.2) sistemine kargsilik gelen ayrik
av-avcl sistemi asagidaki gibi elde edilir:

Xr11 X; +rox; <1 — ﬁ) —cOxyy
= K (4.3)

Vet Vi + Oy (ex; —d)

Hesaplamalarin daha kolay yapilmasi i¢in (4.3) sistemi boyutsuzlastirilacaktir. Bunun
icin

Xt = Aut

vt = By,
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doniisiimiinii yapip (4.3) sisteminde yerine yazarak ve uygun A, B katsayilar1 secerek
parametre sayisi diisiiriilecektir. Yukaridaki doniisiimler uygulanirsa

A
Au; = Aup+roAu (1 — %) — cOAu;Bv;
BV;+1 = BV; + 3th(eAut — d)
ve ilk denklem A’ya, ikinci denklem B’ye boliiniirse
A
U1 = u+rou (1 — %) —céu,Bv;

Vil = VWt + 6Vt(€AMt — d)
o 1 o
elde edilir. Burada A = K, B= —, B = ¢K, v = d secilirse
c

Up i ur +réu; (1 —u;) — Supvy
= 4.4)

Vi+1 V[(l —5’}/)‘{—5[31/11\/[

sistemi bulunur. Dikkat edilirse (4.3) sisteminde 6 parametre var iken
boyutsuzlastirdiimiz (4.4) sisteminde 4 parametre bulunmaktadir.

4.2.2 Denge noktalar: ve lokal kararhihk analizi
(4.4) sisteminin denge noktalar1 asagidaki denklemleri saglayan (i, v) degerleridir:

i+réi(1—a)— &av,

I}
Il

(4.5)
7(1—&y)+ 8.

<
I

Oyleyse, (4.5)’deki ikinci esitlikten
7(1—8y)+8Biar—v=0= 6¥(Bii—7) =0

olup

olarak elde elilir. ¥ = 0 ise (4.5)’deki birinci esitlikten
i= a+réia(l1—i)=ia+rda(l—i)—a=0=roia(l—ia)=0

oldugu i¢in
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bulunur. i = 4 ise (4.5)’deki birinci esitlikten

p
i+ r8i(1 — i) — 8iv —ii = 0= 8 (r(1— i) — ) =0

olup i # 0 oldugu i¢in
v=r(l—i)

bulunur. Bu durumda (4.4) sisteminin (0,0),(1,0) ve i = olmak {iizere

™I

(i1,v) = (@,r(1 —it)) olacak sekilde 3 tane denge noktasi vardir.

Simdi ¢alismalarimizin biyolojik olarak anlamli olmasi i¢in iigiincii denge noktasi olan
(i1,7)’1n pozitif oldugu kosullar: belirleyecegiz. y > 0 ve 8 > 0 oldugu i¢in i > 0 dir.
Diger taraftan

ﬁ:r(l—ﬁ)>0<:>ﬁ<l<:>%<l

olmalidir. Sonug olarak (i, V) denge noktasinin pozitif olabilmesi i¢in gerek ve yeter
kosul ¥ < B kosulunun saglanmasidir.

Simdi bu denge noktalarinin lokal kararlilik analizini yapacagiz. (4.4) sisteminin sag
tarafindaki fonksiyonlari

Flug,ve) =ty +rSuy (1 —u) — Supv,
g(us,ve) =vi (1 —8y)+ 6 Busvy

ile gosterelim. Oyleyse, (4.4) sistemine karsilik gelen Jakobiyen matrisi

) = ( Sfulu,v)  fi(u,v) > _ ( 1+7r0—2rou—6v —ou > 4.6)
gu(u,v) gv(u,v) oBv 1—8y+6Bu

olarak hesaplanir. Birinci boliimdeki analizden hareketle kararlilik kogullari
belirlenirken bu Jakobiyen matrisi kullanilacaktir.

(0,0) Denge Noktasimin Kararhilik Analizi
(4.4) sisteminin (0,0) denge noktasindaki Jakobiyen matrisi (4.6)’dan

1+rd 0
J(O’0>:< 0 1—6y>

olarak hesaplanir. Bu matrisin 6zdegerleri A; = 1+4+rd ve A = 1 — 0y dir. Denge
noktasinin kararli olabilmesi i¢in bu iki 6zdegerin mutlak degerinin 1 den kiiciik
olmasi gerekmektedir. Oyleyse
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1+ré|<le -1<14+r0<1&-2<réd<0

[1-07 <1 -1<1-0y<1& -2<-0y<0&0<dy<?2
olup r ve 9 pozitif oldugu i¢in A; = 1 + ré 6zdegerinin mutlak degeri 1 den kiigiik
degildir. Bu durumda agagidaki sonuca ulagilir:

Teorem 4.1. (4.4) sisteminin (0,0) denge noktasi kararsizdur.

(1,0) Denge Noktasinin Kararhlik Analizi

(4.4) sisteminin (1,0) denge noktasindaki Jakobiyen matrisi (4.6)’dan

J(1,0) = 1—rd -0
T 0 1+8(B—7)

olarak hesaplanir. Bu matrisin 6zdegerleri A} = 1 —rd ve Ay = 1+ 0 (B — ) dir. Burada

[1-rd| <1l —-1<1-rd<1&-2<-rd<0&0<r6<2

H+0(B—7)|<le—-1<1+8B-7y) <l -2<8(B-7) <0

olup (i,V) 1n pozitif denge noktast olabilmesi i¢in B — ¥ > 0 olmas1 gerektigini
biliyoruz. Diger yandan 6 > 0 dir. Bu nedenlerle A; = 1 + §(f8 — ) nin mutlak degeri
1 den kiiciik degildir. Boylece asagidaki sonuca ulasilir:

Teorem 4.2. (4.4) sisteminin (1,0) denge noktast kararsizdir.

(1,0) denge noktasi, pozitif denge noktast ile iliskisi bakimindan ilgi ¢ekici bir 6zellige
sahiptir. Bunu iki durumda inceleyecegiz.

1. Durum: y > 3 olmasi hali
Y > B oldugu igin i = % > 1 olur fakat ¥ = r(1 — i) oldugundan v < 0 gergeklenir.

Dolayisiyla pozitif denge noktasi yoktur. Bu durumda 8 — ¥ < 0 iken 6 > 0 oldugu
icin (1,0) denge noktast igin kararli bir bélge bulunabilir.

Sonug: y > B iken pozitif denge noktast mevcut degildir ve (1,0) denge noktasinin
kararli oldugu bir bolge bulmak miimkiindiir. Pozitif olmayan denge noktas1 biyolojik
olarak anlamli olmayip model iki tiirlin birden var olmasinin miimkiin olmadig:
durumda en azindan av tiirliniin var olmasini saglayacak kosullar1 belirlemeye imkan
vermektedir.

2. Durum: y < f olmast hali
Y < B oldugu i¢in &t = % < 1 olur. Ayrica v = r(1 — i) oldugundan v > 0 olup pozitif

denge noktast mevcuttur. Bu durumda y < f8 oldugundan 8 —y > O olur ki (1,0) denge
noktasi kararsiz olur. Pozitif denge noktasi i¢in kararlilik bolgesi bulmak miimkiindiir.
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Sonug: Porzitif denge noktasinin var olmasi durumunda (1,0) denge noktasi
kararsizdir, yani model iki tiiriin birden var olmasini saglayacak kosullar1 belirlemeye
imkan vermektedir. ¥ y1 6lim orami olarak alir, B y1 bir anlamda avci tiirii igin
bilytime orani olarak diisiiniirsek y < 8 iken avcr tiiriiniin varligin1 korumasi beklenir.

(i, V) Denge Noktasimin Kararhlik Analizi

(4.4) sisteminin (iZ,v) = (i, r(1 — @)) denge noktasindaki Jakobiyen matrisi (4.6)’dan

J(@,7) = ( lgﬁrsﬂ _fﬁ ) 4.7)

olarak bulunur. Burada
det(J) =1 —réi+ 8°Biv

iz(J) =2—roi

olarak hesaplanir. Jakobiyen matrise karsilik gelen karakteristik polinom
F(A) =A% —iz(\)A +det(J) = 2> — (2 —r8i)A + (8*Bav—rSi+1)  (4.8)

seklinde ifade edilir ve bu polinomun kokleri asagidaki gibi bulunur:

2—réii— \/52 —4Bav)
a'1 - )

2 —r8ii+ /82 (ri? — 4Biiv)

A= 7

Burada A = %/ (%/ —4(B — y)) olmak iizere

s O
=1 2ﬁ5 2\/_ (4.92)
12:1—2138+ \/_ (4.9b)

olarak yazilabilir.

Bu 6zdegerlerin mutlak degerinin 1’den kiiciik kalmasini istiyoruz fakat bu analiz diger
denge noktalarinda yapilan analizlere gore daha kompleks oldugundan EK-1 de verilen
Lemma (6.1)’in in birinci maddesindeki

A< 1ve|h]<1< F(1)>0,F(—1)>0veC<1

kosulunu kullanarak analize devam edecegiz.

45



F(1)> 0 Kosulu:
F(1)=1—iz(J) +det(J) = 1 —2+r8i+ 1 —r8ii+ 8 Biv = 8 Biiv

olarak hesaplanir. Burada 8, 3, i, v pozitif oldugu i¢in F (1) > 0 kosulu her 0 i¢in
saglanir (Y < B).

F(-1)> 0 Kosulu:

F(=1)=1+iz(J) +det(J) =1 +2 —rSi+ 1 — réi+ 8*Bav
(4.10)
= (Biiv) 8% — (2ri)§ +4

olup bu ifade 6’ya bagli ikinci dereceden bir polinom oldugundan pozitif oldugu
aralig1 belirlemek icin kok analizi yapacagiz. 11k olarak,

Ap(—1) = (=2rii)* — 16Biiv

=4ri(ri—4B(1 —i))

=7 (F-ae-n)

4
elde edilir. Burada %}/ > 0 oldugu igin (%/ —4(B— y)) ‘nin isaretine gore
Ap(_1)’in igareti degismekte ve dolayisiyla F (—1)’in kok sayis1 ve isareti
belirlenmektedir.

i) %/— 4(B —7)>0ise Ap(_1y >0 olup F(—1)’in iki farkli reel kokii vardir:

P 21"ﬁ:|: A /AF(fl)
12—

“ 2Biiv
oldugu i¢in
3 Ge)
8 = - < : (4.11)
B—v Y-y B-v
B
ve
(3 (5 -40-)
0= ! + > ! (4.12)
B-v YB—y B-v
B
olarak elde edilir. 0 < §; < ﬁ < Op siralamasi agiktir. Simdi



buldugumuz kokleri igaret tablosuna yerlestirerek F(—1)’in pozitif oldugu
yerleri belirleyelim:

o O

_I_

_|_

F(-1)

5.0< 0 < 61 veya 8 > & iken F(—1) > 0 kosulu saglanir.

ii) %/— 4(B—7v) =0 ise Ap_1) =0 olup F(—1)’in gakigik iki reel kokii
vardir: - .
rii
=—>0. 4.13
2Bav B—vy ” (4.13)

Isaret tablosu ise asagidaki gibidir:

04=

334
FG-1) | + | +
1
O 5y iken F(—1) > 0 kosulu saglanir.

iii) %/— 4(B—7v) <0ise Ap(_y) <0 olup 82 1i terimin katsayis1 Biiv > 0
oldugundan F(—1) > 0 kosulu her § igin saglanir.
Det(J)<1 Kosulu:

Det(J) = 1 —r8ii+ 8*Biiv < 1 < 8*Biiv— rdii < 0 < 8i(8Bv—r) <0

ve 0, > 0 oldugu igin

5&(5[)’ﬁ—r)<0<:>5[)’ﬁ—r<0<:>5<4@6<;@6< !

R

esitsizligi elde edilir. O halde 6 < iken Det(J) < 1 kogulu saglanur.

1
B—v
(4.4) sisteminin (i, V) denge noktasi icin biitiin bu kosullari iceren kararlilik teoremi

asagidaki gibi elde edilir:

Teorem 4.3. Eger

HI) %/—4(ﬁ—y)§0iken5<ﬁlj/
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veya

H2) %/—4([)’—}/)>Oiken5<81

kosullarindan biri saglantyorsa (4.4) sisteminin (ii,V) denge noktast lokal asimptotik

kararlidir. Burada
r ry (r
A2 ap )

8 = d Bm, b (4.14)
E B-7)

dir.

4.2.3 Flip catallanma analizi

Bu kisimda (2.1) boliimiinde anlatilan flip catallanma analizi (4.4) sisteminin (i, V)

denge noktasina uygulanarak sistemin dinamiginin 6 parametresine gore nasil degistigi
incelenecektir.

F(A) = A> +BA +C > B,C € R sistemin denge noktasindaki Jakobiyen matrisine
karsilik gelen karakteristik polinom olmak iizere EK-1 de verilen Teorem (6.1)’in
ikinci maddesinden B # 0,2 ve F(—1) = 0 ise flip catallanma ortaya ¢ikabilecegini
biliyoruz. Burada B = —iz(J), C = det(J) olmakla birlikte flip catallanma analizine,
catallanmanin meydana gelebilecegi bu gerek kosullar1 belirleyerek baslayacagiz.

F(-1)=0 Kosulu:
Boliim 4.2°deki (iZ,v) denge noktasinin kararlilik analizi yapilirken denklem
(4.10) da verildigi gibi F(—1), 8’ya bagl ikinci dereceden bir polinom olarak
bulunmus ve pozitif oldugu araliklart belirlemek i¢in kok analizi yapilmistir.
Buradan hareketle

F(—1)= (Bav)8* — (2rid)6 + 4 (4.15)

polinomunda %/— 4 (B — ) ifadesinin durumuna gére &, (4.11) veya (4.13)

olarak segilirse F(—1) = 0 kosulu saglanur.

i) Y —4(B—17v) > 0ise 8 = 9; iken F(—1) = 0 kosulu saglanur.

B
o 1Y , L. 5
ii) - —4(B—7y)=0ise d = iken F(—1) = 0 kosulu saglanr.
B B—v
i) %’—4(/3 —y) <0ise F(—1)#0 dur.
B+#0 Kosulu:

B=—iz(J) =—(2—rdi) olup —iz(J) 0= § # % dir.
ru
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B+#2 Kosulu:
4

Benzer sekilde 6 # — ise B = —iz(J) # 2 dir.
rii

1
Burada 6 = 9; segilecektir ¢iinkii 6 = By segilirse
1 4 1 43 ry ry
A F o F oeryFAPP-re L F4B-1 e —4B-1)#0
5% O Fo BB -7 &g #4B-1 4B
olur ki bu 6 = olmasi ile ¢eligir. Sonug olarak, (4.4) sisteminin parametreleri 6

(4.14) ile verilmek iizere

2 4
W 4B-y)>0ve =8 > 8+—,~ (4.16)
B rii’ rii
sartlarini sagliyorsa (i, v) denge noktasinda flip ¢atallanma ortaya ¢ikabilir.

Simdi, Boliim (2.1)’deki analizleri uygulayarak flip ¢atallanmanin varligini analitik
olarak gosterecegiz. Bu boliimde analiz (%,8) = (0,0) denge noktasi baz alinarak
yapildigindan ¢alismalarin bu teorik altyapi ile ortiismesi ve islemlerin kolaylagmasi
icin (4.4) sisteminin denge noktasimi orijine, catallanma degerini sifira tasiyacagiz.
Bunun i¢in dncelikle Taylor seri agilimini kullanacagiz.

flu,v) =u+réu(l —u)— duv
4.17)
g(u,v) =v(1—38y)+6fuv

olmak tizere f(u,v) ve g(u,v) fonksiyonlarini (i, V) denge noktasinda Taylor serisine
acalim:

f(uvv) :f(ﬁv‘j) +fu(ﬁ7‘7)(”f _1’7) +fV(ﬂa‘7)<Vt _‘7)
+ %[fuu(ﬁa V) (u — ’7‘)2 + 2 fun (@, V) (uy — i) (v — V) + S (i@, V) (v — \7)2]
+ é[ Fruad (@@, 9) (4 — 7)> + 3 fran (i, 7) (uy — 1) (v — V)

+ 3 fr (@@, 9) (1t — 1) (v; — )2 + fion (i, 5) (v = )]+ -+,

8(u,v) =g (i, v) + gu(@,v) (s — i) + gv (&, 7) (v, — V)
1

+ E[guu(ﬁ7‘7) (ur — ﬁ)z + 28,0 (i, V) (uy — i) (ve — V) + g (i3, V) (v — \7)2]
n é[gmm, 7)1t — @) + 3 (i 7) (1t — @) (vs — )

+ 380 (i, 7) (1 — &) (v — 9) 4 goun (i, ) (v; — )]+ - -
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olup burada it = % vev=r (1 — %) olmak iizere

o £(i,5) = ve g(@,7) = 7
o fulil,9) = 1—rdi
o fiit,P) = —8i

o fuuii, %) ==2r8, fin(ii,v)=— ve  fin(i,7) =0

fuuu(ﬂaﬁ) - fuuv(ﬂ7‘7) - fuvv(ﬁaﬁ) - fvvv(’za ‘7) =0

Diger yiiksek mertebeden terimler sifira esittir.

° guu(ﬁvﬁ) =0, guv(ﬁav) = aﬁv g‘,v(ﬂ,ﬁ) =0
° guuu<ﬁy‘7) = guuv(ﬁ;ﬁ) = guvv(ﬁvﬁ) = gvvv(ﬂ7‘7) =0

* Diger yiiksek mertebeden terimler sifira esittir.

Sonug olarak f ve g fonksiyonlarinin Taylor seri agilimlarini kullanarak (4.4) sistemini
asagidaki sekilde ifade ederiz:

oy = i+ (1 — r&it) (u, — it) — Sii(vy — ) — r& (uy — it)* — & (uy, — it) (v; — V)
(4.18)
Vig1 =V + 0BV (uy —it) + (v — V) + 6 B (uy — it) (ve — V).

Analize devam ederken catallanma parametresi olarak & segilecek ve kararlilik
yapisinin degistigi ¢atallanma degeri ise O ile gosterilecektir.

Simdi denge noktasini ve catallanma degerini asagidaki doniisiimleri tanimlayarak
orijine tagtyalim:

Wy = Uy — U,
Zl—vl_ﬁv
0=0-0



Oyleyse (4.18)’den

Wiyl =Upp) — U

— (64 8)(uy —it) (v — V) —ii
=(1—r&it)w; — Siiz; — riidw; — @dz; — réw? — Swiz; — réw? — dwiz
Zpl =Vigpl —V
=7+ (8 + 8)Bi(ur — 1) + (v — ¥) + (5 4 8) B (uy — @) (v — ¥) — ¥

=6Biw; +2 + BﬁSWt +6Bwizi+ B Swiz
bulunur. Sonug olarak

filwe, z, 5, 5) — —ridw, —idz, — ;"SW,2 — Swyz — }’Sw,2 —éw,z,
fz(W[,Z[, S, S) = ﬁﬁSW[ + SﬁWzZt + BSW;Z[.

olmak iizere (4.18) sistemi yeni degiskenler ile asagidaki gibi ifade edilir:
Wir+1 _ 1j”§ﬁ —&il Wi n fl(WmZza???) X (4.19)
41 OBV 1 2t fo(Wr,2,6,0)

Burada, (4.16) kosullarinin saglandig1 g6z oniine alinarak 8 = §; secilecek ve analizin

devaminda
Xev1 ) _ MO X L[ & (X, Y1) (4.20)
Y11 0 A Y, 22X, 1))

formuna ulagmak i¢in (4.19) sisteminin Jakobiyen matrisinin 6zdegerlerine karsilik
gelen Ozvektorleri siitun kabul eden 7' doniisiim matrisi inga edilecektir. Dikkat
edilirse 8§ = & iken (4.4) sisteminin (i1,7) daki Jakobiyen matrisi (4.7) ile (4.19)
sisteminin (i,V) daki Jakobiyen matrisi aymidir. Dolayisiyla (4.9a) ve (4.9b) ile
verilen  Ozdegerlerde § = & secilirse ~ (4.16)  kosullar1  altinda
AM=—1, A% =3-r6ii > |A|+# 1 bulunur. Simdi bu 6zdegerlere karsilik gelen
ozvektorleri hesaplayacagiz.

olmak iizere A} = —1 6zdegeri igin (J — Aj1)u = 0 esitligini saglayan u vektoriini
bulacagiz. Oyleyse
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1—rbi—(—1) —&i w\ (0
5B7 1—(=1) J\w ) \o0

(2—réit)uy + (—8i)uy =0
(Sﬁﬁ)ul +2u; =0

sisteminden

elde edilir. Burada ikinci denklemden

(2)-(s:)
u - Sﬁﬁ '

secilebilir. Ilk denklemde yerine yazilirsa (§ = & i¢in bakimz denklem (4.14) )

(2—r&ii)(—2) + (—8id)6Bv = — 4+ 2rbii — 5 Birv

45 _s(rr=BvA
B B
(4.22)
Py =y +4ryB(B—7v)
=—4+
ryB(B —7)
=0
bulunur. Sonug olarak (4.21), A; = —1 6zdegerine karsilik gelen 6zvektordiir. Ayrica
(4.22) den ) .
8%Bav =2rdii—4 (4.23)

esitligi elde edilir. Aym sekilde A, = 3 — rdii icin (J — A,1)v = 0 esitligini saglayan v
vektoriinii bulacagiz. Benzer sekilde

1 —r&ii — (3 —rdii) —5ii viy (O
57 1—(3—rbad) v ) \o0

—2v| — ) vy, =0
(8BV)vi + (=24 rdil)us =0
denklemleri elde edilir. i1k denklemden

) (o (4.24)
Vo 2 '

segilebilir. Ikinci denklemde yerine yazar ve (4.23) esitligini kullanirsak

sisteminden

(8B¥)(8if) + (—2+ rdii) (—2) = 8*Biv+4 — 2rdii = 2rdi — 444 —2r8ii =0
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elde edilir ve dolayisiyla (4.24), A» = 3 — réi 6zdegerine karsilik gelen 6zvektordiir.

Bu o0zvektorleri siitun kabul eden matris

-2 bi
T = —
( 5By 2 >
Xi 1 M
= 4.25
() () =

doniisiimiinii yaparak hedeflenen forma ulasacagiz:
I I B I Y . fi
Y1 Z+1 % f2
VT B N (L B Y B BN
% 12 Y; 12

(4.26)

olmak iizere

Burada 7 matrisinin tersi

det(T) =4 — 8*Biiv =4 — (2rdii—4) = 8 — 2réii

olmak tizere

—2 —dii
i 1 B R 8—2rdii 8—2rdi
C8-2da\ -8pv -2 ) | _5gp _9
8—2rdii 8—2rdi
olarak hesaplanir.
-2 —&ii
| 8—2rdii 8—2rdi 1—réi —0i -2 §i
T-r = _ ]
_5Bs D 5y 1 5B —2

8—2rdii 8—2rdii

(-1 o0 (M0
Vo 3-8 ) \o

oldugu i¢in (4.26) asagidaki sekilde elde edilir:
X A0 X, XY,
t+1 ) 1 t n g1(X:,Yr) . 4.27)
Yin 0 A Y, 82(X,Yr)
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Burada
giXe¥) \ _ o [ ALY
(X, Y1) H(X,Y)
ile hesaplanir. Daha kolay islem yapabilmek icin

-2 —&ii —8Bv -2

al=——=-, =%, 3= ~—, 4= <=
8 —2rdii 8 —2rédii 8 —2réii 8 —2rdii

olmak tizere

olarak alinacaktir. Bu durumda

( 21X, %) ) B ( a; a ) < 7rﬂswt7ﬁSZ;*r5W%*SWzZz*VSW?*SW{Z[

= = “ (4.28)
gZ(Xz,Yz) ﬁvswt'f'éﬁsz[‘f'ﬁ(sW[Zz

asz  ag

fonksiyonlarini X;,Y; cinsinden elde edebilmek icin wtz, wyz, ifadelerini X;,Y; cinsinden
yazalim. (4.25) den

<Wt>:T<Xt>:<1jr5ﬁ —Sa) (X,):<j2X,+5ﬁY,)
% Y; SB7 1 Y, SBIX, —2Y,
oldugu i¢in
w? = (=2X, + 8aY,)? = 4X* — 480X, Y, + 6°i’Y?
wize = (=2X, + 8aY,) (8 BiX, — 2Y;) = —28 BiX? + 2rSiiX,Y; — 28iY?
olarak elde edilir. Bu ifadeler (4.28)’da yerine yazilirsa
g1 =(—arrii+ayf7)Sw; — a1iidz — arrdw? + (—ar 8 + a2 8 B)wiz — ayréw?
+ (—a1 +a2B)dwiz
=(—ayri+ ay BV)6(—2X, + 8iiY;) — ayid (8 BvX, —2Y;) — ayr8 (4X? — 48iX,Y; 4+ 82 a*Y?)
+ (—a18 + a8 B) — 28 BiX? +2r8iX,Y, — 28aY? — ayrd(4X? — 48iX,Y, 4+ 8*a*Y?)
+ (—a1 +axB)6 — 28 BoX? +2r8iX,Y, — 264y >
=X,8 [—2(—airii+ axBv) — a8 Biiv| + Y, [§ii(—arii + arBv) + 2ay i
+ X7 [~4aird — 26 Bv(—a18 +a26B)| + X,Y; [4a1r%i+2rSii(—ar 8 +ax68)]
+ YV [~air8*i® — 28i(—ar 8 + a8 B)| + X268 [—4ayr — 28 Bi(—a +ax )]

+XY,6 [4a1r31/7—|-2r3ﬁ(—a1 +a2ﬁ)] —I—Ytzg [—alrgz > —28i(—a —l—azﬁ)]
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olup
t1 = —4aré — 28 Bv(—a; 6 +ar )

1 = 48%Ga r+2réi(—a, 8 +ar8B)

ts = —ar& @ — 28i(—a16 + a8 B)

ty = =2(—ayri+ ayv) —a 8By

ts = Sii(—ayrii + ax V) + 2ay it

t¢ = —4ajr—28Bv(—ar + az)

t7 = 4aréii+ 2réi(—ay + ax )

13 = —ayrdi* —28i(—ay +ax)
olmak lizere

g1 =1 X2 +0XY, +1Y? +14X,8 +15Y;6 + 16X S + 12X,Y, 6 +13Y > (4.29)

seklinde ifade edilebilir. Aym sekilde

g =(—azri+ a4/317)5wt — a3iidz — a3r5w,2 + (—a35 + a45[3)wzzt — ag,rSw,2

+(—az+asP)Swiz

=X, [~2(—asrii+asBv) — az8Biv] + Y, 8 [Sii(—asrii+ asPv) + 2azi]
+ X7 [—4a3ré — 28 Bi(—a3d +as0B)| +X,Y, [4asrdii+2rSii(—azd +asS )]
+Y? [—a3rd’i® — 28ii(—azd +asSB)| + X7 6 [—dasr — 26 Bi(—as +asp))
+X,Y,6 [4azrdii+2r8i(—az +asP)] + Y8 [—asrd®ia® — 28i(—a) + asp)]

olup
my = —4azré — 25[317(—@5 +a45ﬁ)

my = 48%dasr + 2r8ii(—a3b + as8B)
m3 = —azrd>i? —28i(—azd +as6B)
my = —2(—azrii+asBv) — a3 8 Biv
ms = Sii( —azrii+ asB7) + 2azi

me = —dasr — 28 B (—az +asP)

my = 4azrdii + 2réii(—az + asf)

mg = —a3r82 P> — 251/7(—613 +asf)
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olmak iizere
g2 = mX? +moX,Y, +m3Y? +myX; 8 +msY, 8 +meX>S + m7X,Y; 6 +mg¥?8 (4.30)

seklinde ifade edilebilir.

Flip catallanma analizine devam ederken (4.4) sistemini istenen forma
doniistiirdiigimiiz i¢cin arttk Merkez Manifold Teoremi’'ni kullanarak boyut

indirgeyebiliriz. Oncelikle (4.27) sistemine karsilik gelen merkez manifold
W<(0,0,0) = {(X,,Y;,8) € R} : ¥, = h(X,) = Il X? + h2X, 5 + h36%} (4.31)

olarak tanimlanmak iizere A1, hy, h3 katsayilarint hesaplayalim.

Xiv1 =M X + 81X, 1)

Yir1 =Y+ &2(X:, Y1)
oldugu i¢in

h(Xi+1) = Y1 = LY +82(X0, Y1) = h(Xi1) = L2h(X,) + g2(Xe, h(Xr))
olarak yazilir. Buradan A; = —1 oldugu i¢in
h(MXi +81(X:, Y1) = oh(Xi) + g2(Xi, h(X1))

ve buradan
h(—=X; +81(Xt,h(X;))) = Aah(X;) + g2(X:, h(X;))

elde edilir. Bu esitlikten N fonksiyonu

olarak tanimlanirsa
N(h(X;)) =h1 (=X, +g1(Xi, h(X)))? + ho(—X; + 81X, h(X,))) S + h3 6>

— Lh(X;) — g2(Xi, h(X;))

=hy (X7 —2X,81(X:, h(X,)) + g1 (X:, h(X))))

3 3 3 3 (4.33)

+hy (=X, + g1(X:, h(X,)))S + h38% — Ay (i X + hy X, 8 + h36?)
- gZ(Xtah(Xt))

=0
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olur. Yukaridaki esitlik, (4.29) ve (4.30) ile verilen g; ve g, fonksiyonlar1 kullanilarak
hi,ho, h3 asagidaki gibi hesaplanir:

X? 1i terimlerin katsayilarinin toplann sifira esitlenirse
hIth — itzthtz — letz = th(hl — ﬂ,zhl — ml) = th[hl (1 — 12) — ml] = 0

elde edilir ve
mi

hy —
14

olarak bulunur. Ayni islemi X, 6 1t terimler icin yaptigimizda
—hQX[8 — Azthtg - m4X[S = XIS(—I’IZ - A«zh2 - m4) == X[S[_hZ(l + A/z) - m4] =0

elde edilir ve

hy = ——
2T 14

olur. 62 i terimler icin ise
h382 — Axh36% = 8%h3(1—2y) =0
oldugundan
h3 =0

bulunur. Burada ¥; = h(X;) = th,2 + th,S elde edilir ve (4.27) sistemi
Xir1= =X +81(X, h(X)) (4.34)
bir boyutlu sistemine indirgenir. g1 (X;, 2(X;)) fonksiyonu ise asagidaki gibi hesaplanir:

g1 (X, h(X,)) =11 X2 + 1,X,:h(X,) + 1302 (X;) + 14X, 6 + 15h(X;) 6 + 16X 25
+ 17X, h(X;) 8 + th* (X;) 6
:llxtz + th,(thtz + thtS) +13 (h1Xt2 + thtS)z + l‘4Xt5

+15(X? 4+ X, 8)8 +16X28 + 17X, (h X + 2 X,8)
+1( X 4 1y X, 8)?6
=11 X2 + 12 X? + (t2hy + t5hy +16) X286 + 133X + 14X, 8 + t5hp X, 52
+ (1313 +t70) X2 6% + (231 o + 1771 X7 & + t5h3 X, S + 2151 o X[ 67

—l—l‘g/’l%XtZS3.
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Sonug olarak

X1 =f(X;,0)
=X +g1(X;, h(X;))
==X, + 11X + 12 X7 + (hy +15hy +16) X286 + 303X} + 14X, 8 + 15h X, 62
+ (1315 +t7h0) X2 6% + (2t3h1hy + t7h1) X7 & + 15hi X, S + 2131 o X[ 67
+1gh3Xx 253

denklemi elde edilir. Simdi flip catallanma teoremini kullanabilmek i¢in gerekli

tiirevleri hesaplayalim:
fx == 1420X, + 300 X2 +2 (taha + tshy +16) X, 8 + 41313 X7 + 148 + 157262

+2 (6303 + t72) X, 6% + 3 (21371 g + t7h1) X2 6 + Atghi X S + 6151 ho X252
+ 233X, 62

fxx =201 + 66 X, + 2 (oha + tshy +16) & + 126313X7 +2 (1345 + t712) 62
+6 (21301 hy +17h1) X, & + 1218h3X2 S + 1218h o X, 62 + 2135 6°

fxxx =6tk + 2463103 X; + 6 (213h1hy 4 t7h1) & + 2413h3 X, 8 + 1215h 7y 6>
fys =2 (toho + tshy +16) X; + ta + 2t5hy & + 4 (1313 + t7h2) X, &

+3 (2130 hy 4+ t7h1 ) X 4 413 X3 4+ 121gh1 o X2 8 + 61373 X, 62
Bu tiirevlerin X; = 0 ve & = 0 iken ki degerleri
e £x(0,0)=—1
* fxx(0,0) =21
* fxxx(0,0) = 6121y
* fXS(()?O) =1
oldugundan
1 2, 1 1 2, 1 2 2
E(fxx(O,O)) + ngXX((),O) = E(le) + §(6f2h1) =217 + 200 = 2(t] +12h1)

olarak hesaplanir. Bu hesaplamalardan sonra asagidaki teorem elde edilir.
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Teorem 4.4. Eger

2 4

~y =
ru ru

F0) %/—4([3—y)>0 ve §=8 > &%

F1) 2(t7 +th) #0ve
F2) 1 7& 0

sartlart saglaniyorsa (4.4) sisteminin (ii,V) denge noktasinda 6 = 8, iken (Bakiniz:

denklem (4.14)) Flip catallanma meydana gelir.

4.2.4 Neimark-Sacker catallanma analizi

F(A) = A2+ BA +C > B,C € R, sistemin denge noktasindaki Jakobiyen matrisine
karsilik gelen karakteristik polinomu olmak iizere Teorem (6.1)’in {iglincii

maddesinden
MM €C,|M=1,|4=1oB*—4C<0 ve C=1

ise Neimark-Sacker tipi catallanmanin ortaya c¢ikabilecegini biliyoruz. Burada
B = —iz(J), C = det(J) dir. Catallanma analizine, c¢atallanmanin meydana

gelebilecegi bu kosullar1 belirleyerek baglayacagiz.

B2 —4C < 0 Kosulu:

Burada
B? —4C = (2—rdi)? —4(1 — réi+ 8*Biv)
=4 —4r8ii+ 822 — A+ 4rdi— 46°Bav
= 8%r%i* — 48%Biv
olur ve

827 — 48%Biv < 0 8% (P — 4Biav) < 0 & _4p-y <0

B
elde edilir.
C =1 Kosulu:
1
C=Det(J)=1—rdii+8Biav =1« 6°Biv = rdii<> 6 = — — ——
Y B B o

olarak hesaplanir.
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Sonug olarak eger

%/—4([3—y)<0 ve 6:ﬁ (4.35)

ise (4.4) sisteminin (i, 7) denge noktasinda Neimark-Sacker catallanma ortaya
cikabilir. Simdi bu denge noktasina Boliim (2.2)’de yapilan analizler uygulanarak

Neimark-Sacker ¢atallanmanin varlig1 analitik olarak incelenecektir.

Eger (4.35) kosullar1 saglamyorsa (4.9a) ve (4.9b) deki 6zdegerler § = B 1_ y oldugu
icin
: 1 ry ry
e (1 sy Vi (g [ (400 7)
=) T B PV
N \ ~ 4 (4.36)
K o)
=puTFio
olup A; » € C dir. Ayrica,
2

i\ (- z575) * (s 7 (0-0-9))

=1

saglanir. Simdi  Neimark-Sacker catallanma teoreminin sartlarinin  saglanip

saglanmadigini kontrol edecegiz.

Ozdegerlerin boyu

H(8) =/ 1(8)% + &(8)?

—(1-F+ ‘Szyw—w)l/z

olup & ya gore tiirevi agsagidaki gibi hesaplanir:

/(8) =2 (1 s g y)) o (—r—y L2 y)) L @39

(4.37)

2 B B B B
Buradan
- (8) =7 (;) _ (4.39)
B-y) 2B

bulunur. r,¥,8 > 0 oldugu igin r/ (
(2.3)’den NS1) kosulu saglanir.

1
m) # 0 olur ve Bolim (2.2)’deki Teorem



NS2) kosulunu kontrol edelim:

o LIRS

2B

Cl

0(r(8)) = Arctan (I(jé:

—~
[e2]]

N—

SN—

\

o (1) s w73 (90 5)

_ — 6,
B—v 1— v b ’
2B (B~=7)
olup orijin komsulugunda calistigimizdan k = 1,2, 3,4 icin
[M12(8)] = e 21 & 8y £0 (4.40)

olup 6y # 0 oldugundan NS2) sart1 saglanir. Sonug olarak Neimark-Sacker ¢atallanma

mevcuttur.

Simdi catallanmanin yon analizini yapacafiz. Boliim (2.2)’deki analizden hareketle

denge noktas1 ve catallanma degerini orijine tasidigimizda (4.19) ile verilen

Wi+1 _ 1j”§ﬂ —&ii Wi 1 fl(Wt;Zn%;?) (4.41)
Zr+1 6BV 1 i f2(wi,%,6,6)
sistemi elde edilir ve yukaridaki ifadede

filw,z,6,8) = —riidw, — bz, — rSw,2 — 8wz — rSw,2 —dwyz,
fr(Wr,2,0,8) = Bidw; + 8 Bwiz; + BOw,z.
dir. Burada

ﬂ/—4([3—}/)<0 ve Szﬁ

J(8) = ( 15;?’2 _fﬁ > (4.42)

matrisinin 6zdegerlerinin A; » = u F i@ oldugunu gostermistik.

Xi 1 M
= 4.43
() () o
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doniistimiinii yaparak sistemi

Xi+1 _ [ H O Xi n 81 (4.44)
Y 0 [ Y; 82

formuna indirgeyebilmek i¢in A; = u — i@ 6zdegerine karsilik gelen 6zvektoriin reel
ve imajiner kisimlarini siitun kabul eden 7" doniisiim matrisini inga edecegiz. Bunun

icin (J — A1)u = 0 esitligini saglayan u vektoriinii bulacagiz.

1—réi— (U —io) — i atib\ (0
5B 1—(u—io) 1 0
sistemindeki ikinci denklemden

rat+irb+1—-u+io=0ra+1—-u=0 ve rb+w=0

olur ve

secilebilir. Ik denklemde yerine yazalim:

(1—réi—u+io) <“_1 _,-9> — &il

r r

- [(_ 2B (;}’_ 7)) (_ 2B (ﬁy— Y)) - 4ﬁ2(r[3/2— 7’)2} i i% [2ﬁ ([rfy— v 2B (;}’_ Y)
=0.

u—-1 o
Sonug olarak r r Ozvektordiir ve T doniislim matrisi asagidaki sekilde
1
olusturulur:
u—1 (0]
T — r r
1 0

(4.43) doniistimii kullanildiginda X; ve Y; ye bagh sistem
Xet1 | _ B N S Y (L I fi
Y1 2t % 2
X
Y B Il AN B B W N
% ) Y; )
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olarak elde edilir. 7 matrisinin tersi

det(T) = —
et(T) ==
olmak iizere o
0 — 0 1
71— r d _
o | u—1 —r u—1
N r ®
olarak hesaplanir. Boylece
0 1 1—réi —&ii p-1 o L -
T-T = | : "=
—r u_ _ -
_ — 0 1 ()
5 @ Bv 1 0 u

olup (4.41) sistemine denk olan

Xv1 |\ (M —O X f(Xl‘vYZ)
= +
Y1 0 u Y; gX, %)
sistemini elde ederiz. Burada
FXv) \ _ [ Aex) N _ 0 (X, Y,)
~ = =| —r u—1
g(XhYl) fZ(Xt;Yt) E T fZ(Xl‘7YI‘>

ile hesaplanir. Bu fonksiyonlar1 X;,Y; cinsinden elde edebilmek icin w;,z; ifadelerini

X;,Y; cinsinden yazalim. (4.43)’den

doniisiimii kullanilarak

f :f2<Xl7Yt)
:SBWZZI‘

= —1 (0]
—5B <“ . Xt—7Yt> X,

=c1X? + 2 XY,

(4.46)
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seklinde ifade edilebilir ve bu ifadede

¢ = M (4.47a)
oy = —0BO (4.47b)
.
dir. Ayn1 sekilde
= ~1
=L+ Do)

(—}’Swt2 — SWZZt) + <‘u; 1) (SﬁwlZf)

«

(
:(§> (“;1X,—%E>2+<r5+(”w_l)gﬁ) <“;1X,—%YI>XI (4.48)
(

(u—1)25+(u—1> (r3+(“_1)‘§ﬁ>>x3

(0] r (0]

n (—Z(H— 1)5—% (r8+(“w_ 1)Sﬁ)>XzYz+Q)SYt2

=c3X? + caX,Y, + csY?

olarak yazilir ve burada

_ 125 _ _
= (1 wl) 5+<ur1 r5+(uw 1)5B> (4.49%)
ca=—2(u—1)8 —% (r5+ (“w_ 1>5ﬁ) (4.49b)
cs = 0o (4.49¢)

ile verilir. Boliim (2.2)’de yapilan Neimark-Sacker catallanma analizine gore siradaki
1—réii —&i
r 1

Jakobiyen matris olmak iizere A; = u + i@ 6zdegerine kargilik gelen 6zvektor, daha
u—1 o

amacimiz p ve ¢ Ozvektorlerini bulmaktir. Burada A =

once T matrisi hesaplanirken bulunan r r Ozvektoriiniin eslenigi olan
1

(-1 o —ri .o

i hat

— _|_ 1
qg= r r = 2B r olarak alinabilir.
1 1
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B 1—réii r

AT = 5i olmak iizere A, = u — i 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorii
—0il
bulmak igin (AT — A1) p = 0 esitligini saglayan p vektoriinii bulmamiz gerekmektedir.
Oyleyse
1= réii—p+io r 1\ [0
—dii l—u+io c+id 0
esitliginden

1—rdii—p+io+rc+ird=0
~8ii+ (1 —u+iw)(c+id)

denklemleri elde edilir. Burada ilk denklemden 1 — r&i — U+rc=0, 0+rd =0

—1+rdi i -
bulunur ve ¢ = K rron m~, d = — olarak secilir. Dikkat edilirse
r 2BV r
r2ii r = r
U=1——= 0= —=+/4Biav —r?ii?, § = —— olarak yazilabilir. Bu esitlikleri ikinci
2BV 2BV Bv

denklemde yerine yazalim:

~8ii+ (1 —u+iw)(c+id)

ri i 2 ri A ri i Lo ri n ri
= -ttt —— —— i —_t—
Bv ' 285 2B Bv 4BER 287 " 2Bv

I
e

Buradan p = s vii » secilebilir. Simdi C? :< p,q >= p1q1 + pag> = 1
286
esitligini saglayacak s € C sayisin1 bulalim:

< - —rﬁ+,w 45 rﬁ_l_,a) o 20 s . r N LT
pqg-=5 2BV lr S 237 lr = lr - 5= lZw S_IZ(D'

Sonu¢ olarak p = bulunur. Analize asagidaki kompleks

1 L r2ii
— l
2 487w

degisken doniisiimiinii yaparak devam edecegiz:

—rﬁ+,a) —rii. @

X s i EY- v

XxX=2+7 = x= P =g 2B r |4z 2BF
12 1 1
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[0
Hesaplamalarda kolaylik saglamasi i¢in a = ﬁ + z— olarak alalim. Dikkat edilirse
\%

rii =
a+a= —— = —&ii olur. Ayrica |a|* = a.a dir. Buradan
%

e X1 B az-+az
X2 Z+2Z

elde edilir. Yaptigimiz bu doniisiimii (4.46) ve (4.48) denklemleri ile verilen f ve ¢

fonksiyonlarinda yerine yazalim:

Flar) = ( Jf(xl,xz) ) _ cilaz+az)? +crlaz+az)(z+72)
g(xl,)Q)

c3(az+az)? + calaz+az)(z+32) +cs(z+2)?

2 (cla2 +c2a) +zZ (261 \a|2 — czgﬁ) +72 (cld2 —l—czd)

2 (63a2 +C4a+C5) +zz (ZC3|a|2 —C43ﬂ+205) +72 (C3d2 +C4d+65)

(4.50)
Burada
Yy = cla2 +cra
Yo =2c |a]2 — C25L~t
Y3 = Cla_2 +coa
4.51)

WZQf+mM%5
Vs = 2c3]al? — c48ii+ 25
W6 = €33 + 4@+ Cs

olmak tizere
V122 4+ Yoz + Y7
F(x,r) =

Vaz® + WszZ + ez

seklinde ifade edilebilir. Son olarak g;; katsayilarim veren < p,F > i¢ carpimini

hesaplayacak ve (2.33) ile verilen a(0) formiiliinde yerine yazacagiz.

<p,F>=pif+p8

o Loy (1 5 L
=iy (yiz” + yozz+ w3z )+(2 1(4[3‘7(0)) (vaz” + wszZ+ weZ”)

_ 800 e 8022
= zz-l-gnzz-l- 2z
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olup buradan

. r ri
gzo=‘l’4—l(w—ler4 )7

0 2BV
_Vs (Y, wera
= 20 ' 4Biw )’
2,.,
(W3 Wertu
802 = Ve l< p +2B\7(D>
bulunur. Sonug olarak
£1(0) = 820(0)811(0)(1-22(0)) | lgnf? |02 L 82100
2(A2(0) — A(0)) 1—4(0) 2(A2-2Q) 2
olmak tizere
a(0) = Re(e "¢ (0)) = Re(A(0)c1(0)) (4.52)

1n igareti ¢atallanmanin subkritik veya siiperkritik oldugunu belirler.

Teorem 4.5. Eger

"B vedll—
B 4B—7v) <0 0 By

ise (4.4) sisteminin (ii, V) denge noktasinda Neimark-Sacker ¢atallanma meydana gelir.
Burada a(0) < 0, (4.52) ile verilmek iizere

* a(0) < 0 ise Siiperkritik Neimark-Sacker ¢atallanma

* a(0) > 0 ise Subkritik Neimark-Sacker ¢atallanma ortaya ¢ikar.

4.3 Sigmak Etkisi Iceren Modelin Analizi

4.3.1 Modelin elde edilmesi

Daha once si1giak etkisi icermeyen model i¢in uyguladigimiz Euler metodunu simdi
(4.1) sistemi i¢in uygulayacagiz.

1o’a yakin ¢ degerleri icin
x(t1) — x(F,
.)C/(t ) ~ ( 1) ( 0)

Hh—1

yaklasimi kullanilir ve 6zel olarak ¢t — 7y = & segilirse, (4.1) modelindeki
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denkleminden
X,
X1 =X +rox <1 — Et) —cO(x; —R)y;

elde edilir. Ayn sekilde (4.1) modelindeki
Y (to) = e(x(to) — R)y(to) — dy(t0)
denkleminden #p’a yakin #; degerleri icin
Vi1 = Y1 +e8(xr —R)yr — d8y,
bulunur. Buradan (4.1) sistemine karsilik gelen

X1 X; +rox; <1 — ﬁ) —c6(x; —R)y,
= K (4.53)
Yi+1 Vi +€6(Xz —R)Yt —ddy;

ayrik av-avcr sistemi elde edilir. (4.53) sisteminde x; = Aw;, y; = Bv; doniisiimleri

yapilip yerine yazilirsa

A
Au; 1 = Aup +roAu; (1 — %) —c6(Au; — R)Bv,

Bviy1 = Bv,+ed(Au, — R)Bv, — dSBv;

1 R
bulunur. Burada denklemlerin sadelestirilmesi veA=K,B=—, a = T B=eK,y=d
c

secilmesiyle

Uy up+rou (1 —u) — 8 (uy — at)vy
- (4.54)
Vit ve(1=0Y)+ 6B (ur — a)v,

boyutsuz sistemi elde edilir. Dikkat edilirse (4.53) sisteminde 7 parametre var iken

boyutsuzlastirilan (4.54) sisteminde 5 parametre bulunmaktadir.

4.3.2 Denge noktalari ve lokal kararhhik analizi

(4.54) sisteminin denge noktalar1

i+ roi(1—a)— 8(i—a)p

1N
Il

(4.55)
5(1—8y)+8B(ii— )7

<
I

denklemlerini saglayan (i1, V) degerleridir. Buradaki ikinci esitlikten
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olup

elde elilir. ¥ = 0 ise (4.55)’deki birinci denklemden
dg= d+réa(l1—i)=ia+réiu(l—i)—ia=0=roia(l—ia)=0

oldugu i¢in

bulunur. i = % -+ « ise (4.55)’deki birinci esitlikten
d+réu(1—a)—6(i—a)—ia=0=6(ri(1—a)— (G—o)v) =0

olup

bulunur. Sonug olarak (4.54) sisteminin (0,0),(1,0) ve i@ = %—I— o olmak iizere
i1 — i

(ﬂ, M olacak sekilde ii¢ denge noktas1 vardir. Biyolojik anlam tagimasi

icin (&,v) denge noktasinin pozitif olmasi gerekmektedir . y, 3, @ > 0 oldugu i¢in

i > 0 dir. Ayrica

(1 —ii
VZLYM)>O<:HZ<1@Z+0¢<1

B

olmalidir. Sonug olarak (i, V) denge noktasnin pozitif olmasi igin gerek ve yeter kosul

Y— B (1 — &) < 0 kogulunun saglanmasidir.

Simdi elde edilen bu denge noktalarinin lokal kararlilik analizi yapilacaktir. (4.54)

sisteminin sag tarafindaki fonksiyonlar
f(l/l[, V[) = u; + r5l/{[ (1 — l/lt) — 5(”; — Oc)v,

g(us,ve) = v (1 —8Y)+ 0B (uy — at)vy

ile gosterilirse (4.54) sistemine karsilik gelen Jakobiyen matrisi asagidaki gibi bulunur:

) = 1+7r8—2réu—9dv —d(u—a) 4.56)
T 5Bv 1-8y+6Bu—a) | '
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(0,0) Denge Noktasimin Kararhhik Analizi

(4.54) sisteminin (0,0) denge noktasindaki Jakobiyen matrisi (4.56)’dan

7(0,0) = 1+rd oo
T 0 1-8y+ap)

olarak bulunur. Bu matrisin 6zdegerleri A; = 14768 ve 2, = 1 — §(y+af) dir. Oyleyse

1+ré|<le -1<14+r0<1&-2<ré§<0

[1-6(y+af)l<le—-1<1-6(y+af)<l<0<d(y+af) <2

olup r ve 9 pozitif oldugu icin A; = 1+ ré 6zdegerinin mutlak degeri 1 den kiigiik

degildir. Bu durumda asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 4.6. (4.54) sisteminin (0,0) denge noktast kararsizdur.

(1,0) Denge Noktasimin Kararhhik Analizi

(4.54) sisteminin (1,0) denge noktasindaki Jakobiyen matrisi (4.56)’dan

J(1,0) = 1—r8 ~5(1—a)
T 0 1-6y+6B(1—a)

olarak bulunur. Bu matrisin 6zdegerleri A; =1 —rd ve ,, = 1 — 8y + 6B(1 — a) dir.
Burada
1—ré|<le—-1<1-rd<1<0<réd<2
[1=6(y—B(1-a))|<1=0<8(y—p(l-a)) <2
olup (i, V) 1n pozitif denge noktasi olabilmesi i¢in y— (1 — @) < 0 olmasi gerektigini

biliyoruz. Ayrica > 0 oldugundan A, = 1 — d(y— B(1 — )) nin mutlak degeri 1 den
kiiciik degildir. Buradan asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 4.7. (4.54) sisteminin (1,0) denge noktast kararsizdur.

(1,0) denge noktasinin kararlilik yapisinin, siginak etkisi icermeyen modelde oldugu

gibi pozitif denge noktasi ile iligkisi vardir.
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1. Durum: y— (1 — ) > 0 olmas1 hili:

Bri(1 — i)

Bu durumda i = 4 + o > 1 olur fakat v = < 0 gerceklenir. Dolayisiyla

pozitif denge noktast yoktur. Ayrica y— (1 — o) > 0 iken § > 0 oldugu i¢in (1,0)
denge noktasi i¢in kararli bir bolge bulunabilir.

Sonug: y— B(1 — a) > 0 iken pozitif denge noktast mevcut degildir fakat (1,0) denge

noktasinin kararli oldugu bir bolge bulmak miimkiindiir.

2. Durum: y— (1 — o) < 0 olmasi hali:

Brii(1 —ii)

Bu durumda i = ¥ 4+ a < 1 olur. Ayrica v = > (0 olup pozitif denge noktasi

mevcuttur. Diger yandan ¥ — (1 — &) < 0 durumu (1,0) denge noktasinin kararsiz

oldugunu gosterirken pozitif denge noktasi i¢in kararlilik bolgesi bulmak miimkiindiir.
Sonug: Pozitif denge noktasinin varligi durumunda (1,0) denge noktasi kararsizdir.

(i, V) Denge Noktasimin Kararhlik Analizi

(1 — i
(4.54) sisteminin (i, V) = (ﬁ,W) denge noktasindaki Jakobiyen matrisi
(4.56)’dan
14+r0—2réi—6v 6(o—ii
S [ 1Tro-2roa-ov ola—i) 4.57)
opv 1

olarak hesaplanir.
det(J) = 14r8 — 2rii — 67 — 8*Bv(a — i)
iz(J) =2+rd —2rdi— 6v
olmak iizere Jakobiyen matrisine karsilik gelen karakteristik polinom ise

F(A)=A?—iz()A +det(J) = A? — (2+ SA)A + (1 + SA + 829v) (4.58)

olup burada A = r — 2rii — v dir. Bu polinomun kokleri

2 — §\/AZ—4yp
= +6A 52 A2 —4yp 4.59)
2 ~
Ay = 2—|—5A+52\/A 4vv (4.60)
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olarak elde edilir. Denge noktasinin kararlilik analizi i¢in bu koklerin mutlak degerinin
I’den kiigiik kalacagi kosullar belirlenecektir. Bunun i¢in ise Lemma (6.1)’in birinci

maddesi kullanilacaktir.
F(1)> 0 Kosulu:
F(l1)=1—iz(J)+det(J)
= 8?B(i— a)v = 8%yv
olup 8,7,V > 0 oldugu i¢in F(1) > 0 kosulu her & igin saglanir.
F(-1)> 0 Kosulu:
F(—1)=1+iz(J)+det(J)

= 442r8 — 4r8ii — 287 — 8B (o — if) (4.61)

— ¥56% +2A8 +4
olarak bulunur. Burada F(—1), 6’ya bagh ikinci dereceden bir polinom
oldugundan pozitif oldugu aralig1 belirlemek i¢in kok analizi yapilacaktir.

Ap(_1) =4A% — 16y5 = 4 (A> — 4yp)

olarak hesaplanir. Burada (A% — 4y7%)’nin isaretine gore ii¢ ana durum mevcuttur.

i) A2 —4yi>Oise Ap(~1) > 0 olup F(—1)’in iki farkl reel kokii vardir:

A 2 _ ~
5 = AT VAR—4Y) (4.62)
%
_ 2 _ 5
5= ATV 7(2 477) (4.63)

ve

—A—/(AZ—4yD) —A —A+ /(A2 —4yD)
0] = - <—< &= =
Y Y 144

olur. ; > 0 & A < 0 oldugu agiktir. Bulunan kokler isaret tablosuna
yerlestirilirse

o O

FC-1) | +
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elde edilir.

5.0< 0 < 61 veya 8 > & iken F(—1) > 0 kosulu saglanir.

ii) A —4y9=0ise Ap(—1) = 0 olup F(—1)’in gakigik iki reel kokii vardir:

—A
4= — (4.64)
’ TV
Isaret tablosu ise asagidaki gibidir:
034
F(-1) | + | +

—A
.0 # 7 iken F(—1) > 0 kosulu saglanr.
iii) A>—4y¥ <0ise Ap(_j) <0 olup &2 i terimin katsayisi ¥ > 0 oldugundan

F(—1) > 0 kosulu her § igin saglanir.

Det(J)<1 Kosulu:

Det(J) = 1+7r8 —2r8ii— 8v— 8*Bi(o — i) < 1

SA+6BV(iE—a) <0
©5<_—i‘
144

—A
seklinde hesaplanir ve burada A < 0 olmak iizere 6 < W iken Det (J) < 1 kosulu

saglanir.

Teorem 4.8. Eger

—A
HI) A<OveA?—4y5<0iken§ < e ise

H2) A <0veA?—4yi > 0iken & < 8 ise

kosullarindan biri saglaniyorsa (4.54) sisteminin (ii,V) denge noktast lokal asimptotik

kararlidir. Burada A = r — 2rii — V olup 01, (4.62) ile verilmigtir.
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4.3.3 Flip catallanma analizi

Bu kisimda (4.54) sisteminin (i, 7) denge noktasinda flip ¢atallanmanin varligi

incelenecektir.

Teorem (6.1)’den, F(A) = A2+ BA +C > B,C € R sistemin denge noktasindaki
Jakobiyen matrisine Kkarsilik gelen karakteristik polinom olmak iizere B # 0,2 ve
F(—1) = 0 ise flip catallanma ortaya cikabilir. Analize bu kosullar belirlenerek

baslanacaktir.

F(-1)=0 Kosulu:
Bolim 4.3.2 de (&,V) denge noktasinin kararlilik analizi yapilirken (4.61)’de
verildigi gibi F(—1), 8’ya bagh ikinci dereceden bir polinom olarak

bulunmustur. Buradan hareketle
F(—1)=798>+248 +4 (4.65)

polinomunda
i) A2 —4yi > 0ise § = §; iken F(—1) = 0 kosulu saglanur.
ii) A2 —4yi=0ise § = __Y? iken F(—1) = 0 kosulu saglanr.
iii) A2 4y <0Oise F(—1)#0 dir.

B+#0 Kosulu:

-2
Burada B = —iz(J) = —(2+ 8A) dir ve § # e iken —iz(J) # 0 kosulu
gercgeklesir.

B+#2 Kosulu:
—4
Aym sekilde § # e iken —iz(J) # 2 kosulu saglanr.

—A
Burada 8 = 9; se¢ilecektir ¢iinkii 6 = — secilirse

_—A 4 2 . 2 .
S—W#A@ A+ -4y AT — 4y £ 0

—A
olur ki bu 6 = — secmemiz ile ¢elisir. Sonug olarak, (4.54) sisteminin parametreleri
2 . -2 —4
A —4')/V>O ve 6:61 > 67&?,7 (466)

sartlarin1 sagliyorsa (i7, ¥) denge noktasinda flip catallanma ortaya ¢ikabilir.
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Simdi flip catallanmanin varlifi analitik olarak gosterilecektir. Signak etkisi
icermeyen modelin analizinde oldugu gibi (4.54) sisteminin denge noktasi orijine,

catallanma degeri sifira taginacaktir. Bunun i¢in

fu,v)=u+réu(l —u)—0(u—a)v
(4.67)
gu,v)=v(1—=38y)+0B(u—a)v

olmak tizere f(u,v) ve g(u,v) fonksiyonlari (ii,7) denge noktasinda Taylor Serisine

acilacaktir. i =

v
B
o £(&,7) =i ve g(i,7) =¥
o fulid,?) =14r6 —2r8i— v

e fi(d,v)=98(o—n)

* fu(il,9) ==2r8, fin(@,7)=—-38 ve fi,(ii,7) =0
* Suaa(,9) = fur (1, 9) = fuw (@,7) = fir(@,7) =0

* Diger yiiksek mertebeden terimler sifira esittir.

° guu(lz;ﬁ) =0, gMV(ﬂa‘;) = 6137 gVV(lZ?ﬁ) =0
° guuu(ﬁaﬁ) = guuv(ﬁ7‘7) = guvv(ﬂa‘;) = gvvv(ﬁvﬁ) =0dir.

* Diger yiiksek mertebeden terimler sifira esittir.

Sonu¢ olarak f ve g fonksiyonlarmin Taylor seri ag¢ilimlarindan (4.54) sistemi

asagidaki sekilde ifade edilir:
Uiy =i+ (14718 — 2r8ii — 89) (uy — i) + 8 (0t — i) (v; — P)
—r8(uy —)* — 8 (uy — 1) (v, — ) (4.68)
Vi1 =0+ 8B0(uy — i) + (vi — %) + 8 (u, — 1) (v, — ).
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Analizin devaminda ¢atallanma parametresi olarak d segilecek ve kararlilik yapisinin

U

degistigi catallanma degeri ise § ile gosterilecektir. Simdi

Wt:I/tt—fl,
=V —V,
6=6-6

doniisimleri ile sistemin denge noktasini orijine ve ¢atallanma degerini sifira tastyalim.

Buradan
Wil =Up1 — U
=i+ (14+0A)(u, — i)+ 0(ax —it) (v — V) — ro (uy —ﬁ)2 —O0(u— i) (v, —V)—ii

=(148A)w, + (. — i) 8z + Adw; + (o — 1) bz — réw? — Swyz, — réw? — Swiz

\Y&
4l =Vl —V

=5+ 8B (uy — i) + (v — V) + B (uy — i) (v, — V) — ¥
=8B 9w; +z + BPOws + S Bwizs + BOwiz
bulunur. Sonug olarak
fi(wrz,8,8) = Adw, + (0t — 1) 6z — réw? — Swizy — réw? — Sw,z,
Fo(wi,2,6,8) = Bodw, + 8Pwiz; + BSwiz

olmak iizere (4.68) sistemi

Wil _ 1:}‘814 S((x—ﬂ) Wy n fl(W[,Zﬁé,?) (469)
Zt+1 8[3‘7 1 3t f2<wt7Z17575)

olarak ifade edilir. Burada (4.66) kosullarmin saglandig1 g6z 6niine alinarak & = &,

secilecek ve (4.20) formuna ulagsmak i¢in T doniisiim matrisi inga edilecektir.

8 = § iken (4.54) sisteminin (i, 7) daki Jakobiyen matrisi ile (4.69) sisteminin (i, 7
daki Jakobiyen matrisi aynidir. Sonug olarak (4.59) ve (4.60) ile verilen 6zdegerlerde
8 =6 (8 = &) secilirse (4.66) kosullar1 altinda A, = —1, A, =3+86A4 > |A]#1

bulunur. Simdi bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorleri hesaplayacagiz.

J1(@,5) = ( I;BiA S(al_ 2 > 4.70)
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olmak iizere A; = —1 6zdegeri i¢in

1+8A—(—1) &(a—i) w\ (0
5B 1—(=1) w ) \0

(24 8A)u; + (—%S) uy =0

esitliginden

(8BV)uy +2u; =0

()= ()
u B —Sﬁﬁ .

secilebilir. Ik denklemde yerine yazilirsa

olup ikinci denklemden

(2+8A)2+ (—%S) (—8B7) =0 4.72)

oldugu kolayca goriilebilir. Sonug olarak (4.71), A; = —1 6zdegerine karsilik gelen
Ozvektordiir. Ayrica (4.72)’den

8%y = —2(2+6A) (4.73)
esitligi elde edilir. Ayn1 sekilde Ay = A, = 3 + 8A icin

1+8A—(3+6A) &(o—i) vi) [0
Yl 1—(3+54) v ) \0

esitliginden elde edilen

—2v| — %sz =0
(8BP)v + (=2 — 8A)uy =0
sistemindeki ilk denklemden
’J/ —
——90
= 2B (4.74)
12) 1

secilebilir. Ikinci denklemde de yerine yazar ve (4.73) esitligini kullanirsak

- Y & S
0 ——0 —2—-0A)=
(587 (- 758) + (-2-84) =0
elde edilir ve dolayisiyla (4.74), A, = A = 3 4+ SA ozdegerine karsilik gelen
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ozvektordir. Elde edilen bu 6zvektorleri siitun kabul eden

’)/ -

2 ——0
T = ] 2p
8871

matrisi ile

X w
=Tt T 475
()= (7) o

doniisiimii yapilarak (4.26) formuna ulasilacaktir.

ZW _ _

olmak iizere T matrisinin tersi

4 1 )
1 L5 : =
. W 2B | 4+0A 2B(4+64A)
4464 | 585
T\ sy 2 9 4
44 6A 4+ 6A
olarak hesaplanir.
1 '}’S _ Y = Y =
3 1+6A —=0 2 ——=0
44+06A 2B(4+0A
Uy _ B( ) B 28
opv 2 57 1 ~5B7 1
44 6A 4+ 6A
-1 0 (M0
L0 3484 ) \ 0 A
oldugundan

Xiv1 _ A O X; n 81(Xt7Yt) (4.76)
Yt 0 A Y; 22(X:,Y;)

formu elde edilir ve
gl(XnYt) _ 71 fl(Xth)
82X, Y;) L(X.Y)
ile hesaplanir. Burada kolay islem yapabilmek i¢in

1 Sy SBv
. = .
4+ 8A 4+ A 4+ 5A

by
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olmak tizere

alinacaktir. Simdi

( 21X, %) ) B < by b ) (ASW,—F(OC—L?)SZI—rSwtz—Swtz,—rSwtz—Sw,zt

gz(Xt,Yt) bz by ﬁﬂSWz‘f‘SﬁWzZt‘FﬁSWtZz
(4.78)
fonksiyonlarini hesaplayalim. (4.75)’den
Z Y —6pv 1 Y —8BvX, +7Y,
oldugu i¢in
')/ 2
= (2X, — —ﬁéyt)z =4x% — 236X,Y[ + m52y2
4 - - 7.8
Wiz = (2X, — %51@)(-5/3% FY,) = —28BX2 4+ 2X,Y; + ﬁzﬁ "Xy, - Z 5y2
Soo 5%y Y
= —26BvX> + (2 + T) XY, — 2B =677

olarak elde edilir. Bu ifadeler (4.78)’de yerine yazilirsa
g1 =bi1fi+b2fa
—b1Adw, + b, (a— ﬂ)gz, — b rgwt2 —bydw,z — by I’Swt2 —b16w,z + bzﬁﬁgwt
+ b8 Bwz —i—bzﬁSw,zt

=X7? [~4b1r8 +2b, 8BV — 2b, 5% BV

S2 s S2 s
+X,Y, [2b1r522; — b6 <2+ 52w> + b6 <2+ 6?)}

+¥? [—b1r53 +by 521 — by §°B

e 28 ]+Xt6 [261A — 8B b1 (o — ) + 252 7]

2B

+%,8 [—blA;[;Serl(a i) —bzﬁﬁ;l;S] + X285 [—4byr+2b,5B5 — 25,5 B27]
<[, =7 8%y 8%y
+X,Y;0 2171753—1?1 2+ 5 +bf 2+ 3

'a
—I—YIZS[ b1r52@+b15 B_b25ﬁ B]
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olup
c1 = —4]91}’5 +2b152ﬁ\7— 2b252ﬁ2\7,

S2n/5 S2

02:2b1r521—b15 2—|—6—W +b25ﬁ 2—|—6—W )
B 2 2
2
_ 8537 2V 32
c3 = —byro 4132 b0 ﬁ 5[3 2B

c4 = 2b1A — 8 Bvby (o — ii) + 2b2 ¥,

cs = —blA%S—f—bl(Ot ) bzﬁﬁlﬁ

ce = —4bir+ 2b15ﬁ17— szgﬁzﬁ,

] 525 525
:2b1r5%—b1 <2+TW>+192[3 (”TW)’
2
Cg:—bll’6 4ﬁ2+b16 ﬁ—bZSﬁ B

olmak iizere
g1 = 1X? + XY, + c3Y2 44X, 8 + ¢5Y, 8 + c6 X6 + 71X, Y, 6+ cg¥V2S  (4.79)
seklinde ifade edilebilir. Aym sekilde
g2 =b3fi+baf>
=b3Adw, + b3 (a— ﬁ)Sz, — b3r5wt2 —b30wz — b3r5wt2 —b3dwz + b4[3175wt
+ by Pwize + baPfSwiz
=X [—4b3r6 +2b36° BV — 2045 B

S~ N
+X7, {2@52; —b3d <2+ 52W> +b4SB <2+ 62’””

+7? [_b3r534ﬁ2+b362ﬁ—b 5’B B]ert [2b3A — 8 Bvb3(a — i) + 2b4 B7]
Y8 | —bsA- 5+ by(a— 1) — baPiL 8 | + X25 [—4bsr+2b35 7 — 2b45B7]
2B 2B
. _y 82y 82y
+X.Y,0 |2b3r6—~ —b3 | 2+ —— +b4B 24
B 2 2
28 2 2
+Y,:6[—b3r5 4ﬁ2+b3 ﬁ b46ﬁ ﬁ:|
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olup

olmak tizere

g2 = d1 X} + o XY, + d3Y? + dyX, 8 + dsY, 6 + deX* 5 + d7 X, Y, 6 + dg¥* 5

d| = —4b3r5 —|—2b382[3\7— 2]9482[3217,
2o
2

2

— b3 p&2 Y _p528 L
dz = —bsrd 4B2+b36 2[3 b0 ﬁ2ﬁ,
dy = 2b3A — S Bvb3 (00 — i) + 2b4 B,

— _pALls @) — buBiL5
ds = b3A2ﬁ5—|—b3(Ot u) b4ﬁvzﬁ5,

dg = —4b3r—i—2b35ﬁ17— 2b45ﬁ2\7,

) 2, 2,
dy = 2b3r8-L — bs (2+ 5—’”) +baf (2+5—W> ,
B 2 2
2
_ _p52 sV _, 550
dg = —bsrd 4ﬁ2+b362ﬁ b45ﬁ2B

seklinde ifade edilebilir.

~ _ _ S2
dr = 2]93}’52% —b36 <2+5—W) + b0 (24—67

=

).

(4.80)

Analizin devaminda Merkez Manifold Teoremi’ni kullanarak boyut indirgeyecegiz.

(4.76) sistemine karsilik gelen merkez manifold

W<(0,0,0) = {(X,,Y,,8) e R®: ¥, = h(X,) = 1 X? + h2 X, 6 + h36%}.

(4.81)

olarak tanimlanir. Burada A; = —1 oldugu i¢in (4.32) ve (4.33) ile verilen esitlikler

aynen gecerlidir. Dolayisiyla (4.33), (4.79) ve (4.80) ile verilen g ve g, fonksiyonlari

kullanilarak &y, hy, h3 asagidaki gibi hesaplanir:

dy
hy =
=1
—d,
hy =
2T 1+ A
hy = 0.

Burada Y, = h(X;) = h X2 + X, 6 oldugundan ve (4.76) sistemi

X1 =—X + g1 (X,,h(X,))
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bir boyutlu sistemine indirgenir ve g;(X;,n(X;)) fonksiyonu agagidaki gibi hesaplanir:
a1 (X, h(X)) =c1X? + 2Xeh(X,) + c3h® (X)) + caX, 6 + ¢5h(X,) 8 4 c6X2 8 + c1X,h(X;) 6
+cgh?(X,)
—=c1X2 + 2 Xi (M X? + X, 8) + 3 (X2 + 12X, 8)? + c4X, 6
+cs(mX? + 1oX,:8)8 4 c6X8 + c1X, (X2 + X, 8)6 + cs(m X? + o X, 6)26
:ch,2 + czth,3 + (c2hy + cshy + c6)X,25 + C3h%X,4 +caX, 8 + csha X, 6>
+ (e3h3 + c7h2) X287 + (2c3hiha + c7h1) X7 6 + cshiX; & + 2cshiho X 67
teghdX?S
Sonug olarak

X1 =f(X;,0)
=—X; +81(X;, h(X,))
=—X + ch,2 + cztht3 + (c2hp + cshy + c6)Xt25 + c;;h%Xf +caX, 6 + cshy X, 62
+ (383 + c7h2) X7 8% + (2e3h1hy + e7h1) X S + cshi X, S + 2c5hiho X; 67
+ cgh3 X253
elde edilir. Teorem (2.1)’1 kullanabilmek icin gerekli tiirevleri hesaplayalim:
fx =—142¢1X +3c2m X2 + 2 (cohy + cshy 4 ¢6) X; 8 +4c3hIX> + ¢4
+e5hp 8% +2 (e3h3 + c7ha) X, 8% + 3 (231 hy + c7l1) XS + deghiX; S
+ 6cgh o X862 4+ 2cgh5X, 67
fxx =2¢1 4+ 6¢c2h1 X, +2 (cohy + cshy + o) 5+ 12C3h%X[2 +2 <C3/’l% + C7/’l2) 52
+6(2c3h1hy + c7hy) X: 8 + 12¢gh3 X8 + 12c8h 1 o X, 67 + 2cgh3 6°
fxxx =6¢2hy +24c3h3X; 4 6 (2c3h1hy + c7hy) 8 + 24csh? X, 8 + 12¢gh  hy 62
fys =2 (2l +cshy +ce) X, +ca+2c5h2 6 +4 (c3h3 + c7hn) X, 6

+3(2c3h1hy + c7hy) X2 +4eghi X + 12cgh1 o X2 8 + 6cgh5 X, 62
Bu tiirevlerin X; = 0 ve & = 0 iken ki degerleri

fX(070) = _17 fXX(()aO) = 2617 fXXX(()aO) = 6C2h17 fXS(O?O) =C4
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oldugundan

1 1 1 1

E(fxx(O,O))z + gfxxx(O,O) = 5(201)2 + 5(662h1) =2¢1 +2c2h) = 2(ci +c2hy)
olarak hesaplanir. Buradan asagidaki teorem elde edilir.
Teorem 4.9. Eger

2 4
F0) A? —4yp — LT
0) >0 ve 8§ 51967&A,A
FI) 2(c%+czh1)5£0ve

FZ) C47é0

sartlart saglaniyorsa (4.54) sisteminin (ii,V) denge noktasinda 0 = O, iken Flip

catallanma meydana gelir.

4.3.4 Neimark-Sacker catallanma analizi

Sistemin denge noktasindaki Jakobiyen matrisine karsilik gelen karakteristik polinom
B,C € R olmak iizere F(A) = A%+ BA +C olsun. Oyleyse, Teorem (6.1)’in iigiincii

maddesinden
MAeClM|=1,A=1<B*—4C<0 ve C=1
ise Neimark-Sacker tipi catallanma ortaya cikabilir. Oncelikle
F(A) =A% —iz()A +det(J) = A% — (2+ SA)A + (1 + SA+ 8%yD)

karakteristik polinomunu kullanarak ¢atallanmanin meydana gelecegi kosullari

belirleyecegiz.

B2 — 4C < 0 Kosulu:
B> —4C = (2+ 8A)* —4(1 + A+ 8%yv)
= 8%(A% —4y7)
olarak hesapanir. Buradan B> —4C < 0 < A% — 4V < 0 bulunur.

C=1 Kosulu:
—A
Burada C = Det(J) = 1 + A+ 8%y olup Det(J) =1 & 8 = 7 elde edilir.
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Sonug olarak eger
—A
A2 —4y5 <0 ve 8=— (4.83)

Y
ise (4.54) sisteminin (i, 7) denge noktasinda Neimark-Sacker catallanma ortaya
cikabilir. Simdi bu denge noktasinda catallanmanin varligi analitik olarak

incelenecektir.

=

(4.83) kosullarinin saglanmasi durumunda (4.59) ve (4.60)’daki 6zdegerler S =

A 6
Mo=1+— Fi—y/dyi—A2
2 2 (4.84)

—UFio

3|

oldugu icin

seklinde ifade edilebilir. Burada A; » € C ve |A; 2| = 1 dir. Diger yandan

(8) = /137 +o(6)

=/1+8A+ 6%yv

oldugundan & ya gore tiirev

1 _
F(8) =5 (14 8A+8%) V2 (A4 280).
olarak hesaplanir ve
< —A —A
—A
bulunur. A # 0 oldugundan 7/ (W) # 0 olup Teorem (2.3)’den NS1) kosulu saglanir.
S
— 4},‘7_142
0(9) = Arctan (@) = Arctan | 2————
u(d) ;o4
2
ve A
——\/Ayi—A
0 <—i4) = Arctan 277 5 =6
14 A
2yv

olmak iizere orijin komsulugunda ¢alistigimizdan k = 1,2,3,4 i¢in

[M12(8)]" = e £ 1. 6y £0 (4.86)

olur. 8y # 0 oldugundan NS2) sart1 saglanir. Buradan Neimark-Sacker ¢atallanmanin
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mevcut oldugu goriiliir. Simdi ¢atallanmanin yoniinii belirleyen ve (2.33) ile verilen
a(0) ifadesini hesaplamak i¢in gerekli analiz yapilacaktir . Denge noktasini orijine ve

catallanma degerini sifira tasidigimizda

Wirl ) _ 1:|‘S~A S(a—a) \ (wi ) (5 (w12,6,8) “487)
Zt+1 6[3\/' 1 <t fz(W;,Z;,S,S)
sistemi bulunur ve burada

S1(we, 2, 5, 5) =Adw, + (o — ﬁ)gzt — rSth — dwyz — rSw,z — dwz,

fZ(Wt7Zt7 S, S) = ﬁﬁgwt + SBW;Z; +BSW;Z¢

dir. A
A2 4y <0 ve §=—
¢ Y
secilmesiyle
J(8) = ( 1+04 d(a—i) ) (4.88)
5BV 1

matrisinin 6zdegerlerinin A » = u F i@ oldugu gosterilmistir. Simdi

Xi 1 [ Wt
=T 4.89
()= () ~

doniisiimiinii yaparak sistemi (4.44) formuna indirgemek i¢in 7" doniisiim matrisi insa
edilecektir. Ik olarak A; = p — i®w o©zdegerine karsihik gelen u o6zvektorii

hesaplanacaktir .

1+6A—(u—iw) &(a—ii) a+ib\ [0
57 1— (1 —io) 1 ~\o

ifadesinin ikinci denkleminden

SBva+idBib+1—pu+io=0<8Bva+1—u=0 ve SBb+w=0

u—1 -
a=—=—, b=—=—
opv opv
secilebilir. Ik denklemde yerine yazilirsa
(1+6A—p+iw)(a+ib) —%S =0

elde edilir.
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Sonug olarak [ 8Bv 8BV

seklinde olusturulur. (4.89) doniisiimii kullanildiginda X; ve ¥; ye bagh sistem (4.45)
formunda elde edilir. 7 matrisin tersi

) 0o 2 0 1
1 5 v SBV
T '=—"- _
0BV [0) )
olarak bulunur ve
0 1 2 Ys u—1
1+06A -0 Z _ U —o
e ] B 5By 8BV | _
—opv p-1 85 1 1 0 0 U
0] (0]

olup (4.54) sistemine denk olan
Xit1 _ u —o X n f(XhYt)
Yt 0 U Y, g(X:,Y,)
sistemi elde edilir. Burada
faxry N o (axwy Y 0 fXY)
. =T =| -8B u-—1
g(XZ;YI) f2(X1‘7YI>
ile hesaplanir. (4.89)’dan
u—1 ® p—1 ®
_ - — X, — =—Y,
we ) g X 5Bv OBV XN Sy 8pe
2t Y; 1

olup

(4.90)
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seklinde ifade edilebilir ve burada

o= 1) (4.91a)
1%
P— (4.91b)
\%

dir. Ayn1 sekilde

—5Bv

g="P"px v+ (“;l)fxxt,m

:_813‘7( r5wt SWtZt)‘i‘(u )(BBW’Z’)

(%) Ui 55 > (PP (e s
( 5Bv1 <SB v )SB><5E;)>X3
(2087 Oe) () - (FF0=2) () )
() ) )
=e3X? +esX,Y, +esY?
seklinde ifade edilebilir ve burada
(u—lfv+ﬁ)+(u—1ﬁ

Bro [0)

- (g

e5 = Sa)l’

(4.92)

1+64 —T5
dir. A = _ B Jakobiyen matris olmak iizere A; = U + i® 6zdegerine
0BV 1

-1 ;o

karsihk  gelen  6zvektor g = opv opv olarak  alnabilir.
1

1+8A4 SBv
_ZS 1

ozvektoriunii bulalim.

AT = ) olmak iizere Ay = u — i@ Ozdegerine karsilik gelen p

87



1+8A—p+io 5BV 1 0
—%_ 1—p+io ctrid )\ 0
esitlifinden
14+8A—p+io+8B7(c+id) =0

—33+u—u+m»@+my=o

denklemleri elde edilir. Burada ikinci denklemden

—%3+U—uk—wd=& d(1—p)+mc=0
) oY) s . y
bulunur ve ¢ = —,d = ———— secilir. Ilk denklemde yerine yazdigimizda
2 2B(1—p)

. o (Y6 . oy )
1+0A—u+iow+0o v<—+z— =0
H PP\2p "2 — )

olarak hesaplanir. Simdi C? :< p,g >=1

elde edilirve p = s 75 o 75
AT
26 2B(1—p)

esitligini saglayan s € C sayisin1 bulalim:

AP
—i
A A 2yw
Buradan § = i—ﬁ = § = —i—— bulunur ve p = 4 _ olur.
2yw 2yw 1 A
2 40
(u—-1) . o (u—1) . o
__ xl = - +l = ~ _ = - — 1= -
xX=z9+2§ = x= ( ) =z opv opv | +z opv opBv
X2
1 1

kompleks degisken doniisiimiinii yapar ve hesaplamalarda kolaylik saglamasi icin

a= (“__ D +i © secilirse
opv opv



elde edilir Bu doniisiimii (4.90) ve (4.92) denklemleri ile verilen f ve g

fonksiyonlarinda yerine yazalim. Buradan
Flor) = 1)

8 (x 1 7x2)

e1(az+az)? +ex(az+az)(z+72)

e3(az+az)? +es(az+az)(z+7) +es(z+72)°

Z (ela2 +e2a) + 22 (2e; la|* — e i) + 7 (eldz + €2a)
2 (e3a2 —l—e4a—|—e5) +zZ (263|a]2 —esbii+ 265) +72 (e3a'2 —l—e4d—|—e5)
bulunur ve
O = ela2+ega
0 =2e |a]2 — e,00

03 = e1d2 +esa
(4.93)
Oy = e3a2 + eqa+e5

05 = 2e3|al* — e4Sii + 2es
06 = e3a° + esd+ es

olmak lizere
0127 + 0222+ 9377
F(x,r)=
042° + B522+ P62
olarak daha sade formda ifade edilebilir. Son olarak < p,F > i¢ carpimini

hesaplayacak ve g;; katsayilarini (2.33) ile verilen a(0) formiiliinde yerine yazacagiz.

<p,F>=pif+p3g

AB
270

<¢4+ (¢4A5 01AB )) ( (¢5A5+¢2Al3))
2 40 270 40 270

(3% 5))

_ 802, -1 8022
=5 "+ 8112+ > Z

012> + $rz7 + ¢322) + (l

AS
> + l%) (¢4Z2 + 0527+ ¢622)
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olarak hesaplanir ve

gzo=¢4+i<¢;i)5+¢;ﬁ)ﬁ>,
AS A
gll:%+i<¢iw +q;2y(f)’
Ry
g02=¢6+i<¢§2) +¢?;2)ﬁ>

seklinde bulunur. Sonug olarak

~ 220(0)g11(0)(1-24(0))  |gnl? lg2l* | ¢21(0)
c1(0) = 2(22(0) — 4(0)) +1—1(0)+2(12—1)+ 5

olmak tizere
a(0) = Re(e—ieocl 0)) = Re(z (0)c1(0)) (4.94)
1n igareti catallanmanin yoniinii belirler.

Teorem 4.10. Eger
A4y <0 ve &=

3|4

A
ise (4.54) sisteminin (ii,V) denge noktasinda 8 = —— iken Neimark-Sacker

144
catallanma ortaya ¢ikar. Burada a(0) < 0, (4.94) ile verilmek iizere

* a(0) < 0 ise Siiperkritik Neimark-Sacker catallanma

* a(0) > 0 ise Subkritik Neimark-Sacker ¢atallanma ortaya ¢ikar.

90



5. NUMERIK CALISMALAR

Bu boliimde, (4.4) ve (4.54) sistemlerinin pozitif denge noktalari icin analitik olarak
elde edilen sonuglar1 desteklemek amaciyla MATLAB programi kullanilarak niimerik
simiilasyonlar yapilacaktir.

5.1 Flip Catallanma icin Niimerik Calismalar

Flip catallanma i¢in yapilacak niimerik ¢caligmalarda siginak etkisi iceren ve icermeyen

modelde parametreler

y:%, B=05 r=25 5.1

olarak secilecektir. Bu parametreleri sabit tutarak iki model arasindaki tek farkin o
parametresi olmasi bize modelleri kiyaslama, si@inak etkisinin dinamigi nasil
etkiledigini gdzlemleme imkani verecektir.

5.1.1 Siginak etkisi icermeyen model
Sig8nak etkisi icermeyen (4.4) sisteminde (5.1) ile verilen parametreler secilirse

U1 =ty +(2.5)0u; (1 —uy) — Suyvy
1 5.2)
Vi+l = V¢ (1 — 56) + (0.5)5”,\/,

sistemi elde edilir. Bu sistemin (0,0),(1,0) ve (i, V) = (0.6667,0.8333) olmak iizere
tic denge noktast mevcuttur. Teorem (4.3)’den _ 4(B—7v) =1 > 0 oldugu i¢in

B

{7 (G0n)

B—v g _
ﬁ(ﬁ Y)

catallanma degeri 6; = = 1.3524 olarak hesaplanur.

Bu teoreme gore (if,v) pozitif denge noktast 6 < 9; iken kararli, & > &; iken
kararsizdir ve 8 = &; den hemen sonra 2-dongii ortaya ¢ikmaktadir.

Sekil (5.1)°’de, 6 = 0.5 < 8; = 1.3524 olarak segildiginden pozitif denge noktasina
yakin bir baglangi¢ deger ile baslandiginda ¢oziimler bir siire sonra denge noktasina
ulagmaktadir. Bu denge noktasinin lokal asimptotik kararliligini niimerik olarak
gostermektedir. Benzer dinamik yapi, 0 = 0.95 < §; = 1.3524 oldugu i¢in Sekil
(5.2)’de goriilmektedir.
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0.82 0.82
072 3
- 08
07
0.78 078
068
> T Soe Zors
z - TR SO S <
066
0.74 074
0.64
072 072
0.62
0 o7
06 0.68 0.68

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 0.6 0.65 07 075
Zaman Zaman Av

Sekil 5.1: u(0) = 0.6, v(0) = 0.7 baglangi¢ degerine sahip siginak etkisi icermeyen
modelin = 0.5, y =1/3, r = 2.5 ve 6 = 0.5 parametreleriyle olusturdugu av-
zaman iligkisi sekil (a), avci-zaman iligkisi sekil (b) ile verilmigtir. Sekil (c)’de ise
ayni baglangi¢ deger ve parametrelere sahip sistemin faz portresi verilmistir.

078 0.84 084
0.76 0.82 0.82 :.
0.74 0.8 08
072 078 3 078
[ 0.76 0.76
. E 5 5
s H
= . Z k4
0.68 074" 0.74
f. .
066 072" 072
064 07 07
062 0.68 0.68
0.6 0.66 0.66
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8

Sekil 5.2: u(0) = 0.6, v(0) = 0.7 baglangi¢ degerine sahip siginak etkisi icermeyen
modelin B = 0.5, y=1/3, r =2.5 ve 8 = 0.95 parametreleriyle olusturdugu av-
zaman iligkisi sekil (a), avci-zaman iligkisi sekil (b) ile verilmistir. Sekil (c)’de ise
ayni baglangi¢ deger ve parametrelere sahip sistemin faz portresi verilmistir.

Simdi diger tiim parametreleri sabit tutup 6 y1 8; = 1.3524°e yakin segerek sistemin
dinamiginin nasil degistigini gézlemleyelim.

0 = 1.34 degeri, sistemin kararlilik yapisinin degistigi 6; = 1.3524’e ¢ok yakin
oldugundan Sekil (5.3)’de goriildiigii iizere c¢oziimler denge noktasina Onceki &
degerleri ile elde edilen ¢oziimlerden cok daha yavas bir sekilde ulagsmaktadir. Bu tiir
kararlilik yapisina lineer olmayan kararl yap1 denir (Bakiniz: Allen, 2007).
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Sekil 5.3: u(0) = 0.6, v(0) = 0.7 baslangi¢ degerine sahip signak etkisi icermeyen
modelin B = 0.5, y=1/3, r = 2.5 ve § = 1.34 parametreleriyle olusturdugu av-
zaman iligkisi sekil (a), avci-zaman iligkisi sekil (b) ile verilmistir. Sekil (c)’de ise
ayn1 baglangic deger ve parametrelere sahip sistemin faz portresi verilmisgtir.

(5.1)’de verilen parametreler ve 8 = 8; = 1.3524 secilmesiyle Boliim (4.2.7)’deki F0),
F1) ve F2) kosullar

ry
4
B

FI1) 2(t} +th) =20.0202 #0
F2) ty=—1.4788+#0

F0) (B—v)=1>0ve o =1.3524

olarak hesaplanir. Bu kosullar saglandigi i¢in sistem (5.2)’nin pozitif denge
noktasinda flip catallanma meydana gelir. Sekil (5.4)’de secilen parametreler ile
01 = 1.3524 degerinde flip ¢atallanma meydana geldigi agik¢a goriiliir.

Sekil 5.4: 1.2 < § <2 aralifinda degisen & degerleri i¢in u(0) = 0.6, v(0) = 0.7

baglangi¢ degerine sahip siginak etkisi icermeyen modelin B = 0.5, y=1/3, r=2.5
parametreleriyle olusturdugu 6’ya bagh flip ¢atallanma diyagrami
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5.1.2 Sigmak etkisi iceren model
Si8inak etkisi iceren modelde (5.1) ile verilen parametrelere ek olarak ¢ = 0.2 segilirse

l/lt_|_] = Uy + (25)51/[[ (1 — M[) — 5(u, — 0.2)\/'[

1 (5.3)
Virl =W (1 — §5> +(0.5)6(u; —0.2)v;
elde edilir. Bu sistemin denge noktalar1 (0,0),(1,0) ve (&,7) = (0.8667,0.4333)
olarak bulunur. Teorem (4.8)’den A = —2.2667 < 0 ve A?> —4yi = 4.56 > 0 oldugu
icin catallanma degeri 6; = 0.9087 olarak hesaplanir. Sonug olarak & < 9; iken
pozitif denge noktasi kararli, & > ; iken kararsizdir.

044

/— " \

/ |
038

09 F\
085

150 150
Zaman Zaman Av
(a) (b) ()

Sekil 5.5: u(0) = 0.7, v(0) = 0.3 baslangi¢ degerine sahip si8inak etkisi iceren modelin
B=05 v=1/3, r=25, a =0.2 ve § = 0.5 parametreleriyle olusturdugu av-
zaman iligkisi sekil (a), avci-zaman iligkisi sekil (b) ile verilmistir. Sekil (c)’de ise
ayn1 baglangi¢ deger ve parametrelere sahip sistemin faz portresi verilmistir.

044 044
ot/ 042

/ i

0

150 150
Zaman Zaman Av
(a) (b) ()

Sekil 5.6: u(0) = 0.7, v(0) = 0.3 baslangi¢ degerine sahip si8inak etkisi iceren modelin
B=05 y=1/3, r=25, a =0.2 ve § = 0.7 parametreleriyle olusturdugu av-
zaman iligkisi sekil (a), avci-zaman iliskisi sekil (b) ile verilmigtir. Sekil (c)’de ise
ayn1 baglangi¢c deger ve parametrelere sahip sistemin faz portresi verilmistir.
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Sekil (5.5) ve (5.6)’da segilen & degerleri 8; = 0.9087 den kiiciik olup pozitif denge
noktasinin lokal asimptotik kararliligim1 gostermektedir.

/ N

> 5 = 5
) s S
% { < i Ed
b8 034 . 0.34
& .

07 0.26 0.26
0 50 100 150 200 250 300 [ 50 100 150 200 250 300 0.7 0.8 0.9 1 1.1

Sekil 5.7: u(0) = 0.7, v(0) = 0.3 basglangi¢ degerine sahip si8inak etkisi iceren modelin
B=05 vy=1/3,r=25 a=0.2 ve § =0.89 parametreleriyle olusturdugu av-
zaman iligkisi sekil (a), avci-zaman iligkisi sekil (b) ile verilmistir. Sekil (c)’de ise ayn
baglangic deger ve parametrelere sahip sistemin faz portresi verilmistir.

Sekil (5.7)’de 0; = 0.9087’e yakin 6 = 0.89 degeri icin sistemdeki lineer olmayan
kararlilik yapist goriilmektedir.

Boliim (4.3.7)’deki F0), F1) ve F2) kosullari

F0) A>—4y5=4.56>0 ve § =8 =0.9087 > & +#0,8823,1,7646
F1) 2(2+0h)=19.7243#0

F2) t,=—-22050+#0

olarak hesaplanir. Bu kogsullar saglandigi icin sistem (5.3)’de flip catallanma meydana
gelir ve Sekil (5.4) ile ¢catallanma niimerik olarak gosterilmistir.

Dikkat edilirse flip ¢atallanma icin niimerik ¢alismalar yaparken siginak etkisi iceren
ve icermeyen modelde r,f3,y parametreleri sabit tutulmus siginak etkisi iceren
modelde o = 0.2 secilmistir. Bu farklilikla bilikte pozitif denge noktalarindaki i
degeri artarken v degeri azalmigtir. Ayrica flip ¢atallanmanin meydana geldigi &
degeri s1gak etkisi iceren modelde daha kiiciiktiir. Bu bize iki periyotlu dongiilerin
daha kiiciikk 6 degerlerinde basladigini, kararlilik yapisinin 0 ya gore daha erken
bozuldugunu soylemektedir.
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Sekil 5.8: 0 < 0 <3 aralifinda degisen 6 degerleri igin u(0) = 0.7, v(0) = 0.3 baslangi¢
degerine sahip sigmak etkisi iceren modelin B = 0.5, y=1/3, r =2.5, a = 0.2
parametreleriyle olusturdugu 6’ya bagh flip ¢atallanma diyagrami

5.2 Neimark-Sacker Catallanma icin Niimerik Calismalar

Neimark-Sacker catallanma icin yapilacak niimerik ¢alismalarda siginak etkisi iceren
ve icermeyen modelde parametreler

y=1/3, B=0.5, r=05 (5.4)
olarak alinacaktir. Boliim (5.1)’de oldugu gibi, kiyaslama yapabilmek i¢in iki modelin

parametreleri arasindaki tek fark o degeri olacaktir.

5.2.1 Siginak etkisi icermeyen model

Signak etkisi icermeyen (4.4) sisteminde (5.4) ile verilen parametreler ile

U1 = Uy + (05)5”[ (1 — l/l[) — 51/![\/[

1 (5.5)
Virl =Vt (1 — 55) +(0.5)0uyv,

sistemi elde edilir Bu sistemin denge noktalart  (0,0),(1,0) ve
(@,7) = (0.6667,0.1667) olarak  hesaplanir.  Teorem  (4.3)  den

= 6 olarak

%}’_ 4(B—7y) = —0.3333 < 0 oldugu icin catallanma degeri

hesaplanir ve pozitif denge noktast & < 6 iken kararli, 6 > 6 iken kararsizdir. Ayrica
0 = 6 durumunda periyodik ¢oziimler meydana gelmektedir.
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Sekil 5.9: u(0) = 0.6614, v(0) = 0.1747 baslangi¢ degerine sahip sigmak etkisi
icermeyen modelin = 0.5, y=1/3, r = 0.5 ve § = 3.5 parametreleriyle olusturdugu
av-zaman iligkisi sekil (a), avci-zaman iligkisi sekil (b) ile verilmistir. Sekil (c)’de ise
ayn1 baglangic deger ve parametrelere sahip sistemin faz portresi verilmisgtir.

1
Sekil (5.9)’da 6 = 3.5 < m = 6 oldugu i¢in (5.5) sisteminin pozitif denge

noktasinin lokal asimptotik kararli oldugu goriilmektedir. Simdi ayn1 parametreler ile
kararhilik yapisinin degistigi 6 = 6 degerine daha yakin O degerleri secerek
cOziimlerin davranisini inceleyelim.

07 0.176 0178
L <
0.174 0174
0.69
0472 F " oarzf 7
068 017 017
0.168 0.168
Z 067 g - s
% E S —— Z ’!'
T 0.166 0.166
0.66 0.164 0.164
0.162 . 0162 F
0.65
016 0.16
0.64 0.158 0.1

58
0 20 40 60 80 100 o 20 40 60 80 100 064 065 066 067 068 069 07
Zaman Zaman Av
(a) (B} (e}

Sekil 5.10: u(0) = 0.6614, v(0) = 0.1747 baslangic degerine sahip sigmak etkisi
icermeyen modelin = 0.5, y=1/3, r = 0.5 ve § = 5.6 parametreleriyle olusturdugu
av-zaman iliskisi sekil (a), avci-zaman iligkisi sekil (b) ile verilmistir. Sekil (c)’de ise
ayn1 baglangi¢ deger ve parametrelere sahip sistemin faz portresi verilmistir.

Sekil (5.10) ve (5.11)’de 6 = 6 degerinden kiigiik fakat ona yakin degerler igin elde
edilen ¢oziim grafikleri mevcuttur. Bu grafikler bize denge noktasinin hala kararh
oldugunu fakat bunun lineer olmayan bir yapida oldugunu gosterir.
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Sekil 5.11: u(0) = 0.6614, v(0) = 0.1747 baglangic degerine sahip sidinak etkisi
icermeyen modelin = 0.5, y=1/3, r = 0.5 ve § = 5.9 parametreleriyle olusturdugu
av-zaman iligkisi sekil (a), avci-zaman iligkisi sekil (b) ile verilmistir. Sekil (c)’de ise
ayni baglangi¢ deger ve parametrelere sahip sistemin faz portresi verilmistir.

1
(5.4) de verilen parametreler ile %/— 4(B—7y) =—-0.3333 <0 ve 6 = By =6
oldugundan (4.35)’deki kosullar saglanmakta olup pozitif denge noktasindaki
= 1
Neimark-Sacker ¢atallanma analizi i¢in (4.39)’den r/(6) = % = ¢ olarak hesaplanir

ve buradan NS1) sart1 saglanir. (4.40) den ise NS2) sartinin saglandig: aciktir. Bu iki
sartin saglanmasi Neimark-Sacker ¢atallanmanin 6 = 6 durumunda varhigini garanti
ederken, Bolim 4.2.9 da hesaplanan «(0)’in isareti catallanmanin yoniinii
belirlemektedir. (5.4) de verilen parametreler ile a(0) = —1746 olarak hesaplanir. Bu
catallanmanin siiperkritik olduginu, periyodik c¢oOziimlerin c¢atallanma degerinden
sonra da ortaya ¢iktigini ve kararli oldugunu séylemektedir.

. f\/\’\{\’-\ h Pt Bl s B g h
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Sekil 5.12: u(0) = 0.6614, v(0) = 0.1747 baslangi¢ degerlerine sahip siginak etkisi
icermeyen modelin 6 = 6.05 iken olusturdugu av-zaman iliskisi sekil (a), avci-zaman
iligkisi sekil (b) ile verilmistir. Sekil (c)’de ise ayn1 baslangi¢c deger ve parametrelere
sahip sistemin faz portresi verilmistir.
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Sekil (5.12)°de, elde edilen analitik sonuglarin bir niimerik simiilasyonu verilmistir.
Buna gore, verilen parametreler ile 8 = 6.05 iken (5.5) sisteminin pozitif denge
noktasinda periyodik ¢oziimler ortaya ¢ikar. Sekil (5.13)’de ise periyodik ¢coziimlerin
catallanma degerinin belirli bir komsulugunda da var oldugu goriilmektedir.

Catallanma Diyagrami

6.06 6.08 61
delta

Sekil 5.13: u(0) = 0.6614, v(0) = 0.1747 baglangi¢ degerlerine sahip si§inak etkisi
icermeyen modelin y = 1/3, B = 0.5, r = 0.5 parametreleriyle sirasiyla § = 6.04,
0 =6.08, 6 =6.1, 6 = 6.2 i¢in olusturdugu av-avci iligkisi gosterilmigtir

5.2.2 Siginak etkisi iceren model

S1ginak etkisi iceren (4.54) sisteminde (5.4) ile verilen parametrelere ek olarak oc = 0.1
secilirse

uy1 = up+(0.5)0u, (1 —up) — 8(uy —0.1)vy

(5.6)

Vil = V¢ (1 — (01)5) —+ (05)6<M[ —O.I)Vt
sistemi elde edilir. Bu sistemin (0,0),(1,0) ve (i, 7) = (0.7667,0.1342) olmak iizere
iic denge noktas: mevcuttur. Teorem (4.8)’den A2 — 4% = —0.0182 < 0 olup

—A

catallanma de8eri 6 = — = 8.9627 olarak hesaplanir. Sonug olarak (i, V) pozitif
denge noktas1 6 < 8.9627 iken Kararli, 6 > 8.9627 iken kararsizdir. 6 = 8.9627 de

periyodik ¢oziimler meydana gelmektedir.
—A
Sekil (5.14), § = 6.5 < — = 8.9627 oldugundan (5.6) sisteminin pozitif denge

noktasinin lokal asimptotik kararli oldugunu gostermektedir.

Sekil (5.15) ve (5.16)’da & = 8.9627 degerinden kiigiik fakat ona yakin degerler icin
elde edilen ¢coziim grafikleri mevcuttur. Bu grafikler denge noktasinin lineer olmayan
bir kararl yapida oldugunu gosterir.
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Sekil 5.14: u(0) =0.7713, v(0) = 0.1334 baglangi¢ degerine sahip si8inak etkisi i¢eren
modelin y=1/3, B =0.5, r=0.5, & = 0.1 ve § = 6.5 parametreleriyle olusturdugu
av-zaman iligkisi sekil (a), avci-zaman iligkisi sekil (b) ile verilmistir. Sekil (c)’de ise
ayni baglangi¢ deger ve parametrelere sahip sistemin faz portresi verilmistir.
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Sekil 5.15: u(0) = 0.7713, v(0) = 0.1334 baslangi¢ degerine sahip s1ginak etkisi iceren
modelin y=1/3, B =0.5,r=0.5, @ = 0.1 ve § = 8.6 parametreleriyle olusturdugu
av-zaman iligkisi sekil (a), avci-zaman iligkisi sekil (b) ile verilmigtir. Sekil (c)’de ise
ayn1 baglangi¢ deger ve parametrelere sahip sistemin faz portresi verilmistir.

—A
Verilen parametreler ile A% — 495 = —0.0182 < 0 ve § = W = 8.9627 olup

(4.35)°deki  kosullar saglanmaktadir. Burada r/ (5) = 0.2004 # 0 olarak
hesaplandigindan NS1) sart1 saglanir. Ayrica (4.86)’den ise NS2) sartinin saglandigi
aciktir. Bu durumda Neimark-Sacker catallanma mevcuttur. Boliim 4.3.9°da verilen
a(0) formiiliinden, (5.4) ile verilen parametreler ve a = 0.1 ile a(0) = —687010
olarak hesaplanir ve bu ise catallanmanin siiperkritik olduginu gosterir.
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Sekil 5.16: u(0) =0.7713, v(0) = 0.1334 baslangi¢ degerine sahip siginak etkisi igeren
modelin y=1/3, 8 =0.5,r=0.5, a = 0.1 ve § = 8.85 parametreleriyle olusturdugu
av-zaman iligkisi sekil (a), avci-zaman iligkisi sekil (b) ile verilmistir. Sekil (c)’de ise
ayn1 baglangic deger ve parametrelere sahip sistemin faz portresi verilmisgtir.

Sekil (5.17)’de catallanma niimerik olarak goriilmektedir. Buna gore, 6 = 8.9627 iken
(4.54) sisteminin pozitif denge noktas1 kararliligin1 kaybederken periyodik ¢oziimler
ortaya c¢ikar. Sekil (5.18)’de catallanma degerinin belirli bir komsulugunda da
periyodik ¢oziimlerin varlig1 goriilmektedir.
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Sekil 5.17: u(0) = 0.7713, v(0) = 0.1334 baslangi¢ degerlerine ve y=1/3, B = 0.5,
r=0.5, o = 0.1 parametrelerine sahip siginak etkisi iceren modelin § = 8.9627 iken
olusturdugu av-zaman iligkisi sekil (a), avci-zaman iligkisi sekil (b) ile verilmistir. Sekil
(c)’de ise aynmi baglangic deger ve parametrelere sahip sistemin faz portresi verilmistir.

Neimark-Sacker catallanma i¢in niimerik ¢aligmalar yaparken iki modelde de o harig
diger parametreler sabit tutulmus ve siginak etkisi iceren modelde o = 0.1 secilmistir.
Bu secimle pozitif denge noktalarindaki # de8eri artmis fakat v degeri azalmistir.
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Ayrica c¢atallanmanin meydana geldigi 0 degeri sigak etkisi iceren modelde daha
bityiiktiir. Bu siginak etkisi iceren modelde periyodik ¢oziimlerin daha biiyiik &
degerlerinde meydana geldigini gostermektedir.
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Sekil 5.18: u(0) = 0.7713, v(0) = 0.1334 baslangi¢ degerlerine sahip siginak etkisi
iceren modelin y=1/3, B =0.5, r=0.5, a = 0.1 parametreleriyle sirasiyla 0 = 8.96,
0 =8.97, 6 =8.98, 6 = 8.99 icin olusturdugu av-avci iligkisi gosterilmistir.

5.3 (1,0) Denge Noktasi Icin Sigiak Etkisi

Sigiak etkisi iceren sistem, & = 0 durumunda otomatik olarak sigiak etkisi
icermeyen sisteme doniismektedir. Bu durumda, (1,0) denge noktasinin kararhilik
yapisini, sigiak etkisinin nasil degistirdigini arastirmak icin, r, 3,7, ve baslangic
degerleri sabit tutarak artan o de8erlerine karsilik olusan ¢coziimler incelenecektir.
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Sekil 5.19: r =25, B =03, yvy=04 06 =05 «a =0 iken u(0) =
0.8, v(0) =0.1 baglangi¢ kosullarina sahip sigmak etkisi iceren modelin u(r) ¢6ziim
grafigi sekil (a), v(r) ¢oziim grafigi sekil (b) ile verilmistir. Sekil (c)’de ise aym
baslangi¢ deger ve parametrelere sahip sistemin faz portresi verilmistir.
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Sekil 5.20: r =25, B =03 y=04, 6 =05 o =02 iken u(0) =
0.8, v(0) = 0.1 baglangi¢ kosullarina sahip siginak etkisi iceren modelin u(z) ¢6ztim
grafigi sekil (a), v(¢) ¢oziim grafigi sekil (b) ile verilmistir. Sekil (c)’de ise aym
baglangic deger ve parametrelere sahip sistemin faz portresi verilmistir.
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Sekil 5.21: r =25, B =03 y=04, 6 =05 o =0.5 iken u(0) =
0.8, v(0) =0.1 baslangi¢ kosullarina sahip siginak etkisi iceren modelin u(t) ¢6ziim
grafigi sekil (a), v(r) ¢oziim grafigi sekil (b) ile verilmistir. Sekil (c)’de ise aym
baglangic deger ve parametrelere sahip sistemin faz portresi verilmistir.

Sekil (5.19), (5.20), (5.21) ve (5.22) incelendiginde, siginak etkisi arttikca v
degerlerinin daha az iterasyonla v = 0 denge noktasina yaklastigi, dolayisiyla av
tiiriiniin yok olma hizinin da artti§1 goriilmektedir. Avcr populasyonundaki bireylerin
avlanma orani, siginaga yerlesen av tiirii bireyleri arttikca azalacak ve avci
popiilasyonunu artiran tek durumun da avlanmanin popiilasyona getirisi e oldugu
diisiintildiigiinde siginak etkisi arttikca avcl populasyonu daha hizli yok olacaktir.

Ayn1 yorum av tiirl i¢in de yapilabilir. Ayn1 anda av tiiriinden siginan bireyler olurken
avci sayisi da azaldigindan av tiirii 7 = 1 denge noktasina daha hizli ulagmaktadir.
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Sekil 522: r =25 B =03, y=04 6 =05 «a =028 iken u(0) =
0.8, v(0) = 0.1 baglangi¢ kosullarina sahip u(t) ¢6ziim grafigi sekil (a), v(¢) ¢6ziim
grafigi sekil (b) ile verilmistir. Sekil (c)’de ise aymi baglangi¢ deger ve parametrelere
sahip sistemin faz portresi verilmistir.

5.4 Pozitif Denge Noktasi Icin Siginak Etkisi

Bu boliimde ise degisen o parametresinin (i, v) denge noktasinin kararlilik yapisina
etkisi gozlemlenecektir. Bunun i¢in r = 2.5, B =05, y=1/3, 6 = 0.6
parametreleri sabit tutularak o degerleri degistirilecektir.

09 09 09
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07 07
08
P S s Sos
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05 05
BFL B
o 04 0.4
065 03 03

0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300 0.65 07 075 08 0.85 09
Zaman Zaman Av
(a) (B} ]

Sekil 523: r =25 B =05 vy=1/3, 6§ =06, a =0 iken u(0) =
0.7, v(0) = 0.3 baslangi¢ kosullarina sahip sigiak etkisi iceren modelin u(¢) ¢6ziim
grafigi sekil (a), v(z) ¢oziim grafigi sekil (b) ile verilmistir. Sekil (c)’de ise ayni
baglangic deger ve parametrelere sahip sistemin faz portresi verilmistir.
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Sekil 524: r =25, B =05 y=1/3, 6 =06, a = 0.1 iken u(0) =
0.7, v(0) = 0.3 baglangi¢ kosullarina sahip siginak etkisi iceren modelin u(z) ¢6ziim
grafigi sekil (a), v(¢) ¢oziim grafigi sekil (b) ile verilmistir. Sekil (c)’de ise aym
baglangic deger ve parametrelere sahip sistemin faz portresi verilmistir.
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Sekil 5.25: r =25 B =05 y=1/3, 6 =06, o =02 iken u(0) =
0.7, v(0) = 0.3 baglangi¢ kosullarina sahip siginak etkisi iceren modelin u(z) ¢6ziim
grafigi sekil (a), v(r) ¢oziim grafigi sekil (b) ile verilmistir. Sekil (c)’de ise aym
baglangic deger ve parametrelere sahip sistemin faz portresi verilmistir.

Sekil (5.23), (5.24), (5.25) ve (5.26)’y1 inceledigimizde, siginak etkisinin icinde
bulundugu o degeri arttikca ¢oziimlerin denge noktasina daha ¢ok iterasyon yaparak
yaklastig1, kararl yapiya ulagma siiresinin arttig1 goriilmektedir.
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Sekil 5.26: r =25, B =05 y=1/3, 6 =06, a=0.3 iken u(0) =
0.7, v(0) = 0.3 baglangi¢ kosullarina sahip siginak etkisi iceren modelin u(¢) ¢6ziim
grafigi sekil (a), v(¢) ¢oziim grafigi sekil (b) ile verilmistir. Sekil (c)’de ise aym
baglangi¢ deger ve parametrelere sahip sistemin faz portresi verilmistir.
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6. TARTISMA VE SONUCLAR

Matematiksel modelleme, bugiine kadar ¢ok cesitli alanlarda kullanilarak insanlarin
yasami ve dogay1 anlamasina yardimci olmustur. Ozellikle popiilasyon modelleri, son
yillarda ¢ok calisilan model tiiriidiir. Bu tiir modellerde sistemin c¢oziimlerinin
belirlenmesi, su an bilinen yontemlerle her zaman miimkiin olmamaktadir. Kararhilik
ve catallanma analizleri, ¢6ziimlerin tam olarak bilinmedigi durumda, uzun vadede
nasil davranacagini 6ngérme imkani saglar.

Popiilasyon dinamiginde siklikla kullanilan iki tiir matematiksel model vardir:
diferansiyel denklemler ile tanimlanan siirekli zamanli modeller ve fark
denklemleriyle tanimlanan ayrik zamanli modeller. Herhangi bir tiiriin popiilasyon
biiyiikliigii, nesiller veya olgiimler arasinda sabit bir araliga sahip olabilir. Ornegin,
bircok bocek tiirliniin ardisik nesilleri arasinda Ortiisme yoktur ve bdylece
popiilasyonlart ayrik zamanli adimlarla gelisir. Popiilasyon biyiikligii kiiciik
oldugunda veya popiilasyonun nesilleri Ortiismediginde ayrik zamanli model
kullanmak, siirekli zamanli model kullanmaya gore daha uygundur. Ayrica niimerik
calismalar i¢in ayrik zamanli modeller, siirekli zamanli modellerden daha verimli
hesaplamalar elde etme imkami saglayabilir. Burada siirekli zamanli modellerin
ayriklastirma ihtiyaci, lineer olmayan adi diferensiyel denklemlerin genellikle temel
fonksiyonlarin kombinasyonu seklinde yazilan analitik ¢éziimlerinin olmamasindan
kaynaklanir. Coztimlerin iyi analitik yaklagimlarini hesaplamak i¢in ayriklagtirma
teknigi gereklidir (Debaldev, 2013).

Bu tezde, siirekli zamanli modelden elde edilen, siZinak etkisi igeren Lotka-Volterra
tipi bir ayrik av-avct modelinin kararlilik ve catallanma analizi yapilmistir. Sigiagin
sistemin dinamigine etkisini anlamak i¢in tiim analizler ilk olarak si8inak etkisi
icermeyen sisteme, daha sonra si8inak etkisi iceren sisteme uygulanmustir.

Oncelikle (4.1) ve (4.2) ile verilen diferensiyel denklem sistemleri, & ayriklastirma
parametresi se¢ilmek iizere Euler metodu ile fark denklem sistemine cevrilmistir.
Sonrasinda  hesaplamalarin ~ kolayligi  acisindan, elde edilen sistemler
boyutsuzlastirilarak parametre sayisi diisiiriilmiistiir ve denge noktalart bulunarak
kararlilik analizi yapilmigtir.

Dinamik sistemlerde secilen bir kontrol parametresinin degisimiyle birlikte sistemin
nitel yapisinda farkliliklar meydana gelebilir. Ornegin yeni denge noktalar1 olusabilir,
mevcut denge noktast yok olabilir veya denge noktalar1 kararlilik yapisini
degistirebilir. Sistemdeki bu degisikliklere catallanma, degisimin meydana geldigi
kritik parametre degerine ise catallanma degeri denir. Catallanma teorisi, dinamik
sistemlerde yaygin olarak c¢alisilan bir alandir (Strogatz, 1994).

Bu calismada, boyutsuz (4.4) ve (4.54) sistemlerinin kararlilik analizinden sonra
pozitif denge noktasindaki flip ve Neimark-Sacker tipi catallanma analizine yer
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verilmigtir. Catallanmalarin meydana gelebilecegi kosullar Lemma (6.1) in ikinci ve
ictincli durumlan ile belirlenmis, catallanmanin teorik olarak varligi ise ikinci
boliimde anlatilan teknikler ile gosterilmistir.

Elde edilen sonuglara gore, secilen parametreler ile siginak etkisi arttikca pozitif
denge noktasindaki av tiirii artarken avci tiirli azalmistir. Aver tiiriiniin avlanma
oraninin azalmasiyla beraber tiirde meydana gelen azalma, beklenen bir sonuctur.
Ayrica si@inak etkisi arttikca bu denge noktasina ulagsma siiresi kisalmaktadir.

Flip catallanmada ise si§inak etkisiyle beraber elde edilen kritik ¢atallanma degerinin
kiigiildiigti  goriilmektedir. Bu, sistemde degisen kararlilik yapisiyla beraber
2-dongiilerin daha kiigiik 0 degerinde meydana geldigini soylemektedir.

Neimark-Sacker tipi catallanma, sistemde periyodik c¢oziimlerin olustugu bir
catallanma tiirtidiir. Bu periyodik ¢oziimler, modelin kullanim amacina goére farkli
anlamlara gelebilir. Bu tezde kullanilan modelde, av ve avci tiirliniin beraber var
oldugu durumu temsil etmektedir. Yapilan analizlerde, sisteme eklenen siginak
etkisiyle Neimark-Sacker catallanma icin elde edilen kritik catallanma degerinin
biiytidiigii elde edilmistir. Yani secilen parametreler ile siginak etkisi arttikca pozitif
denge noktasi daha biiyiikk 0 degerlerine kadar kararli kalmakta ve sonrasinda
periyodik ¢oziimler olugsmaktadir.

Bulunan tiim analitik sonuglar besinci bolimde MATLAB programi kullanilarak
niimerik simiilasyonlarla desteklenmistir.
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EK 1: Bazi Temel Teoremler ve Tamimlar

Kapah Fonksiyon Teoremi . (Bayraktar, 2010)

Kabul edelim ki U C R" x R™ agik bir kiime ve (xo,yo) € U dyle ki xg € R",yp € R™
olsun. Ayrica F : U — R, seklinde tanimli bir F fonksiyonu

1. F(x0,y0) =0dwr

2. F € C*(Ng(x0,y0)) dir. Yani, pozitif bir § degeri icin Ng(xo,yo) komsulugunda,
F fonksiyonunun tiirevleri (her mertebeen) siireklidir.

aFk(x7y)

3. det(Fy(x0,y0)) # 0 oyle ki Fy(x,y) = ( 7
j

),lgk,jgm.

sartlarini gerceklesin. O halde,

a) F(x, f(x)) =0 olacak sekilde, xo € V. C R" agik kiimesinde tanimli bir tek y =
f(x) fonksiyonu vardwr

b) yo = f(xo) dur.
c) feC?(V)vexeV igin

df (x) (9fk(x7y)

ox ox;
8Fk(x,y)
8yj

JoF,
Fx<x,y): <#)7 lgkgm, 1<i<n
i

), I<k<m, 1<i<n,

Ao = (

olup

det(Fy(x ) 0 ve I o (h (e () R, 1)
olarak hesaplanr.

Ters Doniisiim Teoremi . (Bayraktar, 2010)
S, R? de acik bir kiime ve f = (fi,f2) : § C R* — R? doniigiimii verilmis olsun.
Ustelik f € C'(S) ve po = (x0,y0) € S igin

Jza(fl,fz) 20

I(x,y) |,
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oldugunu farzedelim. Bu takdirde asagidaki sartlar saglanacak sekilde
f(x0,y0) = (f1(x0,¥0), f2(x0,¥0)) = (0, v0)
noktasimin N,(ug,vo) civart vardir.
1. Ny(uo,vo) da tanumli bir tek

g(”?‘}) = (gl(uav)agZ(uav)) = <x7y)

doniistimii vardur.

2. g(ug,vo) = (x0,y0) dir

3. g=(g1,82) € C'N.(ug,vo) dr:

4. Ny(ug,vo) da f(g(u,v)) = (u,v) dir(g, f nin tersidir.)

5. Ny(up,vo) da
981 _19f
du J dy
ds1_ _Lon
adv J dy
de2_ 1o
du J dx
98 _19fi
dv J dx

dur.
6. g, (x0,y0) in bir civarinda birebirdir.

7. Uygun bir ¢ > 0 icin S* = {g(x,y) : (x,y) € N((x0,y0);€)} acik bir kiimedir.

Topolojik Denklik
f fonksiyonu analitik olmak iizere, parametreye baglh
x— f(x,a), xeR"oecR! 6.1)

ayrik dinamik sistemini ele alalm. Bu sistemin Jakobiyen matrisinin (0,0)
noktasindaki degeri A( ) olsun.

Ik olarak, o = 0 oldugu durumu ele alalm. Burada f(x,0) = f(x) olmak iizere (6.1)
sistemi
x— f(x), xeR" (6.2)
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seklinde yazilabilir. Ayrica A := A(0) olarak tanimlanabilir. Boylelikle lineer olmayan
(6.2) sistemi
x> Ax (6.3)

lineer sistemine cevrilebilir. Dikkat edilirse orijin hem (6.2) sistemi hem de (6.3)
sistemin denge noktasidir.

Simdi de kabul edelim ki A;,A;,...,A, 6zdegerleri A Jakobiyen matrisine karsilik
gelen 6zdegerler olsun. Ayrica kabul edelim ki reel kismi negatif olan n_ tane, reel
kismi pozitif olan ny tane ve reel kismu sifir olan ny tane 6zdeger mevcut olsun.
Burada tiim 6zdegerlerin reel kismu sifirdan farkli ise hiperbolik denge noktasi olarak
adlandirilir.

Tanim. Kabul edelim ki @, (6.2) sisteminin denge noktasini iceren, Y ise (6.3)
sistemin denge noktasint iceren bir acik kiime olmak iizere ¢ deki yoriingeleri y deki
yoriingelere esleyen bir H : ¢ — W homeomorfizmi' mevcut olsun. Bu taktirde, (6.2)
sistemi ile (6.3) sistemine orijinin civarinda topolojik olarak denktir denir.

Lemma 6.1. (Baydemir, 2018)
Kabul edelim ki F (L) = A% + BA +C ikinci dereceden reel katsayili bir polinom olsun

ve Ay ile Ay, F (M) polinomunun iki kékii olsun. Oyleyse,
I A< lve|l<1<F(1)>0,F(—1)>0veC< 1,
2. M =—1lve||#1 < F(—1)=0ve B#0,2,
3AMMeEC, M=1ve =1 B> —4C<0veC=1

dir.

Ispat. Ispat iki durumda ele almacaktir. Birinci durum A;,A, € R olmast, ikinci durum
ise A;,A> € C olmasidir.

Durum I - Kabul edelim ki A;,4; € R olsun. 4; ve Ay, F(A) polinomunun kokleri
oldugundan

F(A)=(A—=2M)(4 - 1)
seklinde yazilabilir. Buradan
F(1)=(1-2)(1-2)
F(=1)=(1+M4)(1+)

¢ ve v topolojik uzaylar olmak iizere H : ¢ — y bir fonksiyon olsun. Ayrica, H fonksiyonu siirekli
olup H fonksiyonunun tersi H~! mevcut ve siirekli olsun. Bu taktirde H fonksiyonuna homeomorfizm
denir (Yildiz, 2005).
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olarak bulunur.

1. (=) Kabul edelim ki |4;|< 1 ve [Az|]< 1 olsun. Budurumda —1 < A; < 1ve —1 <
A2 < 1 oldugunu biliyoruz.

Ohalde F(1)=(1—-A;)(1—A2) >0ve F(—1) = (1+A;)(1+A) > 0 gergeklenir.

Son olarak her A1, A, degeri icin AjA; < |41 42| = |A1||A2| olup hipotezden |A;| < 1 ve
|A2| < 1 esitsizliklerini kullanirsak C = 414, < 1 bulunur.

(<=)Tersine, kabul edelim ki F(—1) >0, F(1) > 0 ve C < 1 olsun. Oyleyse, F(1) >0
ise (1—21)(1 —=A;) >0 olup
i) (1-4)>0ve(1—22)>0
veya

ii) (1-241)<0ve(1-22)<0
F(=1)>0ise (1+41)(1+22) > 0 olup

i) (1+241)>0ve (1+4)>0
veya

iv) (1+4)<0ve(1+1) <0

C<1ise
V) 7(«17(,2<1

saglanir.

Yukaridaki ifadelerden ii) ve v) kosulu aynmi anda saglanmaz. Ciinkii ii) kosulunun
saglanmasi durumunda A; > 1 ve A, > 1 olup A1 A, > 1 gergekleneceginden bu durum
v) kosulu ile celisir.

Benzer sekilde iv) ve v) kosulu da aym anda saglanmaz. Ciinkii iv) kosulunun
saglanmast durumunda A; < —1 ve A; < —1 olup A4, > 1 gergekleneceginden bu
durum v) kosulu ile celisir.

O halde, F(—1) > 0, F(1) > 0 ve C < 1 hipotezlerinin gergeklenebilmesi i¢in

1—-2>0 ve 1—4,>0
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iii) 1+4; >0 ve 14+4,>0
V) )ullz<1

kosullarinin ayni anda saglanmasi gerekmektedir. Simdi i), iii) ve v) kosullar1 altinda
|A1] < 1 ve |A2| < I ifadelerinin ger¢eklendigini gosterelim:

i) (l—ﬂ,l) >0=>ﬂ‘1 <1
i) (1424))>0=4; >—1
olup —1 < A; < lise |A;| < 1 gerceklenir.

Benzer sekilde
(1-4)>0=>4<1

iii) (1+4)>0=21,>—1

olup —1 < A < lise |42 < 1 olarak bulunur.

2. Kabul edelim ki A; = —1 ve |A4;| # 1 olsun. F(—1) =0 ve B # 0,2 oldugunu
gosterelim.

F(—1)=(14+A;1)(14 A,) olup hipotez geregi A; = —1 oldugu i¢in F(—1) = 0 olarak
bulunur. Ayrica B = —(A4; + A2) = —(—1+ A2) = 1 — A, olmak iizere A, # —1,1
oldugundan B # 0, 2 elde edilir.

Tersine, kabul edelim ki F(—1) =0 ve B # 0,2 olsun. O halde

F(—1)=0ise (1+A)(14+A) =0o0lup A =—1veyad; =—1yadaiA =—1ve
Ay = —1 olmalidir.

B #0,2ise —(A; +A2) # 0,2 dir. Eger A} = —1 ve B#0,2 ise —(—1— 1) #0,2
buradan A; # —1,1 olup |A,| # 1 olarak bulunur. Eger A; = —1 ve A, = —1 olarak
alinirsa A; + A, = —2 olup B = 2 olarak bulunur. Bu ise hipotez ile gelisir.

Benzer sekilde, Ay = —1 ve B # 0,2 oldugunu varsayalim. O halde —(A; — 1) # 0,2
olup A; # —1,1 bulunur. Bu da bize |A;| # 1 oldugunu sdyler.

3. Bu madde kompleks kokler icin gecerlidir.
Boylelikle ispatin ilk kismi tamamlanir. Simdi de ikinci durumu ele alalim.
Durum II - Kabul edelim ki 41,4, € C olsun.

1. Kabul edelim ki a,b € R (b # 0) olmak tizere A; = a+ib ve A, = a—ib olsun. O
halde |A;| = |Ay| = a® + b dir.

Oncelikle [A;| < 1 ve |A2] < 1iken F(1) >0, F(—1) > 0 ve C < 1 oldugunu gosterelim.

F(1)=(1-A) (1) = (1 - (a+ib))(1 - (a—ib)) = (1—a)* +b* > 0.
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Benzer sekilde,
F(—1)=(14+1)(14+X) =1+ (a+ib))(1+(a—ib)) = (1 +a)*+b* >0
gergeklenir. Son olarak, C = M Ay = (a+ib)(a — ib) = a* +b*> < 1 sart1 saglanr.

Tersine, kabul edelim ki F(1) > 0,F(—1) > 0 ve C < 1 saglansin. Hipotezden,
C=MA = (a+ib)(a—ib) = a®> +b* = || = |A2| < 1 saglanir. Boylelikle birinci
maddenin ispatin1 tamamlanir.

2. Bu madde sadece reel kokler icin gecerlidir.

3. Kabul edelim ki |A;| = 1 ve |A2| = 1 olsun. Gostermeliyiz ki B> —4C < 0 ve C = 1
sartlari saglanir.

Eger || =1ve|Ay| = lisea®+b>=1dir. B=— (A + ) = —(a+ib+a—ib) = —2a
ve C = MAy = (a+ib)(a—ib) = a> + b> = 1 olup C = 1 sart1 saglamir. Ote yandan,
B? —4C = (—2a)* — 4(a® +b*) = —4b? < 0 gerceklenir.

Simdi de kabul edelim ki C = 1 ve B> — 4C < 0 olsun. O halde gostermeliyiz ki F(A)
polinomunun A; = a+ib ve Ay = a—ib, a,b € R (b # 0) olmak iizere |A4;| =1 ve
|A2| = 1 kosulunu saglayan kompleks iki kokii vardir.

B=—(A1+22) ve C =1 olgundan B> —4C < O ise (1 — A2)? < 0 olarak bulunur. Eger
A1, A2 € Rolsaydi A; = A, iken (41 — A)? =0, A; # A, iken (4] — A,)? > 0 olurdu.
Bu ise B> — 4C < 0 olmast ile celisir. O halde kokler reel olamaz.

Hipotezden C = 1 ise Ay = a®> +b*> = 1 olmasi |A;| = 1 ve |A;| = 1 oldugunu sdyler.
Boylelikle lemmanin ispati tamamlanir ve sonug olarak asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 6.1. Birinci dereceden lineer olmayan fark denklemlerinden olusan bir
sistemi ele alalim ve kabul edelim ki F(A) = A% +BA +C > B,C € R, sistemin denge
noktasindaki Jakobiyen matrisine karsiik gelen karakteristik polinomu olsun.
Oyleyse,

1. F(1) >0, F(—1) > 0ve C < 1 ise denge noktast kararlidur,

2. B#0,2ve F(—1) = 0 ise flip catallanma ortaya ¢ikabilir,

3. B> —4C < 0ve C = 1 ise Neimark-Sacker ¢atallanma ortaya ¢ikabilir.
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EK 2: Tiirkce-Ingilizce Matematik Terimleri Sozliigii

Tiirkce terim

Adi diferensiyel denklem
Ayrik av-avcr modeli
Catallanma

Denge noktasi
Degismez

Diizgiin

Hiperbolik

Kararhilik

Karakteristik

Lineer

Manifold (Cok Katli)
Merkez Manifold

Nitel

Ozdeger

Ozvektor

Subkritik

Stiperkritik
Siiperpozisyon Prensibi
Topolojik Olarak Denklik
Yerel (Lokal)

Yon

Ingilizce Terim

Ordinary differential equation
Discrete-time predator-prey model
Bifurcation

Equilibrium Point

Invariant

Smooth

Hyperbolic

Stability

Characteristic

Linear

Manifold

Center Manifold

Qualitative

Eigenvalue

Eigenvector

Subcritical

Superecritical

Principle of Superposition
Topologically Equivalent
Local

Direction
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