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Baglant1 aglar1 ¢oklu bilgisayarlarin iletisim ihtiyaglari icin gelistirilmistir. Baglanti
aglar1, kose kiimesi V(G) ve kenar kiimesi E(G) olan bir G = (V(G),E(G)) ¢izgesi
ile temsil edilebilir. Burada V (G) kiimesi islemcileri, E(G) kiimesi ise iletisim aglarini
gosterir. En temel baglanti ag1 modellerinden biri n boyutlu hiperkiip O, cizgesidir.
Bu cizgenin koseleri uzunlugu n olan tiim ikili diziler ile etiketlenirken, sadece birer
koordinat1 farkli olan koselerin birlestirilmesi ile kenar kiimesi olusturulur. n boyutlu
Fibonacci kiipii I, O, cizgesinin kose kiimesinden ardisik bir iceren tiim koselerin
cikarilmasi ile elde edilir.

G bir ¢izge ve D kiimesi G ¢izgesinin kose kiimesi olan V' kiimesinin bir alt kiimesi
olsun. V kiimesindeki her bir kése, D kiimesinin bir eleman1 veya D kiimesinin bir
elemanina komsu ise D kiimesine baskin kose kiimesi denir. Baskin kose
kiimelerinden en az elemanl olanlarina minimal baskin kiime ve bu kiimenin eleman
sayisina G c¢izgesinin baskinlik sayist denir. Literatiirde Fibonacci kiiplerinin bazi
baskinlik tipi sayilar1 bilinmektedir. Fakat, savas stratejisi olarak gelistirilen ve
yardim kaynagi paylasimi problemine de uygulanabilir olan Roman baskinlik
problemi Fibonacci kiipleri i¢in literatiirde ¢alisiilmamistir. Bu tezde, Roman baskinlik
say1s1, zaylf Roman baskinlik sayis1 ve ¢ift Roman baskinlik sayist olmak iizere ii¢
adet Roman tipi baskinlik sayilari ele alinmigtir. Tam sayr lineer programlama
problemleri ¢oziilerek Fibonacci kiipleri icin bu baskinlik sayilar1 » < 10 olmak iizere

hesaplanmig ve 11 < n < 13 boyutlari i¢in en iyi alt ve iist sinirlar elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fibonacci kiip, Hiperkiip, Roman baskinlik sayisi.
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ABSTRACT
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Interconnection networks have been developed for the communication needs of
multiple computers. Interconnection networks can be represented by a graph
G = (V(G),E(G)) with vertex set V(G) and edge set E(G). Here, the set V(G)
represents the processors and the set E(G) represents the communication networks.
One of the most basic interconnection models is the n-dimensional hypercube, Q,.
While the vertices of this graph are labeled with all binary strings of length n, the
edge set is formed by combining vertices with only one coordinate different. The n
Fibonacci cube I'; is obtained by deleting all vertices containing a consecutive 1 from
the vertex set of Q,,.

Let G be a graph and D be a subset of V, which is the vertex set of graph G. If each
vertex in V' is adjacent to an element of D or an element of D, the set D is called the
domination set. The domination sets with the least number of elements are called the
minimal domination set and the number of elements of this set is called the
domination number of the G graph. Some domination type numbers of Fibonacci
cubes are known in the literature. However, the Roman domination problem, which
was developed as a war strategy and can be applied to the resource sharing problem,
has not been studied in the literature for Fibonacci cubes. In this thesis, three Roman
type domination numbers, namely Roman domination number, weak Roman
domination number and double Roman domination number are discussed. By solving
integer linear programming problems, these domination numbers are calculated as
n < 10 for Fibonacci cubes and the best lower and upper bounds are obtained for

11 < n <13 dimensions.

Keywords: Fibonacci cube, Hypercube, Roman domination number.
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SEMBOL LISTESI

Bu tezde kullanilan simgeler agiklamalart ile birlikte asagida yer almaktadir.

Simgeler Aciklama

V(G) Bir G ¢izgesinin kose kiimesi

E(G) Bir G ¢izgesinin kenar kiimesi

On n - boyutlu Hiperkiip

In n. Fibonacci sayist

[0} Altin oran

| n - boyutlu Fibonacci kiipii

A Bos dizi

P, n - boyutlu yol

Cn n - boyutlu dongii

o(G) Bir G ¢izgesinin bagimsizlik sayisi

GUH Bir G ve bir H ¢izgesinin kartezyen carpimi

C(G,x) Bir G ¢izgesinin kiip polinomu

qr(n) n - boyutlu bir Fibonacci kiipiiniin k - boyutlu Q,, ¢izgesine izomorf alt ¢izge sayisi
dg(u,v) Bir G ¢izgesindeki u ve v koseleri arasindaki uzaklik
diam(G) Bir G ¢izgesinin ¢ap1

eccg(u) Bir G ¢izgesindeki u kosesinin digsmerkezliligi

W(G) Bir G ¢izgesinin Wiener indeksi

ecc(G) Bir G ¢izgesinin ortalama digmerkezliligi

deg(G) Bir G ¢izgesinin ortalama derecesi

k(G) Bir G cizgesinin kose baghilig

k' (G) Bir G ¢izgesinin kenar bagliligi

o(G) Bir G ¢izgesinin en kii¢iik derecesi

A(G) Bir G ¢izgesinin en biiyiik derecesi

irr(G) Bir G ¢izgesinin diizensizligi

I (x) Bir G ¢izgesinin diizensizlik polinomu

Y(G) Bir G ¢izgesinin baskinlik sayisi

N(v) Bir G cizgesindeki v kosesinin komsu koselerini iceren kiime
N[v| Bir G cizgesindeki v kosesinin komsu koselerini ve v kdsesini iceren kiime
p(G) Bir G ¢izgesinin 2 - kutulama say1si

i(G) Bir G ¢izgesinin bagimsiz baskinlik sayist

% (G) Bir G cizgesinin toplam baskinlik sayisi
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Simgeler
¥(G)

Aciklama
Bir G ¢izgesinin bagl baskinlik sayisi

Bir G ¢izgesinin egli baskinlik sayis1

Bir G ¢izgesinin isaretli baskinlik sayisi

Bir G cizgesinin Roman baskinlik sayis1

Bir G cizgesinin zayif Roman baskinlik sayis1
Bir G cizgesinin ¢ift Roman baskinlik sayisi

Bir G cizgesinin Restrained Roman baskinlik sayis1



1. GIRIS

Giliniimiizde ¢ogu dijital sistemin performanst mantiklar1 veya hafizalarn ile degil
iletisimleri ya da baglantilariyla sinirhidir. Teknoloji gelistikce hafizalar ve islemciler
daha kiigiik, daha hizli ve daha az masrafli hale gelirler. Ancak 15181n hiz1 degigmez.
Sistem bilesenleri arasindaki baglant1 aglarin1 yoneten alan yogunlugu ve kablolama
yogunlugu kendi bilesenlerinden daha yavas oranda Olceklenir. Ayrica bilesenler
arasindaki iletisim sikligit modern islemcilerin saat hizlarinin ¢ok otesindedir. Bu
faktorler baglanti aglarinin gelecekteki dijital sistemlerin basarisinda anahtar rol
oynamasina neden olur.

Tasarimcilar baglanti aglarinin bant genisligini daha verimli kullanmaya calisirken,
baglant1 aglari, giiniimiiz dijital sistemleri i¢in sistem diizeyinde iletisim sorunlarina
neredeyse evrensel bir ¢oziim olmaktadir. Bir bilgisayar sisteminin birka¢ 6gesinin
paralel olarak baglanabilecegi ve boylece aralarinda sinyallerin gecebilecegi bir sinyal
yoluna bilgisayar biliminde bus denir. Baglant1 aglar1 aslen ¢oklu bilgisayarlarin
iletisim ihtiyaglarmin karsilanmasi icin gelistirilmis olsa da bugiin standart sistem
diizeyindeki bu aglar buslarin yerini almaya baglamistir. Birlesik bir biitiin olarak
anahtarlanan ve iletilen sabit maksimum boyutta ve iyi tanimlanmis formatta bir grup
bit, paket (packet) olarak tanimlanir. Tasarimcilar paketlerin yonlendirilmesinin
yonlendirici kablolardan daha hizli ve ekonomik oldugunu fark ettikleri icin baglanti
aglar1 spesifik bir amaci olan sistemlerde 6zel kablolamanin da yerini almaktadir.
Baglant1 aglar1 uzun bir ge¢mise sahiptir. Devre anahtarli aglar uzun bir siire
telefonlarda kullamilmigtir. 1950’lerde bilgisayarlar1 birbirine baglanti aglan ile
baglamak icin Onerilerde bulunulmus fakat az sayida prototip sunulmustur. Bu
prototiplerin sayis1 1960’larda artmistir. 1962’de Solomon olasi her vericinin olas1 her
aliciyla dogrudan baglanti kurabildigi, bit serili ilk ¢oklu bilgisayardir. 1970’lerde ise
farkli tipte coklu bilgisayarlar da ortaya ¢ikmistir. Bu donem ayrica birden cok
islemciyi birden cok hafiza bankasina baglamak i¢in vektor ve dizi islemcilerinde
kullanilan birka¢ dolayli ag iizerinde calisilmasina sahit olmustur. Bu sorunu
gidermek icin akademik topluluk ¢ok asamali baglanti aglarinin ¢esitli varyantlarim
gelistirmistir. 1982°deki BBN Butterfly dolayli bir ag kullanan ilk ¢ok islemcili
cihazlardan biridir. Ikili n - kiip ya da hiperkiip ag1 1978 de 6nerilmis ve ilk olarak
1981°de Caltech Kozmik Kiip’te uygulanmistir. 1980’lerin baginda akademik topluluk
bu baglanti aglarinin matematiksel ozellikleri ile gercek sistem problemlerini hizla
birbirinden ayirmak iizerine yogunlagmistir (Dally, 2003).

MIMD (multiple instruction, multiple data) bir paralel hesaplama teknigidir.
Bilgisayar destekli tasarim, imalat, simiilasyon, modelleme ve benzeri alanlarda
kullanilir. MIMD kullanan makineler bagimsiz ¢alisabilen ve es zamanli olmayan
(asynchronous) bir¢ok islemciye sahiptir. Herhangi bir zamanda farkli islemciler
verinin farkli parcalar tizerinde farkli talimatlar1 ¢alistirabilirler. MIMD makineleri
ortak hafiza ve dagitilmis hafiza kategorilerinde olabilir. Bu simiflandirmalar, MIMD
islemcilerinin hafizaya nasil eristigine dayanmaktadir. Ortak hafizali makineler

bus - tabanli, genigletilmis veya hiyerarsik tipte olabilirken dagitilmis hafizal
makineler hiperkiip veya mesh baglant1 semasi olabilir.

Dort islemci igeren bir hiperkiip sistem ara baglanti agina sahip bir MIMD dagitilmig



hafiza makinesinde, bir karenin her bir kosesine bir islemci ve bir hafiza modiilii
yerlestirilir. Sistem ¢api, bir islemcinin en uzaktaki iglemciye mesaj géndermesi i¢in
atmasi gereken minimum adim sayis1 olarak tanimlanir. Ornegin, 2 - kiipiin ¢ap1 2 dir.
Sekiz islemcili ve her islemci ve hafiza modiiliiniin bir kiipiin kdse noktasina
yerlestirildigi bir hiperkiip sisteminde ise ¢ap 3 tiir. Yani, her iglemcinin diger N
islemciye dogrudan bagli oldugu 2V islemci iceren bir sistemin cap1 N dir. Baglanti
aglarinda hiperkiip sisteminin bir dezavantaji kdse sayis1 2 nin kuvveti oldugu icin bu
sekilde yapilandirilmasi gerektigidir. Bu nedenle uygulama i¢in gercekten ihtiyag
duyulandan cok daha fazla islemciye sahip olabilecek bir makine insa edilmek
zorunda kalinir.

Kose kiimesi V(G) ve kenar kiimesi E(G) olan bir G = (V(G),E(G)) ¢izgesi ile
baglanti aglar1 temsil edilebilir. Burada V(G) kiimesi islemcileri, E(G) kiimesi ise
iletisim aglarim1 gosterir. En temel baglanti ag1 modellerinden biri n - boyutlu
hiperkiip, O, = (V;, E,,) dir. Q,, kiipiiniin koseleri uzunlugu n olan ikili diziler ile ifade
edilir. 1ki kose arasindaki kenar ancak ve ancak temsil eden ikili diziler arasindaki
Hamming uzaklik 1 ise vardir.

Fibonacci kiipii, Fibonacci sayilarindan ilham alan yeni bir ag sinifi olarak sunulur.

n - boyutlu Fibonacci kiipii, I',;, en basit ifadeyle ikili dizilerinde ardigik 1 icermeyen
koselerin olusturdugu hiperkiiplerin alt cizgesi olarak tanimlanir. Kendini yineleyen
yani yine Fibonacci kiipii olan aglara ayristirilabilen bir yapiya sahiptir. Bu yap1
oldukca ilgi cekici olarak bulunur. Aym sayida koseler icin hiperkiiplerden %20
oraninda daha az kenar bulundurur. Hiperkiipler kadar hizli biiyiiyemezler ve bir¢cok
hatali kose igceren bir hiperkiip olarak kabul edilirler. Cong ve dig. (1993) Fibonacci
kiiplerinin bir¢ok hiperkiip algoritmasini taklit edebildiklerini ifade etmistir.
Dolayisiyla, ¢ekici bulunan temel yapisal 6zellikleri sebebiyle hiperkiiplere alternatif
olarak gosterilen baglanti ag1 modeli olarak tanitilirlar.

Tezin 1. boliimiinde Oncelikle Fibonacci kiiplerinin tanimina, temel ayrisimina ve
sirastyla literatiirde bilinen derece dizilerine, kiip sayisina, uzaklik degismezlerine,
bagliliga ve diizensizlige ait sayma sonuglarina deginilmis ve bu sonuglar
orneklendirilmistir. 2. boliimde ise bir G c¢izgesi i¢in bir vezirin satrang tahtasi
tizerindeki hareketine dayanan baskinlik problemi motivasyonu verilmistir. G bir
cizge ve D kiimesi G c¢izgesinin kdse kiimesi olan V(G) kiimesinin bir alt kiimesi
olsun. V(G) kiimesindeki her bir kdse, D kiimesinin bir eleman1 veya D kiimesinin bir
elemanina komgsu ise D kiimesine baskin kose kiimesi denir. Baskin kose
kiimelerinden en az elemanli olanlarina minimal baskin kiime ve bu kiimenin eleman
sayisina G ¢izgesinin baskinlik sayis1 denir. Literatiirde Fibonacci kiiplerinin bazi
baskinlik tipi sayilari bilinmektedir. Fibonacci kiiplerinde calisilmig baskinlik tipi
degismezlerine ait sonuglar, birka¢ boyuttaki Fibonacci kiipleri i¢in bu degismezlerin
sayilarim1 gosteren sekiller ve bu tiplere ait optimizasyon problemleri 2. boliimiin alt
boliimlerinde sirayla bahsedilmistir. Fakat, savas stratejisi olarak gelistirilen ve
yardim kaynagi paylasimi problemine de uygulanabilir olan Roman baskinlik
problemi Fibonacci kiipleri i¢in literatiirde calisiimamistir. 3. boliimde Oncelikle
Roman baskinlik probleminin kaynagi olan motivasyon verilmistir. Daha sonra
Roman, zayi1f Roman ve cift Roman baskinlik tipi degigsmezlerinin tanimlarina, bir G
cizgesi i¢in bilinen genel sonuglarina deginilmistir. Literatiirde daha once Fibonacci
kiipleri i¢in ¢alistilmamis olan bu ii¢ tip degismez i¢in n < 6 boyutlarindaki Fibonacci
kiiplerinde degerleri gosterilmistir. 3.4, 3.5 ve 3.6 alt boliimlerinde Roman, zayif
Roman ve c¢ift Roman baskinlik tipi degismezlerinin var olan tam sayr lineer



programlamalar1 verilmistir. Son olarak 4. boliimde Fibonacci kiipleri i¢in bilgisayar
ortaminda calistirilan her bir optimizasyon problemiyle 1 saatlik siire sonunda elde
edilen n < 13 boyutlar1 i¢in kesin degerlere ve literatiirdeki alt ve iist sinir degerlerini
gelistiren ya da ilk kez alt ve iist sinir degerleri ortaya koyan sayisal sonuglara yer
verilmistir.

Bu tez boyunca G = (V(G),E(G)) ifadesi ile gosterilen bir G ¢izgesi eger G ¢izgesi
acitksa G = (V,E) olarak gosterilecektir. Bu gosterimde V kiimesi G ¢izgesinin kose
kiimesini E kiimesi ise G ¢izgesinin kenar kiimesini ifade etmektedir.

1.1 Fibonacci Kiipiiniin Tanimi ve Temel Ayrisimi

Simdi bu alt kisimda yapisal ozellikleri ile dikkat ceken ve hiperkiiplere alternatif
gosterilen Fibonacci kiiplerinin  matematiksel tanimmi ve temel ayrigimini
inceleyelim.

Tamim 1.1.1. B = {0, 1} olmak iizere n > 1 igin,
By ={biby...b, | bj€ B,1 <i<n}

kiimesi olsun. Hiperkiip, Q, (n - kiip), %, kose kiimesi iizerinde taniml bir ¢cizgedir.
Bu ¢izgede tam olarak bir i € {1,...,n} icin b; # b} iken b\by...b, ve b\b)...b,
kiseleri komsudur. |V (Q,)| = 2" ve |E(Q,)| = n2"~! olarak tammlamr. |V(Qp)| = 1
olup |[E(Qo)| =0 dir.

Not 1.1.2. Q,, iki koseli tam cizgenin (complete graph) n - li kartezyen carpumidir.
Qo = K1 olup Q1 = K2 dir.

Not 1.1.3. Bu tez boyunca Fibonacci sayilart f,, sembolii ile gosterilecektir. Bilindigi
iizere fo = 0ve f1 = 1 olmak sartiyla her n > 2 icin f, = f,—1 + fn—2 esitligi saglanr.

Ornek 1. Sekil 1.1 de sirasiyla n = 0,1,2 ve 3 boyutlart icin Q, cizgeleri ve bu
cizgelerin koselerine %, kose kiimesinin elemanlarimin etiketlenmis halleri
gosterilmektedir.

110 111
01 01

10 11

00 01
0 1 00 01 000 001

Sekil 1.1: Swrasiyla Qgp, Q1, Q2 ve Q3 hiperkiipleri

1
+\/§ olmak iizere lim Jui1
n—soo f

Tanim 1.14. ¢ = = @ egitligi saglamir ve bu @

n
degerine altin oran denir.



Zeckendorf Teoremi . Her pozitif tam sayt bir ya da daha fazla farkli Fibonacci
sayilarmmin toplami olarak tek bir sekilde gosterilebilir. Bu toplam ardisik Fibonacci
sayilart icermez. Yani, k € Z" olmak sartiyla 0 < k < f, 1o — 1 icin b; € {0,1} ve
b;-biy1 = 0 olmak iizere

n
k = Y bi-faiz2 (1.1)
i=1
seklinde yazilabilir.

Cizelge 1.1 de 0 ve 20 tam sayilar1 arasinda yer alan biitiin tam sayilarin Zeckendorf
Teoremi’nden yararlanilarak ardisik olmayan Fibonacci sayilar1 seklinde toplami1 ve bu
sayilarin 6 bitlik gosterimleri verilmistir.

Cizelge 1.1: 0 < n < 20 olmak iizere n tam sayisinin Zeckendorf ve 6 bitlik gosterimi.

n | Ardisik olmayan Fibonacci sayilari seklinde toplami | 6 bitlik gosterim
0 0 000000
1 b 000001
2 3 000010
3 Ja 000100
4 fat+ 1o 000101
5 fs 001000
6 5+ 1 001001
7 5+ 13 001010
8 f6 010000
9 fe+ /12 010001
10 fe+ /3 010010
11 Jo+ fa 010100
12 foet+fat+ 1o 010101
13 f 100000
14 fit+r 100001
15 i+ 100010
16 fi+fa 100100
17 fit+fatfo 100101
18 fi+fs 101000
19 fit+fs+ 1 1010001
20 fit+fs5+5 101010

Tanim 1.1.5. n > 1 icin,
Fn=1{b1by...by € B, | bi-bi11=0,1<i<n—1}
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olsun. F#, kiimesi ardisik 1 icermeyen n uzunlugundaki biitiin ikili dizileri icerir. .7,
kiimesinin elemanlar: Fibonacci dizileri olarak adlandirilir.

Not 1.1.6. %, kiimesi aslinda bir tam saymun Zeckendorf gosterimine dolayistyla n
bitlik gisterimine egittir ve |.F,| = fu1o dir.

Tamim 1.1.7. n- boyutlu Fibonacci kiipii T, Q, hiperkiipiiniin kose kiimesi %, olan
bir alt ¢izgesidir.

Not 1.1.8. I, cizgesi O, cizgesinden en az iki ardisik 1 iceren biitiin kogselerin
silinmesiyle elde edilir.

1.1.1 Temel ayrisim

n > 1 olmak kaydiyla, .%#, kiimesi sirasiyla 1 ve O ile baglayan asagidaki dizi
kiimelerine ayrilir,

A, = {blbz...bn € %, | b = 1} ve B, = {OOC | aEA,_ UBn,I}.
Ao = @ ve A bos dizi olmak kaydiyla By = {1} kabul edildiginde herhangi n > 1 i¢in

A, = {IOC | o GBn,I} ve B,= {OOC | o GAn,IUanl}

olarak tamimlanabilir. .%#, kiimesinin bu sekilde ayrilmasi I, c¢izgesinin temel
ayrisimini ortaya c¢ikarir. Bu ayrigim

I, =0I,_1+10I,_» (1.2)
olarak gosterilir.
Tanim 1.1.9. Bir G cizgesinde miikemmel eslesme (perfect matching) cizgenin tiim
koselerini esleyen bir eslesmedir. Bir baska deyisle, eger cizgedeki her kose eslesmenin
bir kenarina ait ise bu eslemeye miikemmel eslesme denir.
Ornek 2. Sekil 1.2 de V(G) = {a,b,c,d,e, f,g,h} olan bir G cizgesi verilmektedir.
Goriildiigii iizere G cizgesinin her kogesi Sekil 1.3 te kirmizi kenarlarla ifade edildigi

gibi bir eslesmenin bir kenarina dahildir ve bu durum 2 farkl sekilde gosterilmektedir.
Dolayisiyla, G cizgesinin 4 adet miikemmel eslesme icerdigi soylenebilir.

h g

Sekil 1.2: G cizgesi



Sekil 1.3: G cizgesi koseleri i¢in 2 farklit miikemmel eslesme

(1.2) formiilasyonu ile verilen temel ayrisim 10I°,_, ¢izgesi ile OI';,_; igerisinde yer
alan 00I';,_; cizgesi arasindaki Tanim 1.1.9 da verilen milkemmel eslesmeyi ifade eder.

Ornek 3. Swrasiylan=1,2,3 ve 4 icin %, A, ve B, kiimeleri yazilirsa:
n =1 icin,

F1={0,1} dir
Ay ={1} ve By ={0} dizikiimelerine ayrilr.
n =72 icin,
F ={00,01,10} dur.
A, ={10} ve B;=1{01,00} dizi kiimelerine ayrilr.
n =3 icin,

Z3 ={000,001,010,100,101} dir.
A3z ={101,100} ve B3 ={010,001,000} dizi kiimelerine ayrilir.

n =4 icin,
F4 = {0000,0001,0010,0100, 1000, 1010,1001,0101}  dir.

A4 = {1010,1001,1000}

ve

B4 ={0101,0100,0010,0001,0000}  dizi kiimelerine ayrilir.

Ornek 3 ten anlagilacagi iizere n > 2 olmak iizere A, kiimesinden alinan bir dizi 10 ile
basladi81 i¢in A, kiimesi I';, ¢izgesinin I',_, cizgesine izomorf olan bir alt ¢izgesinin
kose kiimesidir. Aym sekilde, B, kiimesi I, ¢izgesinin I',_; ¢izgesine izomorf olan
bir alt ¢izgesinin kose kiimesidir. Dahasi, A, kiimesindeki her 1a kosesi tam olarak
B,, kiimesindeki O kosesiyle komsudur.

Ayrica, |V(To)| = fo =1 ve |V(I'1)| = f3 = 2 oldugu icin temel ayrisim geregi
V()| = V()| + |V(Th-2)| = fuso elde edilir. (Not 1.1.6 ve Tamim 1.1.7 ile bu
esitligin saglandigin1 daha 6nce elde etmistik.)

Simdi I',, kiipliniin temel ayrisim yapisindan yararlanarak birka¢ boyutta Fibonacci
kiiplerinin nasil elde edildigini gorelim.

Bir sonraki sayfadaki Ornek 4 te yer alan 'y, I’y ve I’y cizgeleri bu yapinin daha iyi
anlasilmasina yardimci olacaktir.



Ornek 4. Daha once n = 2 icin %, = {00,01,10} oldugu gériilmiistii. Buradan
hareketle Ay = {10}, B, = {00,01} dizi kiimeleri elde edilmisti. Ay kiimesi I
cizgesinin 'y cizgesine izomorf bir alt ¢cizgesini olustururken, By kiimesi I'| cizgesine
izomorf bir alt ¢izgesini olusturmaktadir. Sekil 1.4 te goriilecegi iizere Ay kiimesindeki
10 kosesi tam olarak B, kiimesindeki 00 kosesine komsudur. Bu iki kose arasindaki
kenar kirnuzi renkle gosterilmistir.

10 00 01

Sekil 1.4: I'; cizgesi

n =3 icin A3 kiimesi I's kiipiiniin 'y kiipiine izomorf bir alt ¢izgesini olustururken B3
kiimesi Iy kiipiine izomorf bir alt ¢izgesini olusturmaktadir. Sekil 1.5 te goriildiigii gibi
100 kosesi 000 kosesiyle, 101 kosesi ise 001 kosesi ile komsudur. Aradaki kenarlar
kirmizi renk kullanilarak gosterilmistir.

100 101

010 000 001

Sekil 1.5: I's cizgesi

n =4 icin Ay kiimesi Iy kiiptintin 1y kiipiine izomorf bir alt ¢izgesini olustururken By
kiimesi 1'5 kiipiine izomorf bir alt cizgesini olusturmaktadir. Sekil 1.6 da goriildiigii gibi
1010 kosesi 0010 kogsesiyle, 1000 kosesi 0000 kosesiyle, 1001 kosesi ise 0001 kosesi
ile komsudur. Aradaki kenarlar kirmizi ile gosterilmistir.

0100 0101

0010 0000 0001

1010 1000 1001

Sekil 1.6: I'y cizgesi

I, Fibonacci kiipiiniin ¢izge teorisindeki onemli ¢izge teorik 6zelliklerine dair bazi
sonu¢lar da Fibonacci kiiplerine dair yapilan calismalarda bulunan ilk bilgilerdir. Bu

7



sonuclar sirastyla Hamilton yolu (Hamiltonian path), bagimsizlik sayisi (independence
number) ve asal ¢izge (prime graph) 6zellikleridir.

Tanmm 1.1.10. Bir G = (V,E) cizgesi iizerinde bir veya daha fazla késeden gecen
rotaya yol denir. n koseden gecen yol P, ile gosterilir.

Tanim 1.1.11. Bir G = (V,E) ¢izgesinde bir kdseden baslayp aym kisede biten yola
dongii denir. n koseli dongii C, ile gosterilir.

Not 1.1.12. Bu ¢alisma boyunca vy,...,v, € V(P,) olmak iizere P, = (vi,...,v,) ve
Vi, ...,V € V(Cy) olmak iizere C, = (V},...,v),) ile gosterilecektir.

Tammm 1.1.13. Bir G cizgesinde her bir koseden sadece bir kere gecilen bir yol varsa
iki kose arasindaki bu yola Hamilton yolu denir. Bir G c¢izgesindeki
Hamilton dongiisii tiim koselerden bir kez gecen bir dongiidiir.

Cong ve dig. (1993) Fibonacci kiiplerinin Hamilton yolu igerdiklerini temel
ayrigtirmaya benzeyen bir yapi kurarak gosterirler. Bu yapida bos dizi gg = A ve
g1 = 0,1 dizisi alimir. Bu diziler sirasiyla I'y ve I'y ¢izgelerini geren yollardir. g, g
dizisinin sagdan sola yazilmis halini ifade etmek ve ag, g nin her teriminin Oniine
sabit bir o dizisi eklenmesiyle elde edilen bir dizi olmak sartiyla n > 2 i¢in,

8&n=08,-1,108, >

olsun. Birkac g; dizisi su sekildedir:

go=A~A
81 :071
g» =01,00,10

g3 = 010,000,001, 101,100
g4 =0100,0101,0001,0000,0010, 1010, 1000, 1001

Temel ayrigmadan g, dizisinin I, ¢izgesinin biitiin koselerini icerdigi goriiliir.
Tiimevarim yontemiyle, 0g,_; ve 10g,_, deki ardigik terimler 1 pozisyonda farklilik
gosterir. Son olarak, tekrar tiimevarimdan yararlanilarak 0g,_; deki son terim ile
10g,—2 deki ilk terimin 1 pozisyonda farklilik gosterdigi elde edilir. g, dizisinin
elemanlarini sirasiyla iceren yol Hamilton yolunu vermektedir.

Onerme 1.1.14. Her n > 0 icin, T',, Fibonacci kiipii Hamilton yoluna sahiptir (Cong
ve dig., 1993).

Not 1.1.15. T, iki parcali ¢izge oldugu icin eger kose sayist ¢iftse, yani, k > 1 icin
n=3k+ 1 ise, yalnizca bu durumda Hamilton dongiisii icerir. Cong ve dig. (1993) kose
sayist ¢ift olan biitiin Fibonacci kiiplerinin Hamilton dongiisiine sahip oldugundan
bahseder.

Not 1.1.16. Salvi (1996) n > 7 icin her ', kenarvmin uzunlugu cift olan dongiide
bulundugunu ispatlamistir.



Ornek 5. Sekil 1.7 ve Sekil 1.8 de sirasiyla T3 kiipiindeki Hamilton yolu ve T4
kiipiindeki Hamilton dongiisii kirmizi renkle gosterilmektedir.

100 101

010 000 001
Sekil 1.7: I's ¢izgesinde 010 — 000 — 001 — 001 — 101 — 100 Hamilton yolu

0100 0101

0010 0000 0001

1010 1000 1001

Sekil 1.8: T'4 cizgesinde 0100 — 0101 — 0001 — 1001 — 1000 — 1010 — 0010 —
0000 — 0100 Hamilton dongiisii

Tamm 1.1.17. Bir G cizgesinin en biiyiik bagimsiz kose (komsu olmayan kogeler)
kiimesindeki eleman sayisina o ¢izgenin bagimsizlik sayist denir. Bu sayr a(G) ile
gosterilir.

Sonug 1.1.18. Her n > 0 i¢cin, a(I',) = P’a—*ﬂ dir (Munarini ve Salvi, 2002).
Ornek 6. Sekil 1.9 da sirasiyla n = 3 ve n = 4 boyutlart i¢cin Fibonacci kiiplerindeki

bagimsiz kose kiimeleri bu kiiplerdeki kirmizi renkteki koseler ile gosterilmektedir.
Buradan o(I'3) =3 ve o(T'y) = 4 oldugu gozlemlenir.

100 101 0100 0101
010 000 001 0010 0000 0001
1010 1000 1001

Sekil 1.9: Sirasiyla I's ve I'4 kiiplerindeki bagimsiz kose kiimeleri



Dolayisiyla Sekil 1.9 da goriildiigii tizere Sonug 1.1.18

fs 5
F = |— | == =
a(l3) > 3 3
ve _f_ _8_
6
F p— — p— — :4
a(ly) > 3

oldugunu dogrular.

Tamim 1.1.19. Bir G ve bir H ¢izgesinin kartezyen ¢carpimi (Cartesian Product), GLJH
ile gosterilir. Bu kartezyen carpim ya gg' € E(G) ve h="h ya da hi' € E(H) ve g =
g ozelliklerini saglayan (g,h), (g',h') ikililerini iceren E(GOH) kenar kiimesine ve
V(G) x V(H) kose kiimesine sahiptir.

Tammm 1.1.20. Bir G cizgesi asikar olmayan bir ¢izge ise ya da iki asikar olmayan

cizgenin kartezyen carpinu seklinde ifade edilemiyorsa bu ¢izgeye asal adi verilir.

QO hiperkiipiiniin n adet K, ¢izgesinin kartezyen carpimi olarak tanimlanabildigini
daha once ifade etmistik. Hiperkiipler ¢izgelerin kartezyen ¢arpimlarinin en basit
katidir. Zhang ve dig. (2009) Fibonacci kiiplerinin kartezyen carpima gore asal
oldugunu ispatlamistir.

Onerme 1.1.21. Her n > 1 icin, kartezyen carpima gore T, asaldir (Zhang ve dig.,
2009).

1.2 Fibonacci Kiipiiniin Sayma Sonuclar:

Bu boliimde I',, Fibonacci kiipiiniin onemli sayma sonuclarindan bahsedilecektir.
Biiyiik bir kismu iirete¢ fonksiyonu yontemiyle elde edilmis sonuglardir.

Onerme 1.2.1. n> 1 icin,

nfpr1+2(n+1
E(T,)| = 5( ) (1.3)
tir (Munarini ve dig., 2001 ).
Klavzar (2005) makalesinde ise I', i¢in kenar sayist su sekilde ifade edilmistir.
Onerme 1.2.2. Her n > 1 icin T, kiipiindeki kenar sayist,
n—2
|E(Fn)| = fotr1+ ZfifnJrlfi (1.4)
i=2

(1.3) esitligi kullanilarak n > 1 i¢in Fibonacci kiipiindeki kenar sayilarinin sirasiyla
1,2,5,10,20,38,71,130,... oldugu elde edilebilir.
Tanim 1.1.11 den hatirlanacag iizere 4 kdseden gecen dongii Cy ile gosterilir.
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Onerme 1.2.3. Fibonacci kiiplerindeki Cy sayist,

n?  3n

3n 1
|S(rn)| :_Efn+1+<m+%_£)fn (1.5)

dir (Klavzar, 2005).

(1.5) esitliginden yararlanilarak n > 1 i¢in Fibonacci kiiptindeki C4 sayilarinin sirasiyla
0,0,1,3,9,22,51,111,... oldugu gozlemlenebilir.

1.2.1 Derece dizilerine ait sonuclar

I, Fibonacci kiipiiniin temel ayrisimi ve ilireteg fonksiyonlart kullanilarak asagidaki
sonuglar elde edilmistir.

Teorem 1.2.4. n > k > 0 olsun. I, ¢cizgesinde derecesi k olan kise sayist

ko n—2i i+1
iz(')(k—i)<n—k—i+1) (1.6)

ile bulunur (Klavzar ve dig., 2011).

Ornek 7. (1.6) da verilen formiilii Ty ¢izgesinde derecesi 2 olan kose sayilarim
bulmak icin  kullanalim. T4 ¢izgesinde derecesi 2 olan kose kiimesi
{0010,0100,0101,1010, 1001} dir.

(5060 ARt

oldugu gozlemlenir. Boylelikle bu saymin derecesi 2 olan kose kiimesinin eleman
sayisina egit oldugu goriiliir.

Fibonacci kiipleri ile ilgili olan ilk ¢alismada, Hsu (1993), I',, Fibonacci kiipiiniin
derecelerinin sinirlar1 gézlemlenmistir.

Lemma 1.2.5. n > 3 olmak kaydiyla d,(i) Fibonacci kiipii T, ¢izgesindeki bir i
kosesinin derecesi olsun. O halde,

[(n—2)/3] <du(i) < (n—2) (1.7)
esitsizlikleri saglanir (Hsu, 1993).
Kose derecesini veren I, ¢izgesinin yinelemeli yapisina ve ikili kosesini ifade eden
tam sayilya bagli olan yinelemeli formiil Ellis - Monaghan ve dig. (2006) da
gosterilmigtir. I, ¢izgesinin baskinlik sayisimi aragtirmak i¢in bu yaklasim Pike ve

Zou (2012) calismasinda gelistirilmistir.
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Ilgili ana sonug derecesi n — 3 ve n arasinda olan koselerin tam sayisini n degerine
bagl olarak verir.

Sonu¢ 1.2.6. m > 0 ve n > 2m+ 2 olsun. Derecesi n —m olan I, ¢izgesindeki kose

sayisi
( 1; m=0,

2; m=1,

n+l; m=2,

3n-8; m=3,

n?/243n/2-21;,  m=4,

k2n2—-16n+10; m=>5

esittir. Daha genel bir ifadeyle f,, ,—n derecesi |m/2| olan n cinsinden bir polinomdur:

Bas katsayist m bir c¢ift sayiysa ﬁ, m bir tek saytysa [T"C ?]J,l dir (Klavzar ve dig.,

2011).

Not 1.2.7. Kiiciik dereceli I',, koseleri icin, Sonu¢ 1.2.6 ya paralel bir sonu¢ Klavzar
ve dig. (2011) calismasinda elde edilmistir.

n

b\b;...b, € V(I';) olmak tizere bu kdsenin agirligt Z b; olarak tanimlanir. Agirlik ve

derece sabitlendiginde bu 6zelliklere sahip kose sayls_l (1.8) ile elde edilmistir.

Teorem 1.2.8. k,w < n olmak iizere k,n,w tam sayilar olsun. Agirligi w ve derecesi k
olan 'y, cizgesinin kose sayisi

w41 n—2w
<n—w—k+1><k—w> (18)

Ornek 8. (1.8) i kullanarak Ty cizgesinde derecesi 2 agirligi 1 olan kise sayisin

bulalim.
1+1 4-2\  [2\ /(2 5
4-1-241)\2—1) \2/\1)

bulunur. Derecesi 2 olan koselerin kiimesi {0010,0100,0101,1010,1001} olup bu
kiimede agirligr 1 olan koseler 0010 ve 0100 koseleridir. Dolayistyla bu sayr 2 dir.
Yani elde edilen sonug¢ dogrulanir.

olur (Klavzar ve dig., 2011).

Derece dizilerinin yani1 sira Fibonacci kiiplerindeki herhangi bir kdsenin ortalama
derecesini bulmak i¢in asagidaki tanima ihtiya¢ duyulur.

Tanim 1.2.9. G cizgesi Q, cizgesinin alt ¢izgesi olsun. Boylece G ¢izgesinin kogeleri
n uzunlugunda ikili diziler olsun. O halde i € {1,...,n} ve x € {0, 1} olmak iizere

W(l,x)(G) = {L{ =ui...u, € V(G) ’ Ui :%}

olarak tamimlanir.
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Bu tanim kullanilarak asagidaki sonug elde edilmistir.

Teorem 1.2.10.
= (1.9)

dir (Klavzar ve Mollard, 2014).

Tanim 1.2.11. Bir G cizgesinin ortalama derecesi (average degree) degeri

1

4e5(0) = [y

Y deg(u) (1.10)

ueV(G)

esitligi ile tammlanr.

I',, Fibonacci kiipiiniin ortalama derecesinin limiti de bulunan sonuc¢lardandir.

Teorem 1.2.12.

. deg(T,) 5—+/5
lim = .

n—eo 1 5
tir (Klavzar ve Mollard, 2014).

(1.11)

1.2.2 Kiip sayisina ait sonuclar

I}, Fibonacci kiipii, Q,, hiperkiipiiniin alt ¢izgesi olarak tanimlandigi i¢in I, ¢izgesinin
icerdigi daha kii¢iik boyutlu hiiperkiipler tizerine ¢alismalar yapilmistir. Kiip polinomu
bu caligmalardan biridir.

Tanmmm 1.2.13. G c¢izgesinin Q, hiperkiipiine izomorf alt ¢izge sayisi c,(G) ile
gosterilsin. G cizgesinin kiip polinomu

C(G,x) =) ca(G)x" (1.12)

n>0

ile gosterilir (Bresar ve dig., 2003).

Burada ¢o(G) = |V(G)
¢2(G) olur.

Bresar ve dig. (2003) te I', kiipiiniin temel ayrisimi1 kullanilarak {C(I",,x}_, dizisinin
tirete¢ fonksiyonunun

, c1(G) = |E(G)| ve G cizgesinin icerdigi 4 - dongii sayist

Z C(Tp,x)y"=1+2y+xy+ 3y% + 2xy” 4 5y° + 5xy° + 22y + 8y* + 10xy* + 3x%y*
n>0

+ 13y +20xy° + 9%y + 7y 4+ -
 1+y(1+x)
1—y—y*(1+x)

(1.13)
oldugu elde edilir.
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Teorem 1.2.14. Herhangi n > 0 tam sayist icin, C(I',x) ’in derecesi L%j dir ve

n+l1
%3] n—a-+1
- a

C(Tp,x) = Z )(l +x)¢ (1.14)
a=0
esitligi saglamr (Klavzar ve Mollard, 2012).

Ornek 9. (1.14) kullamlarak T, icin elde edilen kiip polinomlart su sekildedir:
0+1
n =0 icin {%J = 0 olacaknir. Dolayisiyla,

C(To,x) = ((1))(1 +x)°
=1

dir. Tanim 1.2.13 ten anlasilacagt iizere C(Ty,x) = co(T'o)x° oldugundan esit oldugu
1 degeri aslinda yalnizca bu kiipteki kose sayisint ifade etmektedir.

141
n=11icin {%J = 1 olur. Buradan,

C(Ty,x) = (é) (1+x)°+ G) (1+x)!
=1+1+x

=24x

elde edilir. Burada 2 degeri 'y kiipiindeki kose sayisiyken x bilinmeyeninin katsayist
I'y kiipiindeki kenar sayisidir (P> sayisidir).

2+1
n=2icin {%J = 1 olur. Boylece,

C(T2.x) = ((3)) (1+x)°+ G) (14x)!
—14+2(14x)

=3+2x

olur. 3 degeri 'y kiipiindeki kose sayistyken x bilinmeyeninin katsayisi olan 2 degeri
ise 1, kiipiindeki kenar sayisidir (P sayisidir).

341
n =3 icin L%J = 2 dir. Dolayistyla,

C(T3.x) = (3) (142 + G) (142 + @ (14
= 143(14x) + (1 +2x+2%)

=54 5x+x°

ifadesine ulasilir. Polinomdaki 5 degeri 13 kiipiindeki kose sayisiyken x
bilinmeyeninin katsayist olan 5 degeri kenar sayist (Py) ve x? ifadesinin katsayisi olan
5 ise icerdigi 4 - dongii (Cy) sayisudir.

441
n=4icin {%J = 2 dir. Buradan,
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C(Tax) = (g) (142 + (‘D (142 + @ (14
= 14+4(1+x) +3(1+2x+x?)

=8+ 10x+3x%

olur. s
n=>5icin {%J = 3 tiir. Yani,

C(Ts,x) = (g) (1+x)°+ G) (1+x)' + (3) (1+x)%+ @) (14x)*
= 1451 +x) +6(1+2x+x%) + (14+3x+3x* +27)

=13 4+20x+9x% +x°

elde edilir. (1.13) teki Taylor serisi acilimina dikkat edilirse n > 0 olmak sartiyla y"
ifadesinin katsayilarimin T, kiipiiniin kiip polinomuna egit oldugu goriilebilir. C(T'4,x)
ve C(I's,x) polinomlarimin dogrulugu Sekil 1.6 ve Sekil 1.15 iizerinden kontrol
edilebilir.

(1.14) aslinda k > 0 i¢in olusturulan Qy sayisinin

5] n—i+1\ /i
Y < )< ) (1.15)
i=k 1 k

oldugunu gostermektedir.

Mollard (2012) Fibonacci kiiplerinden olusturulan k - kiiplerinin en biiyiik sayisini elde
etmistir.

Teorem 1.2.15. T, icerisindeki Qi cizgeleri icerisinde olmayan Qy cizgesi sayisi
maksimal olmak iizere k > 1 bir tam sayist icin, 1), icerisindeki maksimal Qy alt

cizgelerinin sayisi
k+1
(i1 2) 19

olur (Mollard, 2012).

Gravier ve dig., (2015) calismasinda I';, Fibonacci kiipiinde Q; hiperkiipiine izomorf
ayrik alt cizgelerin alabilecegi en biiyiik say1 ¢alisilan 6zelliklerden biridir ve bu say1
qr(n) simgesi ile gosterilir.

r(n) €{0,1,2} yani n = r(n) mod 3 olmak kaydiyla Fibonacci kiiplerinin yinelemeli
yapisindan yararlanilarak Fibonacci kiipii 00I',,_, = 10I',,_» ve 0101, _3 alt ¢izgelerine
ayrigabilir. Bu ayrigma birbiriyle kesisimi olmayan alt ¢izgelerden olustugu i¢in U ile
gostertilir.

T, = (00T,_, = 10T,_5)J010T,_3

Bu ayrigma tekrarlandiginda,
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n—r(n)
3

I, = U ((010)1000,4 13 = (010)110T,1-3)U(010)

1=

)

ifadesine ulagilir. Buradan hareketle I',, kiiplindeki miikkemmel eslesmelerin sayisinin
en biiyiigli hesaplanmigtir.

Lemma 1.2.16. Her n € N icin,

q1(n)

_ Tl =v(n) _ | far2
=" _L 5 J (1.17)

eger r(n) =1 ise y(n) =0, aksi halde y(n) = 1 dir (Gravier ve dig., 2015).
Ornek 10. (1.17) yi T cizgesinde inceleyelim.

q1(4) = EJ =4

bulunur. Sekil 1.10 da 1y kiipiindeki Q) cizgesine izomorf ayrik alt cizgeler kirmizi
renk ile gosterilmigtir.

0100 0101

0010 0000 0001

1010 1000 1001

Sekil 1.10: I'4 kiiptinde Qg cizgesine izomorf ayrik alt cizgeler

I';, kiipiindeki ayrik hiperkiiplerin sayist i¢in daha genel formiiller de Gravier ve dig.
(2015) ¢alismasinda elde edilen sonuglardandir.

Teorem 1.2.17. Hern > 3 ve k > 1 icin,

qk(n) = qr-1(n—2) +qr(n—3) (1.18)

esitligi saglanmir (Gravier ve dig., 2015).

Ornek 11. (1.18) i I3 kiipii icin uygulayalim.
k = 1 icin '3 kiipiindeki Q1 cizgesine izomorf ayrik alt cizgelerin saytsi:

q1(3) = qo(1) +41(0)

dir. Burada qo(1) ifadesi 'y kiipiindeki Qq ¢izgesine izomorf ayrik alt ¢izge sayisidur.
Sekil 1.11 den goriilecegi gibi aslinda bu cizgedeki kose sayisi anlamina gelmektedir
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ve kirmizi renk ile gosterilmistir. Dolaywstyla, qo(1) = 2 olur. q1(0) ise Ty kiipiindeki
Q1 cizgesine izomorf ayrik alt cizge sayisidir. Dolayisiyla, Sekil 1.12 den anlagsilacagt
iizere bu sayt 0 a esittir. Buradan,

q1(3) =2
bulunur. Bu sonug Sekil 1.13 te kirmizi renk ile ifade edilen cizgelerle goriilebilir.

~—

0 1

Sekil 1.11: I'y kiiptindeki Qg ¢izgesine izomorf ayrik alt ¢izgeler

Sekil 1.12: Ty kiipii

100 101

010 000 001

Sekil 1.13: I's kiiptindeki Q; ¢izgesine izomorf ayrik alt ¢izgeler

k = 2 icin '3 kiipiindeki Q; cizgesine izomorf ayrik alt cizge sayisi ise

72(3) = q1(1) +q2(0)

olarak elde edilir. Burada q;(1) ifadesi 'y kiipiindeki Q| ¢izgesine izomorf ayrik alt
cizge sayisidir. Bu sayt Sekil 1.11 den giriilecegi gibi 1 dir. ¢»(0) ise Ty kiipiindeki Q>
cizgesine izomorf ayrik alt ¢izge sayisint ifade eder. Dolayisiyla bu sayt 0 olarak elde
edilir. Yani,

2(3)=1

olur. Sekil 1.14 te bu ¢izge kirmizi renk ile I'3 kiipiinde ifade edilmektedir.
k =3 icin I'5 kiipiindeki Q3 cizgesine izomorf ayrik alt ¢cizge sayisinin 0 oldugu kolayca
anlasuabilirdir. (1.18) uygulandiginda

73(3) = q2(1) +¢3(0)
elde edilecek olup burada q,(1) ifadesi T'y kiipiindeki Q, ¢izgesine izomorf ayrik alt

cizge sayist ve q3(0) ifadesi de Ty kiipiindeki Qs ¢izgesine izomorf ayrik alt ¢izge
sayisini ifade eder.
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Her iki kiipte de bu sayilar O a esit oldugu icin

q3(3) =0
oldugu aciktir.
100 101
010 000 001

Sekil 1.14: I'; kiiptindeki Q- cizgesine izomorf ayrik alt ¢izge

Sonug 1.2.18. Hern > 0 ve k > 1 i¢in,

242

i
q(n) =Y. ( - 1>fn+k—3i—l (1.19)
esitligi saglanmir (Gravier ve dig., 2015).

Ornek 12. Simdi n =5 icin sirasiyla (1.19) dan yararlanarak qy, q> ve g3 sayilarin

bulalim.
q(5) = ()fs—i-() =5+1=6

92(5) = (1)f 2

613(; = (i)fl =1

elde edilir. Sekil 1.15 ten bu sayilar kontrol edilebilir.
Sonug 1.2.19. Her k > 0 i¢in, {qx(n) },— dizisinin iirete¢ fonksiyonu,

x2k—1

(1—x3)k(1 —x—x2)

my(x) = (1.20)

dir (Gravier ve dig., 2015).

Saygi ve Egecioglu (2016) calismasinda ise kiiciik k degeri icin k - boyutlu
hiperkiiplere izomorf ayrik alt ¢izgelerin en biiyiik sayisi icin net formiil elde edilmis
ve bu Kkiiplerin I, ¢izgesinin kose sayilar1 ile arasindaki oranin limit degeri
hesaplanmustir.
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Teorem 1.2.20. Hern > 0 ve k > 1 icin,

1
qk(n) = S far2 +p(n) (1.21)

dir (Saygi ve Egecioglu, 2016).

Burada p(n) derecesi en fazla k — 1 olan rasyonel katsayili polinomu ifade eder. Sonug
olarak,

1
im &) _ 1 (1.22)
n=e [V(Ly)| - 24

oldugu gosterilmisgtir.
Ayrik hiiperkiiplerin en biiyilik kiimesi tarafindan Fibonacci kiiplerinde kaplanmamis
koselerin sayis1 da Mollard (2017) de ¢aligilmastir.

Tanmm 1.2.21. Pi(n),_, asagidaki kosullarla tamimlanan tam saylarin dizisinin ailesi
olsun.

(i) k>2ven>0icin P(n+3)=PF(n)+2P_(n+1) dir.
(i) k> 2 icin P(0) = 1, (1) = 2, Pu(2) = 3 tiir.

(iii) Eger n=1 mod 3 ise Pi(n) =0 ve eger n =0 mod 3 veya n =2 mod 3 ise
Pi(n) =0 dr.

Teorem 1.2.22. g;(n) ayrik Qi ¢cizgeleri tarafindan T, ¢izgesinin kaplanmamus kigse
sayist Py(n) dir (Mollard, 2017).

Ornek 12 de bahsi gecen I's kiipii asagida gosterilmektedir.

10100 10101

001 001
010 000 001
000 00 00

01010 01000 01001

Sekil 1.15: I's kiipii
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1.2.3 Uzaklik degismezlerine ait sonuclar

Bu kisimda oncelikle ilgili uzaklik degismezlerinin tanimlarini inceleyelim. Daha
sonra bu de8ismezlere ait I, Fibonacci kiipiinde elde edilen sonuglar1 sirasiyla
gorelim.

Tammm 1.2.23. Bir G cizgesinde u ve v kogseleri arasindaki en kisa yolun uzunlugu
uzakhk (distance) olarak adlandirilir ve dg(u,v) olarak gosterilir.

Not 1.2.24. G cizgesi acik bir sekilde anlasilirsa u ve v koseleri arasindaki en kisa yol
basitce d(u,v) seklinde de ifade edilmektedir.

Ornek 13. Simdi Tamm 1.2.23 kullamilarak Py, Ps, C4 ve Cs cizgeleri incelensin. Sekil
1.16 da goriildiigii gibi Py cizgesinde a ve c koseleri icin mavi ile gosterilen en kisa
yol bu iki kose arasindaki uzaklik olup dp,(a,c) = 2 elde edilir. Benzer sekilde Sekil
1.17 de f ve i koseleri arasindaki en kisa yol mavi ile gosterilip dp(f,i) = 4 elde
edilmektedir.

Sekil 1.17: Ps ¢izgesinde f ve i koseleri arasindaki uzaklik

Sekil 1.18 de C4 ¢izgesindeki b ve d koseleri arasindaki en kisa yol mavi ile gosterilir.
Buradan, dc,(b,d) = 2 elde edilir. Sekil 1.19 da ise benzer sekilde f ve h koseleri
arasindaki en kisa yol mavi ile gosterilip dc, (f, ) = 2 bilgisine ulagilir.

Tanim 1.2.25. Baglh bir G ¢izgesinin iki kosesi arasindaki uzakligin en biiyiigiine ¢ap
(diameter) denir. Bir G ¢izgesinin ¢apt diam(G) ile gosterilir.

Ornek 14. Py, Ps, C, ve Cs cizgelerinin caplarint bulalim. Sekil 1.16 dan goriildiigii
iizere Py cizgesinde en biiyiik uzaklik a ve d koseleri arasinda yer alir. Dolayistiyla,
diam(Py) = dp,(a,d) =3 olur. Sekil 1.17 de ise Ps icin en biiyiik uzakligin e ve i koseleri
arasinda yer aldigi goriiliir. Bu yiizden diam(Ps) = dp,(e,i) = 4 elde edilir.

Sekil 1.18 ve Sekil 1.19 dan diam(Cy4) = 2 ve diam(Cs) = 2 bilgilerine ulagilir.

d c

Sekil 1.18: Cy4 cizgesinde b ve d koseleri arasindaki uzaklik
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oq

Sekil 1.19: C5 cizgesinde f ve h koseleri arasindaki uzaklik

Tamim 1.2.26. Bir G cizgesindeki bir u kosesi ile ¢izgede yer alan diger tiim koseler
arasindaki uzakliklarin en biiyiigiine u kosesinin dismerkezliligi (eccentricity) denir.
Bir G cizgesindeki u kosesinin dismerkezliligi eccc(u) ile gosterilmektedir.

Ornek 15. Sekil 1.16 da Py cizgesindeki c kosesini ele alalm. Bu kosenin
dismerkezliligi cizgedeki diger koselerle arasindaki uzakligin en biiyiigii olacaktir.
Burada dp,(a,c) =2, dp,(b,c) =1 ve dp,(c,d) = 1 oldugundan eccp,(c) = 2 elde
edilir.

Benzer sekilde Sekil 1.17 de yer alan Ps cizgesindeki g kosesinin dismerkezliligini
hesaplayalim. Bu kosenin en biiyiik uzakligr kendisi ve e kosesi ya da kendisi ve i
kosesi arasindaki uzakliga esit olup eccpy(g) = 2 olarak bulunur.

Dismerkezlilik tanumint bir de Sekil 1.18 ve Sekil 1.19 daki Cy cizgesindeki a kosesi ve
Cs cizgesindeki e kogeleri icin incelersek sirasiyla eccc,(a) = 2 ve eccci(e) = 2
bilgilerine ulasilir.

Tanim 1.2.27. Bir G cizgesindeki dismerkezliliklerin en kiiciigiine yarigcap (radius)
denir.

Ornek 16. Simdi bu tammi énce Py ve Ps cizgeleri icin daha sonra da Cy ve Cs
cizgeleri icin inceleyelim.

Sekil 1.16 da Py cizgesinde yer alan kogselerin sirasiyla dismerkezlilikleri su
sekildedir:

ecc(a) = 3, ecc(b) = 2, ecc(c) = 2 ve ecc(d) = 3 tiir. Py cizgesinin yarigapt bu
degerlerin en kiiciigii oldugundan bu deger 2 dir.

Sekil 1.17 de Ps cizgesindeki koseler icin dismerkezlilik degerleri ise soyledir:

ecc(e) =4, ecc(f) =3, ecc(g) =2, ecc(h) = 3 ve ecc(i) = 4 tiir. Boylelikle yarigap
degeri 2 bulunur.

Sekil 1.18 ve Sekil 1.19 da C4 ve Cs cizgelerinin yaricap degerlerinin de 2 oldugu
anlasilir.

Tamm 1.2.28. Bir G cizgesinde G cizgesinin yaricapina esit dismerkezlilige sahip
koselerin kiimesine merkez (center) adi verilir.

Ornek 17. P cizgesi icin Sekil 1.16 da goriildiigii iizere Py cizgesinin merkez koseler
kiimesi {b,c} kiimesidir. Ps icin Sekil 1.17 den anlasilacag iizere merkez koseler
kiimesi {g} dir. Yani Ps cizgesinin merkezi g kosesidir. Sekil 1.18 ve Sekil 1.19 dan
swrastyla Cy ve Cs ¢izgeleri icin bu ¢izgelerde yer alan biitiin koselerin merkez kose
kiimesinde oldugu kolaylikla goriilebilir.

Hsu (1993) makalesinde I, ¢izgesinin capinin n degerine esit oldugu ifade edilir.
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Munarini ve Salvi (2002) ¢alismasinda ise I', ¢izgesinin yaricapinin [n/2] oldugu
ispatlanir. Ayrica I',, cizgesinin merkez degerine de karar verilir.

Teorem 1.2.29. n > k > 1 olsun. I',, ¢cizgesindeki k dismerkezli kose sayis
k k—1
1.23
(w26 a2

Tanim 1.2.30. G bagli bir ¢cizge olsun. Bu cizgedeki sirali olmayan biitiin kose ikilileri
arasindaki uzakliklarin toplamina G cizgesinin Wiener indeksi denir. Bir G ¢izgesinin
Wiener indeksi W (G) ile gosterilir.

dir (Castro ve Mollard, 2011).

Bu uzaklik degismezi 6zellikle matematiksel kimya alani i¢in oldukca énemli goriiliir.
Hesaplanmasi ortalama uzaklik, 1 (G), degerinin hesaplanmasina esdegerdir.

1

(G) = e
Ho (|v<26>|>

W (G) (1.24)

olarak ifade edilir. Klavzar ve Mollard (2011) Fibonacci kiiplerinin Wiener indeksini
Fibonacci sayilariyla su sekilde ifade etmistir.

Teorem 1.2.31. Herhangi n > 0 icin,
n
W) =Y fifirt fomist fo—iv2 (1.25)
i=1

dir (Klavzar ve Mollard, 2011 ).

(1.25) ile Greene ve Wilf (2006) calismasindaki teori biraraya getirildiginde Wiener
indeks i¢in kapal1 bir formiil elde edilebilirdir.

Teorem 1.2.32. Herhangi n > 0 icin,

_4(n+ 1)f? N (9 +2) fufur N onf2, |

w(T,) 25 25 55 (1.26)
tir (Klavzar ve Mollard, 2011 ).
Sonuc¢ 1.2.33.
fim #(0n) _ 2 (1.27)
n—oo N 5

tir (Klavzar ve Mollard, 2011).

Tanim 1.2.34. Bir G cizgesinin ortalama digmerkezliligi (average eccentricity)

1
V(G|

ece(G) = Y ece(u)

ueV(G)
esitligi ile tammlanr.
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I, cizgesinin ortalama digmerkezliliginin limiti de hesaplanan uzaklik
degismezlerinden biridir.

Teorem 1.2.35.
. _ece(T,) 5+5
lim =

n—e N 10
dur (Klavzar ve Mollard, 2014).

(1.28)

1.2.4 Baghhga ait sonuclar

Azarijja ve dig. (2015) I',, kiipiiniin temel ayrisimindan yararlanarak I', Fibonacci
kiiptiniin en kiiciik derecesine, kdse bagliligina ve kenar baghligina dair sonuglar elde
etmigtir. Bu sonuglar1 incelemeden 6nce bahsi gecen terimlerin tanimlarina bakalim.

Tanim 1.2.36. G bir ¢izge olmak sartiyla eger cizgedeki her kose ¢ifti birbirine bagl
ise bu cizgeye bagh (connected) denir. Bir baska deyisle, icerdigi her kose cifti arasinda
bir yol bulunduran cizgeye bagl ad verilir.

Tanim 1.2.37. Kose kesimi (vertex cut) veya aywrma kiimesi (seperating set) icerdigi
koseler bagl bir G cizgesinden silindiginde G cizgesinin baglhihigini bozan koselerin
kiimesidir.

Tanim 1.2.38. Kose baghiligi, x(G), en kiiciik kise kesiminin boyutudur.

Tanmim 1.2.39. Bir G cizgesinde bir kenar silindiginde cizgenin bagliligr bozuluyorsa
bu kenara koprii (bridge) adi verilir. Daha genel bir ifadeyle, bir G cizgesinde
kenar kesimi (edge cut) icerdigi kenarlar ¢izgeden silindiginde cizgenin bagliligini
bozan kenarlarin kiimesidir.

Tamim 1.2.40. Kenar baghiligi, ¥'(G), en kiiciik kenar kesiminin boyutudur.

Lemma 1.2.41. §(I',), T',, cizgesinin en kiiciik derecesini gistermek iizere eger n > 1
ise,

”HJ (1.29)

5(T,) = { :

tiir (Azarija ve dig., 2015).

Ornek 18. Sekil 1.20 de derecesi 2 olan kiselerin etiketleri kirmizi olacak sekilde Ty
Fibonacci kiipii gosterilmektedir. Burada agikca goriildiigii iizere Uy kiipiindeki siyah
etiketli kogelerin derecesi kirnmizi etiketlilerden daha biiyiiktiir. Dolayistyla, 6(T'y) =2
dir. (1.29) da yer alan formiilasyon kullanilarak bu degerin dogrulugu kontrol
edilebilir.
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0100 0101

00|10 0000 0001

1010 1000 1001

Sekil 1.20: I'4 kiipiinde derecesi 2 olan koseler

5(Ty) = L#J 2

dir.
Teorem 1.2.42. n > 1 ise,

(Azarija ve dig., 2015)

(1.30)

Ornek 19. Sekil 1.20 de vyer alan T4 kiipiiniin kose baghhig ve kenar baghlig
sayuarint bulalim. Sekil 1.21 de 0010 kosesi I'y kiipiinden silindiginde elde edilen
cizge gosterilmektedir. Bu koseye ait kenarlar kesikli cizgilerle gosterilmektedir.
Anlasildigi iizere elde edilen cizge baghdir. Benzer sekilde diger koseler de kiipten tek
tek silinirse bu islem gerceklestikten sonra elde edilen cizgelerin baglhliginin

korundugu goriiliir.

0100 0101
0010 0000 0001
1010 1000 1001

Sekil 1.21: I'4 kiiptinden 0010 kdsesinin silinmesiyle elde edilen ¢izge

Ama eger Iy kiipiinden 0000 ve 0001 koseleri ayni anda silinirse elde edilen ¢izge bagl
olmayacaknir. Sekil 1.22 bu durumu gostermektedir. Burada 0000 ve 0001 koselerine

ait kenarlar kesikli cizgilerle ifade edilmektedir.
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0100 0101

0d10 0000 0001
1010 1000 1001

Sekil 1.22: I'4 kiipiinden 0000 ve 0001 koselerinin silinmesiyle elde edilen ¢izge

O halde 14 kiipii icin kose bagliligr sayisina dair ongorii 2 dir. (1.30) kullanildiginda

kK(Ty) = {%J =2

olacaktir. Dolayisiyla elde edilen ongorii dogrulanir.

Iy kiipiinde en kiiciik derece 2 oldugu icin bu kiipte yalnizca bir kenarin silinmesiyle
elde edilen cizgeler yine bagh olacaktir. Ama 0010 ve 0000 koselerinin birbiriyle
olusturdugu kenar ile 1010 ve 1000 koselerinin birbiriyle olusturdugu kenar silinirse
elde edilen cizge bagh degildir. Bu kenarlar kesikli cizgilerle Sekil 1.23 teki 1y
cizgesinde gosterilmigtir.

0100 0101

1010 1000 1001

Sekil 1.23: I'y kiipiinden 0010 ile 0000 ve 1010 ile 1000 koselerinin olusturdugu
kenarlarin silinmesiyle elde edilen cizge

O halde T4 kiipii icin kenar baglilig1 sayisina dair ongorii 2 dir. (1.30) kullanildiginda

K'(Ty) = {TJ =2

oldugu dogrulanir.
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1.2.5 Diizensizlige ait sonuclar

Tanmim 1.2.43. Bir G cizgesinde eger tiim koselerin derecesi ayni ise bu cizgeye diizenli
(regular) cizge denir.

Bir G c¢izgesinin diizensizligi (irregularity) cizgenin diizenli bir ¢izgeden ne kadar
farkli oldugunu olcen bir degismezdir. Hiperkiip, O, cizgesinde tiim koselerin

dereceleri ayni oldugu icin bu c¢izge diizenli cizgedir. Dolayisiyla, I',, Fibonacci
kiiptiniin diizensizligi @, hiperkiipten ne kadar farkli oldugunu dlcen bir degismezdir.

Tanim 1.2.44. Bir G cizgesinin diizensizligi irr(G), bir diger ismiyle Albertson indeksi

irr(G) = Z |degc(u) — degg(v)| (1.31)
uveE(G)

dir.

Alizadeh ve dig. (2020) calismasinda I, kiipiiniin diizensizligine dair net formiil elde
edilmistir.

Teorem 1.2.45. n > 1 ise,

irr(ly) = %((n —1)fu+2nf_1) (1.32)

dir (Alizadeh ve dig., 2020).
Ornek 20. n = 3 icin T'3 kiipiiniin diizensizligi,

irr(Fg) = %(2f3—|—6f2) = %(10) =4

n = 4 icin Iy kiipiiniin diizensizligi,

irr(C3) = 233 +8f3) = 2(25) = 10

ve n =5 icin Us kiipiiniin diizensizligi,

2 2
irr(I's) = §(4f5 +10fs) = 5(50) =20
olarak elde edilir.

Elde edilen bu sonucu motivasyon olarak kullanan Egecioglu ve dig. (2020)
calismasinda Fibonacci kiipleri i¢in diizensizlik polinomu ele alinir. Bu cizge ailesi
icin diizensizlik polinomunun Albertson indeksini ozellestirdigi ve |deg(u) — deg(v)|
hakkinda ek bilgiler sagladig1 goriiliir.

Tanim 1.2.46. Bir G cizgesinin diizensizlik polinomu Ig(x) su sekilde tanimlanir:

Ig(x) = Z rldegc(u)—degg(v)| (1.33)
uveE(G)
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dir.
Teorem 1.2.47. I,(x) = Ir, (x) ifadesi T, kiipiiniin diizensizlik polinomunu gostersin.
Her n > 4 icin T, cizgesinin I,(x) diizensizlik polinomu

Iy(x) =20, (x) + I,—2(x) — 2L, _3(x) — I,_4(x) (1.34)
olarak tammlanmir. Burada In(x) = 0, I (x) = 1, L(x) = 2x ve K(x) = x*> +2x+ 2 dir
(Egecioglu ve dig., 2020).

Ornek 21. Ty kiipiiniin diizensizlik polinomu, I,(x) = I, (x),

Iy (x) =21 (x) +1 (x) —2L (x) - I()(x)
=2(x* +2x+2)+2x—2—-0
= 2% +6x+2
bulunur. Bu polinomdan Iy icerisinde uv € I'y olmak iizere 2 kenar icin
|deg(u) — deg(v)| farkimin 2; 6 kenar i¢in bu farkin 1 ve 2 kenar icin bu farkin 0 oldugu

anlasilir.
I's kiipiiniin diizensizlik polinomu ise,

I5(x) = 2I4(x) + I3(x) — 21 (x) — I (x)
=223 +6x+2) + x> +2x+2—2(2x) — 1
=4+ 12x+ 4+ x>+ 20+ 2 —dx—1
= 5x> +10x 45

olarak elde edilir. Bu polinomdan 15 icerisinde uv € I's olmak iizere 5 kenar icin
|deg(u) — deg(v)| farkuimn 2; 10 kenar icin bu farkin 1 ve 5 kenar icin bu farkin 0
oldugu anlagsilir.

Sonu¢ 1.2.48. T, cizgesinin I,(x) diizensizlik polinomlarimin {I,(x)},>0 dizisinin
lirete¢ fonksiyonu

X — 2
123) = T o)y = y((ﬂ*_(y_;})? (135)

dir (Egecioglu ve dig., 2020).

Sonug 1.2.49. Herhangi n > 2 i¢in (1.3) denkleminden E,, (E (I',)) biliniyor. Herhangi
n > 2 icin I, cizgesinin diizensizlik polinomu

L(x) = Ep+2E, 1(x— 1)+ E, »(x—1)* (1.36)

= (En—2Ep 1 +En2)+ (2B, 1 —2E, 2)x+E, ¥
dir (Egecioglu ve dig., 2020).
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2. BASKINLIK TiPi DEGISMEZLERI

Cizge teorisinde baskinlik probleminin temeli satrang tahtasi iizerindeki bir vezirin
hareketine dayanmaktadir. Bir vezir satran¢ kurallar1 geregi bir hamlesinde istedigi
kadar karede capraz, dikey ya da yatay yonde hareket edebilir. Sekil 2.1 de bu
durumlar1 gosterilmistir.

Sekil 2.1: Satrang tahtasi iizerindeki bir vezirin hakim oldugu kareler

Vezirin gidebilecegi olasi tiim hamleleri goz Oniine alindiginda satrang tahtasindaki
her kare farkli yerlere yerlestirilebilecek bir vezir tarafindan saldirilabilecek veya
hakim olunabilecek konumda olacaktir. Ornegin, bir satrang tahtasinda farkli karelere
yerlestirilen 5 vezir satrang tahtasi {izerinde yer alan her kareye hakim olabilir. Vezirin
olas1 bu durumu Sekil 2.2 de gosterilmektedir.

Sekil 2.2: Satrang tahtas1 iizerindeki her kareye hakim farkli karelere yerlestirilmis 5
vezirin konumu

Satrang tahtasi iizerinde bir vezirle en az nokta secerek en fazla noktaya ulasilmak
istenmistir. Bu problem cizge teorisine su sekilde uyarlanir. Satrang tahtasi bir G
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cizgesi olarak diigiiniilmek iizere bu tahtanin her bir karesi bir kogse ifade etmek
kosuluyla, bu koselerin her biri dikey, yatay yada ¢apraz olarak birbirine komsu olsun.
Herhangi iki kose arasindaki dikey, yatay yada capraz uzaklik ise kenar olsun. O
halde satrang tahtasinin koseleri bir baskinlik kiimesi ifade edecektir.

Tamm 2.0.1. G bir ¢izge olsun. D C V(G) olmak sartiyla, eger V(G) kiimesindeki
her kose ya D kiimesine ait ya da D kiimesindeki bazi koselere komsu ise D kiimesine
baskin kiime denir. Baskinlik sayisi, Y(G), G cizgesinin en az elemanli baskin
kiimesinin eleman sayisidir.

Bu tanimu birkag¢ boyutta yol ve dongiiler i¢in inceleyelim.

Ornek 22. Sekil 2.3 te Py = (a,b,c,d) cizgesinde sirasiyla a ile ¢ kiseleri ve a ile
d koseleri kirmizi renkle gosterilmektedir. Bu koselerin bulundugu kiimeler, {a,c} ve
{a,d} kiimeleri Py ¢izgesindeki baskin kise kiimelerinin drnegidir.

a b ¢ d a b g d

Sekil 2.3: Py cizgesinde 2 farkli baskin kose kiimeleri

Sekil 2.4 te Ps = (a,b,c,d,e) cizgesi gosterilmektedir. Sol taraftaki Ps ¢izgesinde
kirmizi ile gosterilen kogseler a, b ve e dir. Sag taraftaki Ps cizgesinde ise kirmizi ile
gosterilen kogseler yalnizca b ve e koseleridir. Her iki sekilde de kirmizi ile ifade edilen
koseler baskin kogelerdir. Yani hem {a,b,e} hem de {b,e} baskin kose kiimesidir.
Fakat baskinlik sayist en az elemanlt baskin koge kiimesinin eleman sayist oldugu igin
Ps cizgesinin baskinlik sayisi 2 olarak elde edilir.

a p ¢ g4 e a p ¢ g e

Sekil 2.4: Ps cizgesinde 2 farkli baskin kose kiimeleri

Sekil 2.5 te swrasiyla C4 = (a,b,c,d), Cs5 = (a,b,c,d,e) ve Cq = (a,b,c,d,e,f)
cizgeleri gosterilmektedir. Bu cizgelerde sirastyla kirmizi renkle ifade edilen kogseler
baskin koselerdir.

Sekil 2.5: Cy4, Cs5 ve Cq cizgelerindeki baskin kose kiimeleri
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2.1 Fibonacci Kiiplerinde Baskinlik Tipi Degismezleri

Bu alt boliimde literatiirde Fibonacci kiiptinde calisilan baskinlik tipi degismezlerine
deginecegiz. Sirastyla, 2 - kutulama, bagimsizlik baskinlik, toplam baskinlik, bagh
baskinlik, esli baskinlik ve isaretli baskinlik olmak iizere bu alt1 farkl tip baskinlik
degismezlerinde I, kiipii i¢in elde edilen sayisal sonuglart ve optimizasyon
problemlerini ele alacagiz.

Oncelikle n = 3 ve n = 4 boyutlar1 i¢in Fibonacci kiiplerinin Tanim 2.0.1 den
yararlanarak baskin kose kiimelerini ve baskinlik sayilarini inceleyelim.

Ornek 23. T3 icin baskin kose kiimesine D diyelim. Tamm geregi V (T',)) \ D kiimesinde
ver alan her kose D kiimesindeki en az bir koseye komsu olacagindan I'5 icin Sekil 2.6
ve Sekil 2.7 de kirmizi kogelerle gosterildigi iizere D = {000,100} veya D = {000,101}
secilebilir. Dolayisiyla y(T'3) = 2 olacaknr.

100 101

010 000 001

Sekil 2.6: I'; kiipii icin bir baskin kiime

100 101

010 000 001
Sekil 2.7: I's kiipii i¢in bir bagimsiz ve baskin kiime

Ornek 24. Ty cizgesi icin baskin kise kiimesi D olsun. Bu kiimede yer almayan her
kose  kiimenin  elemanlarindan  en  az  birine  komsu  olacagindan
D = {0100,0000,1000} ya da D = {1010,0000,0101} olarak secilebilir. Bu iki farkl:
baskin kose kiimesi Sekil 2.8 ve Sekil 2.9 da kirmizi koselerle gosterilmistir.
Dolayisiyla y(T'y) = 3 bulunur.

Lemma 2.1.1.
Y(Tn) < Y(The1) +¥(Th-2) (2.1)

esitsizligi saglanir (Pike ve Zou, 2009).
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0100 0101

00|10 0000 0001

1010 1000 1001

Sekil 2.8: I'4 kiipii i¢in bir baskin kiime

0100 0101

0010 0000 0001

1010 1000 1001

Sekil 2.9: I'y kiipii i¢in bir bagimsiz ve baskin kiime

Fibonacci kiiplerinin baskinlik sayilari iizerine yapilan calismalara bakildiginda
oncelikle n < 8 i¢in I',, Fibonacci kiipiiniin baskinlik sayisinin elde edildigi sonug
goze carpacaktir. I'g icin 509 adet farkli baskin kiime bulunmustur (Pike ve Zou,
2009).

(2.1) den yola cikilarak daha kiigiik bir baskinlik kiimesi elde etmek amaciyla bir
veya daha fazla koseyi baska bir koseyle degistirerek I'g icin 17 elemanli bir baskinlik
kiimesi bulunmustur.

|V(Tn)| = fus2 olmak tizere, V(I'g) = f1; = 89 dur. 17 elemanli baskinlik kiimesi D
ile ifade edilirse o halde elde edilen kiime D kiimesi

D = {010000000,100100000,010100000,001000100,000010010,000001010,
000001001, 101001000, 101000010, 100010100, 100000101,001010001,
000101001,000101010,000100101,101010001,010010101}

dir (Castro ve dig., 2011).

Ayrica n > 4 i¢in,

(2.2)

Y(Tn) > [Mw

n—2
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sonucuna da ulagilmistir (Pike ve Zou, 2009).

Ilic ve Milosevic (2017) calismasinda n = 10 boyutuna kadar Fibonacci kiiplerinin
baskinlik sayist tam say1 lineer programlama kullanilarak bulunmugtur. y(I'y) icin
Castro ve dig. (2011) ¢aligmasinda iist sinir oldugu 6ngoriilen 17 sayisinin y(I'g) = 17
oldugu elde edilmistir.

Elde edilen degerler Cizelge 2.1 de gosterilmektedir.

Cizelge 2.1: n < 10 olmak iizere I',, i¢in baskinlik sayilari.

n 112345678910
V(T [ 213]5] 8 | 1321 (34| 55 | 89 | 144
E(C)| | 1]2]5]10|20]38 |71 | 130|235 ]| 420
yT,) |1)1]|2]3 |4 |5|8| 12|17 |25

Bu sonuglar asagidaki tam say1 lineer programlamanin sonucudur.

G bir ¢izge ve S C V(G) olmak sartiyla kose kiimesinin her bir kosesi i¢in,

I, ieS ise
Xi = (2.3)
0, ieV\S ise

G cizgesindeki v kosesine komsu biitiin kogeleri ve boyle iki koseyi birlestiren
kenarlar1 igeren G ¢izgesinin olusturdugu bir alt kime N(v) ile gosterilir.
N[v] = N(v) U{v} olmak iizere v ksesinin kapali komgulugunu gostersin.

Degiskenler (2.3) deki gibi olmak sartiyla G ¢izgesinin baskinlik sayis1 (2.5) ve (2.6)
kisitlar1 saglanmak iizere (2.4) de verilen minimum degerin bulunmasiyla elde
edilebilir.

Y(G)=min Y X (2.4)
i€V(G)
Kisitlar:
Her i€ V(G) igin Y xi>1, (2.5)
JENI]
Her i€V(G) igcin x; € {0,1} (2.6)

(2.6) kisit1 eger i kosesi S baskin kiimesinin elemani ise bu kdsenin 1 degerini aldiini
degilse O degerini aldigini ifade etmektedir. (2.5) kisit ise her i € S icin G ¢izgesinde
i kosesinin komsu koseleri S kiimesinde degilse ya da i kosesinin en az bir komgsusu S
kiimesindeyse gerceklenecektir. Dolayisiyla, (2.5) kisiti aslinda i kosesinin ya
kendisinin ya da en az bir komsusunun § baskin kiimesinde oldugunu ifade
etmektedir. Boylece (2.5) ve (2.6) kisitlarinin baskin kiime S kiimesini tanimladigi
goriliir.

I',,, Fibonacci kiipii icin bu formiilasyon f,, 1, degiskene ve 2 f,.» kisita sahiptir.
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Verilen bu 0-1 tam say1 lineer programlamayi bir I',, cizgesinde inceleyelim.

Ornek 25. T3 kiipii ele alinsin. Bu kiipiin her bir kosesine i € V(I's) olmak iizere x;
degeri Sekil 2.10 da goriildiigii gibi atanur.

X3 X4

X2 X0 X1

Sekil 2.10: I'3 icin O — 1 tam say1 lineer programlama degiskenleri

Boylece 0-1 tam sayt lineer programlamanin (2.5) ve (2.6) kosullar: su sekilde olusur:

Xy +x9 > 1
x2+xo+x1+x3>1
xXo+x1+x4>1
Xo+x3+x4>1

X1+x4+x3>1

Amag 13 kiipii icin baskin koselere karar vermek ve en kiiciik elemanli baskin kose
kiimesini elde etmektir. Bu baglamda, yukaridaki esitsizliklerde x; = 1 ve xo = 1
secilirse xo degiskeninin dahil oldugu biitiin egitsizlikler saglanir. En son egitsizlik
olan x| + x4 +x3 > 1 esitsizliginin saglanmast icin burada i € {1,3,4} olmak sartiyla
en az bir x; degerine 1 verilsin. Bu durumda x; = 1, x3 = 0 ve x4 = 0 secilirse,
S1 = {x0,x1,x2} kiimesi Tz icin baskin bir kose kiimesini ifade edecektir. Benzer
sekilde x; =0, x3 =1 ve x4 = 0 i¢cin S» = {x0,x2,x3} baskin kose kiimesi, x; = 0,
x3 =0 ve x4 = 1 secilirse S3 = {x0,x2,x4} baskin kose kiimesi olacaktr.

Baskinlik sayist en az elemanli baskin kose kiimesinin eleman sayisi oldugundan I's
icin eleman sayisi 3 olan Sy, S> ve S3 kiimelerinden daha az elemanli bir baskin kose
kiimesinin elde edilip edilmedigini inceleyelim. O halde xy 4+ xo > 1 icin x; = 1 ve
xo = 0 kabul edilirse x; + xo + x1 +x3 > 1 saglanacaktir. xo +x1 +x4 > 1 ve
xo +x3 +x4 > 1 esitsizlikleri icin x4 ortak bilinmeyen oldugundan bu bilinmeyene 1
degeri ve diger bilinmeyenlere 0 degeri verilirse bir sonraki x| + x3 + x4 > 1
esitsizligi de saglamr. Dolayisiyla Sy = {x2,x4} kiimesi de I's i¢in baskin bir koge
kiimesidir ve eleman sayist 2 dir. Benzer sekilde x, = 0 ve xo = 1 olarak atanip
x4 = L,x; =0 ve x3 =0 olursa Ss = {x0,x4} kiimesi de 2 elemanli baskin bir kose
kiimesi ifade edecektir. Veya xo = 0, xo = 1 secilip diger bilinmeyenler O iken yalnizca
x1 = 1 ya da x3 = 1 olarak atanmirsa S¢ = {x0,x1 } ve S7 = {x0,x3} kiimeleri de eleman
sayist 2 olan baskin koge kiimeleri olarak elde edilir.

Eleman sayist 1 olan baskin kose kiimesi elde edilemez. Ciinkii 0-1 tam sayt lineer
programlamadan elde edilen esitsizlikler yalnizca bir degiskene 1 degeri atanip
digerlerinin 0 olmasiyla elde edilemeyecektir. Dolayisiyla, Y(I'3) = 2 olarak bulunur.

34



Literatiirde n > 13 i¢in Fibonacci kiipiiniin baskinlik sayisina dair iist sinir da elde
edilen sonuglar arasindadir.
0 en kiiciik dereceli herhangi bir G ¢izgesi igin,

[ —

Y(G) <

V(G)| &
51 J; : 2.7)

~

dir (Arnautov, 1974). Bilinen bu iist sinirdan yola c¢ikarak Klavzar ve dig. (2011) T,
n+2

kiipii igin en kii¢iik derece iizerine caligmis ve 8(I7,) = L J sonucuna ulagmistir.

Bu sonug sayesinde

n

+

2]

07+

I
—_
~. | —

L
YL, < L2
1"52] ]

(2.8)

oldugu elde edilmistir.
Teorem 2.1.2. n > 13 ise y(I',)) < 116f, — 187 f,,— esitsizligi saglanir (Saygi, 2017).
Not 2.1.3. Fibonacci sayilarinin ozellikleri kullanilarak Teorem 2.1.2 iist sinirinin

(2.8) simirindan daha iyi oldugu goriilmiistiir (Saygi, 2017).

Azarijja ve dig. (2018) calismasinda Ilic ve Milosevic (2017) nin iizerine ¢alismis
oldugu I',, Fibonacci kiipii icin baskinlik sayilart 1 boyut daha genigletilerek yeni
sonuclar elde edilmistir. Bu sonuclar asagidaki cizelgede koyu renkle belirtilmistir.

Cizelge 2.2: n < 12 icin I, kiipiiniin baskinlik sayilari.

n | 1[2]3]4(5|/6|7|8 |9 10]11 12
y@Ty) | 1] 1]2]34|5[8|12]17|25|39 | 55-60

Sayg1 (2019) ¢alismasinda Fibonacci kiiplerinin biitiin koselerinin derece bilgileriyle
ilgili daha fazla detay veren yukar1 - asagi derece polinomlar1 (up - down degree
polynomials) calisilmistir. Bu polinomlar yardimiyla Fibonacci kiiplerinin baskinlik
sayist i¢in alt sinir veren optimizasyon problemi tanimlanmistir. Azarija ve di8.
(2018) ve lIlic ve Milosevic (2017) calismalarindaki tam say1 lineer programlama
uygulanilarak n = 13 i¢in

78 <y(I'13) <93 (2.9)

varsayimmi elde edilmigtir. y(I'jp) < 61 bilgisi ve (2.9) varsayimi kullanilarak T,
cizgesinin baskinlik sayistyla ilgili sinir elde edilmistir.

Teorem 2.1.4. Egern > 12 ise
Y(Tn) <21f—8 — (2fu—10+8fn-12) (2.10)
esitsizligi saglanir (Saygi, 2019)
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2.1.1 2 - kutulama sayisi

2 - kutulama (2 - packing) ifadesi daha genel bir ifadeyle k - kutulama kavrami Meir
ve Moon (1975) tarafindan sunulmustur. Bir ¢izgede birbirlerinden k degerinden daha
fazla uzaklikta bulunan koselerin olusturdugu cizgenin kose kiimesinin alt kiimesi olan
kiimeye k - kutulama adi verilir. Dolayisiyla, 2 - kutulama basitce bir ¢izgede komsu
olmayan ya da ortak komsusu olmayan koselerin olusturdugu kiimedir.

Bu alt boliimde 2 - kutulama tanimina ve literatiirde I';, Fibonacci kiipleri i¢in bilinen
sonuglara deginilecektir.

Tanmm 2.1.5. G bir ¢izge olsun. X C V(G) olmak kaydiyla X kiimesinde bulunan
herhangi farkli u ve v koseleri icin d(u,v) > 2 ise X kiimesine 2 - kutulama kiimesi
denir. G cizgesinin 2 - kutulama kiimesinin alabilecegi en biiyiik eleman sayisina

2 - kutulama sayisi denir ve p(G) ile gosterilir.

Not 2.1.6. Her G cizgesi icin Y(G) > p(G) esitsizligi saglanir.

Simdi birka¢ ornekle 2 - kutulama tanimini anlamaya c¢aligalim.

Ornek 26. Py = (a,b,c,d) cizgesi icin X C V(Py) olmak iizere X kiimesinin

2 - kutulama kiimesi olmast icin Py ¢izgesinde sadece a ve d koseleri icin

dp,(a,d) = 3 > 2 kosulu saglandigindan X kiimesinin bu kdgeleri icermesi
gerekmektedir. a ve d kogeleri arasindaki uzaklik Sekil 2.11 de kirmizi renkle
gosterilmektedir. Dolayisiyla p(Py) = 2 dir.

a b & d

Sekil 2.11: P4 i¢in 2 - kutulama X kiimesi

Ps = (a,b,c,d,e) cizgesi icin ise X C V(Ps) olmak sartiyla X = {a,d}, X = {b,e} ya
da X = {a,e} olarak tamimlanirsa X kiimesi Ps cizgesi i¢in 2 - kutulama kiimesi ifade
eder. Bu ii¢ durum Sekil 2.12 de kirmizi renkle Ps ¢izgesinde sirayla gosterilmektedir.
Buradan p(Ps) = 2 oldugu gozlemlenir.

a b c d e a b ¢ d e a b c d e
Sekil 2.12: Ps i¢in 2 - kutulama X kiimesi 6rnekleri

Cy, Cs ve Cg cizgeleri igin 2 - kutulama sayilarina karar verelim. C4 ve Cs ¢izgeleri igin
bu iki ¢izgede yer alan herhangi bir kdsenin dismerkezliligi 2 oldugundan 2 - kutulama
sarti saglanmaz. Cq cizgesinde ise herhangi bir kosenin dismerkezliligi 3 oldugu icin
ve dismerkezlilik ifadesi Cg cizgesinde yer alan iki kose arasindaki uzakliklarin en
biiyiigii oldugu icin p(Ce) = 2 bulunur.

Ornek 27. T3 cizgesi icin X C V(I'3) olmak kaydiyla X = {010,101} alinsin. Sekil
2.13 te kirmuzi renkle ¢izilen kenarlarla goriildiigii izere dr,(010,101) = 3 > 2 oldugu
icin X bir 2 - kutulama kiimesidir. 1’5 icin 2 - kutulama sartini saglayan baska koseler
olmadigindan p(I'3) = 2 olarak elde edilir.
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100 101

010 000 001

Sekil 2.13: T'; kiipiiniin 2 - kutulama X kiimesi

Ornek 28. Ty cizgesi icin X; C Ty olmak kosuluyla Sekil 2.14 te goriildiigii iizere
kirmizi kenarlar 0010 ve 0101 koseleri arasindaki uzakligr gostermek sartiyla

X, = {0010,0101} olarak alindiginda kiimenin elemanlar: dr,(0010,0101) =3 > 2
sartint saglamaktadir. Dolayisiyla X, bir 2 - kutulama kiimesidir.

0100 0101

000 0000 0001

1010 1000 1001

Sekil 2.14: I'4 kiiptinde 2 - kutulama X; kiimesi

X> C Iy olsun. Kirmuzi kenarlar 0010 ve 1001 koseleri arasindaki uzakligr gostermek
sartiyla eger X, = {0010,1001} olarak alinirsa, Sekil 2.15 te goriildiigii iizere
dr,(0010,1001) = 3 > 2 sarti saglandig icin X, bir 2 - kutulama kiimesi olur.

0100 0101

00|10 0000 0001

1010 1000 1001

Sekil 2.15: T’y kiiptinde 2 - kutulama X, kiimesi
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Not 2.1.7. Eger X C I'y olmak kaydiyla X = {0010,0101,1001} olarak alimirsa
dr,(0101,1001) = 2 oldugu icin X kiimesi bir 2 - kutulama kiimesi ifade etmez.
Burada 2 - kutulama kiimesi olarak ifade edilen biitiin kiimelerin eleman sayisi en
fazla 2 oldugu icin p(T'y) = 2 bulunur. Dolayisiyla Not 2.1.6 gerceklenir.
¥(Ty) =3 >2=p([y) tir

Castro ve dig. (2011) ¢alismasinda n = 10 boyutuna kadar I';; i¢in 2 - kutulama say1lari
elde edilmistir. Bu ¢alismada elde edilen degerler Cizelge 2.3 te gosterilmektedir.

Cizelge 2.3: n < 10 olmak iizere I, i¢in 2 - kutulama sayilari.

n |112]3[4|5]6[7|8] 910
pTy) | 1]1]2]2|3[|5]6[9]14]20

Fibonacci kiiplerinde 2 - kutulama i¢in elde edilen asimtotik alt sinir ise su sekildedir.

[lgn]

Teorem 2.1.8. Her n > 8 icin, p([,) >2° °

_]dir (Castro ve dig., 2011).

Yukarida bulunan sonuglardan sonra Ilic ve Milosevic (2017) calismasinda n = 11
boyutuna kadar olan I',, Fibonacci kiiplerinin tam say1 lineer programlama yardimiyla
2 - kutulama sayilarina da ulasilmistir. Dolayisiyla Cizelge 2.3 te elde edilen sonuclar
gelistirilmistir.

Elde edilen yeni degerler Cizelge 2.4 teki gibidir.

Cizelge 2.4: n < 11 olmak iizere I';; i¢in 2 - kutulama sayilart.

n |1]2[3]4/5]6]7[8]9]10] 11
VT, |2 13(5]8 |13 |21 |34|55]|89] 144 | 233
pC) |1 1]2]2/3|5]|6/|9|14]20 | 29

Bu degerler asagida tanimlanan tam say1 lineer programlamanin sonucudur.
Degiskenler (2.3) deki gibi olmak sartiyla herhangi G cizgesinin 2 - kutulama sayis1
(2.12) ve (2.13) kisitlar1 saglanmak iizere (2.11) amag deger fonksiyonunun maksimum
degeriyle elde edilebilir.

p(G)=max Y x; (2.11)
i€V (G)
Kisitlar:
Her i€ V(G) igin Y x <1, (2.12)
JENT]]
Her i€V(G) ig¢in x;€{0,1} (2.13)

S bir 2 - kutulama kiimesi olsun. Eger i € S ise (2.13) kisit1 geregince 1 degerini aksi
takdirde O degerini almaktadir. (2.12) kisit1 bir i kosesinin kapali komsulugundaki
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koselerle olan toplamini ifade etmektedir. Burada eger i € S ise 2 - kutulama
tanimindan dolayr kapali komgsulugundaki koseler S kiimesinin elemamn
olmayacagindan (2.12) kisit1 saglanir. Eger i kosesi S kiimesinin elemani degilse fakat
kapali komsulugundaki elemanlardan biri § kiimesinde ise yine (2.12) kisiti
saglanacaktir. Dikkat edilirse kapali komsulugundaki iki kosenin ayni anda S
kiimesinde olma ihtimali aralarindaki uzaklik 2 olacagindan yoktur. Dolayisiyla,
(2.12) ve (2.13) kasitlar1 2 - kutulama S kiimesini tanimlamaktadir.

Azarija ve dig. (2018) calismasinda ise Ilic ve Milosevic (2017) nin {izerine ¢alismis
oldugu Cizelge 2.4 te elde edilen I',, Fibonacci kiipii i¢in 2 - kutulama sayilar1 1 boyut
daha genigletilmis ve yeni sonuglar elde edilmistir. Bu sonucglar Cizelge 2.5 te koyu
renkle belirtilmisgtir.

Cizelge 2.5: n < 12 i¢in I, kiipiiniin 2 - kutulama sayilar1.

n | 1]2]3]4]5]6]7[89 |10]11]12
pTy) [ 1| 1]{2]2]3]|5/6/9|14]20/|29 |42

2.1.2 Bagimsiz baskinlik sayisi

Baskinlik probleminde bir G ¢izgesinin baskin kiimesi birbirine komsu iki koseyi
bulundurabilir. Fakat bagimsiz baskinlik problemi bir G ¢izgesinin baskin kose
kiimesindeki elemanlar arasinda kenar bulundurulmamasi motivasyonunu benimser.
Bu alt boliimde I';, Finonacci kiipleri i¢in bagimsiz baskinlik sayilarina ait sonuclara
deginilecektir.

Tamim 2.1.9. G bir cizge olmak iizere bagimsiz kiime bir diger advyla kararli (duragan)
kiime icerdigi koselerin herhangi ikisi komsu olmayan koseler kiimesidir.

Tanmm 2.1.10. Bagumsiz baskin kise sayist i(G) ile gosterilir. i(G), G ¢izgesinin en
kiiciik bagimsiz baskin koge kiimesinin eleman sayisina esittir.

Not 2.1.11. ¥(G) < i(G) esitsizligi saglanr.

Simdi birka¢ 6rnekle bagimsiz baskin koge kiimesi tanimin inceleyelim.

Ornek 29. Kirmuzi kiseler baskin kiseleri giostermek iizere Sekil 2.16 da
Py = (a,b,c,d) cizgesi icin baskin kiime gosterilmektedir. Goriildiigii tizere kiimenin
elemanlart komsu oldugu icin bu kiime bagimsiz baskin kiime degildir.

a b ¢ d

Sekil 2.16: P4 ¢izgesi icin baskin kiime

Fakat Sekil 2.3 teki Py cizgesinde yer alan kirmizi koseler ayni zamanda bagimsiz
baskin kése kiimesinin elemanlaridir. Dolayistyla i(Py) = 2 sonucuna varilir. Benzer
sekilde, Sekil 2.4 te Ps cizgesi icin iki farkli baskin kiime gosterilmektedir. Burada sol
tarafta yer alan Ps cizgesinde kirmizi kiselerle ifade edilen {a,b,e} kiimesi baskin
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kiimeyi ifade ederken a ve b koseleri komsu oldugundan bagimsiz baskin kiime
degildir. Fakat sag tarafta yer alan Ps c¢izgesi icin kirmizi kogeler aym zamanda
bagimsiz baskin kése kiimesinin elemanlaridir. Dolayisiyla i(Ps) = 2 sonucuna
ulasiulir.

Cy, Cs ve Cq cizgeleri icin Sekil 2.5 incelenebilir. Burada ifade edilen kirmizi koseler
aym zamanda bagumsiz baskin koge kiimesinin de elemanlaridir. Dolayisiyla bu
cizgeler icin de bagimsiz baskinlik sayist 2 olarak elde edilir.

Ornek 30. Bagimsiz baskinlik tanimu bir de T'3 ve Ty cizgesi icin incelensin. Sekil 2.6
da 13 cizgesinde yer alan kirmuzi koseler baskin kiimeyi ifade ederken bagimsiz
baskin kiime degildir. Fakat Sekil 2.7 de yer alan 13 kiipiindeki kirmizi koseler aynt
zamanda bagimsiz baskin kiimenin elemanlaridur. Yani, i(I'3) = 2 oldugu anlagilir.

Iy kiipii icin Sekil 2.8 de yer alan 1'y kiipiinde kirmizi koseler birbirine komsudur.
Dolayistyla bu koselerin olusturdugu kiime baskin kiimeyken bagimsiz baskin kiime
degildir. Fakat Sekil 2.9 da yer alan 'y kiipiindeki kirmizi kdseler ayni zamanda
bagimsiz baskin kose kiimesinde yer almaktadir. O halde goriildiigii iizere i(T'y) =3
bulunur.

Ilic ve Milosevic (2017) ¢alismasinda n < 10 i¢in Fibonacci kiiplerinin bagimsiz
baskinlik sayilar1 da hesaplanmistir. Elde edilen degerler Cizelge 2.6 da gosterilmistir.

Cizelge 2.6: n < 10 olmak iizere I';, i¢in bagimsiz baskinlik sayilari.

n | 1]2]3l4]5]6]7]8]9]10
VG) [213]5|8][13]21]34]55][89] 144
iC) | t]1]2]3]4]5]8|12]19] 26

Bu sonuglar elde edilirken kullanilan tam say1 lineer programlama asagidaki gibidir.
Degiskenler (2.3) teki gibi olmak sartiyla herhangi bir G ¢izgesinin bagimsiz baskinlik
sayis1 (2.15), (2.16) ve (2.17) kisitlar1 saglanmak iizere (2.14) te yer alan amag deger
fonksiyonunun minimum degeri hesaplanarak elde edilebilir.

V(G)l
i(G)=min Y x (2.14)
i=1
Kisitlar:
Her i€ V(G) igin Y xi>1, (2.15)
JENTIi]
Her i€V(G) i¢in (n—1)x+ ) x;<n—1 (2.16)
JEN(i)
Her i€V(G) igin x; €{0,1} (2.17)

Bir G ¢izgesi i¢in S C V(G) olmak kosuluyla S kiimesi igerisinde komsu olmayan
koselerin oldugu bir kiime olsun. Burada i € S ise tanim geregi her j € N[i] icin j
kosesi S kiimesinde yer almayacagindan (2.15) gerceklenir. Aym sekilde, eger i ¢ S
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icin en az bir j € NJi] kosesi S kiimesinin elemani ise (2.15) yine gergeklenecektir.
Dolayisiyla (2.15), (2.17) kisitiyla birlikte baskin S kiimesini ifade eder. Her i € S i¢in
J € N[i] kosesi tamim geregi S kiimesinde yer almadigi i¢in (2.16) kisitinda x; = 1
olacagindan n — 1 < n— 1 saglanir. Benzer sekilde, eger i ¢ S fakat en az bir j € Ni
icin j € § ise i kosesinin derecesi en fazla n oldugundan Z x;j en fazla n — 1
jEN(i
olacaktir. Dolayisiyla bu durumda da (2.16) kisit1 saglanir. V]e bl(l )ko§u1 bagimsizlig1
garanti edecektir. Yani (2.15), (2.17) ve (2.16) kasitlar1 S kiimesinin bagimsiz baskin
kiime oldugunu ifade etmektedir.
Fibonacci kiipti I',, i¢in bu formiilasyon f,., degiskene ve 3f, 1, sinira sahipken
(2.15) ve (2.16) dan elde edilen her kisit en fazla n degiskene sahiptir.
Azarija ve dig. (2018) calismasinda Ilic ve Milosevic (2017) nin {izerine calismig
oldugu bagimsiz baskinlik sayilart i¢in de 1 boyut daha genisletilmis yeni sonuclar
elde edilmistir. Yani Cizelge 2.6 da n = 10 boyutuna kadar olan sonuclar gelistirilip
Cizelge 2.7 de n = 11 boyutuna kadar ifade edilmistir. Elde edilen yeni sonu¢ koyu
renkle gosterilmektedir.

Cizelge 2.7: n < 11 i¢in I, kiipliniin bagimsiz baskinlik sayilari.

n |1]2]3[4[5/6|7]8|9]10]11
i(Cy) [ 1]1]2]3]4[5/8[12(19]26]40

2.1.3 Toplam baskinlik sayisi

Bir G cizgesinin toplam baskinlik sayisi (total domination number, %;(G)) ilk kez
Cockayne ve dig. (1980) de sunulur. Bu parametre sadece izole kosesi bulunmayan,
bagka bir deyisle bagli cizgeler i¢cin tamimlanir. Her toplam baskin kiime ayni
zamanda baskin kiime niteli§inde oldugu i¢in ¥(G) < %(G) elde edilir.

Bu alt boliimde I',, Fibonacci kiipleri i¢in toplam baskinlik sayisi ile ilgili bilinen
sonuglara deginecegiz.

Tanmm 2.1.12. G bir ¢izge olsun. Eger V(G) kiimesindeki her kiose D kiimesinde
bulunan bazi koselere komsu ise D kiimesine toplam baskin kiime denir. Toplam
baskinlik sayisi, %(G), G ¢izgesinin toplam baskin kiimesinin eleman sayisinin en
kiiciigiidiir.

Ornek 31. Sirasiyla Py, Ps, Cy, Cs ve Cq cizgelerini inceleyelim. Toplam baskin koge
kiimesinde yer alan her bir kosenin komsu oldugu en az bir kose de toplam baskin
kése kiimesinde yer alacagi icin Sekil 2.3 te yer alan Py = (a,b,c,d) ¢izgesi icin
kirmizi kogeler toplam baskin kose kiimesini ifade etmemektedir. Sekil 2.17 de
goriildiigii iizere Py = (a,b,c,d) ¢izgesi icin b ve c koseleri baskin koseler olarak
alindiginda bu kégseler ayni zamanda birbirlerine komsu olduklart icin {b,c} kiimesi
toplam baskin kose kiimesini ifade eder. Yani v, (Py) = 2 bulunur.

a b ¢ d

Sekil 2.17: P4 ¢izgesi i¢in toplam baskin kdse kiimesi
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Ps = (a,b,c,d,e) cizgesi icin Sekil 2.4 te gosterilen baskin kdse kiimeleri kiimenin
her bir elemani kiimedeki en az bir koseye komsu olmadigi icin aynt zamanda toplam
baskin kose kiimesi degildir. Sekil 2.18 de ise anlasilacag gibi Ps ¢izgesi icin {b,c,d}
kiimesi baskin kose kiimesi olarak alindiginda Ps ¢izgesindeki her kosenin en az bir
komgusu bu kiimede yer aldigindan {b,c,d} toplam baskin kése kiimesidir. Dolayistyla
Y (Ps) = 3 elde edilir.

a b c d e

Sekil 2.18: Ps i¢in toplam baskin kose kiimesi

Cy = (a,b,c,d), Cs = (a,b,c,d,e) ve Co¢ = (a,b,c,d,e,f) cizgeleri icin Sekil 2.5 te
gosterilen baskin kose kiimeleri toplam baskin kogse kiimesi ozelligi tasimamaktadtr.
Sekil 2.19 da sirastyla bu cizgelerin toplam baskin kose kiimelerine bir ornek
gosterilmektedir. Buradan, ¥ (Cy) =2, %(Cs) = 3 ve %,(Ce) = 4 oldugu gozlemlenir.

d e d

Sekil 2.19: Cy4, Cs ve Cq ¢izgeleri i¢in toplam baskin kose kiimeleri

Ornek 32. Simdi toplam baskin kose kiimesi tanimn bir de T's kiipii icin inceleyelim.
Kirmizi koseler baskin koseleri ifade etmek iizere I's icin Sekil 2.20 de sol taraftaki
kiipte baskin kose kiimesi gosterilmektedir. Burada 10010 ve 10101 koseleri icin
baskin kose kiimesinde bu koselere komsu koseler bulunmaz. Dolayisiyla bu kiime
aym zamanda toplam baskin kose kiimesi ozelligi tasimamaktadir. Sekil 2.20 de sag
tarafta ise s icin toplam baskin kose kiimesine bir oOrnek gosterilmektedir.
Dolayisiyla, ¥(I's) = 5 oldugu elde edilir.

Azarija ve dig. (2018) calismasinda Fibonacci kiipiinde n < 12 i¢in toplam baskinlik
sayisina karar verilip bu say1 icin iist ve alt sinir elde edilirken, bu baskinlik sayilarim
genisletmek veya elde etmek amaciyla tam sayi lineer programlama kullanilir. Bu
programlama ile n < 12 boyutu i¢in elde edilen kesin sonuclar Cizelge 2.8 deki
gibidir.

Cizelge 2.8: n < 12 olmak iizere I';, i¢in toplam baskinlik sayisi.

n 1{2(3(4]|5 6|7 |89 10|11 | 12
V[, |23 |5]8|13]21|34|55]|89| 144 | 233 | 377
¥(Tn) (2122357 [10[13/20| 30 | 44 | 65
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Cizelge 2.8 sonuglar1 asagidaki tam say1 lineer programlamanin sonucudur.

Her v € V(I',) i¢in (2.3) teki gibi degiskenler atandigim kabul edelim. ;(I',) degerine
karar verme problemi her v € V(I';) i¢in uv € E(T';) olmak iizere u kosesi baskin
kiimenin eleman ise 1 yoksa O degerini aldigini ifade eden (2.19) kisitimin saglanip
(2.18) de ifade edilen amag¢ deger fonksiyonunun en kiigiik degerinin elde edilmesi
olarak tanimlanir.

%(G)=min ) x, (2.18)
veV(Ty)
Kisit:
Y x>t (2.19)
uveE(Ty)

Burada (2.19) kisitim inceleyelim. Diyelim ki baskin kose kiimesi D kiimesi olsun.
Eger belirli bir v € V(I',,) kdsesi ayn1 zamanda v € D sartin1 sagliyorsa bu v kogesinin
de en az bir u komsu kosesi D kiimesindeyse (2.19) kisit1 D kiimesinin toplam baskin
kiime ifade ettigini belirtir. Dikkat edilirse, v kosesinin D kiimesinin elemani olmama
durumunda da baskin koge kiimesi tanim1 geregi en az bir u komsu kosesi D kiimesinin
elemani olacagindan (2.19) kisitinin yine saglandig1 goriilecektir.

Azarija ve dig. (2018) I'13 kiipti i¢in kesin bir sonuca ulasmamis olup bu kiipiin alt ve
tist sinirlarina dair bir tahmine ulagir. Bu tahmin su sekildedir:

97 < 3(T13) < 101 (Azarija ve dig., 2018). (2.20)

Toplam baskinlik sayis1 i¢in belirtilen optimizasyon problemi ile su sonuca varilmigtir.

Teorem 2.1.13. Egern > 11 ise

%(Cn) < 2fu-10+21fnsg (2.21)
esitsizligi saglanir (Azarija ve dig., 2018)

(2.7) esitsizligi saglandig, 6(T,) = L%zj ve % < 2y oldugu icin

+

s L)
S n+5
LTJ

% (L) (2.22)

Ingl

~
Il
—_
~.| —

esitsizligi de saglanmaktadir (Azarija ve dig., 2018).
(2.21) ve (2.22) de esitsizligin sag tarafinda yer alan degerler hesaplandiginda (2.21)
in n < 33 i¢in (2.22) den daha 1yi bir sinir oldugu tespit edilir.

Not 2.1.14. ¥ (T'13) < 101 bilgisi kullamlarak n > 12 icin (2.21)
%(Cy) <601f, | —371f, (2.23)
smirina daha da gelistirilebilir (Azarija ve dig., 2018).

Belirli koselerin dereceleri kullanilarak yapilan ¢aligmalarla 9 (I7,) icin alt simir da
gelistirilmistir.
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Teorem 2.1.15. Egern > 9 ise

fn+2 —11

dir (Azarija ve dig., 2018).

n = 12 boyutuna kadar olan ¥ (I,;) degerleri yukarida belirtilen tam sayi lineer
programlama yardimiyla elde edilmistir. Cizelge 2.9, (2.21) ve (2.24) ten elde edilen
sinirlarla olusturulmustur. » = 33 boyutuna kadar olan degerler icin (2.21) in daha iyi
sinir verdigi gozlemlenmistir (Azarija ve dig., 2018).

Cizelge 2.9: n = 33 boyutuna kadar I'}, icin toplam baskinlik degerleri ve elde edilmis
sinirlari.

n | %) n |y n %(Tn)

1| 2 12 65 23 | 3749-13276
2| 2 13| 97-101 24 | 5779-21481
30 2 14| 87-174 25|  8926-34757
4| 3 15| 131-283 26 | 13816-56238
5| s 16 | 196-457 27 | 21424-90995
6| 7 17 | 296-740 28 | 33280-147233
71 10 18 | 449-1197 29 | 51778-238228
8 | 13 19 | 682-1937 30 | 80676-385461
9 | 20 20 | 1040-3134 31 | 125876-623689
10| 30 21 | 1590-5071 32 | 196649-1009150
11| 44 22 | 2438-8205 33 | 307580-1632839

Sayg1 (2017) calismasinda I, ¢izgesinin temel ayrigsmasindan yararlanilarak n > 14
icin Fibonacci kiipiiniin toplam baskinlik sayisina dair {ist sinir bulunur. Yapilan bu
calisma Azarija ve dig. (2018) tist sinirlarini gelistirmigtir.

Fibonacci kiipliniin temel ayrismasindan faydalanilarak elde edilen sonu¢ su
sekildedir:

Lemma 2.1.16. Egern > 14 ise
%(Tn) < 27(Ta2) + % (Fa-3) (2.25)

esitsizligi saglamr (Saygi, 2017).

Eger %(I',) i¢in daha iyi simurlar elde edilmek istenirse (2.25) kullanilarak bazi
durumlar i¢in sinirlarin daha da gelistirilebilecegi not edilir. Teorem 2.1.2, (2.25) ve
I, kiipiiniin temel ayrigsmas1 kullanilarak takip eden sonuca ulasilir. I',,_3 kiipiiniin ve
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I',—4 kiipliniin baskinlik degerlerinden yararlanarak (2.26) I',, Fibonacci ¢izgesinin
toplam baskinlik sayisina dair iist sinir sunar.

Teorem 2.1.17. Eger n > 15 ise

%(Fn> < 3'}/(Fn—3> +2’}/(Fn—4) < 116f, —187f—1 =21 f-8 — <2fn—10 +fn—12)
(2.26)
dir (Saygi, 2017).

Ozel olarak, % (I"14) < 166 dir (Sayg1, 2019).

Not 2.1.18. Azarija ve dig. (2018) (2.21) de elde edilen simirin n < 33 icin (2.22)
deki stmirdan daha iyi oldugunu not etmektedir. Saygi (2017) ise Fibonacci sayilarimin
ozellikleri kullamilarak (2.26) da verilen iist sinirin (2.22) deki, (2.21) deki (2.23) teki
stmirlardan daha iyi oldugunu belirtmektedir.

Saygi (2017) deki sonuclar Cizelge 2.10, 2.11 ve 2.12 de toplanmistir ve bilinen

n > 13 i¢in %;(T,) icin iist sinir bilgileri sunulmustur. (2.21) ve (2.23) teki iist sinirlar
sirastyla ikinci ve ligiincii satirda gosterilmektedir. (2.25) ve (2.26) da elde edilmis
degerler ise son satirda belirtilmigtir.

Sayg1 (2019) da Fibonacci kiiplerinin biitiin koselerinin derece bilgileriyle ilgili daha
fazla detay veren yukari - asag1 derece polinomlari1 kullanilarak Fibonacci kiiplerinin
toplam baskinlik sayisi i¢in de alt sinir veren bir optimizasyon problemi tanimlanir.
(2.10) da elde edilen sinir ve (2.26) kullanilarak (2.21) ve (2.26) y1 gelistiren bir sonuca
ulagilir.

Teorem 2.1.19. Egern > 16 ise

Y(Tn) <21fn—8— (2fu—10+8fn—12) dir (Sayg:, 2019).

Siradaki sekil, Ornek 32 de bahsi gecen I's cizgelerini gostermektedir.

10100 10101 10100 10101
001 001 001 001
010 000 001 010 000 001
000 00 00 000 00 00
01010 01000 01001 01010 01000 01001

Sekil 2.20: I's kiipii i¢in sirasiyla baskin kdse ve toplam baskin kose kiimesi
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Siradaki cizelgeler, Cizelge 2.9 ve Saygi (2017) deki sonuclarla olusturulan Cizelge
2.10,2.11 ve 2.12 dir.

Cizelge 2.10: 13 < n < 20 olmak iizere I';, i¢in gelistirilmis iist sinirlar.

n 13 | 14 | 15 | 16 | 17 18 19 20
Teorem 2.21 | %(I,) < | 101 | 174 | 283 | 457 | 740 | 1197 | 1937 | 3134
Not 2.23 %(Tn) < | 101 | 166 | 267 | 433 | 700 | 1133 | 1833 | 2966
Sayg1 (2017) | %(I,) < | 101 | 166 | 261 | 422 | 683 | 1105 | 1788 | 2893

Cizelge 2.11: 21 < n < 27 olmak iizere I';, i¢in gelistirilmis iist sinirlar.

n 21 22 23 24 25 26 27
Teorem 2.21 | %(I';) < | 5071 | 8205 | 13276 | 21481 | 34757 | 56238 | 90995
Not 2.23 1 (Tn) < | 4799 | 7765 | 12564 | 20329 | 32893 | 53222 | 86115
Sayg1 (2017) | %(T,) < | 4681 | 7574 | 12255 | 19829 | 32084 | 51913 | 83997
Cizelge 2.12: 28 < n < 33 olmak iizere I';, i¢in gelistirilmis iist sinirlar.
n 28 29 30 31 32 33
Teorem 2.21 | % (I,) < | 147233 | 238228 | 385461 | 623689 | 1009150 | 1632839
Not 2.23 1 (Tn) < | 139337 | 225452 | 364789 | 590241 | 955030 | 1545271
Saygi (2017) | %(T,) < | 135910 | 219907 | 355817 | 575724 | 931541 | 1507265

Elde edilen bu simirlarin daha Once elde
gozlemlenebilir.

edilen smirlardan daha iyi oldugu

2.1.4 Bagh baskinlik sayisi

Bagli baskinlik sayisi (connected domination number) ilk kez Sampathkumar ve
Walikar (1979) calismasinda sunulur. Herhangi bir G cizgesi icin baglh baskinlik
sayisinin sinirlart ve bazi 0zel cizgelerdeki sayisal degerleri i¢in ¢esitli ¢calismalar
yapilmustir. Azarija ve dig. (2018) bu baskinlik tipi degismezinin I’,, Fibonacci
kiipleri icin birkac boyutta elde edilen sayilarin1 vermistir. Oncelikle bagli baskinlik
sayisinin tanimina bir goz atalim.

Tanmm 2.1.20. Bir G cizgesinde S C V(G) olsun. V(G) \ S kiimesindeki her kose S
kiimesindeki bir koseye komsu olmak sartiyla S kiimesi tarafindan olusturulan cizge
G[S] olarak gosterilir.

Tanim 2.1.20 de verilen bagh G[S] ¢izgesi G ¢izgesinin alt ¢izgesi olma 6zelligini tagir.
Bu tanim kullanilarak bagl baskin kiime asagidaki sekilde tanimlanir.

46



Tanim 2.1.21. Bir G ¢izgesinde S C V(G) olmak iizere S kiimesi hem baskin kiime hem
de bagh olma ozelligini tasiyorsa bu kiimeye bagli baskin kiime denir. G ¢izgesinin
bagl baskinlik sayisi, v.(G), G ¢izgesinin bagl baskin kiimesinin eleman sayisinn en
kiiciigiidiir.

Bu tanimlar birka¢ 6rnekle inceleyelim.

Ornek 33. Sekil 2.21 deki Py = (a,b,c,d) ve Sekil 2.22 deki Ps = (a,b,c,d,e)
cizgelerini ele alalm. S C V(Py) ve Sy C V(Ps) olmak sartiyla eger S| = {b,c} ve
Sy = {b,c,d} olarak alimirsa Py ¢izgesinde a kisesinin S kiimesindeki b kosesine ve
d kosesinin ise bu kiimedeki c kosesine komsu oldugu goriiliir. S| tarafindan
olusturulan Py[S)] ¢izgesi Py ¢izgesinin alt ¢izgesi olup bagh olma sartini saglar.
Dolayisiyla buradan Sy kiimesinin Py cizgesinin bagli baskin kiimesi oldugu ve
Ye(Py) = 2 oldugu elde edilir. Benzer sekilde Ps cizgesi i¢cin a kosesi Sy kiimesindeki b
kosesine e kogesi ise bu kiimedeki d kosesine komsudur. S, kiimesi tarafindan
olusturulan Ps[S;] ¢izgesi Ps ¢izgesinin alt ¢izgesi olup bagl olma sartini saglar. Yani,
Sy kiimesi Ps cizgesinin bagl baskin kiimesidir ve buradan Y.(Ps) = 3 bilgisine
ulasilir. Swrastyla Sekil 2.21 ve Sekil 2.22 de Py icin Py[S] cizgesi ve Ps icin Ps[S;]
cizgesi mavi renkle gosterilmektedir.

a b c d

Sekil 2.21: Py ¢izgesinde P4[S1] bagh alt ¢izgesi

Sekil 2.22: Ps ¢izgesinde Ps[S;] bagh alt ¢izgesi

Simdi  Sekil 2.23 te siwrasiyla verilen C4 = (a,b,c,d), Cs = (a,b,c,d,e) ve
Ce = (a,b,c,d, e, f) cizgelerini inceleyelim.

d e d

Sekil 2.23: Cy4, Cs ve Cg ¢izgelerindeki bagl alt ¢izge ornekleri

Bagli baskin kiimelerinde yer almayan koselerinin her biri bagl baskin kiimelerinde
yer alan en az bir kogeye komsu olma sartin1 saglayacaktir. C4 ¢izgesinde her kosenin
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derecesi 2 oldugu icin birbirine komsu bu c¢izgede bulunan herhangi 2 kdsenin
olusturdugu kiime bagli baskin kiime olur. Benzer sekilde Cs igin her kosenin derecesi
2 oldugu icin birbirine komsu bu cizgede yer alan herhangi 3 kosenin; Cg icin ise her
kosenin derecesi 2 oldugu icin birbirine komsu bu cizgede yer alan herhangi 4
kosenin olusturdugu kiime baglh baskin kiime ozelligi tasir. C4, Cs ve Cg ¢izgelerindeki
bu durum mavi renkle Sekil 2.23 te gosterilir.

Ornek 34. Bagl baskin kiime tanimim bir de T4 kiipii icin inceleyelim. S C V([y)
olmak sartiyla S = {0010,0000,0001} kiimesi olsun. V (I'y) \ S kiimesindeki her kose S
kiimesinde yer alan bir késeye komsudur. S kiimesi tarafindan olugturulan T'4S] ¢izgesi
s kiipiiniin alt ¢izgesi olup bagli ¢izge ozelligi tasir. Dolayisiyla, S kiimesi Iy kiipiiniin
bagl baskin kiimesi olup Y.(T's) = 3 bulunur. Ty kiipiindeki bagh T4[S| ¢cizgesi Sekil
2.24 te mavi renk ile gosterilmektedir.

0100 0101

0010 0000 0001

1010 1000 1001

Sekil 2.24: Ty kiipiinde I'4[S] bagh alt ¢izgesi

Eger S* = {0100,0000, 1000} kiimesi olarak tammlanirsa elde edilen yeni alt ¢izge
yine bagl olma ozelligi tasir ve bu sekilde tammlanan S* kiimesi bagli baskin kiime
olur. Sekil 2.25 te bu durum goriilebilir.

0100 0101
00|10 0000 0001
1010 1000 1001

Sekil 2.25: 'y kiipiinde I'4[S*] baglh alt ¢izgesi

Azarija ve dig. (2018) de tam sayi lineer programlama yardimiyla » = 9 boyutuna
kadar I'}, icin bagli baskinlik sayilar1 elde edilir. Bu sayilar Cizelge 2.13 te incelenebilir.
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Cizelge 2.13: n <9 i¢in I';, baglh baskinlik sayilari.

n |1]2]3[4]5]6|7 |89
Ye(Tp) | 1|1 2]3]5[7|10| 14|22

2.1.5 Esli baskinlik sayisi

Haynes ve Slater (1998) calismasinda ilk kez bir G cizgesinin egli baskinlik
sayisindan (paired domination number) bahsedilir. Genel olarak egli baskinlik sayisi
ve baskinlik say1s1 arasindaki iligki,yollar ve dongiiler tizerindeki sayisal degerleri esli
baskinlik sayis1 iizerine yapilmis ¢alismalardir. Azarija ve dig. (2018) Fibonacci
kiipleri i¢in optimizasyon probleminden yararlanarak birka¢ boyutta esli baskinlik
sayilarma ulasmistir. Oncelikle bu baskinlik sayisinin tanimini gérelim.

Tamm 2.1.22. G bir cizge olsun. Esli baskinlik sayist (paired domination number),
Yp(G), en kiiciik baskin kiime S C V(G) kiimesinin eleman sayisidir. S tarafindan
olusturulan cizge miikemmel eslesme icermelidir.

Ornek 35. Sirasiyla Py, Ps, Cs, Cs ve Cg cizgeleri icin esli baskin kiimeleri elde
edelim.

Py = (a,b,c,d) cizgesi icin S) = {b,c} kiimesi baskin kiimedir. Tamm 1.1.9 da
miikemmel eslesme tanimi verilmisti. Bu baglamda S| tarafindan olusturulan cizge
miikemmel eslesme icereceginden Sy kiimesi esli baskin kose kiimesidir. Dolayisiyla
Yp(Ps) = 2 elde edilir. Bu kiime Sekil 2.26 da kirmizi renkle Py ¢izgesinde gosterilir.

a b ¢ d
Sekil 2.26: P4 ¢izgesinde S| esli baskin kose kiimesi

Ps = (a,b,c,d,e) cizgesi icin S, = {a,b,c,d} kiimesi baskin kiimedir. Bu kiime
tarafindan olusturulan cizge 2 adet miikemmel eslesme icerir. Yani, Sy kiimesi esli
baskin kise kiimesidir ve Y,(Ps) = 4 bulunur. Sekil 2.27 de S, kiimesi kirmizi renkle
Ps cizgesi iizerinden gosterilmektedir. Dikkat edilirse S kiimesinden daha az elemanli
Ps cizgesinin elemanlarini iceren herhangi bir kiime ya baskinlik ozelligi tasimadigi
icin ya da miikemmel eslesme icermedigi icin esli baskin kose kiimesi olma ozelligini
tasimaz.

Sekil 2.27: Ps ¢izgesinde S esli baskin kose kiimesi

Sekil 2.28 de C4 = (a,b,c,d), Cs = (a,b,c,d,e) ve C¢ = (a,b,c,d,e) cizgeleri igin ise
strastyla

'}/p(c4) =2,

Yp(Cs) =4 ve

Yy (Ce) = 4 olarak elde edilir.
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Sekil 2.28: Cy4, C5 ve Cg ¢izgeleri icin esli baskin kose kiimeleri

Ornek 36. T3 kiipii icin Sy = {000,100} kiimesi hem baskin kiime hem de Sy kiimesi
tarafindan olusturulan cizge miikemmel eslesme icerdiginden '3 kiipii icin Sy kiimesi
esli baskin koge kiimesidir. Dolaysiyla ,(I'3) = 2 bulunur. Sekil 2.29 da Sy kiimesi
kirmizi renkle ifade edilmigstir. Ty kiipii igin ise Sp = {0010,0000,0001,0101} kiimesi
g0z oniine alimirsa bu kiimenin Uy kiipii icin hem baskin kiime hem de S, tarafindan
olusturulan cizgede 2 adet miikemmel eslesme oldugu goriiliir. Bu nedenle S, kiimesi
esli baskin kose kiimesidir ve 7y,(I's) = 4 elde edilir. Sekil 2.30 da S, kiimesi kirmiz
renkle gosterilmektedir.

100 101

010 000 001

Sekil 2.29: I'; kiipii i¢in 57 esli baskin kose kiimesi

0100 0101

00|10 0000 0001

1010 1000 1001

Sekil 2.30: I'4 kiiptinde S; esli baskin kose kiimesi

Azarija ve dig. (2018) calismasinda bir G c¢izgesinde esli baskinlik problemini
modellemek icin G ¢izgesinin esli baskin kdse kiimesi tarafindan olugturulan
cizgesinde e € E(G) kenarinin mevcut olup olmadigini gosteren bir ikili degisken x,
tanimlanir.

50



%»(G) = min <2 ) xe> (2.27)

e€E(G)
Kisitlar:
Her veV(G) igin Y xw <1, (2.28)
UeEN(v)
Her veV(G) igin Y ) xu>1 (2.29)
ueN(v) weN (u)

Eger x, degiskeninin atandig1 kenarin koseleri esli baskin kdse kiimesinin elemanlari
ise bu degisken 1 degerini alir degilse O degerini almaktadir. (2.27) formiilii bu
degiskenlerin toplaminin hesaplandigini ve esli baskin kose kiimesinde baskin koseler
bulundugu icin bu toplamin 2 katinin en kiiciik degerinin egli baskinlik sayisina esit
oldugunu gosterir. (2.28) kisit1 her v € V(G) kosesi i¢in komsulugunda yer alan her u
kosesi ile esli baskin kose kiimesinde yer alip almama durumuna gore aralarindaki
kenar degiskenine atanan degerleri belirtir. G ¢izgesindeki her v kosesi yalnizca bir
tane mitkemmel eslesme olusturabilecegi icin (2.28) kisitinda ifade edilen toplam 1
degerine esit ya da kiigiik olur. (2.29) kisit1 ise her v € V(G) kosesinin ya kendisinin
komgulugunda yer alan bir koseyle esli baskin kose kiimesinde oldugunu ya da
komgulugunda yer alan bir u kosesinin, u# kosesinin komsulugunda yer alan bir w
kosesiyle esli baskin kose kiimesinde yer alip v kosesine baskinlik gosterdigini ifade
eder.

Bu modelleme yardimiyla n < 10 boyutuna kadar I',, Fibonacci kiipleri icin esli
baskinlik sayilarina ulasilmistir. Cizelge 2.14 te bu sayilar gosterilmektedir.

Cizelge 2.14: n < 10 boyutu i¢in I, kiipiiniin egli baskinlik sayilarr.

n | 1(213]4]5/6]7]|8]9]10
Yo(Tn) |2(2(2|4(6]8|10|14 |20 30

2.1.6 Isaretli baskinhk sayisi

Dunbar ve dig. (1995) calismasi ilk kez bir G ¢izgesinin igaretli baskinlik sayisini
(signed domination number) inceler. Herhangi bir G ¢izgesinin igaretli baskinlik
sayisina dair sinirlarina ve 6zel ¢izgeler i¢in bu baskinlik sayisinin sayisal degerlerine
ulagmak i¢in ¢esitli calismalar yapilmigtir. Azarija ve dig. (2018) de bunlardan biridir.
Bu calismada optimizasyon problemi yardimiyla Fibonacci kiipleri icin birkac
boyutta degerlerine ulagilmistir. Oncelikle isaretli baskinlik sayismin tanimini
anlamaya calisalim.

Tamm 2.1.23. G bir ¢izge ve f:V(G) — {—1,1} tamuml bir fonksiyon olsun. Her

v € V(G) igin Nv] = {v}U{u: uv € E(G)} ifadesi v kosesinin kapali komsulugu

olarak tamimlanmak iizere Z f(u) > 1 gercekleniyorsa f fonksiyonuna igaretli
ueN|

baskin fonksiyon denir. Isaretli baskinlik sayisi, ¥(G), G ¢izgesinin tiim isaretli
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baskin f fonksiyonlarinin toplaminin, Z f(v), alabilecedi en kiiciik degerdir.
veV(G)

Ornek 37. Sekil 2.31, Sekil 2.32 ve Sekil 2.33 te siwrasiyla Py, Ps ve C4, Cs5, Cg
cizgelerinin isaretli baskin f fonksiyonu altindaki goriintiileri gosterilmektedir.
Dikkat edilirse sirasityla bu ¢izgelerde yer alan her bir kosenin kapali
komsulugundaki biitiin koselerinin f fonksiyonu altindaki goriintii degerleri
toplandiginda bu toplanun 1 ya da 1 den daha biiyiik oldugu goriilecektir. ¥;(Py) = 4,
Ys(Ps) =3 ve 1:(Cs) =2, ¥(Cs) = 3, 15(Cs) = 2 oldugu gozlemlenir.

1 1 1 1

Sekil 2.31: P4 ¢izgesi icin bir isaretli baskin f fonksiyonu

1 1 —1 1 1

Sekil 2.32: Ps ¢izgesi icin bir isaretli baskin f fonksiyonu

Sekil 2.33: Cy4, C5 ve Cg cizgeleri icin isaretli baskin f fonksiyonlari

Ornek 38. Simdi I's kiipii icin isaretli baskinlik sayisint bulalim. Sekil 2.34 te isaretli
baskin f fonksiyonu altinda Us kiipiiniin koseleri gosterilmektedir. Burada her bir
kosenin kapali komsulugundaki degerler toplamina bakildiginda bu toplamin 1 ya da
1 den daha biiyiik oldugu goriilecektir. Dolayisiyla, ¥(I's) = 5 oldugu bilgisi elde
edilir.

Azarija ve dig. (2018) ¢alismasinda isaretli baskin say1y1 modellemek i¢in

her v € V(G) kosesiyle iligkili olarak v kosesine sirasiyla 1 veya —1 degeri atanip
atanmadigim gosteren bir x, ikili degiskeni sunulur. v kosesinin isaretli baskin f
fonksiyonu degeri —1 ise x, =0, 1 ise x, = 1 olmak iizere,

min ) (2x,—1) (2.30)
veV(G)
Kisit:
veV(G) olmakiizere Y (2x,—1)>1 (2.31)
ueN|v]
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Burada (2.30) bir G c¢izgesindeki her v kosesinin isaretli baskin f fonksiyonu
degerleri neticesinde elde edilen toplamin alabilecegi en kiigiik degeri yani isaretli
baskinlik sayisini ifade eder. (2.31) kisit1 ise tanimda yer alan her v kosesi i¢in kapali
komsulugunda yer alan koselerin isaretli baskin f fonksiyonu degerlerinin toplaminin
1 degerine esit ya da bu degerden biiyiik olmasi1 gerektigini gosterir.

Azarija ve dig. (2018) bu modelleme yardimiyla n < 10 boyutu i¢in I', kiipiiniin isaretli
baskinlik sayilarini elde eder. Cizelge 2.15 te bu degerler verilmistir.

Cizelge 2.15: n < 10 i¢in I';, kiipiiniin isaretli baskinlik sayilari.

n o |1/2[3[4|5/6|7]8]9]10
(L) |23 13]2(5[9]10(17]25]40

Ornek 38 deki I's kiipii asagidaki gibidir.

1 1 -1

Sekil 2.34: T's kiipii i¢in bir isaretli baskin f fonksiyonu

53






3. ROMAN BASKINLIK TiPi DEGISMEZLERI

Milattan sonra dordiincii  yiizyilda Imparator Biiyiik Konstantin Roma
Imparatorlugu’nu korumak icin bir strateji izlemistir. Eger Roma Imparatorlugu’nda
bulunan bir yer orduya sahip degilse orasi emniyetsiz bolge, bir orduya sahipse
emniyetli bolge olarak diistiniilmiistiir. Emniyetsiz bolge komsu yerden bir ordu
gonderilerek giivenli hale getirilebilir. Ancak Imparator Biiyiik Konstantin eger bir
yerden bir yere ordu gondermek ordu gonderen bolgeyi emniyetsiz bolge durumuna
diisiiriiyorsa bunun yapilamayacagin1 buyurmustur. Dolayisiyla, bir yerden komsusu
olan yere ordu gonderilmeden 6nce o yere iki ordu konumlandirilmasi gerektigini
diisiinmiistiir. Bu sekilde, Imparator Biiyilk Konstantin Roma Imparatorlugu’nu
koruyabilecektir. Imparator bir yerde bir orduyu siirdiirmek, ona bakmak maliyetli
oldugu i¢in Roma’y1 korurken miimkiin oldugunca az sayida ordu konumlandirmak
istemigtir. Bu durum Roman baskinlik fonksiyonu taniminin altinda yatan temel
motivasyon olmustur.

Bir G cizgesindeki her kose Roma Imparatorlugu’ndaki bir yeri gostersin. Bir v
kosesi emniyetsiz bolge ise Roman baskinlik fonksiyonu, f, de8eri O dir. Yani
f(v) = 0 olacaktir. Eger G cizgesindeki bir v kdsesi emniyetli bolge ise f(v) € {1,2}
dir. Bir v kogesinden emniyetsiz komsu bolgeye ordu gonderilmeden 6nce f(v) = 2
olmalidir. Maliyeti azaltmak ama aym zamanda Roma Imparatorlugu’nu korumaya

devam etmek ise f fonksiyonunun agirhgi olan w(f) ile ifade edilir. w(f) = Z fv)

veV
dir ve dolayisiyla ama¢ bu toplamin en az degerine ulagsmaktir (Henning ve

Hedetniemi, 2003).

Roman baskinlik problemi yalmizca bir savas stratejisi olarak diisiiniilmemelidir.
Yardim kaynag1 paylasimi problemine de uygulanabilirdir.

Ornegin bu problem bir bolgenin itfaiye araci veya ambulans ihtiyacinin karsilanmasi
olarak da diisiiniilebilir. Bir ilceye bagl biitiin mahalleleri goz oniine alalim. Diyelim
ki bazi mahallelerde itfaiye ya da saglik merkezi olmasin. Eger bu mahallelerin
komsularindan en az birinde 2 itfaiye aracina sahip itfaiye merkezi ya da 2 ambulans
araci bulunan saglik merkezi varsa herhangi bir acil durumda bu birimler birer itfaiye
aracint ya da ambulans aracini imkan1 olmayan bu mahallelere yonlendirebilirler.
Boylelikle bu imkanlara sahip mahalleler herhangi bir kayba ugramadan imkanlari
olmayan diger mahallelere yardim ederler.

Hatta ayn1 anda iki farkli mahallenin itfaiye ya da ambulans ihtiyac1 varsa bu iki
mahallenin ortak komsulugunda en az 2 itfaiye araci ya da en az 2 ambulans araci
bulunan itfaiye ya da saglik merkezi konumlanmigsa her iki mahalleye de ayni
zamanda hizmet verilebilir. Tabii ki bu sekilde yardim edilmesi farkli bir Roman tipi
baskinlik problemi olarak yorumlanir.

Bu boliime kadar literatiirde I, Fibonacci kiipleri i¢in calisilmis baskinlik tipi
degismezlerini ve elde edilen sayisal sonuglara degindik. Bu boliimde ise literatiirde
daha once I, Fibonacci kiipli icin hi¢ calisitimamis Roman, zayif Roman (weak
Roman) ve cift Roman (double Roman) baskinlik tipi degismezlerini inceleyecegiz.
Bu ii¢ tip baskinlik tipi degismezleri i¢in Oncelikle herhangi bir G cizgesi icin elde
edilmis genel sonuclardan bahsedecegiz.
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3.1 Roman Baskinlik Tipi Degismezi

Tanmm 3.1.1. G bir ¢izge ve f:V — {0,1,2} fonksiyonu G iizerinde bir fonksiyon
olsun. f(u) = 0 olan her u kosesi en az bir tane f(v) = 2 olan bir v kisesine komsuysa
f fonksiyonu Roman baskinlik fonksiyonu olarak tanimlanir.

Tanmmm 3.1.2. Roman baskinlik fonksiyonunun agirhgr w(f) = Zf(v) dir G
veV
cizgesinin Roman baskinlik sayist Roman baskinlik fonksiyonunun agirliginin en

kiiciik degeridir ve Yr(G) ile gosterilir.

Roman baskinlik tanimin1 birka¢ 6rnekle inceleyelim.

Ornek 39. Sirasiyla Py, Ps ve Cy, Cs ve Cy cizgelerine bakalum. Oncelikle Py ¢izgesi
icin eger u¢ noktalarda yer almayan koselerden birinin Roman baskinlik fonksiyonu
degeri 2 olursa komsulugunda yer alan her iki kosenin Roman baskinlik fonksiyonu
degeri 0 ve sona kalan u¢ kose noktasinin degeri 1 ise Py ¢izgesi icin Roman baskinlik
fonksiyonunun agirligimin en kiiciik degeri elde edilmis olur. Dolayisiyla, Yr(Py) = 3
elde edilir. Bu durum Sekil 3.1 de goriilebilir.

0 2 0 1

Sekil 3.1: P, cizgesi icin bir Roman baskinlik fonksiyonu

Ps cizgesi icin koselerin goriintiisii iki farkli sekilde olabilir. U¢ noktalarda yer
almayan ve birbirine komsu olamayan iki kogenin Roman baskinlik fonksiyonu degeri
2 olursa ug¢ kogelerin ve 2 degerini alan kogselerin ortak komsu kosesinin Roman
baskinlik fonksiyonu degeri 0 olursa bu fonksiyonun agirliginin en kiiciik degeri elde
edilir. Eger uc noktalarda olmayan ama u¢ noktalardan birine komsu olan bir kosenin
Roman baskinlik fonksiyonu degeri 2 ise bu kosenin komsu oldugu uc¢ kosenin ve
diger kosenin Roman baskinlik fonksiyonu degeri 0 ve kalan iki kosenin degeri 1
olursa yine Roman baskinlik fonksiyonunun agirligimin Ps cizgesi icin en az degeri
hesaplanir. Dolayisiyla, Ygr(Ps) = 4 olarak bulunur. Bu iki durum swrastyla Sekil 3.2
de gozlemlenebilir.

Sekil 3.2: Ps ¢izgesi icin Roman baskinlik fonksiyonu

Cy, Cs ve Cg ¢izgeleri icin sirasiyla Yr(Cs) = 3, Yr(Cs) = 4 ve Yr(Cs) = 4 elde edilir.
Cy, Cs ve Cq cizgelerinin Roman baskinlik fonksiyonu degerleri Sekil 3.3 te goriildiigii
gibidir.
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Sekil 3.3: Cy4, Cs ve Cg cizgeleri i¢cin Roman baskinlik fonksiyonlari

2
Cockayne ve dig. (2004) makalesinde yz(P,) = Y=(C,) = [?n-‘ oldugu gozlemlenir.

Bu Ornekten anlasildigi iizere elde edilen degerlerle Cockayne ve dig. (2004)
calismasinin sonucunun dogru oldugu bilgisine ulagilir.

Cizge teorisinde Roman baskinlik problemi oldukga ilgi gormiistiir. Cockayne ve dig.
(2004) calismasinda elde edilen baz1 sonuglar su sekildedir.

Onerme 3.1.3. Herhangi bir G cizgesi icin,

Y(G) < ®(G) <2¥(G) 3.1
esitsizligi saglamir (Cockayne ve dig., 2004).

Onerme 3.1.4. Kise sayisi n ve en biiyiik derecesi A olan herhangi G ¢izgesi icin,

2n
Al < 1&(G) (3.2)

esitsizligi saglanmir (Cockayne ve dig., 2004).

Roman baskinlik tanimini1 #n < 6 boyutuna kadar I';, Fibonacci kiipleri i¢in inceleyelim
ve (3.1) ve (3.2) sonuglarini ele alalim.

Ornek 40. Sekil 3.4 te sirasiyla T'1,T ve T's kiiplerinin Roman baskinlik fonksiyonu
degerleri verilmektedir. Goriildiigii iizere Yr(I'1) = 2,7%%(T2) = 2 ve w&([3) =3
bulunur. Sekil 3.5 te I'y ve 1's kiiplerinin goriintiileri gosterilmektedir. Burada
YR(L4) =5 ve y&(I's) =7 olarak bulundugu anlagilirken Sekil 3.6 da ise T icin
Yr(T¢) = 10 oldugu gozlemlenir.

Sekil 3.4: I'1, I ve I'; kiipleri icin Roman baskinlik fonksiyonlari
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0 1 0 0
0 0 0
0 ? 2 )
1 0 1 0 0 1

Sekil 3.6: I'g kiipii i¢cin bir Roman baskinlik fonksiyonu

Ornek 41. (3.1) in dogrulugunu n < 6 boyutuna kadar elde ettigimiz sonuglarin
birka¢ tanesinde test edelim. n = 3 i¢cin y(I'3) = 2 ve Y(I'1) = 3 tiir Buradan
2 <3 < 4 esitsizliginin saglandig goriiliir.

n=4icin y(T's) =3 ve yr(T's) =5 tir. Boylelikle 3 <5 < 6 esitsizligi elde edilir.
n=>5icin y(I's) =4 iken yg(I's) = 7 dir. Dolayisiyla 4 <7 < 8 egitsizligi bulunur.
Her ii¢c boyutta da Fibonacci kiipleri icin elde edilen Roman baskinlik sayilarimin
baskinlik sayilarinin kendisi ve iki kati arasinda kaldigr gozlemlenir. Boylece (3.1) in
n=3,4ve S icin dogru oldugu bilgisine ulagilir.

Ornek 42. (3.2) de verilen alt st birkac boyutta T, Fibonacci kiipleri icin elde
ettigimiz Roman baskinlik sayilariyla inceleyelim.
n =4 icin Iy kiipiiniin kose sayisi1 8 dir. En biiyiik derece ise A = 4 olacaktir. O halde,

2x8 16
=—<
4+1 5~
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oldugu goriiliir. Benzer sekilde, n =5 icin |V (I's)| = 13 ve A =5 tir ve

2x13 26
- <7
5+1 6 —

oldugu gozlemlenir. Boylelikle elde ettigimiz sayilar icin n = 4 ve n = 5 boyutunda
(3.2) saglanr.

Onerme 3.1.5. G cizgesi kise sayisi n olan bagh bir cizge olmak iizere
1r(G) = Y(G) + 1 esitliginin saglanmast icin gerek ve yeter kosul G cizgesinde derecesi
n— Y(G) olan bir v kisesi olmasidir (Cockayne ve dig., 2004).

Ornek 43. T'3 Fibonacci kiipii icin y(I'3) = 2 iken yg(T's) = 3 tiir.

Yani, Yr(G) =3 = y(G) + 1 = 2+ 1 elde edilmektedir. T'3 kiipii kose sayist 5 olan bir
Fibonacci kiipiidiir ve derecesi |V(I'3)| — y(G) = 5—2 = 3 olan 000 késesini
bulundurur.

Onerme 3.1.6. G cizgesi kise sayisi n olan bagh bir cizge olmak iizere
Yr(G) = v(G) + 2 dir ancak ve ancak

(a) G ¢izgesinin n— y(G) dereceli kosesi yoktur.

(b) Ya G cizgesinin derecesi n — y(G) — 1 olan bir kosesi vardir ya da G ¢izgesinin
IN[VJUNW]| =n+Y(G)+ 2 sartini saglayan v ve w olmak iizere iki kosesi vardir
(Cockayne ve dig., 2004).

Ornek 44. Ty Fibonacci kiipiinii diigiinelim. |V (T'4)| =8, y(T'y) = 3 ve y(T4) = 5 tir:
Dolayisiyla, Yr(G) = Y(G) +2 =3+2 =5 elde edilir. Onerme 3.1.6 mn (a) sarti T4
cizgesinde derecesi 8 —3 =5 olan bir kose olmadigi icin (D) sartiise 8 —3 —1=4
dereceli 0000 kosesi oldugu icin saglanir.

Tanum 3.1.7. (3.1) den biliniyor ki her G ¢izgesi icin Vr(G) < 2Y(G) saglanmaktadur.
Eger Yr(G) = 2v(G) ise G ¢izgesine Roman ¢izge adi verilir.

Ornek 45. n = 6 icin T'¢ Fibonacci kiipiiniin Roman baskinlik sayisi 10, baskinlik
sayist ise 5 tir. Dolayistyla, Uq bir Roman ¢izgedir.

Not 3.1.8. Sekil 3.6 da goriildiigii iizere Roman baskinlik f fonksiyonu altinda T'g
kiipiiniin hicbir kogesinin 1 degerini almadigi gozlemlenebilir.

Teorem 3.1.9. G ¢izgesi kise sayisi n ve baskinlik sayist y(G) > 2 olan bagl bir ¢izge
olsun. k sayist 2 < k < y(G) sartimi saglayan bir tam say ise Vr(G) = y(G) + k dir
ancak ve ancak

(a) 1 <s<k—1isaglayan herhangi s tam sayist icin G ¢izgesi
| Uver, NV])| = n — y(G) — s + 2t sartimi saglayan t (1 <t <) koselerinin U,
kiimesine sahip degildir.

(b) 1 <1 <k sartimi saglayan en az bir | tam sayisi vardir ve G ¢izgesi
|Uvew, Nv|| = n—¥(G) —k+ 21 sartimi saglayan | koselerinin W kiimesini i¢erir
(Xing ve dig., 2000).
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Tanim 1.2.25 de bir G ¢izgesinin ¢apinin tanimindan bahsedilmisti. Mobaraky ve
Sheikholeslami (2008) calismasinda bir G ¢izgesinin ¢api cinsinden Roman baskinlik
sayisinin alt ve iist sinirlart ¢alisilmasgtir.

Teorem 3.1.10. Bir G bagh cizgesi icin,

diam(G)+2
1%(G) > {%W . (3.3)
dir (Mobaraky ve Sheikholeslami, 2008).
Teorem 3.1.11. Herhangi bir n koseli G bagli cizgesi icin,
1 +diam(G
®R(G) <n— L%J : (3.4)
tiir (Mobaraky ve Sheikholeslami, 2008).
(3.4) teki sinir § > 3 olan bagh bir G ¢izgesi igin gelistirilmistir.
Teorem 3.1.12. 6 > 3 olmak iizere n koseli herhangi bir bagl G ¢izgesi icin,
1 +diam(G diam(G) +2
m(G) <n— | L) | (5 g | SO 12 6:5)

tiir (Mobaraky ve Sheikholeslami, 2008).

3.2 Zayif Roman Baskinlik Tipi Degismezi

Roman baskinlik  probleminin  Imparator Biiyiikk Konstantin’in  Roma
Imparatorlugu’nu koruma stratejisi motivasyonuna bagli oldugundan s6z etmistik. Bu
stratejide Imparator Biiyiik Konstantin’in Roma Imparatorlugu’nu tek bir saldiridan
korurken 6nemli maliyetlerinden tasarruf etme potansiyeli arastirllmigtir. Bu amac
zay1f Roman baskinlik tipi degismezi (weak Roman domination) tanimi altinda yatan
motivasyonu su sekilde olusturmustur.

Daha once tamitilan simge kullanilarak eger bolge ve ona komsu olan her bolge
emniyetsizse (yani buralarda ordu yoksa) o bolge savunmasiz olarak tanimlanir. Bir
savunmasiz bolge bir saldirtya karsit korunmasiz oldugu icin emniyetli bolgeden
emniyetsiz bolgeye ordu hareketinde savunmasiz bolge olusturulmayacak sekilde her
emniyetsiz bolgenin bir emniyetli bolgeye komsu olmasi gerekli goriiliir. Bu nedenle,
her emniyetli olmayan bolge emniyetsiz bir bolge olusturmadan savunulabilir.
Boylece Imparator Biiyiik Konstantin hala Roma Imparatorlugu’nu koruyabilecektir.
Ordularin bu sekilde yerlesmesi bir zayif Roman baskinlik fonksiyonuna karsilik gelir
ve bu tiir minimum ordu yerlesimi minimum zayif Roman baskinlik fonksiyonuna
karsilik gelecektir. Roma Imparatorlugu'nu tek bir saldiridan korurken ordulart
stirdiirmenin maliyetini 6nemli 6l¢iide kurtarma potansiyeli var oldugundan bu zayif
Roman kavrami Imparator Konstantin’in Roman baskinlik kavramindan daha gekici
goriiliir.
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Maliyeti daha yiiksek olan Roman baskinlik fonksiyonunda Vjy kiimesindeki her kose
V, kiimesindeki en az bir koge tarafindan domine edilirken zayif Roman baskinlik
fonksiyonunda Vj kiimesindeki her kose Vi UV, kiimelerindeki bir kose tarafindan
domine edilir (Henning ve Hedetniemi, 2003).

Roman baskinlik probleminde oldugu gibi zayif Roman baskinlik problemi de bir
ilgeye bagli mahallelerin ambulans ve itfaiye ihtiyacinin karsilanmasi olarak
diisiiniilebilir. Burada Roman baskinlik probleminden farkli olarak amac acil bir
durumda biinyesindeki 1 ya da 2 itfaiye ya da ambulans aracim itfaiye merkezi ya da
saglik merkezi olmayan bir komsu mahalleye gonderen mahallenin diger itfaiye
merkezi ya da saglik merkezi olmayan komsularinit magdur etmemektir.

Not 3.2.1. G bir ¢izge ve f:V — {0,1,2} kiimesine tanimli bir fonksiyon olsun. Vy, V)
ve Vo swrasiyla f fonksiyonu degerleri 0, 1, 2 olan koselerin kiimeleri olsun. O halde
= W,V1,Va) olarak yazilacaknir.

Tanim 3.2.2. G bir ¢izge ve u € Vy olmak iizere eger u kosesi V| ya da V; kiimesinde
bulunan bir koseye komsu degilse f fonksiyonuna gore savunmasizdir. Her u € V)
kosesi v € Vi UV, sartint saglayan bir v kosesi ile komsu ise oyle ki; savunmasiz kose
bulundurmamak sartiyla f': V — {0,1,2} fonksiyonu altinda u késesi f'(u) = 1,
v € ViUV, olan bir v késesi ise f'(v) = f(v) — 1 degerini alir. Ayricaw € V — {u,v}
icin f'(w) = f(w) olarak tanumlanwr. Béylece f fonksiyonuna zayif Roman fonksiyonu
denir.

Tammm 3.2.3. w(f), |Vi| + 2|Va| olmak iizere f fonksiyonunun agirligi olarak
tammlamir. Zayif Roman baskinlik sayust, ¥(G), G ¢izgesindeki zayif Roman baskinlik
fonksiyonunun en kiiciik agirligidr.

Ornek 46. Sirasiyla Py, Ps ve Cy, Cs, Cg cizgelerinin zayif Roman f fonksiyonu
degerlerini inceleyelim. Py cizgesi icin u¢ noktalarda yer alan koselerin derecesi 1 dir.
Bu koselerin savunmasiz olmamast icin ya kendilerinin ya da komsu olduklar
koselerin zayif Roman f fonksiyonu degerleri 1 ya da 2 olmalidir. Zayif Roman
baskinlik sayist zayif Roman f fonksiyonunun agirliginin alabilecegi en kiiciik deger
oldugundan 7.(Py) = 2 elde edilir. Sekil 3.7 de Py ¢izgesinin zayyf Roman f
Jonksiyonunun alabilecegi degerlerden biri gosterilmektedir.

Sekil 3.7: Py ¢izgesi i¢in bir zayif Roman baskinlik fonksiyonu

Ps cizgesi icin benzer sekilde uc¢ noktalarda yer alan koseler savunmasiz
birakilmamalidir. Zayif Roman baskinlik sayist zayif Roman f fonksiyonun agirliginin
alabilecegi en kiiciik degerdir. Sekil 3.8 de yer alan Ps ¢izgesinde f fonksiyonu degeri
0 olan kogselerin komsu oldugu kogselerin degerinin 1 oldugu goriiliinr Ancak mavi
etiketli 0 késesinin f' fonksiyonu degeri 1 oldugunda komsu késelerinden birinin f'
fonksiyonu degeri 0 olacaktir. Bu durum da u¢ noktada yer alan f fonksiyonu degeri
0 olan bir késeyi savunmasiz durumuna diisiiriir. Dolayisiyla vy, (Ps) # 2 dir.
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Sekil 3.8: Ps cizgesi i¢in zayif Roman baskinlik fonksiyonunun alamayacagi deger

Sekil 3.9 da Ps cizgesinin zayif Roman f fonksiyonunun alabilecegi degerlerden biri
gosterilmektedir. Buradan ¥, (Ps) = 3 oldugu elde edilir.

0 1 1 1 0

Sekil 3.9: Ps cizgesi i¢in bir Zay1f Roman baskinlik fonksiyonu

3
Henning ve Hedetniemi (2003) calismasinda n > 1 olmak iizere ¥,(P,) = [711—‘ oldugu

elde edilir. Py ve Ps cizgesinden de bu esitligin dogrulugu goriilebilir.
Sekil 3.10 da Cy4, Cs ve Cq cizgelerinin zayif Roman baskinlik f fonksiyonu degerleri
gosterilmektedir. ¥,(Cy) =2, ¥(Cs) = 3 ve v.(Cg) = 3 olarak elde edilir.

| | 0

Sekil 3.10: Cy4, Cs ve Cg ¢izgeleri i¢in zayif Roman baskinlik fonksiyonlar

Benzer sekilde, Henning ve Hedetniemi (2003) calismasinda n > 4 icin de C,
3

cizgelerinin zayif Roman baskinlik sayilariyla ilgili v,(C,) = [7’1—‘ esitligi de elde

edilir. Cy4, C5 ve Cg cizgeleri icin bulunan sayilarla bu esitligin dogrulugu test

edilebilir.

Literatiirde zayif Roman baskinlik problemi iizerine yapilan ¢alismalar incelendiginde

ilk olarak Henning ve Hedetniemi (2003) calismas1 gbze ¢arpmaktadir.

Gozlem 1. G cizgesindeki her Roman baskinlik fonksiyonu G ¢izgesinin zayif Roman
baskinlik fonksiyonudur (Henning ve Hedetniemi, 2003).

Teorem 3.2.4. Herhangi G ¢izgesi icin,

Y(G) < %(G) < ®(G) <2¥(G) (3.6)

esitsizligi saglanir (Henning ve Hedetniemi, 2003).
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Simdi de n < 6 boyutu i¢in Fibonacci kiiplerinin zayif Roman baskinlik sayilarini elde
edelim.

Ornek 47. Sekil 3.11 de sirasiyla T'1,T'> ve T3 kiiplerinin, Sekil 3.12 de Ty ve T's
kiiplerinin ve Sekil 3.13 te 1'¢ kiipiiniin zayif Roman baskinlik fonksiyonu degerleri
verilmektedir. Goriildiigii iizere 1(I'1) = 1L,y(In) =2, %([3) =2, %[T4) =4
Y(Ls) = 6 ve v.(I's) =7 olarak bulunur.

Sekil 3.13: T'g kiipii i¢in bir zay1f Roman baskinlik fonksiyonu
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3.3 Cift Roman Baskinlik Tipi Degismezi

Roman baskinlik degismezinde, saldirtya ugrayan herhangi bir kdseyi savunmak i¢in
bir ordu gerektigi hatirlansin. Beeler ve dig. (2016) calismasinda Onerilen strateji ise
herhangi bir saldirimin en az iki ordu tarafindan savunulabilmesini saglayarak
korumay: ikiye katlayan daha giiclii bir Roman baskinlik tipi versiyonudur. Bu
baskinlik tipinde Hem Roman baskinlik tipi degismezinde hem de zayif Roman
baskinlik tipi degismezinde en fazla iki Roma ordusunun herhangi bir bdlgede
konumlandirilmasindan farkli olarak belirli bir bolgeye ii¢ ordu konumlandirilir. Bu
konumlandirma yetenegi, beklenen ek maliyetten daha az maliyetle daha rahat ve
daha giiclii bir savunma seviyesi saglayacaktir.

Tanmm 3.3.1. f:V — {0,1,2,3} kiimesine tamumli bir fonksiyon olsun. Eger
asagidaki sartlar saglanirsa bu fonksiyona cift Roman baskinlik fonksiyonu (double
Roman dominating function) denir.

[ fonksiyonu tarafindan i degeri atanmis koselerin kiimesi V; olmak iizere

(a) eger f(v) =0 ise v kdsesinin ya V, kiimesinde en az iki komsusu ya da V3
kiimesinde en az bir komsusu olmasi zorunludur.

(b) eger f(v) =1 ise v kisesinin Vo U V3 kiimesinde en az bir komsusu olmasi
zorunludur.

Tanim 3.3.2. Cift Roman baskinlik sayisi, Yir(G), bir G ¢izgesi iizerinde tammli ¢ift
Roman baskinlik fonksiyonunun en kiiciik agirligidir: Yur(G) agirlikli G ¢izgesinin ¢ift
Roman baskinlik fonksiyonuna G c¢izgesinin Y;g - fonksiyonu denir.

Onerme 3.3.3. Yar(G) agrlikly ¢ift Roman baskinlik fonksiyonunda hicbir koseye 1
degeri atanmasina gerek yoktur (Beeler ve dig. 2016).

Onerme 3.3.4. G bir ¢cizge olsun. f = (Vy,V1,Vs) olarak tamimlanan G ¢izgesinin bir
Yar - fonksiyonu olmak iizere

Yar(G) < 2|Vi| 4 3|Va| dir (Beeler ve dig. 2016). (3.7)

Cift Roman baskinlik fonksiyonu taniminm birkag¢ drnekle daha iyi anlamaya ¢alisalim
ve n < 6 boyutlari i¢in I',, Fibonacci kiiplerinde inceleyelim.

Ornek 48. Sirasiyla Sekil 3.14, Sekil 3.15 ve Sekil 3.16 da Ps, Ps ve Cs, Cs, Ce
cizgelerinin Yyr - fonksiyonu degerleri gosterilmektedir. Anlasilacag: iizere
Yar(Ps) =5, Yar(Ps) = 6 ve Yar(Ca) =4, Yar(Cs) = 6, Yar(Cs) = 6 olarak elde edilir.

Sekil 3.14: P4 cizgesi icin bir y,g - fonksiyonu
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Sekil 3.16: Cy4, C5 ve Cg ¢izgeleri icin Y,z - fonksiyonlari

Ornek 49. Sekil 3.17 de sirasiyla Ty, T ve T3 kiiplerini, Sekil 3.18 de sirastyla T’y ve
I's kiiplerini, Sekil 3.19 da ise 1'¢ kiipii gosterilmektedir. Bu gsekillerde Fibonacci
kiiplerinin bir Yug - fonksiyonu degerleri verilmektedir. Buradan vy;r(I'y) = 3,

Yar(T2) = 3, Yar([3) =5, Yar(Ts) = 8, Yar(L's) = 11 ve yr(Ls) = 15 olarak
bulunmaktadur.

0 2
0 3 0 3 0 1 2 0
Sekil 3.17: T'1, I, ve I'; kiipleri i¢in y,g - fonksiyonlari
0 3
0 2 0 0
0 0 0
0 ? 3 b
2 0 2 0 0 2

Sekil 3.18: I'4 ve I's kiipleri icin Y - fonksiyonlari
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0 0
3
3 b
0
0 0 0
0 3 0

Sekil 3.19: I'g kiipii icin bir y,g - fonksiyonu

Ornek 50. Sekil 3.17, Sekil 3.18 ve Sekil 3.19 da sirasiyla I'1, 15, 13, I'g, I's ve T'g
Fibonacci kiiplerinin ¢ift Roman baskinlik fonksiyonu degerleri verilmektedir. Buradan
Onerme 3.3.3iin T, Iy, Ty, I's ve T kiiplerinde saglandigi goriilebilir. T's kiipiinde ise
000 etiketli kosenin cift Roman baskinlik fonksiyonu degeri eger 3 olursa 010 kosesine
1 degerinin atanmamasi gerektigi anlagsilabilir.

Sonu¢ 3.3.5. Eger G cizgesi asikar olmayan baglh bir cizge ve G cizgesinin V,
kiimesindeki kdselerinin sayisin en yiiksek biiyiikliige ¢ikaran f = (Vy,V1,Va) olmak
iizere f fonksiyonu bir Roman baskinlik fonksiyonu ise, Yir(G) < 2v(G) — |V2|
esitsizligi saglamir (Beeler ve dig. 2016).

Onerme 3.3.6. Herhangi bir G cizgesi icin Yg(G) < Yur(G) dir (Beeler ve dig. 2016).
Sonug 3.3.7. Eger f = (Vo,Va,V3) bir G ¢izgesinin herhangi Y g - fonksiyonu ise

1R(G) < 2(|Va| + |V3]) = vur(G) — |V3| tiir (Beeler ve dig., 2016). (3.8)

Sonug 3.3.8. Herhangi asikar olmayan bagl G ¢izgesi icin Yr(G) < Yir(G) < 29&(G)
dir (Beeler ve dig., 2016).

Ayrica bu sonuglara ek olarak ¢ift Roman baskinlik sayisinin alt ve iist sinirlart normal
baskinlik sayis1 cinsinden elde edilmisgtir.

Onerme 3.3.9. Herhangi G ¢izgesi icin 2Y(G) < y;r(G) < 3y(G) dir (Beeler ve dig.,
2016).

5
Sonug 3.3.10. Eger G kose sayist n > 3 ve bagh bir ¢cizge ise Yyr(G) < Zn tiir (Beeler
ve dig., 2016).

Ornek 51. Sonuc 3.3.10 u T3, Ty ve Ts kiipleri icin inceleyelim.
'3 kiipiiniin kose sayisi S tir. Sekil 3.17 de goriildiigii iizere Yyr(I'3) =5 elde edilmigtir.

Dolayistyla,
5x5

=62
;- =6.25)

Yar(T3) =5 < (

saglanir.



Strasiyla Uy kiipiiniin kose sayisi 8, Us kiipiiniin kose sayisi ise 13 tiir. Dolayisiyla,

5><8_

4
S5x11

Yar(T4) =8 < ( 10)

Yar(T's) = 11 <(

= 13.75)
elde edilir.

Ahangar ve dig. (2017) ¢alismasinda ise yollar ve dongiiler icin ¢ift Roman baskinlik
sayisinin tam degerleri verilmektedir.

Onerme 3.3.11.

o n, n=0 (mod3) ise
n>1 igcin, Yr(Py) = (3.9)
n+l, n=1 yada 2 (mod3) ise

dir (Ahangar ve dig., 2017).
Onerme 3.3.12.

n, n=0,2,3,4 (mod 6) ise
n>3 icin, Yr(Cp) = (3.10)
n+l, n=1,5 (mod®6) ise

dir (Ahangar ve dig., 2017).

Ornek 52. Ornek 48 de sirasiyla Py, Ps ve C4, Cs, Cy cizgeleri icin elde edilen cift
Roman baskinlik sayilar verilmektedir. (3.9) ve (3.10) daki esitlikleri bu ¢izgeler icin
test edelim.

Pyicinn=4tir n=1 (mod 3) oldugu icin (3.9) geregi Yyr(Ps) =4+ 1 =75 elde
edilmelidir. Ornek 48 den de goriilecedi iizere cizilerek elde edilen sayi da 5 tir.
Benzer sekilde Ps icin n =5 tir n =2 (mod 3) oldugu icin Yr(Ps) =5+1=06
bulunmalidir. Ornek 48 de elde edilen sayt 6 dir.

Cy, Cs ve Cq icin ise sirasiylan =4, n =5 ve n = 6 dir. (3.10) geregi C4 icin n =4
(mod 6) oldugundan

Yar(Cs) =4, Cs icin n =5 (mod 6) oldugundan y;r(Cs) =5+ 1 =6 ve Cq icin
n=0 (mod 6) oldugundan yY;r(Ce) = 6 elde edilmelidir. Ornek 48 de bu cizgelerin
cizilmesiyle bulunan sayilarin sirastyla 4,6 ve 6 oldugu goriilebilir.

Sonug 3.3.13. Eger G kise sayist n ve en kiiciik derecesi 0 > 3 olan bir ¢izge ise
Yar(G) < n dir (Ahangar ve dig., 2017).

Yue ve dig. (2018) makalesinde de ¢ift Roman baskinlik sayisina dair alt ve list sinirlar
derece cinsinden elde edilmistir.

Teorem 3.3.14. A en biiyiik dereceli ve n kose sayuli herhangi bir G ¢izgesi icin,

n A-2
Yar(G) > K” +=21(G)  dir (Yue ve dig., 2018). (3.11)
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Teorem 3.3.15. G cizgesi n koseli en kiiciik derecesi O olan bir ¢izge olsun.

2(1+6)

3n(1+1n )
3 dir (Yue ve dig., 2018). (3.12)

1+6

Yar(G) <

Onerme 3.3.16. G cizgesi n kiseli en biiyiik derecesi A olan bir ¢izge olsun. O halde
Yar(G) < 2n—2A+ 1 dir (Yue ve dig., 2018).

3.4 Roman Baskinlik Tipi Degismezi Optimizasyon Problemi

Literatiirde Roman baskinlik problemi {izerine bilinen 4 tip tam sayr lineer
programlama bulunmaktadir. Bunlardan ilki Revelle ve Rosing (2000) tarafindan
kullamilmstir. 2% formiilasyonu olarak bilinmektedir. Ikincisi Burger ve dig. (2013)
kullanmig oldugu #A7¥ formiilasyonudur. Diger iki programlama bahsi gecen
programlamalarin iyilestirilmis halleridir. Calismamizda %7 ¥ formiilasyonu ile
tanimlanan optimizasyon problemini inceleyecegiz.

3.4.1 #7777 formiilasyonu

f:V(G) — {0,1,2} kiimesine tamimlanan f fonksiyonu i¢in

I, f(i)=1 ise I, f(i)=2 ise
Vi
0, aksi halde 0, aksi halde

olsun. V| kiimesi x; = 1 koselerini V, kiimesi y; = 1 koselerini iceren iki kiime ve V)
kiimesi ise V(G) \ (V; UV;) olarak tanimlanmak tizere (3.14), (3.15) ve (3.16) kisitlar
saglanmak sartiyla (3.13) teki minimum deger bir G cizgesinin Roman Baskinlik
sayisini ifade etmektedir.

miani—i—ZZyi (3.13)
i€V eV
Kisitlar:
i€V dgin  xi+yi+ Y yi>1, (3.14)
JEN;
ieV icin  xi+y <lI, (3.15)
i€V igin  x;,y €{0,1} (3.16)

Burada amag fonksiyonu (3.13) te verilmektedir. (3.14) kisit1 emniyetsiz bolgenin en az
bir tane iki orduya sahip bolgenin komsulugunda olmasi gerektigini ifade eder. (3.15)
kisit1 ise bir bolgeye ya 1 ordu ya da 2 ordu konumlandirilabildigini dolayisiyla x; 4 y;
toplaminin en fazla 1 olabilecegini belirtmektedir. Karar degiskenleri x; ve y;, (3.16)
kosulu tarafindan ikili olarak korunmaktadir.

Py ¥ formiilasyonu 2|V| ikili degisken ve 2|V | kosullar1 icermektedir.
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Formiilasyonu ve belirtilen kisitlar1 daha iyi anlamak adina bir 6rnek ele alalim.

Ornek 53. BV V¥ formiilasyonunu T's Fibonacci kiipii icin incelenirse oncelikle Sekil

3.20 de goriildiigii gibi 1'3 kiipiiniin karar degiskenleri yerlestirilir.

X3,Y3 X4,¥4

X2,Y2 X0,Y0 X1,)1

Sekil 3.20: I'; kiipiiniin karar degiskenleri

Ardindan,
(3.14) kisit1 geregince:

Xo+Yo+y1+y2+y3
X1+y1+Yyo+y4
X2 +y2+Yo0
X3+y3+Yyo+Yya
X4 +y4+y1+y3

IV IV IV IV IV

esitsizlikleri elde edilir. Ayrica (3.15) kisiti geregince:

xo+yo <1
x1+y1 <1
x+y2 <1
x+y;<1

X4+ys <1

— e e ek

(3.17)
(3.18)
(3.19)
(3.20)
(3.21)

(3.22)

esitsizlikleri de saglanmalidir. '3 kiipii icin Roman baskinlik fonksiyonunun
agirhigimin alabilecegi en kiiciik deger icin kabul edelim ki xy = 0 ve yo = 0 olsun.
Tamim geregi Roman baskinlik fonksiyonu degeri 0 olan kose degeri 2 olan en az bir
koseye komsu olmalidin. Bu nedenle (3.17) esitsizliginde y;, y, ya da y3

degiskenlerinden biri 1 dir.
1. Durum: y| =1 ise

x1 = 0 dir. Amag¢ Roman baskinlik fonksiyonunun agirligint en aza indirgemek oldugu
icin (3.18) egitsizliginde y4 = O kabul edilsin. Dolayisiyla (3.18) saglanir. (3.19)
esitsizligi icin xp ya da y, degiskenlerinden birinin 1 olmast gerekmektedir. Roman
baskinlik fonksiyonunun en kiiciik degeri icin xo, = 1 kabul edilsin. Boylece y, = 0

olur. Simdi (3.20) ve (3.21) esitsizlikleri icin elde edilen degerler su sekildedir:
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x3+y3+04+02>1
X+0+14y3>1

Bu durumda y4 = 0 kabul edildigi icin x4 = 1 ya da x4 = 0 olacaktir. Eger x4 =1 ise
(3.21) esitsizligi icin y3 = 0 kabul edilebilir. Bu nedenle (3.20) esitsizligi icin x3 = 1
olmalidir. Boylece Yr(I's) = 5 sonucuna ulasilir. Eger x4 = 0 ise ya x3 ya da y3
degiskeni 1 kabul edilmelidir. x3 =1, y3 = 0 ise p(I'3) =4; x3 =0, y3 =1 ise
Yr(I'3) = 5 sonucu elde edilir.

2. Durum: y, = 1 ise

xp = 0 dir. Boylece 000 kosesinin komsularindan birinin Roman baskinlik fonksiyonu
degeri 2 olmus olur. Roman baskinlik fonksiyonunun alabilecegi en kiiciik agirlik
hedeflendigi icin diyelim ki 000 kogsesinin diger komsu koselerinin degerleri O olsun.
Yani, x; =0, y1 =0, x3 =0 ve y3 = 0 kabul edilsin. (3.18), (3.20) ve (3.21)
esitsizliklerinin her birinin saglanmasi icin goriiliir ki y4 = 1 olmalidir. Dolayistyla
x4 = 0 olacaknr. Boylelikle ygr(I'3) = 4 elde edilir.

3. Durum: y3 = 1 ise

x3 = 1 dir. 010 kosesinin tek komsusu 000 kosesi oldugundan bu kosenin Roman
baskinlik fonksiyonu altindaki goriintiisii O olamaz. Dolayisiyla x, = 1 ya da y, =1
olmalidir. Roman baskinlik  fonksiyonunun en kiiciik degeri elde edilmek
istenildiginden kabul edelim ki x, = 1 olsun. Dolayisiyla y, = 0 olacaktir. Bu degisken
degerlerinin (3.17), (3.18), (3.19), (3.20) ve (3.21) esitsizliklerine yerlestirilmesiyle
goriiliir ki Roman baskinlik fonksiyonunun en kiiciik degerinin elde edilmesi icin
x1 =1, y1 =0, x4 =0 ve yq4 = 0 kabul edilebilir. Boylece yg(I's) = 4 elde edilir.

Simdi xo = 1, yo = 0 ihtimalini inceleyelim. Bu ihtimalde (3.17) esitsizligindeki diger
degerler amag dogrultusunda 0 kabul edilsin. Yani y; =0, y, = 0 ve y3 =0 olsun. 010
kosesinin tek komsusu 000 kosesi oldugu icin ve bu kosenin Roman baskinlik
Jfonksiyonu degeri 1 oldugu icin kendisinin bu fonksiyona gore degeri tanim geregi 0
olamaz. Bu nedenle, xy = 1 olmalidir. Kabul edilen degerlerle (3.18), (3.19), (3.20) ve
(3.21) esitsizliklerine bakilirsa

x1+04+04y4 > 1

1+04+02>1
x34+0+0+ys>1
xX4+y4+04+02>1

esitsizlikleri elde edilir. (3.22) den goriiliir ki ayni zamanda x4+ y4s < 1 sarti da
saglanmalidir. Bu durum x4 +y4 = 1 olmast gerektigini gosterir. Diyelim ki x4 = 0,
v4 = 1 olsun. Biylece x; = 0 ve x3 = 0 kabul edilebilir. Bu durumda ygr(I'3) = 4 elde
edilmis olur. Eger x4 = 1, y4 = 0 kabul edilirse hem x; = 1 hem de x3 = 1 olmalidr.
Dolayisiyla yg(T's) =5 elde edilir.

Son olarak xo = 0 iken yo = 1 olasiligini ele alalim. Bu durum 000 kdsesinin Roman
baskinlik fonksiyonu degerinin 2 oldugunu ifade eder. Tanim geregi 000 kosesinin
biitiin komsu kogelerinin Roman baskinlik fonksiyonu 0 degerini alirsa xy =0, y; =0,
x2 =0, y2 =0ve x3 =0, y3 =0 olur. Bu degerler (3.17), (3.18), (3.19), (3.20) ve
(3.21) esitsizliklerine yerlestirilecek olursa
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0+1+0+0+02>1
0+0+1+ys>1
0+0+12>1
0+0+1+ys>1
X4+y4+0+02>1

elde edilir. (3.22) den goriiliir ki ayni zamanda x4+ y4 < 1 sarti da saglanmalidir. Bu
durum x4 + y4 = 1 olmasi gerektigini ifade eder. x4 = 0, y4 = 1 kabul edilirse
Yr(I'3) = 4 bulunur. Fakat, x4 =1, y4 = 0 ise yr(I'3) = 3 elde edilir.

(3.17), (3.18), (3.19), (3.20) ve (3.21) esitsizlikleri yalmizca 2 ya da 1 adet
i € {0,1,2,3,4} olmak kosuluyla x; degiskenin 1 degeri almasiyla veya
i €{0,1,2,3,4} olmak kosuluyla 1 adet y; degiskeninin 1 degeri almasiyla elde
edilemez. Dolayisiyla bu durum Yg(T's) = 3 oldugunu ifade etmektedir.

3.5 Zayif Roman Baskinlik Tipi Degismezi Optimizasyon Problemi

Literatiirde zayif Roman baskinlik problemi iizerine bilinen 2 tip tam say1 lineer
programlama bulunmaktadir. Bu programlamalar ilk olarak Ivanovic (2018)
calismasinda WRDP ve WRDP icin gelistirilmis tam say1 lineer programlama olarak
sunulmugtur. Calismamizda WRDP i¢in gelistirilmis optimizasyon problemini ele
alaca8iz.

3.5.1 WRDP icin gelistirilmis tam say lineer programlama
E'={(j,i) | (i,j) € E} olsun ve her e € EUE' i¢in

I, e=(,j), i (x;i=0 ve y=0) ve j (x;=1 yada y;j=1)
Ze = degisim kiimesi olustururlar.

0, aksi halde

(3.23)
tanimlanir. X kiimesi 1 ordu bulunduran kose kiimesini ifade ederken Y kiimesi tam
olarak 2 ordu bulunduran kose kiimesini gostermek iizere ikili karar degigkenleri x; ve

Yis

I, ieX ise I, ieY ise
X = yi = (324)
0, aksi halde 0, aksi halde

olarak tanimlanir. WRDP icin G(V,E) ¢izgesi tizerinde gelistirilmis tam say1 lineer
programlama su sekilde ifade edilebilmistir.
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min ) (x+2y) (3.25)

kev
Kisitlar:
Xityit) e>1, i€V (3.26)
edi
xj+yj—xi—yi+1>2z, e=(i,j)€ EUE' (3.27)
vi+ Y (xi+y) >z, e=(i,j)EEUE', keN;\N; (3.28)
lEN;
14,
I#j
Xi,Visze €{0,1} i€V, eeEUE' (3.29)

(3.25) teki amag fonksiyonunun degeri ile zayif Roman baskinlik sayisi, %(G),
gosterilmektedir. (3.26) kisit1 ile her i kosesinin savunuldugu ya da yer
degistirebilecegi, savunulan bir kdseye komsu oldugu belirtilir. Bir j kosesi ile bir i
kosesinin degisim olusturmasinin gegerliligi (3.27) kisit1 tarafindan saglanilir. Ayrica,
(3.28) kusit1 ile j kosesinden i kdsesine herhangi bir yer degisikliginden sonra Roma
Imparatorlugu’nun giivenliginin korundugu gosterilmektedir. Karar degiskenlerinin
ikili 6zelligi (3.29) kisitiyla saglanilir.

(3.25) ile ifade edilen programlama 2|V |+ |E| de8iskene ve 3|V |+ 2|E| kisita sahiptir.

3.6 Cift Roman Baskinlik Tipi Degismezi Optimizasyon Problemi

Cai ve dig. (2019) ¢alismasinda Cift Roman baskinlik tipi degismezi icin DRDP - 1
ve DRDP -2 olmak iizere iki farkli tam say1r lineer programlama ve bu
programlamalarin gelistirilmis halleri goriiliir. Calismamizda DRDP -1 tam say1
lineer programlama tipini inceleyecegiz.

3.6.1 DRDP-1 tam say1 lineer programlama

DRDP-1 tam say1 lineer programlamada ii¢ adet ikili degiskenler kiimesi kullanilir.
Vi kiimesi x, = 1, V, kiimesi y, = 1 ve V3 kiimesi z, = 1 degiskenlerinin atandigi
kiimeleri ve V) kiimesi ise V(G) \ (V] UV, UV3) temsil etmek iizere her v € V kosesi
icin

I, f(v)=1 ise I, f(v)=2 ise I, f(v)=3 ise

v = v =

0, aksi halde 0, aksi halde 0, aksi halde

olarak tamimlanir. (3.31), (3.32), (3.33) ve(3.34) kisitlar1 saglanmak sartiyla (3.30)
deki toplamin minimum degeri ile bir G ¢izgesinin ¢ift Roman baskinlik sayis: elde
edilir.

[DRDP-1] min Y x,+2) »+3) z (3.30)

veV veV veV
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Kisitlar:

1

WeEV icin xtytntg Y oyt Y w>1, (3.31)
ueN(v) ueN(v)
WweV ign Yyt Y, w>x, (3.32)
UEN(v) UeN(v)
YveV igin Xp+y+z, <1, (3.33)
YweV igin  x,,yy,z0 € {0,1} (3.34)

Burada (3.31) kisitinda verilen toplamin 1 degerine esit ya da biiyiik olmasi

Yar - fonksiyonu degeri O olan her kdsenin degeri 3 olan en az bir ya da degeri 2
olan en az iki koseye komsu olmas1 gerektigini ifade eder. (3.32) kisit1 ise bir kdsenin
Yar - fonksiyonu degeri 1 ise o kdsenin degerinin 2 ya da 3 olan en az bir kdseye
komgulugunu garanti eder. (3.33) kisit1 bir késenin 7,z - fonksiyonu degerinin tek ve
bir oldugunu belirtmektedir.

Teorem 3.6.1. DRDP-1 formiilasyonunun ideal amag fonksiyonu (optimal objective
function) cift Roman baskinlik sayist Y ye esittir (Cai ve dig., 2019).
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4. SONUCLAR

3. Kisimda oncelikle Roman, zayif Roman ve cift Roman baskinlik tipi
degismezlerini incelemistik. Daha sonra literatiirde bu Roman baskinlik tiirleri icin
caligilmig optimizasyon problemlerinden bahsetmistik. Calismamizin bu kisminda
Roman, zayif Roman ve ¢ift Roman baskinlik tiirleri i¢in ele aldigimiz tam sayi lineer
programlamalar1 kullanip Fibonacci kiipleri i¢in bilgisayar ortaminda elde ettigimiz
sonuglara deginecegiz.

4.1 Fibonacci Kiipleri icin Roman Baskinhk Sayisina Dair Sonuclar

ABY V- formiilasyonu kullanilarak » < 10 boyutu i¢in Fibonacci kiiplerinde elde
edilen Roman baskinlik sayilart ve 11 < n < 13 boyutlar1 i¢in elde edilen alt ve iist
sinirlar agagidaki gibidir.

Cizelge 4.1 de I'; i¢in amag fonksiyonu degeri 2 olarak elde edilir. Yani yg(I') =2
dir. Cizelge 4.2 de goriildiigii tizere amag fonksiyonunun degeri 3 olarak elde edilir.
Yani yz(I'3) = 3 tiir. Cizelge 4.3 ten amag fonksiyonunun degerinin 5 oldugu anlagilir.
Dolayisiyla y&(I'y) = 5 sonucu elde edilir. Cizelge 4.4 ten ama¢ fonksiyonunun
degeri 7 olarak bulunur. Yani y(I's) = 7 dir. Cizelge 4.5 ise I'¢ kiipiiniin V;, V;, ve Vy
kiimelerini gostermektedir. Buradan amag¢ fonksiyonunun degerinin 10 oldugu
gozlemlenir. Yani yg(I's) = 10 olarak elde edilir. Bu kisma kadar elde edilen yz(T,)
sayllarinin Sekil 3.4, Sekil 3.5 ve Sekil 3.6 da gosterilen degerlerle ayni oldugu
gozlemlenir.

Cizelge 4.1: I, kiipiiniin #7# - formiilasyonundaki V;, V, ve V{ kiimelerinin
elemanlari.

n =2 | Kiime Elemanlar1
Vi 0
V2 {00}
Vo V(I[R)\ (ViuVy)

Cizelge 4.2: I'; kiipiiniin #7¥ - formiilasyonundaki V;, V, ve V, kiimelerinin
elemanlari.

n =3 | Kiime Elemanlari
Vi {101}
Vs {000}
Vo V([3)\ (ViuV,)
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Cizelge 4.3: I'y kiipiiniin A7 /- formiilasyonundaki Vi, V, ve Vj kiimelerinin
elemanlari.

n =4 | Kiime Elemanlar1
Vi {1010}
Vo {0000,0001}
Vo V([y)\ (VIUV,)

Cizelge 4.4: I's kiipiinin AY ¥ - formiilasyonundaki Vi, V, ve V, kiimelerinin
elemanlari.

n=>5 Kiime Elemanlari
Vi {10010}
V> | {00000,01000,10101}
Vo V([s)\ (ViuVa)

Cizelge 4.5: T'¢ kiipiiniin #7# - formiilasyonundaki V;, V, ve V, kiimelerinin
elemanlari.

n==6 Kiime Elemanlar1
Vi {100100,100101}
Vs {000001,000010,010100, 101000}
Vo V(L) \ (VIUV;)

n =17,8,9 ve 10 i¢in Fibonacci kiiplerinin kdse ve kenar sayilarinin artmasi nedeniyle
el ile cizilmesi oldukca zordur. Bilgisayar ortaminda #7777 - formiilasyonun
calisirlmast n = 7,8,9 ve 10 boyutlarindaki I, kiipii icin Roman baskinlik
sayilarinin elde edilmesini saglamaktadir.

Cizelge 4.6: I'; kiipiiniin A7 ¥~ formiilasyonundaki Vi, V, ve Vj kiimelerinin
elemanlari.

n="7 Kiime Elemanlar1
Vi {1010101}
Vs {0000001,0000010,0000100,0000101,0101000, 1001000, 1010000}
Vo V(7)) \ (ViuVy)

Cizelge 4.6 dan amag fonksiyonu degerinin 15 oldugu anlagihir. Yani y(I'7) = 15
olarak bulunur.

Cizelge 4.7 de V| ve V, kiimeleri goriildiigii gibidir. Buradan amag fonksiyonu
degerinin 23 oldugu anlagilacaktir. Dolayisiyla y(I's) = 23 olarak bulunur. Cizelge
4.8 de ise yer alan kiimelerden goriildiigii lizere amac¢ deger fonksiyonu 34 olarak
elde edilir. Yani yg(T'y) = 34 tiir.
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Cizelge 4.7: I'g kiipiiniin A7 /- formiilasyonundaki Vi, V, ve Vj kiimelerinin
elemanlari.

n=238 Kiime Elemanlar1

Vi {10000100}

V> | {00001001,00010000,00100100,00101010,01000101,01001010,
01010000, 10000010, 10010101, 10100001, 10101000}
Vo V([g)\ (ViUVy)

Cizelge 4.8: TI'y kiipiiniin A7 7/ '- formiilasyonundaki Vi, V, ve Vj kiimelerinin
elemanlari.

n=9 Kiime Elemanlar1
Vi ]

Vs {000000010,000001001,000001010,000100101,001000100,001010001,
010000101,010010000,010100000,010101000, 100010100, 100010101,
100100000, 100101000, 101000001, 101001000, 101010010}

Vo V(Do) \ (Vi UW)

Son olarak %7 ¥ - formiilasyonu sonucunda karar degiskenlerinin elde edilen
degerlerine gore temel ayrisimdan yararlanarak I'jo kiipiinde bu degerlerin hangi
koselere denk geldigini gosteren Cizelge 4.9 u inceleyelim.

Cizelge 4.9: T'jo kiipiiniin A7 ¥ - formiilasyonundaki Vi, V, ve V, kiimelerinin
elemanlari.

n=10 Kiime Elemanlari

Vi {0010001000,0100001010}

Vo {0000000100,0000101000,0001000001,0001001010,0001010010,0010000010,
0010010101,0010100001,0100001001,0100010000,0100100010,0100100101,
0101000000,0101010101, 1000000010, 1000000101, 1000010001, 1000100001,
1001001000, 1001010100, 1010001001, 1010010000, 1010100100, 1010101010}

Vo V(rlo) \ (V1 U Vz)

Cizelge 4.9 da verilen kiimelerden anlasilacagi gibi n = 10 icin amac deger
fonksiyonunun degeri 50 dir. Yani yz(I"19) = 50 olarak elde edilir.

Simdi literatiirde bilinen siir degerleri ile A% ¥ formiilasyonu ile elde edilen
degerleri bir cizelge altinda gorelim.

Cizelge 4.10 bir I',, ¢izgesi i¢in bilinen en iyi alt ve tist sinirlar1 veren (3.1) 1 ve (3.2)
yi 2. stitunda gosterirken 3. siitunda n < 13 boyutu i¢in Roman baskinlik sayilarina
dair elde edilen sonuglari ifade etmektedir. Bu sayilar 3. siitunda mavi renk ile
gosterilmisgtir.
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Cizelge 4.10: n < 13 i¢in I, kiipiiniin alt ve st sinirlart ve 7/ - formiilasyonu ile

elde edilen sonuclar.

w | |8 < i) <on) Ye(T)

! 2 < w(T)) <2 2

2 2 < (ly) <2 2

3 3 < r(l3) <4 3

4 4<w(Ty) <6 5

5 5<(ls) <8 7

6 6 < ¥r(Is) <10 10

7 9 < 1x(I7) < 16 15

8 13 < yr(Ts) < 24 23

9 18 < (o) < 34 34

10 27 < 1&(T'10) < 50 50

1 39 < (1) <78 75 < (1) <77
12 58 < 1r(T'12) 107 < 1 (Tp2) < 119
13 88 < 7r(['13) 157 < w(T'13) < 183

Cizelge 4.10 da goriildigi tizere n < 10 i¢in A7 ¥ - formillasyonunun 1 saat
calistirllmasi ile elde edilen sonuglarin literatiirde verilen sinirlar arasinda yer aldig:
agikardir. 277 - formiilasyonuyla n = 11 boyutu i¢in I',, Fibonacci kiiptiniin Roman
baskinlik sayisina dair alt ve iist sinir degerlerinin gelistirildigi de gosterilmigtir.
n =12 ve n = 13 boyutlar i¢in ise sirasiyla (3.2) den alt sinirin 58 ve 88 oldugu
bilinmektedir. n = 12 i¢in y(I'1) degerinin sirlart bilinirken n = 13 boyutu igin
baskinlik sayisi bilinmemektedir. 7 ¥ formiilasyonu ile bu boyutlar i¢in Roman
baskinlik sayisinin alt ve iist sinir degerleri ortaya konmustur. Bulunan bu degerler
mavi renk kullanilarak gosterilmistir.

4.2 Zayif Roman Baskinlik Sayisina Dair Sonuclar

WRDP icin gelistirilmis optimizasyon problemi kullanilarak » < 8 boyutuna kadar I',,
Fibonacci kiiplerinin zayif Roman baskinlik sayilar1 ve 9 < n < 13 boyutlari icin elde
edilen sinirlar asagidaki gibidir. WRDP i¢in gelistirilmis optimizasyon probleminin
calistirilmasiyla literatiirde n = 9 ve n = 10 i¢in bilinen sinirlar gelistirilmis ve

11 <n <13 i¢in ise alt ve list sinirlarina dair sayisal degerler elde edilmistir.

Cizelge 4.11 de amag¢ deger fonksiyonu degeri 1 olarak elde edilir. Dolayisiyla
1+(T1) = 1 oldugu gozlemlenir. Cizelge 4.12, I'; kiipii i¢in amag deger fonksiyonu
degerinin 2 oldugunu gostermektedir. Yani, ¥.(I';) = 2 dir. Cizelge 4.13 te V)
kiimesinin eleman sayist 2 dir. Yani bu deger amag¢ deger fonksiyonu degeridir.
Dolayisiyla 7,(I's) = 2 olur. Cizelge 4.14 ten amag deger fonksiyonu degeri 4 olarak
elde edilir. Bu durum ¥,(I's) = 4 oldugunu ifade eder. Anlasilacagi iizere Cizelge 4.15
ise I's kiipii i¢in amag deger fonksiyonu degerinin 6 oldugunu gosterir. Dolayisiyla
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¥+(I's) = 6 bulunur.

Cizelge 4.11: I'y kiipiiniin WRDP i¢in gelistirilmis formiilasyonundaki Vi, V> ve V)
kiimelerinin elemanlari.

n =1 | Kiime Elemanlar
Vi {0}
%) 0
Vo V() \ Vi

Cizelge 4.12: I'; kiipiiniin WRDP i¢in gelistirilmis formiilasyonundaki Vi, V> ve V)
kiimelerinin elemanlari.

n =2 | Kiime Elemanlar
Vi {01,10}
%) ]
Vo V() \ Vi

Cizelge 4.13: I'; kiipiiniin WRDP ic¢in gelistirilmis formiilasyonundaki Vi, V> ve V)
kiimelerinin elemanlari.

n =3 | Kiime Elemanlari
Vi {000, 101}
Va ]
Vo V([3)\ Vi

Cizelge 4.14: I'y kiiptiniin WRDP i¢in gelistirilmis formiilasyonundaki Vi, V> ve V)
kiimelerinin elemanlari.

n=4 Kiime Elemanlari
Vi {0001,0010,0100, 1000}
%) ]
Vo V([4)\ Vi

Cizelge 4.15: I's kiipiiniin WRDP i¢in gelistirilmis formiilasyonundaki Vi, V> ve V)
kiimelerinin elemanlari.

n=>3>5 Kiime Elemanlari
Vi {00000,00001,00100,01000,10010,10101}
Vo ]
Vo V([s)\ Vi
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Cizelge 4.16: I'¢ kiiptiniin WRDP i¢in gelistirilmis formiilasyonundaki Vi, V> ve Vj
kiimelerinin elemanlari.

n==~6 Kiime Elemanlar1
Vi {000010,001001,010000,010101, 100001, 100100, 101010}
Vs 0
Vo V() \ Vi

Goriildigii gibi Cizelge 4.16, I'¢ kiipliniin ama¢ deger fonksiyonu degerinin 7
oldugunu ifade eder. Yani ¥,(I'¢) = 7 olarak elde edilir.

Dikkat edilirse bilgisayar ortaminda WRDP i¢in gelistirilmis formiilasyonun
calistirllmasiyla n < 6 boyutuna kadar I'}, kiipii i¢in elde edilen zayif Roman baskinlik
sayilart Sekil 3.11, Sekil 3.12 ve Sekil 3.13 te gosterilen sayisal sonuglarla aynidir.
n =7 ve n = 8 boyutlar1 icin kose sayilar1 arttifindan el ile bu kiiplerin ¢izimi oldukca
zordur. WRDP i¢in gelistirilmis formiilasyon ile bu boyutlar icin sayisal sonuclara
ulagilmugtir.

Cizelge 4.17: I';7 kiiptiniin WRDP ic¢in gelistirilmis formiilasyonundaki Vi, V> ve Vj
kiimelerinin elemanlari.

n="7 Kiime Elemanlar1

Vi {0000010,0001001,0010000,0010101,0100001,0100100,
0101010, 1000001, 1001000, 1010010, 1010100, 1010101}
Vs 0
Vo V([7)\W1

Cizelge 4.17 n = 7 icin I, Fibonacci kiipiinin WRDP formiilasyonundaki
degiskenlerin atandig1 kiimelerin elemanlarim1 gostermektedir. Buradan amag¢ deger
fonksiyonu, ¥,(I'7), 12 olarak elde edilir.

Cizelge 4.18: I'g kiiptiniin WRDP i¢in gelistirilmis formiilasyonundaki Vi, V> ve V
kiimelerinin elemanlari.

n=3_8 Kiime Elemanlar1

Vi {00000000,00000100,00001010,00010001,00100000,00100101,
00101001,01000101,01001000,01010010,01010100, 10000000,
10000100, 10001001, 10010010,10010101, 10100000, 10101010}
V2 0
Vo V([g)\ V1

Cizelge 4.18 den amag deger fonksiyonu 18 olarak bulunur. Yani, %,(I's) = 18 dir.
Cizelge 4.19 da 2. siitun (3.6) daki alt ve iist sinirlar1 gosterirken 3. siitun WRDP icin
gelistirilmis formiilasyon ile elde edilen sayisal sonuglar1 ifade etmektedir. Bu
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sonuglar mavi renkle gosterilmektedir.

WRDP icin gelistirilmis formiilasyonun 1 saatlik siirede calistirilmasit sonucunda
Cizelge 4.19 da n < 8 boyutu icin elde edilen degerlerin zayif Roman baskinlik
sayisina dair bilinen en 1yi alt ve ist sinir degerleri arasinda kaldigi kolaylikla
goriilebilir. n = 9,10 ve 11 boyutlar1 icin ise daha iyi smirlara ve 12 < n < 13
boyutlart igin ise %(I',) degerlerinin alt ve iist sinirlarina dair sayisal bilgilere
erisildigi gosterilmektedir.

Cizelge 4.19: n < 13 boyutu i¢in I, kiipiiniin zayif Roman baskinlik sayilarinin
sinirlart ve WRDP i¢in gelistirilmis formiilasyon ile elde edilen sonuglar.

n | Y(In) < %) < w0 < 2y(Th) %(Tn)

1 1< y() <2<2 1

2 1 <7(Ip) <2<2 2

3 2<y(I'3) <3<4 2

4 3<1(ly) <5<6 4

5 4 <y([5) <7<8 6

6 5 < 1%(Tg) < 10< 10 7

7 8 < y(I7) <15< 16 12

8 12 < 7,(Ig) < 23< 24 18

9 17 < y,(Ty) < 34< 34 23 < 7.(Ty) < 28

10 25 < %(T"jp) < 50< 50 31 < (') < 43
11 39 < y.(I'y) <78 41 < () < 67
12 58 < 1(T'12) < 106
13 82 < 1,(T'13) < 163

4.3 Cift Roman Baskinlik Sayisina Dair Sonuclar

DRDP - 1 formiilasyonu kullanilarak n < 10 boyutu i¢in I',, Fibonacci kiipiinde cift
Roman baskinlik sayisina dair elde edilen degerler ve 11 < n < 13 boyutlar1 i¢in elde
edilen smirlar su sekildedir:

Cizelge 4.20: I'; kiiptiniin DRDP - 1 formiilasyonundaki Vi, V», V3 ve V) kiimelerinin
elemanlari.

n =2 | Kiime Elemanlar1
Vi ]
Vo ]
V3 {00}
Vo V([2)\ Vs

Dolayisiyla amag¢ deger fonksiyonunun Cizelge 4.20 den degerinin 3 oldugu
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goriilmektedir. Yani yz(I'2) = 3 elde edilir.

Cizelge 4.21: I'; kiiptiniin DRDP - 1 formiilasyonundaki Vi, V;, V3 ve Vj kiimelerinin
elemanlari.

n =3 | Kiime Elemanlari

Vi 0
Vs {101}
Vi {000}

Vo V([3)\ (VL,UVs)

Cizelge 4.21 den goriildiigii tizere amag deger fonksiyonunun degeri 5 olarak bulunur.
Yani y,g(I'3) = 5 tir.

Cizelge 4.22: I'y kiipliniin DRDP - 1 formiilasyonundaki Vi, V3, V3 ve Vj kiimelerinin
elemanlart.

n =4 | Kiime Elemanlar
Vi 0
1%} {0101}
Vi {0000, 1000}
Vo V() \ (VoUV3)

Cizelge 4.22 den anlagilacag1 gibi amag deger fonksiyonunun degeri 8 dir. Dolayisiyla
YdrR (F4) = 8 olur.

Cizelge 4.23: I'5 kiiptiniin DRDP - 1 formiilasyonundaki Vi, V», V3 ve V) kiimelerinin
elemanlari.

n=>5 Kiime Elemanlar1
Vi 0
%) {00010}
Vs {00101,01000, 10000}
Vo V([s)\ (VoUVs)

Elde edilen degerler Cizelge 4.23 te goriilmektedir. Buradan amac¢ deger
fonksiyonunun degerininin 11 oldugu anlasilir. Yani y;z(I's) = 11 bulunur. Cizelge
4.24 ten amag deger fonksiyonu 15 olarak elde edilmektedir. Yani y;z(I¢) = 15
bulunur.

Buraya kadar DRDP - 1 formiilasyonu ile n < 6 boyutuna kadar temel ayrisimdan da
yararlanarak hangi kosenin hangi degeri aldig: bilgisine ulasilmistir. Ayrica bu boyuta
kadar olan sayisal sonuglar incelenirse Sekil 3.17, Sekil 3.18 ve Sekil 3.19 da
gosterilen degerlerle aynmi oldugu goriilecektir.
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Cizelge 4.24: I'¢ kiiptiniin DRDP - 1 formiilasyonundaki Vi, V», V3 ve V) kiimelerinin
elemanlari.

n==~6 Kiime Elemanlar1
Vi 0
Vs 0
Vs {000101,001001,001010,010000, 100000}
Vo V([e)\ Vs

DRDP - 1 formiilasyonun bilgisayar ortaminda calistiritlmasiyla el ile ¢izilmesi zor
olan n = 7,8,9 ve 10 icin I, cizgesinin ¢ift Roman baskinlik sayilarina ve
11 < n < 13 boyutlart i¢in alt ve iist sinir degerlerine ulasilmistir. Ayrica n = 6
boyutuna kadar oldugu gibi 7 < n < 10 boyutlar1 icin DRDP - 1 formiilasyonu ile
karar degiskenleri i¢in elde edilen deerlerin hangi koselerin degerleri oldugu
bilgisine de temel ayrisimdan erigilmistir.

Cizelge 4.25 amag¢ fonksiyonu degerinin 23 oldugunu ifade eder. Dolayisiyla
Yar(T7) = 23 tiir. Amag deger fonksiyonu Cizelge 4.26 dan 35 olarak elde edilir. Yani
Yar(I's) = 35 tir. Cizelge 4.27 de goriilecedi gibi amag¢ fonksiyonunun degerinin 51
oldugu asikardir. Yani y;z(I'9) = 51 olarak elde edilir. Cizelge 4.28 den edinilen
sonuca gore ise amag fonksiyonu degeri 75 olarak bulunur. Dolayisiyla g (I'19) = 75
tir.

Son olarak Cizelge 4.29 da literatiirde bilinen sinir degerleri ve elde edilen sayisal
sonuglar verilmektedir. Burada 2. siitun (3.11) de elde edilen alt sinir1 3. siitun ise
Sonu¢ 3.3.5 te elde edilen iist sinir1 gostermektedir. 4. siitunda calismamizda elde
edilen degerler mavi renkle gosterilmektedir.

Cizelge 4.25: I'; kiiptiniin DRDP - 1 formiilasyonundaki Vi, V;, V3 ve V; kiimelerinin
elemanlari.

n="7 Kiime Elemanlari
Vi ]
Vo {1010101}
V3 {0000001,0000010,0000100,0000101,0101000, 1001000, 1010000}
Vo V([7)\ (VL,UV3)

Cizelge 4.26: I'g kiiptiniin DRDP - 1 formiilasyonundaki Vi, V3, V3 ve Vj kiimelerinin
elemanlari.

n=2=8 Kiime Elemanlari
Vi 0
Vs {00010100}

V3 {00001001,00001010,00010010,00100001,00100101,01000000,
01010101, 10000100, 10010001, 10100010,10101000}
Vo V(rg)\(VZUV3)
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Cizelge 4.27: I'y kiipiiniin DRDP - 1 formiilasyonundaki Vi, V5, V3 ve V; kiimelerinin
elemanlari.

n=9 Kiime Elemanlari
Vi 0
%3 0

V3 | {000001001,000001010,000010010,000100101,000101001,000101010,
001000100,001010001,010000000,010010101,010100000, 100000101,
100010100, 100100000, 101000010, 10101000, 101010001 }

Vo V(Ty)\ V3

Cizelge 4.28: I'¢ kiiptiniin DRDP - 1 formiilasyonundaki Vi, V;, V3 ve V) kiimelerinin
elemanlari.

n=10 Kiime Elemanlari
Vi 0
Vs 0

V3 {0000001010,0000100010,0000100101,0001001001,0001010000,
0010000000,0010010101,0010101001,0100000001, 0100000100,
0100010010,0100101000,0101000100,0101001010,0101010101,
1000001000, 1000010001, 1000010100, 1000100001, 1001000010,
1001000101, 1010000001, 1010010010, 1010100100, 1010101010}

Vo V(T10)\ V3

Cizelge 4.29: 2 < n < 13 boyutu i¢in I';, kiipiiniin ¢ift Roman baskinlik sayilarinin
sinirlart ve DRDP - 1 formiilasyonu ile elde edilen sonuglar.

n | AV, A27(G) < var(G) | 1r(G) < 2% (G) — V2] Yar(L'n)

2 3 < ur(I2) Yar([2) < 4 Yar(I2) =3

3 4 < yar(L3) Yar(T3) <5 Yar(I'3) =5

4 B < yur(Ty) Yar(T4) <9 Yar(T4) =8

5 3 < yur(Ts) Yar(I's) < 13 Yar(L's) = 11

6 82 < yur(Ts) Yar(L's) < 20 Yar(L) = 15

7 198 < yur(T7) Yar(I'7) <29 Yar(I'7) =23

8 182 < yur(Ig) Yar(Lg) <45 Yar(g) = 35

9 BT < yur(To) Yar(L9) < 68 Yar(Lo) = 51

10 28 < yur(Tho) Yar(T10) < 100 Yar(T10) =75

11 811 < yur(T11) 108 < yur(I'11) < 117
12 157 < yur(T12) < 178
13 231 < yr(T13) <276
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Cizelge 4.29 da2 < n < 10i¢in elde edilen y;z(I",) degerlerinin bilinen en iyi alt ve iist
sinir degerleri arasinda yer aldig1 aciktir. DRDP-1 optimizasyon problemi yardimiyla
bilgisayar ortaminda 1 saatlik siirede 11 < n < 13 boyutlari icin ¢ift Roman baskinlik
sayilar1 icin alt ve list sinir degerleri elde edildigi gosterilmektedir.
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5. SONUC

Biz bu calismada Oncelikle baglanti aglart modellemesi icin hiperkiiplere ek alternatif
olarak sunulan Fibonacci kiiplerinin dikkat ceken 6zelliklerini inceledik. Ilk olarak -
boyutlu Fibonacci kiiplerinin tanimini, temel ayrigimint ve bazi onemli ¢izge teorik
ozelliklerini ele aldik. Daha sonra literatiirde Fibonacci kiipleriyle ilgili bilinen sayma
sonuglarina deginip ve bu sonuglar1 6rneklendirip n - boyutlu Fibonacci kiipiiniin
yapisini daha iyi anlamaya calistik.

Ardindan temel motivasyonumuz olan kaynagini satran¢ tahtasindaki bir vezirin
hareketinden alan baskinlik probleminin I',, Fibonacci kiiplerinde nasil ele alindigini
inceledik. Bu caligmalar sonucunda literatiirde Fibonacci kiipleri icin baskinlik,

2 - kutulama, bagimsiz baskinlik, toplam baskinlik, bagh baskinlik, esli baskinlik ve
isaretli baskinlik sayilarimin ¢aligildigini gordiik. Boylelikle, bu baskinlik tipleri i¢in
I, kiiplinde bilinen degerlerini, alt ve iist sinirlara dair yapilan calismalari ve
optimizasyon problemlerini inceledik. Verilen tam say1 lineer programlamalarda ele
alinan kisitlarin ne ifade etmeye calistigini anladik.

Cizge teorisinde Roma Imparatorlugu’nu korumak igin gelistirilen, savas stratejisi
olarak ele alinan Roman baskinlik problemi i¢in herhangi bir G c¢izgesi ve bazi

n - boyutlu P, ve C, cizgeleriyle ilgili sayisal sonuclarin var oldugunu fakat bu
problemin daha 6nce n - boyutlu Fibonacci kiipleri icin calisiimadigini fark ettik.
Calismamizda Roman, zayif Roman ve c¢ift Roman baskinlik tipi degismezlerini I,
Fibonacci kiipleri icin ele aldik. Oncelikle n < 6 boyutlar1 icin Fibonacci kiiplerini el
ile c¢izerek bu Kkiiplerin Roman, zayif Roman ve c¢ift Roman baskinlik sayilarini
bulduk. Fakat n > 6 boyutlart i¢cin I, kiiplinde kdse ve kenar sayisinin artmasi
sebebiyle bu boyutlara ait sayisal verilere ulasamadik. Bu sonuglara ulagmak icin bu
tirlerle ilgili literatiirde var olan optimizasyon problemlerini inceledik.

Biz sirasiyla Roman, zayif Roman ve ¢ift Roman baskinlik tiirleri icin 7% 7, WRDP
icin gelistirilmis tam say1 lineer programlama ve DRDP-1 formiilasyonlarini ele
aldik. Bu optimizasyon problemlerini bilgisayar ortaminda bir saat boyunca Gurobi
Optimizerini kullanan Ubuntu 20.04 LTS Linux isletim sistemini ¢alistiran 32GB
RAM’li Intel Core i7-10875H CPU @ 2.30 GHz ye uyguladik. Oncelikle n < 6 icin
I, kiiplerinde elde ettigimiz sayilarin dogrulugundan emin olduk. Ardindan AY¥ ¥
formiilasyonu yardimiyla n = 7,8,9 ve 10 boyutlar1 i¢in Fibonacci kiiplerinin Roman
baskinlik sayilarina, n = 11 i¢in alt ve iist sinir degerlerinin gelistirilmis sonuglarina
ve n = 12 ve 13 boyutlar: i¢in alt ve iist sinir degerlerine ulastik. Elde ettigimiz kesin
degerlerin n < 10 boyutu icin literatiirde bilinen en iyi alt ve iist sinir degerleri
arasinda kaldigin1 gordiik. WRDP icin gelistirilmis formiilasyon ise bilgisayar
ortaminda bir saat calistirldiginda n» = 7 ve n = 8 boyutlart icin zayif Roman
baskinlik sayisiyla ilgili kesin degerlere, n = 9,10 ve 11 icin ise literatiirde zayif
Roman baskinlik sayisina dair bilinen en iyi alt ve iist smirlar1 gelistiren ve
12 < n < 13 boyutlar i¢in ise bu baskinlik tipine dair alt ve iist sinirlar ortaya koyan
degerleri elde etmemizi saglamistir. Son olarak Fibonacci kiiplerinin ¢ift Roman
baskinlik sayilarini elde etmek amaciyla bilgisayar ortaminda bir saat calistirdigimiz
DRDP-1 formiilasyonu ile n = 7,8,9 ve 10 boyutlar icin literatiirde bilinen alt ve {ist
sinir degerleri arasinda kalan kesin degerler elde ettik. 11 <n < 13 boyutlari i¢in ise
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Fibonacci kiiplerinin ¢ift Roman baskinlik sayilarmin alt ve iist sinir degerlerine
ulastik.

Gelecek calismalarimizda I, Fibonacci kiiplerinde Roman, zayif Roman ve cift
Roman baskinlik tipi degismezleri i¢in Fibonacci kiiplerinin cizge teorik 6zelliklerini
kullanarak daha biiyiik n boyutlar1 i¢in teorik sonuclar bulmaya gayret edecegiz.
n > 13 boyutlar icin optimizasyon kodlarimi1 daha makul siirelerde calistirarak daha
iyi sayisal veriler elde etmeye 6zen gosterecegiz.
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EK 1: Tiirkce-Ingilizce Matematik Terimleri Sozliigii

Tiirkce terim

Asal cizge

Ayirma kiimesi
Bagimsizlik sayisi
Bagh

Cap

Cift Roman baskinlik sayis1
Dismerkezlilik
Diizenli

Diizensizlik

Esli baskinlik sayis1
Es zamanli olmayan
Fibonacci kiip
Hamilton yolu
Hiperkiip

Ideal amag fonksiyonu
2 - kutulama

Isaretli baskinlik sayis
Kartezyen ¢arpim
Kenar kesimi

Kopri

Kose kesimi

Merkez

Miikemmel eslesme

Ortalama digmerkezlilik

Ingilizce Terim

Prime graph
Seperating set
Independence number
Connected

Diameter

Double Roman domination number

Eccentricity

Regular

Irregularity

Paired domination number
Asynchronous

Fibonacci cube
Hamiltonian path
Hypercube

Optimal objective function
2 - packing

Signed domination number
Cartesian product

Edge cut

Bridge

Vertex cut

Center

Perfect matching

Average eccentricity
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Tiirkce terim

Paket

Tam ¢izge

Toplam baskinlik sayist

Uzaklik

Yaricap

Yukar1 - Asag1 derece polinomlari

Zay1f Roman baskinlik sayis1

Ingilizce Terim

Packet

Complete graph

Total domination number
Distance

Radius

Up - Down degree polynomials

Weak Roman domination number
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