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OZET

Doktora Tezi
GENELLESTIRILMiS YANSITAN BARIYERLI RASGELE YURUYUS
SI"JRECLERININ INCELENMESI

Basak GEVER

TOBB Ekonomi ve Teknoloji Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Endiistri Miihendisligi Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Tahir HANALIOGLU
Tarih: Aralik 2017

Bu tez calismasinda genellestirilmis yansitan bariyerli bir rasgele yiiriiyiis siireci
matematiksel olarak kurulmus, analitik ve asimtotik yontemlerle incelenmistir.
Siirecin bir boyutlu dagilimi incelendikten sonra, siire¢ i¢in genel ergodik teorem ispat
edilmistir. Ergodikligi ispat edilen siirecin ergodik dagilimi ve bu dagilima ait
karakteristik fonksiyonu elde edilmistir. Daha sonra zayif yakinsama teoremi ispat
edilen siire¢ i¢in ergodik dagilimimnin limitte yakinsadigi dagilim bulunmustur. Bir
sonraki boliimde ise siirecin ergodik dagiliminin limitte yakinsadigi dagilimin
yakinsama hizi hesaplanmis ve oldukca sade bir formiil elde edilmistir. Bunlarin yani
sira siirecin bazi sinir fonksiyonellerinin beklenen degeri ve varyansi igin kesin
ifadeler; ¢esitli momentleri igin ise asimtotik agilimlari hesaplanmistir. Burada elde
edilen siir fonksiyonellerinin momentleri yardimiyla siirecin ergodik momentleri i¢in
kesin ve asimtotik acilimlar elde edilmistir. Daha sonra bu ergodik momentler i¢in elde

edilen asimtotik formiiller bir problem iizerinde uygulanmistir.

Anahtar Kelimeler: Rasgele yiiriiylis siireci, Genellestirilmis yansitan bariyer,

Ergodik dagilim, Zayif yakinsama, Yakinsama hizi, Sinir fonksiyonelleri.



ABSTRACT

Doctor of Philosophy
INVESIGATION OF A RANDOM WALK WITH
A GENERALIZED REFLECTING BARRIER

Basak GEVER
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Industrial Engineering Science Programme

Supervisor: Prof. Dr. Tahir HANALIOGLU
Date: December 2017

In this thesis, a random walk with a generalized reflecting barrier mathematically
constructed and is investigated with analytic and asymptotic methods. After examining
the one dimensional distribution of the process, the general ergodic theorem for the
process is proved. Both the ergodic distribution and its characteristic function are
obtained in this section. Next, the weak convergence theorem for the process is proved
and the limit form of the ergodic distribution of the process is found. In the following
chapter, the convergence rate of this limit distribution of the process is calculated and
a quite practical formula is obtained. Moreover, for some boundary functionals of the
process, the exact expression for the expected value and variance are obtained. Also,
for some moments for the boundary functionals, the asymptotic expansions are
calculated. With the help of these expressions, the exact expressions and asymptotic
expansions for the ergodic moments of the process are obtained. Consecutively, the

obtained formulae are applied to a problem.

Keywords: Random walk, Generalized reflecting barrier, Ergodic distribution, Weak

convergence, The convergence rate, Boundary functional.
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SEMBOLLER LiSTESI

Bu caligmada kullanilmis olan simgeler agiklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.
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Bir stokastik deneyin 6rnek uzay1

)’ nin alt kiimeleri iizerinde insa edilmis bir o cebir
A olaymnin olasilig1

Olasilik uzay1

n. yansima miktari

¢y’ lerin limitte yakinsadigi rasgele degisken

x rasgele degiskeninin beklenen degeri

x rasgele degiskeninin varyansi

A kiimesinin karakteristik fonksiyonu

Heaviside fonksiyonu (Basamak fonksiyonu)

[k yansima ani

Ik basamak an1

[k basamak yiiksekligi

xi in beklenen degeri

Yansimalarin limitteki ergodik dagilimi

Basamak yiiksekliklerinin tirettigi kalan omiir
Basamak ytiksekliklerinin kalan dmriiniin beklenen degeri
¢ rasgele degiskeninin beklenen degeri

N, lerin kalan dmriiniin beklenen degeri

¢ rasgele degiskeninin karakteristik fonksiyonu

X+ rasgele degiskenlerinin karakteristik fonksiyonu
X lerin karakteristik fonksiyonu

i+ lerin tirettigi kalan 6mriin karakteristik fonksiyonu
Her

M (t) fonksiyonunun Laplace doniistimii

) Ox M;(x — y)dM,(y)’ e esit olan konvoliisyon garpim
M (s) fonksiyonunun Laplace — Stiltijes doniisiimii
a(x)"in b(x)’ e asimtotik denkligi

lim[g(x)/h(x)] = 0

lg(x)/h(x)| < C <o

F (x) fonksiyonunun kendisiyle n kat konvoliisyon garpimi
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1. GIRIS VE GENEL BILGILER

1.1. Giris

Rasgeleligin bilime girmesiyle, 6zellikle kuantum fizigi ve matematiksel biyolojinin
yani sira giivenirlik, envanter ve kuyruk teorileri ile stokastik finans, bilgisayar
bilimleri, gesitli mithendislik dallar1 vs. gibi uygulama alanlarinda, rasgele yiiriiyiis
stireclerinin teorik altyapisina oldukg¢a fazla ihtiya¢ oldugu ortaya ¢ikmistir. Bu
gelismeler uygulamada daha farkli problemlerin ortaya ¢ikmasina ve rasgele yliriiyiis
siireglerinin temel yapisina bazi modifikasyonlarin eklenmesine gereksinim
dogurmustur. Bu modifikasyonlar problemi tanimlamak veya daha iyi ifade etmek i¢in
gerekli olan bir takim olasiliksal gereclerdir. Bu olasiliksal geregler rasgele yiiriiyiis
stirecindeki kesikli sans karisimli miidahaleler olabilecegi gibi, cesitli tipte bariyerler
de ifade edilebilir. Bu bariyerler incelenen problemin karakterine gore yansitan, tutan,

yutan, elastik veya gecikmeli gibi birgok farkli 6zellige sahip olabilir.

Teorik ve pratik dnemlerine gore, bir veya iki bariyerli rasgele yiiriiylis siirecleri ile
ilgili literatiirde bir¢ok g¢alisma bulunmaktadir (Afaneseva ve Bulinskaya (1984),
Alsmeyer (1991), Aras ve Woodroofe (1993), Brown ve Solomon (1975), Borovkov
(1984), Chang ve Peres (1997), Feller (1971), Gihman ve Skorohod (1975), Janseen
ve Leewardeen (2007), Khaniyev ve dig. (1995, 1998, 2001, 2004), Korshunov (1997),
Korolyuk ve Borovskikh (1981), Lotov (1996), Nagaev (2010), Prabhu (1980),
Siegmund (1979), Woodroofe (1982), vs.).

Bazi gergek hayat problemlerinde ozellikle yansitan bariyerli rasgele yiiriyiis
siireglerinin kuramsal altyapisina ihtiya¢ duyulmustur. Ornegin, kuantum fiziginde
seyreltilmis bir ortamdaki yliksek enerjili bir partikiiliin hareketi i¢in bu siireg
kullanilmaktadir. Yansitan bariyerli rasgele yiirliyiis siirecleri ile ilgili literatiirde
yapilan c¢alismalar su sekilde siralanabilir: Borovkov (1984), Feller (1971),
Kastenbaum (1966), Khaniyev ve dig. (2001), Spitzer (1964), Unver (1997), Weesakul
(1997), Zhang (1992), vs. Bu konuda yapilan ¢alismalar incelendiginde, elde edilen

sonuglarin genellikle teorik karakterde oldugu ve uygulama alanlarinda kullanilmasi
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miimkiin olmayan ifadelere rastlandif1 gériilmektedir. Ornegin, Khaniyev ve dig.
(2001) calismasinda iki yansitan bariyerli rasgele yiirliyiis siireci ele alinmis ve bu
stirecin bir boyutlu dagilimi i¢in kesin ifadeler ortaya konmustur. Ancak, elde edilen
kesin ifadeler n katli integrallerle ifade edildigi i¢in uygulamada ¢ok da yararl
olmamustir. Bu durumda, uygulamada bu kadar 6nemli ve popiiler olan bir siire¢ i¢in
hesaplanmaya elverisgli sonuglarin elde edilmesi gerekliligi ortaya ¢ikmistir. Bu
sebeple, bu tezde uygulamali alanlarda karsilasilan bu gii¢ durumu agmak igin basit

ancak yaklasik ifadeler elde edilmeye ¢alisilmistir.

Dolayisiyla, bu calismada genellestirilmis yansitan bariyerli rasgele yiiriiyiisleri
analitik ve asimtotik yontemler yardimiyla incelenmistir. Bu amagla, bir stokastik
slirecin en O6nemli karakteristigi olan bir boyutlu dagilimi incelenmistir. Ardindan
stire¢ i¢in genel ergodik teorem ispat edilmis ve ergodik dagilimi ile ergodik dagilimin
karakteristik fonksiyonu elde edilmistir. Bunu takiben, siirecin ergodik dagilimi igin
zaylf yakinsama teoremi ispatlanmistir. Bu teorem yardimiyla, siirecin ergodik
dagiliminin limitte yakinsadigi limit dagilimi elde edilmisir. Bir sonraki boliimde ise,
bu yakinsama hizi incelenmis ve oldukga pratik ve yorumlamaya miisait bir sonug
ortaya konmustur. Bunlarin yant sira, silirecin bazi sinir fonksiyonelleri arastirilmis ve
bu sinir fonksiyonellerinin momentleri i¢in kesin ifadeler ve asimtotik acilimlar
bulunmustur. Daha sonra bu sonuglar yardimiyla, siirecin ergodik momentlerinin kesin
ifadeleri ve asimtotik agilimlar1 elde edilmistir. Asimtotik yontemlerle elde edilen

formiiller 6zel bir durumda daha da sade bir hale getirilmistir.

1.2. Literatiir Taramasi

Bariyerli rasgele yiiriiyiis siireclerinin literatiire dahil edilmesi 1960’ I1 yillara dayansa
da, bu konu ile ilgili literatiirdeki gelismeler, tutan, gecikmeli ve elastik tipteki
bariyerli rasgele yiirliylis stirecleri ile 6dillii yenileme siireglerindeki gelismeler
birbirleri ile etkilesimli olarak meydana gelmistir. Literatiirdeki bu gelismeler

asagidaki gibi kisaca 6zetlenebilir.

Bariyerli rasgele yiiriiyiis siireci ilk olarak Spitzer, (1964) tarafindan literatiire dahil
edilmigtir. Daha sonra Feller (1971), bu siireclerin temel bazi olasiliksal
karakteristiklerini tanimlamustir. Soyle ki, 6zel durumda (n; ler simetrik Bernoulli

dagilimina sahip) iki yansitan bariyerli rasgele yliriiyiis siirecinin bir boyutlu dagilimi
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i¢in kesin ifade elde etmistir. Afaneseva ve Bulinskaya (1984) iki tutan bariyerli
rasgele yiirliylis silirecinin ergodik dagilimi i¢in iki terimli asimtotik acilim elde
etmistir. Borovkov (1984), bir tutan bariyerli rasgele yiiriiyiis siireci i¢in Wiener —
Hopf faktorizasyon yontemini kullanarak, kesin ancak karmasik matematiksel yapiya
sahip bir formiil elde etmistir. Lotov (1996), Chang ve Peres (1997), Janseen ve
Leewardeen (2007) ve Nagaev (2010) gibi arastirmacilar bir ve iki bariyerli Gauss
rasgele yiirliyiis siireglerinin smir fonksiyonellerini incelemisler ve bu smir
fonksiyonellerinin momentleri igin {i¢ terimli asimtotik ac¢ilimlar elde etmislerdir.
Korshunov (1997), Gauss rasgele yiiriiyiis siirecinin maksimumu i¢in asimtotik a¢ilim
elde etmistir. Alsmeyer (1991) calismasinda rasgele yiiriiyiis siiregleri kuraminda
O6nemli bir rolii olan harmonik yenileme fonksiyonu i¢in iki terimli asimptotik agilim
elde edilmistir. Siegmund (1979) simetrik olmayan Gauss rasgele yiiriiyiis siire¢lerinin
karakteristiklerini simetrik olan versiyonu ile ifade etmistir. Aras ve Woodroofe
(1993) ile Woodroofe (1982), rasgele yiiriiylis siireglerinin lineer olmayan sinira
ulagma problemini ele almislardir. Khaniyev ve dig. (1995 — 2004) bir ve iki bariyerli
yar1 — Markov rasgele yiiriiyiis siireglerinin duragan karakteristikleri i¢in iki ve {i¢

terimli asimtotik ac¢ilimlar ortaya koymuslardir.

Yansitan bariyerli rasgele yiirliyiis stiregleri de bazi 6zel gergek hayat problemlerini
ifade etmede kullanilir. Ornegin, kuantum fiziginde seyreltilmis ortamdaki yiiksek
enerjili bir partikiiliin hareketini ifade etmede yansitan bariyerli rasgele yiiriiyiis siireci
kullanilir. Bu konuyla ilgili de literatiirde cesitli ¢alismalar bulunmaktadir (6rn.,
Borovkov (1984), EI — Shehawey (1992), Feller (1971), Kastenbaum (1966), Khaniev
ve dig. (2001), Spitzer (1964), Unver (1997), Weesakul (1997), Zhang (1982), vs.).
Ancak, bu calismalar genel olarak teorik karakterdedirler. Bu sebeple elde edilen
sonuglarin matematiksel yapilarinin karmagiklig1 nedeniyle uygulamada kullanilmasi
oldukca zor olmustur. Bu zorlugu agmak i¢in son zamanlarda sade ancak yaklasik

formiiller elde edilmeye baslanmistir.

Model: Bu ¢alismada, baslangi¢ anindaki kapital miktar1 Az > 0 (A > 0) seviyesinde
olan bir firma ele alinmistir. Rasgele anlarda T,, = Y[~ &, ,n = 1,2, ... gelen primler
sayesinde bu kapital artmakta ya da kazalar sebebiyle firma para kaybetmektedir. Bu
artis ve azaliglarin miktar1 {n,},n = 1,2, ... rasgele degiskenleri ile ifade edilmistir.
Sistemin kapital seviyesi sifirin altina diisiinceye kadar devam etmektedir. Kapital

miktar1 negatif oldugunda, firma kredi alip almayacagina karar verir. Bu alacagi kredi
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miktar1, negatif kismin (—(; ) A kat1 kadardir. Bundan sonra firma aldig1 kredi miktari
seviyesinden ¢alismaya devam eder. Kapital seviyesindeki bu degisimler tekrar negatif
bir degere diisiinceye kadar devam eder. Tekrar negatife diistiiglinde ise, siire¢ benzer
sekilde hareketine devam eder. Bu sekilde calisan bir sistemin kapital miktarindaki

degisiklik genellestirilmis yansitan bariyerli rasgele yiiriiyiis stireci ile ifade edilir.

X(t)y
‘ ’1571’.'_"’,
— | | | |
S —
Az ——1 151 Ayt
! : —* : : :
| EY b | i |
| — | | i |
i i | | i j —
: : . it i i
I —is,
IR | : .
T, T, : 7y =Ty, ¢ {i Tp = Ty +n,
l 62 ]
—{) ! *

Sekil 1.1. : X(t) slirecinin 6rnek bir izdiistimdi.

Bu ¢alismanin amaci bu siireci matematiksel olarak insa etmek ve siirecin olasilik ve

sayisal karakteristiklerini hem analitik hem de asimtotik yontemlerle incelemektir.



2. X(t) SURECININ MATEMATIKSEL KURULUSU

{(&,nn)} n=1,23,.. rasgele degisken ciftleri bagimsiz, ayn1 dagilima sahip ve
aynt (2, F,P) olasilik uzayinda tanimlanmis rasgele degiskenler olsun. Bununla
birlikte, &, n = 1,2, ... rasgele degiskenleri pozitif degerli olup, n,,, n = 1,2, ...” ler ise
hem pozitif hem de negatif degerler alabilen rasgele degiskenler olsun. Ayrica, &; ve
n, rasgele degiskenleri kendi aralarinda da bagimsiz olup, dagilim fonksiyonlari

biliniyor olsun:
d(t)=P{é, <t} F(x) =P{n, <x}t=>0,x € (—o,+).

{T,.} yenileme dizisi ile {S, } rasgele yiiryiis siireci asagidaki gibi tanimlansin:
n n
TO ESO = 0, Tn =2€l' Sn =Zni,n = 1,2,...
i=1

i=1
Bunlara ek olarak asagidaki tam degerli rasgele degiskenler verilsin:
Ny =0,N; =N,(Az) = inf{k > 1: 1z — S}, < 0};
0=220; 3 =42) = |/12—5N1|}
N, = N,(Agy) = inf{k = Ny + 1:4; — (S, — Sy, ) < 0};

o =00A4G) = |/1€1 - (5N2 - SN1)|}

Ny = Ny(Ap—1) = inf{k = Ny + 1:A0p—1 — (Sx — Sn,_,) < 0};
Gn = Gn(An-1) = |An-1 — (Sn, = S )l =12,

Bu rasgele degiskenlerin yardimiyla asagidaki {r,}, n = 1,2, ... dizisi agsagidaki gibi

kurulsun:



Ny N, Np
T, =0; 7, =1,(A2) =Z€i; T, =2§i;...; (. =2§i,n =12..
i=1 i=1 i=1

Ek olarak, v(t) = max{n > 0:T,, < t}, t > 0 rasgele degiskeni tanimlansin. Bu no-

tasyonlarin yardimlariyla X (t) siireci asagidaki gibi tanimlanabilir:
X() =28, — (Syery — Sn,); YEE [th, Tus1)n =012, ...

Siirecin alternatif bir tanimi asagidaki gibi de verilebilir:

X(t) = z (/1611 - (Sv(t) - SNn)) I[Tn;Tn+1) (t)
n=0

Burada I,(t), A kiimesinin bir indikator fonksiyonudur.

Siirecin 6rnek bir izdiistimii Sekil 2.1° de oldugu gibi verilebilir.

X(t),
‘ Ay r—
— | | : |
Az p— 11 | : AQy r—
| AN e | i |
el L
| — | | i |
| i i i i * —
A ]
A N —is,
$1 I §2 185 | | i .t
T, T, i Ty = Ty, ¢ {i Ty = Ty 4N,
l b2
i) ! x

Sekil 2.1 : X(t) stirecinin 6rnek bir izdiistimii.

Bu sekilde tanimlanan X (t) siirecine “Genellestirilmis Yansitan Bariyerli Rasgele Yii-
rliyiis Siireci” denir. Literatiirde 4 = 1 oldugunda bu siire¢, “Yansitan Bariyerli Ras-

gele Yiirtiyiis Siireci” olarak bilinir.



3. X(t) SURECININ BiR BOYUTLU DAGILIMI

Bu boliimde yansitan bariyerli bir rasgele yiiriiyiis siirecinin (X(¢)) bir boyutlu
dagilimi incelenmistir. Bu sonucu ifade etmeden 6nce, notasyon kolaylig1 agisindan

bu boliimde 6zellikle kullanilacak olan asagidaki ifadeler verilsin:

x—Az=0

1,
ao(x;/lz)=£(x—/12)={ 0 x—dz<0 ’

a,(x;Az) = Py, {Az—S; > 0;i=1,n;Az— S, < x};
b,(dv;2z) = Pj,{Az—S;>0;i=1,n—1;1z— S, € dv;v < 0};
APy (t) = Pp(8) — Ppyq(8); Pp(8) = P{T, < t}.
Simdi bu boliimiin esas amaci olan X (t) siirecinin bir boyutlu dagilim fonksiyonunu

ifade eden teorem verilsin:

Teorem 3.1: X(t) siirecinin bir boyutlu dagilim fonksiyonu asagidaki gibi

gosterilebilir:

PLAX(D) < x} = G(t; x; A7) + Z PAte < t < ooy X(8) < %)
k=1

® 0 0
= G(t; x: 12) + Zf (k) f R(t; dvy; A7) * R(6; dvy; Alvy])
k=1"V1==% V==

* ok R(E; dvg; Alvg—q ) * G(& x; A|vk]) (3.1)

Burada

R(ds; dv; Az) = Py, {t, € ds; X(1,) € dv} = Z ®,,(ds)b,(dv; Az);
n=1

G(t;x;12) = P ity > 6: X(8) < x} = Z AD, (D)a, (x; Az) dir.

n=1



Ispat: X(t) siirecinin bir boyutlu dagilimi toplam olasilik formiiliinii kullanilarak

asagidaki gibi gosterebilir:
P X(t) < x} = Z P it <t < Trpy; X(£) < %)
k=0

Simdi de, bu serinin her bir toplanani1 ayr1 ayr1 hesaplansin.Diger bir degisle, k =
0; k = 1 ve k = n genel durumu igin Py, {t; <t < Ty41; X(t) < x} olasiliklar teker
teker incelensin.
e k = 0igin:
P {0 <t <t X(t) < x} =Py {ty > t; X(t) < x}

= > PL{v® = mTy, > 6X(0) <)
n=0

[0e]

= ZPAZ{Tn St<Tpsu Ny =2n+1X(t) < x}

n=0

= Z PLAT, <t < Typyps Ny > 15 X(6) < %)

n=0

P AT, <t<Tp;Az—S;>0;i=1,n;1z— S, < x}

I
NgE

0

s =

P{T, <t < Tpi1}Pi{z—S;>0;i=1,n;1z— S, < x}
0

S
1l

= ) (@0®) = Ppiy®)an(1:22) = ) A,y (642) = 665 42)  (32)
n=0 n=0
e k =1icin:

t
Pty <t <t X(t) <x}= J P {ti €Eds;s <t <ty X(t) <x}
s=0

¢ 0 o n
=j j ZZPAZ{Az—Si>O;i=1,m—1;lz—5m<0;
5s=0 -1

=—00
v n=1lm

Az =8, €dv; T, €ds; T, St < Tyt —s< T, —Ty;
Alvl - (Sn_Sm) SX}



t 0 ® N
=f f ZZPAZ{Az—Si>O;i=1,m—1;/12—5m<0;
s=0Yv=—00

Az—=Sp€dv;Ty, €ds;Ty, — Ty <t —5s<Tpy1— Tis
t—s<t,—1;Av| = (S, — S;) < x}

t (0 i
=f f Z Py{lz—5S;>0;i=1,m—-1;1z—S,, < 0;
0 Jy=—w it £

N>

Az—Sp€dv;T, €ds;Ty — T St —5s<Tpy1 — Tt —s< Z &

i=m+1

Alvl - (Sn - Sm) < x}

t (0 oL
=f j ZZP;LZ{Az—Si>O;i=1,m—1;/12—Sm<0;
s=0Yv=—00

Az — S, € dv; T,, € ds}

Pllvl{Tn—m St=5s<Tpomivt =S < Ty AV = Spom < }

=jf ZEPM{AZ §,>0i=T,m—T1;
s=0

=—00
[ n=1m=

Az — S, <0;Az — S, € dv;T,, € ds}
Pyl =T <t —5 <Tpyy — Ts Alv| = S; > 0;
i=1n—m;Av| —S_m < x}

fsof ZZP{T € ds)

V=" n=1m=
P,{lz—S5;>0;i=1,m—-1;1z—S,, < 0;1z — S, € dv}
P)lel{Tn —Tn <t =5 <Th4 _Tm}

PuvffAlvl = S; > 0;i=Tn—m;Av| — Sp_pm < x}

= Lt_o J:_wi z": D,,(ds)b,,(dv; 12) AP, _, (t — 5) Ay (x; AlV])

n=m

ft Jv _mi ®,,,(ds)b,,(dv; AZ)ZA‘Dk(t—S)ak(x Av))

m=1
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t (0
= f f R(ds; dv; A2)G(t — s;x; A|v|)
s=0Jv=—o00

0
= f R(t;dv; Az) * G(t; x; A|v]) (3.3)
v=—00

Burada

R(ds; dv; Az) = Py, {t, € ds; X(1,) € dv} = Z ®,,(ds)b,(dv; Az);

n=1

G(t; A7) = P ity > £ X(8) < x} = Z AD,(Da,(x; A7) dir.
n=1

Benzer sekilde, k = n i¢in asagidaki esitlik yazilabilir.

Prftn <t <Tpyp; X(8) < x}
0

0
= ..(n) f R(t;dvy; Az) * R(t; dvy; A|vq]) * ...

V1= Vp=—00

* R(&; dvn; Avp_q]) * G(& x5 A|vy]) (3.4)
(3.2) — (3.4) esitliklerinin yardimiyla X (t) siirecinin sonlu boyutlu dagilim fonksiyonu

asagidaki gibi yazilabilir:

PLX(t) < x} = G(t; x; A2) + Z Poit, < t < Toar; X(£) < %)
k=1

® 0 0
= G(t;x;/’lz)+2f f R(t;dvy; Az) * R(t; dvy; Alvy]) * -+
k=1 V1=7%® Vg=-©

* R(t; dvy; A|vg_1]) * G(&; x; A|vg])

Boylece Teorem 3.1 ispat edilmis olur.
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4. X(t) SURECININ ERGODIKLIiGi

Siirecin duragan karakteristiklerini incelemeden Once bu siirecin ergodik olup
olmadiginin ispat edilmesi gereklidir. Ergodikligin ispatlanmasinda yardimci olmasi
agisindan {S,,} rasgele yiiriiyiis siirecinin birinci basamak an1 (v;) ile birinci basamak

yiiksekligi (x7) asagidaki gibi verilsin:

V+

1
vi =min{n > 1:5,, > 0}; x = Sy} =Zm;

i=1
Ayrica, {(v/}; x;t),n = 2,3, ...} rasgele degisken ciftleri, (v{; x{") rasgele degisken
cifti ile aym dagilma sahip, bagimsiz rasgele degisken ciftleri olsun (Feller, (1971)).

v; ve y{ rasgele degiskenlerinin drnek bir izdiisiimii Sekil 4.1 de verilmistir.

lSn
* X1
[ ';I ‘:* n -
M1 . > V1 n
o EY
N2, |
| |

Sekil 4.1 : Birinci basamak yiiksekligi ve birinci basamak ani

Bu durumda Dynkin prensibine gore (Rogozin, (1964)) N;(Az) ile Sy, iz smir

fonksiyonelleri asagidaki gibi gosterilebilir:

H(Az) H(Az)
N,(Az) = Z Vi Sn,az) = Z X
i=1 i=1

Burada H(x) = min{n > 1: ¥, x;* > x}" tir. Bagska bir degisle, H(x) siireci
basamak yiiksekliklerinin ({);'},n = 1,2, ...) olusturdugu bir yenileme siirecidir.
11



Bu notasyonlarin yardimiyla X (t) siireci i¢in asagidaki genel ergodik teoremi verilsin.

Teorem 4.1: Baslangi¢ {&,} ve {n,} rasgele degiskenleri asagidaki ek kosullar1 da

saglamis olsun:

i. 0<E(&) <+4ox;
iii. E(mD) <oo;
iv. 7, rasgele degiskeni aritmetik olmayan bir rasgele degisken olsun.
Bu takdirde, X(t) siireci ergodiktir ve her olgiilebilir ve siirlt f(x)(f:[0,00) = R)

fonksiyonu icin asagidaki iliski 1 olasilig ile dogrudur:

1 (¢ ©
lim — fo f(XW)du = fo f()dE(A(x,A0)) (4.1)

1
E(N1(10))

Burada

E(N,(AD) = f E(N,(A2))dm;(z); E(A(x,A0)) = j A(x, Az)dm)(2);
0 0

o)

A(x,Az) = Z an(x,A2);

n=0
a,(x,22) =P{Az—S;>0;i=1,nAz—S, <x};; n=>1,x>0
ve 1,(2), {¢,},n = 0,1, ..., Markov zincirinin ergodik dagilimidir. Ayrica, { rasgele
degiskeni 1; (z) dagilimina sahip bir rasgele degiskendir, yani, P{{ < z} = m;(2) =

lim P{{, <z}’ dir.
n—oo

Ispat: incelenen siireg, literatiirde “Kesikli miidahaleli yar1 — Markov smifi” diye
bilinen biiyiik bir sinifin liyesidir. Bu smif i¢in genel ergodik teorem Gihman ve
Skorohod tarafindan ispat edilmistir (bkz., Gihman ve Skorohod, (1975), s. 243). Bu

teoremin uygulanmasi i¢in asagidaki iki varsayimin saglanmis olmasi gereklidir.

Varsayim 1: Opyle bir artan rasgele zaman anlart (1o =0 <17, < T, < -+ < )
dizisi se¢ilmelidir ki, bu anlarda siirecin aldigi degerler (X (Tn)) ergodik bir Markov

zinciri olustursun.

12



Bunun igin siirecin kurulusunda tanimlanan {z,,} dizisini se¢mek yeterlidir. Clinkii bu
rasgele artan zaman anlarinda siirecin degeri X (7,,) = A, olur. Siirecin tanimina gore

{,,} dizisi bir ergodik Markov zincirdir. Boylece ilk varsayim saglanmis olur.

Varsayim 2: Teorem 4.1 in kosullar: altinda ¥ z € (0; ) icin, E(t1) = E(1(2)) <

oo Ve

(0]

E(ty — Tnot) = f E(11(2))dmy(z) < oin = 2,3, .. 4.2)
0

oldugu saglanmalidir. Burada m,(z), {{,},n = 0,1,2,... Markov zincirinin ergodik

dagilimidir.

{tn — a1}l n = 2,3, ... rasgele degiskenlerinin bagimsiz ve ayni dagilima sahip
olduklar1 goz Onilinde bulundurursak, bu takdirde (4.2) esitligini ispatlamak icin

asagidakilerin saglandigini gostermek yeterlidir:

B(0,G2) < @5 B(ta — tn) = B(0G0) = [ B(n02)dm) <
0

(4.3)

Wald 6zdesligine gore (Feller, (1971)),

N1(12)
EmO2)=E( Y & |=EEE(N,(2) (4.4)
i=1
Buradan (4.4) esitligi (4.3)’ te yerine yazilirsa:

B(nG9) = B [ E(M02)dm @) (45)

0

elde edilir. Teorem 4.1’ in varsayimlarina gore E(&;) < oo’ dir. Dolayisiyla, (4.2)

kosulunun saglanmasi i¢in

13



f oo15(1v1(/’tz))aln,1(z) < o (4.6)
0

olmalidir. Yine Wald 6zdesligine gore (Feller, (1971)):

H(Az)
E(N,(A2)) = E Z vi | = E(v{)E(H(A2)) = U, (A2)E(v{) (4.7)

i=1

olur. H(Az) fonskiyonu bir yenileme siireci oldugundan onun beklenen degeri
(U, (A2)) her 0 < z < o igin U, (Az) < oo “dur (Feller, (1971)). Diger taraftan m; =
E(ny) > 0 oldugundan, E(v{) < o olur (Feller, (1971), bol. 11). Dolayisiyla,

E (NjL (/'lz)) < oo olmus olur. (4.6)’ nin saglandigin1 géstermek igin ise

E(U,(1) = f U,(Az)dm;(z) < oo (4.8)
0

oldugu gosterilmelidir. Teorem 4.1’ in kosullarni altinda 0 < p; = E(y{) <
oldugunu saglanmaktadir. Bu durumda, yenileme teoremine gore (Feller, (1971), bol.
11, altbaslik 1), z = oo iken U,(Az) yenileme fonksiyonu igin asagidaki agilim

yazilabilir:
Az
U,(Az) = PR 9(4z) (4.9)
1

Burada i, = E(¥{) = 2’%; we =E(x) k= 1’2;311_{?0 g(x) = 0’ dir. Buna gore, her

€ > 0 i¢in Oyle bir b = b(¢) sayist vardir ki (0 < b(g) < ), her z > b(¢) igin
€
l9(12)| <5 (4.10)

olur. Bu durumda (4.8) asagidaki gibi yazilabilir:

o

U,(Az)dm,;(z) + f( )U+(/12)dn,1(z)
b(e

b(e)
E(U,(A)) = f

0

14



= J,(e) + J,(¢) (4.11)

b(e)

Burada J,(¢) = f U,(Az)dm;(z) ve J,(e) = fb( )UJr (Az)dm;(z)’ dir.

U, (Az) fonksiyonu monoton azalmayan fonksiyon oldugundan, her z < b(e) i¢in,

U, (Az) < U, (Ab(e)) esitsizligi saglanir. Dolayisiyla,

b(e)

b(e)
U, (A2)dm,(2) < U, (Ab(e)) f dmy(2) <U,(Ab(e))  (412)

Ji(e) = f

esitsizligi elde edilir. Diger taraftan (4.10) iliskisi ve b(¢) sayisinin tanimindan A’ nin

yeterince biiylik degerlerinde,

U, (Ab(e)) = —1) +g(Ab(e)) < L . > (4.13)

esitsizligi yazilabilir. Boylece, (4.12) ve (4.13)’ ten asagidaki esitsizlik elde edilir:

Ab(e) | ¢
Ji(e) < +0,+ = (4.14)
H1 2
Simdi de (4.11)’ de ikinci terim olan J,(€)’ u ele alalim ve degerlendirelim:
A (o] . [ee] (o]
p@ <[ am@ [ dm@+ [ gGndm@)
H1Jp(e) b(e) b(e)
AE €
< ©) + 4+ (4.15)
H1 2

Burada B, = E({) = f0°°(1 —m(v))dv’ dir. (4.14) ile (4.15) i (4.11)’ de yerine

yazarsak:

(ﬁl+ ()

E(U, (1) < + 20, +¢ (4.16)

olur. Teorem 4.1’ in varsayimlar altinda u, < o oldugu i¢in f; = E({) < oo’ dur.
Ayrica, her 0 < 1 < oo i¢in ve herhangi € > 0 igin, 0 < b(e) < oo’ dir. Bu sebeple,
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E(U,(A)) < (4.17)

esitsizligi  saglanir. Boylece E(1;) <o ve E(1,—Tn_1) <o (n=23,..)
saglanmis olur. Ikinci varsayim da saglandigindan siirec i¢in genel ergodiklik teoremi
ispatlanmis olur. Dolayisiyla, X(t) siireci ergodiktir ve her olgiilebilir ve smirh
f(x) (f:[0,00) > R) fonksiyonu igin asagidaki iliski 1 olasihigi ile dogrudur
(Gihman ve Skrohod, (1975)):

1 t
th_)r?o?j; f(X(u))du

1
E(zy)

foofoofoof(x)P;Lz{Tl > t; X(t) € dx}dtdm;(z)
o Jo Jo

1
E(zq)

fm]mfmf(x)de(t, x,Az) dtdm;(z) (4.18)
o Jo Jo

Burada G(t,x,12) = Py,{t; > t; X(t) < x } = P{r; > t; X(t) < x|X(0) = Az}’ dir
ve {S,};n = 1 rasgele yiriiyiis siirecinin olasilik karakteristikleri ile ifade edilebilir.

{&.} ve {n,};n = 1,2, ... dizileri bagimsiz olduklarindan:

G(t,x,Az) = Pp{t; > t; X(t) < x}

- z Pu{v(t) =Ty, > ;X(t) < x )
n=0

=ZPAZ{T-”<tSTn+1;N1>n;AZ_SnS.x}
n=0
P AT, <t <Tp;Az—S5;>0;i=1,n;1z— S, < x}

n=0

Z P{T,, <t < Tpi1}PifAz—S; > 0;i=1,n;Az - S, < x}
0

n

= i (0" ™) — 2* ™D (1)) @, (x, 22) (4.19)

n=0

16



t>0

t< 0O
e(x—2z);a, =P{Az—5;>0;i=1,n;1z—S,, < x};n > 1 dir.

olur. Burada ®*™(t) = P{T, <t}; ®*O(t) =¢(t) = {é ao(x,Az) =

(4.19) esitligine Laplace doniisiimii uygulayarak asagidaki esitlik elde edilir:
- 1-9( N
6B x02) =~ ) (9(B))"an(x,22) (4:20)
n=0

Burada G(8,x,Az) = foooe_ﬁtG(t, x,Az)dt ve @(B) = E(e‘ﬁfl), B >0’ dir. Her
B > 0igin |p(B)| = |E(e"ﬁfl)| < 1 oldugundan:

D @B @ AD)| < D 0B "an(622) < ) an(0,22)
n=0 n=0 n=0

= Pz =55 0:i = T (2 =S, < ) = )

n=0

n=0

PAZ{AZ S, >0;i=Tn =z P{N,(Az) > n}
n=0

= Z P {N,(A2) = (n+ 1)} = Z P, {N,(12) =2 m} < E(N;(Az)) <0 (4.21)
n=0 m=1

olarak elde edilir. Dolayisiyla, (4.20) esitliginden f — oo iken, limite gegebiliriz.

[3 (1 (Z(ﬂ)) E(&) ve hm @(B) =1 olduklar1 goz Oniine alinirsa, (4.20)’ den

asagidaki sonug elde edilir:

fo "6t x A7)t = lim G(8,x,22) = EE) Z a,(x,A2) = E(EDA(x, Az)

n=0

(4.22)

Son olarak, (4.5) ve (4.22) esitlikleri (4.18)’ de yerlerine yazilirsa, Teorem 4.1° de

verilen ifade ede edilir. Boylece Teorem 4.1 ispatlanmis olur.

(4.1) esitliginde f(x) = e'**; a € R olarak alinirsa, asagidaki sonug elde edilir.
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Sonug¢ 4.1: Teorem 4.1’ in kosullar1 saglanmis olsun. Bu takdirde, X(t) siirecinin

ergodik dagiliminin karakteristik fonksiyonu ((p X (a)) asagidaki gibi yazilabilir:

E(A" (2, 10))

(pX(a) = gi_)rg)E(eiaX(t)) = E(N (/16))

(4.23)

Burada, E(A"(a,A0)) = [.” e"*dE(A(x, A))’ dr.

Onerme 4.1: Teorem 4.1” in kosullar1 saglanmis olsun. Bu durumda, X (t) siirecinin

karakteristik fonksiyonu @y(a) = lim E(e!**®), N,(1z) ile Sy.1, sinir
lim ,2)

fonksiyonellerinin karakteristikleri ile asagidaki gibi ifade edilebilir:

__ 1 “aaz Psman T 1
ox(@) = 15(1\/1(,1{))f0 ¢ @y(—a) — 1

dmy(z);a +# 0 (4.24)

Burada

(pn(_a) = E(e_ianl); (pSN1(7lO (—CZ) = E(e_iasNﬂlO);

N1(AQ)

SNl(l{) = z Ni; E(N1(/15)) =J0 E(N1(/12))d7fa(z)-

Ispat: N;(1z) tanimindan da anlasilacag iizere {S,};n =1 rasgele degiskeninin
B;, = (—o0; Az] araligindan ilk ¢ikis anmi ifade eder. d,,(I,Az) = P{Nl(/lz) =
Sy, (az) €1 }, I € Bj, olarak gbsterilsin. Burada B;,, B;, kiimesinin tiimleyicisidir.
Her n > 0 ve I c B,, i¢in d,(I,Az) = 0 olsun. N;(1z)’ in tamimindan her I € B,
i¢in

d,(I,Az) = P{Sy € By;k=1,n—1;S, €I} (4.25)

olur. Hern > 0 ve I c B, i¢in,

cn(I,Az) = P{S; € Byy; ...;Sn—1 € By;; Sn €1}; 1 C Byy;

¢ (1,Az) = 0;1 S B}, (4.26)

olsun. Asagidaki dontistimler de dahil edilsin:
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oo}

d*(s,a, 1z) = Z snf e'**d. (dx, 1z);

n=1 B}.Z
&*(s,a,Az) = Z s”] e'®c (dv,1z). (4.27)
n=0 Bz

Rasgele yiirliyiis siirecinin temel 6zdesligine goére (bkz., Feller (1971), bol. 18,
altbaslik 1)

1—-d*(s,a,12) = é* (s, a, 12) (1 — sy (a)). (4.28)

‘dir. Asagidaki doniisiim tanimlansin:

E(W(s, ,A0)

(o]

= Z s”j dnl(z)j e P{lz— S, = 0;k=1,n;1z— S, € dx} (4.29)
0 0

n=0

(4.29) esitliginden,

E(l/)(s, a,l{)) = Z s"f dn,l(z)f el®*p{s, < Az;k =1,n; Az — S,, € dx}
n=0 0 0

e () Az
= z sn j dm,(2) J elez=vIpfs, < Az;k = 1,n; S, € dv}
0 —00

n=0

=.f ei“’lzdnl(z)Zs"f
0 B

e~l@p{S, € By,; k =1,n; S, € dv} (4.30)
n=0 Az

olarak elde edilir. Burada B, = (—o0; Az] araligidir. (4.25), (4.26) ve (4.27) esitlikleri
(4.30)’ da goz Oniine alindiginda,

E(z,[)(s, a, A{)) = fooei’“zé*(s,—a, Az)dm;(2) (4.31)
0

olur. (4.28) esitligi (4.31) esitliginde yerine yazildiginda
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1—d*(s,—a,12)
(1 - S(pn(_a))

E(w(s, a,0)) = f gl dmy () (4.32)
0

&*(s,—a,2z) < E(N;(12)) < o oldugu igin, E(N;(1z))’ in sonlulugunu saglayan
kosul ayn1 zamanda ¢* (s, —a, Az)’ nin s — 1 iken limitinin mevcut ve sonlu oldugunu

da saglar. Dolayisiyla, (4.32) esitliginin s — 1 iken limiti alindiginda,

E(A*(a,20)) = lim E((s, @, A9))

® 1-d*(1,—a,Az)
= f elarz d (2) (4.33)
0

(1 — S, (—a))

olur. Burada

d (1, —a,Az) = Zf e‘i“xP{Nl(/lz) =n;Sy,(az) € dx}
n=1 Q

= [Term sy € dx) = B M) = g, @) (439)
0

olur. (4.34) esitligi (4.33)’ te yerine yazilirsa:

1- <P5N1(AZ)(—C¥)
(1 — Sy (_a))

E(A"(a,A])) = f elahz dm(2); a#0 (4.35)
0

olur. Sonug olarak, (4.35) esitligi (4.23)’ te yerine yazildiginda Onerme 4.1 ispatlanmis

olur.
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5. X(t) SURECININ ZAYIF YAKINSAMASI

X(t) siireci ic¢in zayif yakinsama teoremini vermeden oOnce asagidaki

standartlastirilmis siireci dahil edelim:

X(t)
B =75 620 >0,

Bu boliimdeki amacimiz, 4 — oo iken, Y;(t) siirecinin ergodik dagilimi igin zayif
yakinsama teoremini ispat etmektir. Bu sebeple, oncelikle asagidaki ilk Onerme

verilsin.

Hatirlatmak gerekirse, m,(z) dagilim {(,};n = 1,2,... Markov zincirinin ergodik

dagilimidir.

Onerme 5.1: g(x):R* - R &lgciilebilir fonksiyonu smirli bir fonksiyon olup,

lim g(x) = 0 olsun. Bu takdirde, asagidaki bagint1 yazilabilir:
X—00

)lLimJ g(Az)dm,(z) = 0.
—00 0

Ispat: lim g(x) = 0 olduguna gére her £ > 0 icin dyle bir x*(g) < oo vardir ki, her
X—00

x = x*(¢&) i¢in agagidaki esitsizlik saglanir:

9GOl < 5.1)

& > 0 olmak iizere | OOO g(Az)dm; (z) integrali asagidaki sekilde gosterilebilir:

o ) 0
f 902 (2) = f 9(2)dmy(2) + f 902 dmy (). 5.2)
0 0 o)

Simdi de A parametresi agagidaki gibi segilsin:
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A=.(s,6) = x*ég).

Her A > A,(g,8) ig¢in Ad = x*(e) olacaktir. Bu sebeple gerekli hesaplamalar
yapildiginda her 1 > A, (g, §) i¢in

| s02im@)| < | leelin@ = | Sim@ =3 e

2(1 —m(8)) < (5.3)

N]| ™M

esitsizligi elde edilir. Ayrica, Onerme 5.1° in kosullarina gére g(x) fonksiyonu sinirl

bir fonksiyon olup sup|g(x)| < M < o’ dir. Dolayisiyla her z = 0 igin |g(1z)| < M
XER

olur. Bu takdirde,

) )
f gQ)dm )| < f 190D dmz(2) < M, (6)
0 0

esitsizligi yazilabilir. § parametresi 6yle segilsin Ki, m;(8) = €/2M olsun. §° nin bu

degeri 6™ ile gosterilsin. Baska bir deyisle, §* = §* (&) asagidaki sekilde yazilabilir:
6" =06"(e) =sup {6 > 0:m,(6) < i} > 0.
- 2M

1, (z) fonksiyonu z parametresine gore monoton azalmayan bir fonksiyon oldugundan

her § < 6*(¢) igin my (§) < €/2M olacaktir. Bu takdirde,

< Mm,(5) < M— == (5.4)

)
fo 9(A2)dmy(2) R

olur. Dolayisiyla, (5.3) ve (5.4) esitsizlikleri (5.2)’ de gbz 6niinde bulunduruldugunda
asagidaki esitsizlik elde edilir:

6(g)
< f g(Az)dm; (z)| +
0

Nlm
Nlm

f 9(A2)dmy (2) f 902 2)| <
0 5(e)

Ozetle, her € > 0 i¢in 1 — oo iken
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<¢

[ sG2am@
0

olur. Buise A — oo iken
f g(Az)dmy(z) - 0
0

oldugu anlamma gelir. Yani, ){im fooo g(Az)dm,(z) = 0’ dir. Bu da Onerme 5.1° i
ispatlar.

Asagida {S,,}, n = 0 rasgele yiiriiylis stirecinin basamak yiikseklikleri ile basamak
anlarindan yararlanilacaktir. Dolayisiyla, 4. boliimde tanimlanan ilk basamak

yiiksekligi (x;) ile ilk basamak an1 (v;) rasgele degiskenlerini tekrar hatirlatalim:

Vi
vi =infln > 1:5, > 0} x{ =S,+ = Zr]i.

i=1
Ayrica, (v, x;t),n = 2 ikilileri (v{, x{) ile aym dagilima sahip, bagimsiz ve pozitif
degerli rasgele degisken ciftleri olsun. {y;'},n = 1 basamak yiiksekliklerinin iirettigi

bir yenileme siireci H(z) asagidaki gibi tanimlansin:
n
H(z) = inf{n > 1:2)({' > z},z > 0.
i=1

Dynkin prensibine gore, N;(z) Ve Sy, (5 sir fonksiyonelleri {v;} ve {y;},n =1

rasgele degisken dizileri ile asagidaki gibi ifade edilebilir:

H(z) H(z)
Ny (z) = Z Vi Sny2) = Z xi
i=1 i=1

Yukaridaki tanimlardan ve Onerme 5.1° den yararlanarak asagidaki dnerme verilebilir:
Onerme 5.2: u, = E(x{?) < o kosulu saglandiginda, x — oo iken asagidaki agilim
yazilabilir:

M;(x) = E(SNl(x)) =x+ [, +0(1).
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Burada y; rasgele degiskeni S,, rasgele yiiriiyiis siirecinin birinci basamak yiiksekligi,

A= EQ) =25 me = E(x") k= 12" dir.

Ispat: M; (x) tanim geregi asagidaki gibi yazilabilir:

H(x)
M;(x) = E(Sy,0) = E Z xi
i=1
Wald 6zdesligine gore
H(x)
E Z x| = mEH®) = py U, (x)
i=1

olarak yazilabilir. U, (x) yenileme fonksiyonunun asimtotik a¢ilim1 asagidaki gibidir:

X U
Ui(x) =—+-—=+0(1)
¥ Hq 2.“%

U, (x)’ in asimtotik a¢ilimi yerine yazilirsa M, (x) fonksiyonu i¢in asagidaki iki terimli

asimtotik a¢ilim elde edilir:
M;(x) =x+ fi; + o(1).
Burada fi; = E(¥7) = 2“72’ dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
1

Onerme 5.2 ve Onerme 5.1° den yararlanarak asagidaki Onerme 5.3 elde edilebilir.
Onerme 5.3: p, = E(x7?) < 0 ve B; = E({) < o kosullar1 altinda, 1 — oo iken
asagidaki acilim yazilabilir:

E(M1(A{)) =Ap1 + iy + o(1).

Burada B, = E(0), iy = E(¥{) = —;: ;U = E()(fk),k = 1,2’ dir. Ayrica, {, m;(z)
1
dagilimina sahip bir rasgele degiskendir, yani P{{ < z} = m;(z) = lim P{(, < z}’
n—-oo

dir.
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Simdi de, A - o iken, Y;(t) siirecinin ergodik dagilimmnin Kkarakteristik
fonksiyonunun limit formu elde edilsin. Bunun i¢in asagidaki notasyonlar dahil

edilsin:
p;(a) = g (1) = E(e'*) = f el dm, (2).
0

Burada, ¢;(a) = @¢(a; 1), { rasgele degiskeninin karakteristik fonksiyonu olup, A’
ya bagli bir fonskiyondur. Bu detay1 ifade etmek amaciyla, sadece bu boliimde
@;(a; 1) = @p¢(a) olarak kullamlacak olup, diger bdliimlerde ¢;(a) notasyonu

kullanilmaya devam edilecektir. Ayrica, m;(z), {{,} Markov zincirinin ergodik
dagilim fonksiyonudur. Bunlara ek olarak, m;(z) dagilim fonksiyonunun iirettigi

yenileme siirecinin kalan émriiniin limit dagilim1 77, (x) olsun, yani,
1 X
() = —J (1 —m())dv.
B1Jo

Burada 5, = E({)’ dur. ;(x) dagilimina ait karakteristik fonksiyonu @, (a; 1) olsun.

Bu durumda @; (a; A) asagidaki gibi yazilabilir:

[ee]

Pr(a; 1) =J el dft, (x).

0

Bu notasyonlar kullanilarak asagidaki teorem verilsin.

Teorem 5.1: Baslangi¢ rasgele degiskenleri {&,} ve {n,}, n =12, ... asagidaki

kosullar1 da saglamis olsun.

L E(§) < oo
ii. my=E(,) >0;
i, E(Iny]?) < oo;
Iv. n; aritmetik olmayan bir rasgele degisken olsun.
Bu durumda, Y, (¢t) siirecinin ergodik dagiliminin karakteristik fonksiyonu ((py( 2 (a))

ile @;(a; 1) karakteristik fonksiyonunun arasindaki fark, A — oo iken, sifira yakinsar.

Yani,

lim [pyay (@) — @¢(a; )] = 0.
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pz(a;A)-1
ia[?l

rasgele degiskeninin sirasiyla, beklenen degeri ve karakteristik fonksiyonudur

(a € R\{0}).

Burada, @;(a; 1) = olup, B; = E({) ve ¢¢(a; 1), my (x) dagilimina sahip ¢

Ispat: Teorem 5.1° i ispatlamak igin (4.24)’ te verilen temel esitlik kullanilacaktir.

Tanima gore

Pv, (@) = Efexp(ia¥y(0)} = B {exp (i%X(t))} = ox0 () (5.5)

olur. (5.5) esitliginin her iki tarafindan t — oo iken limit alindiginda, Y;(t) siirecinin

ergodik dagiliminin karakteristik fonksiyonu, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin

karakteristik fonksiyonu (gaX () =E (ei“X )) ile asagidaki gibi ifade edilebilir:

Py (a) = @x (%) (5.6)

Burada ¢y () = th_)rg @y, (@)’ dir. (5.6) esitligi (4.2) esitliginde yerine yazilirsa,

asagidaki esitlik elde edilir:

1 ” iaz (pSNl Az (_E) -1
oy (a) = WJO e ‘Pn( () a)/l_ 1

2

dm,(z) (5.7)

SA'Nl(AZ) = Sn,(1z) — Az olsun. Notasyon kisalig1 igin:

D = 9o (=) = (o0 (1 250,)

olsun. Bu durumda,

a

a R » a L
L) =E (exp <—LI (AZ + Szvl(/lz)))) = e '¥F (exp (—l ASN1(/12)))
olarak gosterilebilir. Teorem 5.1” in sartlar1 altinda Sy L (1z) sinur fonksiyonelinin birinci

baslangic momenti sonlu oldugu i¢in (Rogozin, (1964)), asagidaki Taylor agilimi
yazilabilir (Feller, (1971)):
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a . a . 1
E {exp (_iISI\M(/lZ))} =1- iIE(SNl(/Iz)) + zg(/lz) (5-8)

Burada, g(x) bir siirli fonksiyon olup, x = o iken g(x) - 0 olur. C;(1z) =

E(Sn,az) olsun. Bu takdirde,
. a 1
1,(A) = e-iaz {1 2600+ g(/lz)}. (5.9)
olur. Kolaylik agisindan I, (1, z) = e~'**(I, (1) — 1) notasyonunu dahil edelim:

. . a 1 .
IL(A4z)=e"[(A)—e** =1 — iICl(/lz) + Zg(lz) — el®

= (1— @) — i%Cl(/lz) + %g(/lz). (5.10)

Rogozin (1964)" e gore lim C;(Az) = iy = % dir. Burada p;, = E(x{%),k = 1,2’
— 00 1

dir. (5.10) esitliginin her iki tarafin1 dm; (z) ile ¢arpip integralledigimizde, asagidaki
esitlik elde edilir:

j "Ly D dm(2)
0

= j; (1—e'%?)dmy(z) — i%j; f.dmy () + Z.fo g(Az) dmy(z)

1 oo
= (1 — @¢(a; /1)) - i%ﬁl + If g(Az)dm;(z) (5.11)
0

Onerme 5.1° e gore [~ g(Az)dmy(z) = 0(1)’ dir. Bu takdirde, (5.11) esitligi

asagidaki gibi yazilabilir:
« a 1
j I,(A,2)dmy(z) = (1 — ¢ (a; /1)) — Lzul +o0 (Z) (5.12)
0

Simdi ise, (5.7) esitliginin paydasim1 A — oo iken inceleyelim ve bu kismi I3(4)

notasyonu ile agsagidaki gibi gosterelim:
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L) = E(,G0) [ (-5) - 1]

. 2
= E(N,(12)) {1 —%ml +%m2 +o0 <l> - 1}

= —-myE(N,(12)) %“{1 - ﬁm_ o <%>}

ia la _ 1
= _E(Ml(A())T{l—Tml +O<I>} (5.13)
Burada E(M;(A0)) = f0°° M, (Az)dm;(2); My(Az) = E(Sy,12)) Ve ™y = 2’:;21’ dur.

Onerme 5.2 ve Onerme 5.3 dikkate alindiginda, (5.13) acilimi asagidaki gibi tekrar

yazilabilir:
L) = —[A +A+(1]i“{1 '+ (1>}
3(4) = B #10)A Aml 0/1
_ Ay la 1
= —ia{pi+ 3 =g mbi+o 3}
D 1
= —ia,81 {1 + 7 +o0 (I)} (514)
B d = =&_ S .0 M, = _ Mo | — +kY. _
urada fy = E(), D=2t —iaiy; fiy =355 Wy =55 me = E(rf*); my =

E (n’l‘), k=12 ." dir. (512) ve (5.14) acilimlarin1 (5.7) a¢iliminda yerlerine

yazdigimizda, agagidaki asimtotik agilim elde edilir:

fy LA 2dm ) (1= 9@ ) =T +o(3)

Py (a) = IN®)) —iap, {1 + % to G)}
) =1 1(f gg(a;d) -1 !
—T*z{E"DT}M(I)

Burada D = % — iam, dir. Baska bir deyisle, A — oo iken, @y ;) (a) i¢in asagidaki
1

asimtotik a¢ilim yazilabilir:
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Pra @ = o@D + 72— o@D} + o (3) (515)

1

pz(a;A)-1
T
sahip ¢ rasgele degiskeninin beklenen degeri ve Kkarakteristik fonksiyonudur

Burada @¢(a; 1) = olup, 1 = E({) ve @¢(a; A) sirastyla my (x) dagilimia

(a € R\{0}). Teorem 5.1’ in kosullarina gore y, < oo, f; = E({) >0ve m, < o

saglandigindan,
f | 2( .
— =P (; A)D| < —+——+am; = —+ am,; < .
p B B B

elde edilir. Dolayisiyla, A — oo iken asagidaki iliski elde edilir:
Py (@) = Ps(a; 1) — 0.
<p§(oc -1

iy
karakteristik fonksiyonudur. Boylece, Teorem 5.1 ispatlanmis olur.

Burada @¢(a;4) = olup, @;(a;A) fonksiyonu ise m;(x) dagilimmin

Yorum 5.1: Kalan 6miir teorisine gore m;(x) dagilimi A — oo iken
~ 1 (*
.(x)=F.(x) = M_J (1-F,(v))dv
1J0

limit dagilimina zayif yakinsamaktadir (Feller, (1971)). Kalan 6mriin limit dagilim1 ve
zayif yakinsama hakkindaki bilgilerden yola ¢ikilarak (Rogozin, (1964); Feller,
(1971)) asagidaki 6nermeler verilebilir.

Onerme 5.4: Teorem 5.1’in kosullart altinda, ¢, (a; 1) = E(e'*) icin 1 - o iken

asagidaki asimtotik iliski dogrudur:
pg(a; ) —> @ (a).
Burada ..(a) = [y e“dm, (6), m,(0) = = [5(1 - F,(0)dx; Fo(x) = Pxi <
1

x}; puy = E(x{) dur.

Ispat: ¢ rasgele degiskeninin karakteristik fonksiyonu A — oo iken siireklilik

teoremine gore {y;\ }, n = 1,2, ... basamak yiiksekliklerinin iirettigi yenileme siirecinin
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kalan Omriiniin karakteristik fonksiyonuna zayif yakinsar (Lukac, (1970)).
Dolayisiyla,

. ps(a) -1
1 A= @ =—
lim ¢ (a;4) = ¢4 () T
olur. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Onerme 5.4’ {in yardimiyla asagidaki onerme verilebilir.

Onerme 5.5: Teorem 5.1%in kosullart altinda @¢(a; 4) igin A — oo iken asagidaki

asimtotik iliski dogrudur:

Pi(a) -1

Pl ) 2 9l =7 2
1

~ (;A)—-1 o
Burada ¢ (a; 1) = % P+(a) = [ ei%dm, (6), my () = “i (1= F(x))dx

ve iy = f" xdm, () = 12 e = E(x*), ke = 1.2, . dir.

Ispat: @;(a; 1) fonksiyonu ¢ rasgele degiskeninin iirettigi yenileme siirecinin kalan
omriiniin limit dagilimmin karakteristik fonksiyonudur. Bu takdirde, Onerme 5.4 ve

karakteristik fonksiyonlar igin siireklilik teoremi g6z Oniine alindiginda (Lukac,

(1970))

@4(a) -1

lim @;(a; 1) = @ (a) =
lim ¢7(a; 1) = ¢, () s

olarak elde edilir. Bu da Onerme 5.5’ i ispatlar.
Teorem 5.1 ile Onerme 5.5’ ten asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 5.1: Teorem 5.1° in kosullar altinda asagidaki asimtotik sonug yazilabilir:
Py (@) = P4(@) > 0.
Ispat: Sonug 5.1° de verilen ifade asagidaki gibi yazilabilir:
ey (@) — ¢+(2) = [pyy (@) — @z (s D] + [@7 (a5 1) — 1 ()]

A = oo iken, Teorem 5.1 e gdre @yy)(a) — @z(a; A) = 0; Onerme 5.5° ¢ gore ise
®¢(a; 1) — @+ (@) - 0’ dir. Dolayistyla, A > oo iken, gy (@) — @4 (a) > 0 olur.
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Yorum 5.2: Sonug 5.1 su sekilde yorumlanabilir.

Y, (t) siirecinin ergodik dagiliminin karakteristik fonksiyonu ((pym (a)) A — oo iken,

@y(a) —1
lafy

fonksiyonuna yakinsar. Yani, limitte {y;'},n = 1,2,... basamak yiiksekliklerinin
tirettigi yenileme siirecinin kalan dmiirlerinin, tekrar tirettigi yenileme siirecinin kalan

omriintin karakteristik fonksiyonuna ((f)+(a)) yakinsar. Burada @, (a) fonksiyonu
. (x) dagilimmin karakteristik fonksiyonu, fi; = p,/(2u,) ise m,(x) = ui f;c (1 -
1

F,(v))dv dagilimmin beklenen degeridir. Tammindan da gdriildiigii gibi m, (x)

dagilimi {y;'},n = 1,2, ... basamak yiiksekliklerinin olusturdugu yenileme siirecinin

kalan omriiniin limit dagilimudir. Diger taraftan @, (a) = % ifadesi m, (x)
1

dagilimina sahip olan rasgele degiskenlerin olusturdugu yenileme siirecinin kalan

Omriiniin limitteki karakteristik fonksiyonudur. Bu durumda kalan Omiir teoremine
(Feller, (1970)) gore @, (a) = % fonksiyonu bir karakteristik fonksiyondur ve
1

kendisi “bir kalan omriin kalan omriiniin limitteki karakteristik fonksiyonu” gibi

yorumlanabilir. Baska bir deyisle, ., (a) fonksiyonu

X

5 () = _ 27—
,(x) =R, (x) = Hzof{j‘; (1 F+(u))du} dv

dagiliminin  karakteristik ~fonksiyonudur. Dolayisiyla, @yy)(a) Karakteristik
fonksiyonlar ailesi A — oo iken @ () karakteristik fonksiyonuna yakisamaktadir ve
bu karakteristik fonksiyon R, (x) dagilim fonksiyonuna karsilik gelmektedir. Bu
durumda siireklilik teoremine gore (Lukac, (1970)) standartlastirilmis siirecin (Y)l(t))
ergodik dagilim fonksiyonunun, A = oo iken, yakinsadigi limit dagilim fonksiyonunun

R, (x) oldugu goriilmektedir. Bu sonucu agagidaki teorem seklinde ifade edelim.

Teorem 5.2: Teorem 5.1° in kosullar1 saglanmis olsun. Bu takdirde, Y;(t) siireci
ergodik olup, onun ergodik dagilim fonksiyonu (Qy (x)), her x > 0 i¢in A — oo iken,

R, (x) dagilim fonksiyonuna zayif yakinsar, yani:
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2 [((®
%1_{210 Qy(x) =R.(x) = U_zof {L (1- F+(u))du} dv

olur. Burada, u, = E(x?) ve Fy(uw) = P{y; <u} du.

Ispat: R, (x) dagiliminin karakteristik fonksiyonu tanimi geregi asagidaki gibidir:

.foooeiade_'_(x) _ fx‘:oemx {% f;x(l _F+(y))dy} dx

2 (® (7Y . 2 (® Yo
= —f f el (1 —F,(y))dydx = —f (1-F,() {f e‘“xdx} dy
M2 y=0Yx=0 H2 y=0 x=0

elay _1
== f (G-ron oY,
Burada asagidaki degisken dontisiimii yapilsin:
PR it ) I
u= L(v);dv = ” y
Bu durumda
j e'™dR_ (x)
0
2 (e —1—iay) |w © (el — 1 —iay)
_ E{(l - RO+ fy i ano)
- il | ewar o - [ om o) - [ avar.o)]
pa (ia)? y=0 0 0

= yr (0+(@) ~ 1~ i) (5.16)

elde edilir. Burada ¢,(a) =E (ei‘)‘)(Ir ) basamak yiiksekliginin karakteristik
fonksiyonu, u, = E ( x: k), k = 1,2 ise momentlerini ifade etmektedir. Diger taraftan,
m,.(x) limit dagilimmin {rettigi yenileme siirecinin kalan 6miir dagilimmna ait

karakteristik fonksiyonu ¢, (@) ise asagidaki gibi tanimlanur:
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_ @i(a)—1

— (5.17)
laply

‘?’+(“)

H2
2pq

karakteristik fonksiyonudur, yani,

Burada, f; = E(¥{) = olup, @.(a) fonksiyonu m,(x) limit dagilimimnin

(0]

0. (@) = f ei@ dr, (x).
0

. (x) limit dagilimi ise basamak yiiksekliklerinin olusturdugu yenileme siirecinin

kalan dmriiniin limit dagilimidir. Bu durumda

Pi(a@) =—-— (5.18)

olarak tanimlamir. Burada u; = E(x{) ve ¢,(a) fonksiyonu {y;}}, n=1,2,..

basamak yiiksekliklerinin karakteristik fonksiyonudur, yani,

o)

9.(@) = f e dF, (x).
0

(5.18) esitligi (5.17)’ de yerine yazilip gerekli sadelestirilmeler yapildiginda asagidaki

sonug elde edilmis olur, yani

p4(a)-1
@=Ly @)1 ia) e
P = lajy _.Uz(ia)z Pl 1

olur. (5.19) esitligi (5.16)’ da elde edilen sonugla aynidir. Burada, Y;(t) siirecinin
karakteristik fonksiyonun yakinsadig1 ¢ (@) karakteristik fonksiyonuna karsilik gelen
dagilim fonksiyonu R, (x) olarak elde edilmis olur. Dolayisiyla, A — oo iken Y;(t)
stirecinin  dagiliminin (Qy (x)) R,(x) dagilimna yakinsadigi sonucuna ulasilir.

Boylece Teorem 5.2 ispat edilmis olur.
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6. X(t) SURECININ ERGODiK DAGILIMININ ZAYIF YAKINSAMASININ
ASIMTOTIK HIZI

Bu béliimde X (t) siirecinin ergodik dagiliminin zayif yakinsamasinin asimtotik hizi
incelenecektir. Dolayisiyla, 6ncelikle siirecin ergodik dagilimi i¢in bir limit form elde
edilecektir. Bunun i¢in asagida verilen standartlastirilmis X(t) siirecinden
faydalanilacaktir:
X(t
Y, (t) = Q; A>0.
A
Buradaki amag siirecin ergodik dagilimimin A = oo iken, limit formunu hesaplamaktir.

Bu sebeple, oncelikle asagidaki 6nermeler ve yardimci teoremler verilsin.

Onerme 6.1: 13 = E(x;3) < o olsun. Bu durumda, her x > 0 icin
a,(x) = j v 1 - F,(v))dv < oo;n =1,2,3
X

Burada, F, (x) = P{y{ < x}’ du.

Ispat: Notasyon kolayligi agisindan F,(t) =1 — F,(t) olsun. {y;},n=1,2,..

rasgele degisken dizisi pozitif degerli olduklar1 igin, n. momenti

o

un = EQif™) = nf v 1E, (v)dv (6.1)
0

olarak yazilabilir (Feller, (1971)). Bu tanimdan vyararlanilarak, n = 1,2,3 igin

asagidaki degerlendirmeler yapilabilir.

e 1 =1Iken,

(o] X co [ee]
Uy = J F,(v)dv = J F,(v)dv + f F,(v)dv > j F,(v)dv = a,(x)
0 x x
olur. Ozetle, a;(x) < pu, olur. u; < o oldugu igin p; < oo’ dir. Dolayisiyla, Vx > 0
icin @, (x) < oo’dir.
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e n =2iken,

U2 < = - U UF
£z _ F,(w)dv = F.(v)d F,(v)dv > F,(v)dv = a,
: fov (v)dv Lv (v) v+Lv (v)v>]xv (v)dv = a,(x)

olur. Buradan, a,(x) < % olur. u; < o oldugu igin u, < oo’ dir. Dolayisiyla, V x >
0 i¢in @, (x) < oo olur.

e n = 3iken,

[e/0) X [0/0) [o.0]
% = f viF,(v)dv = f v2F, (v)dv + f v2F,. (v)dv > J v2F, (v)dv = a;(x)
0 0 x X

Ozetle, as(x) < % olur. u; < o oldugu i¢in benzer sekilde, Vx = 0 i¢in az(x) < oo
olur. Boylece ispat tamamlanmais olur.
Onerme 6.1° den asagidaki sonuglar kolayca elde edilebilir.

Sonug 6.1: Onerme 6.1” in kosullar1 altinda,
xd, (x) < 00; x2@;(x) < o ve xd,(x) < ©

olur.

Ispat: {y;/},n =1,2,... rasgele degisken dizisi pozitif degerli oldugu igin (6.1)

tanimindan yararlanilarak asagidaki hesaplamalar yapilabilir:

o) X o) %)
Fa _ j vF,(v)dv = J vF, (v)dv + J vF,(v)dv > f vF,(v)dv
2 0 0 X x

> [ e Fw)dv = xa,(0)

Ozetle, xa, (x) < % olur. 3 < o oldugu igin u, < o’ dir. Dolayisiyla, Vx > 0 i¢in

xa;(x) < oo olur. Ayni yontemle,

,u_3:f v2F+(v)dv=f
3 0

0

X

v2F+(v)dv+f v2F+(v)dv2f v? F,(v)dv
X X
Zf x? F.(v)dv = x?a,(x)

X

olur. Ozetle, x?a, (x) < % olur. u; < o oldugundan vV x > 0 i¢in, x2a, (x) < o olur.
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Benzer sekilde,

%:f UZFJ,(v)dv:f v2F+(v)dv2f xv F,(v)dv = xa,(x)
0 X X

olur. Dolayisiyla, Vx = 0 i¢in xa@,(x) < % < oo olur. Boylece ispat tamamlanmig

olur.

Onerme 6.2: 13 = E(x;3) < o olsun. Bu takdirde,
lim a,(x) = Hn
X—00 n

olur. Burada a,,(x) = fOx v IE, (W)dvve Fy(x) =1 — F,(x)’ tir.

Ispat: Pozitif rasgele degiskenlerin n. momentleri iizerine verilen alternatif tanimdan

yararlanarak asagidaki sonug elde edilir (Feller, (1971)):

o)

X
lim a,(x) = lim f v IE, (v)dv =f v IE, (v)dv = Hn
X—00 x—00 Jo 0 n

Boylece ispat tamamlanmis olur

Onerme 6.3: 13 = E(x73) < oo olsun. Bu takdirde,
lim a,(x) =0
X—00

olur. Burada @, (x) = [ v 'F, (v)dv ve F,.(x) = 1 — F,.(x)" tir.
Ispat: @, (x)’ nin tanimindan,

0o X

v 1E, (v)dv — f v 1F, (v)dv = P;l—n — a,(x)
0

a,(x) = Loov”‘117+(v)dv = JO

olur. Onerme 6.2° de ispat edildigi iizere,

2,00 = lim [P G| = 1P _
tim 2, = lim [ 22— a0 = =2 = 0

olur.

Onerme 6.4: 113 = E(x3) < oo olsun. Bu takdirde,
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a) lim x%a;(x) =0
X—00
b) lim xa;(x) =0
X—00
¢) lim xa,(x) =0
X—>00
olur. Burada a@,,(x) = fxoo v IE (W)dv;n=12veF,(x) =1—F,(x)’ tir.

ispat:

a) u3 < oo oldugundan asagidaki degerlendirme yapilabilir:

(00] (o] (00 [ee] v
f xa, (x)dx =f xf F,(v)dvdx =f 17+(v)dvf x dx
0 0 =X v=0 X

=0

v lpus 3
=| =Fdv=-=="2<¢
L_Oz 1) =57 = <@

Dolayisiyla, x —» o iken, xa;(x) =o G)’ tir. Bu takdirde, lim x?a;(x) =0
X— 00

saglanmais olur.

b) a sikkinin ispatinda xa, (x) = o G) oldugu elde edilmisti. Bu ifadenin her iki tarafi

x ile genisletildiginde x?@, (x) = o(1) elde edilir. Bu da lim xa, (x) = 0 demektir.
X—00

Boylece, 6nermenin b sikki saglanmais olur.

c) Benzer sekilde,

o

[ee] [ee] [ee] v
f a,(x)dx = f dxf vF, (v)dv dx =f UF+(v)dvf dx
0 0 v=x v=0

x=0

= f viF, (v)dv = ac R,
v=0 3

degerledirmesi yapilabilir. Dolayisiyla, a,(x) = o (%)’ tir. Bu acilimin her iki tarafi x

ile genisletilirse xa,(x) = o(1) elde edilir. Bu da lim xa,(x) = 0 demektir. Bu
X—00

durumda 6nermenin ¢ sikki da saglanmis olur.

Tiim siklar saglandigindan 6nermenin ispati tamamlanmais olur.
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Onerme 6.5: g(x): R — R 6lgiilebilir fonksiyonu sinirli bir fonksiyon olup, g(0) =
0 ve lim g(x) = 0’ dir. Bu takdirde, asagidaki bagint1 yazilabilir:
X—00

.[-00 e’ d. g(x) = o0(1)
x=0

ispat:

< = |g(T) — g(0)| = g(T)

fo el g (o) f 1d, 90

Her € > 0 i¢in dyle bir T, bulmak mimkiindiir ki, her T = T, i¢in |g(T)| < € olur.
Dolayistyla,

T
fei“"dxg(x) <e¢
0

olur. Bu durumda, Tlim fOTei“xdxg(x) = 0(1)’ dir. Boylece ispat tamamlanmus olur.

W (t) stokastik siireci, {y; }, n = 1,2, ... pozitif rasgele degisken dizisinin tirettigi bir
kalan 6mir olsun. H(t; x) = P{W (t) < x} ile de bu kalan 6mriin bir boyutlu dagilim

fonksiyonu gosterilsin. Bu takdirde, H(t; x) igin asagidaki yardimei teorem ifade
edilebilir.

Yardimer Teorem 6.1: u; = E(xi3) < oo olsun. Bu durumda, H(t;x) dagilim

fonksiyonu i¢in t — oo iken asagidaki asimtotik agilim yazilabilir:

H(t %) = PIW() < x} = 7, (x) + 0 (%) (6.2)

Burada r, (x) = “i (1 =F®)dt; iy = EGQH); Fo(t) = P{d <t} dir.

Ispat: Kalan 6mriin bir boyutlu dagilim fonksiyonunun kesin ifadesi asagidaki gibidir

(Feller, (1971), s.369):

t

H(t;x) = P{W(t) <x} = J [Fo(t+x—v)—F.(t —v)]dU,(v) (6.3)
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Burada U, (t) ile {y;f},n =1,2,... basamak yiiksekliklerinin iirettigi yenileme
fonksiyonu ifade edilmistir, yani U, (£) = Yo Fr ™ (¢)’ dir. F;™ (¢) ile n. dereceden
konvoliisyon ¢arpim ifade edilmistir, yani F*™(¢t) = fot F; =D (¢ — v)dF, (v) ‘drr.
Amacimiz gl_)rg t[H(t,x) — m,(x)] = 0 oldugunu gostermektir. Bu sebeple, asagidaki

notasyonlar1 dahil edelim:

K(t;x) = t[H(tx) — my(x)] (6.4)

o)

K(s;x) = LS(K(t; x)) = e SLK(t; x)dt (6.5)

t=-0

Burada K(s;x) ile K(t;x) fonksiyonunun Laplace déniisiimii ifade edilmistir.

gim K (t; x) limitini elde etmek i¢in Tauber — Abel Teoremi’ nden yararlanilacaktr.

—00

Tauber — Abel Teoremi’ ne gore,
lim K(t; x) = lim sK(s; x)
t—oo s—-0
olarak yazilabilir. Dolayistyla, oncelikle K (s; x) fonksiyonunu elde edelim. Laplace

doniisiimiiniin dzelligine gore K (s; x) fonksiyonu asagidaki gibi yazilabilir:

R(s;x) = — [% H(s;x) + Siz”+ (x)] (6.6)

Burada H(s;x) ile H(t; x) fonksiyonunun Laplace doniisiimii ifade edilmistir, yani
H(s;x) = Ly(H(t; %)) = f:_o e StH(t; x)dt’ dir. Notasyon kolaylig1 agisindan
G(t;x) = F,(t) — Fo.(t +x)

olsun. Burada F,.(t) = 1 — F,(t)’ dir. (6.3)’ te verilen H(t; x) fonksiyonu Lebesgue

— Stiltijes konvoliisyon ¢arpiminin tanimina gore asagidaki gibi yazilabilir:
H(t;x) = G(t;x) * Uy (8) (6.7)

(6.7) esitliginin her iki tarafina t parametresine gore Laplace doniisiimii uygulanirsa,

H(s; x) asagidaki gibi elde edilir:
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H(s;x) = G(s;x)U%(s) (6.8)

Burada G(s;x) = foooe_StG(t)dt ve Uji(s) = f_oc(; e StdU,(t) “dir. Laplace

doniistimiiniin dogrusallik 6zelliginden
G(s;x) = Fy(s) — Le{F, (t + x)} (6.9)

olarak  yazilabilir. Burada, F,(s) = foooe_StF+(t)dt ve LJ{F,(t+x)}=

) OOO e StF, (t + x)dt’ dir. Diger taraftan,

[oe)

e Stdt — f e StF, (t)dt = — — —f e StdF, (t)
0 S S

o)

F.(s) = f

0

e StFE, (H)dt = f

0

olarak elde edilir. Kolaylik agismdan ¢,(s) = E (e‘s)(Ir ) = foooe"“dFJr 3]
notasyonunu dahil edersek, o zaman,

1-9¢:() (6.10)

ﬁ+(s)= S

seklinde elde edilir. Benzer sekilde, L {F, (t + x)} doniisiimii

e}

LAF, (t+x)}= f e StF. (t + x)dt = foo e SO=IF (v)dv

0 v=x
[ee] X

= es* U e SVF, (v)dv — f e‘s”ﬁ+(v)dvl
v=0 =0

olarak elde edilir. Notasyon kolayligi agisindan M(s;x) = fvx= o e SVF, (v)dv
notasyonunu dahil edelim. Bu durumda, (6.10) ifadesinin de yardimiyla, L {F, (t +

x)} asagidaki gibi yazilabilir:

1—¢,(s) _
s

L{F,(t + x)} = e[F,(s) — M(s;x)] = esx[ M(s; x)l (6.11)

(6.10) ve (6.11) ifadelerinin yardimiyla G (s; x) doniisiimii asagidaki gibi yazilabilir:

~ _1-9.() o5% ll—%(s)_

G(s;x) M(s; X)l
s s
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_ - <p+(52][1 S BN, (6.12)

Burada M(s;x) = [ Oe_S”F+(v)dv’ dir. Diger taraftan, U} (s) ise asagidaki gibi

X
v=
elde edilir:

(0]

Ui(s) = f et dU, (8) = sT,(s) — Uy (=0) = sT, (s)

-0

_ S _ 1
B s(1—¢4(s)) C1-9.(s)

(6.13)

Bu durumda (6.12) ve (6.13) ifadeleri (6.8) ifadesinde yerine yazilirsa H(s; x) igin
asagidaki ifade elde edilir:

o) = Cls e (s) = (L @xOIL =™ L
H(s;x) = G(s; x)Ui(s) = { S e x)} 1—¢.(s)
1-e¥ e’ Mls:
N S + 1—¢4(s) (s:) g

Simdi (6.14)’ te elde edilen H(s;x) fonksiyonunun s’ ye gére tiirevini inceleyelim.

Bunun i¢in 6ncelikle asagidaki notasyonlar1 dahil edelim:

_ ,5x sx

Ji(s;%) = Se ; ]z(S:X)=ﬁ

M(s; x)

Burada ¢, (s) = E(e ‘SX1+) ve M(s,x) = f:zo e SVF(v)dv’ dir. Bu durumda, H(s; x)
asagidaki gibi yazilabilir:

H(s; x) = J1(s;%) + J,(s; ) (6.15)
(6.15) ifadesinden tiirev aldigimizda

0 -
55 100 = Ji(s;2) + Jo(s;.%) (6.16)

olur. Burada J; (s, x) = %]i (s),i = 1,2’ dir ve asagidaki gibi elde edilir:
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es*(1-sx)—1

= (6.17)

Ji(s; %) =

xe*M(s;x) e*pl(s)M(s;x) eS*M'(s;x)
1=90:(8)  (1-9,())" 179+

J2(s;x) = (6.18)

Burada ¢, (s) = -, (s) ve M'(s;x) = +-M(s; x)" dir.

Oncelikle J{(s;x) ifadesini inceleyelim. Taylor agilimi yardimiyla s — 0 iken
asagidaki agilim yazilabilir:

2,.2

e*(1—sx)—1=— > Zx {1 + %sx + o(s)} (6.19)

(6.19) agilim1 (6.17) ifadesinde yerine yazilirsa J; (s; x) fonksiyonu i¢in s — 0 iken
asagidaki acilim elde edilir:

SX _ _ 2.2 2
]{(s;x)=e - s%) 1=i{_sx {1+§sx+o(s)}}=—x7+o(1)

52 s2 2
(6.20)

Simdi de J;(s;x) ifadesini arastiralim. Notasyon kolayligi agisindan J5(s;x)’ i

asagidaki gibi ifade edelim:

J2(s;x) = Ri(s;x) + Ry(s;x) + R3(s; x) (6.21)
Burada
L xeS*M(s; x)_ B es*p L (s)M(s; x) . _ eS*M'(s; x)
R,(s; x) _—1—(p+(s) ; R,(s,x) = (1_(p+(s))2 ; R3(s,x) 1—0,(s)

‘dir. Simdi sirastyla R;(s;x), i = 1,2,3 fonksiyonlarinin s —» 0 iken asimtotik
acilimlarini inceleyelim. R;(s; x) fonksiyonunun asimtotik agilimini elde etmek i¢in
asagidaki Taylor ag¢ilimlarindan yararlanalim. p; < oo oldugundan, s — 0 iken

asagidaki Taylor agilimlar1 yazilabilir:

2,2

e =14+sx+ (6.22)

+ 0(s?)
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% S,llil {1 + s, —s (‘az — lll) + 0(52)} (6.23)

2

(6.24)

M(s; x) = a;(x) {1 — say,(x) + a31(x) + 0(52)}

( ) (%) A N
Burada a, (x) = f F+(U)d17 (g1 (%) = 22, asy (x) = Zs(i) - zuﬁve Hy = :Tsl

> dir.

(6.22) — (6.24) agilimlar1 yardimiyla, R, (s; x) asagidaki gibi yazilabilir:

xe**M(s;x)  xay(x)

1—9.(s) sy

Ri(s;x) = {1+s[d; +x —a(x)] +o(s)}

_ x1, (x) G000 + o(1) (6.25)

Burada Gy () = *22 [, +x — an (0] an() = [ v" F@)dv, n=12;
1 _

A U2 a(x), dir

Uy = 2_u1ve az (x) = 2,00

Benzer sekilde, p; < oo oldugundan, s — 0 iken asagidaki Taylor a¢ilimi yazilabilir:

3i 6.26
P4(5) = =i {1 = 2,5 + 5257 + 0(s?)} (6:26)
(6.26) agilimi yardimiyla,
L (s 1 J 6.27
@4 (s) = —— {1+52<&—ﬁ5>+0(sz)} ( )
(1-9.() 5 2

elde edilir. (6.22), (6.24) ve (6.27) agihmlar1 yardimiyla, s - 0 iken, R,(s;x)
asagidaki gibi yazilabilir:

es*p (s)M(s; x)
(1 - <P+(5))2

Ry(s;x) =

2

X
7 +d; —xay;(x) + a31(x)

- _n-;(ZX) {1 +5[x — a1 ()] + 57
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m(0) () (6:28)

+o(s)) = —— [t = 5,01 + Co2(0) + 0(1)

~

x2 . _MZ ~2. A _
—+d1—xa21(x)+a31(x) ; dy =5 THL Hn =

al(x)

Burada C,,(x) = —

a;i(x)

tn = 1,25 al](x) x)

RYEL i,j =1,2,3 tir. R;(s,x) fonksiyonu igin ise,

yukaridakilere ek olarak asagidaki Taylor ag¢ilimimi verelim. (6.24) ifadesinin

yardimiyla, s — 0 iken, asagidaki asimtotik a¢ilim yazilabilir:
M'(s;x) = —a,(x){1 — saz,(x) + o(s)} (6.29)

Bu durumda, (6.22), (6.23) ve (6.29) acilimlar1 yardimiyla R3(s; x) asagidaki gibi

yazilabilir:

e*M'(s;x)  ax(x)
1—@.(s) SH1

R3(s;x) = {1+s[i; +x—az()]+o0(s)}

= - 0,0+ ) +0(1) (30

Burada C,;(x) = —“jf") [4, + x — az, ()] dir. (6.25), (6.28) ve (6.30) ifadeleri
1

(6.21) ifadesinde yerine yazilirsa, J;(s; x) i¢in, s — 0 iken asagidaki asimtotik a¢ilim

elde edilebilir:

J5(s;x) = Ri(s;x) + R,(s; x) + R3(s; x)

”*S (Zx) +C,(x) + 0(1) (6.31)

Burada

C2(x) = Ca1(x) + Cp2(x) + Ca3(x); Cpq(x) = xmy () [ + x — az (X)];

2
fz
Co2(x) =~ () |5+ dy = X023 () + @51 () |3 dy = 57 —
a,(x)

Hq

Cy3(x) = — [41 + x — azx(x)]
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‘dir. (6.20) ve (6.31) agilimlarmi (6.16) esitliginde yerine yazarsak, s — 0 iken

asagidaki asimtotik acilim elde edilir:

J0 - , , x? .y (x)
gH(s; x) =J1(s;x) + J5(s;x) = {—7 + 0(1)} + {— 2 + C,(x) + 0(1)}

-2 ) 4 e +0(D) (6.32)

2

Burada

2

C() = =5+ G G0 = Ca(®) + Co®) + Co3(0)

Co1(x) = xm () [y + x — az,(x)];

x2 Ay
Cpr(x) = —my (%) > +dy —xaz;(x) +az;(x)|;dy = 5 i3;

a(x) .

(41 +x — az(x)]

Ca3(x) = — )

‘dir. (6.32) ifadesini (6.6) ifadesinde yerine yazarsak,
0 - 1

Ris.0) = = |50 + 57, ()] = =c@) + o)
ds s

2
0|UI’ Burada C(X) = — x? + Cz (X), Cz(x) = C21(x) + sz(x) + C23(x), tlr
. (x) = Mi a; (x) oldugu géz 6niinde bulundurularak C,;(x), j = 1,2,3 fonksiyonlar
1
i¢in gerekli hesaplamalar yapildiginda C,;(x), j = 1,2,3 icin asagidaki ifadeler elde

edilebilir:

x2a,(x) xay(x)
H H

Co1(x) = xm () [y + x — az(x)] = + xa,(x)Cr (6.33)

Cyz(x) = —my(x) % +d; — xa(x) + az;(x)

__ x2a,(x) N xa,(x) B as(x) " (6.34)
24 M Ha
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©20) b ay )] = 2 BD e (635)

Uy Ha 1

Ca3(x) = —

Burada d, = % — A%; f, = (nlj:l—f)lul; Cr = 2“—:%; Un = E(i™),n = 1,2,3’ tiir. (6.33) —

(6.35) ifadeleri C,(x) fonksiyonunun taniminda yerine yazilip gerekli sadelestirmeler
yapildiginda,
x?ay(x) xa(x) a;(x)

—ay(x)Cr + xa,(x)Cp —
21 Hq 2 F ! F H1

d, (6.36)

Cy(x) =

olarak elde edilir. Onerme 6.1’ e gore, her x > 0 i¢in @, (x) < oo, n = 1,2,3’ tiir. Buna

gore a,(x) = % — @, (x) donilisiimiinii (6.36) ifadesine uygulayalim. Bu takdirde,

2

2_ i
o ug xf xfap(x) | xap(x) |
C,(x) = oL + 5 o + p + a,(x)Cr
a,(x)d
—xa, (x)Cp + 1(Ddy (6.37)
1
elde edilir. (6.37) ifadesi C(x)’ in taniminda yerine yazilirsa:
2— —_ _
ps  xfa (x) | xa(x) | _ a; (x)d,
Clx)=— — + + a,(x)Cr — xa,;(x)Cr — (6.38)
614 21 H1 2 F ! F H1

olur. Sonug 6.1° e gore,

a0 <2 xm@ < aw <t @<t a®n

oldugu bilinmektedir. Bu durumda, |C(x)| i¢in asagidaki esitsizlik yazilabilir:

2_ —
U3 x“a; ()| |xa ()| _
Clx)| = C C
|C(x)] m + o + o + |G, (x)Cp| + |xa; (x)Cr|
a, (x)d 2 2 2 5 32
N 1(x)d, M s s #22 #22 Us .Uzzz Us .Uz (6.39)
Hq bur  6uy  3py Apy  Aur 6uy Auy 6py Apg

olur. 3 < o oldugu igin |C(x)| < o olur. Onerme 6.4’e gdre

lim x2a,(x) = 0; lim xa,;(x) = 0 ve lim xa,(x) =0
xX—00 X—00 X—00

47



oldugundan, V x € R i¢gin

lim C(x) = B
X—00 641

elde edilir. V x € R igin, |C(x)| < o oldugundan (6.32) ifadesinden yararlanilarak,
£1_r)rg sK(s,x) = gl_r)r(} s(—C(x)) =0
olur. Dolayisiyla Tauber — Abel Teoremine gore, lin(} sK(s;x) = 0 oldugundan
S—
tlim K(t; x) = 0 olur. Buradan, K (t; x) ifadesini yerine yazarsak,
tlim K(t;x) = tlim t[H(t;x) —m,.(x)] =0

olur. Boylece, t — oo iken, asagidaki asimtotik agilim yazilabilir:

HH (G ) =1, (0] = 0(1) = H(Ex) — 1, (x) = 0 (%)

> H(t;x) =m,(x)+o0 (%)

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1’ in kosullar1 altinda, Y;(0) = z;Y3(t,) = ¢yn =1,2,... rasgele
degiskenleri, duragan dagilimi 7r; (x) olan gémiilii bir Markov zinciri olusturur. Buna

gore asagdidaki yardime1 teoremi verelim.

Yardimer Teorem 6.2: Teorem 4.1° in kosullar1 saglanmis olsun. Bu durumda, 4 —

oo iken, asagidaki gosterim yazilabilir:

M) = lim PGy <5} =m0 + 29015 %) (640)

Burada 7, (x) = ifox(l —F.(®)dt; py = EQT); Fi(8) = Py <t} ve g(&;x)

olgitilebilir sinirh bir fonksiyon olup, }im g(A;x) =0’ dir.

Ispat: {; rasgele degiskeni {y;/},n = 1,2, ... basamak yiiksekliklerinin Az baslangic

noktasindan baglayarak olusturdugu bir kalan 6miirdiir. Bu durumda, Yardimci
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Teorem 6.1° ¢ gore {; rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu 7,;(z) i¢in A - o

iken asagidaki asimtotik a¢ilim yazilabilir.

H(Az;x) = P{(;(12) < x} = m;(Az; x) = . (x) + %gl(/lz; X) (6.41)

Burada, m, (x) = uifox(l — F+(t))dt; u = E(x); Fo(t) = P{y{ <t} ve her
1

z,x > 0 igin, g, (1z; x) fonksiyonu 6l¢iilebilir ve smirli olup, %im g1(Az; x) = 0’ dir.

Simdi {, rasgele degiskenin dagilimi hesaplansin:

o

132 (02 %) = PG (A0 < x) = f PG, € dv; &(AS) < %)
V=40
- j " PG € dviP(6, (1) < ) = j " HQw; DAy H Oz v) (6.43)
v=4+0 v=+0

Burada, 1 — oo iken, H(Av; x) = m,(x) + %gl(/lv; x) olur. H(Av; x) ifadesi (6.43)’

te yerine yazilirsa:

o)

. — 1 . .
my,(Az;x) = f {n+ (x) + 7 g1(1v; x)} d,H(Az;v)

v=+0

co 1 oo
=, (x)j d,H(Az;v) + —f g1(Av; x)d,H(Az; v)
v=+0 A v=+4+0

= 7,0 +30,00 %) (6.44)

elde edilir. Burada g, (1z; x) = fvo;o 91 (Av; x)d,H (Az; v) fonksiyonu 6Slgiilebilir ve
smirl olup, Onerme 5.1° e gére }im g>(Az;x) = 0’ dir.

Simdi de {; rasgele degiskenin dagilim1 hesaplansin:

o)

130z X) = PG (AG,) < 1} = f PG, € dvi & (0,) < %)

v=+0

o0}

= [ Ploeanpin00) <xib=v = [ HOwm Gz )
v=+4+0 v

=40

— J;}:O {rr+(x) + %gl(lv; x)}nz,l(lz; dv)
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1r°® 1
= () + f 9 (A3 34 0z dv) = 7, () +5 232 %) (6.45)
v=+40

[0e]

olur. Burada g;(Av; x)=f=+0g1(lv; x)15;(Az; dv) Olglilebilir ve smurli bir

v

fonksiyon olup, Onerme 5.1’ e gore, }im g3(Az;x) = 0’ dir. Benzer sekilde,

tiimevarim yontemiyle, A = oo iken, asagidaki asimtotik acilim yazilabilir:
1
T (Az; x) = o (x) + Ign(/lz; x); n=123,..

Burada 7, (x) = ”i [5(1 = F(v))dv ve her n=12,... igin g,(Az;x) Slgiilebilir
1
sinirl bir fonksiyon olup, Onerme 5.1 e gore her n = 1,2,3, ... i¢in }Lim In(1z;x) =

0’ dir. (6.45) esitliginden n — oo iken limit alindiginda, asagidaki iliski elde edilir:
1
M (x) = lim m,;(Az; x) = m.(x) + 1 lim g,(1z; x) (6.46)
n—-oo n—oo

Aciklik amaciyla, g(4;x) = lim g,(4z; x) notasyonu dahil edilsin. Hatirlatmak
n—-oo
gerekirse, g(4; x) fonksiyonu 6lgiilebilir ve sinirli bir fonksiyon olup, %im gdx) =

0’ dir. Bu takdirde,

1
mi(x) = my () + 794 x)

olur. Boylece, Yardime1 Teorem 6.2 ispatlanmis olur.
Yardimci Teorem 6.3: Teorem 4.1” in kosullar1 saglanmis olsun. m;(x) dagilimina
sahip olan ¢ rasgele degiskeninin karakteristik fonksiyonu i¢in asagidaki asimtotik

acilim yazilabilir:

. 1
p;(@) = E(e'™) = ¢(a) + 0 (i)

Burada ¢, (a) = %#)—1; o (a) = E(ei“Xf) ve u; = E(xi) dir.
1

Ispat: ¢ rasgele degiskeninin karakteristik fonksiyonu ¢¢(a) tanimi geregi
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8

p;(a) =E(e') = f e dm, (x) (6.47)

x=0

‘dir. Yardimc1 Teorem 6.2° ye gore A — oo iken, m,(x) dagilim fonksiyonu igin

asagidaki asimtotik acilim yazilabilir:

,(x) = ., (x) + 0 (%) (6.48)

Burada m,(x) = ”ifox(l —Fy(w)du; Fi(x) = P{x{ <x} ve uy =E(x{) dir.

(6.48) ifadesindeki asimtotik agilim (6.47) ifadesinde goz oniine alinirsa, 4 — oo iken

asagidaki esitlik elde edilir:

Qﬂc(a) = j°°

x=0

el®xd [n+ (x) + %g(/lz; x)]

P 1r” .
= j e'*dm,(x) + EJ e'*d,g(Az; x)
x=0 x=0

Onerme 6.5 ¢ gore A — oo iken, asagidaki asimtotik agilim yazilabilir:

f e'*d,.g(Az; x) = o(1).
x=0

Bu durumda,

#e(@) = fxo:oeiaxd”* () +o G) = fx 000 e d, {i fo (- F+(u))du} to G)

L ; el (1—F,(x))dx + o (1)
251 x=0 A

elde edilir. Buradau = 1 — F,(x) ve v = e'** doniisiimii yapildiginda,
1{1 iax © 1 iax 1
p¢(a) = .11_1 ae (1 — FJ,(x))|0 + = x=oe dF,(x) ¢+ o (i)

_ ¢+ -1 +0(1)

lau, 2
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olur. Tanim1 geregi, {y; } basamak yiiksekliklerinin iirettigi yenileme siirecinin kalan

omriniin karakteristik fonksiyonu @, (a) = (p‘”ii) L dir. Dolayisiyla,

0 (@) = (@) +o5)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

{ rasgele degiskeni, dagilim fonksiyonu m; (x) olan bir rasgele degisken olsun, yani

(: P{{ < x} = my(x) = lim P{{,, < x}. Bu durumda asagidaki yardimci teoremi
n—-o0o
verelim,

Yardimei Teorem 6.4: Teorem 4.1° in kosullar1 saglanmis olsun. Bu takdirde, A — oo
iken, ¢ rasgele degiskeninin beklenen degeri igin A — oo iken asagidaki asimtotik

acilim yazilabilir:
r ) 1)
pi=EQ =55 +o(5

Burada uy = E(x{); k = 1,2 dir.

Ispat: Ispat: Yardimci Teorem 6.2° de

M) = 1 () + 7.9 (4, )

oldugu gosterilmistir. Bu esitlikten yararlanilarak A — oo iken asagidaki alternatif

gosterim yazilabilir:

(%) = 77, (%) (1 + %h(/l, x)> (6.49)

Burada 7 (x) = 1 — m(x) ve h(4, x) fonksiyonu olgiilebilir, sinirli ve ){im h(4,x) =0

olan bir fonksiyondur. Bu 6zelligine gore, V € > 0 i¢in dyle bir yeterince biiytik L > 0

sayist bulmak mimkiindiir ki, her A > L ve x > 0 i¢in |h(4,x)| < %e olsun. Bu
2

esitsizlikten yararlanilarak, asagidaki yazilabilir:

| 2, (09 (R x)dx
0

(o] 2 (0]
SJ ﬁ+(x)|g(/1,x)|dxs%ej 7, (x)dx
0 0

2
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2
= ﬂeﬁ =& (6.50)
K2 2pq

Ozetlersek, V € > 0 i¢gin dyle bir yeterince biiyiik L > 0 sayis1 bulmak miimkiindiir ki,
her A > L ve x > 0 igin

fooﬁJ,(x)g(/l,x)dx < ¢
0

olur. Buradan, 1 - oo iken,

fooﬁJr(x)g(/l, x)dx = 0(1) (6.51)
0

‘dir. Dolayisiyla, (6.49) — (6.51)” in yardimuyla,

oo (o8]

B = E() =f xdmy(x) =f (1 —n,l(x))dx =f T, (x)dx
0 0

0

—foo‘( d+1foo— RO, b= L2 (1)
—O7T+x)x /107u(x)(,x)x—zy1 OA

olur. Boylece ispat tamamlanmais olur.
Yardimer Teorem 6.5: Varsayalim ki, u, = E(x§?) < oo olsun. Bu takdirde, 1 — oo

iken, asagidaki asimtotik a¢ilim yazilabilir:
E(M;(A0)) = fud + o(2).

Burada lal = 2#_:1, Ml(X) = E(SNl(x))r Uk = E(Xil-k)’k — 1’2 ve E(Ml(l()> _
Iy My(Az)dm; (z) dir.

Ispat: Wald 6zdesliginin yardimiyla asagidaki esitlik yazilabilir (Feller, (1971), bol.
18, alt baslik 2):

H(Az)
M2 = E(Syya) = E| ). x| = EGDE(HO®) = 1V, G2)
i=1
Burada U,(1z) = E (H (/12))’ dir. p, = E(x{?) < o oldugu igin kesinlestirilmis
yenileme teoremine gore (Feller, (1971), bol. 9), asagidaki esitlik yazilabilir:
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M,(Az) = Az + i, + g(A2) (6.52)

Burada fi; = 2”72 ve lim g(x) = 0’ dir. (6.52) ifadesi goz Oniine alinarak,
1 X—00

E(M,(A0)) = f My (A2)dmz (2) = 2By + s + ] (D) 6.53)
0

elde edilir. Burada 8; = E({) ve J(1) = fooog(/lz)dn;l(z)’ dir. Onerme 5.1° e gore,

}im J(A) = 0 olur. Diger taraftan, Yardimci Teorem 6.4’ e gore, A — oo iken

BL=EQ)=fd1+o0 (%) (6.54)

oldugu bilinmektedir. (6.54) ifadesi (6.53) ifadesinde yerine yazildiginda,

E(M1(/1{)) = Afl; + fi; +0(1)

olur. Yukaridaki asimtotik asagidaki gibi de yazilabilir:
E(M;(AD) = 24 + ()

Burada j1; = 2”72’ dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
1

Teorem 6.1: Teorem 4.1 in kosullar1 saglanmig olsun. Bu takdirde, 1 — oo iken

asagidaki esitsizlik yazilabilir:

2uymy (1 =1y (%)) +my(1 = Fy (x))

1@y (x) = R(x¥)| <

Amyu,
Burada,
2 7 ((”
}l\im Qy(x) = R(x) = /J_f {f (1 — F+(u))du} dv;
—00 2 v
0
1 X
Ui Jg
Fo(0) = PO <} e = E(x™), k= 1,2, my = E(ny)
“dir.
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Ispat: Tanimi geregi Y;(t) siirecinin karakteristik fonksiyonu X(t) siirecinin

karakteristik fonksiyonu yardimu ile agagidaki gibi yazilabilir:

oy(a) = gy (%)

Dolayisiyla, @y (a) icin asagidaki esitlik yazilabilir:

0@ =05 [ L Ddmy(2)
Burada,
LD = e [os, . (=5) - 1] L) = EMGD) [0y (-3) - 1]

‘tir. Oncelikle ¢y (a) icin iki terimli asimtotik a¢ilim bulalim. Bunun i¢in Sy Qz) =

Sn,(Az) — Az notasyonunu tanimlayalim. O zaman:

(pSN1(Az) (— %) =F (exp (—i% SNl(Az))) = e‘i“ZE (exp (—i% §N1(Az))) (6.55)
olur. Dolayisiyla,

a . ia . (ia)?
E (exp (_lz SN1(/12))) =E <1 - 751\11(/12) + /,1_251%]1(12) + )

a . 1
=1- 7E(S,wz)) +o (Z) (6.56)

olarak hesaplanabilir. Burada, E (S, (12)) = E(Sn,012) — A2) = E(Sy,an)) — A2’ dir.

E (S Ny ( /‘Lz)) icin ise asagidaki asimtotik agilim yazilabilir:

H(Az)

Az
E(Sn,00) = E Z xi | =EHOD)u, = (Z + 0+ 0(1)>u1
i=1
=z + [, + o(1)
Burada f; = 2”72 dir. Belirtmek gerekirse, fi; = E(f;) basamak yiiksekliklerinin
1

(xi",i =1,2,...) olusturdugu kalan dmriin beklenen degeridir. Buradan
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E(Sn,00) = b1 + 0o(1) (6.57)

olur. (6.57) esitligi (6.56) esitliginde yerine yazilirsa asagidaki asimtotik acilim elde

edilir:

a

a ia , 1 ia 1
Efoxp (% Su)) = 1= £ o) o (B =1 =L w0(l) (o9

(6.58) acilimi (6.55) esitliginde yerine yazilirsa, Psn, ) (—%) icin asagidaki

asimtotik a¢ilim elde edilir:

a — p,—laz 1 ia/\ 1 _ _iaz _iazl'a,\ 1
Psan (~3) = Tamte\g)yTe e T phtelg

(6.59)

(6.59) asimtotik agilimin yardimiyla Psn (— %) — 1 ifadesi agsagidaki gibi elde

edilir:

a ; . da 1
PSnya2) (_ I) —1=e""*-1- e_laZTﬂl +o0 (z) (6.60)

(6.60) acilim1 I; (4, z)” in taniminda yerine yazilirsa:

L(2,2) = ' {%Nluz) (_ %) - 1}

iaz ) ,—iaz —iaziaA 1 iaz iaA 1
= e'* e —-1-e 7u1+0 7 =1-e —7,ul+o 1 (6.61)

elde edilir. Simdi (6.61) agilimini 73 (2)’ e gore [0, oo] araliginda integralleyelim:

[0e]

jo "1, Ddmy () = J fi— gtor %“ﬁl + % 902} dm, ()

0

= foodn (z) — fooei"‘zdn (z) _i_a I foodn (2) +1f°° (Az)dm;(z)
. 2 . 2 /1#1 . y) 1), 9 y)
. 1 (o
—1-p@ - T+ 7 | 9O ) (6.62)
0
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Onerme 5.1° e gore, 1 — oo iken, fooo g(Az)dm,(z) - 0 oldugundan:

(00 . 1
f W, D@ = 1- 9@ =5 +0(5) (6.63)

olarak elde edilir. Burada ¢ (a) = E(eiaf); (: P{{ < x} = m;(x)’ tir. Yardimci

Teorem 6.3 ¢ gore, A — oo iken (6.63) ag¢ilim1 asagidaki gibi yazilabilir:

® la 1
L4, 2)d =1-¢, (@) ——p, +0(= 6.64
| hGDdm@ =1-p.@ T +o3) (66)

Burada @, (a) = %}3—1; p.(a) = E(e!); uy = E(x{)’ dir.
1
Simdi de I,(4) igin iki terimli asimtotik agilim elde edelim. Tanimi geregi I,(4)

asagidaki gibidir:
LW = EM,00) [y (-5) - 1]

Buradaki ¢, (— %) asagidaki gibi yazilabilir:

“n (_%) - E{eXp <_i7a"1>} =1 —%E(m) +UL2)2E(77%) +o (i)

A A?
= 1—i7am1+(i%2)2m2+0(/1—12> (6.65)
Burada m, = E(n,); m, = E(n?)’ dir. Buradan
(pn(—%)—lz 1—%{m1+(i;—2)2m2+0(l—12>—1
=—%m1 +(i%2)2m2+o(/1—12>=—i7am1{1—i7a2m—ni+o(%)} (6.66)

elde edilir. E (Nl A )) icin ise Wald 6zdesligine gore asagidaki esitlik yazilabilir:
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H(AQ)
E(N,(AD)) = E Z vt | = E(HQD)EW) (6.67)

i=1

Burada E (H (A )), xi rasgele degiskenlerinin iirettigi bir yenileme fonksiyonudur ve

kesinlestirilmis yenileme teoremine gore asagidaki asimtotik a¢ilim ile ifade edilebilir:

H2
E(HA)) =—/—+ = +0(1 :
(HQO) =~ =45 5+ o) (6.68)
Burada 8, = E({)’ dir. Yardimci Teorem 6.2 ye gore 1 — oo iken f; — [1I; = f
olur. Bu durumda, (6.68) agilimi asagidaki gibi yazilabilir:
s
261 H2 Ha H2
E(H(AQ)) = —— +0(1)=1-—+-—+o0(1
(HUO) == + 55 +0(1) = Ag S 5 5+ 0(D)
H2 1 1
=1+ 7o () -
2002 +/1+o p (6.69)
Diger taraftan m; # 0 iken
H1
E(v{)=—
(vi) m (6.70)
olur. (6.69) acilimu ile (6.70) esitligi (6.67) esitliginde yerine yazilirsa:
E(N;(1)) = E(HAD)EWT) = 13{1 Lo (1)}ﬂ
2u? A Al)my
ez )
= 1+=+o(= .
AZmlul{ +=+40(5 (6.71)

acilimi elde edilir. (6.66) ve (6.71) agilimlari I, (1)’ nin taniminda yerlerine yazilirsa

A — oo iken asagidaki asimtotik acilim elde edilir:

L) = E(MGD) [oy (-3) - 1]

= {13+ (PP m - F 7o 3)
2m U 2T\ T ™M T T2m, %
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=(— La)—{l—gml + 1+0(/11>}

204 A A
1 —iam 1
— Capn i+ 1T (1) 672

I,(A)’ nin tersi asagidaki gibidir:

1 1 {1 1—iar’ﬁ1+ (1)} (6.73)
L)~ ian, P °\2 '

Burada [, = 2“—:1;7?11 = 27::1’ dir. (6.64) ve (6.73) agilimlar1, ¢y (a)’ nin taniminda

yerlerine yazilirsa,

o= - (s (a0, 4of2)

B 1 N iafi; (1A- iar?ll)(l — @, (a)) 1
__iaﬁl{l_(p+(a)_ 5y 2 +O<Z>}

_p@-1 1 (—iam)(1-9@) | o}

iafly iafi, A

p

= §§+(a) + % - §§+(a) —(1 _ lefm,) +o <1>

A A
2 2 (laﬁ'\l - 1) 1 1
=@(a) + ¢4 (a) + +o+o (I) (6.74)
olur.
A R (iaiy, —1) 1 1
gDY(“) - §0+(a) = §0+(Q)T + I + o0 (I)

1-¢.(a 5. (Q)iam 1
_ (P+()+‘P+() 1+()

2 2 °\2

—(¢4(@) = 1)iajp, iam 1
_ 0@ - Diah 1A+(a)+o<>
iafly A A

/\

g’g () + i la<p+(a) +o0 (i)

oy
1
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»)

= %{ia(fbr ()M, — iad, (a)ﬁl} +o0 G) (6.75)

Burada

¢+(@—-1 2

> a) = A == a) —iau, —1f;
(p+( ) I:(lﬁl (la)3ll3 [(p+( ) U1 ]
2 Py(a) -1 2 _
(p"‘(a) iaﬁl (ia)zuz [(,04.(0() laply ]
ps(@)—1 A Us m,
P+ (a) o, (#1) 3y T 2m,

p.(@) = E(e!); e = E(i*);my = E(nf); k = 1,2,3

‘dir. Lukacs, (1970, .33, Teorem 3.22)’ a gore (6.75) ifadesinden gerekli hesaplamalar

yapildiktan sonra asagidaki esitsizlik elde edilir:
A i ’ﬁ’\l 1
Qr(x) —R(x) = ﬂR'(x) ——2R'(x) + o(—) (6.76)
A A A
Burada

R(x) = lj (1-R@®)dt = BM—lfJ (1 -R())dt;
0 0

iy
X
1 X 2 ¢}
R(x)=TJ (1—n+(v))dv=—J{f (1—F+(u))du}dv;
H1 Jg llzo v
=BG =22 =
.U1—E(X1) 3#2’m1 2m,

‘dir. R'(x) ve R'(x) ifadeleri y;f basamak vyiiksekliginin olasihk ve sayisal

karakteristikleri yardimiyla asagidaki gibi elde edilebilir:

1 21
R0 =2 (1-m,() = u_ﬂz (1-m, () (6.77)

_ 3 (1-R(X)) (6.78)
x M3

1 X
R\’(x) = {T 1 —R d }
ﬁlfo( (©)de
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(6.77) ve (6.78) ifadeleri (6.76) ifadesinde yerine yazilirsa asagidaki esitsizlik elde

edilir:
_1 X P ~ 1
& = R@ = (R @ - MR©}+0(5)
1 3 2 1
_/1{;#3 Hz(l R(x ))_ﬂﬂ(l 7T+(x))} ()

~ 0= Rre) - (- 0]+ o ;)

_ mlﬂz(l - R(x)) - mzlll(l - 7T+(x)) 1
- mq U, A o (i)

Mutlak farka gecildiginde asagidaki esitsizlik elde edilir:

m1l12(1 - R(x)) + mzlh(l - 7T+(x))
myp,A

|Qv(x) = R()| <

Boylece ispat tamamlanmis olur.
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7. X(t) SURECININ SINIR FONKSiYONELLERININ INCELENMESI

Bir 6nceki boliimde, Sy, () sinir fonksiyonelinin ilk bes momenti kullanilarak, siirecin
ilk dort momenti ifade edilmisti. Dolayisiyla, siirecin Sy, (,) siir fonksiyonelinin
momentleri bilindiginde ergodik momentler de edilmis olacaktir. Sy, () smir

fonksiyonelinin temsili bir izdiistimii Sekil 7.1” deki gibi gosterilebilir:

|

- - — - ————

r
=
[4%)

Y '

v

Ny (2) n

Sekil 7.1 : Sy, () smir fonksiyonelinin 6rnek bir izdiigtimii.

Ergodik momentlerin elde edilmesinin yam sira siirecin sinir fonksiyonelleri siireg
hakkinda birgok bilgi verir. Ornegin, siirecin ilk kez ne zaman bariyeri asacagim
(T1 (/12)), kag¢ sigramadan sonra asacagini (N1 (/12)) ve ne kadar asacagini (S N 1(,12))
bu sinir fonksiyonelleri sayesinde Ogrenebiliriz. Siirecin uygulandigi gercek hayat
problemine gore bu siir fonksiyonellerinden herhangi biri giiclii bir 6neme sahip
olabilir. Mesela siire¢ bir envanter problemine uygulanmissa, o zaman stok sahibine
gore stoksuz kalmamak i¢in ne zaman siparis vermesi gerektigi (Tl (AZ)) onem
tagiyabilir. Bu bilgi sayesinde stok sahibi tedarik¢i firma ile diisiik maliyetli

anlagmalara imza atabilir ve bdylece karmi arttirabilir. Bununla birlikte stoktaki
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tirtiniiniin bitmesi halinde taleplere gore ne kadar {iriine ihtiya¢ duyacagi da ortalama
olarak bilinecektir. Bu durumda stok sahibi durum analizini daha ger¢ekei bir sekilde
yapabilecek ve boylece olusabilecek risk hallerine karsi dnceden 6nlem alabilecektir.

Bu tiirlii 6rnekler ¢cogaltilabilir.

Dolayisiyla, sinir fonksiyonellerinin beklenen deger ve varyanslarinin incelenmesi ele
alinan gergek hayat problemine gore 6nem arz etmektedir. Bu boliimde ilk dnce sinir
fonksiyonellerinin beklenen deger ve varyanslari icin kesin ifadeler elde edilmistir.
Ardindan pratik hayatta daha kullanigh olmasi agisindan yaklasik ancak daha sade

ifadeler asimtotik yontemlerle elde edilmistir.

7.1. X(t) Siirecinin Sinir Fonksiyonellerinin Beklenen Deger ve Varyanslarinin

Kesin ifadeleri

Sinir fonksiyonellerinin momentlerinin incelenmesi igin ilk kez 4. Boliim’ de kisaca
bahsedilen {S,}, n = 0 rasgele yiiriiyiis siirecinin basamak yiikseklikleri ile basamak
anlarindan yararlanilacaktir. Bu bolimde bu basamak degiskenleri daha ayrintili
incelenecektir. Asagida ilk basamak yiiksekligi (y;) ile ilk basamak ami (vi)

tanimlarimi hatirlatalim:

vi

vi =inf{ln >1:5, >0} xf = 5v1+ = Zﬂi-
i=1

Birinci basamak yiiksekligi ve birinci basamak aninin 6rnek bir izdiistimii Sekil 7.2°

deki grafikte goriilebilir:

LSn
*xi
> ';I ‘:* n
M . > V1 n
> 73 i
Ub! !
| |

Sekil 7.2 : Birinci basamak yiiksekligi ve birinci basamak anu.
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Basamak degiskenleri ile ilgili literatirde m; = E(n;) > 0 iken v{ ve y; nn 1
olasilig1 ile sonlu olduklar1 bilinmektedir (Feller, (1971)). Ayrica, (v;t, x;t),n = 2,3, ...
rasgele degisken ¢ifti, (v, x7) ile ayn1 dagilima sahiptir (Feller, (1971)). Bu durumda,
H(z), x;f ,n = 1 basamak yiiksekliklerinin tirettigi 6diillii yenileme siirecinin tanimi

asagidaki gibidir:
n
H(z) = inf{n > 1:2)({r > z},z > 0.
i=1

E. Dynkin prensibine gore, N1 (z) ve Sy, ) suur fonksiyonelleri {vy} ve {y;},n > 1

rasgele degisken dizileri ile asagidaki gibi ifade edilebilir:

H(2) H(z)
Ni(z) = 2 v SNy(z) = z X (7.1)
i=1 i=1

Burada H (x) basamak yiiksekliklerinin {y; } iirettigi yenileme siirecidir:

n
H(x)Emin{nZl:Z)(f>x}; x>0 (7.2)
i=1

(7.2) tanimindan goriildiigii iizere Ny (x) bir ddiillii yenileme siirecidir. y; tanimindan

ve Wald 6zdesliginden yararlanilarak, asagidaki esitlik elde edilir:

EQi) = EM)EQT) (7.3)

(7.3) esitliginden, asagidaki esitlik yazilabilir:

E(x{) M _

E(v) =

(7.1) ve Wald 6zdesligi kullanilarak, N; (x) sinir fonksiyonelinin beklenen degeri su
sekilde yazilabilir:

E(N,(x)) = %E(H(x)) (7.5)

1

Burada, u; =E(x{) ve my=E(m). Aynca, E(H(x)), {xi} basamak

yiiksekliklerinin tirettigi bir yenileme fonksiyonudur.
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E(H(x)) = Z Fi™(x) (7.6)
n=0

Burada, F,(x) = P{y; < x} birinci basamak yiiksekliginin (y;) dagilimidir. (7.1)
esitligi ile Borovkov 6zelligi kullanilarak, N; (x) sinir fonksiyonelinin varyansi (7.7)

esitliginde verildigi gibidir:

Var(N,(x)) = E(H(x))Var(v{) + (E(vf))ZVar(H(x)) (7.7)

Borovkov 6zdesligine gore, birinci basamak yiiksekligi y; in varyansi asagidaki gibi

elde edilir:

Var(y{) = E(v{)Var(n,) + E(1)*Var(v{) (7.8)

’

(7.8) esitliginden yararlanilarak, birinci basamak ani1 vy’ in varyansi asagidaki gibi

yazilabilir:

2 0.2
Var(v}) = 25— = (7.9)
m; m

Burada, my = E(1); uy = E(x{) ve o7 = Var(n,); of = Var(x{)” dir. (7.7) ve

(7.9) esitligini, (7.5) esitliginde yerine koyarak asagidaki esitlik elde edilir:

(m10+ ﬂ1 17)

Var(N;(x)) = E(H(x)) + Var(H(x)) (7.10)

Burada, E (H (x)) H(x) yenileme siirecinin beklenen degeri ve Var(H (x)) ise var-

yansidir.

Onerme 7.1: N;(x) smr fonksiyonelinin beklenen degeri ve varyansinin kesin

ifadeleri asagidaki gibi elde edilir (Feller, (1971)):

E(M() = 1 RE(H@);

(mlaf - #1@%)
3

1

Var(N1 (x)) = E(H (x)) + T'l:l—%z Var(H (x))
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Burada o2 = Var(x7); 0,7 Var(ny); u; = E(x{); my = E(ny)’ dur.

Onerme 7.1’in yardimiyla siirecin N; (A¢) sinir fonksiyonelinin beklenen deger ve

varyansi asagidaki onerme ile verilebilir.

Onerme 7.2: N;(AQ) sinir fonksiyonelinin beklenen degeri ve varyansmin kesin

ifadeleri asagidaki gibi verilebilir:
E(N,(AD)) = E(H(Ac))

— U410 77)

1

Var(N,(A0)) = (s E(H(A0)) + Var(H (9).

Burada, E(H(A)) = |, E(H(A2))dm;(z) ve Var(H(A)) = [, Var(H(Az))dm,(2),

P{{<z}=m(2) > “ifoz(l —F,(x))dx ,z = 0,1 - o’ dur.
1

Onerme 7.3: Sy, (1) siir fonksiyonelinin beklenen degeri ve varyansinin kesin

ifadeleri asagidaki gibi yazilabilir:

E(Sw,a9) = mE(HAD);

Var(Sy, ) = 02E(H(0)) + u3Var(H(AD)).

Burada 67 = Var(x{); ur = E(x15).

Onerme 7.4: 7, (A{) smir fonksiyonelinin beklenen degeri ve varyansinin kesin

ifadeleri asagidaki gibidir:

a1y

E(1(10) = - = E(HGD);

2
(mmiof + myoiaf — pojaf)

3
my

Var(z,(A0)) = E(H(A)) + (“ - 11) Var(H(A0)).

Burada, a; = E(&;) ve of = Var(¢,)’ dir.

Simdi de smir fonksiyonellerinin beklenen deger ve varyanslari i¢in asimtotik

acilimlar elde edilsin.
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7.2. X(t) Siirecinin Sinir Fonksiyonellerinin Cesitli Momentleri icin Asimtotik

Acilimlar

Yukaridaki boliimde elde edildigi tizere, sinir fonksiyonellerinin momentlerinin kesin
ifadeleri H(x) yenileme siirecinin beklenen deger ve varyansi ile ifade edilmektedir.
Bu nedenle, bu fonksiyonellerin momentlerinin asimtotik a¢ilimlarini yazmak i¢in, lit-
eratiirde verilen H(x) yenileme siirecinin beklenen deger ve varyansini hesaplayip,

asimtotik agilimlarini elde edelim.

Onerme 7.5 (Feller, (1971)) E(x{?) < o saglansin. Bu takdirde, H(x) yenileme
siirecinin beklenen deger ve varyansinin asimtotik agilimi1 x — oo iken, asagidaki gibi

yazilabilir:

y

E(H(x)) =— t o

+ g1 (x).
Burada, u, = E(){{Lk), k = 1,2, ...ve g, (x) sinirli fonksiyonu x — oo iken sifira gider:

lim g, (x) = 0.
X—00

Onerme 7.6. (Smith, (1959)) E(xi3) < o olsun. Bu durumda, x — o iken, H(x)
yenileme silirecinin varyansi i¢in asagidaki asimtotik iligki yazilabilir:
2

o
Var(H(x)) = ’u—;x + B; + g,(x).
1

suf 2 .
Burada, o2 = Var(y;), B, = 2= & _ ﬁ ve g,(x) smirli fonksiyonu x — oo
1

iken, sifira gider: lim g,(x) = 0.
X—00

Onerme 7.5, Onerme 7.6 ve Onerme 5.1° in kullanimiyla, bu boliimiin sonuglarmi

asagidaki teoremlerle ifade edebiliriz.

Teorem 7.1. Varsayalim Ki, u; = E(x;3) < oo saglansin. Bu takdirde, 1 —» +oo iken,
N;(A¢) smur fonksiyonelinin beklenen deger ve varyansi i¢in asagidaki iki terimli
asimtotik ac¢ilimlar yazilabilir:

AB,

2 4 o) Var(N,(10)) = —/1 + B, + o(1).

2um

E(N,(1D) = —,1 +
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Burada, ﬁn = E(cn), n= 1,2, veey A = (ml + HI)C‘E(X;-) - mlcg(nl); BZ =

1 2 5u2 2
(a) - e feme | S Hs G =% G0 =25 o

2 \uymy 2m?  2uymd  apdm; 3uPmy

Var(ny); of = Var(xi); e = EGd ) mie = E(f); aue = E(81), k = 1,2, ...

Teorem 7.2. Varsayalim ki, u; = E(x;3) < o saglansin. Bu durumda, 1 - +
iken, 7, (A¢) smur fonksiyonelinin beklenen deger ve varyansi i¢in asagidaki asimtotik

acilimlar yazilabilir:

E(Tluz))_ 1'81 B2 L o(); Var(t; (1)) = ﬁl 1/1+K 2 4 o(1).
2u1m
Burada,
2p
D = C2(&) — C2(ny) +— C2(x{);
my
K = 6 + L RO — i o) + i - D S
~2uymy Ut Zm X1 2umy h 4,ulm1 3,ulmf 2m2’

€)= 253 ) = 755 €, (r) = 15 0F = Var(Ga); of = Var(n);

1 1
0% = Var(x¥); Bi = E(CY); e = EQ); my = E(nk); i = E(EF).

Bunlara ek olarak, bu boliimde siirecin ergodik momentlerinin hesaplanmasi1 amaciyla

asagidaki integral i¢cin asimtotik sonuglar elde edilsin:
E(A"{"M (A])) = J (A2)"M (Az)dmy(2); n=0,12,.;k=12,..  (7.11)
z=0

Burada 1, (2), {{,} Markov zincirinin ergodik dagilimi olup, ayn1 zamanda ¢ rasgele

degiskeninin de dagilimidir. Ayrica, My (z) = E (S '1\‘,1(2)) ; k=15 dur.

Kovalenko ve dig. (1983) ve Rogozin (1964) g¢alismalar1 kullanilarak asagidaki

yardimci teorem verilebilir:

Yardimer Teorem 7.1: E(|n3|) < +o0 olsun. Bu takdirde, Sn, (z) str fonksiyonelinin

ilk bes momenti i¢in (M k (z)) iki terimli asimtotik agilimlar asagidaki gibi yazilabilir:

M, (z) = E(S,(,ll(z)) =z"+niz" 1 +o(z"Y); n=

=
ol
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Burada y; = E(x7%), k=123, fi; = %2 ve xi, {S,} rasgele vyiiriiyiis siirecinin ilk

T2

basamak yiiksekligidir (Gever, (2011)).

Bizim amacimiz ise (7.11) esitligindeki integral igin A — oo iken iki terimli asimtotik

acilim elde etmektir. Boylece, oncelikle asagidaki yardimci teoremler verilmelidir:

Yardimer Teorem 7.2: E(n;) > 0 ve E(x;{3) < oo saglanmis olsun. Bu takdirde, her

n =0,1,2,3, ... i¢in, A — oo iken, asagidaki iki terimli asimtotik a¢ilimlar yazilabilir:

E(A" My (A0)) = A * By + kAWK 1B,y + 0(A™*71), ke = T5
= ™. = ﬂ — 113
Burada, B = E({"); i, = Gaoa TS 0,1,2,3 tiir.

Ispat:
1) Yardimci Teorem 7.1° e gore asagidaki esitlik dogrudur:
. 1
M (Az) = Az + i, + Egl(/lz).

Burada, lim Azg, (1z) = 0 dir. Bu agilim g6z 6niine alindiginda,
Z—00

1
E(My(A0)) = A, + g + 0 (Z)

acilimi elde edilir. Burada 8, = E({("™) ,n=1,23,..; =B, =E({); i, = 2”72 ‘dir.
1

Diger taraftan, her n = 1,2,3, ... i¢in, asagidaki acilim elde edilebilir:

‘ 1
B M 00) = [ G2 (22 + s +1-9102)) dn(2)
0

=j)ln+1zn+1dn(z) +/21JA”Z”d7T(Z) +J/1”‘1Z”‘1g1(lz)dn(z))
0 0 0

— An+1E({n+1) +Anﬁ1E(Zn) + O/ln_lE((n_l) + O(An_l)
= A" By + A" + 0(A).
Burada, By = E({¥), k = 1,2,... ve E((¥) = ["zFdm(2)’ dir.

2) Yardimci Teorem 7.1° e gore, asagidaki agilim gosterilebilir:
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M,(Az) = (A2)* + 2/, (A2) + g,(A2).

Burada, lim% =0 dir. Bu durumda, her n = 0,1,2,3, ... icin, asagidaki acilim

Z—0

hesaplanabilir:

E(m" M, (A)) = f (A2)"My(Az)drty (2)

- f (A2)M{(A2)? + 2,2 + g,(A2)}dmy (2)

— [ Garvam@ + 20, [ Garram @ + [ 0279, @dm )
0 0 0

— /1n+2E(Zn+2) I 2‘[21/’{11+1E(€n+1) AL 0(/1”'”)

= A28 0 + 20 A" Bryq + o ()

Boylece, ispatin ikinci kismi1 da tamamlanmais olur.

3) Yardimci Teorem 7.1° de asagidaki agilim ifade edilmistir:
M3(2z) = (A2)° + 31, (A2)* + g3((A2)?)

Burada, lim 9:42) _ 0’ dir. Bu durumda, her n = 0,1,2,3 i¢in, asagidaki agilim elde

Z—00 (/12)2

edilebilir:

E(I""My(20)) = f (A2)" My (A2)dty (2)
0

= [ 0202 + 3,02 + 95029y (2
0

o0

= An+3fzn+3dn,1(z) + 3,[21/1”+2fz”+2d7t,1(z) +fz”+1g3(lzz)dn,1(z)
0 0 0

- /1n+3E(Zn+3) + 3ﬁlln+2E(Zn+2) + 0(/1n+2)

= "Bz + 3 By + 0 (A7)
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Boylece, ispatin igiincii kism1 tamamlanmis olur.

4) Yardimci Teorem 7.1° de, asagidaki agilim gosterilmistir:

M,(22) = (A2)* + 41, (12)° + g4((A2)*).

Burada, lim ga(—);? = 0’ dir. Bu durumda, her n = 0,1,2,3 i¢in, asagidaki agilim elde
Z—0 VA

edilebilir:

B ML00) = | ()M Gy (2)

0
= [ 02" (G2)* + 4,02 + 9,029 dms 2
0
= A”*“j z" 4 dm(z) +4ﬁ11”+3j z"3dn(z) + J z"2g,(Az%)dn(z)
0 0 0

— /ln+4E((n+4) + 4ﬁ1/1n+3E({n+3) + 0(/1n+3)
= " Brpa + 4 AV Brys + 0 (A7)
Bu da ispatin dordiincii kismini tamamlar.

5) Yardimct Teorem 7.1° de, Ms(Az) = (A2)° + 54;,(12)* + g5(Az) oldugu

gosterilmistir.
Burada, lim “‘7(;(’1;) = 0’ dir. Bu durumda her n = 0,1,2,3, ... igin
Z—0 z
E(I"¢"Ms(A0)) = j (A2)"Ms (A7) dry (2)
0
- f AD™MAD)® + 5, (A2)* + g5(A2)}dm(2)
0
- f (A5 dmy (2) + 5y f A2y (2) + f (12" g5 (2)dmy (2)
0 0 0

— /1n+5E(Zn+4) + 5ﬁ11n+4E(€n+4) + 0(/1”"'4)
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= A B s+ ST s + 0T

olur, bu da ispatin besinci kismini tamamlar.
Ispatin bes kism1 da tamamlandig1 igin Yardime1 Teorem 7.2 ispat edilmis olur.

Boylece, Sy, () smir fonksiyoneli ile ifade edilen integrallerin davranisi incelenmis
oldu. Sy,(; smr fonskiyonelinin momentlerinin asimtotik agilimlarr kullanilarak,

X(t) siirecinin ergodik momentleri i¢in asimtotik agilimlar elde etmek miimkiindiir.

Bu sonuglar bir sonraki boliimde aragtirilacaktir.
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8. X(t) SURECININ ERGODIiK DAGILIMININ MOMENTLERI iCiN KESIN
IFADELER

Bu boliimiin amaci siirecin ergodik momentleri i¢in kesin ifadeler elde etmektir.

Bunun i¢in asagidaki notasyonlar1 tanimlamak faydali olacaktir.

Myy1

m, = EMT); M, = it Dm,

; Mn(Z) = E(SIT\’Ill(Z))’

My11(2)

= G o

n=012..; E(X") = lim E(X™(©),n=123,...
E({"M,(]) = f z" M, (2)dm,(z); r = 0,1,2,3,...; n=123,..
0

Teorem 8.1: Teorem 4.1’ in kosullarmin yani sira E(|n;]|°) < +o kosulu da
saglanmig olsun. Bu takdirde, silirecin n. ergodik momenti E(X"),n = 1,2,3,4

mevcuttur ve ilk dort ergodik moment asagidaki gibi ifade edilebilir:

1 1
B0 = Sy FUM A0) =2 B(:00) + mEMGO)} @)
1 1
BO) = Sy (PG00 M.000) = EGSM,G0) + 3 E(M5G9)
+4,[2E(2{M1(A)) — E(M,(2D))] + A,E(M; (D))} (8.2)
1 3
BO) = Sy B0 M 00) = 5 B0 M,())

+E(A{M5(10)) — %E (M4 (20))

+A,[3E((20)*M,(A0)) — 3E(AIM,(A)) + E(M5(A0))]
+34, [E (A4M,(AD)) — %E(MZ (/15))] + AsE(M, (A())} (8.3)
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1
E(X*) = ){E((Ac)‘*Ml(Ac)) —2E((A0)*M,(10))

E(M;(9)
1
+2E((A0)*M3(20)) — E(AM,(A0)) + S E(Ms(A0)) + Ay [4E (A M5 (A0)
—6E((10)2M,(A0)) — E(M4(A0)) + 4E((A0)*M; (A]))]
+24,[3E((A0)*M1(A0)) — 3E(A{M,(AD)) + E(M3(AD))]
+243[2E(A{M, (10)) — E(M,(AD))] + %A4 E(M, (,15))} + o(a?) (8.4)

Burada

Al = ml, AZ = ZT/T\l% - fr\lz, A3 = fr\l3 T 6T?121’ﬁ1 + 67’?1%,

A, = —i, + 8z, + 6M2 — 36/, M2 + 24M%; My = —=< sk = 1,2,3,4 tiir.
(k+1)m1

Ispat: Hatirlanacak olursa, Onerme 4.1° de X(t) siirecinin ergodik karakteristik

fonksiyonu i¢in t — oo iken elde edilen (4.24) esitligi asagidaki gibidir:

_ 1 .y Psy,on(—@) — 1
(@) = 58 G0) fo T -1

dT[A(Z).

Burada ¢y (@) = lim E(e!®*®)’ dir ve Taylor acilim1 asagidaki gibi yazilabilir:
lim gidaki gibi y

; 2 ; 3 ; 4
ox(a) =1+ iaE(X) +%E(X2) +(1;L|)E(X3) +%E(X4) + o(a*)

(8.5)

Burada E(X*); k = 1,2,3,4 momentleri t — oo iken X(t) siirecinin ilk dort ergodik

momentlerini ifade etmektedir.
@y (—a) = E(e™1om)

(ia)? (ia)? (ia)* (ia)®
7 Me g M M

=1+iam; + ms + o(a®) (8.5)
Burada my = E(nf¥), k = 1,2, .. dir.
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1 R (73 L,
P s g = {1 + ey + [2mM2 — m,]
(ia)® SO
3 [M; — 6M,M, + 6/M3]
(" SO SN _ 4
+ 2 [—m, + 8Mmsmy + 6Mm5 — 36M,M, + 24m7] + o(a®) (8.7)

Burada 7, = (krj:’g;l, k=1,2,.. olup {n,},n=1,2,.. rasgele degiskenlerinin

tirettigi yenileme siirecinin kalan dmriiniin ergodik momentlerini ifade etmektedir.

;N2 . N3
sy, (—0) = E(e71) = 1 + iaM; (A2) + %MZ (A2) + —(l;? M5 (Az)
(ia)* (i)
+ 41 M, (42) + S Ms(1z) + o(a®) (8.8)

Burada M, (1z) = E (S}f,l(lz)), k =1,2,..” dir. (8.8) ifadesinden asagidaki agilim elde

edilir.
Py, (—0) — 1= E(e7M) = —iaM,; (A2) {1 — iaM,; (A2)
. N2 . N3 . N4
+ (l;’? My(Az) — (l:') My(2) + (li? M,(A2) + o(a4)} (8.9)
Mk+1(lZ) P}

Burada M, (1z) = dir. (8.7) ve (8.9) agilimlarinin yardimiyla agagidaki

acilim elde edilebilir:

(iar)?

2!

Psy,0n(—®) — 1 _ M;(1z)
¥y (—GI) -1 B my
(ia)*

4!

{1 —iaM,;(Az) + M,(Az)

(ia)?

(ia)?
B 2

31 [27f — 17,]

M;(Az) +

M,(Az) + o(a‘*)} {1 + iam, +

3
la

(ia)*

+4!

[—M, + 8MzM, + 6M2 — 36M,M, + 24M7] + o(a“)}
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= Mln(:z) {1 + La( Ml(/'lz))

(a)?, ., o _

+ T (Zm1 —m, — 2myM;(1z) + MZ(/lz))
() JONIIPUN PPN

+ 3| [m3 - 6m2m1 + 6m1 - 3(2m1 - mz)Ml(AZ) + 3m1M2(/1Z)

—1\773(/12)] +

(ia)*
!

[—, + 8MzM, + 6M5 — 36M,M2 + 24m7
—4(M3 — 6M,M, + 6M3)M,(12) + 6(2M? — My)M,(1z) — 41, M;(12)
+M,(A2)] + o(a®)} (8.10)
Simdi de e'**? ifadesinin A — oo iken asimtotik acilimini yazalim:

elarz = ' < ) ( ) ——(12)% + G ) —— (12)* + o(a®) (8.11)

(8.10) ve (8.11) agilimlarinin yardimiyla asagidaki agilim elde edilebilir:

s (—a)—1 M,(12)
iadz | °N1(A2) 1
= 1 - M, (2
e oy (@) — 1 m, { + a( M, ( z))
2
i _ _
+ ( 2) ( m1 ﬁ\lz - Zfr\llMl(AZ) + Mz (AZ))
+ T [m3 — 6m,m, + 6m; — 3(2mi; — m,)M; (Az) + 3m;M,(1z)
v (ia)4 ~ ~ A~ ~2 ~ ~D ~ 4
—M;(Az)] + ' [—m, + 8y + 6Mm5 — 36Mm,m; + 24m

—4(M3 — 6M,M, + 6M3)M,(1z) + 6(2M? — m,)M,(Az) — 4m, M;(1z)

+M,(Az)] + o(a*)} {1 + la/'lz+( ) (12)? + @ ) ——(12)% + @ ) —— (A2)* +o(a*)}
Mln(l’lz) {1+ ia[m, — M, (i;) 2 A2 — @, — 2@, M, (A2)

. 3
Py ~ L
+M,(22) + 22z (g — M, (A2) ) + (A2)?| + ( 3,) [y — 6,y + 6M3

—3(2m?2 — M,)M; (Az) + 3m,;M,(Az) — M5(1z)
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+3(A2) (sz — M, — 2/, M, (Az) + M, (/12))
+3(2)? (1, — M, (A2) ) + (12)°

(ia)*
T

~ ~2

[-M, + 8MzM, + 6M3 — 36M,M7: + 24m7

—4(Tﬁ3 - 67’1\121’7\11 + 6T/ﬁf)M1(AZ) + 6(21/7\1% —_ T/ﬁz)Mz (/’12) - 47’7\111\713(/1Z)
+M,(Az) + 42z(M3 — 6M, My + 6MF — 3(2M2 — My) M, (A2)
+3, M, (22) —M5(12) ) + 6(22)* (2imF — i, — 2, M, (Az) + M,(A2))
+4(Az)* (1, — Ml(Az)) + (/12)4] +o(a®)

M, (Az)
2

- mi{MﬂAZ) + ia lr’r‘llMl(/lz) - + AZM1(AZ)l
1

(ia)?
2!

M;(Az)

+
3

[ZfﬁfMl (Az) — MM, (Az) — M M,(Az) + + 24z, M, (Az)

(ia)?
3!

—AzM,(Az)+(Az)*M,(Az)] + [(M3 — 6/M,M, + 6M3)M;(12)

M, (Az)
4

3
—3 (2m? — m,)M,(Az) + M M5 (Az) —
+3(1z)(2m2 — M,)M, (Az) — 34z, M,(1z) + AzM3(Az)

+3(Az)?mM;(Az) — ; (12)?M,(A2)+(A2)3M,(12)]

Qo) e o s acs o2 s
+ T [(—mi, + 8MizMmy + 6M5 — 36m,my + 24m7) M, (Az)
—2(M3 — 6M, M, + 6M3)M,(1z) + 2(2M% — My)Mz(Az) — My M, (12)

Ms(Az)
5

+ 42z(M; — 6M,M, + 6M3)M;(Az) — 61z(2M? — M,)M,(Az)

+4(Az)M M5 (Az) — AzM,(Az) + 6(12)2(2m? — m,) M, (Az)

—6(12)*M;M,(Az) + 2(12)*M5(Az) + 4(Az)3m M, (1z)
—2(A2)*M,(Az) + (A2)*M, (A2)] + o(a*)} (8.12)

(8.12) agilimindan dm;(z)’ e gore integral alinirsa asagidaki agilim elde edilir:
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” ia Z('o“g""l()“z)(_a)_1 - 1
fo gl o dm(z)_m—l{E(Ml(Az))

1
i [y B (M,00)) = 5 E(M,(G)) + E(A5M, 20)|

(ia.) [2m2E(M; (A0)) — M,E (M, (A)) — 4, E(M,(A0))

2

1
+3B(M300) + 2mE (M, (A9)) — E(M; (A0)) + E((A*M, 1)

(ia)®

+3!

[(5 — 6,y + 6M3)E(My(A0))

3 1
—5 @ = M)E(My(A0)) + 7y E(M5 () — 7 E(Ma(A0))

+3(2m% — ML) E(A{M,(A0)) — 3, E(A{M,(A0)) + E(A{M5(A0))

3
+3mE((9)2M,(09) — 5 E((9)? My (3D) + B((*M; (40)]

(ia)*

+4!

[(—, + 83y + 6M3 — 36M,M7 + 24MT)E(M;(A0))
—2(M3 — 6/, M, + 6m3)E(M,(A0))
+4(g — 6M, My + 6M3)E (A{M;(A0))
+2(2M% — My)E(M3(A0)) — 6(2M2 — M,)E(A{M,(A]))
+6(2M% — ML) E((A0)?M;(A0)) — M E(M4(A0)) + 4y E(ATM;3(A0))
+4M, E((A0)* M1 (A0)) — E(A{M,(A0)) + 6/, E((A)2M,(A0))

+2E((10)?M3(A0)) — 2E((A))*M,(10)) + E((A))*M;(AD))
+%E(M5(AZ))] + o(a®h) (8.13)

Wald Ozdesliginden (Feller, (1971)):

dm,(z)

0

E(N,(1D)) op(—a) -1
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TEM (/15)){ (4M,(20)) _‘E(Mz(ﬂf)) + mlE(Ml(AZ))}

N (i)?
2! E(M;(29))

1
tE (007 M,00)) = E(28M,(20)) + 5 E(M320))

+1, [2E(A{M,(A0)) — E(Mo (D) |+ (272 — m,)E(My(A0))}

N (ia)?
3! E(My(1D))

3
{E(AD°M,(A0)) = 5 E((AD*M2(A0)) + E(A M3 (A0))

1
-2 E(M4(10)) + My [3E((A0)?M;(A0)) — 3E(A{M,(A0)) + E(M5(A]))]

3
@ — ) 3B (M, (10)) - 5 E(M,(29) |
+(fy — 6,y + 6m3)E(My(A0))}

(ia)*
4! E(M(29)

){E((ac)wl (10)) — 2E((10)*M, (1))

1
+2E(09)* M3 09)) ~E(AM,(9)) + 2 E(Ms(AD) |+ 1 [4E (25, 10))
—6E((A)*M,(A0)) — E(Ma(A0)) + 4E((A)* M, (2D))]

+(2m3 — My)[6E((10)*M;(A0)) — 6E(AIM,(A0)) + 2E(M5(A]))]

+(M3 — 6M, My + 6M3)[4E(A{M;(A0)) — 2E(M,(AD))]
+%(—m4 + 8MyM, + 6M3 — 36M,M2 + 24Mm7T) E(Ml(,lq))} + o(a*) (8.14)

Notasyon kolaylig1 agisindan agagidaki gosterimleri dahil edelim:

~ ~ A~

Al =mq, AZ = Zm% —m,, A3 = ﬁ'\l3 - 67?1277)\11 + 67/7\1%,

~ A2

A4_ = _m4, + 8m3m1 + 6m2 - 36m2m1 + 24m1
Bu durumda, (8.14) agilimi asagidaki gibi yazilabilir:

iz (pSNl(AZ) (_a) -1

D)
ENGD) Jo & oo -1

ox(a) = dmy(z)
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' 1
- m{ (AM1(A0)) — 5 E(M(A0) +A15(M1(/1¢))}

N (ia)?
2! E(M;(20))

1
tE(002M,00) - E(SM,(9)) +5 B (M(29))

+4,[2E(AM;(A0)) — E(M2(AD))] + A2E(M1(A0))}

(ia)?

3
T3 E(M, (1)) {E((M)3M1(/1§)) - EE((AZ)ZMZ(A()) + E(ACM3(A0))

1
- ZE(M‘* (1) + A1[BE((AD)*M;(A0)) — 3E(A{M,(A0)) + E(M3(AD))]

1
+34, [E(A(Ml 1) - EE(M2 (/1())] + (M3 — 6My M, + 6M3)E(M, (/1())}

" (ia)*
4l E(My(10))

{E(AD*M,(A)) — 2E((AD)3M,(A]))

1
+2((39)?M5(2)) ~E(M,A0) + £ E(Ms (3D) | + A [4E (25 M320))

—6E((A0)*M5(10)) — E(M, (1)) + 4E((A0)* M, (AD))]
+24,[3E((10)*M1(A0)) — 3E(A{M,(A])) + E(M3(2D))]

+245[2E(A4M;(10)) — E(My(10))]
+ %A4 E(Ml(li))} + o(a*) (8.15)

olur. (8.15) agilimi, (8.5) agilimi ile birebir karsilastirildiginda X (t) siirecini ilk dort

ergodik momenti elde edilmis olur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 8.1° de ilk dort moment igin kesin ifadeler yazilmistir. Ancak bu formiilleri
pratikte uygulamak olduk¢a zordur. Bu durumda, ergodik momentlerin kesin ifadeleri
yerine asimtotik veya yaklasik ifadelerinin kullanilmasi tavsiye edilir. Bu yaklasik

veya asimtotik ifadeleri elde etmede, Sy, () smir fonksiyonelinin momentleri 6nemli

bir rol oynamaktadir.
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9. X(t) SURECININ ERGODIiK DAGILIMININ MOMENTLERi iCiIN
ASIMTOTIK ACILIMLAR

Bu béliimiin amac1 X (t) siirecinin ilk dért momenti (E(X*), k =1,4 ) i¢in 1 > oo
iken, iki terimli asimtotik acilimlar elde etmektir. Bu amaca ulasabilmek igin bu

boliimde siklikla kullanilacak olan agagidaki notasyonlar1 dahil edelim:

ﬁn+ 1 . ﬁn A Un+1

Bn = EQ™); ﬁn=m, Cn1=m; ‘u"_(n+—1)ul;

~ Mpt1 _ B
my, = (n+1)1nlr Un = E(Xil—n); m, = E(T]?), n= 1'2'3' ol

Bu notasyonlarin yardimiyla, X (t) siirecinin ilk dort ergodik momenti igin iki terimli
asimtotik acilimlar asagidaki teorem yardimiyla verilebilir.

Teorem 9.1: E(n;) > 0 ve E(|n3]) < oo kosullar1 A - o iken saglanmis olsun. Bu
takirde,

E(x™) = Anﬁn + An_an + O(An_l); n = 14.

=~ 5 " T 5 B
Burada, D, = nf, fn—q — Cnrnab; n =14 Bp = EQ™); Pn = ﬁ y Cn1 =

bBn A = _Mn+1 A Hn+1 | _ n. _ +ny>
n f’n_z’s'mn_(n+1)m1"un_(n+1),u1’ mn_E(Tll) 'Aun_E(Xl ) dlI'.

Ispat: X(t) siirecinin her bir ilk dort ergodik momenti igin teker teker asimtotik
acilimlar elde edelim. Oncelikle, 8. bdliimde Teorem 8.1° de verilen X (t) siirecinin
birinci ergodik momentinin kesin ifadesini hatirlatalim:

1
E(O) (M, 00) -3 EM,00) + AE(M D) (9.1

__ 1 {
- E(M,(A0))

Burada M,,(z) = E(Sy ()i E({"Mn () = [, 2" My(2)dmy(2); 7 = 0,12, ...; n =

PN my, ;.
1,2,3, .. Ve A1 = ml; my = 2 dir.
2mq
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Yardimci Teorem 7.2.2° de A — oo iken elde edilen iki terimli asimtotik a¢ilimi

hatirlatalim;

E(X" "M (A0)) = A By + R A™ T Bryge g + o) k=15 (9.2)

(9.2) a¢ilimindan E (Ml(/lf )) ifadesinin A — oo iken iki terimli asimtotik agilimi

asagidaki gibi elde edilir:

E(Ml(/'lé)) = AP+ +0(1) (9.3)

(9.3)’ agilimindan asagidaki iki terimli acilim elde edilebilir:

E (Mll(zz)) - 121 {1 4 aﬁﬁll 0 G)} (9.4)

Benzer sekilde (9.2) a¢ilimi yardimiyla asagidaki asimtotik agilimlari yazmak

mumkuiundir:

E(/KM1(/1{)) = By + 11 A8, + 0(A) (9.5)
2
_%E(Mz(/w)) - _/1232 — APy + o(2) (9.6)

(9.1) esitligindeki A E (M1 A¢ )) ifadesinin asimtotik acilimi asagidaki gibidir:

A E(M;(A0)) = My APy + My + 0(1) 9.7)
0(A) fonksiyonunun tanimina gore asagidaki asimtotik agilim yazilabilir:
A E(M;(AD) + 0(2) = My APy + My fly + 0(1) + 0(2) = My APy + 0(2) (9.8)

Bu durumda,(9.4), (9.5), (9.6) ve (9.8) acilimlar1 (9.1) esitliginde goz Oniine
alindiginda E (X) i¢in asagidaki asimtotik agilim yazilabilir:

1 1
B = E(M, (1)) {EWMl(M)) -5 E(M(20)) + AlE(Ml(ﬂ())}
_ 1 3 1 . 28, R
- 1_'31{1 - /1_'31 +o0 (I)} {AZ,BZ + 41 By — > AL + MAB, + 0(/1)}
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_ L{1 _ /’lﬂ_[;l +o0 (/11)} ’122’82 + AR, + o(/l)}

g Qb g o)
=o(3)

~gp ()7 +o )

B B freof)

2B
Bz | B2 .
=2—'8i+m1 Y —5 +o(1) = AB; + My — fiycpy + 0(1)
=B, +D; +0(1) (9.9)
Burada D, = My — [11¢1; €21 = Zﬁz, By = ﬁz ’ dlr

Teorem 8.1’ de siirecin ikinci ergodik momenti (E 0.4 2)) icin verilen kesin ifade

asagidaki gibidir:

1
E(X?) = E((A9)?M,(A0)) = E(XM(A0)) + 3 E(M3(20)

oA
E(M;,(AD))
+4,[2E(AM1(AD)) — E(M,(AD)] + AzE(M1(10))} (9.10)

Burada, A; = My; A, = 2M3 — My, My, = (I{Tﬁ; k = 1,2° dir. (9.2) agithmindan
1

yararlanarak asagidaki ifadelerin asimtotik ac¢ilimlar yazilabilir:

E((A0)*M;(A0)) = A*B3 + 1142 B, + 0(22) (9.11)

—E(XM,(A)) = —23B5 — 21,42 B, + 0(2?) (9.12)
3ﬁ

—E(M3 (A0) = ==+ 1, A2B, + 0(22) (9.13)

(9.11), (9.12) ve (9.13) acilimlarinin toplam1 asagidaki gibi elde edilebilir:

E((A9)?*M1(A0)) — E(AM,(AQ)) + %E(Mg 19)

A*Bs

3 T A +o()

= B3 + 1A% By — 3Pz — 21, 2% B, +
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333

+0(1?) (9.14)

Simdi de (9.10) esitligindeki 4, [2E(A{M,(A0)) — E(M,(A{))] ifadesinin asimtotik

acilimini inceleyelim. (9.2) agiliminin yardimiyla asagidaki acilimlar verilebilir

2E(A{M,(A0)) = 242B, + 20,21 + 0(A) (9.15)

—E(Mz (/1()) = _/12,82 = 2(, 2B, + o(A) (9.16)

(9.15) ve (9.16) ifadeleri toplanip A; = m; ile ¢arpildiginda asagidaki asimtotik agilim
elde edilir:
A [2E(AM,(AD)) — E(Mz(AD))]

= My {24%B, + 204 AP — 22y — 204 AB1 + 0(D)} = My A%, + 0(A) (9.17)

A,E (M1 A¢ )) ifadesinin asimtotik a¢ilim1 0(A?) olarak alinabilir. Dolayisiyla, (9.4)

(9.14) ve (9.17) ifadeleri (9.10) ifadesinde yerine yazildiginda siirecin ikinci ergodik

momenti i¢in asagidaki iki terimli asimtotik a¢ilim elde edilir:

1 1
BOC) = s {E(GOM,G0) — B(16M:06)) + 3 E(M,G)

+44[2E (M1 (A0)) — E(M2(AD)] + A2E(M1(10))}
1 iy /1333 P
= {1 —gto (—)}{ = A%, + o(Az)}

1 BBy 1183
_/1_[{1{ 3 + My A%B, — 3, —=A+o (/12)}

1 A3Bs . 183
_/1_[{1{ 3 +[m1ﬁ2 ]/12+ (/12)}

A? 0 ) A )
= 3513 + mglﬁz - ’;ﬁfl A+ 0(A) = 2B, + 2y fy — flicz1]A + 0(2)

= 2B, + DA+ 0(d) (9.18)

86



BUI’ada Dz = 21/7\7.1[?1 - ‘l’l1C31; C31 = 3[;73]2-, Bn = (n[i:l—:)lﬁl;n = 1,2, ...’ dir. Béylece

stirecin ikinci ergodik momenti i¢in iki terimli asimtotik a¢ilim elde edilmis olur.

Teorem 8.1’ de siirecin 3. ergodik momenti i¢in asagidaki kesin ifade verilmistir:

3
F(X) = (B (G0 M,00) - S E(0*M;(20))

1
E(M,(1D)
1
+E(AM5(A0)) — 7 E(M,(A0))
+4,[3E((A0)?*M1(10)) — 3E(AM,(AD)) + E(M5(1]))]
1
+34, [15(,1{1\/11 (1)) — EE(M2 (/1())] + AsE(M, (/1())} (9.19)

Burada 4, = My; A, = 2M?% — M, A3 = My — 6M,M,; + 6M3; My = %; k=
1

1,2,..>dir. (9.2) acilimindan yararlanarak asagidaki ifadelerin asimtotik agilimlarini

verelim:
E((A)3M,(AD)) = A*By + 114385 + 0(23) (9.20)
2 E(A0*M,10) = —3 A6, — Ay + 0(F) (921)
E(A{M5(20)) = A*B, + 31 A3B5 + 0(23) (9.22)
L p0,00)) = =2 53, + 000 923

(9.20) — (9.23) agilimlari toplandiginda asagidaki asimtotik agilim elde edilir:

3 1
E((A°M,(20)) - 5 E((A9)?* M, () + E(AM5(A0)) — 7 E(M4(A0))

. 3 . . By
= /14ﬁ4 + H11333 - 5/14@1» - 3.“1/13331434 + 3#113[33 - 4 : - #1/13[33
/14—
+o(23) = f 24013 (9.24)
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Simdi de  A4;[3E((A0)2M1(A0)) — 3E(A{M,(A])) + E(M3(A0))]  ifadesinin
asimtotik acilimini inceleyelim. Bunun i¢in bu ifade icerisinde yer alan terimlerin

asimtotik a¢ilimlari (9.2) agilimi yardimiyla asagidaki gibi verilsin:

BE((A9)2M1(A0)) = 32%B3 + 341 2B, + 0(4%) (9.25)
—3E(A{M,(A0)) = —323B5 — 6,12, + 0(A?) (9.26)
E(M5(10)) = 23B5 + 31,42 B, + 0(2?) (9.27)

(9.25) — (9.27) agilimlarini toplayip A; = m; ile garptigimizda asagidaki asimtotik

acilim elde edilir:

A[BE((A0)*M;(A0)) — 3E(A{M,(AD)) + E(M3(20))]

= My {343 B3 + 30, A2 B, — 343 B3 — 611 A* B, + A3 B3 + 311 4%B, + 0(4%)}
= 1?11/13,33 + O(Az) (928)
(9.19)  esitligindeki 34, [15(,1{1\/11 (1) — %E(Mz (/1())] + (M3 — 6M, M, +

6m3)E(M, (/’l())} ifadesinin asimtotik acilim1 0(A%) olur. Bu takdirde, (9.4), (9.24)

ve (9.28) acilimlar1 yardimiyla, E(X?3) i¢in asagidaki asimtotik agilim elde edilir:

FO) = (£(00)"M,00)) - 5 E(09)2M,020))

1
E(My(1D))
1

+E(AM5(A0)) — 7 E(Ma(A0))
+4,[3E((A0)*M;(10)) — 3E(AM,(AD)) + E(M5(10))]

1
+34, [E(A(Ml 1) - EE(MZ (/1())] + (M3 — 6My M, + 6M3)E(M, (/1())}

= %&{1 - /1”_311 +o0 G)} {/14434 + My A3 B + 0(13)}

1 (A% 4
a3 7 2 ) A
= 424 + [mglﬁ?, _ ‘ljl_lﬁ[i:l A2 + 0(/12) = 13[;3 + [31’,\1132 _ ﬁ1€41]/12 + 0(/12)
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= 2365 + D3A% + 0(1?) (9.29)

Burada D3 = 37?’,1,8,\2 - ﬁ1C41; Caq f?%, BAn = (‘f’lﬁ-:l—l_'—)l[‘?l’n = 1,2, . dir. Slmdl de

Teorem 8.1° de verilen siirecin 4. ergodik momenti i¢in kesin ifadeyi hatirlatalim:

E(X*) = {E((A)*M1(10)) — 2E((A)*M,(1]))

1
E(M:(29))
1
+2E((A0)*M3(20)) — E(AM,(A0)) + S E(Ms(A0)) + Ay [4E (A M5 (A0)

—6E((10)?M,(10)) — E(M4(20)) + 4E((A0)*M, (AD))]

+245[3E((20)*M1 (1)) — 3E(A{M,(A])) + E(M3(2D))]

1
+243[2E (MM (A0)) — E(M,(AD))] + EA4 E(M, (/1())} + o(a®) (9.30)

Burada

AL =my; Ay, = 2mf —my; A3 = my — 6m,m, + 6my,;

My
(k+1)m,’

~ ~2

A4 = —7?14 + 87?7.37?11 + 67?7.% - 36m2m1 + 247’?111-, ‘r’ka =

k =1,2,. dir. (9.2) agilmindan yararlanarak asagidaki ifadelerin asimtotik

acilimlarini verelim:

E((A)*My(A0)) = A5Bs + iy A*B, + 0(A%) (9.31)
—2E((A0)*M5(A0)) = —2245B5 — 41, A* B, + 0(Ah) (9.32)
2E((A0)2M3(AQ)) = 22585 + 6[1,A* B, + 0(A%) (9.33)
—E(AM4(A0)) = —2%Bs — 40, 1*B, + 0(A*) (9.34)
LE(00) = 254 v, + o) 935)

(9.31) — (9.35) agilimlarini topladigimizda asagidaki a¢ilim elde edilir:

E((1D)*M;(10)) — 2E((A0)*M2(A0)) + 2E((A0)2M3(A0))
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1
—E(AM,(20)) + gE(Ms (A0)) = A°Bs + [ A* By — 2% Bs — 4l A* B,

/15
+22°Bs + 61 A By — A2 Bs — 4 APy + 5'85 + 1 A*By + 0(2*)
AS
Sl oS (936)

Simdi 4 [4E(AAM3(A0))—6E((A0)*M,(A0)) — E(M4(A0)) + 4E((29)*M1(AD))]
ifadesinin asimtotik a¢ilimini inceleyelim. Bunun i¢in bu ifade igerisinde yer alan

terimlerin asimtotik ac¢ilimlar1 (9.2) agilim1 yardimiyla asagidaki gibi verilsin:

4E(AM5(A0)) = 4X*By + 12,235 + 0(23) (9.37)
—6E((A0)*M5(A0)) = —6A*B, — 120,235 + 0(2%) (9.38)
—E(M,(A0)) = =2*By — 44,2385 + 0(23) (9.39)
4E((A3My(A0)) = 42*B, + 41,23 B3 + 0(A%) (9.40)

(9.37) — (9.40) ifadelerini toplayip A; = m, ile carptigimizda asagidaki asimtotik

acgilim elde edilir:

Ay [4E(AIM3(A0))—6E ((10)?M3(A0)) — E(M4(A0)) + 4E((A0)3M, (A))]

= My {44* B4 + 120, 2% B3 — 62% B4 — 120, 4° B3 — A* By — 41, A% 5
+4‘A4ﬁ4 + 4ﬁ113ﬁ3 + 0(13)} = T’ﬁ1/14ﬁ4 + 0(13) (941)

(9.30)  esitligindeki  24,[3E((10)?M;(A0)) — 3E(A{M,(A))) + E(M5(AD))];
245 [2E (/1( M, (A )) —E (Mz (A ))] ve %A4 E (M1 (A )) ifadelerinin asimtotik ac¢ilimi

0(1*) olur. Bu takdirde, (9.4), (9.36) ve (9.41) agilimlar1 yardmmyla, E(X*) i¢in

asagidaki asimtotik acilim elde edilir:

1

EXD = s ona0)

{E((A)*M1(10)) — 2E((A)*M,(1]))
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1
+2E((0)*M5(A0)) - E(AM4(A0)) + S E(Ms5(A0)) + A1 [4E (A M5(A0))

—6E((10)?M,(10)) — E(M4(20)) + 4E((A0)*M, (AD))]

+24,[3E((10)*M1(A0)) — 3E(A{M,(A0)) + E(M3(2D))]

1
+243[2E (MM, (A0)) — E(M,(1D))] +§A4 E(M, (A{))} + o(a*)

- _ﬁ 1)} /15'35 = 14 4
_/1,81{1 /1,81+0</1 { c + M4 A* B, + 0(1%)
1 (2°Bs f11Bs
= A5 [, - 4+ 0(14)}
Aﬁl{ A T
M*Bs | [M1fa ﬁlﬁsl 5 5
= + — A2+ 0(A3%) = 2B, + [4M1 B3 — fi;cs51 |23 + 0 (23
56, B, 5'312 s [ 103 — i 51] (4%)
= 1*B, + DA% + 0(13) (9.42)
Burada D, = 47, s — fiyCs1; Coq 25 fy = 22 in = 1,2, ... dir
4 1F3 1%51y ¢51 Sﬁ%’ n (Tl+1)ﬁ1‘ 1Ly nes .

Boylece siirecin ilk dort ergodik momenti i¢in asimtotik agilimlar elde edilmis olur.

Bu durumda Teorem 9.1 ispatlanmis olur.

{ rasgele degiskeni, dagilim fonksiyonu 7; (x) olan bir rasgele degisken olsun, yani

(:P{{ < x} = m(x) = lim P{{, < x}. Bu durumda asagidaki yardimci teoremi
n—oo
verelim.

Yardimei Teorem 9.1: Teorem 4.1° in kosullar1 saglanmis olsun. Bu takdirde, A — oo
iken, ¢ rasgele degiskeninin n. momenti igin 1 — oo iken asagidaki asimtotik agilim

yazilabilir:

. 1
b= EQM = o

- “)in=12,..
(n+ Dy )

Burada uy = E(x{); k =1,2,...° dir.
Ispat: (6.49) gosterimi goz dniinde bulundurularak S, asagidaki gibi yazilabilir:
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(o) (°9)

x" i, (x)dx + %f x" 1, (x)h(A, x)dx

0

Bn = n.foox"_lﬁ,l(x)dx = nf
0] 0

n [oe)
- (n’f:—;l)u +3 f 17, (O)R(L, x)dx (9.43)
1 0

h(4, x) fonksiyonu olgiilebilir, sinirlt ve )lLim h(4, x) = 0 olan bir fonksiyon olduguna
gore, V € > 0 icin dyle bir yeterince biiyiik L > 0 sayis1 bulmak miimkiindiir ki, her
(n+1)pq

A=>L ve x>0 i¢in |h(4,x)| Sﬂ—e olsun. Bu esitsizlikten yararlanilarak,
n+1

asagidaki yazilabilir:

@ n+1 @
nf x" 1, (x)h(A, x)dx ‘ < (—)'ulsnf x" 1w, (x)dx
0 0

Hn+1

_ (n+ Dy 4 Hns1  _
Un+1 (n+ Dy

Ozetlersek, V € > 0 igin dyle bir yeterince biiyiik L > 0 say1s1 bulmak miimkiindiir ki,

her A > L ve x > 0 igin

nj x" 17, (0)h(4,x)dx | < € (9.44)
0
olur. Buradan, 1 - oo iken,
nJ x" 17, (x)h(4, x)dx = 0(1) (9.45)
0

‘dir. Dolayisiyla, (*2) —(*4) gosterimleri yardimiyla,

oo

Pn=EWQ") = nfo x"tdmy (x) = (nl:_n—;l)ul +o G)

olur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug¢ 9.1: Yardimci Teorem 9.1° in kosullar1 altinda asagidaki iliski yazilabilir:

Bn+1 2n 42 <1>

b=EC) =i pr " Dmion T
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Burada ¢ rasgele degiskeni {(,,},n = 1,2, ... ergodik Markov zincirinin iirettigi kalan
omiir ve u, = E(x{™)’ dir.

Teorem 9.2: Varsayalim ki, E()(f(n”)) < oo saglanmis olsun. O zaman, A — oo iken

asagidaki a¢ilim yazilabilir (n = 1,2,3,4):

2

(m+ 1)+ 2)u, {ttni2A™ + [(n 4 2)Mypin g1 — g2l + oM7)

E(X™) =

m;,

Burada m; = p— dir.

1

Ispat: Sonug 9.1° de elde edilen asimtotik agilimlar Teorem 9.1° de E(X™) igin verilen

acilimda goz 6niine alindiginda,
E(X™ = A"B, + 2D, + o(A"1)

— ) 2.un+2
(m+ D+ 2)u,

+ 21D, + o(A"D) (9.46)

Bn+1 . _
n+1)B; ’ ‘1 =

Burada, D, = nml:én—l - C(n+1),1/21; n =14; pn=EQ"); ,én o

B ~ My ~ HUn 5
e, n=25M, = —T— [, :m; my, =EM)"; i = EQ™) dir.

np? T (n+D)my’
Yardimci Teorem 9.1” de 8,, = E({™) i¢in verilen asimtotik agilim ile Sonug 9.1° de

verilen acilim goze alindiginda D,, asagidaki gibi elde edilir:

D, = n,fp_ — 1, = nm B e Y.
n 1Pn-1 (n+1),1H1 1 nn+Du, n+ 1),312 =

Hn+2
A~ 2.un+1 m+2)uy 2.un+1 2.un+2

=m - ~ =m -
"t D, e+ DM T Mt Dy, (it D+ g

_ 2
T (n+ D+ u, (

(0 + 2Ry = Hnta) (9.47)

(9.47), (9.46)’ da yerine yazilirsa:

2Unin 2ln+2

E(X™) = A ER R AVIDp + oA = A" CECED
an-1 2 m A1
* (n+ D(n+2)u, (O + D) ptna = “”*2)] to@™)
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2
T+ D@+ 2

{bn2A™ + [(n+ DMy pnss — Ppa2] A"+ 07

olur. Boylece Teorem 9.2’ nin ispati tamamlanmais olur.
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10. TALEPLERIN GAUSS DAGILIMINA SAHIP OLDUGU OZEL DURUM

E(X™) momentlerini hesaplamak icin, u,, = E(¥{™) momentleri bilmek gereklidir.
x1 rasgele degiskeni dérdiincii ve altinc1 béliimlerde de tanimlandiklarina gore, S,, =
Y. m; rasgele yiirilyiis siirecinin basamak yiikseklikleridir. Bu ¢alisjmada m; =
E(my) = a >0 dir. Bilindigi tiizere, basamak yiiksekliklerinin momentlerinin
hesaplanmasi olduk¢a karmasik bir problemdir. Ancak, bazi durumlar i¢in (6rn., Gauss
rasgele yiiriiyiis siireclerinde) a = 0 iken, ilk basamak yiiksekliginin (x;) ilk bes
momenti i¢in kesin ifadeler elde edilmistir. Bu sonuglar1 kullanabilmek i¢in w, =
Un(a), a >0 momentlerini, u,(0) = u,(a@)|4=o’ nin yardimiyla ifade edelim.
Siegmund (1979) calismasinda, bu iki tip moment arasinda asagidaki gibi bir iliski

kurulmustur:

n

.un(a) = .un(o) + m.un+1(0)a + O(Q)ﬂ n=12.. (101)

Diger taraftan, Spitzer (1964), Chang and Peres (1997), Lotov (1996) ve Nagaev
(2010) ¢alismalarinda p,,(0),n = 1,5 momentleri i¢in asagidaki kesin ifadeler elde

edilmistir:

ul(O)zg, (Spitzer (1964)); p2(0) = A, (Lotov (1996));

3v2
us(0) = 5 (1 + 24?%), (Changve Peres (1997));

3
u(0) = EA + A%+ B, (Changve Peres (1997));

52
us(0) = %_{5 + 1242 + 44* + 16AB} (Nagaev (2010)).

_ %; B = i(;ﬁ) Ayrica, {(x) bir Riemann Zeta fonksiyonudur.

Burada, 4 =

95



Bu kesin ifadeler kullanilarak, p,,(0),n = 1,5 momentleri icin asagidaki degerler elde
edilebilir:

u;(0) = 0.707106781 ...; u,(0) = 0.823893771 ...;

Uu3(0) = 1.250307211 ...; u,(0) = 2.264330947 ...;

1s(0) = 4.678835252 ...

Teorem 10.1: E( +(n+3)) < 00 oldugu varsayilsin. Bu durumda, her n = 1,2,3,4 igin

a — 0 ve 1 — oo iken, agsagidaki yaklasik katsayili asimtotik agilimlar saglanir:

2 _ n—
E(X") = CERCEDIAG {[A, + aB,]JA" — [C, + aD, ]A" T +o (A" 1)}
Burada,
N . _n+ + 2 2u3(0)
Ap = pin42(0); B n+3 —— Un+3(0) — 311,(0) =< Un+2(0);
Cn = Un42(0) — (n + 2)My iy 1(0);
n+2 2u5(0)
"= T3 ——— ln4+3(0) — ((” + 1)my; + m) Hn+2(0)
213(0) 2
3y 0 Dk (0 = 5y = E(nk);
1:(0) = E(ri™) gm0 k = 1,2, ...
“dir.

Ispat: 9. boliimde verilen Teorem 9.2’ deki asimtotik agilim ile yukarida verilen
ur(0) = E()(f'k)|a=0,k =1,2,..° lar kullanmildiginda Teorem 10.1° de verilen

asimtotik agilim elde edilir.
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11. SONUC

Yansitan bariyerli rasgele yiiriiyiis siireglerinin 1960’ lardan itibaren temelleri atilmis
olmasina ragmen, yansitan bariyer 6zelligi sebebiyle, dogas1 geregi i¢erisinde bagim-
lilik barindirmasi, ortaya ¢ikan matematiksel hesaplamanin gii¢liigii ve buna ragmen
elde edilen bazi analitik sonuglarin uygulamada kullanilmaya elverisli olmamasi ne-
deni ile o yillardan bu yana yeteri kadar incelenmemistir. Ancak, gelisen teknoloji ve
degisen ihtiyaglar sebebiyle, envanter, kuyruk modelleri ve giivenirlik teorilerinin yani
sira, bu tip stireclerin stokastik finans, matematiksel biyoloji, kuantum fizigi, bilgisa-
yar bilimleri vb. gibi bir¢ok alanda ortaya ¢ikma siklig1 arttig1 i¢in bu siirecin arastiril-
mas1 bir ihtiyag haline gelmistir. Ote yandan, gesitli bariyerli rasgele yiiriiyiis siirecle-
rinin, 6diillii yenileme siireclerinin ve sinir fonksiyonellerinin literatiirde yogun bir se-
kilde arastirilmasi, yansitan bariyerli rasgele yiirilyiis siireclerinin de incelenmesine
vesile olmustur. Bu baglamda, bu tezde genellestirilmis yansitan bariyerli rasgele yii-
rliylis siireclerinin olasilik ve sayisal karakteristikleri analitik ve asimtotik yontemlerle
incelenmis ve uygulanmasi kolay, sade ve pratik sonuglar elde etmek amag edinilmis-

tir.

Oncelikle, genellestirilmis yansitan bariyerli rasgele yiirilyiis siirecleri ile ilgili litera-
tiir bilgisi verildikten sonra, siire¢ matematiksel olarak kurulmustur. Daha sonra 3. bo-
limde bir stokastik siirecin en temel karakteristigi olan bir boyutlu dagilimlar aragti-
rilmigtir. Elde edilen bu sonug 2k katli integraller igeren ve matematiksel olarak ¢ok
karmagik bir yapi ile ifade edilmektedir. 4. Boliimde, siirecin ergodikligi incelenmistir.
Ayrica, siirecin ergodik dagilimi ile ergodik dagiliminin karakteristik fonksiyonun asi-

kar sekli ortaya konmustur. Bunun i¢in Dynkin prensibinden yararlanilmistir.

5. boliimde ise, ergodik dagilim icin zayif yakinsama teoremi ispatlanmistir. Bunun
icin 4. boliimde elde edilen ergodik dagilimin karakteristik fonksiyonu, kalan omiir
teorisi (Feller, (1971); Rogozin, (1964)) ve Lukac, (1970)’ te verilen siireklilik teore-

minden yararlanilmistir.
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6. bolimde, zayif yakinsamanin hizi arastirilmistir. Bunun i¢in kalan 6miir dagiliminin

kesin ifadesi ve asimtotik agilimi kullanilmistir.

7. boliimde siirecin sinir fonksiyonelleri incelenmistir. Belirtmek gerekirse, onceki bo-
liimlerde yapilan hesaplamalarda yapilan gézlemlere gore siirecin yansimalar1 limitte
Oyle bir rasgele degiskene yakinsar ki, bu rasgele degisken yansimalarin ergodik dagi-
liminin limit dagilimina sahiptir. Buna gore, yansimalar birbirlerinin olasiliksal kop-
yalaridir. Bu durumda ilk yansimaya ait siir fonksiyonellerinin incelenmesi siirecin
tiim sinir fonksiyonelleri hakkinda genel bir fikir vermesi a¢isindan 6nemlidir. Ayrica,
baz1 gercek hayat problemlerinde ilk yansimaya ait sonuglar 6nem arzedebilir. Dola-
yistyla, oncelikle siirecin ilk yansima anina kadar gecen sigrama sayisini ifade eden
N; (AQ) sinir fonksiyonelinin beklenen degeri ve varyansinin kesin ifadeleri elde edil-
mistir. Daha sonra da, siirecin ilk yansima aninda hangi pozisyonda oldugunu ifade
eden Sy, (a¢) smir fonksiyonelinin beklenen degeri ve varyansinin kesin ifadeleri or-
taya konmustur. Son olarak da, siirecin ilk yansima anina kadar gegen siireyi ifade
eden 7, (A¢) sinir fonksiyonelinin beklenen degeri ve varyansinin kesin ifadeleri veril-
mistir. 7. boliimiin ikinci alt basliginda ise, bu sinir fonksiyonelleri i¢in elde edilen

kesin ifadelerin asimtotik agilimlari ortaya konmustur. Ozellikle bu béliimde Sy L0
sinir fonksiyoneli ile ifade edilen E (/1”( "M, (A )) ;n = 1,5 ifadesi i¢in asimtotik so-
nuglar elde edilmistir. Bu sonuglar daha sonra siirecin ergodik momentlerini elde et-

mede kullanilmistir.

8. boliimde siirecin ilk dort ergodik momenti i¢in kesin ifadeler ortaya konmustur. Bu-
nun i¢in 4. boliimde elde edilen ergodik dagilimin karakteristik fonksiyonuna Taylor
acilimi uygulanmistir. Asimtotik yontemler kullanilarak siirecin ergodik momentleri

i¢in kesin ifadeler elde edilmistir.

9. boliimde ise, bir dnceki boliimde elde edilen siirecin ergodik momentlerinin kesin
ifadelerinin iki terimli asimtotik agilimlar verilmistir. Bunun i¢in 7. boliimde elde edi-

len asimtotik a¢ilimlardan yararlanilmistir.

10. boliimde ise, 9. boliimde elde edilen asimtotik sonuglar, sigramalar Gauss dagili-
mina sahip oldugu durumda elde edilmistir. Boylece elde edilen asimtotik acilimlarin

uygulamadaki elde edilebilirligi incelenmistir. Bunun i¢in Siegmund formiilii kullani-
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larak siirecin ilk dort momenti i¢in yaklasik katsayili asimtotik acilimlar elde edilmis-
tir. Uygulama i¢in oldukga kullanisli olan temel sonug¢ Teorem 10.1° de verilmistir.

Ozellikle asimtotik acilimin ilk terimi kalan dmriin momenti ile iist iiste diismektedir.
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EK A: STOKASTIK SURECLER

Tamim A.1 (Rasgele Fonksiyon): (22, F, P) olasilik uzay1 ve T bir indeksler kiimesi,
(U, R) herhangi bir &l¢iilebilir uzay olsun. Iki degiskenli f fonksiyonu

f:QxT->U
tanimlanmis olsun. Eger her A € R i¢in

ise, bu takdirde f(w, t) fonksiyonuna rasgele fonksiyon denir.

Burada, B sigma cebri T’ nin alt kiimeleri iizerinde tanimlanmis bir o — cebir ve
o(FQ®By) ise T ve By sigma cebirlerin kartezyen ¢arpimlarini igeren en kiigiik bir o

cebirdir.

Rasgele fonksiyonlar1 en genel sekli ile incelemek bazen ¢ok zordur. Bu nedenle,
mevcut literatiirde T indeksler kiimesinin 6zel durumlari ele alinmustir. Ozellikle, T S
[0,+0) ve U =R = (—,+) oldugunda ve t € T degiskeni zaman parametresi
olarak yorumlandiginda, yukarida tanimlanan f(w, t) rasgele fonksiyonuna stokastik

siire¢ denir.

Bu durumda U = R ve T < [0, +o) oldugu i¢in yukaridaki genel tanimin daha basit

bir sekilde ifadesi miimkiindiir.

Tammm A.2 (Stokastik Siire¢): Eger f:Q2 x T — R fonksiyonu her A € By i¢in
{(w,t): f(w,t) € A} € a(FQBy) ise, bu takdirde f(w, t) fonksiyonuna bir stokastik

siire¢ denir.
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EK- B: KESIKLI MUDAHALELI YARI - MARKOV SURECLERI iCIN
GENEL ERGODIiK TEOREMI

Teorem B.1 (Genel Ergodik Teorem, Gihman ve Skorohod, (1975), s. 243):

X(t) siireci kesikli miidahaleli bir yar1 — Markov siireci olsun. Ayrica asagidaki iki

varsayim saglansin:

1. Varsayim: X(t) siirecinin 74, T, ... anlarindaki degerleri (X(7,,),n = 1,2, ...) er-
godik bir Markov zinciri olacak sekilde 7o = 0< 171 <1, < <7, <+ <0
artan zaman anlar1 bulunsun.

2. Varsayim: 74,7y, ..., T, ... anlar arasinda gecen siirelerin beklenen degeri sonlu
olmus olsun, yani her n = 1,2, ... igin E(t,, — T,,_1) < oo olsun.

Bu takdirde X (t) siireci ergodiktir.

Teorem B.2 (Gihman ve Skorohod, (1975), s. 243): Teorem B.1’ in varsayimlari
saglanmig olsun. Bu takdirde, her smirlt 6lgiilebilir f(x) fonksiyonu i¢in asagidaki

esitlik 1 olasilig1 ile dogrudur:
1 t
lim —J f(X(s))ds = Sf.
t-oo t 0
Burada S¢ fonksiyoneli asagidaki gibidir:
1 (00} (00} co
Sf = —f f f()P{ty > t; X(t) € dx}dtdn(z).
E(ty) —o0J—00Jt=0

Burada, 7 (z) dagilimi {X(t,,)} Markov zincirinin ergodik dagilimidr.

Not: Bu teorem, zaman ortalamalarinin durum ortalamalarma 1 olasiligr ile
yakinsadigini ifade eden bir onermedir ve ergodik siirecler i¢in en temel bagintiyi

ortaya koyar.

107






EK — C: WALD OZDESLIGI

v tam degerli rasgele degiskeni ve {&,} dizisi (2, F, P) olasilik uzayinda tanimlanmis
olsunlar. Ayricav = 0 ve &, rasgele degiskenleri kendi aralarinda bagimsiz olsun. Jy ,,
ile &, ..., &, rasgele degiskenlerinin irettigi sigma cebir, yani Iy, = 0(&, ..., &)

gosterilsin.

Tanim C.1: Her n = 1,2, ... igin {v < n} olay1, J;,+1,, sigma cebrinden bagimsiz

oldugunda v rasgele degiskenine “gelecekten bagimsiz” rasgele degisken denir.

Tammm C.2: Her n = 1,2,... i¢in {v < n} € J;, oldugunda v rasgele degiskenine

Markov rasgele degiskeni veya durdurma an1 denir.

Baska bir deyisle, bu durumda &;, ..., &, rasgele degiskenlerinin degerleri bilindiginde
{v < n} olaymin gergeklesip ger¢eklesmedigini kesin olarak sdylemek miimkiindiir.
Markov rasgele degiskeni v, &, rasgele degiskenler dizisi i¢in “gelecekten bagimsiz”

rasgele degiskendir (Borovkov, (1984), s.86).

S, =& +-+¢&, olsun. S, v rasgele degisken sayisinda rasgele degiskenlerin

toplamudir.

Teorem C.1 (Wald Ozdesligi, Borovkov, (1984), 5.88): &, &,, ... rasgele degiskenleri
kendi aralarinda bagimsiz ve ayn1 dagilima sahip, v rasgele degiskeni ise “gelecekten

bagimsiz” bir rasgele degisken olsun. Ayrica E(§;) < oo ve E(v) < oo saglansin. Bu
takdirde,

v

E(S,) =E <Z ﬁ) = EGDEW) (€.

k=1

olur. (C.1) esitligine Wald Ozdesligi denir.
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EK — D: KESINLESTIiRILMIiS YENILEME TEOREMI

n.}, n=1.2,..° ler bir (2,F,P) olasilik uzayinda tanimlanmis bagimsiz, ayni
dagilima sahip ve pozitif degerli rasgele degiskenler dizisi olsun. Bu dizinin yardimi

ile agsagidaki stokastik siire¢ insa edilsin:

n
N(t)=min{n21:2m>t},t>0. (D.1)
i=1

N (t) siirecine literatiirde “Yenileme Siireci” denir. N(t) yenileme siirecinin beklenen

degerine “Yenileme Fonksiyonu” denir ve genellikle U(t) sembolii ile, yani

Ut) =E(N(®)) (D.2)

seklinde gosterilir. n,,, n = 1,2, ... rasgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonu F(t),
yani F(t) = P{n, <t} seklinde olsun. Bu takdirde, U(t) yenileme fonksiyonu
asagidaki sekilde gosterilebilir:

U(t) = Z F(p). (D.3)
n=0

Burada F*™™(t) ile F(t) dagilim fonksiyonunun n. konvoliisyon ¢arpimi gosterilmis

olup asagidaki sekilde tanimlanmistir:

FO(t) = e(t) = {éi > 8; Fi(t) = F(1);

t
F ) = 0D « F(t) = f Fo=D(t — ) dF(s),n = 2,3, ...
0

U(t) fonksiyonu, monoton azalmayan, pozitif degerli bir fonksiyondur ve U(0) = 1’
dir. Ayrica, her sonlu t i¢in U(t) < oo’ dur (Feller, (1971), s.185). U(t) fonksiyonu
asagidaki integral denklemini saglamaktadir (Feller, (1971), 5.186):
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t

U(t)=1+f U(t —s)dF(s),t = 0. (D.4)
0

U (t) fonksiyonunun asimtotik davranigini incelemek, olasilik teorisinde 6nemli bir yer
tutmaktadir. Bu nedenle, U(t)’ nin t — oo iken asimtotik davranisi ile ilgili literatiirde
birgok Onemli sonug¢lar mevcuttur. Bu sonuglarin en Onemlilerinden birisi
“Kesinlestirilmis Yenileme Teoremi” adi ile bilinmekte olup, Feller (1971) tarafindan

ispatlanmistir. Asagida, bu teorem ispatsiz olarak verilmistir.

Teorem D.1 (Kesinlestirilmis Yenileme Teoremi): F(.) dagilimi aritmetik olmayan
bir dagilim olsun. Ayrica, bu dagilimin beklenen degeri (1) ve varyans: (¢2) sonlu

olsun. Bu takdirde, t — oo iken

(u? +0°)
-_—

T (D.5)

0< U - (i)

olur (Feller, (1971), s.366).

Not: “Birinci Yenileme Teoremi” olarak bilinen asagidaki Teorem D.1’ den sadece
U(t)~(t/u) sonucuna ulasilir. (D.5) sonucu bu sonugtan ¢ok daha gii¢lii bir sonugtur.
Tezin daha rahat anlasilabilmesi i¢in Birinci Yenileme Teoremi asagidaki Teorem D.2

seklinde verilebilir (Feller, (1971), 5.360).

Teorem D.2 (Birinci Yenileme Teoremi): F(.) dagilimi aritmetik olmayan bir
dagilim olsun. Ayrica, F(.) dagilimmin beklenen degeri (1) sonlu olsun. Bu takdirde,

her h > 0 sabiti i¢in t — oo iken,

Ut) — Ut — h) —>E (D.6)

olur (Feller, (1971), s. 360).
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EK — E: TAUBER - ABEL TEOREMI

F(t) ve G(t) fonksiyonlarinin Laplace déniisiimleri £(2) ve G (1) mevcut olsun (en
azindan dyle bir (—a, B) aralig1 mevcut olsun ki, her A € (—a, ); a, B > 0 i¢in F(4)

ve G (1) mevcut ve sonlu olsun).

Ayrica t — o iken F(t)~G(t) olsun. Bu taktirde, 2 — 0 iken F(1)~G (1) olur. Bu
onermenin tersi de dogrudur, yani eger 1 — 0 iken F(A)~G (A1) ise t —» o iken

F(t)~G(t) olur.

[I3RAd
~

Burada

“F(t)~G(t)” yazilabilmesi i¢in gim F(t)/G(t) = 1ve “ F(1)~G(1)” yazilabilmesi

simgesi ile iki fonksiyonun asimtotik denkligi gosterilmistir, yani

i¢in

FQ)

lim=——=1
tl—glo G(/D

olmalidir.

Bu 6nerme literatiirde Tauber — Abel teoremi olarak bilinmektedir (Feller, (1971), s.
498).
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EK F: YAKINSAMA CESITLERI

{X,,n=12,..} rasgele degisken dizisi ve X, rasgele dgeiskeni ayni br olasilik
uzayinda ((.(Z,T , P)) tanimlanmis olsun. Bu takdirde, asagidaki yakinsaklik ¢esitleri

verilebilir.

Tanim F.1 (Olasihga gore Yakinsama): Her € > 0 icin

lim P{w: [Xn(w) = Xo(w)| 2 e} =0

oldugunda, “X,, rasgele degisken dizisi X, rasgele degiskenine olasiliga gore yakinsar”
P
denir. Kisaca n — oo iken X,, = X, ile gosterilir.

Tanimm F.2 (1 Olasihg ile Yakinsama): Her € > 0 i¢in
> Plo: X,(@) — Xp(@)] 2 £} < o0
n=1

oldugunda “X,, rasgele degisken dizisi X, rasgele degiskenine 1 olasiligina gore

M 1 . . . .. oq
yakinsar” denir. Kisaca n — o iken X,, = X, gosterim ile gosterilir. Bu yakinsama

tiiriine bazen hemen hemen her yerde yakinsama da denir.

Not: 1 olasilig1 ile yakinsamadan olasiliga gore yakinsama elde edilir. Fakat tersi her

zaman dogru olmaya da bilir.

Tamm F.3 (Zayif Yakinsama): Eger

lim E,(x) = Fy(x)
n—-oo

oluyor ise, “X,, rasgele degisken dizisi X, rasgele degiskenine zayif yakinsar” denir.
d
Kisaca “F, == F,” veya n — o iken “X, - X,” ile gosterilir. Burada F,(x) =
n—>oo
P{X, < x},n=1.2,..;Fy(x) = P{X, < x}" dir. Ayrica, x noktasi F,(x) dagilimmin

siireklilik noktasidir. Bu yakinsama ¢esidine bazen “noktasal yakinsama” da denir.

Ayrica, “zayif yakinsama” nin farkli bir tanim1 da mevcuttur:
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Tamim F.4: Her sinirh 6l¢iilebilir g(x) fonksiyonu igin
[9@are — [ gedr e
R R

oluyorsa, “X,, rasgele degisken dizisi X, rasgele degiskenine zayif yakinsar” denir.

Not: Hem 1 olasilig1 ile, hem de olasiliga gore yakinsamadan zayif yakinsama elde

edilir. Fakat tersi dogru olmaya dabilir.
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EK G: RASGELE YURUYUS SURECLERI ICIN TEMEL OZDESLIK

{X,},n=1,2,..dizisi {Q,F, P} olasilik uzayinda tanimli bagimsiz ve ayn1 dagilima
sahip rasgele degiskenler dizisi olsun. X,, rasgele degiskenleri hem pozitif hem de ne-
gatif degerler alabilsin. X,, rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu F(x) ile, karakte-
ristik fonksiyonu ise ¢(6) ile gosterilsin, yani F(x) = P{X; < x}; p(6) = E(e0%1)
olsun. {X,,},n = 1,2, ... dizisinin yardimi ile asagidaki rasgele yiiriiyiis siireci tanim-

lansin:

n
So=0; S, =ZXi,n =12, ..
i=1

A C R reel sayilar kiimesinin keyfi bir alt kiimesi olsun. A ile A kiimesinin tiimleyicisi
gosterilsin, yani A" = R\A olsun (Genellikle A" sonlu veya sonsuz aralik seklinde or-
taya gikar). I € A’ olsun. Eger S; € A; S, € A;...;Sp_1 €EA;S, €1 (I < A')ise, bu
takdirde, “Rasgele Yiiriiyiis Stireci ilk kez A" kiimesine n. adimda ulagsmis ve bu andaki
degeri I kiimesindedir.” denir. A" kiimesine ilk kez ulasma anin1 N ile, siirecin bu an-

daki degerini ise Sy ile gosterelim. Dolayisiyla,

N
N=min{n>1:5, €4; S, €A4;...;S,_1 €EA;S, € A'}; Sy =in (G.1)

i=1
olsun. (N; Sy) ikilisinin ortak dagilimi asagidaki gibi tanimlanir:
PIN=n;Syel}=H{I}; ICA,n=12,..
Tanimi geregi H, {I} asagidaki gibi de yazilabilir:
H,{I} = P{S, € A;S, €A;..;S,_1 €EA;S, €I}

Ayrica, I € A i¢in H,{I} = 0 olarak kabul edelim. Bu durumda, her I € R igin
H,{I} =P{S; € A;S, €A;...;S,_.1 €EA;S, €A";S,, €I} seklinde gosterilebilir.
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H,{I} olasiliklarina “ilk kez ulasma” olasiliklar1 denir. H,{I} olasiliklarinin incelen-
mesi, rasgele ylirliylis stireglerinin A’ kiimesine ilk kez ulasmasina kadar olan davranisi

ile baglantilidir.
Ayrica,her] S Aven = 1,2, ...i¢in G,{I} = P{S, € A;S, €A;...;S,_1 €EA;S, €I}
olsun. G,{I}, ilk n adimda siirecin A’ kiimesine ulasmamasi ve n. adimda I kiimesinde

olmasi olasiligidir. I € A" oldugunda G,{I} = 0 olsun. Bu takdirde, G,,{I} olasiliklari

tim I € R’ ler i¢in tamimlanmis olur ve asagidaki sekilde gostermek daha uygundur:
G I} =P{S, €A4;S,€A;..;S,€A;S, €I}

Tanima gore, G, {A} = P{S; € 4;S, € 4; ...;S, € A} =P{N >n}=1—-P{N <n}

olur.

Yardimer Teorem G.1: Rasgele yiirilyiis siirecinin n. andaki pozisyonu (S,) goz

oOniine alinirsa, I € A’ igin

Hpor (1) = f Goldy}F{T — ) G.2)
A
vel € Aigin
GroD} = f Goldy}F{T — ) c.3)
A

ifadeleri elde edilir.

Ispat: Her I € A’ iken,
H, (I} = P{S, € A; S, € A; ...; S, € A; S, o1 € I}

= f P{S, € A;S, €A;..;S,€EA;S, €dy;S,.1 €I}
YyEA
= f P{S; € A;i=1,1n; S, € dy; Sy + Xns1 €1}
YEA
=f P{S;€A;i=1n; S, €dy;y + Xpy1 €1}
YEA
= j P{Si€ A;i=1,n; S, € dy} P{y + Xpy1 € I}
YEA
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=f GoldyIF U — )
YEA

olur. Benzer yontemle, I € A i¢in,

@Hm=f GoldyIFU — )
YyEA

oldugu ispat edilebilir.
Yardimcl Teorem G.2: Keyfi [ kiimesi igin asagidaki esitlik elde edilir:

f%ﬁn+@ﬂm=f GoldyIF (I - ¥} 6.4
YyEA

Ispat: Keyfi bir I kiimesi, IA’ ve IA olarak ayristirabilir. Bu durumda, H,,,{I} =
Hy 1 {IA'} Ve Griq {1} = Gpyq{IA} Olur.

Hn+1{1} + Gn+1{1} = Hn+1{IAI} + Gn+1{1A}

€A

= f G {dy}F{IA' — y} + j Gpldy}F{IA — y}
YEA y
_ f G {dY}[F{IA -y} + F{IA — y}]
YEA

= j G {dy}F{I(A' U A) — y} = f Gnidy}F{l — y}
YEA

YEA

elde edilir. Boylece (G.4) esitligi ispatlanmis oldu.

Amag, (N; Sy) ikilisinin dagilimini incelemektir (Feller, (1971)). Bu amaca ulagsmak
i¢in Fourier analizi yontemi kullanilir. N tam degerli rasgele degisken oldugu i¢in N’
nin moment ¢ikaran fonksiyonu, Sy’ nin ise karakteristik fonksiyonu kullanilsin. Bu-

nun i¢in agagidaki notasyonlar tanimlansin:
x(s,0) = Z s”f el%*H {dx}; y(s,0) = Z s"feiexGn{dx} (G.5)
n=1 A’ n=0 4

(n = 0. terim 2. seride (y(s,8)) 1” dir.)
|s| < 1 oldugunda her iki seri de yakinsak olur. Rasgele yiiriiyiis stiregleri i¢in temel

ozdeslik x (s, 8) ve y(s, ) arasinda kurulan bir iliskiyi ifade eder (Feller, (1971)).
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Teorem G.1 (Temel Ozdeslik): Her 6 € R ve |s| < 1 i¢in

1-x(s,0) =y(s,0)[1 —sp(8)] (G.6)

*dir.

Ispat: Yardimci Teorem G.2’° de ifade edilen (G.4) esitligi asagidaki gibidir:

Hﬁdn+6mdn=f GoldyIFUI — )
YEA

Burada H,{I} = P{N = n;Sy €1}’ dir. I = (—oo,x] iken H,(x) = H,{I} = P{N =
n; Sy < x} olur. H,(x) olasihigmma Fourier doniistimii uygulansin:

H:(0) = fooeigden(x) =f e'%*dH, {dx}

— 00

olur. Burada, H,,{dx} = P{N = n; Sy € dx}’ dir.
Not: H,(x) = P{N = n; Sy < x} tir.

(H.4) esitliginin her iki tarafi e?* ile ¢arpilip, x € R de integrallensin:

j eingn+1{dx} +j eiexGn+1{dx} = f
X€ER X€ER

XER

j G {dy}e®*F{dx -y}  (G.7)
yEA

elde edilir. (G.7) esitliginin sag tarafi, Fubini Teoremine gore asagidaki gibi yazilabi-
lir:

f fCMWRWﬂM—w=f Gotdy} [ e F{dx — y)
XER YY€EA

YEA X€ER

[ Gutany[ everan = |
YEA ZER

Gn{dy}eieyf el92F{dz}
YEA

ZER

— [ Gutane®™pe0)
YyEA

elde edilir. Burada {dx — y} = [x —y;x =y + 8)|x—y=7 = [z, 2 + §) = dz olur. Ay-
rica, px(6) = E (eiex )’ tir. Dolayistyla,
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f eO*H, . {dx} + f 9% Gy, {dx} = @x(0) f e Gy {dy} (G.8)
xeA’ X€EA y

€A

olur. (G.8) esitligi, (G.5) notasyonlari ile ifade edilecek olursa,

Xn+1(0) + ¥n11(0) = 0x(0)y,(6) (G.9)

ifadesi elde edilmis olur. (G.9) esitliginin her iki tarafi s™*1 ile carpilip, n = 1,2, ...

tizerine seriye acilirsa,

an+1f ei‘ngn+1{dx}+ 25n+1j eiexGn+1{dx}
xeA’

4
n=0 n=0 xed

—px@) ) 5™ [ ey {ay) (6.10)

n=0 y€A

olur. Tanim1 geregi,

Z s™H J e Hyy 1 {dx} |ps1om =

1A
n=0 XEA o

b

smj ey, {dx} = y(z,0) (G.11)
xeA’

olur. Diger taraftan, Y, ;0 _qs™ e!9*G  {dx} ifadesinin 0. terimi 1” e esittir. Bu se-

x€A’

beple,

z Smf el9*G, {dx} =y(s,0) — 1 (G.12)

m=1 XEA

olur. (G.9) ifadesinin sag tarafi (G.5) ifadesinde tanimlanan notasyonlar yardimiyla
asagidaki gibi ifade edilebilir:

ox @5y 5" [ G, {dy) = spx @) (5,0) (6.13)

n=0 yea

(G.11), (G.12) ve (G.13) esitlikleri, (G.10)’ da yerlerine yazilirsa asagidaki esitlik elde

edilir:
x(5,0) +v(s,0) —1=500)y(s,0) >1—x(s,0) =y(s,0)[1 —sp(6)].
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Boylece Temel Ozdeslik elde edilmis olur.

(G.6) 6zdesliginden bir¢ok onemli sonuglar elde edilebilmektedir (Feller, (1971)). Te-
mel 6zdeslik baz1 karakteristikleri elde etmede dnemli bir matematiksel aractir. Orne-
gin, X;,i = 1,2, ... bagimsiz ve iki tarafli listel dagilima sahip rasgele degiskenler iken,
bu degiskenlerin tirettigi rasgele yiiriiyiis siirecinin ilk kez A’ dan ¢ikmasi igin gerekli
olan sigrama sayisini ifade eden N = min{n > 1:S,, € A} rasgele degiskeninin bekle-

nen degerini ve varyansini hesaplamada 6nemli bir rol oynar.
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