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OZET

Yiksek Lisans Tezi
DOGRUSAL ESKIiYEN SiISTEMLERIN YENILEME POLITIKASININ
STOKASTIK SURECLER YONTEMI ILE INCELENMESI

Aynura POLADOVA

TOBB Ekonomi ve Teknoloji Univeritesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Endiistri Miihendisligi Anabilim Dali

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Salih TEKIN
Tarih: Aralik 2017

Bu ¢alismada dogrusal eskiyen ve mitkemmel olmayan bakim politikasi uygulanan bir
sistem incelenmistir. Baslangi¢ aninda sistemin z > 0 kaynaga sahip oldugu, ¢alisir
durumdayken bu kaynagin siirekli ve dogrusal bigcimde rasgele miktarda (cé&,)
azaldig1 ve ilk gevrimin sonunda sistemin kullanilabilir kaynaginin z — c§, Seviyesine
ulastig1 varsayilmaktadir. Birinci ¢evrimin sonunda sisteme belli bir bakim politikas1
uygulanarak sistemin genel kaynaginin rasgele bir miktar ({;) arttigi varsayilmaktadir.
Sistemin daha sonraki ¢evrimleri benzer sekilde devam edecek ve nihayetinde sistemin
toplam kullanilabilir kaynagi sifirin altina indiginde veya bir 6nceki ¢evrimde sistem,
kendine benzer yeni bir sistemle degistirilecek ve siirecin isleyis prensibi benzer
sekilde devam edecektir. Calismada, kullanilabilir kaynagi yukaridaki sekilde degisen
bir sistemin herhangi bir t anindaki kaynak miktar1 X(t) stokastik siireci ile ifade
edilmistir. Ele alinan X(t) siireci bagimli bilesenli bir stokastik siirectir. Calismanin
amaci, X (t) siireci ile ifade edilebilen bir sistemin ilk defa ne zaman kendine benzer
yeni bir sistemle degistirilecegini stokastik siiregler yontemi ile belirlemektir. Bu
amagla, ilk olarak X(t) siireci ve bu siirecin 6nemli sinir fonksiyonelleri olan K, (z),

No(2), N(2), Sny)+1 SN@+10 XNg)+10 XN)+10 Ing(z) smiur  fonksiyonelleri
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matematiksel olarak insa edilmistir. Siirecin 6nemli sinir fonksiyoneli olan N, (z) sinir
fonksiyonelini inceleyebilmek i¢in K,(z) yardimci smir fonksiyoneli matematiksel
olarak tanimlanmistir. Yenileme kuraminin yontemleri kullanilarak K, (z)’in beklenen
deger ve varyansi igin hem kesin, hem de asimptotik sonuglar elde edilmistir. Daha
sonra siirecin Ny (z) ve N(z) sinir fonksiyonellerinin beklenen deger ve varyansi igin
asimptotik sonuglar elde edilmistir. Ayrica sistemin kullanilabilir kaynaginin sifirin
altina inmeden bir 6nceki gevrimde sisteme yapilacak bakim politikasini belirlemek
i¢in onem arz eden Xy ;)+1 V€ Xy(z)+1 siur fonksiyonellerini incelemek amaciyla
siirecin Sy, (z)+1 V€ Sn(z)+1 stir fonksiyonelleri de matematiksel olarak tanimlanmig
ve bu smir fonksiyonellerin beklenen degeri, varyansi igin iki terimli asimptotik
agilimlar elde edilmistir. Bu sonuglardan yararlanarak, Xy (;+1 V& Xy(z)+1 sinir
fonksiyonellerinin beklenen deger ve varyansi igin de asimptotik sonuglar elde
edilmistir. Bunlara ilaveten, X(t) siirecinin sifirin altina inmeden bir 6nceki zamani
ifade eden Ty, ) sinir fonksiyonelinin de beklenen degeri i¢in hem kesin, hem de z'in
biiyiik degerleri i¢in yaklasik sonuglar elde edilmistir. Calismada elde edilen 6nemli
sonuglardan biri de yukarida belittigimiz sekilde davranan sistemlere, kaynaklarinin
sifirin altina inmeden bir 6nceki ¢evrimde yapilacak bakim politikasinin 6nerilmesidir.

Elde edilmis asimptotik sonuglar uygulama agisindan kolaylik saglamaktadir.

Anahtar Kelimeler: Mikemmel olmayan bakim, Dogrusal eskiyen sistemler,

Yenileme politikasi, Asimtotik yontemler.



ABSTRACT

Master of Science
INVESTIGATING REPLACEMENT POLICY FOR SYSTEMS WITH LINEAR
DEGRADATION USING STOCHASTIC PROCESSES

Aynura POLADOVA

TOBB University of Economics and Technology
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Industrial Engineering Science Programme

Supervisor: Asst. Prof. Salih TEKIN
Date: December 2017

In this study, a mechanical system with imperfect maintenance and gradual
degradation is considered. It is assumed that at initial time the system has z > 0
available resource and when system is in operating time resource is decreasing
consistently and gradually (cé,,). The resource of the system will reach z — c&, level
in the end of the first period. Also, at the end of the first period a certain maintenance
policy is applied and general resource of the system is increasing by a random amount
(¢1). The subsequent periods will proceed similarly and eventually when the total
available resource reaches zero, the process will restart repeat in a similar manner. The
total level of the mechanical system describe, is expressed by a stochastic process X (t).
The investigated X (t) process is a stochastic process with dependent components. The
main purpose of this study is to determine when the system expressed by X (t) will
replace a new and similar system for the first time by using method of stochastic
processes. For this aim, the process X(t) and certain boundary functional K,(z),
No(2), N(2), Sny)+10 SN@)+10 XNg(2)+1» XN(z)+1, T, (z) OF the process are defined
mathematically. On the purpose of investigating the significant boundary functional

Ny(z), the supplementary boundary functional K,(z) has been constructed
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mathematically and obtained both exact and asimptotic results for the expected value
and variance by using mthods of renewal theory. Next, asymptotic expressions for the
expected value, variance of the boundary functionals N,(z) and N(z) have been
obtained. Then boundary functionals Sy, (,)+1 and Sy(,)+1 Which are neccessary for
investigating Xy, ()+1 and Xy(;)+1 have been analyzed. Thereafter Xy ,)4+, and
Xn(z)+1 Which are important for determining maintenance policy to the system on the
previous period in which the process reaches to level zero was studed. In addition to
them both the exact and approximate formulas have been derived for the boundary
functional Ty, (,) which is the first time in which the process X (t) reached to level
zero. One of the important result obtained in this study is to suggest the maintenance
policy for the previous period in which X(t) process drops below zero. Obtained

asymptotic results provide convenience in terms of implementation.

Keywords: Imperfect maintenance, Gradual degradation systems, Replacement

policy, Asymptotic methods,
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Bu caligmada kullanilmis olan simgeler agiklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.
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g(x) = o(p(x))
M (x) * Mp(x)
F™(x)

M(s)
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Aciklama

Bir stokastik deneyin 6rnek uzay1

Bir 6rnek uzayn alt kiimeleri iizerinde insa edilmis bir o
cebir

A olaymin olasilig1

Olasilik uzay1

X rasgele degiskeninin beklenen degeri

X rasgele degiskeninin varyansi

lim{g()/@(x)] = 0
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1. GIRIS VE LITERATUR ARASTIRMASI

1.1 Genel Bilgiler

Giivenirlilik, sistem veya makinenin belirlenen siire ve sartlar altinda tasarlanmig
fonksiyonlar1 yerine yetirebilme olasilig1 olarak tanimlanir.

Sistem verimliliginde giivenirlilikle birlikte bakim yapilabilirligi de 6nemli bir yere
sahiptir. Bakim yapilabilirligi arizalanmis sistemin ariza siiresi i¢inde yeniden calisir
duruma getirilme olasiligin1 tanimliyor. Giivenirlilik, ara¢ ve gereglerin bakim ve
tamir politikas1 agisindan 6nemli bir faktordiir. Arag gerecin giivenirliligi ne kadar
yiiksek olursa bakim ve tamir ihtiyaci da ona orantili olarak az olacaktir. Bu da maliyet
bakimindan olduk¢a onemlidir. “Her y1l Amerika Birlesik Devletleri endiistrisinde
tesis isletme ve bakimi i¢in 300 milyar dolarin iizerinde harcama yapilmaktadir.
Ayrica, endiistride yapilan harcamalarin %80°nin sistem veya makinelerindeki kronik
bozulmalarin onarimina kullanildig: tahmin edilmektedir. Etkili bakim ve tamir poli-
tikasi ile bu harcamalar %40 ile %60’a indirgenebilecegi 6n goriilmektedir” (Dhillon,
(2002)).

“Gtlivenirliligin esas tanimi ilk defa 1952 yilinda San Diego sehri Convair’ de diizen-
lenen gilivenirlilik sempozyumunda Robert Lusser tarafindan Onerilmistir. Giive-
nirliligin gelisimi, 2.Diinya Savas sirasinda ve savag sonrasinda bir¢ok karmasik sis-
temler i¢in ortalama ¢alisabilirlik siiresinin  ve ortalama ariza siiresinin
hesaplanmasinin ve 6n goriilmesinin gerekliligi ile kayda deger sekilde artmistir”
(Barlow, R., Proschan, F. (1996)). Ayrica, giivenirlilik kurami 1950 yillarinda Ameri-
kan roketinde ve ticari jet ucaginda bas veren ariza sonucunda bir bilim dali olarak
miihendislerin ilgisini ¢cekmeye baslamistir. Bu arizalar bas verdigi zaman Boeing 707
ucagl yapim asamasindaydi. Kismen de olsa bu arizalar nedeniyle Boeing Bilimsel
Arastirma Laboratuvar1 ugagin giivenirliliginin incelenmesine baslamiglar. Bu la-
boratuvar ekibinin danismani Washington Universitesinden Birnbaum idi. Bu

arastirmalar sonucunda Birnbaum ve dig.’nin 1961 yilinda yayimlanan “Cok Bilesenli
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Sistemler, Onlarin Yapisi ve Giivenirliligi” isimli makalesi ile giivenirlilik bir bilim
dalina dontismiistiir (Barlow, R., (2002)).
Giivenirlilikte bakim ve onarim da ayrica 6nem tasimaktadir. Bakim ve onarim, verilen
sartlar altinda sistem veya makineleri ¢aligir duruma getirmek i¢in gerekli olan tiim
eylemler toplulugudur. Bakim, bakim calismasinin dogasina, amacina ve sikligina
gore kategorilere ayrilabilir. Genellikle, sik¢a kullanilan dort bakim tipi vardir: onley-
ici (engelleyici), diizeltici, 6ngoriicii ve hata bulan. Onleyici bakim ara¢ gereglerde
ariza veya bozulmalar gergeklesmeden onlar1 6nleyen, ara¢ gereclerin ¢alisir durumda
kalmasini ve yasam siiresini uzatmagi amaglayan dnceden planlanmis bakim tipidir.
Diizeltici bakim arizalanmis sistem veya makineleri ¢alisir duruma getirmek icin
arizaya sebep olan parganin tamiri veya degistirilmesini kapsayan bakimdir. Arizalar
neredeyse hemen hemen higbir zaman 6nceden tahmin edilemediklerinden diizeltici
bakim rastgele zaman araliklarinda gergeklesir. Bu da maliyet agisindan elverisli
degildir. Ongériicii bakim arag gereglerin durumu ve performansmi periyodik veya
stirekli izleme esasinda toplanan yeterli sayida verilerin degerlendirilmesi sonucunda
onceden planlanmis zamanda yapilan bir bakim tipidir. Bu bakim tipi, performansini
degerlendirebilmek igin gerekli olan gegmis verilerine ulagilabilen veya arizaya sebep
olan etkileri onceden bilinen makinalara uygulanir. Hata bulucu bakim tipi sistemin
alt sistemlerine uygulanarak onlarin ¢alisir durumda olup olmadigini belirlemeye
yonelik olan bir bakim tipidir. Bu da tiim sistemin ¢alisir durumda olmasi i¢in oldukga
onemlidir.
Bakim ve onarim ayrica, arag¢ geregleri baslangic durumlariyla karsilastirildiginda
onarilma derecesine gore de gruplastirila bilir. Bu durumda asagidaki bakim tipleri
gosterile bilinir:
a) Miikemmel Bakim: Bu bakim politikasinda sistem veya makineler baslangi¢ duru-
muna en yakin sekilde, yeni bir makine gibi onarilir.
b) Miikemmel Olmayan Bakim: Bu bakim tipinde arag geregler yeni bir makine kadar
olmasa da arizali durumuna gore en iyi sekilde tamir edilirler.
€) Minimal Bakim: Bu politika sonucunda arag¢ gereglerdeki bozulma onarilir, fakat
genel durum ayni kalir.
d) Koti Bakim: Bu bakimda kasit olmadan ariza orani artir, ancak arag¢ gereglerin

calisamamasi ile sonuglanmiyor.



e) En kotii bakim: Bu bakim farkinda olmayarak arag gereglerin ¢alisamamasi du-

rumu ile sonuclanir.

1.2. Literatiir Arastirmasi

Giivenirlilik teorisi matematiksel metod ve modellerin yardimiyla sistemin veya
makinenin ¢aligma siireci boyunca bag verebilecek teknik belirsizliklerin ve bozulma
riskinin tahmin edilmesi, 6nlenmesi ve optimize edilmesi ile ugragsmaktadir. “Giive-
nirlilik teorisinin tarihi incelendigi zaman giivenirlilik teorisinin yiikselis devrinin
1960-1970 yillart arast oldugu goriilmektedir. Giivenirlilik miihendisliginin de ilerle-
mesine sebep olan giivenirlilik teorisinin temel ilkeleri 1960 yillarinda gelistirilmistir.
1960-1970 yillarinda basilmis ¢ok sayida kitabin yarim asira yakin bir siireden sonra
yeniden yayinlanmasi tesadiifi degildir. Buna en bariz 6rnek Bazovsky’nin 1961
yilinda yayinlanmis “Giivenirlilik Teorisi ve Uygulamalar1” kitabinin 2004 yilinda ye-
niden basilmasidir. Ayrica, giivenirlilik teorisinde devrim niteliginde olan Barlow ve
Proschan’nin 1965 yilinda basilmis “Gilivenirliligin Matematiksel Teorisi” mono-
grafisi 1996 yilinda tekrar basilmistir. Llyod ve dig.” nin 1962 yilinda basilmis “Giive-
nirlilik: Yonetim, Metotlar ve Matematik™ kitab1 giivenirlilik teorisindeki ¢ok sayida
ilgi ¢ekici problemler ve onlarin 6zgiin ¢éziimiinii kapsamaktadir. Polovko’nun 1964
yilinda yayimlanan “Gtivenirlilik Teorisinin Temel Prensipleri” kitab1 Giivenirlilik te-
orisi iizerine yazilan ilk monografidir. Fakat giivenirlilik teorisi alanindaki devrim Bar-
low ve Proschan’nin (1965) “Giivenirliligin Matematiksel Teorisi” kitab1 ile
Gnedenko ve dig.’nin (1965) “Giivenirlilik Teorisinde Matematiksel Yontemler”
monografileri vasitasiyla ger¢eklesmistir” (Ushakov (2012)). i1k kitapta monoton sis-
temlere, monoton artan ve monoton azalan hata oranina sahip dagilimlara, ayni za-
manda optimal bakim ve optimal yedekleme problemlerine yonelik yeni ve 6nemli
diisiinceler yer almaktadir. Ikinci kitap ise tamir edilebilir yedekli sistemler, 6zel
miidahaleli veri giivenirliligi ve birgok ilgi ¢ekici endiistri problemlerinin ¢oziimiine
yonelik metot ve yontemleri kapsamaktadir. Moskowitz ve dig’nin 1956 yilinda
yayimlanan makaleleri yedek parcgalarin optimize edilmesi problemini ele alan ilk ma-
kale olmustur. Bu makalede belli kisitlar altinda maliyeti en kiiclikleme yontemi ile
sistem giivenirliliginin en iyilestirilmesi problemi incelenmistir. Yedek parcga problem-
lerinin Ushakov tarafindan kapsamli sekilde incelendigi ilk kitap 1969 yilinda
3



basilmistir. Fakat yedek parga problemleri ile ilgili ilk ¢aligmalarda klasik optimi-
zasyon metodlar1 uygulanmistir. Daha sonraki c¢aligmalarda “Monte Carlo Simiila-
syon”, “Genetik Algoritma”, “Evrensel Yaklagim”, “ Karinca Kolonisi “ metodlar
gelistirildi. Giivenirlilik miithendisliginde bir diger 6nemli konu bakim politikalaridir.
Gertsbakh (2000), Coria ve dig., (2002), Dhillon (2006), Khatab (2013), Lin (2015)
calismalarinda optimal bakim problemleri incelenmisler. Carter (1997), Barlow
(2002), Kuo ve dig.,(2003), Raizer (2009), Ushakov (2009). ¢alismalarinda mekan-
iksel sistemlerin giivenirliligi kapsamli bigimde arastirmig ve incelenmistir. Giive-
nirlilik teorisinde olasilik kurami ve stokastik siirecler 6nemli yere sahiptir. Giive-
nirlilikte karsilasilan bir¢ok bakim ve yedek parga problemleri yenileme kuraminin
yontemleri kullanilarak ¢oziilmiistiir. “Lotka (1939), Campbell (1941) giivenirlilik te-
orisinde karsilasilan bazi yedek parca problemlerini yenileme teorisini uygulamakla
¢ozmiisler. Weiss (1956) system siirdiiriilebilirligi problemlerini ¢6zmek igin yari-
Markov siireclerini kullanmistir” (Barlow, R.E., Proschan, F. (1996)). Belyaev ve dig.
(1967) giivenirlilik teorisindeki bakim ve yedek parca problemlerine kuyruk teoris-
indeki diisiinceleri uygulamislar. Brown ve Solomon’nun (1975) “Odiillii Yenileme
Siirecinin Varyanst i¢in ikinci mertabeden Yaklasim” makalesi giivenirlilik teorisinde
karsilasilan bakim problemlerine uygulama agisindan 6énemli bir yere sahiptir. 1990
yillarina dek giivenirlilik teorisinde karsilasilan bakim, tamir ve yedek parca problem-
lerini ¢6zmek i¢in daha siklikla olasilik kurami uygulanmistir. 1990 yillardan sonra ise
bu problemleri ¢cozmek i¢in stokastik siiregler de kullanilmaya baslandi. Giivenirlilik
teorisinde bir sistemin ilk kez ne zaman kendine benzer yeni bir sistemle degistirilecegi
onemli sorulardan biridir. Bu ¢aligmada bu sorunun cevabi arastirilmis ve 6nemli
sonuglar elde edilmistir. Bu amagla, bagimli bilesenli bir stokastik siire¢ matematiksel
olarak inga edilmis ve incelenmistir. Elde edilmis sonuglar gercek hayat problemlerine
uygulanabilme agisindan da 6nemlidir.

Simdi de siirecin isleyis prensibini asagidaki model yardimi ile verelim.

1.3. Model

Bu calismada, baslangi¢ anda z > 0 kullanilabilir kaynag:i olan bir sistem ele

alimmistir. Sistemi ¢alistirmaya bagladigimiz andan itibaren sistemin kullanilabilir



kaynaginin dogrusal olarak (—cé,) azaldig1 varsayilmaktadir. Sistem ¢alismasini dur-
dugunda sisteme bakim politikas1 uygulanarak sistemin kullanilabilir kaynaginin
rastgele bir miktar ({;) arttig1 varsayilmaktadir. &,,n > 0, rastgele degiskenleri ile
sistemin ¢alisma siireleri, n,,, n = 1, rastgele degiskenleri ile ise bakim veya tamir sii-
releri gosterilmistir. Sistemin ilk ¢evrimi bir ¢alisma siiresini, diger ¢evrimler ise bir
bakim veya tamir siiresi ile bir ¢alisma siiresini kapsamaktadir. Goriildiigii tizere sis-
temin ilk ¢evrimi diger ¢evrimlerden farkli davranis sergilemektedir. Sistemin
kullanilabilir kaynagi ilk kez sifirin altina indiginde veya bir 6nceki ¢evrimde sistem
kendine benzer yeni bir sistemle degistirilebilir. Sistemin t anindaki toplam kullanila-
bilir kaynagi X(t) ile ifade edilmistir. Simdi de siirecin matematiksel yapisini

inceleyelim.






2. X(t) SURECININ SINIR FONKSIYONELLERININ INCELENMESI

2.1. X(t) Siirecinin ve Onun Simir Fonksiyonellerinin Matematiksel Kurulusu

{(& My @ ), n = 1} dizisi bagimsiz, aym dagilima sahip, pozitif degerli rasgele
degiskenler dizisi olsun. Ayrica &;,n;,{; rasgele degiskenleri kendi aralarinda

bagimsiz olup asagidaki dagilimlara sahip olsunlar:

P@) =P <ty FO)=P{n, <t}
n(x)=P{(; <x};t=0,x=>0
Ayrica, &, rasgele degiskeni &; rasgele degiskeni ile ayn1 dagilima sahip olsun. Ele
alinacak siireci insa etmek i¢in asagidaki rasgele degiskenleri tanimlayalim:

n

V= =G Up=m; +&5i=12,.; snzzvi

i=1

Tn = {'—0 + 2?=1 Ul’ n:1,2,, ; SO = O, TO = 60
Bunlara ek olarak asagidaki rastgele degiskenleri de tanimlayalim:

Xo=z—cép; X1 =Xo+{ —¢céy=Xo— 515 ... 5

Xn=Xn1+G —cSn=Xo—Spyn=1,2, ...

Simdi de ele aldigimiz X (t) siirecini matematiksel olarak inga edelim:

Z — ct; 0<t<T,

Z_CEO; T0<tST0+n1
X(t) = n=1
(©) Xo = Sn-1; Tho1 <t<Th_1+n,

Xo—S,—c(t=T,) Toq+na <t<T,

Bu dizinin yardimi ile asagidaki sinir fonksiyonelini tanimlayalim:



N(z) =max{n = 0:X,, >0} =max{n > 0: S, < z—cé,}

Ayrica, asagidaki sinir fonksiyonellerini de tanimlayalim:

N(z)+1 N(z)
Sn)+1 = Vi; Xn@)+1 = Xo — Svi+1 Tne) =60+ Z U;
i=1 i=1
X(t) 4
™,
l}"..rl.
;———T — -
\c}‘_‘ A b .
CE I'y N 'l
l [} t’j_: i
Xﬂl Xj ll
i 1
1
|
||
&%
Xl |
! ]
i ]
1
-XNI_’z] 1
1
]
]
]
& L om & M2 s [ N
0 Ty Ty T. Tyizy ETN(zHl E
. |
Xnim+1

Sekil 2.1 : X(t) stirecinin drnek bir izdiisimii

Amacimiz X(t) siirecinin sinir fonksiyonellerini incelemektir. Yukarida belirttigimiz
gibi X (t) stireci [0; &,] arahiginda diger ¢evrimlerden farkli davranig sergilediginden
ilk olarak &, = 0 oldugu durumda N(z) ile aymi davranmig sergileyen Ny(z) sinir
fonksiyonelini incelememiz gerekmektedir. Bunun igin Oncelikle Ny(z) smir

fonksiyonelini asagidaki sekilde tanimlayalim:
Ny(z) = max{n = 0: X,, > 0} = max{n > 0:S,, < z}

Fakat Ny(z) sinir fonksiyonelini inceleye bilmemiz i¢in Once asagidaki sekilde

tanimlanacak yardimci K, (z) sinir fonksiyonelini incelememiz gerekmektedir.




2.2. Ko(z) Simir Fonksiyonelinin Beklenen Degeri

[lk olarak Ky(z) smir fonksiyonelini matematiksel olarak tanimlamamiz
gerekmektedir. Bunun igin {S,,}, n = 0 rasgele yiiriiyiis siirecinin birinci basamak ani

(v{) ve birinci basamak yiiksekligini (y7") asagidaki sekilde tanimlayalim:

vi

vi =min{n 2 1:5, > 0}; x{ =S,3 = ZVi
i=1
vt xt ) n=2, 3, ... dizisi (v{,xy) cifti ile aym dagilima sahip ikililer olsun.
Hatirlatalim ki, {(v;f, x;f )} ikilileri bir birinden bagimsizdirlar (Feller, (1971)).
K, (z) smir fonksiyonelini tanimlamak igin oncelikle, {y,f} dizisinden yararlanarak,

asagidaki yenileme siirecini insa edelim:

H(z) = min{n > 1: Z)(;" >z}

=1
Dynkin prensibine gore asagidaki esitlik dogrudur:

H(z)

No(z)+1 = Z v
i=1
Simdi de Ny (z)’i incelemek i¢in gerekli olan K, (z) sinir fonksiyonelini asagidaki gibi

tanimlayalim:

H(z)-1

Ko(2) = Z Vi (2.1)

i=1
Burada Y7_,v;! =0 kabul edilmistir. Tammdan goriildiigii gibi Ny(z) smir
fonksiyoneli asagidaki gibi de yazilabilir:

No(z) = Ko(2) + V;(z) -1

Amacimiz ilk olarak K,(z) sinir fonksiyonelinin beklenen degerini incelemektir.

Bunun i¢in asagidaki notasyonlar1 da tanimlayalim:

9



W =EQ{ )y =E )iy, =E( v, ) r =12, 1,1 = 1,2,
Ky(z) smir fonksiyonelinin beklenen degerini hesaplamadan once Brown ve
Solomon’nun (1975) yonteminden yararlanarak asagidaki 6nermeyi ispat edelim.

Onerme 2.2.1: y, = E(x7?) < +o, n;; = E(x{ v{) < 400 oldugunu varsayalim.
Bu takdirde, asagidaki esitsizlik saglanmaktadir:

f Go(z)dz < o
z=0

Burada notasyonlar asagidaki sekilde tanimlanmustir:

Go(2) = af_ (1—F.(s))ds — f_ E{v{/x{ = s}dF,(s)

Fi(s)=P(x{ <)
Ayrica, a pozitif bir sayidir.

Ispat: G, (z) fonksiyonunun tanimina gére,

fzm Go(2)dz = af:o L:(l — Fy(s))ds — Loo L:E{vf/)(f = s}dF,(s)

=0 =0

olur. Kisaltmak i¢in asagidaki notasyonlar1 tanimlayalim:

WA= [ (-FE)s L@ = [ B0/ = )R

Sirastyla f;: o lo(2) dz ve fZO: o [1(2) dz integralini hesaplayalim:

L:IO(Z) dz = j:o J:Z(l — F(s))dsdz = I:O J::O(1 — Fy(s))dzds

+2

O e B I O

Onermenin sartina gore u, < +o oldugu icin fZO:O 1,(z) dz < +oo olur. Simdi de
f;: o [1(2) dz integralini hesaplayalim:

10



L:)h(Z) dz = .[-00 L:E{vf/)(f = s}dF,(s) dz

z=0

- °° [ ;E{vf/xf = s)dzdr, ) = [ :E{vf/xf = sjar, ) [ as

= z=0

0]

- f " SEWi/xt = s}, (s) = f E{svi /xf = s}dF, (s)
s=0 s=0

= [ B vi/xt = $)aRG) = B v =
s=0
Ozetle, fzozo I,(z) dz = ny; olur. Onermenin sartma gore n;; < + oldugu icin

fzozo 1,(z)dz < +oco olur. Bu durumda, fzozo Go(z) dz integrali asagidaki sekilde

yazilabilir:

8

(0]

f Go(z)dz=aj Io(z)dz—J Il(z)dz=a&—n11<oo
z=0 z=0 2

z=0

8

Boylelikle Onerme 2.2.1 ispatlanmis oldu.

Simdi de Brown ve Solomon’nun (1975) makalesindeki yontemden yararlanarak

asagidaki teoremi ispat edelim.

Teorem 2.2.1: Asagidaki kosullar saglanmis olsun:
@y = EQy) < +00; gy = E(r?) < +00; gy = EQf vi) < +o0

Bu takdirde, z — o iken K,(z) smir fonksiyonelinin beklenen degeri igin asagidaki

iki terimli asimptotik agilimi1 yazabiliriz:

E(KO(Z)) =az+b+o(1)

Buradaa = =%, b = [”—22 a, — E]’dlr.
251 2pg Hq

Ispat: (2.1) esitligi ile tanimlanan K, (z), bir 6diillii yenileme siirecidir. {x;'} ve {v,/}
dizileri bagimli olduklari igin Ky(z) smir fonksiyonelinin beklenen degerini bulmak

i¢gin Brown ve Solomon’nun (1975) makalesindeki yaklasimdan yararlanacagiz.

11



Oncelikle, D;(z2) = E (KO (z)) =E (Z?ﬁ)_l v ) olsun. Toplam olasilik formiiliinden
yararlanarak D, (z) fonksiyonunu asagidaki sekilde gosterebiliriz:

D,(z) = E{Ky(2); x{ >z} + E{Ky(2); xi <z} (2.2)

Burada E (X; A) notasyonu ile asagidaki integral ifade edilmistir:

E(X; A) = f xdF,
A

Ky(z)’in tanmimina gore (2.2) esitligindeki birinci terim sifira esittir. Yani
E{Ky(z); x{ >z}=0 olur. Bu durumda (2.2) esitligini asagidaki gibi

hesaplayabiliriz:

Dy(2) = E{Ko(2); 27 <2} = f E{Ko(2); 1} € ds}
s=0

= fz E{vi/xi =s}dF.(s) + jz E(Ko(z — s))dF,(s)
5=0 =0

Ss=

- f EQvi/xt = s}dF,(s) + f Dy(z — $)dF, (s) 23)
s=0 5=0

Sadelik icin asagidaki notasyonlar: tanimlayalim:

6:(2) = j EQvi /xf = s}dF,(s)
s=0

Dy(2) * Fy(2) = f Dy(z — )dF, (s)
s=0

Bu notasyonlari (2.3)’de yerine yazdigimizda D, (z) i¢in asagidaki yenileme denklemi
elde edilir:

D,(z) = G1(2) + D1(2) * F,.(2) (2.4)

12



(2.4) denklemine ikinci tip Volterra integral denklemi de denir. Bu denklemin

analitik ¢oziimii asagidaki gibidir:

Dy(2) = f 61(z — $)dU, () = Gy (2) * U, (2)

s=0

Burada U, (z) ile y; rasgele degiskeninin iirettigi yenileme fonksiyonu gosterilmistir,
yani U, (z) = X5, Fi"(z) dir. Baz1 sade dagilimlardan baska (6rnegin, Ustel, Erlang
ve s.) diger dagilimlar i¢in U, (z) fonksiyonunun kesin seklini bulmak kolay degildir.

Bundan dolayi ¢alismada D, (z) i¢in asimptotik sonug elde etmek amaglanmistir ve bu
amag i¢in fSZ_ 0 01 (z)ds integralinin sonlu olmas1 gerekmektedir. G;(z) — E(v;) >
- Z—00

0 oldugu i¢in bu integral yakinsak degildir. Bu zorlugu asmak i¢in (2.6) esitliginin her

iki tarafindan az’ i ¢ikartmakla asagidaki denklem elde edilir:
D:(z) —az =G,(z) + D;(2) *F,(2) —az

Kisaltmak i¢in D, (z) — az = D, (z) tanimlayalim ve D; (z)’ i hesaplayalim:

D,(2) = G,(2) + fz D,(z — s)dF,(s) —az
$=0

=G.(z) + jz [Di(z—5s) —a(z —s)]dF.(s) + aJZ (z—s)dF.(s) —az
s=0 s=0

=6+ [ D= 9aR (9 25)
s=0 .

Burada G,(z) = G,(2) + a [,_,(z — s)dF.(s) — az'dir. G;(2)’i asagidaki sekilde
gostermek miimkiindiir:

61(2) = f EQvi/xt = s}dF,(s) = f EQvi/xt = s}dFy(s)
s=0 S

=0

- j B /xd = s} aF(s) = E6D) - f CEGT/x =R e

13



(2.6) ifadesini kullanarak G,(z) fonksiyonunu asagidaki sekilde yazabiliriz:

zZ

60 =E0D - [ Bt /ar =R ra [ G-sar© o ds
S=z s=0

s=0

z

=E(v{r)—fooE{v{’/)({r =s}dF+(s)+af F+(s)ds—afz ds
— s=0

s=z s=0

=501 - [ B/ =R -a| (1-REds @)
= s=0

S=z

(2.7) esitligini sadelestirmek amaciyla ilk olarak fSZ=0(1—F+(s))ds integralini

hesaplayalim:

.]_Z (1 — F+(S))ds = .l-oo (1 — F+(S))ds — f°° (1 — F+(s))ds
s=0 s=0 s=z

= EQxi) - ]io (1—-F.(s))ds (2.8)

(2.8) esitligi (2.7) esitliginde yerine yazildiginda asagidaki esitlik elde edilir:

G,(2) = E0f) — aE(xf ) +a j

s=

. (1—Fy(s))ds — joo E{vi/xi = s}dF.(s)

S=Z

=EW) —aE(x{) + Go(2)

Burada G,(z) = a f::z(l — F(s))ds — f::z E{v{/x{ = s}dF,(s) dm.
G,(z)’in integrallenebilir olmasi i¢in E(v{) — aE(x{ ) = 0 olmalidir. Buradan da

E(v)
E(x{)

a oldugu elde edilir ve bu durumdaki esitligi elde etmis oluyoruz:

G2(2) = Go(2) (2.9)
Onerme 2.2.1° de ispat olunmustur ki, f;:o Go(z)dz < +oo'dir.Bu takdirde,

f;:o G,(2)dz = f;:o Go(z)dz < woolur. (2.9) esitligi (2.5) esitliginde yerine

yazildiginda D, (2) igin asagidaki gibi ifade edilmis bir yenileme denklemi elde edilir.

14



D1(2) = Go(2) + f ’ Dy(z - s)dF,(s)
s=0

Anahtar Yenileme teoremine gore fzoio Go(z)dz < oo oldugu icin asagidaki

asimptotik sonug¢ dogrudur (Brown, M., Solomon, H., (1975)):

—~ 1 (”
limD,(z) = —f Go(z)dz (2.10)
Z=e H1Jz=0
Onerme 2.2.1°de ispat olunmustur ki,
* Ha
f Gy(z)dz=a——ny; < ® (2.11)
z=0 2

(2.11) esitligini (2.10) esitliginde yerine yazarsak, z — oo iken D, (2) i¢in asagidaki

asimptotik sonucunu elde ederiz.

~ 1w U2 N1
limD,(z) =—|a——n = ——q — —
ol = | 2 ul i
Kolaylik agisindan b = 2‘%“1 - % tanimlayalim. Bu takdirde, lim D, (z) = b olur.
1 1 Z—>00

Ozetle, z — o iken D, (2) i¢in asagidaki agilim elde edilir:
D,(z)=D,(z) —az=b +0(1)
Buradan da
D,(z) = E(Ko(z)) =az+b+o0(1)
acilimi elde edilir. Burada notasyonlar asagidaki gibi tanimlanmaigtir:

aq U ni1
a=—;b S50 —— a4 = EW); EE(XiH()} k=12;ny; = EQx{ vf
H1 2p9 H1

Bununla da Teorem 2.2.1°1 ispatlanmis olur.

Simdi ise K, (z) sinir fonksiyonelinin varyansini inceleyelim.

15



2.3. Ko(z) Simir Fonksiyonelinin Varyansi

Oncelikle asagidaki notasyonu tanimlayalim:

Z M2
r(z2)=U0:(z2) ———-—
¥ Hy o 2u?

Burada U, (z) = E(H(z)) ‘dir. H(z) siireci {y;/} dizisinin olusturdugu yenileme

[oe]

siirecidir. Ayrica, [ = [ r(z) dz integralin1 tammlayalim.

0

Onerme 2.3.1: Varsayalim ki, u3 = E(x73) < +oo kosulu saglanmistir. Bu takdirde,

l= | 000 r(z) dz integrali i¢in asagidaki esitlik dogrudur:

_K Hs
4pi  6uf

Ispat: U, (2) yenileme fonksiyonunu igin asagidaki integral denklem yazilabilir:

U,(z) =1+ fz U,(z—s)dF.(s) (2.12)

s=0

(2.12) esitliginin her iki tarafindan ui - 2’% ifadesi cikartilip z ile ¢arpilirsa, asagidaki
1 1

esitlik elde edilir.

z 2l
zr(z) = Z+Zf Upi(z—85)dF () ——— -5z (2.13)
s=0 Hl 2#1

r(z) fonksiyonunun tanimindan yararlanarak (2.13) esitligini asagidaki gibi

yazabiliriz:

zr(z) =z + ZJZ r(z—s)dF.(s) +#i ’ (z —s)dF.(s)
s=0

1Js=0

U2 Jz 22w
+—=z dF,(s) ————z (2.14)
2ut )y T w2k

(2.14) esitligi sadelestirildikten sonra agagidaki denklemi elde ederiz:
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2(2) = f (z— ) (z = )dF, (s) + ] sr(z — $)dF, (s)
s=0 s=0

_Z ’ (1—F+(s))ds——z(1 Fy(s))+z

1Js=0

Kolaylik acisindan, agsagidaki fonksiyonu tanimlayalim:

C(2) = fi sr(z — s)dF.(s) _,ui ’ (1 —F+(s)) ds

1Js=0

——z(l F+(s)) +z
2u?
Bu durumda,

2r(z) = C(2) + j (z = $)r (z — s)dF, (s) (2.15)

olur. Simdi de C(z) fonksiyonunu sadelestirelim:

() EL 57 (z — s)dF, (s)—‘u— (1= Fu(9))ds

1Js=0

g 1= ) +2= f o1z — R 9)

(2.15) esitligi zr(z) fonksiyonu i¢in yazilmis bir yenileme denklemidir. Bu denklem

icin asimptotik sonu¢ elde etmek ig¢in fZiOC (z)dz < o olmas1 gerekmektedir.
Oncelikle f;:o C(z) dz < oo oldugunu gosterelim. Bu amagla asagidaki integralleri

tanimlayalim:
L(z) = fszzo sr(z—s)dF.(s);I3(z) = zf::z(l — F(s))ds;
I,(z) = z2(1 - F,(s))

Bu takdirde, C(z) fonksiyonu asagidaki sekilde gosterilebilir:
17



U
_2214(2)

1
C(z) = L(2) + EIS(Z) - 20

Sirastyla fzoi (2 dz; | * 1:(2) dz; fzo: o 14(2) dz integralleri hesaplayalim:

z=0

foo I,(z)dz = foo fz sr(z—s)dF.(s)dz
z=0 z=0Js

= =0

=f de+(s)f r(z—s)dz = ul;
s=0 zZ=Ss

f°° I5(z)dz = foo fooz(l —F+(s)) ds dz
z=0 z s=z

=0

= f:o(l — Fy(s))ds f:_

zdz =&;
-0 6

oo

L=014(Z) dz = fZ:Z(l - E, (s))dz = %

Simdi de f;: , C(2) dz integralini asagidaki gibi yazabiliriz:

f:OC(Z) dz = j:o I5(2) dz+l£:o014(z) dz—zli—zj:o Is(z) dz

2
M3 H2
=l +—= -2

Onermenin sartina gore uz = E(x;3) < +o0 oldugu igin fzoi ,C(2) dz < 400’ dir. Bu
durumda Anahtar Yenileme teoremine gore (2.3.5) yenileme denkleminin ¢dziimii
asagidaki gibi olur (Brown, M., Solomon, H., (1975)):

° Hs  p3
limzr(z)z—f K(z)dz =l +——-—=
20 1 Jpmg Ve 4l

Smith (1959) gostermistir ki, ps = E(¥73) < +oo oldugunda asagidaki esitlik

dogrudur:

lim zr(z) =0

Z—00

18
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etmis oluyoruz:

_ M Ms
4ui  6uf

Bununla da Onerme 2.3.1” nin ispat1 tamamlanmis olur.

Simdi ise r*(z) = D,(2z) — az — b notasyonunu tanimlayalim.

Burada D,(z) = E(I(O (z))’ dir. Ayrica, [* = f;:o r*(z) dz olsun.

Brown ve Solomon’nun (1975) ¢alismasindaki yontemi kullanarak asagidaki
Onermegi ispat edebiliriz.

Onerme 2.3.2: Varsayalim ki, uz < +; a; < +; n,; < +oo kosullar1 saglanr.

Bu takdirde [* = f; o r*(z) dz integrali i¢in asagidaki esitlik dogrudur:

Naq Uz
Ur=23l+——-——=n
1 20, 2#% 11

M5 p3 g
Buradal = % — —=' dur.
4Py 6uf

Ispat: K,(z) sinir fonksiyoneli tanimindan yararlanarak asagidaki esitlik yazilabilir:
Ko(@) = S v =S v — v

Ayrica, Dy (z) = E(Ky(2)) tammlandigi igin asagidaki esitlki yazilabilir:
H(z)

D@ =E| Y v |- E(vie) = E(H@)EWD) — E(vi)

i=1

= o, U, (2) — E(vij(p) (2.16)

(2.16) esitliginin her iki tarafindan az — b ifadesini ¢ikarip, sadelestirme yaptiktan

sonra asagidaki esitligi elde ederiz:

. Nqq
7*(2) = ayr(2) + o E(v,}’(z))
1
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Simdi ise f;: o 7" (2) dz integralini hesaplayalim:
(o] o (o] n
f r*(z2)dz = a4 f r(z)dz + f [i — E(v;(z))] dz (2.17)
z=0 z=0 z=0 L H1
Onceden de tammladigimiz gibi [ = fooor(z) dz’dir. Bu durumda (2.17) esitligini

asagidaki gibi yazabiliriz:

f r'(z)dz = a;l + f [E - E(v;(z))] dz (2.18)
z=0 z=0 l’tl

(2.18) esitliginden de goriildigii lizere f;: 0 r*(z) dz integralini hesaplayabilmek i¢in
oncelikle f;:o [% —E (v;;(z))] dz integralini hesaplamamiz gerekmektedir. Bunun
icin hesaplamalarimizi asagidaki sekilde devam ettirelim. n;;’in tanimina gore

n “ s

S [ et/ = shaRGs) (2.19)

M1 s=o M1

esitligi yazilabilir. g(z) = E (v;(z)) notasyonu tanimlayalim. Bu takdirde, kaydirma

isleminin yardimiyla g(z) fonksiyonu i¢in asagidaki denklem yazilabilir:

90 = [ 9 -9dr )+ [ E0i/at = )aF. ()
s=0 s=z
= fg(z—s) dF,(s) + L,(2) (2.20)
s=0

Burada I,(z) = fSO:ZE{vl+ /xi =s}dF.(s) dir. (2.20) esitligi bir Yenileme

denklemidir ve bu denklemin analitik ¢6ziimii

Z

9(2) = ,(2) * Uy (2) = f L(z - ) dU, ()

x=0
seklindedir. Burada U, (x) ile y{ rasgele degiskeninin iirettigi yenileme fonksiyonu

gosterilmistir.  Simdi ise I, (z)fonksiyonunun tanimindan yararlanarak g(z)

fonksiyonunu hesaplayalim:
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9(2) = f f EQvi /3t = s} dF,(s) U, (x)
oo STZX

= fE{vf/Xf = s}dF,(s) L;_Sdlh(x)

s=0
- f U+ (2) = Uy (z — )IEWH /xF = s)dF, (s)
s=0
Ozetle, E (v;;(z)) i¢in

9(2) = E(vijy) = f _0[U+(z) —U,(z = )|Ev; /xi = s}dF.(s) (2.21)

esitligini elde ederiz. (2.19) ve (2.21) esitliklerinin yararlanarak, asagidaki esitligi

yazabiliriz:
Nni1
——E (V;I— (z))
U1
® (s
= f {—— [Us(2) - U+(Z—S)]}E{vf/)(f = s}dF.(s) (2.22)
s=o0 ‘M1
r(z) fonksiyonunun tanimindan yararlanarak (2.22) esitligi asagidaki gibi de
yazilabilir:
nig

" B(vj) = j [r(z = 5) = r()EWE /2 = s)dF,(5)
1 s=0

Simdi de f;: 0 [% —E (v;(z))] dz integralini hesaplayalim:

[0e]

j % - E(V;(Z)):I dz
1

z=0

= [ [ G- roNEw /2 = () d
z=0"Ys

=0

o

= foo E{vi/xf = s}dF+(s)f [r(z—s) —r(s)]dz
s=0

z=0
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[e%) 0
= [ B =sdn© | @
5=0 zZ==s

0 ©
- f OL f B /xd = S)R(S)

—f r(—v) dvf E{vi/x{ = s}dF,(s)
v=0 =

= s=v

= J.OO E{v{/x{ = s}dF,(s) fs r(—v)dv (2.23)
s=0

= v=0

r(v) fonksiyonunun tanimina gore

v
r(—v) = — — 2% (2.24)
M1 24

dir. (2.24) esitligini (2.23) esitliginde yerine yazdigimizda asagidaki esitligi elde ederiz

o

ST + ] foo + Al fs <U HZ)
——E(v dz = E{v =s}dF, (s ———|dv
Z f [ EGii)|dz = | Ewi/xt =sjaro [ (-3

(0] Sz .Uz > 1 (o]
= — ——=s |E{v{/x{ =s}dF.(s) =
LO <2u1 2u? He '

s— | SPEWT /X = s}dF.(s)
1 21 5=0

(o]

1
5| SEWT /X = s}dFL(s) = 5—
2 1 Js5=0 2 1Js=0

(0]

E{s®v{/x{ = s}dF.(s)

py (7 1 (®
——2:2 f E{sv{/x{ = s}dF.(s) =5— | E{{*vi/xi = s}dF,(s)
17s=0

2”1 s=0

pa (© Naq Uz
—— | Eivi/x{ =s}dF.(s) =——-—=

2,11% o T vi/xd }dF,(s) 20, nynll

Ozetle,
® M1 " ] Ny1 U2
Myt Yz =2 He (225)
| [ e i)z = 52~ T mas

elde edilir. Burada, ny; = E(x{?v;),ny; = E(xf vi)’dir. py < +o0 ve ny; < +o

oldugu durumunda (2.25) esitligi sonludur. Bu da Onerme 2.3.2°nin sartlarmna
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uygundur. (2.25) esitligi (2.18) esitliginde yerine yazildiginda asagidaki esitligi elde

ederiz:

® ® mu Naq Uz
l*Ef r*(z)dz=al+f [——E v ]dz=al+———n
z=0 ! z=0 Ml ( H(Z)) ! 2“1 2#% H

2 .
Burada [l = 4#—:3 — :%‘dlr. Bununla da Onerme 2.3.2 1 ispatlanmis oldu.

1 1
Yorum : ps; < +0 Ve ny; < +oo oldugu takdirde [* < oo olur. Bu ise Dy(z) =
E(KO (Z)) =az+ b+ o(1) agthmmm Dy(z) = E(KO (z)) =az+b+o G) seklinde

yazabilmemizi saglamaktadir. Bu bilgi bir sonraki boliimde K,(z) 6diillii yenileme

slirecinin varyansi i¢in asimptotik acilim elde ettigimiz zaman gerekli olacaktir.
Burada a = %; a; = E(vi); e = E(xi*); k=1,2; nyy = E(xf vi) du.
1

Simdi de asagidaki Yardimci Teorem’ i ispat edelim. Bunun i¢in ilk olarak asagidaki

fonksiyonu tanimlayalim:

D?@)zf Dy(z — $)dD; () = Dy (2) * Dy (2)

s=0

Yardimer Teorem 2.3.1: Vz > 0 i¢in D;?(z) fonksiyonu icin asagidaki esitlik
dogrudur (Brown, M., Solomon, H., (1975)):

Di*(z) = E {z v;'v;'}
1<i<j<H(z)-1

Burada D;?(z) = fSZ=0 D,(z — s)dD, (s) = D;(2) * D,(z) dur.

Ispat: Ilk olarak asagidaki fonksiyonu tanimlayalim:

dF*(s) (2.26)
au,(s)

far(s) =

Burada F;*(s) fonksiyonu F, (s) fonksiyonunun k konvoliisyon carpimidir. Ayrica

U, (s) fonksiyonu da asagidaki sekilde tanimlanmustir:

Uy(s) = ) Fin(s)
n=0
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D, (z) fonksiyonunun tanimini kullanarak asagidaki esitlik yazilabilir:

No(2)-1 [e%)
D,(z) =E Z vi ¢ =E {Z v;rl{sisz}(z)} (2.27)
i=1 i=1
l,egerz € A

Burada I,(z) = { bir indikatdr fonksiyondur.

O,egerz ¢ A
Kosullu beklenen degerin 6zelliginden yararlanarak (2.27) esitligini asagidaki gibi

hesaplayalim:

D,(z) = E{i v;_I{SiSZ}(Z)} = iL;E{V;r/Si = s}dF;i(s)

i=

= fz Z E{v}t/S; = s}dF;\(s) (2.28)
$=07=1
(2.26) esitliginden
dF{*(s) = f11(s)dU,(s) (2.29)

oldugunu gérmek miimkiindiir. (2.29) esitligi (2.28) esitliginde yerine yazildiginda

Dy(z) = f ’ {Z E{vi /S =s}f+i(s)}dU+(s) (2.30)
s=0\iz1

esitligi elde edilir. (2.30) esitligi K,(z) sinir fonksiyonelinin beklenen degerinin kesin

seklidir. Simdi de E{Y1<i<jsn(z)-1 Vi vf}‘i asagidaki gibi hesaplayalim:

E {Z Vi+vj+} =F {Z V;_V}'-'_I{SiSz}(Z)}
1<i<j<H(z)-1 1<i<j<oo
z z
=Z . J J E{V;/Si=S}E{Vj+_i/Sj_i=W—S}
1<i<j<oo Jg=0 Jw=s

X dF;i(s)dF " (w — 5) (2.31)

(2.29) esitliginden yararlanarak (2.31) esitligi asagidaki gibi yazilabilir:
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E {Z v;’vf’}
1<i<j<H(z)-1

z rz
- Z . f f E{V;—/Si = S}E{V]ti/sj_i =w— S}
1si<j<oo Jg—g Jyw=5

X f+i(5)dU+(5)f+(j—i)(W —s)dU,(w —s)

- zl - fz E{v/S; = s}f+i(s)dU,(s)
si<j<oo Jg

=0

zZ

X f B E{v]"'_l/S]_l =w - S}f+(j_i)(W - S)dU+(W - S)

> szjff Wi /Si = $Hfui(s)dU, (s)

X f g E{viti/Si—i =w = s}fij—n(w — )dU,(w — s)

p Zw f ;E{vi* /Si = $}fi(S)dU4(s)
* Z;H ]WE (Vi/Siei = w = s}fegoo W — $)dUL (W — 5)
N f{sz OB MONTNG
8 fw{ ,ioE v /S = w = $)furw = )}

B jsio {Z:;E{V;/Si - S}f+i(s)}dU+(S)

<[ { " B0 /S = o) (2.32)

k=1

(2.30) esitliginin her iki tarafin1 diferansiyelini alarak asagidaki denklemi elde etmek

miumkindir;
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dDy(z) = {Z E{vi /S = S}f+i(s)}dU+(5) (2.33)
i=1

(2.30) ve (2.33) denklemlerini goz 6niinde bulundurdugumuz takdirde (2.32) esitligi
asagidaki gibi yazilabilir:

E {2 v;’v;’} - f dD,(2) D;(z — ) = f D.(z — 5) dDy(2)
1<i<j<H(z)-1 s=0 s=0

Ozetle,

D;?(z) = fz D,(z—s)dD,(z) = E {Z v;'vj*'}
s=0

1<i<j<H(z)-1

elde edilir. Bununla da Yardimc1 teorem 2.3.1 ispatlanmis oldu.
Simdi de Ky(z) odillii yenileme siirecinin varyansinin kesin seklini ifade eden

asagidaki teoremi verelim.

Teorem 2.3.1: Vz > 0 i¢in K,(z) 6diillii yenileme siirecinin varyansmin kesin sekli

asagidaki gibidir:
2
Var(Ky(z)) = D,(z) + 2D{?(2) — (D1(2))

Burada notasyonlar asagidaki gibi tanimlanmigtir:

H(z)-1 H(z)-1
DD =E{ ) vt D@ =E{ Y v
i=1 i=1

Di*(z) = JZ D,(z — s)dD, (s) = D1(z) * D1(2)
s=0

Ispat: Varyansin tanimia gore asagidaki esitlik yazilabilir:

Var(Ko(2) = E(K2(2)) — (E(KO(Z)))Z (2.34)
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Diger taraftan E (K¢ (2)) icin

H(z)-1
E(K(2))=E 2 v
i=1
H(z)-1
=E Z vit? |+ 2E {Z v;rvf} (2.35)
. 1<i<j<H(z)-1
=1
esitligini yazabiliriz. (2.35) esitligini (2.34) esitliginde yerine yazdigimizda
H(z)-1
Var(Ky(2)) = E z i
i=1
2
H(z)-1
+2E {z v{rvf} —| E z v (2.36)
1<i<j<H(z)-1 =

esitligini elde ederiz. Yardimci Teorem 2.3.1°de ispat edilmistir ki,

D,(z)*D,(z) = E {Z v vf}
1<i<j<H(z)-1

esitligi dogrudur. Bu durumda (2.36) denklemini asagidaki gibi yazabiliriz:
2
VaT(Ko(Z)) = D,(2z) + 2D, (2) * D1(2z) — (D1(Z))

= D,(2) + 2D}%(2) — (D1(2))" (2.37)

Bu da Teorem 2.3.17i ispatlar.
Simdi ise z — oo iken K, (z) simir fonksiyonelinin varyansi igin iki terimli asimptotik

acilimi elde edecegimiz teoremi ifade edelim.
Teorem 2.3.2: Asagidaki kosullar saglanmis olsun:

) a,=EW?) < +oo,

i) uz = E(ri®) < +oo,
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+ry +1ry

”I) nT1T2 = E(Xl "Vp ) <+, = 1)2; r, = 1:2

Bu takdirde, z — oo iken K (z) sinir fonksiyonelinin varyansi i¢in asagidaki iki terimli

asimptotik acilimi yazabiliriz.

Var(Ky(z)) = dz + e + o(1)

_a? a a;.
Buradad = <y, — 2—=%ny; + -3
1251 Ha

251
5af , 2a% a, a, 1 5 ay 1 ,
e=—Us ——Uz;+2=n, —3—=UN4 +=n{ + — U, ——N4, dir.
v, Uz 303 Us 2 21 P UzMqq PrAEt TP Uz u, 2

Ispat: Teorem 2.3.1° de Var(KO(Z)) ‘in kesin sekli bulunmustur. Bu formiilden

yararlanarak Var(KO (Z)) icin ikiterimli asimptotik a¢ilim elde etmek miimkiindiir.
Bunun i¢in dnce D, (2), (D1 (Z))Z, D;?(z), D,(z)’in agilimlarin1 yazalim.
Teorem 2.2.1 ‘de D;(z) = az+ b + o(1) oldugu gosterilmistir. Ayrica, Onerme

232’de Di(z)=az+b+o G) seklinde oldugu ispat edilmistir. Bu durumda

(DjL (z))z icin asagidaki asimptotik agilim yazilabilir:
(Dl(Z))2 = a?z% + 2abz + b* + o(1) (2.38)

Teorem 2.2.1° de v} yerine v/ yazildiginda

H(z)-1
a n
O I R RXCNCED
— H1 2p5 H1

oldugunu gérmek miimkiindiir. Ayrica, r*(z)’in tanimin1 kullanarak asagidaki esitligi

yazabiliriz:

DP(2) = f " Dy(z—5)dD, (5)
s=0

= jz r*(z —s)dD, (s) + Jz [a(z—s) + bldD; (s) (2.40)
s=0 s=

=0
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Anahtar Yenileme teoremine gore
Z
J. r*(z —s)dD;, (s) =r*(z) * D;(z) = al* + 0(1) (2.41)
s=0

acilimi dogrudur (Brown, M., Solomon, H., (1975)). Ayrica, z — oo iken asagidaki

acilim saglanmaktadir:

fz [a(z—s) + bldD, (s) = a]z D,(s)d (s) + bD;(z)
s=0 s=0

= afzr*(s) ds + afz [as + b]ds + bD,(z)
0 s

=0

1
= Eazz2 + 2abz + al* + b? + 0(1) (2.42)

(2.41) ve (2.42) agilimlarimi (2.3.40) esitliginde yerine yazip sadelestirdigimiz
takdirde,

1
D;*(2) = 5 a*z* + 2abz + 2al’ + b + o(1) (2.43)
2
agilimini elde ederiz. Buradaa = =; b =3 a, — .= ll‘_g _ lﬂ_g;
1 2 1 H1 4#1 6#1
* — 1ny, 1y /
l _all+2#1 Zﬂ%nll dlr

(2.38), (2.39) ve (2.43) agilimlarin1 (2.37) esitliginde yerine yazdigimizda K,(z)

yardimci sinir fonksiyonelinin varyansi i¢in asagidaki a¢ilimi elde ederiz.

a n
Var(Ko(z)) = =z + Ill_zz a — ﬁl + a?z? + 4abz + 4al”
H1 2p9 H1

+2b?% — a?z? — 2abz — b? + 0(1)

a n
= —2+2ab]z+[4al*+b2+£ ,——2

Hq Hy H1

l+ o(1)
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Kolaylik agisindan asagidaki notasyonlar1 tanimlayalim:

2
aj a a;
d=—3Uy—2—ny; +—
1 1 251
Saf , 2af Lo N +1 ) | 2 1
e=——u5 ——= —Nn,; —3—=U,Nn —n — U, ——n
4Hf”2 3 iv,ﬂ3 ,uf 21 fﬂz 11 ,uf 11 2’u%liz " 12
Bu takdirde,

Var(Ky(z)) = dz + e + o(1)

esitligini elde ederiz. Bununla da Teorem 2.3.2’iin ispati tamamlanmais olur.

Simdi de Ny(z) sinir fonksiyonelinin beklenen deger ve varyansini inceleyelim

2.4. No(z) Sinir Fonksiyonelinin Beklenen Deger ve Varyansi

Onceden de belittigimiz gibi N, (z) smir fonksiyoneli &, = 0 oldugu durumda N(z)
sinir fonksiyoneli ile ayni1 davranis sergileyemektedir. Ayrica, Ny (z) sinir fonksiyoneli

matematiksel olarak asagidaki gibi tanimlanmistir:
Ny(z) = max{n > 0: X, > 0} = max{n > 0:5,, < z}

Ly(z) =E (NO (z)) fonksiyonunu tamimlayalim. Ny(z) smr fonksiyonelinin

varyansini ifade eden teoremi asagidaki sekilde verelim.

Teorem 2.4.1: Varsayalim ki, a; = E(v{) < 4+00; u, = E(x1?) < +o kosullar
saglanmistir. Bu takdirde, Ny(z) sinir fonksiyonelinin beklenen degeri i¢in asagidaki

acilim dogrudur:

Ly(2) = az+k+0(%)

Buradaa = 2k = £2 ¢, — 1°dir.

25 2uf
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Ispat: Dynkin prensipine gore Ny(z) + 1 smir fonksiyonelini

H(z)

No(z)+1= 2 v (2.44)

i=1

seklinde yazabiliriz. Burada H(z) siireci {y;'} dizisinin olusturdugu bir Yenileme
stirecidir. Ayrica, H(z) durdurma ani oldugu i¢in Wald 6zdesligine gore Ny(z) + 1

sinir fonksiyonelinin beklenen degeri igin

H(z)

E(Ny(z) +1) =E Z vi | = EGDE(H(2)) (2.45)

i=1

esitligini yazabiliriz (Feller (1971)). usz < +oo kosulu saglandig1 takdirde E(H(z))
icin agagidaki asimptotik agilim bilinmektedir (Feller (1971)):

E(H(z)) = i + 2”72% +0 (E) (2.46)

(2.46) esitligini (2.45) esitliginde yerine yazarsak,

E(No(2) +1) = EWDE(H®D) = a (i +4£2 40 (1) )

M1 2pf

ay M2 (1>
=—z+—a,to|— 2.47
M1 2u3 ! z ( )

acilimini elde etmis oluyoruz. (2.47) agilimimdan N, (z) sinir fonksiyonelinin beklenen

degeri i¢in asagidaki ikiterimli asimptotik sonug elde edilir:

Ly(2z) = E(No(2)) =%Z+ <2ﬂ_‘uz%a1 - 1) +oe> =az+k+ o(%)

Bununla da Teorem 2.4.1 ispatlanmis oldu.
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Simdi de N,(z) sinir fonksiyonelinin varyansini inceleyelim.

Teorem 2.4.2: Varsayalim ki, asagidaki kosullar saglanmaktadir:

i) a, = E(W;?) < +oo,
i) uz3 = E(ri®) < +oo,

+ry +1ry

i) n,. ., = E()(1 A ) < 4o, =12;1r,=1

Bu takdirde, z — oo iken Ny (z) sinir fonksiyonelinin varyansi i¢in asagidaki iki terimli

asimptotik acilimi yazabiliriz.

Var(No(2)) = dz + f + 0o(1)
2
Burada d = %”2 b 2%”11 n %;

5a7 , 2a% a, a, a,
=—U5——U3+2=ny — 3= UN; +— dir.
f apt U3 Y U3 2 21 P UzMqq 202 Uz

Ispat: (2.44) esitligini kullanarak Ny(z) simir fonksiyonelini asagidaki gibi

gosterebiliriz:

H(z)-1
No(2) = Z Vi Vi — 1= Ko(2) + v,y — 1

i=1
Bu durumda Ny (z) sinir fonksiyonelinin varyansini

Var(No(2)) = Var(Ky(2) + v,y — 1)

= Var(Ky(2)) + Var(vf,) + 2Cov(Ky(2); Vi) (2.48)

seklinde yazabiliriz. Var(NO (Z))' i hesaplayabilmek i¢in dncelikle C OU(KO (2); v;(z))
ifadesini hesaplamamiz gerekmektedir. Bu amacla hesaplamalari asagidaki sekilde

devam ettirelim:

H(z)-1

Cov(Ko(2); vij(y)) = Cov Z Vi Vi

i=1
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= i Cov (fv:' ;v{)P{H(z) =n}

i=1
Feller, (1971) ispat etmistir ki, v, rasgele degiskeni v{;v5; ...; v, dizisi ile bagiml

degildir. Bu takdirde Cov(Z1tv;" ;v;¥) = 0 olacaktir ve C ov(KO (z); v;;(z)) icin

0o n—1
Cov(Ko(2); Vi) = Z Cov <2 vi ;v,f)P{H(z) =n}
- Z 0-P{H(z) =n} = 0 (2.49)
n=1

esitligini elde etmis oluyoruz. (2.49) esitligini (2.48) esitliginde yerine yazdigimizda

asagidaki sonucu elde ederiz:

Var(Ny(2)) = Var(Ky(2)) + Var(vf,) (2.50)

Teorem 2.3.2°de K, (z) sinir fonksiyonelinin varyansi i¢in asagidaki gibi ifade edilmis

asimptotik sonug elde edilmistir:

Var(KO(Z)) =dz+e+o0(1) (2.51)

2
a 24 24
Buradad = 2%y, —2—=ny;, + -3
Hi Hi H1
5a7 , 2a3% a, a, 1 5 ay 1 ,
e =—GU; ——5U3+ 25Ny — 35 UNyq +—5Nni + Uy ——ny, din
u‘l”uz 3#?'[13 a2 21 Mi,llz 1T 2M%llz 12

Simdi de v,’;(z)ras gele degiskeninin varyansini hesaplayalim.Varyansin tanimina gore
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2
var(vi) = E(vit) — (E(ie)) (2.52)

esitligi yazilabilir. Brown, M., Solomon, H., (1975) ispat etmistir ki, E(v},) icin

asagidaki asimptotik sonugun dogrudur:

E +.,+
E(Vii) = % +o(1) = % +0(1) (2.53)

(2.53) esitligi kareye yiikseltildiginde

2 N1\ 2
(E(vii) = (i) +o(1) (2.54)
H1
acilimini elde ederiz. Ayrica gostermek miimkiindiir ki,

E(xivi?®)

E(Viin) = TEG)

o(1) = % +o(1) (2.55)

(2.54) ve (2.55) agilimlar1 (2.52) acgiliminda yerine yazildiginda v;(z) rasgele

degiskeninin varyansi i¢in agsagidaki acilim elde edilir:

Nqy ST

T (u_l)z +0(1) (2.56)

2
Var(viiy) = E(virly) = (E (V;(z))) =

(2.51) ve (2.56) agilimlarint (2.50) acgiliminda yerine yazdigimizda Ny(z) sinir

fonksiyonelinin varyasi i¢gin agagidaki iki terimli asimptotik sonucu elde ediyoruz:

Var(NO(Z)) =dz+ f+0(1)
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2
Buradad = £y, —2%n,, + 2
e e T

5a7 , 2a% a, a, a,
= —— U3+ 25N —3=Un +— dir.
", Uz 303 Us 2 21 P UzMqq 202 Uz

Boylece Teorem 2.4.2° nin ispat1 tamamlanmis oldu.

Simdi de N (z) sinir fonksiyonelini inceleyelim.

2.5. N(z) Simir Fonksiyonelinin Beklenen Degeri

N (z) siir fonksiyonelinin beklenen degerini hesaplamadan once asagidaki 6nermeyi
ispat edelim. Bu amacla £,(z) = £,(z) — az notasyonunu tanimlayalim.

Onerme 2.5.1 Teorem 2.4.1’in sartlar1 saglandig1 takdirde

lim | Lo(z—w)dd,(w) =k
Z—00

u=0
t\
olur. Burada k = 2“—:%% -1;,o.(t)=P (Eo < Z) dir.

ispat: M(2) = Ly(2) * D.(2) = fuzz o Lo(z — u) d®.(u) notasyonunu tanimlayalim.

Ayrica M(2) fonksiyonu ile M(z) fonksiyonunun, E;(A) fonksiyonu ile £y(2)
fonksiyonunun Laplace doniistimiinii, @ (A1) fonksiyonu ile ise ®.(z) fonksiyonunun

Laplace Stiltijes doniisiimiinii tanimlayalim, yani

M) = f_oz e~ M(2)dz; Ly(1) = f_of) e % L,(2)dz;

dr() = j e 2 dd.(2)

-0

olur. Tauber- Abel teoremine gore
lim M(z) = lim AM (1) (2.57)

yazilabilir.
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Ayrica, M () fonksiyonu i¢in asagidaki esitligi yazabiliriz:

M) = LD (D) (2.58)
(2.58) esitligi (2.57) esitliginde yerine yazildiginda asagidaki esitlik elde edilir:

lim M(z) = lim A/ (1) = lim A £, (1) ®%(1)
Z—00 A-0 A-0

= }Ll_r}(l)/ll:o(/l) }11% DL (1) (2.59)
Ayrica, @7 (A) fonksiyonu i¢in agsagidaki denklem yazilabilir:
Pz () = A®.(1) (2.60)

(2.60) esitligini (2.59) esitliginde yerine yazdigimizda
Jim M) = JimA LoD I AB(2) = lim £o(a) Jim (=)
esitligini elde ederiz. Ozetle,
lim M(2) = lim £o(2) * ®c(2) = lim £,(2) - lim @ (2)

denklemi elde edilir. Teorem 2.4.1°den yararlanarak gostermek miimkiindir ki,

lim£,(z) = k’dir. Burada k = 22 @, — 1’ dur. Ayrica, @ .(z) bir dagilim fonksiyonu
Z—>00

T 2uf

olduguna gore lim ®.(z) = 1’dir. Bu takdirde, (2.5.7) denklemi asagidaki gibi
Z—00

yazilabilir:
Z
lim M(z) = lim f Lo(z—u)dd,.(u) = lim £,(2) lim ®.(2) k (2.61)
Z—00 Z—00 Z—00 Z—00

u=0

Bununla da Onerme 2.5.1 ispatlanmis oldu.

Simdi ise N (z) Sinir Fonksiyonelinin beklenen degerini hesaplayalim.
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Teorem 2.5.1: Asagidaki kosullar saglanmis olsun:

a; = E(W) < +o0; pp = E(x{?) < +00; E(§) < +o0

Bu takdirde, z — oo iken N(z) smir fonksiyonelinin beklenen degeri igin asagidaki iki

terimli asimptotik a¢ilimi yazabiliriz:
E(N(z)) =az+ k —acE(&,) +o0(1)

Buradaa =2; k=42

= — a4 — 1 ve ¢ pozitif bir katsayidir.
U1 2py

Ispat: £,(z) = E (N (z)) notasyonunu tanimlayalim. X(t) siireci &, kadar saga

kaydirildigi takdirde, £, (z) igin asagidaki denklem yazilabilir:

L£,(z) = E(N(2)) = j E(Ny(z — cs)) d®y(s)

s=0

zZ

= [ Lo —eravs) = [ Lolz—waag (%)
5=0 u=0

Burada @.(t) =P (fo < E)’dlr. D, (u) = 9, (%) notasyonu tanimlayalim. Bu

takdirde, N (z) sinir fonksiyoneli i¢in asagidaki integral denklem yazilabilir:

zZ

Li(2) = J Lo(z—uw)dd, (u) (2.62)

u=0

L4 (z) igin asimptotik agilim elde etmek i¢in (2.62) esitliginin her iki tarafindan az’i

cikarttigimizda asagidaki esitligi elde ederiz:

Z

Li(z)—az= J Lo(z—uw)dd.(u) —az

u=0

Kisaltmak icin £;(2) = £;(z) —az notasyonunu tamimlayalim ve £,(z)

fonksiyonunu asagidaki sekilde hesaplayalim:
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Z

Li(z) = f [Lo(z—u)—alz—w)]dP.(u) +a f (z—uw)do.(u) —az

u=0 u=0

zZ

= fﬁo(z—u)d¢c(u)+a fcbc(u)du—a fdu

u=0 u=0

= f[lo(z—u)dcbc(u)—a f(l—cbc(u))du

u=0 u=0
Ozetle,

Z VA
L(z) = f Lo(z—w)do.(w)—a [ (1-®.(w)du (2.63)
u=0 u=0
esitligi elde edilir.
Onerme 2.5.1’de z - o iken fuzzoflo (z—u)d®.(u) » k oldugu ispat edilmisti.

Ayrica, gostermek miimkiindiir ki, z — oo iken

lim f (1-®.(w)du=cE(&) (2.64)

u=0

olur. (2.63) denkleminde (2.61), (2.64) agilimlarin1 gdz oniinde bulundurdugumuz

takdirde z — oo iken £, (2) igin asagidaki a¢ilim elde edilir:
L,(2) =L,(2) —az =k —acE(&) + o(1)
Buradan da
Li(z) = E(N(Z)) =az+ k —acE(&,) +o0(1)

acilimini elde etmis oluyoruz. Burada &, rasgele degiskeni &, (n = 1) rasgele

degiskenleri ile ayn1 dagilima sahiptir. Ayrica, a = —; k = 2’% a; — 1 ve ¢ pozitif bir

U1 1

katsayidir. Bununla da Teorem 2.5.1 ispatlanmis olur.

Simdi de N(z) smir fonksiyonelinin varyansini inceleyelim.

38



2.6. N(z) Simir Fonksiyonelinin Varyansi

Asagidaki notasyonunu tanimlayalim:
p(z) = Var(NO(Z)) —dz—f
p* =E(Ny(2)) —az—k

Amacimiz N(z) smir fonksiyonelinin varyansi i¢in asimptotik sonug¢ elde etmektir.

Bunun i¢in asagidaki teoremi verelim.

Teorem 2.6.1. Varsayalim ki, asagidaki kosullar saglanir:

i) a, = E(vi?) < 4o,

i) s =EW”) < +oo,

+ry +1ry

i) Ny, = E()(l A ) <+4oo,ny=12;1,=1,
iv) E(§o) < oo,

Bu takdirde z — oo iken N(z) sinir fonksiyonelinin varyansi igin

Var(N(z)) =dz+ f —dcE(&) +0(1)

2
asimptotik ac¢ilimi dogrudur. Burada d = % Uy — 2 %nn + % ;
1 1 1

f=ﬁu2—ﬁu + 220, — 32 ny + —2 u, Ve ¢ pozitif bir katsayidir
T RV L T L T '

Ispat: Varyansin tanimia gore

Var(N(z)) = E(N(2))” - (E(N(z)))2 (2.65)

esitligini yazabiliriz. Ayrica, kaydirma isleminin yardimiyla N (z) sinir fonksiyonelini

asagidaki gibi gosterebiliriz:

N(@) = I¢,2{No(z — ¢$0)} (2.66)

39



(2.66) esitliginin her iki tarafini kareye yiikseltip beklenen deger hesapladigimizda
2
E(N(2)" = E{I, N3 (z - &)}
esitligini elde ederiz. Varyansin tanimindan yararlanarak E (N (Z))2 ifadesini

E(N@) =E {I%S;Noz(z - CEO)}

—F {15055 [Var(NO(z —c&)) + (E(NO(Z - cfo)))z]} (2.67)
seklinde yazabiliriz. Teorem 2.4.2°de
Var(NO(z)) =dz+ f+0(1) (2.68)

oldugu ispat edilmistir. p(z) fonksiyonunun tanimindan yararlanarak (2.66) esitligi

asagidaki gibi de yazilabilir:
Var(NO(Z)) =dz+ f+p(2)

Bu takdirde

Var(NO(Z — cfo)) =d(z—cé&)+f+plz—cé&y) (2.69)

olur. Ayrica, Teorem 2.4.1°de
E(NO(Z)) =az+k+o0(1)

oldugu ispat edilmistir. Burada a = %; k = [2’% a, — 1] dir. Ayrica, p*(2)
1 1

fonksiyonunun tanimindan yararlanarak E (NO (z)) icin agagidaki esitligi yazilabilir:

E(No(z)) =az+k+p(2)
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Burada p*(z) = E(NO(Z)) — az — k’dir. Bu takdirde E(No(z — CEO))’ni asagidaki
gibi ifade edebiliriz:

E(No(z — c&p)) = a(z — c&) + k +p*(z — c&,) (2.70)
(2.70) esitliginin her iki tarafi kareye yiikseltildiginde

(E(NO(Z — cfo)))z = a?z%? + z(2ak — 2a?*cé,) + (a?c?&3 — 2akcé, + b?)

+2(a(z — &) + k)p*(z — ¢&) + (p° (2 = ¢&p))’ (2.71)

esitligi elde edilir. (2.69) ve (2.71) esitliklerini (2.67) esitliginde yerine yazip

sadelestirdigimiz zaman E (N (z))2 icin
2 2
E(N@) =E {1505% [Var(NO(Z — c£0)) + (E(No(z — c&))) ]}
E {Ifosg[azz2 +z(d + 2ak — ZaZCEO)]}
+E {I, ala?c?¢Z + k2 + f — 2akeg, — dego)}

E {2 [Pz~ c8) + 2(a(z — c8o) + 0p* (2~ c&o) + (" (2 ~ c£0))’
= a%z? + z(d + 2ak — 2a*cE(&y))

+(a%c2E(&2) + k% + f — 2akcE(&y) — dcE(&p))

+2aE {Ifosé(z —cé&y)p*(z — cfo)} + 2kE {Ifosép*(z — cfo)}

+E {15055 Pz — c&)} +E {Ifosg(p*(z — c&0))’} (2.72)

esitligini elde ederiz. Kisalik icin hesaplamani asagidaki gibi devam ettirelim. Ilk

olarak E {I £, p*(z — cfo)} ifadesini hesaplayalim.
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z
Cc

E {Igosg p'(z— cko)} = f p*(z = cs) dPo(s)

s=0
z

= f p*(z—u)dd, (%) (2.73)

u=0
t u
Burada ®.(t) = P (fo < ;)’dlr. D .(u) = D, (?) notasyonunu tanimlayalim.
Bu takdirde (2.73) esitligi

zZ

FligerG-co)= [r@-wde.w

u=0
seklinde yazilabilir. Onerme 2.5.1 ile benzer sekilde gdstermek miimkiindiir ki,
z
lim f p*(z—u)dd.(u) = lim p*(z) lim ®.(2)
Z—00 Z—00 Z—> 0
u=0

olur. Onerme 2.3.2 ile benzer sekilde gdstermek miimkiindiir ki, fZO: o p*(z)dz <

oo’dir. Bu takdirde, p*(z) — 0’dir. Ayrica, ®.(z) bir dagilim fonksiyonu olduguna
Z—00

gore lim ®.(z) = 1°dir. Bu durumda,
Z—>00

Z
lim f p*(z—u)dd.(u) = limp*(z) lim ®.(z) =0-1=0
Z—00 Z—00 Z—> 0

u=0

olur. Bu durumda z — oo iken asagidaki esitlik dogrudur:

zZ

FligerG-c)= [ pG-wde.w=o

u=0

Benzer kuralla géstermek miimkiindiir ki,

E{lg, (2~ ct)p’ (2~ c§)} = 0; E{l 2P(z — c§)| = 0;
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. 2
E{lg,(p'(z—c)} =0
Bu takdirde, z — oo iken (2.72) esitligi asagidaki gibi yazilabilir:

E(N(z))2 = a?z2 + z(d + 2ak — 2a*cE(&)))

+(a?c?E(E3) + k? + f — 2akcE (&,) — dcE(&,)) + o(1) (2.74)

2
Simdi de (E (N (z))) ifadesini hesaplayalim. Teorem 2.5.1°de ispat edilmistir ki, z —

oo iken N(z) sinir fonksiyonelinin beklenen degeri i¢in asagidaki asimptotik agilim

dogrudur:
E(N(Z)) =az+ k —acE(&,) +o0(1)

Belli kosullar altinda gostermek miimkiindiir ki,

E(N@)=az+k—acE(&) +o (2) (2.75)

olur. (2.75) agiliminin her iki tarafini kareye yiikselttigimizde

(E(N(z)))2 = a?z% + z(2ak — 2a*cE(&)))

+ (azcz(E(Eo))z + k2 — 2akcE(€0)> +o0(1) (2.76)

asimptotik acilimini elde ederiz. (2.74) ve (2.76) agilimlarini (2.65) esitliginde yerine
yazarsak, z — oo iken N(z) smir fonksiyonelinin varyansi i¢in agagidaki gibi ifade

edilmis asimptotik acilimi elde ederiz:

Var(N(z)) = E(N(2))" - (E(N(z)))2
=dz+ f —dcE(&y) +Var(&,) +o(1)

Bununla da Teorem 2.6.1 ispatlanmis oldu.
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Simdi de amacimiz sisteme, kaynaginin sifirin altina inmeden bir dnceki ¢evrimde
yapilacak bakim politikasim belirlemekte énem arz eden Xy (;)+1 V€ Xy(z)4+1 siur
fonksiyonellerini incelenmektir. Fakat Xy ;)41 smir fonksiyonelinin incelemek igin

oncelikle Sy, (;)+1 smir fonksiyonelinin incelenmesi gerekmektedir.

2.7. SNy (z)+1 Stmr Fonksiyonelinin Beklenen Deger ve Varyansi

Simdi ise X (t) siirecinin Sy, (,)41 smir fonksiyonelinin beklenen deger ve varyansim

inceleyelim. Sy (;)+1 smir fonksiyoneli tanmimma goére Sy, z)+1 EZNO(Z)HV

i=1 i

seklindedir. Ayrica, Dynkin prensibine Sy ;)41 sinir fonksiyoneli asagidaki gibi de

yazilabilir:

H(z)
SNo(2)+1 = Z X = Shen

=1

Burada H (z) siireci {y,t } dizisinin olugturdugu bir Yenileme siirecidir ve matematiksel

olarak asagidaki gibi tanimlanmaistir:
Hz)=minfn=>1: Y, x >2},z>0

Amacimiz z — oo iken Sy, )4+ smir fonksiyonelinin beklenen deger ve varyansi igin
asimptotik agilim elde etmektir. Bunun i¢in Khaniyev T.A.,”in (2005) makalesindeki

yontemden yararlanacagiz. Bu amagla agagidaki fonksiyonu dahil edelim:

Y(s, k) = j e ZE(e ®No@+1)dz, s> 0,k=0 (2.77)
z=0

Ayrica, p(a) = E (e""‘)(Ir ) ; a = 0 fonksiyonunu da tanimlayalim.

Yardimar Teorem 2.7.1: y{ rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonunun iki kath
dontistimi ifade eden W(s, k) i¢in asagidaki esitlik saglaniyor (Khaniyev, T.A.,
(2005)):

o(k) — (s + k)
s(l —p(s+ k))
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Ispat: (2.77) esitligi ile tanimlanmis W(s, k) fonksiyonunun hesaplamadan &nce

beklenen deger tanimindan yararlanarak E (e “ESNo@+1 ) ’1 asagidaki gibi hesaplayalim:

E(e—k5N0(2)+1) =F (e_ks;rl(z)) = f ek dP{SH(Z) = x}
x=0

H(z)

:f e % P{S} ) € dx} = f ek p Z)a € dx
x=0

1) o n
[“enS el 3 cas
x=0 i=1

n=1

=JO=O —kxij P{St_, €ds; xF €d(x —s)}

n=1-5= 0

8

= e hx jz Z P{S}_, € ds}P{y; € d(x — s)}
S=On=

[y

= fooz LO i P{S} € ds} P{y{ € d(x —s)}

=0

= foo e kx fz dU,(s) P{x} € d(x — )}
x=z s=0

o)

o [ du,(©f 3 e - )i

I
—
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B EodU+ () f;e_kx fr G = $)dx

z (o)
= J. e‘kstJ,(s)f e KO=S) f 4 (x — s)dx
s=0 xX=z

Ozetle, E (e_ks N 0(2)“) icin agagidaki esitligi elde etmis oluyoruz:

z [00]
E(e™*No@+1) = f e *dU,(s) f e O f 4+ (x — s)dx
s=0 X=z

Burada U, (s) fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanmustir:

U+(s)E§:P{S;£s}=§:P{n )({rSs}
n=0 n 1

(2.78)

(2.78) esitligini (2.77) esitliginde yerine yazdigimizda asagidaki esitligi elde ederiz:

o

W(s, k) = f e-5% E(e~KSwo) dz

z=0

z
s=0

= je‘szj e‘kstJ,(s)J e‘k(x‘s)f)(;(x—s)dxdz
220 X=Z

Kolaylik agisindan asagidaki fonksiyonlari dahil edelim:

R,(2) = JO_O e f +(x)dx; Ry{ds} = e™dU,(s)

Bu takdirde, (2.79) esitligi asagidaki gibi yazilabilir:

Y(s k)= f e % fz R,(z —s)R,{ds}dz
220 s=0

o)

- [ e (@« R@) dz = R©R)

z=0
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Burada R; (s) fonksiyonu R, (z) fonksiyonunun Laplace déniisiimii, R;(s) ise R,(z)

fonksiyonunun Laplace-Stiltijes doniisimiidiir. Simdi de R;(s) fonksiyonunu

hesaplayalim:

(0]

e S?R,(z)dz = fe‘szf e‘kxfxif(x)dxdz
X

=Z

R =

z=0
z=0

= J. e_szf e kx f oy ()dxdz = f e kx fxf(x)dxf e 5% dz
x=0 z=0 x=0 z=0

17 17°
= ;.I- e M fr(x)dx — ;j- e~ (KX £+ (x)dx (2.81)
X

¢ (a) fonksiyonunun tanimindan yararlanarak (2.81) esitligi asagidaki gibi yazilabilir:

i 1 1r”
Ri(s) = gf Oe—kx f)(f (x)dx — ;] o ) fxf (x)dx
x= X=

=0

_9k) —o(s+k) (2.82)
S

Simdi de R;(s) fonksiyonunu hesaplayalim.

oo o

Ri(s) = f e 5Z-e *2qu, (z) = f e~z 4y, (2) = U (s + k) (2.83)
z=0 z=0
— 1 erN L m—oN 1
Hatirlasak olursak, U,(s) = Rk Ui(s) =sU,(s) = - olur. Burada

U (s) fonksiyonu ile U, (z) fonksiyonunun Laplace déniisiimii, U (s) fonksiyonu ile
ise U,(z) fonksiyonunun Laplace-Stiltijes doniisiimii tanimlanmistir. Bu takdirde,

(2.83) esitligi asagidaki gibi yazilabilir:

1

R3(s) =Ui(s+k)= T=oG+h

(2.84)
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(2.82) ve (2.84) esitliklerini (2.80) esitliginde yerine yazarsak, asagidaki denklem elde

edilir:

p(k) — (s + k)

W(s, k) = Ri(s)R5(s) = s(1— (s +k))

Bununla da Yardime1 Teorem 2.7.1° in ispati tamamlanmis oldu.
Sy (z) siir fonksiyonelinin beklenen deger ve varyansinin kesin seklini elde etmek i¢in

Yardimci Teorem 2.7.1 kendi basina yeterli degildir. Bundan dolay1 asagidaki teoremi

de ispat etmemiz gerekmektedir.

Teorem 2.7.1: y; rasgele degiskenin ikinci momenti mevcut ve sonlu oldugu takdirde

asagidaki esitlikler saglanmaktadir:

a) [, e 2 E(Sip)dz = u UL (s),
b) J,- e E(Sity)dz = 12U (s) + 2 U (U ()L (s),
Burada, u, = E(x15); k = 1; Li(s) = E(xife™s%) dir.
Ayrica U, (2) ile x{ rasgele degiskeninin iirettigi yenileme fonksiyonu tanimlanmistir.

Ispat: Yardimci Teorem 2.7.1°de ispat edilmistir ki,

p(k) — (s + k)

P, k) = 5(1 —p(s+ k))

(2.85)

esitligi saglanmaktadir. Ayrica, E(x;?) < oo ise asagidaki asimptotik acilim

yazilabilir:

a2

p(a) = E(e"“ﬁ) =1—-aE(Q{)+ 7E()(f2) + o(a?)

a?
=1—ap, + > He +o(a?)

Bu takdirde, her s > 0 i¢in k = 0 iken ¢ (s + k) fonksiyonu i¢in asagidaki agilim

dogrudur:
o(s + k) = E(e"6*0xl) = f(e~sxig~kal)
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.
=E| et (1 — ky{ +7)(f2 + 0(k2)>

2
=E (e‘s)(Ir — kyite st 4 %){fze_s)ff + o(kz))

kZ
= E(e‘st) - kE()(fe_st) + 75()@23—5}(1’) + o(k?) (2.86)

@(a) ve L;(s) fonksiyonlarmin tanimindan yararlanarak her s > 0 i¢in k — 0 iken

(2.86) acilimini asagidaki gibi yazabiliriz:

k2
o(s+k) = E(e1) — kE(yie~41) + 7E()(fze‘sﬂ) +o(k?)

2

k
= ¢(s) = kLi(s) + = L3(s) + 0 (k®)

Buradan da asagidaki acilimlar elde edilir. ik olarak ¢ (k) — @(s + k) ifadesi i¢in
acilimi hesaplayalim:

2

k
@) —p(s +h) ==1—=(s) + k(L1(s) — ) —— (La(s) = u2) + o(k?)

Li(s) —pr k% Ly(s) — 2

:(1—(p(5))(1+k ) 1_—()0(5)

Simdi 1 — @ (s + k) ifadesi i¢in asagidaki a¢ilimi yazalim:

2
1—@p(s+k)=1—¢(s)+ kLi(s) — %L’g(s) + o(k?)

B Li(s) k2 Ly(s) )
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(2.87) ve (2.88) acgilimlarini (2.85) formiiliinde yerlerine yazarsak,
(k) — (s + k)
s(l —o(s+ k))

Y(s, k) =

Ly(s)—py

_ Li)=p1 _ k2 2
(1 (p(s)) <1+k o) 210G +o(k )>

s(1-9() (”k SR e +o(k2>>

1-p(s) 2 1-9(s)

Li(9)-pu1 E RACOET 2
1R T e PO

s Lis) k2 L3(8) 2
L4tk S =7 T T oK)

2
K hk?)

L T 2 19
T s Li(s) k2 L5(s) 2
1+k 1-p(s) 2 1-¢(s) + o(k?)
_ B2
1 ik 1—-k o, + o(k)

=_[1- :
TS O _¥ 5O o
P+ k20% — om0

U2
=11_ wk 1—ko =+ o(k)
S| 17006) 14 k13 (9)U; () = S Ly()U; () + 0(k?)

_1 o mk K
=< 5(1 — go(s)) <1 kal + o(k)>

X (1 —kLi(s)Ui(s) + %L*z (UL (s)+k2LZ(s)U(s) + o(k2)>

1 _ ~ k?
=<~ kp Uy (s) + k*pu Ly (U, (s)UL(s) + 7#2U+(s) +o(k?)

2

1 — k — —
=~ — ki T5(9) + 5 [105(9) + 2 L ()T, U5 ()] + 0(k?)

Ozetle, k — 0 iken W(s, k) fonksiyonu icin asagidaki asimptotik acilim elde edilir:
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1 —
W(s, k) = S5 kpq Uy (s)

2
[T ) + 2L (T (U3 (9)] + 0(k?) (289)

Diger taraftan (2.77) esitligini kullanarak s > 0 ve k — 0 iken W(s, k) i¢in asagidaki

acilimi da yazabiliriz:

o)

Y(s, k) = f e~SZE (e‘k513<z>) dz

z=0

= j e S°E (1 - kSI-_lI-(Z) +7SI-|I-(ZZ) + O(k2)> dz
z=0

o9} kZ
= f e=s? <1 — kE(Sfep) + 75(55@)) dz + o(k?)
z=0

oo

co kz (o)
= [edz-k| e E(Si)dz + | e B(5jE)dz + 0(k?)
zZ= zZ=

z=0

1 00 k2 00
:E—kf e‘SZE(S,}’(Z))dz+7f e S?E(SiE,)dz + o(k?)
z= z=0

Sonug olarak, s > 0 ve k — 0 iken W (s, k) i¢in asagidaki agilim da dogrudur:

oo

1 k2 [
Wis k) =~—k f e S?E(Spp)dz + - f e 2 E(Sity)dz +o(k?)  (2.90)
z=0

z=0

(2.89) ve (2.90) agilimlarin1 karsilagtirdigimizda, asagidaki esitlikleri elde etmis

oluyoruz:

J e E(Sfz)dz = mUs(s)
z=0

[ e B(sity)dz = 1l (5) + 20T U I1A)
z=0
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Bununla da Teorem 2.7.1 ispatlanmis oldu.

S ,}“(Z) siir fonksiyonelinin beklenen deger ve varyansinin kesin seklini elde etmeden

once asagidaki Onermeyi ispatlayalim. Bunun igin &ncelikle asagidaki fonksiyonu

tanimlayalim:

Z

L.(z) = f sdF,(s)
0

Ayrica Teorem 2.7.1°de L7 (s) fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanmustir:
Li(s) = E()(fe_s)(f)

Onerme 2.7.1: Varsayalim ki, fzozoe‘” dL,(z) integrali mevcut ve sonludur. Bu

takdirde L, (z) fonksiyonunun Laplace- Stiltijes doniisiimiinii olan Lj (A1) fonksiyonu
asagidaki sekilde ifade edilir (Khaniyev, T.A., (2005)):

Ly(D) = E(xfe )

Ispat: L} (1) fonksiyonunun tanimindan yararlanarak asagidaki esitlik yazilabilir:

[o9] o

L (D) Ef e 2 dL,(2) =f e (zdF,(2))
z=0 z=0
= f i (ze=**) dF,(z) (2.91)
z=0

Beklenen degerin tanimini kullanarak (2.91) esitligini

L) = j ) (ze %) dF,(z) = E(x{e 1)
z=0

seklinde yazabiliriz. Boylelikle, Onerme 2.7.1’in ispat1 tamamlanmis oldu.
Simdi de Teorem 2.7.1 ve Onerme 2.7.1°den yararlanarak E (S5 ,)) ve Var(Sj,)) i¢in

kesin formiiller elde edebiliriz.
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Teorem 2.7.2: Teorem 2.7.1’in sartlari saglandig1 takdirde E (S, )ve Var(Sg ) ‘in

kesin formiilleri asagidaki sekildedir:
a) E(Sip) = 1Us(2)
2
b) Var(Si,)) = #Us(2) = uf(U4(2))" + 211U, (2) * Uy (2) * Ly (2)
Burada p, = E(x{%); k = 1; L1(2) = foz sdF, (s) dur.

Ispat: Teorem 2.7.1°de E(x7?) < o oldugu takdirde

f e S?E(Sfp)dz = py UL (s) (2.92)
z=0

| e B(sity)dz = T3 (o) + 2T UL (2:93)
z=0

esitliklerinin saglandig1 ispat edilmistir. Onerme 2.7.1°de de L, (z) fonksiyonun
Laplace-Stiltijes  dontisimtnin L (1) = E ()(f e~ At ) seklinde oldugu ispat
gosterilmistir. Bu durumda (2.92) ve (2.93) esitliklerine ters Laplace doniisiimiinii

uyguladigimizda

E(Siw) = mU.(2)
E(S;(Zz)) = wUy(2) + 211U, (2) * Uy (2) * Ly (2)
esitliklerini elde ederiz. Ayrica, varyansin tanimindan yararlanarak S ;(Z) sinir fonksiy-

onelinin varyansi i¢in de
2
Var(Si) = E(Sity) — (E(Sie))

= U (2) = 13 (U4 (D) + 21U, (2) * U, (2) * Ly (2)
esitligi elde edilir. Boylece, Teorem 2.7.2’nin ispati tamamlanmis oldu.
Teorem 2.7.2°de X(t) siireci igin Sy ()41 =S ;;(z) sinir fonksiyonelinin beklenen
deger ve varyansinin kesin sekli elde edildi. Fakat uygulamada, inceledigimiz X (t) sii-

regi igin S;(z) sinir fonksiyonelinin beklenen deger ve varyansinin asimptotik
acilimlar1 da oldukca Onem tasimaktadir. Bu sebepten simdi de E (S:,'(Z)) ve

Var(S ;(z)) icin asimptotik acilimlar1 hesaplayalim.
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Teorem 2.7.3: E(x7*) < o oldugu takdirde z — oo iken Sy, simr fonksiyonelinin

beklenen degeri i¢in agsagidaki ikiterimli asimptotik agilim dogrudur:
H2 1

Ispat: Wald 6zdesligini kullanarak asagidaki denklem yazilabilir (Feller (1971)):

H(2)

E(Si) =E z x| = E(H@)EG) (2.94)

i=1
Burada H(z) siireci {y,5} dizisinin olusturdugu bir Yenileme siirecidir ve E (H (Z))

icin agagidaki asimptotik agilim bilinmektedir (Feller (1971)):

E(H()) =— 2”:2 +0 (2) (2.95)

(2.95) agilimini (2.94) denkleminde yerine yazarsak, E (S ;;(Z)) icin agagidaki ikiterimli

asimptotik acilimi elde ederiz:

1
E(Sqw) =EH@)EGT) = m (u + 2#72 to (Z)>

H2 1
= Z+2_.U1+ 0(2) (2.96)

Burada u; = E(x{*); k = 1°dir. Bununla da teorem ispat olundu.
Simdi de Var(S ,j(z)) i¢cin asimptotik acilim elde etmeye calisalim. Varyansin tanimina

gore asagidaki denklem yazilabilir:

Var (i) = E(Sig)) — (E(Sy (z))) (2.97)

(2.97) denklemi g6z oniinde bulundurdugunda, Var(S;(Z)),in asimptotik agilimini
elde etmek i¢in ilk olarak E (S (Z)) icin asimptotik agilimin hesaplanmasi gerektigi

goriilmektedir. Bu sebepten ilk olarak E(S ;,'(Z)) i¢in asimptotik acilim elde edelim.
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Teorem 2.7.4: E(x{3) < oo oldugu takdirde z — oo iken E(Sjf,)) icin asagidaki

asimptotik acilim dogrudur:

Uz Us

E(S}2)) =z +—z+—+0(1)
( H(z)) U 3u,
Burada y, = E()(l k) k = 1’drr.
Ispat: Teorem 2.7.1°de
[ e B(sity )z = 13 (5) + 20T U I1A ) (2.93)
oldugunu ispat etmistik.
Burada U, (s) = —(S)) ;UL(s) = ; Li(s) = E(xie le) dir.

Ayrica U, (s) = +TS oldugu bilinmektedir. Bu formiilii (2.93) formiiliiniin ikinci

teriminde yerine yazarsak,
-5z +2 i 2 *2 *
e™S?E(Spty)dz = Ui () + ShUs ()L;(s) (2.98)

esitligini elde ederiz. Amacimiz (2.98) formiiliinden yararlanarak E (S;,'(ZZ)) icin

asimptotik acilim elde etmektir. Bu amagcla ilk olarak s — 0 iken U3;2(s)fonksiyonu

icin asimptotik a¢ilim elde etmeye gallsacaglz. Yukarida da belirttigimiz gibi U (s) =

‘dir. Bu durumda U3}%(s) = ——— olacaktir. Oncelikle s > 0 oldugunda

1-¢(s)

(<p)

¢ (s) fonksiyonunun s — 0 iken Mclauren agilimini yazalim:

3

s2 s
p(s) =E(e~x) = E (1 —sx7 + 7)(1“ — g}ﬁ” +0(s%)

52 s3
=1-sE(x{) +7E(Xf2) —ZE(Xf3) +0(s*)

52 s3

=1-su, +7l«l2 _zlis +0(s*)
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Bu takdirde

Uz U3
1—@(s)=s (1—s—+sz—+o(sz)> 2.99
% H1 21 611, ( )

olur. (2.99) agilimini kareye yiikselttigimizde asagidaki agilimi elde ediyoruz:

(1- ()’
Y U SN P AN
= s2u? <1 SH1 + 13 (3 (ﬂ1) + 4#1) + o(sz)> (2.100)

U (s) fonksiyonunun tanimindan ve (2.100) agilimindan yararlanarak gostermek

mimkiindiir ki,

*2 1
U(s) = ———
(1—g(s))
r 1
2,21 — g2 4 52 (3 (R2)’ &) 2
s2uy (1 s“1+12(3 (“1) +4“1 + o(s )>
1 H2 SZ( 2\ ll3>
= 1+s—+— 9(—) —4—]+0(s?) 2.101
SZ#%( po 12 H1 H1 ( )

olur. Ayrica, Li(s) fonksiyonunun tanimini kullanarak s — oo iken gostermek

miimkiindiir ki,

Li(s) = E()(fe‘SXf)

s s3
=E| x{ 1—Sxf+7xf2—gxf3+0(s3)

2
= EGD) = sEGE) + 5 EG) + 0(s?)
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—+ o(sz)> (2.102)

acilimi dogrudur. (2.101) ve (2.102) ag¢ilimlarindan yararlanarak

1
—|1+s &+—<9 (&) 4'u3>+0(52)
STH1 w12 H1 H1

X (1 - s&+ 52— ac + o(sz)>
P 21

U (s)Li(s) =

_ 1 U3 2
= (1 5 <2H_1 -3 <M1) ) + o(sz)> (2.103)

ac1limin1 elde etmis oluyoruz. Aym zamanda U, (s) fonksiyonunun tanimini ve (2.99)

actlimini kullanarak s — 0 iken U, (s) fonksiyonu igin
1

5(1 — (p(s))

1 H2 < U3 ( M2 ) )
= 1+s—=—s?(—-— + 0(s?) 2.104
S%( th 6uy  \2uy ( )

acilimi elde edilir. (2.103) ve (2.104) agilimlari (2.98) esitliginde yerine yazildiginda

Ui(s) =

fzoo e E (s H(Z))dz integrali i¢in asagidaki agilim elde edilir:

H2 H2 M3 2 )2
e SZE(S$2))dz = — 1+s——sz<——(—> >+0(sz)
Z-_’;) ( H(Z)) ﬂ152< Ha 61 214

2 s?(_us 122 2
+S—3<1 +E<2Z_ 3<E> >+ o(s )) (2.105)

(2.105) agilimina Tauber-Abelian teoremini uygulamakla, s — 0 iken E(S}¢,) i¢in

asagidaki ikiterimli asimptotik sonugu elde etmek miimkiindiir (Feller (1971)):

57



we
E(Sity) =2 +u_2 +3—:1+ o(1) (2.106)

Bununla da Teorem 2.7.4 ispatlanmis oldu.

Teorem 2.7.5: 3 = E(x{3) < +0 kosulu saglandig takdirde z — oo iken S;;(Z) siir

fonksiyonelinin varyansi i¢in agagidaki agilim dogrudur:

U3 H2 \?
Var(Sie) = 3 (Z—M) +o(D)

Ispat: Onceden de belirttigimiz gibi varyansin tanimma gére asagidaki esitlik

yazilabilir:

2

Var(Siw) = E(Sit) = (E(Siw)) (2.97)
Teorem 2.7.4° de E (S ;(ZZ))ig:in asimptotik a¢ilim elde etmistik. Ayrica,Teorem
274°de E (S ;(z)) icin agagidaki sonugun dogru oldugu ispatlanmstir:

M2 1
E(St = — (—) 2.9
(Sh) Z+2#1+0 Z (2.96)

2
(2.96) agilim1 kareye yiikseldiginde (E (S ;,'(Z))> icin asagidaki asimptotik sonug elde

edilir:

Uz

(E(S (Z))) =22 + Z z+ (271)2 +o0(1) (2.106)

(2.105) ve (2.106) acilimlarimi (2.97)’de yerine yazdigimizda S;;(Z) sinir

fonksiyonelinin varyansi i¢in asagidaki agilimi elde ederiz.

H3 H2 \*
+
Var(SH(Z)) = 3—“1 - (2—'[11) + 0(1)

Bununla da Teorem 2.7.5 ispat olundu.
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2.8. SN)+1 Sinir Fonksiyonelinin Beklenen Deger ve Varyansi

Bu boliimde Sy ()41 smir fonksiyonelinin beklenen degeri ve varyansi igin asimptotik
sonuglar elde etmeye calisacagiz. Fakat Sy(;)4; smir fonksiyonelinin beklenen
degerini hesaplamadan Once asagidaki Onermeleri ispat etmemiz gerekmektedir.

Asagidaki notasyonlar1 tanimlayalim:
By(2) = E(SNO(z)+1)F By(2) = By(2) —z

Onerme 2.8.1: Varsayalim ki, E(x;%) < oo kosulu saglanmaktadir. Bu takdirde z —

oo iken

z
. . u
lim [ BoCz =) do. () = 2=

u=0

esitligi dogrudur. Burada @ (t) asagidaki sekilde tanimlanmustir:
0= o0()=r(=]
[ - 0 c — 8;0 ~c

Ispat: Q(z) = By(2) * P.(2) = fuz= o By(z — u) d®.(u) notasyonunu tanimlayalim.

Bilindigi iizere § (1) fonksiyonu ile Q(z) fonksiyonunun, B, (1) fonksiyonu ile B, (z)
fonksiyonunun Laplace dontsiimii, ®7(A) fonksiyonu ile ise ®.(z) fonksiyonunun

Laplace Stiltijes dontisiimiinii tanimlanmistir, yani

o o

o) = fe_AZQ(Z)dZ; By(D) = fe"lzﬁo(z)dz

-0 -0

[ee]

dr() = j e 2 dd.(2)

-0

esitlikleri dogrudur. Tauber- Abel teoremine gére
lim Q(2) = lim AQ (1) (2.107)

yazilabilir. Ayrica, Q (1) fonksiyonu icin asagidaki esitligi yazabiliriz:
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0 = B @) (2.108)
(2.108) esitligi (2.107) esitliginde yerine yazildiginda asagidaki esitlik elde edilir:
lim Q(2) = lim A0 (1) = lim A B, lim @ (1) (2.109)
Ayrica, @ (4) icin asagidaki esitlik dogrudur:
®i(1) = 1D, (1) (2.110)
(2.110) esitligini (2.109) esitliginde yerine yazdigimizda
lim Q(z) = lim By(2) lim d.(2) (2.111)
esitligini elde ederiz. Ayrica, gostermek miimkiindiir ki,
H2

limBy(2) =5 -

olur. ®.(z) bir dagilim fonksiyonu olduguna gore lim ®.(z) = 1’dir. Bu takdirde,
Z—00

(2.111) denklemi asagidaki gibi yazilabilir:

Fo

Jim Q@) = lim Bo() lim @) =5 -1 =9,

Bununla da Onerme 2.8.1 ispatlanmis oldu.

Onerme 2.8.2: E(£2) < +oo sart1 saglandig takdirde

f (1 - CDC(u)) du 2 cE(&y)
=0

u

dogrudur. Burada ®.(t) = @, (E) P (EO < E)’dlr.
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Ispat: fi: 0(1 — @, (w)) du integralini asagidaki gibi yazabiliriz:

f (1-@.(u))du
=0

u

= f(1 — & (W) du — f(l — @ (u)) du (2.112)

u

Kolaylik agisindan A(z) = fuoiz(l - dbc(u)) du fonksiyonunu tanimlayalim ve ilk
olarak z — oo iken A(z) fonksiyonunu inceleyelim. Bilindigi tizere fzoz 0A(Z) dz < oo

ise A(z) — 0 olur. Bunun i¢in fzof r A(z) dz integralini asagidaki gibi hesaplayalim:
Z—00 =

foo A(z)dz = fm fm (1-®.(w))dudz
z=0 z

= =0Yu=z

_d j:oo Lio(l — ®.(w)) dudz LO:O(1 ~ ® (w))du j:()dz

E($3)
2

= foo u(l — CI)C(u))du =
u=0

Onermenin sartina gore E(£3) < +oo’dir. Bu takdirde fzoz yA(z)dz < o olur.
Yukarida da belirttigimiz gibi fzofOA(z) dz < o ise A(z) — 0 olur. Bu durumda
= Z—

(2.112)’den yola ¢ikarak asagidaki esitlik yazilabilir:

Z—00

lim J (1 -, (w)du = cE(&)
u=0

Bununla da Onerme 2.8.2 ispatlanmis oldu.

Simdi de Sy(,)+1 Sinir Fonksiyonelinin beklenen degerini hesaplayalim.
Teorem 2.8.1: Varsayalim ki, asagidaki kosullar saglanmigtir:

) m=EQT?) < 4o
i) E(&) < +oo;
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Bu takdirde z — oo iken Sy ()44 smir fonksiyonelinin beklenen degeri i¢in asagidaki

asimptotik acilim yazilabilir:

Uz

E(SN(Z)+1) =zZ+ 2_‘[11 —cE(&) +0(1)

Ispat: Kolaylik agisindan asagidaki notasyonu tanimlayalim:

Bi(2) = E(SN(Z)+1)

Kaydirma isleminin yardimiyla B, (z) i¢in asagidaki denklemi yazabiliriz:

By (2) = E(Sn(y+1) = j E(Sno(z-cs)+1) dPo(s)

s=0
c z b,
= | By(z — cs) ddy(s) = f Bo(z — w) dd, (E) (2.113)
s=0 u=0

Burada®,(t) = P(&, < t)’dir. & (u) = D, (g) notasyonunu tanimlayalim. Bu
durumda (2.113) esitligi

zZ

B = [ By -wdocw 2114)

u=0

seklinde yazilabilir. B;(z) i¢in asimptotik sonu¢ elde etmek amaciyla (2.114)
denkleminin her iki tarafindan z’ i ¢ikartalim:

zZ

B -2= [ Bz-0)do - (2.115)

u=0

Kisaltmak i¢in B;(z) = B;(z) — z notasyonunu tamimlayalim. Ayrica integralalt:

ifadede de esitligin sol tarafindakine benzer bir ifade elde etmek igin (2.115)
denkleminin sag tarafina sz O(Z —u) dd.(u) integralini ilave edip ve ¢ikartalim. Bu

durumda B, (2) fonksiyonu
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z z V4

B,(2) = ff?o(z—u)dcbc(u)+ f(z—u)dcbc(u)— fdu
u=0 u=0

u=0

seklinde olur. fj= o(Z —u) d® (w)integraline kismi integrasyon uyguladiktan sonra

B, () fonksiyonu

B@ = [ BG-wdew- [(1-om)d  (2116)

seklinde yazilabilir. Onerme 2.8.1°de z — oo iken

f By(z—u) ddc(u) - 2 (2.117)
u=0

—0 2y

oldugu ispat edilmistir. Ayrica, Onerme 2.8.2’de z — oo iken
Z
f (1 - o) du — cE(&) (2.118)
u=0

oldugu gosterilmigtir. (2.117), (2.118) acilimlart (2.116) agiliminda yerine

yazildiginda z — oo iken B; (2) i¢in asagidaki asimptotik sonug elde edilir:

B,(2) = By(z) — z = 2“72— CE (&) + 0(1)

1
Buradan da

By(2) = E(Sniays1) =2 + 2“7 — CE(&,) + o(1)

asimptotik sonucu elde edilir. Burada &, rasgele degiskeni &, (n = 1) rasgele
degiskenleri ile ayn1 dagilima sahiptir ve C pozitif bir katsayidir. Bununla da Teorem
ispatlanmis olur.

Simdi de amacimiz Sy ;)41 smir fonksiyonelinin varyans i¢in asimptotik sonug elde

etmektir. [lk olarak asagidaki notasyonlari tanimlayalim:
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A _ Uz
p(2) = E(Sny+1) — 2 — 20,

= _ Us Uz \?
p(z) = Var(Sn,z)+1) — . 2
1 1

Teorem 2.8.2: Varsayalim ki, asagidaki kosullanmis saglanmaistir:
) EQ®) <o
i) E(§3) <o
Bu takdirde z — oo iken Var(S N(Z)+1) siir fonksiyonelinin varyansi i¢in asagidaki

asimptotik acilim dogrudur:

M3 1z \?
Var(S =—— | 2y 1
ar(Suos) = 3= (5=) + €VarGo) + o)
Burada c pozitif bir katsayidir.
Ispat: Varyansin tanimia gore
5 2
Var(Sueia) = E(Siaen) = (EGSne)) (2.119)

esitligi yazilabilir. Kaydirma isleminin yardimiyla Sy(;)4; smir fonksiyonelini

asagidaki gibi gosterebiliriz:
Sn@+1 = L, <2{Sny(a-cgor+1) (2.120)

(2.120) esitliginin her iki tarafi kareye yiikseltilip beklenen degerini yazdigimizda

E(Skn+1) = E {Ifosg{sl%/o(z—cfoﬂl}}

esitligini elde edilir. Varyansin tanimindan yararlanarak E (S 1%,(2)) ifadesini

E(SI%/(Z)+1) =E {Ifosg{sﬁfo(z—cfo)+1}}
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2
=E {’sosg (V“T(5N0<z—cfo>+1) + (E(Swyte-ctnrs1)) )} (2.121)

seklinde yazabiliriz. Teorem 2.7.5 de ispat edilmistir ki,

Us Uz \?
Var(Swyen) = 3 = (3) +o(1) (2122)

actlimi dogrudur. p(z) fonksiyonunun tanimina gore Sy, (z)+1 simr fonksiyonelinin

varyansi i¢in asagidaki esitligi yazabiliriz:

U
Var(Syyz+1) = 3—:1 > (

Uz

2 =
2—#1) +p(2)

Bu durumda

Var(Sny(z-cgo+1) = Var(Sny(z+1)

=ﬁ—<£)2+ﬁ(z—cf) 2.123
3y \2uy . (2.123)
olur. Ayrica, Teorem 2.7.3 de
Uz 1
E(Snyz+1) = 2 + o +o0 (E) (2.96)

oldugu ispat edilmistir. p(z) fonksiyonunun tanimindan yararlanarak (2.96) agilimini

asagidaki gibi de gosterebiliriz:

Uz N
E(SNO(Z)+1) =z+ o + p(2)
251

Bu takdirde

U2 n
E(Sny(z-cgp)+1) = (2 — ¢&o) + o TP =) (2.124)
H1

esitligi elde edilir. (2.124) esitliginin her iki tarafi kareye yiikselttiginde asagidaki

esitlik elde edilir:
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2 U
(E(SNo(z—cfoHl)) =z +z (M_Z - 2C€0>

1

Uy 2% z Uz \
+ <c2<§§ - Zcfo + (ﬂ) > +2 <(z —cé&y) + 2_ll1> p(z — c&p)

1

. 2
+(p(z - ¢&)) (2.125)
(2.123) ve (2.125) esitliklerini (2.121) esitliginde yerine yazip sadelestirdigimizde
2 2 [2%)
E(SN(Z)+1) =z"+z <,u_ - 2CE(€0)>
1
Ua U3 =
+(ECED) - 2B @) +32) + B {1, 5 - c60)
i T { f0st P ° }

+2E {IEOSE(Z —c&)p(z — Cfo)} v %E {15055 p(z — Cfo)}

+E {Igosg(ﬁ(z r Cfo))z} (2.126)

esitligini elde ediyoruz. Gostermek miimkiindiir ki,
E{lg,e Pz~ c8o)} = 0,E {I¢ 2 P(z ~ &)} = 0
A 2 o
E {1, (92— c60))"} = 0. {1 (2 = c6)p(z = c6)} = 0

olur. Bu takdirde (2.126) esitliginden yararlanarak, z — oo iken E(S§(,)4;) i¢in

asagidaki asimptotik sonug elde edilir:

u
E(Siys1) =22+ z <,u_2 - ZCE(€O)>
1

+ (czE( &6) — %CE(EO) + 3”—;> +0(1) (2.127)
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2
Simdi de (E(SN(Z)+1)) ifadesini hesaplayalim. Teorem 2.8.1’de z — oo iken

Sn(z)+1 siir fonksiyonelinin beklenen degeri i¢in asagidaki asimptotik agilim elde
edilmistir:

U
E(Sny+1) =z + ﬁ —cE(§) +0o(1)
1

Onerme 2.3.2 ile benzer sekilde gostermek miimkiindiir ki,

1
E(Sny+1) =z + 2“—:1 —cE(§) +o (;) (2.128)

olur. (2.128) agiliminin her iki tarafi kareye yiikseltildiginde

(E(SN(Z)+1))2 =z'+z (% - 20E(§0))

1

y ((2“_;) — %cg(go) - CZ(E(EO))2> +o(1) (2.129)

acilmi elde edilir. (2.127) ve (2.129) acilimlart (2.119) esitliginde yerlerine
yazildiginda Var (S N(Z)+1) icin asagidaki asimptotik sonug elde edilir:

2
Var(Sn+1) = E(Sn+1) — (E(SN(Z)+1))

_ Us ( U2
314

2_.111)2 + c?Var(&y) + o(1)

Bununla da Teorem 2.8.2. ispatlanmis oldu.

Simdi de amacimiz X (t) siirecinin Xy ()41 Sinir fonksiyonelinin incelenmektir.

2.9. Xy (z)+1S1mir Fonksiyonelinin Beklenen Deger ve Varyansi

Bu boliimde amacimiz Xy, )4+ sinir fonksiyonelinin beklenen deger ve varyansi igin
asimptotik sonuglar elde etmektir. Bu amagla ilk olarak Xy (,)4+4 sinir fonksiyonelinin
beklenen degerini inceleyelim. Oncelikle X No(z)+1 Smir fonksiyonelini matematiksel

olarak tanimlayalim.
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X(t) siirecinin tammina esasen Xy ;)41 smir fonksiyonelini matematiksel olarak

asagidaki gibi yazabiliriz:

Xno@+1 = Z = Sny@)+1 (2.130)

Teorem 2.9.1 {y; } rasgele degisken dizisi E (y;?) < oo kosulunu saglandig takdirde
z — o iken Xy, ;)41 smir fonksiyonelinin beklenen degeri i¢in asagidaki asimptotik

sonug¢ dogrudur:

M2 1
E(Xny@+1) = o O (;)

Burada w; = E(x{%),k = 1,2’ dir.
Ispat: (2.130) esitliginden yola ¢ikilarak X No(z)+1 Sinir fonksiyonelinin beklenen

degeri i¢in

E(Xno2)+1) = E(2 = Sno)+1) = E(2) = E(Swy(2)+1)

=z — E(Sny)+1) (2.131)

esitligi yazilabilir. Teorem 2.7.3’de E(x{?) < o oldugu takdirde z — oo iken

E(SN()(Z)+1) lgln

Uz 1
E(Sno)+1) =2 + 20 +o (;) (2.96)

aciliminin dogru oldugu ispat edilmistir. (2.96) acilimini (2.131) esitliginde yerine

yazarsak

acilimini elde ederiz. Bununla da Teorem 2.9.1 ispatlanmis oldu.

Simdi de Xy, (5)+1 sinir fonksiyonelinin varyansini inceleyelim.
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Teorem 2.9.2: E(x7>) < o kosulu saglandig1 takdirde z — oo iken Xy ;)41 smir
fonksiyonelinin varyansi i¢in agagidaki asimptotik sonu¢ dogrudur:
U3 ( M2

2
Var(XNO(Z)+1) = 3_111 - 2_/11) + 0(1)

Ispat: (2.130) esitliginden yararlanarak X No(z)+1 Stnir fonksiyonelinin varyansi igin

asagidaki esitlik yazilabilir:
Var(Xy,:+1) = Var(z = Sny+1) = Var(Syy+1)

Teorem 2.7.5°de E(x{3) < o kosulu saglandig takdirde z — oo iken SNo(z)+1 SIIr

fonksiyonelinin varyansi i¢in agsagidaki asimptotik acilim elde edilmistir:

U3 0%
Var(Sueren) = 3 - (2—#1) +0(1)

Bu durumda Xy, (,)+1 smir fonksiyonelinin varyanst i¢in asagidaki asimptotik sonug

dogrudur:

M3 2 \?
VaT(XNo(z)+1) = Var(SNo(Z)+1) = g - (2—‘[11) + 0(1)
1

Bununla da Teorem 2.9.2’nin ispat1 tamamlanmis olur.
Simdi de X(t) siirecinin en Onemli smir fonksiyoneli olan Xyc); smir

fonksiyonelinin beklenen deger ve varyansini inceleyelim.

2.10. Xn@)+1 Simir Fonksiyonelinin Beklenen Deger ve Varyansi

Teorem 2.10.1: {y;' } rasgele degisken dizisi ve &,rasgele degiskeni asagidaki

kosullar1 saglasin:

i) E(xi?) < oo

i)  E(S) <o
Bu takdirde z — oo iken Xy ;)41 smir fonksiyonelinin beklenen degeri i¢in asagidaki

asimptotik sonu¢ dogrudur:
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1
E(XN(Z)+1) =- <2M_”21 + CE(fo)) +o (E)

Ispat: X N(z)+1 sinir fonksiyonelini matematiksel olarak asagidaki gibi yazabiliriz:

Xn@)+1 = Z — o — Sny(2)+1 (2.132)

(2.132) esitligin kullanarak Xy ;)41 siir fonksiyonelinin beklenen degerini asagidaki

gibi yazabiliriz:
E(XN(Z)+1) =z—cE() - E(SNO(Z)+1) (2.133)

(2.96) acilimim (2.133) esitliginde yerine yazdigimizda E (X N(Z)+1) icin

1
E(Xnye) = - (2“—; v cE(fo)) +o(-)

asimptotik sonucunu elde etmis oluyoruz. Boylece Teorem 2.10.1 ispat1 tamamlanmis
oldu.

Teorem 2.10.2: Asagidaki kosullar saglansin:
) E(®) <o,
i) E(§5) <o
Bu durumda z — o iken Xy(,4+; smir fonksiyonelinin varyans: igin asagidaki

asimptotik sonu¢ dogrudur:

I H2 \?
Var(XN(Z)+1) = 3—:1 — (2—:1> + c?Var(&y) + o(1)

Ispat: X N(z)+1 smir fonksiyonelini matematiksel tanimindan yola c¢ikilarak

Var(X N(Z)+1) icin agagidaki esitlik yazilabilir:

Var(Xn+1) = c?Var(§o) + Var(Syy+1) (2.134)
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Sno(z)+1 sinir fonksiyonelinin varyansi igin elde ettigimiz agilimi (2.134) esitliginde
yerine yazalim. Bu durumda Xy ;)44 smur fonksiyonelinin varyansi i¢in asagidaki
asimptotik sonug elde edilir:

Hs ( Ko

2
Var(Xyme1) = 3 2_u1> + c2Var(é&,) + o(1)

Bununla da Teorem 2.10.2’nin ispati tamamlanmis oldu.

2.11. Ty, (z) Sumr Fonksiyonelinin Beklenen Degeri

Bu bélimde amacimiz X(t) siireci igin énemli sinir fonksiyonellerinden biri olan
Ty, (z) smir fonksiyonelinin beklenen degerini incelemektir. Ty, (,) sinir fonksiyoneli

matematiksel olarak asagidaki gibi tanimlanmistir:

No(2)
Tho) = Z U;

i=1

Burada U; = n; + &;’dir. Ayrica, My(z) = E (TNO(Z)) notasyonunu tanimlayalim.
Vz < 0igin My(z) = 0’dur. Ty, 5 sinur fonksiyonelinin beklenen degerinin kesin sekli

icin agagidaki teoremi ispat edelim.
Teorem 2.11.1: Asagidaki kosullar saglanmig olsun:

) E() <o
i) E(§1) <o
Bu durumda Ty, smir fonksiyonelinin beklenen degerini igin asagidaki integral

denklem saglanmaktadir:

o)

Mo = B + | fuglz =) (Mo(®) » Fog(0)) v
=0

v

Ispat: Kaydirma isleminin yardimryla Ty, () smir fonksiyonelinin beklenen degerini

icin asagidaki integrel denklem yazilabilir:

My(z) = j f f [My(z + x — ct) + s + t] P{n, € ds; &, € dt; {; € dx}
s=0Yt=0Yx=0

:foo foo foo [Mo(z + x — ct) + s + t] dF,(s)dF: (t)dF; (x)
s=0Yt=0Yx=0
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= f°° J.OO f°° My (z + x — ct) dE,(s)dFe (t)dF; (x)
s=0Yt=0Yx=0
+ f B J; B fx SRR OARE + f ) ft ) fx LR ()P (OdR (0
= f dF,(s) f f My(z + x — ct) dF:()dF; (x) + E(n1) + E(&1)
s=0 t=0Yx=0

— E(U,) + foo foo Mo(z + x — ct) dF (£)dFy (x)
t=0vx=0

Ozetle, Ty, (z) smir fonksiyonelinin beklenen degerini igin asagidaki integral

denklemi elde etmis oluyoruz:

[0e]

Mo(2) = E(UY) + f

t=0

f T Mo+ x— ) dF (AR (x)  (2135)
x=0

Z + x — ct = 0 oldugu i¢in (2.135) denklemini asagidaki gibi yazabiliriz:

Mo(z) = E(Uy) + f e Mo(z + x — ct) dF¢(t) | dF;(x) (2.136)
x=0 t=0

Degisim doniislini kullanarak (2.136) denklemini
Mo(z) = E(Uy)

) L:oo LZ::MO(Z +x—y)dF; (%) dF; (x) (2.137)

seklinde ifade edebiliriz. F ¢ (y) = F; (y) notasyonunu tanimlayalim. Bu durumda

c

(2.137) denklemi asagidaki yazilabilir:

Mo(2) = E(Uy) + j j Mo(z +x — y) dFec () | dF; ()
x=0 y=0

= E(U) + f f Mo(v — ) dFoc(y) | dFy (v - 2)
v=z y=0

|

ty
=
=
N
p—4
+

T3

=Z

[ Mo =) k) | 0 - 220
y=0
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—EU)+ | fyw =2 (Mo + Feg () v
v=0
—BWD+ [ il =) (M) + o (0))
v=0
Burada f1;(z) = f¢(—2z)’dir. Sonug olarak Ty, (,) smir fonksiyonelinin beklenen

degerini i¢in asagidaki integral denklemi elde etmis oluyoruz:
M@ =EWD+ [ fieG=0) (M)« Fe @) dv (2.138)
v=0

Bununla da Teorem 2.11.1 ispatlanmis oldu.
Simdi de asagidaki teoremin yardimiyla (2.138) integral denkleminin ¢6ziimiinii

bulmaga calisacagiz.

Teorem 2.11.2: Varsayalim ki, E(n;) < o; E(&;) < o kosullar1 saglanmistir. Bu
durumda (2.138) esitliginin kesin ¢6ziimii asagidaki sekildedir:

Mo@) = EUD+ ) fROFFE)

Ispat: (2.138) integral denklemini

Mo(2) = E(U) + fig(2) * (Mo(v) % Fee (@) (2.139)

seklinde gosterebiliriz. Bu takdirde (2.139) esitliginin Laplace doniisiimii asagidaki
gibi ifade edilebilir:

E(U1)

T =—

+ Ly (f1e(2)) Ly (Mo(v) * Fe ()

E(Uq —
= (l ) +L; (f1((Z)) MO(A)FZE(A) (2.140)

(o8] (°9)

Burada L, (flg(z)) = fzzoe"u fi(2)dz = fzzoe‘)‘z fe(=2z)dz = f;(0) # 0'dir. Bu

durumda (2.140) esitligini asagidaki sekilde yazabiliriz:
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E(U,)
A

My(2) = + fz ()M, (D)F ¢ (1) (2.141)

(2.141) esitligini asagidaki gibi sadelestirelim:

E(U,)

Mo(1) = A1 - (OF )]

_ E(Uy) {1 n (f((O)FZS(/D) + (fz(O)sz(/l))z + }

= E(/Llll) Z:;O 7 (0) (FZE(A))n (2.142)

(2.142) esitligine ters Laplace doniisiimiini uyguladigimizda Ty, smur

fonksiyonelinin beklenen degerini i¢in asagidaki esitligi elde etmis oluyoruz:

Mo(@) = E(Tuygo) = EUD + ) f7OF3() (2143)

Bununla da Teorem 2.11.2’nin ispati tamamlanmis oldu.
Fakat (2.143)’daki serini hesaplamak hi¢ de kolay degildir. Bu yiizden z — oo iken
Tny(z) simur fonksiyonelinin beklenen degerini i¢in asimptotik sonug elde etmeye
calisacagiz.
Teorem 2.11.3: Varsayalim ki,

i) a; = E(v{) < 4o,

i) m =EQ?) < too;

iii) E(nq) < +oo;

iv)  E(§) <+
kosullart saglanmustir. Bu durumda Ty, (,) sinir fonksiyoneli i¢in asagidaki esitlik
saglanmaktadir:

E(T
tim 2{0w) af (Uy)

z

Z—00
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Burada E(U;)) = E(n; + &); a = %’dir.

Ispat: Ty, (z) smir fonksiyoneli matematiksel olarak agagidaki gibi tanimlanmugtir:

Ny(2)
Tho@ = zi_l Ui

Bu takdirde asagidaki esitligi yazabiliriz:

E(TNO(Z)) =E <ZZV:Z)Ui) = E(Ul)E(NO(z)) +C+o0(D) (2.144)

Burada C bir sabittir. Teorem 2.4.1°de z — oo iken Ny(z) sinir fonksiyonelinin
beklenen degeri icin asagidaki iki terimli asimptotik aciliminin dogrulugu ispat

edilmistir:
E(No(2)) = az+ k + o(1) (2.145)

Burada a = %; k= [zl% a, — 1] dir. (2.145) acgilimint (2.144) agiliminda yerine
1

1

yazdigimizda

i=1

No(2)
E(Tyy) = E (Z Ul-> = aE(U)z + C + 0(1) (2.146)
acilimini elde etmis oluyoruz. (2.146)’den yararlanarak z — oo iken

E(T,
lim —( IZO(Z)) = aE(U,)

Z—00

esitligi yazilabilir. Bununla da Teorem 2.11.3 ispatlanmis oldu.
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3. SONUC VE TARTISMA

Calismanin amaci1 zamanla dogrusal eskiyen bir sistemin yenileme politikasinin
stokastik siirecler yontemi ile incelenmesidir. Bu amagla, ¢alismada bagimli bilesenli
bir stokastik siire¢ (X(t)) ele almip incelenmistir. X(t) sirecinin onemli smir
fonksiyonelleri olan Ky(z), No(2), N(2), Snyz)+1, Sn@)+10 XNo2)+10 Xn(z)+1 1N
beklenen deger ve varyansi igin asimptotik sonuglar elde edilmistir. Ny(z) sinir
fonksiyonelinin varyansini hesaplamak i¢in gerekli olan Ky(z) smir fonksiyoneli
tanimlanmis ve bu sinir fonksiyonelinin bekelenen deger ve varyansi i¢in hem kesin,
hem de asimptotik sonuglar elde edilmistir. Bunlara ilaveten, X(t) siirecinin sifirin
altina inmeden bir dnceki zamani ifade eden Ty, (,) sinir fonksiyonelinin de beklenen

degeri i¢in hem kesin, hem de Z'in biiylik degerleri i¢in asimptorik sonuglar elde
edilmistir. Calismada elde edilen 6nemli sonuglardan biri X(t) siireci ile ifade
edilebilen, zamanla dogrusal eskiyen sistemlerin kaynaklarinin sifirin altina inmeden
bir 6nceki ¢evrimi i¢in bakim veya tamir politikasinin 6nerilmesidir. Bu politikanin
temelinde asagidaki diisiince yatmaktadir. Ilk olarak sistemin kaynagini sifirin altina

diisen miktart (E(Xy,(z+1)) belirlenmistir. Daha sonra ise A= —E (XNO(Z)+1) +

k \/ Var (X No (Z)+1) ek kaynak miktar1 tanimlanmis ve sistemin kaynaginin sifirin altina

inmeden bir dnceki ¢cevrimde sisteme yapilacak bakim {; + A seklinde belirlenmistir.
Burada k katsayisi aragtirmacinin istegine veya sistemin giivenirliligine uygun olarak
belirlenir. Genellikle, 2 < k < 3 arasinda belirlenmesi onerilmektedir. Eger sisteme,
kaynagimin sifirin altina inmeden bir 6nceki ¢evrimde yapilacak bakim sistemin
kullanilabilir kaynagini {; + A kadar iyilestirebilirse, sistemin son bir devre daha
calistirilip, sonra kendine benzer yeni bir sistemle degistirilmesi onerilmistir. Eger
sisteme, kaynagmin sifirin altina inmeden bir onceki c¢evrimde yapilacak bakim
sistemi her zamanki bakima ilaveten {; + A kadar iyilestiremeyecekse, bu takdirde
sistemin  N(z) cevriminde kendine benzer yeni bir sistemle degistirilmesi

gerekmektedir. Gelecek c¢alismalarda ele alinan smir fonksiyonellerin yiiksek
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mertebeden momentleri ve siirecin duragan karakteristikleri asimptotik yontemlerle

incelenebilir.
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Ek A: KOSULLU BEKLENEN DEGERIN TANIMI VE BAZI OZELLiKLERi

(Q, F, P) bir olasilik uzay1 olsun. X ve Y bu uzayda tanimlanmis rasgele degiskenler
olsunlar. Yani, X:Q > R ve Y:Q — R’dir. (X,Y) ise bu uzayda tanimlanmis iki
boyutlu bir rasgele degisken olsun. (X, Y) rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonunu

asagidaki gibi tanimlanir:
F(x,y)=PX<x;Y <vy)

Tamim A. 1: X ve Y rasgele degiskeninin her ikisi kesikli rasgele degisken ise X’ Y
rasgele degiskeninin Y = y gibi sabit degerine karsilik gelen beklenen degeri

EX/Y =)=  xPX=x/¥ =)

(" PX=xY =y) A1
- Zx=—oox P(Y =y) ( )

formiila ile tanimlanir.

Tammm A. 2: Eger X siirekli Y ise Kkesikli rasgele degisken ise bu durumda (A.1)

formiiliinii asagidaki gibi yazabiliriz:

/Y =)= | /Y =y

Burada fi (x/Y = y) = ?gy—(z"yy)) X rasgele degiskeninin Y=y gibi sabit bir degerine

karsilik gelen kosullu olasilik yogunluk fonksiyonudur. Ayrica, fxy(x,y) de X ve Y

rasgele degiskeninin ortak olasilik yogunluk fonksiyonudur.

Tamim A. 3: Eger X ve Y rasgele degiskeninin her ikisi stirekli rasgele degiskenler ise
(A.1) esitligi

85



EQX/Y = y) = f X fio v (e/y)dx

iliskisi ile tamimlanir. Burada fyx y(x/y) =f);y—$)y)’d1r. fy(y) ise Y rasgele
Y

degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonudur.
Kosullu beklenen degerin bazi 6zellikleri:
F'in bir alt o cebri olan H € F tanimlayalim.
1) Eger X > 0 ise E(X/H) = 0'dur.
2) Eger X, < X, ise E(X;/H) < E(X,/H) du.
3) Va€eRigin E(aX/H) =aE(X/H) dir.
4) E(X1+X,/H) = E(X1/H) + E(X2/H)
5) Eger f: R — R bir konveks fonksiyon ise

f(E(X/3)) < E(f(X)/H) (A.2)

saglanmaktadir. (A.2) esitsizligi Jensen esitsizligi adlanir.
6) Eger E(inf, X,, / H) > —oo ise, bu durumda
E(liminf X, /H) <liminf L EX,/H)
esitsizligi saglanmaktadir (Fatou’s Lemma).
7) H, S H, S Faltocebrlerise E(E(X/H,) / H,) = E(X/H,) olur.
8) Eger X rasgele degiskeni H olgiilebilirse, E(X/H) = X'dur.
9) Eger X rasgele degiskeni # olgiilebilirse, E(XY /H) = XE(Y /H ) dir.
10)E(E(X/3)) = E(X)'dur.
11) Z bir rasgele degiskeni ise E(f(z)Y/Z) = f(z)E(Y /Z)'dir.

12) X ve Y rasgele degiskenleri igin E (E((X/Y) / f(Y))) = E(X / f(Y))'dir.
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Ek B: YENILEME SURECININ TANIMI VE ONUNLA iLGIiLi BILGILER

{X,, n=12,..} dizisi (,F,P) olasiik uzayinda tamimlanmis bagimsiz, ayni
dagilima sahip, pozitif degerli rasgele degiskenler dizisi olsun. Ayrica, F(x)
fonksiyonu ile X,, rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu tanimlansin. Yani, F(x) =
P{X, < x}dir. {X,, n=1,2,...} dizisinin yardimiyla agsagidaki rasgele degiskenleri

matematiksel olarak insa edelim:

{T,} dizisine “Yenileme anlar1” denir. {T;,} dizisinin yardimiyla asagidaki stokastik

stireci tanimlayalim (Feller (1971)):
N(t) =min{n>1:T, >t},t =0 (B.1)

(B.1) esitligi ile tanimlanan N (t) siirecine Yenileme Siireci denir. Yenileme
stirecinin temel ozellikleri:

a) N0 =1

b) N(t) €{1,2,3,...}, t =1

c) Monoton azalmayan bir fonksiyondur.

d) tll_)rg N(t) = o0

e) Sigrama yiikseklikleri 1 birimdir.

f) Sigrama anlari T, = Y7 X; ' nin dagilim fonksiyonu olan F*"*(t) =

P{T, < t}' dir.

Burada F*™(t) ile F(t) dagilim fonksiyonun n. konvoliisyon ¢arpimi gosterilmistir.

F*™(t) fonksiyonunu asagidaki sekilde tanimlamak miimkiindiir:

FO®t) = e(t) = {(1) i i 8; F1(t) = F(t)
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t
F(t) = F(t) » F*0D () = f F-D(t —x)dF(x), n>2

x=0

Bilindigi tizere her bir stokastik siire¢ i¢in en dnemli olasilik karakteristikleri onun
sonlu boyutlu dagilimlaridir. Ozellikle, bir boyutlu dagilim oldukca énemlidir. Bu
sebepten N(t) siirecinin bir boyutlu dagilimini asagidaki sekilde inceleyelim.
0<t<ooven=1,2,...olsun. Bu takdirde,

PIN(t) =n} = P{T,_; <t <T,} = FF~U(t) — F'(¢t)

olur. Yenileme siirecinin bir boyutlu dagilimi F(t) fonksiyonunun konviilesyon
carpimlari ile ifade edildigi i¢in bir boyutlu dagilimlarin hesaplanmasi zordur. Bu
nedenle Yenileme Teorisinde N(t) siirecinin beklenen degerinin 6nemli bir rolii
vardir. N(t) Yenileme siirecinin beklenen degerine yenileme fonksiyonu denir ve

asagidaki sekilde gosterilir:

U@ =E(N©®) = ) F @ (B.2)
n=0

Yenileme Siirecinin tiim sayisal karakteristikleri Yenileme Fonksiyonunun yardimu ile

ifade edilebilir.
Teorem B.1: m; = E(X;) < o olsun. Bu takdirde t — oo iken asagidaki asimptotik

sonug¢ dogrudur:

U@ 1
lim — =—
t—oo t m1

Teorem B.1’den t’nin yeterince biiyik degerlerinde U(t) sz yazilabilecegi
1
sonucuna ulasilir.

Teorem B.2: (Blackwell teoremi) Varsayalim ki, m; = E(X;) < o kosulu

saglanmaktadir. Bu takdirde, her h > 0 i¢in asagidaki asimptotik baginti1 dogrudur:

Ut +h)-U() h
lim =
t—0 t m1
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Teorem B.3: (Feller Teoremi) m, = E(X?) < wolsun. Ayrica, X, rasgele
degiskenleri aritmetik olmayan rasgele degiskenler olsunlar. Bu takdirde, t — oo iken

U(t) Yenileme Fonksiyonu i¢in asagidaki ikiterimli asimptotik sonug yazilabilir:

t m
Ut) =—+—=+o0(1)
my  2mj

Burada o(1) = g(t): tlim g(@) = 0" dir. Teorem B. 3’ den t’nin yeterince biiyiik

degerlerinde U(t) Yenileme Fonksiyonunu yaklasik olarak U(t) = mi + cp gibi
1

my

hesaplamak miimkiin oldugu sonucuna ulasilir. Burada, c¢x = tamimlanmustir. U (t)

2
2msy

Yenileme Fonksiyonunu asagidaki integral denklem seklinde de gosterebiliriz:

t
Uit)=1+ f U(t —s)dF(s) (B.3)
0

(B.3) integral denklemi integral denklemlerin dzel bir bicimidir. Integral denklemlerin

genel bi¢imini asagidaki gibi ifade edebiliriz:

t

Z(t)=G(t)+fZ(t—s)dF(s) (B.4)
0
(B.4) yenileme denklemi veya 2. Tip Volterra integral denklemi adlanir. Burada G(t)
ile bilinen fonksiyon , Z(t) ile ise bilinmeyen pozitif degerli bir fonksiyon ifade
edilmistir. Yenileme Denklemi i¢in asagidaki teoremi ispatsiz verelim.

Teorem B.4: (B.4) seklinde ifade edilmis Yenileme Denkleminin analitik ¢oziimii

N

Zt)=G({)*xU(t) = J G(t—s)dU(s)

0

seklindedir (Feller (1971)).
Yukarida da belirttigimiz gibi U(t) fonksiyonu X rasgele degiskenlerinin iirettigi
Yenileme fonksiyonudur. Fakat bazi sade dagilimlar hari¢ diger dagilimlar i¢in U(t)

fonksiyonunun kesin seklini bulmak kolay degildir. Bundan dolayr Z(t)
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fonksiyonunun asimptotik sonucu olduk¢a onemlidir. Bu amagla asagidaki teoremi
verelim,
Teorem B.5: G(t) fonksiyonu Riemann integrallene bilir bir fonksiyon olsun. Bu

durumda t = oo iken (B. 4) denklemi igin asagidaki asimptotik sonu¢ dogrudur:

1 (o]
lim Z(t) = —f G(s)ds
t—oo ‘u
0
Burada u = E(X;)' dir.
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