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OZET
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Matematik Anabilim Dali
Tez Damismani: Dog. Dr. Cetin URTIS

Tarih: AGUSTOS 2017

Bu tezde Cantor Kiimesi’nin minimal homeomorfizmalarinin topolojik tam grubunun
yapis1 incelenmisgtir. Bu gruplarin incelenmesi yakin zamanlarda baglamigs olup, Grup-
lar Teorisi’ndeki onemi; sonsuz, sonlu iiretilen, basit ve uyumlu gruplarin ilk 6rnek-
lerinin bu siniftan olusturulmasi ile artmigtir. Bu gruplarin Dinamik Sistemler ile olan
baglantisi, Gruplar Teorisi ile Dinamik Sistemler Teorisi arasinda koprii gorevi gor-
mektedir. Bu ¢alismada bu baglanti incelenip, topolojik tam gruplarin izomorfik ol-
masi ile iki dinamik sistemin eslenik olmasi arasindaki iliski ortaya konmustur. Ayrica
topolojik tam grubunun cebirsel 6zellikleri detayli bir sekilde irdelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Cantor uzayi, Topolojik tam grup, Basit grup, Uyumlu grup.
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ABSTRACT
Master of Science
TOPOLOGICAL FULL GROUPS OF CANTOR MINIMAL SYSTEMS

Anil OZDEMIR

TOBB University of Economics and Technology
Institute of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Cetin URTIS

Date: AUGUST 2017

In this thesis, the structure of the topological full groups of minimal homeomorphisms
of the Cantor space has been examined. Interest of these groups has recently increased,
and the prominence in Group Theory has been enhanced by the construction of infinite,
simple, finitely generated and amenable groups from this class. The connection of
these groups with Dynamical Systems is a bridge between the Theory of Groups and
the Theory of Dynamical Systems. In this study, this connection is examined and the
relation between the isomorphism of topological full groups and the conjugation of
two dynamic systems is revealed. Moreover, algebraic properties of the topological
full group are also covered in detail.

Keywords: Cantor space, Topological full group, Simple group, Amenable group.
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SEMBOL LISTESI

Bu calismada kullanilmis olan simgeler aciklamalari ile birlikte agagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

C

2<N
2N

2Z

Ay

Oi
s—0
s—1
010/1

d(A)
X|n

x| [—n,n]

(4)°

Cantor kiimesi (Cantor uzay1)

{0, 1} kiimesinin elemanlariyla olusan sonlu dizilerin ailesi
{0, 1} kiimesinin elemanlariyla olusan sonsuz dizilerin ailesi
{0, 1} kiimesinin elemanlariyla olusan iki tarafli sonsuz dizilerin ailesi
A, se2<N

(0...0) (i tane)

se2<N icin, s nin sonuna 0 eklenmis bir sonlu dizi

se2<N icin, s nin sonuna 1 eklenmis bir sonlu dizi
0...010...01 yani 6nce i tane 0, sonra 1, sonra da

j tane 0, ardindan tekrar 1

A kiimesinin ¢ap1

x € 2N icin, x in ilk n teriminden olusan sonlu dizi

x € 2% igin, x in —n. teriminden n. terimine kadarki parcasi
A kiimesinin tiimleyeni
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1. GIRIS

Bu tez, topolojik tam gruplar ve uyumlu gruplar hakkinda yakin zamanda yapilmig
baz1 caligmalarin bir derlemesidir. Bu ¢alisma esnasinda c¢ok sayida kitap, makale ve

diger akademik c¢alismalardan destek alinmustir.

Bilindigi iizere Cantor uzay1 dikkat ¢ekici topolojik yapist sebebi ile bircok arastir-
manin konusu olmustur. Tezin ikinci boliimiinde bu uzay tanimlanmis, bazi temel to-
polojik 6zelliklerine de8inilmistir. Ayrica Cantor uzayini topolojik olarak tasvir eden
Brouwer Teoremi’nin detayli bir ispatina yer verilmistir. Temel topolojik kavramlar ve

baz1 temel teoremlerin ispatlari i¢in bakimiz: [[12]] [J.R.Munkres, Topology].

Cantor uzayinin homeomorfizmalari iistiinde tanimlanan topolojik tam gruplar da en az
Cantor uzayi kadar ilging cebirsel nitelikler tasimaktadir. Ilk olarak dinamik sistemlerle
ilgili problemleri ¢6zmek amaci ile tanimlanan bu gruplar, kisa siirede gruplar teorisi
bakimindan da ilgi uyandirmistir. Tezin tigiincii boliimiinde dinamik sistemler ile ilgili
temel kavramlar verilmis ve Cantor uzaymnin bir homeomorfizmasina kargilik gelen
tam gruplar tanimlanmistir. Bu baglamda 6nemli rol oynayan "minimallik" kavramina
ayrintili olarak yer verilmistir. Topolojik tam gruplarin incelenmesinde 6nemli yeri
olan temel teknikler ve gozlemler de bu kistmda gosterilmistir. Topolojik tam gruplar

ile igili temel konular i¢cin bakiniz: [[17], [[14], [1], [11], [9], [S].

Tezin dordiincii boliimiinde tam gruplarin izomorfizma iligkisi ile dinamik sistemlerin
esleniklik iligkisi arasindaki baglantiya yer verilmis ve ilgili teorem detayli bir ispatla

sunulmustur.

Tezin son kismui da tam gruplarin cebirsel yapisi ile ilgilidir. Tlk olarak basitlik kav-
ram1 ele alinmistir. Gruplar teorisinde basit gruplar ¢ok dnem arz etmektedir. 1983
yilinda sonlu basit gruplarin siniflandirilmast sonuglandirilmis ve sonsuz basit gruplar
icin benzer sorular giindeme gelmistir. Bu boliimde ilk olarak topolojik tam grupla-

rin sonsuz basit gruplar insa etme konusunda énemli bir rol oynadig1 gézlemlenmistir.
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Ayrintili olarak, minimal bir homeomorfizmanin topolojik tam grubunun komiitator alt
grubunun basit oldugu ispatlanmistir. Bu ispat ilk defa 2006 yilinda Matui [[14] tara-
findan yapilmistir. Fakat tezde 2008 yilinda Bezugly ve Medynets [1] tarafindan farkl

bir teknikle yapilan ispata yer verilmistir.

Ikinci olarak, topolojik tam gruplarin komiitator alt gruplarinin hangi durumda sonlu
tiretilen oldugu sorusu ele alinmigtir. Minimal bir homeomorfizmanin topolojik tam
grubunun komiitator alt grubunun sonlu iiretilmesinin ancak ve ancak ilgili homeomor-
fizmanin bir miniml alt 6teleme ile eslenik olmas1 durumunda olacagi detayl bir se-
kilde ispatlanmustir. Yine basitlik ispatinda oldugu gibi, ilk defa Matui [14] tarafindan
yapilan ispata degil farkl bir teknikle Bezugly ve Medynets [[1] tarafindan yapilan is-

pata yer verilmistir.

Netice olarak, minimal alt 6telemelere denk gelen topolojik tam gruplarin komiitator
alt gruplar1 sonsuz, sonlu iiretilen, basit gruplara 6rnek teskil etmektedir ki, bu tip

gruplarin incelenmesi gruplar teorisinde énemli bir yere sahiptir.

Son olarak uyumlu gruplar kavrami ele alinmistir. Uyumlu gruplar 1929 yilinda J.V.
Neumann [15] tarafindan Banach-Tarski Paradoksu’nun incelenmesi ile ilgili olarak ta-
nimlanmistr. (Banach-Tarski Paradoksu ile ilgili daha detayl bilgi i¢cin bakiniz: [[19]).
Tanimlandigindan bu yana gecen siire icerisinde, uyumlu gruplarin cebirsel olarak tas-
vir edilmesi Gruplar Teorisi’nin 6nemli sorular1 arasinda yer almistir. V. Neumann
problemi olarak adlandirilan bu problem Gruplar Teorisi’nde bircok yontemin gelis-
tirilmesine onayak olmustur. Heniiz tam olarak ¢oziilemeyen bu problem baglaminda
uyumlu olan ve degisik ozellikler barindiran gruplarin olusturulmasi dnem arz etmek-
tedir. Tezin son kisminda da, topolojik tam gruplar kullanilarak olusurulan sonsuz,
sonlu iiretilen, basit ve uyumlu gruplar iizerinde durulmustur. Bu kisimda ilgili teorem-
ler ifade edilmis fakat ispatlarina yer verilmemistir. Gruplar teorisi ve uyumlu gruplar

ile ilgili temel tanim ve teoremler i¢in bakinmz: [10], [13], [3].



2. TEMEL TOPOLOJiK KAVRAMLAR

Bu boliimde ihtiyacimiz olan temel topolojik tanimlar ve teoremler verilecektir.

2.1 Topolojik Uzay

Tamim 2.1.1 (Topolojik Uzay). X bir kiime ve T, X in alt kiimelerinden olusan bir aile
olsun. 0, X € T ve T keyfi birlesim ile sonlu kesigsim igslemleri altinda kapali ise, T ye
X iizerinde bir topoloji denir ve T nin elemanlart agik kiime olarak adlandirilir. A¢ik

kiimelerin tiimleyenine kapali kiime, (X, T') ikilisine ise topolojik uzay denir.

Tamm 2.1.2. X,Y topolojik uzaylar ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. Y den alinan
her acik kiimenin ters goriintiisii de acik kiime ise, f doniigiimiine siirekli fonksiyon

denir.

Tanim 2.1.3 (Metrik Uzay). d : X x X — [0,0) fonksiyonu her x,y,z € X icin

i) d(x,y)=0 < x=y,
i) d(x,y) =d(y,x),

i) d(x,y) <d(x,2)+d(z,y),

sartlarin sagliyorsa d ye X iizerinde metrik, (X, d) ikilisine de metrik uzay1 adi verilir.

Tanim 2.1.4. (X,d) bir metrik uzay ve A, X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun. A nin

capi d(A) ile gosterilir ve

d(A) = sup{d(x,y) :x,y €A}

olarak tamimlanir.



Tamm 2.1.5. (X,d) bir metrik uzay ve (x,), X uzaymnda bir dizi olsun.

lim d(x,,x) =0

n—oo

olacak sekilde bir x € X varsa (x,) dizisine X uzayinda yakinsak, x e de dizinin limiti

denir ve (x,) — x ile gosterilir.

Lemma 2.1.1. X,Y metrik uzaylar, f : X — Y bir fonksiyon ve x € X olsun. x e
yakinsak her (x,) dizisi icin; f, x noktasinda siireklidir gerek ve yeter kosul f((x,))

dizisi f(x) e yaknsar.

Tamim 2.1.6. (X,d) bir metrik uzay, x € X ve r > 0 bir reel sayi olsun.

a) D(x,r) ={y € X :d(x,y) < r} kiimesine x merkezli ve r yaricapli agik yuvar,
b) D(x,r) ={y € X : d(x,y) < r} kiimesine x merkezli ve r yaricapli kapal yuvar,

¢) D'(x,r) = {yeX:0<d(x,y) < r} kiimesine x merkezli ve r yaricapl delik yuvar

denir.

Tamm 2.1.7. (X,d) bir metrik uzay ve A C X olsun. Her x € A i¢in D(x,r) C A olacak
sekilde bir r pozitif reel sayist varsa, A ya d metrigine gore acik kiime, A nin tiimleye-
nine ise kapali kiime denir. Eger bir kiime hem acik hem de kapali ise bu kiimeye de

kapacik (clopen) kiime denir.

Tanmm 2.1.8 (Metriklenebilme). (X,T) topolojik uzayr verilmis olsun. d metrigine
gore agik kiimelerin ailesi T olacak sekilde X iizerinde bir d metrigi tanimlanabilirse

(X, T) topolojik uzayina metriklenebilir denir.

Tanim 2.1.9. X bir topolojik uzay ve A C X olsun. A kiimesinin kapsadigi tiim agik
kiimelerin birlesimine, A kiimesinin ici denir ve AV ile gosterilir. A kiimesini iceren tiim

kapali kiimelerin kesisimine ise, A kiimesinin kapanisi1 denir ve A ile gosterilir.

Tanim 2.1.10. X bir topolojik uzay ve A C X olsun. A min kapanisi X uzaywna esit, yani

A =X ise, A, X uzayinda yogundur denir.

Tamim 2.1.11. X topolojik uzayinin bir alt kiimesi A olsun. X in bir alt kiimeler ailesi

ise T olsun.



a) Eger T deki kiimelerin birlesimi A kiimesini iceriyorsa T ailesine A nin bir Ortiisii

denir.

b) T ailesi A alt kiimesini ortiiyor ve T ailesindeki her kiime acik kiime ise T ailesine

A min bir acik ortiisii denir.

¢) T ailesi A kiimesinin ortiisii olsun. T , A kiimesini drtecek sekilde T nin bir alt ailesi

. / . . . . .. . .o .
ise T ailesine T nin bir alt ortisii denir.

Tanim 2.1.12 (Kompakt Uzay). X bir metrik uzay olsun.

i) X uzaymn her agik ortiistiniin sonlu bir alt ortiisii vardur.

il) X uzayinda aldigimiz her dizinin yakinsak bir alt dizisi vardir.

Yukaridaki iki sart X uzayi icin denktir ve bu sartlart saglayan X uzaymma kompakt

uzay denir.

Tanmm 2.1.13. (X,d) bir metrik uzay olsun. X teki her Cauchy dizisi X te yakinsak ise

X e tam metrik uzay denir.
Lemma 2.1.2. (X, d) bir metrik uzay olsun. X kompakt bir uzay ise tam metrik uzaydir.

Tamm 2.1.14. X bir topolojik uzay olsun. Eger X = AUB bos olmayan ayrik aciklarin
birlesimi seklinde yazilabiliyorsa X e baglantili olmayan (baglantisiz) uzay denir. A ve
B ye de X in ayiranlan denir. Eger X uzayimun ayiwranlart yoksa X uzaymma baglantili

uzay denir.

Tamm 2.1.15. (X, T) bir topolojik uzay olsun. X iizerindeki ~ bagntist soyle tanim-
lansin: Eger x ve y yi ayni anda iceren, X in baglantili bir alt kiimesi bulunabiliyorsa

x ~y diyelim.

~ bagintisi bir denklik bagintisidir. Bu bagintimin denklik siniflarina da X in bilesenleri

denir.

Tanmm 2.1.16 (Tamamen Baglantisiz Uzay). (X,T) bir topolojik uzay olsun. X in bi-

lesenleri X in tek-noktali alt kiimeleri ise X e tamamen baglantisiz denir.
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Tanmm 2.1.17. (X, T) bir metrik uzay, A C X ve x € X olsun. x in her delik komsulugu
D (x,r) icin
AND (x,r) #0

oluyorsa, x noktasina A kiimesinin bir y1gi1lma noktasi denir.

Tanim 2.1.18. Eger A kiimesine ait bir x noktast bu kiimenin yigilma noktasi degilse,

X noktasina A kiimesinin bir tekil (izole) noktas1 denir.

Tanim 2.1.19 (Miikemmel Kiime). Hig¢ bir izole noktast olmayan kapali kiimeye mii-

kemmel kiime denir:

Tanim 2.1.20 (Topolojik Homeomorfizma (Tasvir)). X,Y topolojik uzaylar ve
f 1 X — Y siirekli bir fonksiyon olsun. Eger =1 var ve siirekli ise, f ye X ten Y ye
bir topolojik homeomorfizma (tasvir) denir. Bu durumda X ve Y ye de topolojik olarak

esdegerdirler (homeomorfiktirler) denir.

Lemma 2.1.3. X kompakt bir uzay, Y ise metrik uzay olsun. f : X — Y fonksiyonu

birebir, orten ve siirekli ise homeomorfizmadir.

2.2 Cantor Uzay1

Tanim 2.2.1 (Cantor Kiimesi). C° = [0, 1] olarak tanumlansin. [0,1] kapali araligin

3 esit parcaya ayiwrdiktan sonra ortadaki (%, %) actk araligimi atalim. Geriye kalan

kiimeye C! adini verelim.

C'= [O, %] U [%, 1] kiimesinin her iki araligina da ayni islemleri yapalim ve elde etti-

gimiz yeni kiimeye de C? diyelim.
C? = [0, é] U [%, %] U [8, %] U [%, 1] kiimesine de ayni islemleri tekrarlarsak n. adimda,

Cn — Cn3—l U <% + C"3“> kiimesini elde ederiz.

Bu iglemi sonsuza kadar devam ettirip, elde ettigimiz bu kiimelerin kesigsimini alirsak

bu kiimeye Cantor kiimesi denir.

c=C

i=0



Tamm 2.2.2 (Cantor Uzay1). Topolojik tasvir olarak C kiimesine denk olan topolojik

uzaya Cantor uzayi denir.

CY = [0, 1] kiimesinin elemanlar1 onluk tabanda 0, ... diye yazilan gercel sayilar kii-
mesidir; hatta 1’1 bile 0,9999... olarak yazabiliriz. Bu elemanlar1 ayn1 mantikla ti¢liik

tabanda da yazabiliriz. Ornegin;

2 2 2
1=0,2222... = -+ 5+ ==
’ 3+32+33

olur.

Simdi C! kiimesinin elemanlari, iicliik tabanda, 0,0... ya da 0,2... diye yazilan, yani
virgiilden sonraki ilk rakami 1 olmayan gercel sayilardir. 0,0... diye yazilanlar %’ten
kiigiik esit olanlar, 0,2... diye yazilanlar da 5’ten biiytik esit olanlardir. C? kiimesinin
elemanlar da, iicliik tabanda,

0,00...

0,02...

0,20...

0,22...
olarak yazilan gercel sayilardir.

Bu sekilde C" kiimelerinin kesigimi alindiginda, iicliik tabanda hi¢ 1 rakami kullanil-
madan, yani sadece 0 ve 2 rakamlart kullanilarak yazilabilen gercel sayilar bulunur.
Ornegin 0, 1 say1sim da

0,1 =0,02222...

diye yazariz.

Lemma 2.2.1. Cantor kiimesi; kompakt, metriklenebilir, tamamen baglantisiz ve mii-

kemmel bir kiimedir.

Asagida bu ozellikleri saglayan bos olmayan uzaylarin topolojik tasvir olarak Can-
tor kiimesi ile denk oldugunu ispatlayacagiz. {0, 1} kiimesinin elemanlar: kullanila-

rak elde edilen sonsuz dizilerin kiimesini 2V ile, aym kiimenin elemanlar kullanila-
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rak elde edilen iki uctan sonsuz dizilerin kiimesini ise 2% ile gosterelim. Bu kiime-
ler de kompakt, metriklenebilir, tamamen baglantisiz ve miikemmel kiime 6zellikle-
rini tagirlar. Uzerlerinde tanimli olan metrikler ise sirastyla r = min{n : x, # y,} ve

U=ujuy..., v=vim... € oN icin

1
d(u,v) = o
ve ¥ = min{|n| : uy # vy} Ve U= ..u_su_juouitta..., V= ...v_yv_1voviva... € 2% icin
1
d’(u,v) = F

metrikleridir.

Tamm 2.2.3 (Cantor Semas1). Bir X kiimesi ve onun alt kiimelerinden olusan (Ay) jcp<n
ailesi verilsin.
i) s € 2Nicin, A;_gNA,_1 =0,

ii) s € 2N veic{0,1}icin, Ay ; C A,

sartlar saglaniyorsa, (As),cp<n ailesine Cantor Semasi denir.

Ao 2.1)

N
VA NEVZAN

App Aot Ao An

ANARARA

Teorem 2.2.1 ([12] (7.4 Theorem) Brouwer). Herhangi bos olmayan, kompakt, met-
riklenebilir, tamamen baglantisiz ve miikemmel bir uzay topolojik tasvir olarak 2N ye

denktir.

Ispat. Bu ozellikleri saglayan uzaya X ve metrigine de d diyelim. X iizerinde asagi-

daki sartlar1 saglayan bir Cantor Semasi olusturalim;
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i) Ag =X,
ii) A;: Bos olmayan kapacik kiime,
iii) Ay =A; oUAs_1,
iv) x € 2V icin, lim d(A,,) = 0.

n—oo
X kompakt ve tamamen baglantisiz oldugundan, sonlu sayida kapagik kiimelerin ayrik
birlesimi seklinde yazabiliriz:

X=X UXUu..uxX,

oyle ki, i € {1,2,...n} i¢in d(X;) < 5 saglansin.

Apg=X
AOi—l:XH-]? 0§l<l’l—1
2.2)
Ag =Xir1U...UX,, 0<i<n-—1
Ag-1 =X, i=n—1
X (2.3)
Ao X
A X2
Apoo X3
A0n—2 anz
Xn anl



Ayn1 seyi bu sefer de d(X;;) < % olacak sekilde her X; icin yaparsak tiimevarimla par-

calanis1 tamamlariz. Yani

1
X=X UX,...LUX,, d(Xi)<§
1
X, :XihlUXil,ZU"'l—lXil,nxilv d(Xi, i) < 3
1
Xi17i23"'in—l = Xl’l,u.,infl-,l |_|Xi17"‘71.”_17nX1'|~,l'2....in_1 ) d(Xil,...,in_|7in> <

24)

olur. Burada kompaktlik bize sadece sonlu sayida ayrik kiimelerin birlesimleri seklinde

yazabilmemizi garanti eder fakat bu sonlu sayilarin ne oldugunu bilemeyiz. Dolayisiyla

her parcalanis icin parcalanma adedi degiskenlik gosterebileceginden,

ije{l,2, SO } olacak sekilde tanimlanur. Ornegin, Ago100 y1

X =X UX;UXs, n=3

X3 =X31UX3, ny, =2

X31=X311UX312UX313UX314 ny,, =4

pargalaniginda Apg100 = X3,1,3 X3 1 4 seklinde,

X=X UX UX5UXy, n=4

X3=X31UX32UX33 nx; =3

10
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parcalaniginda Agg100 = X33 seklinde,

X =X UXp, n=2

Xo =X 1UXooUX53 ny, =3
2.7)

X0 =X001UX20,UX023 nx,, =3

pargalaniginda ise Ago100 = X223 seklinde yazariz. Pargalanig e gore
d(Ago100) = %-i—% = %, Pargalam§ya gore d(Ago100) = % ve Pargalan1§ye gore

d(A()()l()()) = % OlIl’lll§ olur.

Simdi ise, x € 2N icin A = ﬁ Ay, seklinde tanimlayip A min tek elemandan olustugunu
gosterecegiz. Once A nin er:flazla 1 elemant olabilecegini gosterelim. a,b € A ise, Vn €
Nigin, a,b € Ay, olur. (iv)’ii kullanarak d(a,b) = 0 deriz ve a = b gergeklenir. Simdi
de A nin bos olamayacagini gosterelim. Her bir A, |, den eleman alarak olusturdugumuz
bir diziye (a,) diyelim. Bu dizinin (iv)’ten dolay1 Cauchy dizisi oldugu agiktir. Lemma
2.1.27den X in tam metrik uzay oldugunu biliyoruz. X uzayimiz tam oldugu i¢in (a,)
dizisi X te yakinsaktir. Yakinsadig1 elemana a dersek, Ay, ler kapali oldugundan A da

kapalidir ve a € A gerceklenir.

Bunu yaptiktan sonra f : 2N — X fonksiyonunu {f(x)} = N Ay olacak gekilde
n=1

tanimlayalim.

f birebirdir : x # y olacak sekilde 2V den iki eleman alalim. Genelligi bozmaksizin;

i <migin x; = y; V& Xp+1 7 Ym+1 dersek;
X =X1X2...XmXm+1---
Y =X1X2..Xm¥Ym+1---

seklinde yazabiliriz. (ii)’yi kullanarak A, (Ayj,+1 = 0 olduunu sdyleyebiliriz.
flx)= ﬂl Agn=Arve f(y)= ﬂl Ay, = Az olsun. Ay ve A, nin birer eleman igerdigini
n= n—=
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bildigimizden, f(x) # f(y) diyebiliriz. Dolayisiyla f birebirdir.

ortendir : Keyfi a € X verilsin. x = x1xx3... € 15U se e tanimlayalim:
ortendir : Keyfi a € X verilsi 2N yi su sekild layal

0, acA
i) X1 =

1, acA
a € Ag ve |s| =i ise;
. 0, acAs o
i) x4 =
1, a€A,
Parcalanig yi g0z oniinde bulundurursak Vn € Nigin a € A, olur. f nin tanimindan

f(x) = a gergeklenir ve f orten olur.

f siireklidir : 2N den elemanlar da bir dizi olan keyfi yakinsak x(*) dizisini alalim ve

yakinsadig1 elemana da x diyelim.

ey (1 _(1)_(1)

=X Xy X3 ...

+2 (2)_(2)_(2)

=X Xy X3 ..

X = X1X2X3...

Lemma ’den F(x") nin f(x) e yakinsadigini gostermemiz yeterli olacaktir.

x") — x oldugundan Gyle bir Ny € N vardir ki, her m > Ny igin, x(") |m = x|m ise
Fxm)y e Ay olur. f(x) = ﬁl Ay, oldugundan dyle bir N, € N vardir ki, her

m > Ny igin, Ay, € D(f(x),r) gergeklenir. f(x) merkezli bir keyfi D(f(x),r) acik
yuvari verildiginde; n = max{N;, N, } olarak secilirse, f(x"")) € Ayn € D(f(x),7) ger-
ceklenir. Boylece f(x(")), f(x) e yakinsanus olur.

2N kompakt, X metrik uzay1 ve f; 1-1, 6rten ve siirekli oldugu icin, Lemma ten

f: 2N — X bir homeomorfizmadir. [

Dolayistyla teoremin hipotezlerini saglayan her X uzayinim 2V ye topolojik tasvir ola-

rak denk oldugunu gosterdik. Lemma den Cantor kiimesi C nin de bu hipotezleri
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sagladi@ini bildigimiz i¢in, bu sekildeki her X uzaymin topolojik tasvir olarak C ye

denk oldugunu gostermis olduk.

Bundan sonra, C ile Cantor uzayini gosterecegiz ve duruma gore N 2Z AN AZ

(A: Sonlu kiime) modellerinden uygun olanini kullanacagiz.
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3. MINIMAL HOMEOMORFIZMA VE TOPOLOJIK TAM GRUBU

Bu boliimde Cantor uzayinin minimal homeomorfizmalarinin topolojik tam grubunun

yapist incelenecektir.

3.1 Minimal Homeomorfizmalar

Homeo(C) Cantor uzayindan Cantor uzayina tanimli homeomorfizmalarin ailesi olsun.

Bu aile bileske islemi altinda bir grup olusturur.

Tanim 3.1.1 (Orbit). f € Homeo(C) ve x € C olsun. x in f ve f nin kuvvetleri altindaki

goriintiilerinin olusturdugu kiimeye x in f altindaki orbiti denir ve

Orbp(x) = {f" () }nez = {2 (), /7 ()2, f(x), f2 (), ..}

seklinde gosterilir.

Tanmm 3.1.2. f € Homeo(C) olsun. f nin biitiin orbitleri sonlu ise f ye periyodik
denir. Eger biitiin orbitleri sonsuz ise aperiyodik denir. f nin biitiin orbitleri n elemanli

ise de, f ye n-periyotlu denir ve her x € C icin f"(x) = x gerceklenir.

Tanim 3.1.3 (Gegisken). f : C — C bir homeomorfizma olsun. Orbs(x) = C olacak
sekilde bir x € C varsa f ye (topolojik olarak) gecisken denir.

Tanim 3.1.4 Minimal). f € Homeo(C) olsun. f nin her orbiti C uzayinda yogun ise,

yani ¥x € Cicin Orby(x) = C ise f ye minimal denir.

Teorem 3.1.1. f € Homeo(C) ise asagidaki onermeler denktir:

i) f minimaldir.
ii) f nin her ileri orbiti C de yogundur, yani Vx € C igin {f"(x)}, ey = C saglamr.
iii) A C Ckapalive f(A) = A ise A= 0 veya A = C gerceklenir.
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N
iv) Herhangi bos olmayan kapagik kiime U C C icin C = | f'(U) esitligini saglayan
i=
bir N € N vardir.

Ispat. (i = iii): f minimal, A C C bos olmayan kapal1 bir kiime ve f(A) = A olsun.
x € A alalim. f(A) = A oldugundan Orby(x) C A olur. A kapali oldugundan

Orbs(x) C A gergeklenir. f nin minimalliginden Orby(x) = C C A, dolayisiyla C =A

olur.

(iii = ii): x € C alalim ve B = { (" (x)},en olsun. O halde f(B) C B olur. Eger

A= f®(B)ise f(A) = N f"(B) = A olur. Béylece (iii)’iin hipotezinden A = C,
neN n>1

bu yiizden de B = C gergeklenir.

(ii = iv): U bos olmayan acik bir kiime olsun. O halde A = ( |J £ (U))€ kapali olur.
nez

fA) =N "W = N £(F™U)C) = N (F"D(W))° =A.

nez nez nez
[Burada once (ii) hipotezinin (iii)’ui gerektirdigini ispatlayacagiz. A C C bos olmayan

kapal1 bir kiime ve f(A) = A olsun. x € A alalm. f(A) = A oldugundan Orbs(x) C

A dolaysiyla {f"(x)},en} € A. A kapali oldugundan {f"(x)},.y € A gerceklenir.
(ii)’nin hipotezinden { f"(x)}, . = C C A dolayisiyla C = A olur.]

ANU = 0 oldugundan ((ii) = (iii))'ten A = @ olur. Yani |J f")(U) = C olur. C kom-
neZ

pakt oldugundan 3M € N 6yle ki, |J £ (U) = C olsun. Buradan da
In|<M

2M .
c=r"e)=Urw
i=0

olur.

(iv=>i): Her x € C igin U = (Orb#(x))C kiimesi agiktir. Kabul edelim ki U # 0 olsun.

N
O halde (iv)’iin hipotezinden IN € N dyle ki C = |J f(U) saglanir. Fakat x, U nun
i=0

N
icinde olmadigindan C = |J f*(U) nin i¢inde de olamaz durumu ¢ikar ki bu da bir
i=0

celigkidir. Yani U = 0 ve Orbs(x) = C olur. O

Ornek 3.1.1. (Sayac Fonksiyonu) 0 = 000..., 1 = 111... seklinde gosterilsin. O halde

o : 2N — 2Ny soyle tanumlayalim:
o(1) =0, x € 2N — {1} igin x in ilk terimi n. sirada ise
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G(x)i =491

olsun. Ornegin; x = 1110xsxg... ise 6(x) = 0001xsxg... olur:

Simdi bu fonksiyonun bir homeomorfizma oldugunu gosterelim.

o siireklidir : min{n : u, # v,} = min{n : o(u), # (v),} oldugu acgiktir. O halde;
verilen her € > 0 icin, § = € segilirse; Vu,v € 2N icin, d(u,v) < S ise d(o(u),o(v)) < £
gerceklenir.

o birebirdir : o(u) = o(v) olsun. O halde, Vi € N i¢in o (u); = o(v); olur. 6(u), =
o(v), = 1 esitligini saglayan en kiiciik dogal sayiya n diyelim. ¢ min tanimindan
o(u)=0(v) =0...0lup1upi2... = 0...01v, 11 Vpio... ise u =v = 1. 100y 1 Upy2... =

1...10v,41Vp42... gerceklenir.

o ortendir : Keyfi v € 2V alalim ve n, v, = 1 esitligini saglayan en kiiciik dogal say1

olsun. u = (1...10v,4 1Vp12...) € 2N ve 6(u) = v oldugundan o Srtendir.
Dolayisiyla Lemma ten o bir homeomorfizmadir.

o minimaldir : Keyfi u € 2" alalim. Amacinz Wf(u) = C oldugunu gostermektir.
Yine keyfi bir v € 2V alirsak; v nin bastan # uzunlugundaki sonlu & parcasini diisiindii-
giimiizde, u nun sayac fonksiyonu altinda ileri ya da geri adimlarinda dyle bir @ € 2N
vardir ki, k € Z olmak iizere, 6f = @ ve |, = o saglansin. Dolayisiyla v € Wf(u)

olur.

Ornek 3.1.2. (Oteleme Fonksiyonu) s : 2L _y 22 s(x); = xi11 olacak sekilde tanimlan-
sin. Bu fonksiyonun siirekli, birebir ve orten oldugu aciktir. Dolayistyla yine Lemma

2.1.3|'ten s de bir homeomorfizmadir.
s geciskendir : x € 27 soyle tanimlansin:

i) xo = 0 olsun.

ii) Hem saga, hem de sola dogru, birler basamagi solda olacak sekilde her seferinde
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0’dan baglayarak artan dogal sayilarin ikilik tabanda yazimlari olan (1), (00), (10),
(01),(11),(000), (100), (010), (001)... yazilsm.

Yani x = (...001 —010—-100—-000—11-01—-10—-00—1—-0—1—-00—10—-01—
11 —000 — 100 — 010 — 001...) olur. Keyfi bir y € 2% alalim. y nin yq ortada olacak
sekilde verilen her 2n + 1 uzunlugundaki sonlu ¢, parcalarini diisiintirsek; x in s al-
tindaki yeteri kadar otelemesi ile elde ettigimiz z € Orby(x) igin z||_, ,) = 0, saglamr.

Dolayisiyla y € Orbg(x) ve boylece Orbg(x) = 27 olur. Yani s geciskendir.

Fakat s(1) = 1 oldugundan s minimal degildir. Oteleme homeomorfizmasi minimal

olmasa da bir¢ok alt 6teleme minimaldir.

Tamm 3.1.5 (Homojen). x € 2% olsun. Eger x in icinde gecen her sonlu dizi o € 2<N
icin x in her N( o) uzunlugundaki parcasinda o bulunacak sekilde bir N(o) € N varsa

x e homojen denir.

Teorem 3.1.2. x € 2% ve Y = Orby(x) olsun. (Y,s|y) minimaldir gerek ve yeter kosul x

homojendir.

ispat. (<) : Kabul edelim ki, x € 2% homojen olsun ve y € ¥ = Orb,(x) alalm. Ama-
cimiz (Y, s|y) nin minimal oldugunu, yani Orb,(y) nin Y de yogun oldugunu goster-
mektir. Bunun i¢in x € OTS(y) oldugunu gostermemiz yeterli. x ten keyfi sonlu bir
o pargast alalim. x homojen oldugundan 6yle bir N() tam sayisi vardir ki, x in her
N(a) lik pargasinda ¢ bulunur. Simdi de y den N (o) uzunlugunda sonlu bir 3 pargasi
alalim. y € Y oldugundan 3 x te de bulunmak zorundadir. O halde; o da y nin i¢inde

gecer bu da x € Orbg(y) demektir.

(=) : Kabul edelim ki, x homojen olmasin. O halde, x in 6yle bir o pargasi vardir ki,
sonsuz tane sonlu f3, pargalari uzunluklar biiyiitiilse dahi o y1 iceremez. f3, nin uzun-
lugunu 2n + 1 kabul edelim. y"|_, ,; = B, ve @, y" nin i¢inde bulunmayacak sekilde
y" € 2% alalim. 27 kompakt oldugundan, &yle bir y € 2% ve (ny)ren vardir ki, y* —s y

olur. Bu durumda, y € Orbg(x) ve x ¢ Orby(y) olur. Dolayisyla, (Y, s|y) minimal degil-
dir. [

Teorem 3.1.3. Verilen her f € Homeo(C) igin, oyle bir bos olmayan, kapali Fy C C
vardir ki, f(Fy) = Fo ve (Fo, f|r,) minimaldir.
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Ispat. § = {F C C|F : kapali, bos olmayan ve f(F) = F} ic ice alt kiimelerin sirali

ailesi olsun. I ice zincir olusturan F; € ¥ lerin kesisimini alirsak, (| F; = F € § olur.
icl
Zorn Lemma’s1 geregince § nin en kiiciik elemani Fy vardir ve Teorem in (iii).

maddesi geregince (Fp, f|r,) minimaldir. O

3.2 Topolojik Tam Gruplar
Tanim 3.2.1 (Tam Grup). f € Homeo(C) olsun.
[f] = {g € Homeo(C) | Vx € C,3n(x) € Z g(x) = /" (x)}

seklinde tamimlanan kiime bileske islemi ile birlikte gruptur ve bu gruba f nin tam

grubu denir.
Her g € [f] igin devir fonksiyonu n = n, : C — Z, g(x) = f"™(x) olacak sekilde
tanimlanmugtir.

Tamim 3.2.2 (Topolojik Tam Grup). Tam grubun alt grubu olan, devir fonksiyonlarinin
siirekli oldugu

[f] ={g € f] | ng : C — Z:siirekli}

grubuna f nin topolojik tam grubu denir.
Simdi topolojik tam grubun grup oldugunu gosterelim:

i) Bileske isleminin birlesmeli oldugu ve id(x) € [f] oldugu agiktir.

ii) Keyfi g, € [f] alalim. O halde, siirekli ng,n), fonksiyonlar1 Vx € C i¢in

g(x) = M (x) ve h(x) = ™) (x) esitliklerini saglayacak sekilde mevcuttur.

(goh)(x) = g(h(x)) = g(f"W(x))
— f"g(f"h()‘> (x)) (" (x) (x))
= f”g(f "h) (x)) 4 (x) (x)

olur. ng,ny, siirekli oldugundan (™) (x)) + ny(x) de siireklidir dolayistyla,

goh € [[f] gerceklenir.
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iii) Keyfi g € [f] icin, siirekli ng fonksiyonu Vx € C igin g(x) = f"¢™)(x) esitligini
saglayacak sekilde mevcuttur. g~! € Homeo(C) oldugunu biliyoruz. ng-1(x) =
—ng(x) seklinde tammlanan n -1 (x) fonksiyonu siirekli ve g~ ' (x) = Fe1) ()

saglandigindan dolay1 g~! € [f] olur.

Teorem 3.2.1. f € Homeo(C) olsun. g € Homeo(C), [f] nin icindedir gerek ve yeter
kosul oyle Ay, ...,Ay kapacik kiimeleri ve ky,....k,, € 7 tam sayilart vardir ki, C =

AU UA, ve gla, = fki\Al. saglanir.

Ispat. (=): g € [f] ise devir fonksiyonu n siirekli ve C kompakt oldugundan ng(C) =

ki,...,kp} sonlu olur. A; = n; 1 (k;) dersek C=A;U...LUA,, ve gla. = ki A, saglanir.
8 i i

(<):C=AU...UA, olsun. gls, = fi |a; Ve ngla; = k; seklinde olusturulan g fonksi-

yonu, 7, siirekli oldugundan [f] nin igindedir. O

Tanim 3.2.3. f € Homeo(C) icin f nin destek kiimesi, f altinda sabit kalmayan x € C

lerin kapanisi olarak tanmimlanmistir:

supp(f) ={x € C| f(x) #x}

Eger f aperiyodikse supp(f) = C oldugu aciktir. Genel olarak bir homeomorfizmanin
destek kiimesi acik kiime degildir. Asagidaki teorem minimal bir homeomorfizmanin

topolojik tam grubunun ilging bir 6zelligini vurgulamaktadir.

Teorem 3.2.2. f € Homeo(C) minimal olsun. g € [f] ise supp(g) kapagik kiimedir.

ispat. g€ [f]ise Teoremden oyle Ay, ..., Ay, kapacik kiimeleri ve ky, ...k, € Z
tam sayilar vardir ki, C = Ay, U... LAy, ve gla, = f5i|4, saglanr,
Iddia: supp(g) = U A

kiel\ {0}
Iddianin Ispati: (C): x € supp(g) alahm. Kabul edelim ki, x ¢ |J Ay, olsun. O
halde x € Ay ve g(x) = f%(x) = x olur. Ay kapagcik bir kiime olcllcileé}l{r?c}ian bu da bir
celigkidir.

(D) xe U Ay alam. O halde k; € I\ {0} olacak sekilde, x € Ay, ve g(x) =
kiel\ {0}
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f%i(x) yazilabilir. f minimal oldugundan, k; # 0 icin f*(x) = x olamaz. Dolayisiyla
x € supp(g) gergeklenir.

Kapagik kiimelerin sonlu birlesimi de kapacik oldugundan teoremin ispati tamamlan-

mis olur. u

Teorem 3.2.3. f € Homeo(C) minimal ve g € [f] olsun.

Fix(g) = {x € C|g(x) = x}
seklinde tanimlanan kiime kapacik bir kiimedir.

Ispat. g € [f] oldugundan oyle Ay, ---,Ar, kapagik kiimeleri ve ki, ..., k,, € Z tam sa-
yilart vardir ki, C = Ay, LI...LUAy, Ve gla, = f¥i|4, saglanir. x € Fix(g) alalim. Bir tane
j€{l,...,m} icin x € A; oldugundan x = g(x) = f™i(x) gerceklenir. f nin minimalli-
ginden m; = 0 olur. Dolayisiyla her x € A; igin g(x) = x olmak zorundadir. Herhangi
bir x € Fix(g) i¢in x € A; C Fix(g) 6nermesini saglayan agik bir A; kiimesi buldugu-
muzdan Fix(g) acik bir kiimedir. Keyfi bir (x; )reny € Fix(g) dizisi alalim ve (xg) — y
olsun. g siirekli oldugundan g(y) =y, boylece de y € Fix(g) olur, yani Fix(g) aym

zamanda kapal1 bir kiimedir. [

Sonug 3.2.1. Minimal bir f € Homeo(C) ve g € [f] i¢cin, C = supp(g) U Fix(g) yaza-
bilir ve x € supp(g) < g(x) # x denkligine ulasabiliriz.

Teorem 3.2.4. f € Homeo(C) minimal olsun. Herhangi g € [f] ve herhangi n € N
icin,

C,={x€C||Orbg(x)| =n}

kapacgik kiimedir.
Ispat. g,¢°, ...,g" € [f] oldugundan
C, = (Fix(2))° N (Fix(g*))° N...N (Fix(g"1)¢ N Fix(g")

seklinde yazilabilir. Teorem ten her Fix(g') lerin kapacik kiime oldugu goriiliir.
Kapagik kiimelerin tiimleyenleri ve sonlu kesisimleri de kapacik bir kiime oldugundan

C,, kapagik bir kiimedir. [
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Teorem 3.2.5. f € Homeo(C), n periyotlu bir homeomorfizma olsun. O halde C =
n—1

Ll f'(A) olacak sekilde A C C kapagik kiimesi vardur.

i=0

Ispat. Herhangi x € C ve 1 <i < n icin, f/(Uy) NU, = 0 olacak sekilde x in kapacik

bir komgulugu vardir. Ayrica C kompakt olduundan C = |J Uy, olacak sekilde sonlu
J<N
sayida xp,...,xy € C vardir. Simdi de A| = U,, olsun ve A} leri de tiimevarimsal olarak

asagidaki gibi tamimlayalim:
n—1 )
A =A;UWe \ U F1(4))
i=0

n—1
Ay kapagiktir ve C = | | f'(Ay) saglanir. O
i=0

3.3 Kakutani-Rokhlin Parcalamsi

f € Homeo(C) minimal ve D C C bos olmayan kapagik bir kiime olsun. 7p y = p :

D — N ilk geri doniis fonksiyonu
tp(x) =min{n > 1| f"(x) € D}

seklinde tanimlansin. f nin minimalliginden, 7p iyi taniml ve siireklidir. Boylece tp|p, =
k; olacak sekilde N dogal sayisi, ki, ..., ky pozitif tam sayilar1 ve D = D ... LI Dy par-

calanis1 bulabiliriz. Bu sayede
C=D;Uf(D)U..uff " YD)UDU...uf Y (Dy)U...UDyU...LU S 1(Dy)

yazilabilir ve bu parcalanisa Kakutani-Rokhlin Parcalanist denir. D;, f(D;), ..., f5~1(D;)
ailelerine kule adi verilir. D; ler kulelerin temeli, f%~1(D;) ler ise kulelerin tepesi olur.

Her bir kulenin yiiksekligi ise k; olmus olur.

Ornek 3.3.1. Ornek ’deki sayag fonksiyonunun silindirik kiime D = {x € 2N |x; =

0, i <2} iizerindeki Kakutani-Rokhlin parcalamisimi belirtelim.
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D=D;UDyUD3UD4ve ky =ky = k3 = kg =4 olsun.

D = {00x3x4...| x; € {0,1}, i > 3}

Dy = {0000xsxs...| x; € {0,1}, i > 5}
Dy = {0001xsxg...| x: € {0,1}, i > 5}
D3 = {0010xsx¢...| x; € {0,1}, i > 5}

Dy ={0011xsxg...| x; € {0,1}, i > 5}

f(Dy) ={1000x5x¢...| x; € {0,1}, i > 5}
f2(Dy) = {0100xsxs...| x; € {0,1}, i > 5}

£3(Dy) = {1100xsx6...| x; € {0,1}, i > 5}

f(Dyg) = {101 1xsx6...| x; € {0,1}, i > 5}
3(D4) = {0111xsx6...| x; € {0,1}, i > 5}

F3(D4) = {1111xsx6...| x; € {0,1}, i > 5}

= C=D, |_|f(D1) |_|f2(D1) |_|f3(D1)|_|D2 Llf(DQ) |_|f2(D2) |_|f3(D2) D3 |_|f(D3) L
F2(D3) U f3(D3) D4 f(D4) U f2(Dg) U f3(Dy)
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4. TOPOLOJIK TAM GRUP VE TERS-ESLENIKLIK ILISKISI

Bu boliimdeki amacimiz asagidaki teoremi ispatlamaktir:

Teorem :[6](Corollary 4.4)] f1, f» € Homeo(C) minimal olsun. [f;] ve [ f2] izomorfik

gruplardir gerek ve yeter kosul f] ve f, ters-esleniktir.

4.1 Ters-Esleniklik

Tanm 4.1.1. fi, f» € Homeo(C) olsun.

CLC
dil lCID
f2
C—C

diyagrami degismeli olacak sekilde bir ® € Homeo(C) varsa f| ve f, esleniktir denir.

1

Eger fi = a.foo™ ! veya fl_l = afra " esitliklerinden birisi gercekleniyorsa, yani f|

ile f> eslenik veya f| Vile f> eslenik ise f ve f, ters-esleniktir (flip conjugate) denir.
Kolayca goriilecegi iizere ters-esleniklik bir denklik bagintisidir.

Lemma 4.1.1. f € Homeo(C) minimal olsun. Her bos olmayan, kapacik A C C kii-
mesi, her x € A ve her pozitif tam sayt n igin, supp(h) C A, x € supp(h) ve h|g,, )

n-periyotlu olacak sekilde h € [[f] vardir.

Ispat. f nin minimalliginden f% € A olacak sekilde 0 = ko < kj < --- < k,_ tam
saytlarin1 bulabiliriz. x in i # j icin f%(U)N f5(U) = 0 kosulunu saglayacak yeteri
kadar kiiciik kapacgik komgulugu U olsun.

0<i<n—1 igin hl g =175 40

l': n lgln h‘fkifl (U) f— fi(ki7])|fki,1(U)
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seklinde tanimlanan 42 homeomorfizmasi teoremin kosullarini saglar. [

Kapacik A alt kiimesi i¢in

[f1a ={g € [f] | supp(g) C A}

seklinde tanimlanan kiime [f] nin bir alt grubudur.

Tanim 4.1.2. A alt kiimesi icin
CA)={gcl/lIvheA, gh=hg}

seklinde tanmimlanan alt gruba A nin merkezleyicisi denir.

ACC(C(A)) =C*(A) ve C(AUB) = C(A) NC(B) esitlikleri agiktur.

Lemma 4.1.2. f € Homeo(C) minimal ve Ay, ..., A, kiimeleri C nin kapagik alt kiime-

leri olsun.

i) [fla=[flz=A=B.
i) C([f]a, U--ULfDa,) = [l uaye

iii) [f]a, 0 [f]a, = [f]ara,

Ispat. (i): Kabul edelim ki, [f]4 = [f]s ve A # B olsun. Genelligi bozmadan A\ B # 0
kabul edersek Lemma den Jg € [f] oyle ki, supp(g) C A\ B olur ve bdylece
g € [f]a\ [f]s oldugundan celigki elde ederiz. Diger yon agiktir.

(ii): C: Kabul edelim ki, g € C([f]a, U...U[f]a,) ve & & [f](ua,c olsun. O halde
supp(g) € (UA;)C ve boylece en az biri € {1,2,....n} igin, g(B) N B = 0 olacak sekilde
B C A; saglanir. Yine Lemma ’den supp(h) C B, C C B ve h(C)NC = 0 olacak
sekilde i € [ f] 4, bulabiliriz. Bu durumda gh(C) # hg(C) = g(C) olur ki, g ¢ C([f]4;)

celiskisine ulasiriz.

2: 8 € [fluaye = Vx€UA;, g(x) =x = g€ C([f]a, V.. U[f]a,)
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(iii):

g € [fla, N[ fla, < supp(g) C Ay ve supp(g) C Az

& supp(g) CA1NAy

~8€ [[f]]AlﬂAz'
O

Tamim 4.1.3. f € Homeo(C) minimal, 7 € [f] bir involiisyon, yani 7> = 1 olsun ve

asagidaki kiimeleri tamimlayalim:

Cr={gcf] | gm=mg}
Up={g€Cy|g*=1veVheCyicin, glhgh ") = (hgh™")g}
Ve ={g € [f] | gh=hg, Vh € Ur}

Sy =1{g* | 8 € Va}

Wy ={g € [f] | gh=hg, Yh € Sz}

Teorem 4.1.1 ([T] (Lemma 5.10)). Wx = [f]upp(x) dir

Ispat. Bu teoremin ispati asagidaki iddialarin ispatiyla tamamlanacaktir:

1) g(supp(x)) = supp(m), Vg € Cr: x € supp(gng™') & gmg~!(x) #x

(g ' (x) A7 ' (x) & g ' (x) € supp(n) & x € g(supp()). Aym zamanda

g € Cp = gng~ ! = m oldugundan g(supp(r)) = supp(gng=') = supp(rw) sag-

lanir.

2-i) supp(g) C supp(m), Vg € Uy : Kabul edelim ki, g bu iddiay1 saglamasin ve g(A)N
A = 0 olacak sekilde kapacik bir A C (supp(7))€ kiimesi alalim. Lemma den
supp(h) CA,V CAvei=1,2igin, K(V)NV = 0 olacak sekilde & € [[f] bula-
biliriz. [supp(h) C A C (supp(n))€, mh = hrn] = h € Cy, fakat [g(hgh~!)(V) =
P (V) =k (V), (hgh™)g(V) = hg2(V) = h(V), k™ \(V) £h(V)] = g ¢ Us

olur ve ispat tamamlanir.

2-ii) Kapacik A kiimesi 7 — invariyant ise my € Ugdir: m4 nin tanimi geregi 7'L'A2 =1
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ve s € Cr oldugu agiktir.

X X ¢ c
”A(hn'Ahil)OC) = (hﬂAhil)ﬂA(x) = , < [A ﬂh(A )] ~ [A ﬂh(A)]

n(x), x€[A°Nh(A)]U[ANhK(A)]

oldugundan ispat tamamlanr.

3i) Vi CCr: VhECricin,meCy, w2 =1, w(hwh™ ') =1= (hnh V7] = c U,

olugundan V nin tanimindan ispat biter.

3-ii) Her kapacik B C supp(m) kiimesi i¢in, g € Vz ise g(B) € BU n(B) dir: Ka-

3-iii)

bul edelim ki, 6nerme kosullarini saglayan g ve B kiimesi i¢in g(B) £ BU(B)
olsun. By = BU(B) ve C = g(By) \ By diyelim. w(By) = By ve C # 0 ol-
dugu aciktir. (3-i)’den mwg(By) = gnm(Bo) = g(Bo) oldugunu biliyoruz bdylece
7(C) = w(g(Bo) \ Bo) = mg(Bo) \ ®(By) = g(Bo) \ Bo = C olur. Yine (3-i)’den
g € Cy ve (1)’den g(supp(m)) = supp(r) oldugunu biliyoruz. B C supp(w) =
By C supp(m). Bu yiizden n(C;) = C; olacak sekilde C = C; LI, yazabiliriz.
Yine g nin 6zelliklerinden g(C) NC = 0 olur. (2-ii)’den ¢ € Uy, fakat meg(Cy) =
g(Cy) # g(C,) = gme(Cy) oldugundan g ¢ Vi olur.

Her kapagik B C supp(m) kiimesi icin, g € Vy ise g?(B) = B dir: Kabul ede-
lim ki, 6nerme kosullarin1 saglayan g ve B kiimesi icin g?(B) # B olsun. B yi
yeteri kadar kaydirarak g(B) N B = 0 = g2(B) N B oldugunu kabul edebiliriz. (3-
ii)’den g(B) C BUR(B) ve (3-i)’den g*(B) C g(B)Ugn(B) = g(B) Ung(B) olur.
g(B)NB = 0 oldugundan g(B) C 7(B) ve g>(B) C ng(B) C n*(B) = B olur. Bu
yiizden her u € M(f) igin tt(B\ g%(B)) = 0 olur. f minimal oldugundan Lemma
[5.1.1}den B\ g?(B) = 0 olur ve ispat tamamlanr.

4-i) g € Sy = supp(g) C (supp(n))€: g € Sy ise (3-iii)’ten her kapagik B C supp(7)

kiimesi i¢in g(B) = B oldugu agiktir.

4-ii) Her kapacik B C (supp(7))€ kiimesi igin, supp(h) € B ve h € Sy olacak sekilde

bir involiisyon vardir : Lemma den supp(g) C B olacak sekilde 4-periyotlu
bir g € Homeo(C) vardir. (2-i)’den g € V; ve boylece g*(= h) € Sy olur.

5) Wr = [fTsupp(n) + (4-)’den [f]supp(x) S Wr oldugu agiktir. Wr C [[f]supp(x) 0ldu-

gunu gostermek icin g € Wr \ [fupp(x) ve 8(B) N B = 0 olacak sekilde kapa-
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¢1k B C (supp(m))C kiimesini alalim. (4-ii)’den supp(h) € B ve h € Sy olacak
sekilde bir involiisyon vardir. Yine 2(C) NC = 0 olacak sekilde bir kapagik C
kiimesi bulabiliriz. hg(C) = g(C) # gh(C) oldugundan g € Wy olamaz ve celigki

elde ederiz.

]

Lemma 4.1.3. f € Homeo(C) minimal ve my,...,7, € [f] ve p1,...,pm € [f] involiis-

yonlar olsun.

Usupp(m) = Jsupp(p;) < C(Wy, U...UWyz,) = C(Wp, U...UW,,,).
i J

Ispat. Lemma ve Lemma 4.1.3[ ten,

Usupp(m) =Jsupp(p;) =
: j

T wsupp(me = U wsuptonc
C([[f]]supp(m) u..u [[f]]supp(n’n)) F C([[f]]supp(pl) u..u [[f]]supp(pm)) And

]

Tanm 4.1.4. E bir kiime ve %, P(E) nin alt kiimesi olan bir kiimeler ailesi olsun. 2,
(U,N, ©) islemleri altinda kapali ve 0,E € A ise (%,U,N, ©) dortliisiine Boole cebiri

denir.

Tanim 4.1.5. %, %, Boole cebiri olsun. A : 51 — P fonksiyonu her A,B C A icin

i) A(0z,) =05, ve A(Eg,) = Ez,
ii) A(ANB) =A(A)NA(B),
i) A((A)€) = (A(A))C,

sartlarint sagliyorsa A ya Boole homomorfizmasi denir. A ayni zamanda birebir ve

orten ise de Boole izomorfizmasi adint alir.
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C nin tiim kapagcik kiimelerini iceren kiime bir Boole cebiridir. Bu kiimenin otomorfiz-

malarin1 da CO(C) ile gosterecegiz.

Lemma 4.1.4 ([18] (Theorem 4)). Cantor uzayr homeomorfizmalart Homeo(C) ile C
nin kapagik kiimelerinin Boolean cebir otomorfizmalart CO(C) arasinda birebir ve

orten bir iligki vardtr.

Lemma 4.1.5. f|, f» € Homeo(C) minimal, o : [fi] — [f2] bir grup izomorfizmas

ve Ty, M € [[f1] involiisyonlar olsun.

supp(m) = supp(m) < supp(a(m)) = supp(a(m))
gergeklenir.

Ispat. Basit cebirsel islemlerle a (W) = We(x) oldugu kolayca goriilebilir.

supp(m ) = supp(m) < m € Wy, ve m € Wy,
i OC(TCl) € Wa(@) ve 06(7172) € Woc(m)

& supp(o(m)) = supp(0(7m)).

olur ve ispat biter. 0
Teorem 4.1.2 ([6] (Theorem 4.2)). fi, f» € Homeo(C) minimal olsun. Eger o : [ fi] —
[£2] bir grup izomorfizmasiysa Vg € [[f1] icin at(g) = AgA™ " olacak sekilde bir home-
omorfizma A : C — C vardir;, yani [ f1] ve [ f2] esleniktir.

Ispat. Lemma sayesinde Vg € [f1] icin ot(g) = AgA~! olacak sekilde bir
A :CO(C) — CO(C) Boole izomorfizmasi tanimlayabilirsek ispat bitecektir. Keyfi ka-

pacik A C C kiimesi alalim. Lemma 4.1.3[ten |Jsupp(m;) = A€ olacak sekilde sonlu
i

sayida 7y, ..., , € [f1] involiisyonlarini bulabiliriz. f; minimal oldugundan supp(;)

lerin kapacik oldugunu biliyoruz. Teorem den
CWe(m) U UWe(m)) = C[o2lsuppa(m)) Y - YU -2lsuppa(z)))
ve Lemma (ii)’den

C2lsuppata)y Y-+ W alsupptaim)) = 112l (Usuppam)))e

30



esitliklerini yazabiliriz.

Iddia: A = (Usupp(m))€ igin A : CO(C) — CO(C) ve A(A) = (Usupp(a(m)))€
i i
olacak sekilde tanimlanan A bir Boole izomorfizmasidir ve Vg € [[f1] i¢in

a(g) = AgA~! sartin saglar.
Iddiann ispat1: « dan dolay1 A nin anlamli oldugu agiktir.
A iyi tammhdir : Lemma dan A} =A; = A(A)) = A(Ay) saglanir.

A bir Boole homomorfizmasidir :

i) 0 =supp(id) oldugundan A(@) = 0 ve A(C) = C olur.

ii) Keyfi kapacik A;,A; € C i¢in, sonlu sayida involiisyonlar 7y, ..., 7, € [fi] ve

P1,--.,Pm € [f1] olacak sekilde (Usupp(n,-))c =A;ve (U supp(p;))¢ = A, esit-
i J
liklerini yazabiliriz. O halde,

[[fZ]]A(AlﬂAz) — C(Wa(m) U... UWa(yr,,) UWa(pl) U... UWa(pm))

= C<Wa(7r1) U...u Wa(ﬂn)) mC(Wa(pl) U...u Wa(pm))
= [fla@an N I2]a@,)

= [2]a)nacmy)
oldugundan A(A; NA2) = A(A1) NA(A,) esitligi elde edilir.

iii) Keyfi kapagik A € C, sonlu sayida involiisyonlar 7y, ..., 7, € [f1] ve
Py Pm € [f1] icin, (Usupp(m;))¢ = A ve (Usupp(p;)) = A esitliklerini yaza-
i J
biliriz. C([fi]a) = [f1]c bildigimizden,

C?*(Wa, U.. UWy,) = C(Wp, U...UW,, ) =

CZ(W(X(EI) U... UWa(ﬂtn)) = C(Wa(pl) U... UWa(pm)) =

[f2lAac) = CWa(py) U - UWap,,))
= Cz(Wa(m) U... UWa(n,,))

= C([~law) = [l awmye
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onermelerini yazar ve A((A)¢) = (A(A))C esitligini elde ederiz.

A birebir ve ortendir : Keyfi kapacik B € C ve sonlu sayida involiisyonlar 7y, ..., 7, €
[£2]i¢in B= (U supp(m;))€ yazabiliriz. o mn birebir ve 6rten oldugunu bildigimizden,
A By

[Aila-1sy=CWa1 () U.. UWg1 (1))

olacak sekilde tanimlayabiliriz. Dolayisiyla A nin birebir ve orten oldugu agiktir.
Vg € [fil icin a(g) = AgA™':

7 € [f1] involiisyon oldugundan

(A(supp(n))© = A((supp(m))©) = (supp(a(n)))©

olur ve A(supp(m)) = supp(o (7)) esitligini elde ederiz. Simdi kabul edelim ki,
a(g)(B) = AgA~!(B) esitliginin saglanmadig1 bir kapagik B € C ve g € [f1] var olsun.
O halde en az bir tane bostan farkl kapacgik V € C vardir ki,

VNa(g HAagA (V) =0

saglanir. supp(m) € V olacak sekilde bir & € [[f,] alaim. A(supp(n)) = supp(o (7))

oldugundan,

supp(a~!(n)) CAH(V) =
supp(ga (m)g™') CgAT (V) =

supp(a(go ' (m)g™ ")) = supp(a(g)ma(g™")) C AgA™ (V)

olur. Fakat ayni zamanda supp(a(g)ma(g™")) C a(g)(V) oldugundan
a(g)(V)NAgA~1(V) # 0 olmus olur ve baslangigtaki V nin segimiyle ¢eliskiye diis-
miis oluruz ve ispat tamamlanir. [

Teorem 4.1.3 ([2] (Lemma 2.6)). f1, f» € Homeo(C) minimal olsun. Eger [ f1] ve [ f2]

eslenik gruplar ise, f1 ve f, ters-esleniktir.

Ispat. Hipotezimizden [fi] > ¢ — aga ™' € [f,] olacak sekilde bir grup izomor-

fizmast oldugunu biliyoruz. a~'[fi]Jo = [a~! fia] oldugundan genelligi bozmaksi-
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zin [f1] yerine orfio~! yazarsak, a = id ve [fi] = [f»] kabul edebiliriz. Simdi de
n:C—7Zve folx) = f] ® (x) olan devir fonksiyonuna bagl asagidaki fonksiyonu

tanimlayalim:

(

—(n(fy () + . +n(fEx), k<0
flk,x) =10, k=0

n(x) + ... +n(fA1(x), k>0

\

Vk € Z igin f§(x) = flf (kx) (x) esitliginin saglandig1 agiktir ve

fl+kx) = f(I, f5(x) + fk,x) 4.1)

esitligi elde edilir. n(x) in stirekliliginden Vx € C i¢in |n(x)| < N kosulunu saglayan
sabit bir N sayis1 segebiliriz. O halde d.1]esitliginde / = 1 alinirsa

|f(ki17x)_f(k7x)’ <N (4-2)
ve iicgen esitsizliginden
[f(k, f2(x)) = f(k,x)| < |f(k+1,x) = f(k,x)| + | (=1, a(x))| < 2N (4.3)

esitsizlikleri elde edilir.

fAx) = f{ (k-x) (x) esitligi ve f> nin minimalliginden sabit bir xy € C ve tam say1 k
lar i¢in k — f(k,xp) fonksiyonunun birebir oldugu agiktir. Benzer sekilde f> € [fi]

oldugundan orten oldugu da goriilebilir. Bu yiizden Vxy € C i¢in IN’ 6yle ki,
([-N,N]NZ) € {f(k,xo) | k € ([-N',N]NZ)}

saglanir. n(x) in siirekliliginden f fonksiyonu da siirekli ve yerel olarak sabittir. Bu

yiizden her x i¢in Oyle bir Uy, komsulugu vardir ki, her y € Uy, i¢in

([-N,NINZ) C {f(k,y) | k€ ([-N.N'NZ)}
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saglanir. Vx € C i¢in ¢alismak amaciyla, C nin kompaktligindan sonlu sayida U, leri

secip bu esitligi saglayan N’ lerin en biiyiigiine N diyelim.

Vx € Cigin f(N,x) # 0 oldugu aciktir. Ayrica k — f(k,xo) fonksiyonunun birebir ve
ortenlifinden Vk > N ve Vy € C i¢in | f(k,y)| > N oldugu goriiliir. Hem bunu hem de
esitsizligini g6z oniinde bulundurdugumuzda Vk > N ve Vy € Cigin f(k+1,y) ve
f(k,y) nin ayni isaretli oldugunu sdyleyebiliriz. Dolayisiyla

f(N,x) >0 < Vn>N igin f(n,x) >0 ve f(—n,x)<0

f(N,x)<0 < Vn>N igin f(n,x) <0 ve f(—n,x)>0

oldugu goriilebilir. Simdi asagidaki iki kiimey1 tanimlayalim:
A={xeC]| f(N,x) >0}

B={xeC]| f(N,x) <0}

Bu kiimeler f nin siirekliliginden kapacik ve C = A LI B dir. Ayrica[d.3|esitsizliginden
A ve B, f, —invariyanttir ve dolayisiyla f nin minimalliginden Teorem geregi
A ya da B bog kiime olmak zorundadir. Eger A bos kiime ise f, yerine f, Dalip ge-
nelligi bozmaksizin A = C kabul edebiliriz. Simdi ise ¢ : C — N fonksiyonunu sdyle

tanimlayalim:

c(x) = {[-NN,eo) N {f(i,x) | i < 0}}|
= [{[-NN,) N {f(i—1, f2(x)) +n(x) | i <O}}|
= [{[-NN,) N {f(i, f2(x)) +n(x) | i <O}}[ -1
= [{[-NN —n(x),) N {f(i, f2(x)) | i <O}}[ — 1
= {[=NN,eo) N {f(i, fo(x)) | i < O}} +n(x) = 1
= c(f2(x)) +n(x) -1

Boylece 1+ c¢(x) = c(f2(x)) + n(x) esitligini elde ederiz. f ve n siirekli oldugundan ¢
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de siireklidir. Artik g yi, g(x) = f| ) (x) olacak sekilde tanimlayabiliriz. Bu tanimdan

figlo) = £ () = frPDTO ) — 1 5 (1) = g o ()

elde edilir ve f; siirekli oldugundan g de siireklidir.

g ortendir : Kompakt bir kiimenin siirekli fonksiyon altindaki goriintiisii de kompakt
ve dolayistyla kapalidir. f; minimal ve f;(g(C)) = g(f2(C)) = g(C) oldugundan yine
Teorem [3.1.1] geregi g drtendir.

g birebirdir: fig(x) = gf>(x) esitliginden Vk € Z icin (f))*g = g(f>)* esitligini
elde edebiliriz. Simdi de x,y € Orby, (x) igin x # y ve g(x) = g(y) = g( ff (x)) olsun.
Buradan da g(x) = f{(g(x)) esitligini elde ederiz ki bu f; in minimalligiyle celisir.
Dolayisiyla g, f> nin her orbitinde birebirdir. [f1] = [f2] oldugundan f; ve f, aym

orbitlere sahiptir. g nin tanimindan

8(Orby,(x)) = g(Orby,(x)) = Orby, (g(x)) = Orby, (x) = Orby, (x)
olur dolayisiyla g biitiin C uzayinda birebirdir. [
Teorem 4.1.4 ([6](Corollary 4.4)). fi,f>» € Homeo(C) minimal olsun. [fi] ve [f2]
izomorfik gruplardir gerek ve yeter kosul f| ve f, ters-esleniktir.

Ispat. (=): Teorem ve Teorem iin sonucu olarak gelir.

(«=) : Acikga goriildiigii gibi [f] = [f~'] dir. Dolayisiyla genelligi bozmaksizin ters-
eslenik olsa da eslenik gibi diisiinebiliriz. [f1] = [a~! o] = a~ ' []a = [f2] olur

ve ispat biter. 0
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5. TOPOLOJIK TAM GRUPLARIN CEBIRSEL YAPISI

Bu kisimda topolojik tam guplarin cebirsel yapisindan bahsedecegiz. i1k olarak basitlik

kavramini ele alacagiz.

5.1 Basit Gruplar

Tamm 5.1.1. Kendisinden ve asikar gruptan baska normal alt grubu olmayan gruplara

basit grup denir.

Tamm 5.1.2. G bir grup olsun. g,h € G icin tanimlanan [g,h] = ghg~'h~" elemanina

G nin komiitatorii denir. G nin komiitatorlerinin iirettigi
G = (lg;h] | 8,h € G)

alt grubuna da G nin komiitator alt grubu denir. Ayrica G' ve komiitator alt grubunun

komiitator alt grubu G, G de normal bir alt gruptur.

Bu boliimde minimal bir homeomorfizmanin topolojik tam grubunun komiitator alt

grubunun basit bir grup oldugunu gosterecegiz.

Tanim 5.1.3. f € Homeo(C) icin,
M(f) ={u | u : Ciizerinde tamumlanmus f-invariyant Borel olasilik olgiisii}

seklinde tanimlanan kiimeye f-invariyant dl¢iiler kiimesi denir ve bu kiime bos olmayan

kompakt bir kiimedir.

Lemma 5.1.1. f € Homeo(C) minimal olsun. Her bos olmayan, kapag¢ik A C C kiimesi
icin inf{u(A) | u e M(f)} > 0 olur.

Ispat. inf{p(A) | 1 € M(f)} = 0 kabul edelim. O halde y,(A) < 1 olacak sekilde
(1) € M(f) dizisi bulabiliriz. M(f) kompakt oldugundan p(A) = 0 olacak sekilde bir
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N
U1 € M(f) vardir. f minimal oldugundan Teorem [3.1.1fden u(|J f'(A)) = u(C) =0
i=0
olur bu da bir ¢eligkidir. [

Lemma 5.1.2 ([7] (Lemma 2.5)). f € Homeo(C) minimal olsun ve kapacik A,B C C
alt kiimeleri, Vi € M(f) icin w(B) < U(A) sartin saglasin. O halde oyle bir g € [f]

vardir ki, g(B) C A, g*> = id ve g\(BUg(B))c = id sartlart saglantr.

Lemma 5.1.3 ([1] (Lemma 3.2)). f € Homeo(C) minimal olsun. Her g € [f] ve her
0 > 0 icin oyle g1, ...,gm € [f] fonksiyonlart vardir ki, g = g1...gm ve VL € M(f), Vg,
icin P (supp(gi)) < O sartlart saglanr.

Ispat. g € [f] olsun.

1. Durum : Kabul edelim ki, g periyodik olsun. g € [f] oldugundan dolay1 Teorem

ve Teorem geregince, Oyle sonlu sayida bostan farkli kapagik {Ay }xe; kii-
meleri bulabiliriz ki, her x € Ay i¢in g¥(x) = x olacak sekilde, C yi

k—1
C=|]|]s'Ax)
kel i=0
seklinde yazabiliriz. Ayrica her Ay kompakt oldugundan, her bir k ve her bir 1 < j <ny

icin, Vi € M(f), p(B')) < € olacak sekilde Ay lart

ny X
Ac=]BY
j=1

seklinde pargalayabiliriz. Simdi de Gy ; leri

k—1

Cej=L]&'B")
i=0

seklinde tanimlayalim. Digarida sabit gibi C; ; iizerinde g gibi tanimlanan g ; = g|Ck7,~

fonksiyonlarinin g ; € [f] oldugu ve g = [ g ; esitligini sagladig agiktir.
k.j

1
2. Durum : Kabul edelim ki, g periyodik olmasin. % < 6 olacak sekilde sabit bir k € N
alip
Cor ={x € C||Orbg(x)| <k}
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kiimesini tanimlayalim. g € [f] oldugundan dolay1 Teorem geregince C> kii-

mesi de kapacik bir kiimedir.

Keyfix € Csy ve 1 <i < kigin, g'(Uy) NU, = 0 olacak sekilde x in kapagik bir komsu-
lugunu bulabiliriz. Ayrica C>; kompakt oldugundan C = U Uy; olacak sekilde sonlu
sayida xi,...,x, € C>¢ vardir. Simdi de Teorem [3.2.5in 1spat1ndak1ne benzer sekilde

By = Uy, ve B leri de tiimevarimsal olarak asagidaki gibi tanimlayalim:

k1
B =8| |Uq.,\ U g'(B))

i=—k+1

B = B, dersek, B kapagik kiimesi g nin C> lizerindeki her orbitinden elemanlar igerir
ve her 1 <i < kicin g'(B) NUp = 0 sartin1 saglar. Dolayisiyla Vu € M(f) igin

11(B) < } < & sonucuna ulagiriz. $Simdi

g5(x), xe€Bvek=min{l >1|g'(x) € B}
88(x) =
X, x¢ B

fonksiyonunu tanimlayalim. gg € [f], u(supp(gp)) < & ve g;l o g nin periyodik ol-
dugu agiktir. Artik ispatin kalan kismini 1. durumdaki gibi bitirebiliriz. 0

Lemma 5.1.4. H, G nin normal bir alt grubu olsun. g1, ...,gn,h1,...,hyn € G ve her bir

i, jicin, [gi,hj| € H ise [g1...8n,h1...hy] € H olur ve asagidaki esitlik saglanir:

1 m

H -1 -1, -1 —1
[gl...gn,hl...hm]ZP L 1g1...gp,1/’l1.../’lq,1[gp,/’lq]hq_l...hl gp—l"‘gl .

=ng=

Ispat. Istenen esitlik asagidaki acik olan esitliklerden kolayca goriiliir:
(8182, 1] = g1lg2, hilgy g1, B

[gjvhth] = [glvhl]hl [gth]hII
O

Lemma 5.1.5 ([1]] (Lemma 3.2)). f € Homeo(C) minimal olsun. Her t € [f] ve her
0 > 0icin oyle g1,....8ms N1, .., i € [f] fonksiyonlart vardir ki, t = [g1,h1]...[gm, hm)
ve Y € M(f), Viicin u(supp([gi,hi])) < & sartlart saglanur.
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Ispat. [f]’ komiitatorlerin iirettigi bir grup oldugundan dolay1 tek bir komiitator [g, 4]
icin ispatlamamiz yeterlidir. Sabit bir § > 0 alalim. Lemma sayesinde, Oyle
g1y 8m € [f] ve hy,...,hy, € [ f] fonksiyonlari bulabiliriz ki, g = g1...gm, h = hy...hy
ve VY € M(f), Vi i¢in u(supp(gi)) < g U(supp(h;)) < g sartlar1 saglanir. Lemma
5.L4 ten

1 m

g, h] = [g1..-8n, 1 ... Tug] = IHnngl...gp_lhl...hq_l[g,,,hq]hq—ll...h;lg;l1...g;1
g

oldugunu biliyoruz. supp([gi,h;]) C supp(gi) Usupp(h;) oldugundan dolay1
w(supp([gi,hj])) < & olur. Vu € M(f) igin, her t € [f] p-invariyant ve

supp(tou™") = 1(supp(a))
oldugundan

w(supp((gi,hj)) = w(supp(gi-..gp-1h1.hg1[gp hglh b 'g) L g7!)) < &

olur ve [f]’, [f] de normal oldugundan

g1-8p1hi g 1lgphglh kg gt € [T

elde edilir ve ispat tamamlanir. 0

Lemma 5.1.6. f € Homeo(C) minimal olsun ve kapagik A,B C C alt kiimeleri, VL €
M(f) icin 2u(B) < u(A) sartimt saglasin. O halde éyle bir g € [f] vardir ki, g(B) CA

sarti saglanr.

Ispat. g yi AN B iizerinde sabit tutup A N B = 0 kabul edebiliriz. Lemma gere-

gince g1(B) C A, g2(g1(B)) CA\g1(B), supp(g1) =BUgi(B) ve supp(g2) = g1(B)U
22(g1(B)) olacak sekilde g1,g> € [f] involiisyonlar1 bulabiliriz. g = g; g» dersek g(B) =

g1(B) CAolur. g, = ggi'¢~" oldugundan g = g1g2 = [g.1,¢] € [f]' olur. O

Teorem 5.1.1 ([1]] (Theorem 3.4)). f € Homeo(C) minimal ve T, [ f] veya [f] olsun.

I min agikar olmayan bir normal alt grubu H icin I" C H gerceklenir.

Ispat. g, h € Ticin [g,h] € H oldugunu géstermemiz yeterli. Bog olmayan kapagik bir
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E kiimesi icin f(E) NE = 0 olacak sekilde agikar olmayan bir f € H alalim. M(f)
nin kompakthgindan 26 = inf{u(E) | p € M(f)} > 0 alabiliriz. Lemma ve

Lemmal(5.1.5|yardimiyla her p € M(f) i¢in g = g1...8m, h = hy...hy ve u(supp(gi)) <

g, W(supp(h;)) < g olacak sekilde g;,i; € I' elemanlarini bulabiliriz. Lemma [5.1.4

sayesinde [g;,/j] € H oldugunu gostermemiz yeterli. Kolaylik olsun diye 7, j indislerini
kaldirip g, 4 ile devam edecegiz. F = supp(g) U supp(h) diyelim. Lemma ten
o(F) C E olacak sekilde o € [f] vardir. H, I" min normal bir alt grubu oldugundan

g=o"'focH h= [h,q] = hgh~'q~! € H ve dolayisiyla [g,ﬁ] €Holur.q(F)NF=0

1 1

oldugundan g~! ve gh !¢~ elemanlar1 degismelidir.

lg,h] = ghg'qh™'q ' qhq ' h " = g(hgh'q Vg~ (qhqg 'h" ") = [g,h] € H

dolayisiyla I C H dir. O

Sonug 5.1.1 ([14] (Theorem 4.9)). f € Homeo(C) minimal olsun. O halde [[f]’ basit

bir gruptur.

Ispat. [f]”. [f] nin normal bir alt grubu oldugundan, Teorem geregince
L7 C [f]” olur ve [f]' = [f]” esitligini elde ederiz. Eger H < [f]’ ise yine (Teorem
5.1.1) geregince [f]” < H olur dolayisiyla [f]’ = [f]” = H esitligini elde ederiz bu

da [[f]’ nin basit bir grup oldugunu gosterir. O

5.2 Sonlu Uretilen Gruplar

Tamm 5.2.1. G bir grup ve X sonlu bir kiime olsun. Sonlu sayida iiretecle iiretilen

G = (X) grubuna sonlu iiretilen grup denir.

f € Homeo(C) minimal olsun. f~'(U), U ve f(U) ikiserli olarak ayrik olacak se-
kilde kapacik bir U C C alalim. f ve U ya bagh olarak asagidaki homeomorfizmay1i

tanimlayalim:
(

flx), xefYUyuu
Pu(x)=q f2(x), xefU)

X, (T UVUUFU))©

\

Lemma 5.2.1. By € [f]’ dir.
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Ispat. g € [f] involiisyonunu asagidaki gibi tanimlayalim:

(

fx),  xef'(U)
g(x) =4 f'(x), xefU)

X, (fHwyuu)©

\

O halde By = [g, Bu] esitligini elde ederiz ve ispat biter. Bu esitlik simetrik gruplardaki
asagidaki esitlige karsilik gelmektedir:

(01)(012)(01)(021) = (012).
O

H = {By | U : kapagik kiime ve £~ (U),U, f(U) kiimeleri ikigerli ayrik} olsun. Simdi
H nin [f] nin normal bir alt grubu oldugunu dolayisiyla da H = [f]’ esitligini goste-

recegiz.

Lemma 5.2.2. g € [f] elemaninin mertebesi 3 ise, g € H dir.

Ispat. g € [f] elemaninin mertebesi 3 olsun. Teorem ve Teorem geregince
supp(g) =AU g(A) LU g?(A) olacak sekilde kapagik bir A C C kiimesi bulabiliriz. g €
[f] oldugundan By,,..., By, kapacik kiimeleri ve I = {ki,...,k,} tam sayilar1 vardir
ki, C = By, U...UBy, ve glg, = f%i|p, saglanir. Simdi de Py, P;,P, parcalaniglarini

asagidaki gibi tamimlayalim:

Py = {By, NA}rer
P ={g ' (Br,Ng(A)) ber

Py = {g_z(Bki mgz(A))}kiEI

Bu parcalaniglarin inceltilmis parcalanisindaki kiimelere A;,A»,...A, diyelim 6yle ki,
g|A,- = fli |A,', g|g(A,-) = fli|g(Ai) ve g|g2(A,-) = fﬁliiti|g2(Ai) esitliklerini saglayan [; ve
tam sayilar1 vardir. Simdi de, A; U g(A;) Ll g%(A;) iizerinde g gibi, tiimleyeninde ise
sabit fonksiyon gibi davranan g; homeomorfizmalarini tanimlayalim. g; lerin degismeli

oldugu ve g = g1...g, oldugu agiktir.
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Artik mertebesi 3 olan her g € [f] igin, supp(g) = AL g(A)Ug*(A) ve gla = f'la,
8lg(a) = ['lg(a) oOlacak sekilde kapagik bir A kiimesi ve /,¢ tam sayilar1 oldugunu bi-
liyoruz. Simdi boyle bir g alalim. Her x € A i¢in kapacik bir x € U C A komsulugu
vardir 6yle ki, her 0 < i,j <[+t i+# j, icin f{(U)N f/(U) = 0 saglanir. A min kom-
pakthgindan U; lerin i¢inden sonlu sayida secip bunlar tarafindan iiretilen parcalanigi
Uy, ...,Up, ile gosterelim. Simdi de, U; LI g(U;) L g(Uy) iizerinde g gibi, tiimleyeninde
ise sabit fonksiyon gibi davranan g; homeomorfizmalarini tanimlayalim. g; lerin de-

gismeli oldugu ve g = g;...gp oldugu agiktir.

Bundan sonra mertebesi 3 olan her g € [f] icin, supp(g) = AlLig(A) Lig?(A) ve

gla = flla g a(a) = f'lg(a) olacak sekilde kapagik bir A kiimesi ve /,¢ tam sayilari ol-
dugunu ve her 0 <i,j <[+t vei## jicin fi(A)N f/(A) = 0 esitliginin saglandigint
soyleyebiliriz. Bu g elemanlarini S;,,, | simetrik grubunda (k [ k—+1) devirleri gibi
diistinebilir her 3-devir (i —1 i i+ 1) permiitasyonunu da f3i,) ile gosterebiliriz. Ay-
rica g, biitiin 3-devir permiitasyonlarin iceren alterne grup A; ;. in i¢indedir. Sonug

olarak g, H nin i¢indeki elemanlarin ¢arpimi olarak ifade edildiginden g € H olur. []

Lemma 5.2.3. H < [[f] dolaywsiyla H = [[f]’ gerceklenir.

Ispat. Her By € H ve her g € ] igin, gBug~" elemaninin mertebesi 3’tiir. Lemma
geregince gByg~' € H saglamir. H, By lar tarafindan iiretildiginden H < [f]’

olur.

U C C kapagik bir kiime ve f~2(U), f~(U),U, f(U), f>(U) kiimeleri ikigerli ayrik
olsun. Ny = ﬁf, ) ﬁf(U) homeomorfizmasini tanimlayalim. Bu homeormorfizma da

(01234) permiitasyonuna karsilik gelir. O

Lemma 5.24. U,V C C kapacik alt kiimeleri verilsin.

i) f2(V), 71 (V),V, £(V), f2(V) kiimeleri ikiserli ayrik ve U C V ise,

nvBuny ' = Brw) ve ny ' Buny = Br1w)

olur.
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i) £F~1(U),U, fU), f~Y(V),V, f(V) kiimeleri ikiserli ayrik ise,

1By, By ') = Brw)ng1v)

olur.

Ispat. (i): ny = NuNy\y seklinde yazabiliriz. supp(ny\y) diger homeomorfizmalarin

destek kiimleriyle ayrik oldugundan,
nvBuny ' =nuBuny' = Brw)
saglanir. Son esitlik ise permiitasyonlar olarak
(01234)(123)(04321) = (012)
esitliine kargilik gelir. 1, 1 Bunv =B 1) esitligi de benzer sekilde kolayca goriiliir.
(ii): A = f(U) N f~1(V) diyelim. Tlk ispattaki gibi
Bu = Bs-1ic)Bus-1(c) Ve Bv = Bp-1ic)Bys-1(c)

yazabiliriz. Yine ilk ispattaki gibi destek kiimelerin ayrikligindan

[ﬁV7ﬁ(}1] = [ﬁf(C)aﬁf_—ll(C)] = ﬁf(C)ﬁf_—ll (C)ﬁf_(é)ﬁffl(c) = ﬁC
elde edilir. Buradaki son esitlik ise permiitasyonlar olarak
(234)(021)(243)(012) = (123)

esitligine karsilik gelir. O

Teorem 5.2.1 ([14] (Theorem 5.4)). f € Homeo(C) minimal olsun. Komiitatér alt grup
If] sonlu iiretilen bir gruptur gerek ve yeter kosul (C, f) minimal bir alt ételeme ile

esleniktir.

Ispat. (=): Kabul edelim ki, [f] sonlu iiretilen bir grup, g1,...,g, € [f]’ elemanlar:

sonlu iirete¢ kiimesi, n; ler g;(x) = ™) (x) esitligini saglayan siirekli fonksiyonlar ve
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P={Py,...,Pn}, {n;l(k)}kez nin inceltilmig parcalanigi olsun. P sonlu bir kiime ol-
dugundan PZ ve C homeomorfiktirler. s : PZ — PZ 6teleme fonksiyonunu diisiinelim.
f*(x) € Pg oldugunda 7(x); = P olacak sekilde siirekli 7 : C — PZ fonksiyonunu ta-
nimlayalim. Her x € C igin s*7(x) = mf¥(x) olacak sekilde k € Z vardir. zo C n; ' (k)
oldugunda h;(z) = s(z) olacak sekilde h; € Homeo(m(C)) homeomorfizmalarini ta-
mimlayalim. h; € [s] ve mg; = fim oldugu goriiliir. £ nin birebir olduunu gosterirsek

ispat tamamlanacaktir.

7 birebirdir : Kabul edelim ki, x # y ve m(x) = 7(y) olsun. g(x) # x ve g(y) = y olacak
sekilde keyfi bir g € [f]’ alip sabitleyelim. g = glri ...gft’ olsun. wg; = f;mw oldugundan,

mg(x) = mg; .8} (x)

A irli...]cir’ﬂ(x)
= l.rl"...fi:’n(y)
=mg;l...g'(y)

=mg(y) =n(y) = 7(x)

olur ve boylece s*m(x) = mf*(x) = mg(x) = m(x) olur ki, bu da s nin minimalligiyle

bir ¢eligki olusturur.

(«=): Kabul edelim ki, (C, f), minimal bir alt 6teleme ile eslenik olsun. Genelligi boz-
maksizin C nin, sonlu bir A kiimesi icin A% nin kapali bir alt kiimesi altinda invariyant
kaldigin kabul edebiliriz. Ayrica, her x € C ve |i — j| < 4 esitlidini saglayan i, j € Z

icin x; # x; kabul edebiliriz. Simdi m,n € N ve a; € A igin

La_p...a_jaoay...an >={xcClx;=a;, —m<i<n}
silindirik kiimesini tanimlayalim. |i — j| <4 i¢in x; # x; ve f minimal bir alt 6teleme
ile eslenik oldugundan, her silindirik kiimesi U igin, f~2(U), f~'(U),U, f(U), f*(U)
kiimelerinin ayrik oldugunu biliyoruz. H kiimesi,

{Bu | U =< abc>>, a,b,c € A}

sonlu elemanlarindan iiretilen [f]’ nin bir alt grubu olsun.
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Iddia: H = [[f]’ dur.

Iddianin Ispati : Her silindirik kiime U i¢in, By € H oldugunu géstermemiz yeterlidir.

Bf(<<g>>) = Hﬁ<<aé>>7 ﬁf—1(<<g>>) = HB<<Qa>>

bcA becA

oldugundan, Br(«gs),Bf-1(<as) € H ve bdylece Ngs € H olur. Silindirik kiime
U=<a_p...a_1a0a;...ap >C< ag >=V

alinarak Lemma/[5.2.4}i’den,

77<<a70>>ﬁU77<7<l170>> = Brw) n<2£70>>ﬁun<<@>> =B

esitlikleri elde edilir. Son olarak da m + n iizerine tiimevarim yaparak ve

U=<a_p...a_1dpa1 > ile V =< ajap > kiimelerine Lemma[5.2.4}i’yi uygulayarak

ispati bitiririz. [

5.3 Uyumlu Gruplar

Bu boliimde de uyumlu gruplarin iistiinde duracagiz.

Tanmim 5.3.1 ([15]]). G bir grup olsun.

i) u(G) =1,
ii) u(AUB) =u(A)+u(B), VA, BC G, ANB=10,

iii) pu(gA)=pu(A), vVACG, g€G,

sartlarim saglayan G nin kuvvet kiimesinden tamuml bir 1 : P(G) — [0, 1] olasilik
fonksiyonu varsa G ye uyumlu grup (amenable group) denir.
Uyumlu gruplar sinifin1 AG ile gosterelim.

Teorem 5.3.1 ([15]]). AG su islemler altinda kapalidir:
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i) alt grup (G € AGve H < G ise H € AG)
ii) boliim grubu (G € AG ve N <G ise G/N € AG)
iii) genisleme (N,G/N € AG ise G € AG)

iv) yonlii birlesim (Her i icin H; C H;1 ve H; € AG ise | JH; € AG)

Sonlu gruplar, degismeli gruplar, ¢oziilebilir (solvable) gruplar; uyumlu gruplara or-

neklerdir. Asagida sonlu gruplarin uyumlu grup oldugunu gosterecegiz.

Ornek 5.3.1. G sonlu bir grup olsun. u : P(G) — [0,1] olasilik fonksiyonunu her

A € P(G) igin
A

H(A) el

seklinde tamimlarsak ii¢ kosulun da saglandigini gorebiliriz.

Teorem 5.3.2 ([[15]). Serbest grup F> uyumlu degildir.

F, grubunu icermeyen gruplar sinifin1 NF ile gosterelim. Bir 6nceki teoremlerden

AG C NF oldugu goriiliir.

Soru 5.1 (Neumann). AG = NF esitligi dogru mudur?

Cevap: Hayir! 1980 yilinda ilk defa Olshanskii [16] F> icermeyen ve uyumlu olmayan

gruplara 6rnek sunmustur.

Soru 5.2. Sonsuz, sonlu iiretilen, basit ve uyumlu grup var nudir?

Cevap: Evet! 2013 yilina kadar acik problem olan bu problemi, Juschenko ve Monod

asagidaki teoremle ¢ozmiiglerdir.

Teorem 5.3.3 ([11] (Theorem 4.9)). f € Homeo(C) minimal olsun. [[f] wyumlu bir

gruptur.

Sonug 5.3.1. f € Homeo(C) minimal bir alt dteleme ile eslenik olsun. [f]’ sonsuz,

sonlu iiretilen, basit ve uyumlu bir gruptur.

Ispat. Sonuc , Teorem , Teorem ve Teorem ’iin sonucu olarak

gelir. [
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Tamim 5.3.2. Sonlu ve degismeli gruplart iceren ve alt grup, boliim grubu, genigleme
ve yonlii birlesim altinda kapali olan en kiiciik gruplar sinifina yalin uyumlu gruplar

(elementary amenable groups) denir.

Yalin uyumlu gruplar sinifim EA ile gosterelim. Teorem [5.3.1Jden EA C AG oldugu
gorilir.

Soru 5.3 ([4]). EA = AG esitligi dogru mudur?

Cevap: Hayir! 1983 yilinda ilk defa Grigorchuk [8] yalin uyumlu olmayan uyumlu
gruplara 6rnek sunmustur.

Asagidaki teorem belli kosullar altinda topolojik tam gruplarin da bu tip drneklerden

oldugunu gosterir.

Teorem 5.3.4 ([9] (Proposition 2.4)). f € Homeo(C) minimal bir alt dteleme ile esle-
nik olsun. [f])" yalin uyumlu olmayan, wyumlu bir gruptur.

Bir homeomorfizma alt grubunun topolojik tam grubunun genel hali olarak asagidaki

tanimi ele alabiliriz.

Tanim 5.3.3. H < Homeo(C) bir alt grup olsun.

[H] ={g € Homeo(C) | 3Ay, ...,A,, ve 3hy,...h, € H dyle ki C=A 1 ...UA, ve gla, = hila, }

seklinde tanmimlanan alt gruba H nin topolojik tam grubu denir.

Not: f € Homeo(C) = [f] = [(f)]

Dogal olarak, H nin uyumlu oldugu durumda [H] nin uyumlu olup olmadigini sorabi-

liriz. Asagidaki teorem bu soruya cevap olmaktadir.

Teorem 5.3.5 ([5] (Theorem 1)). C iistiinde minimal etki eden, 7. X Z ile izomorfik
olan ve topolojik tam grubu F, iceren, G < Homeo(C) vardir. Dolayisiyla Teorem

5.3.2| geredi |G| uyumlu degildir.
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6. SONUC VE ONERILER

Sonug olarak bu tezde topolojik tam gruplarin birtakim o6zelliklerini inceledik. Bu
gruplarin hem dinamik sistemler acisindan hem de gruplar teorisi agisindan ilgi ¢ekici
yanlarindan bahsettik. Sonsuz basit gruplar ve uyumlu gruplar yoniiyle bu gruplarin
cok Onem arz ettigini gozlemledik. Dinamik sistemler ve gruplar teorisi tekniklerinin
bir arada kullanildig1 bir¢ok teorem ve lemmanin ispatint agikladik. Bu siire¢te mini-
mallik kavrami biiyiik rol oynadi. Son yillarda arastirmacilarin bu tiir gruplara olan

ilgisinin sebebini anlatabilmis olmay1 umuyoruz.

lleriye doniik olarak tezin son kisminda da bahsedilen genel olarak bir homeomor-
fizmalar grubunun topolojik tam grubuyla iligkisi ile ilgili arastirmalar yapilmasi, bu

tezde bahsedilen sonuglarin genellestirilmesi, dogal sorular olarak ortaya ¢cikmaktadir.
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