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OZET
Doktora Tezi

GECIKMELI BIR YAPAY SINIR AGI MODELI ILE GECIKMELI BIR AV-AVCI
MODELININ KARARLILIK VE HOPF CATALLANMA ANALIZLERI
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Matematik Anabilim Dali

Tez Danigmani: Prof. Dr. Hiiseyin MERDAN

Tarih: Kasim 2016

Bu tez calismasinda temel amag, gecikmeli diferensiyel denklem sistemlerinin
kararlilik ve Hopf catallanma analizlerini incelemektir. Bunun icin, popiilasyon
dinamigi ve yapay sinir aglar1 alanlarinda yer alan, farkli iki alana ait diferensiyel
denklem sistemleri belirlenmis, sistemlerde gerekli yerlere gecikme terimleri

eklenerek sistemler iyilestirilmis ve sistemlerin dinamik davraniglari incelenmistir.

Catallanma teorisi, secilen bir kontrol parametresine bagli olarak sistemlerin
dinamigini inceleyen dinamik sistemlerin bir arastirma sahasidir. Amag, kontrol
parametresine gore degisimini godzlemlemek istedigimiz sistemin uzun vadedeki
davramisin1 incelemektir. Catallanma ise, degisen parametre degerlerine karsilik
dinamik sistemin kalitatif yapisinda degisiklik olmasidir. Fark denklemleri ve
diferensiyel denklemlere gore farkli gesitlerde bir¢ok catallanma tipi mevcuttur.

Ayrica, modelin boyutuna gore de ¢atallanma tipleri ve adlar1 de§ismektedir.

Dinamik sistemler teorisinde periyodik c¢Oziimler ¢ok genis bir yer tutmaktadir.
Siirekli dinamik sistemlerde, bir parametreye bagl lokal olarak periyodik ¢oziimleri
belirlemenin yolu ise Hopf catallanma analizidir. Hopf ¢atallanmasi, en az iki boyutlu
diferensiyel denklem sistemlerinde goriilen, kritik parametre degerinden sonra denge
noktasinin kararlilik yapisinin degistigi (bakilan eksene gore yon degisebilir) ve limit
dongiilerinin (periyodik ¢oziimlerin) ortaya c¢iktifi catallanma tipidir. Gecikmeli

diferensiyel denklemlerde, gecikme parametresini c¢atallanma parametresi olarak
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secmek yaygindir.

Bir dinamik sistemde, ge¢cmis zamanin etkilerini sisteme yansitmak i¢in modellere
gecikme terimi eklenir. Gecikme terimi eklenilen denklemleri calismak biraz daha zor
olsa da dogada gecikmeler daima mevcuttur. Popiilasyon dinamiginde, bir tiiriin
avlanabilmesi i¢in olgunlagsma siireci veya avlanma igin gerekli olan siire, bir
bakterinin kulugka siiresi, bir sinir hiicresinin uyarildiktan sonra ¢iktinin olusabilmesi

icin gecmesi gereken siire gecikmelere 6rnek olarak verilebilir.
Bu tez calismasi, esas itibariyle iki kisimdan olugsmaktadir:

Tezin ilk kisminda, popiilasyon dinamiginde zengin bir igerife sahip olan bir
oran-bagimli denklem sistemine kesikli gecikme terimleri eklenmigtir. Bu bolim,
kendi icerisinde esit gecikmeli terimli ve farkli gecikmeli terimli olmak iizere iki

farklr sistemin Hopf catallanma ve kararlilik analizlerini icermektedir.

Tezin ikinci kisminda ise iki sinir hiicreli geri beslemeli bir yapay sinir ag1 sistemine
hem kesikli hem dagilimli gecikme terimi eklenmis ve sistem yine iki farklh
kategoride incelenmistir. 1ki sistemde de, Hopf catallanmanmin varligim
garantileyebilmek i¢in parametreler iizerine konacak gerekli sartlar belirlenmis ve
periyodik ¢oOziimlerin ortaya ciktigi gosterilmigstir. Calisilan dort sistem icin elde
edilen teorik bulgular, MATLAB programi kullanilarak niimerik Orneklerle

desteklenmistir.

Anahtar Kelimeler: Hopf catallanmasi, Zaman gecikmesi, Kararlilik, Periyodik

cOzlimler.
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Doctor of Philosophy

HOPF BIFURCATION AND STABILITY ANALYSES OF A NEURAL NETWORK
MODEL WITH DELAY AND A PREDATOR-PREY MODEL WITH DELAY
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TOBB University of Economics and Technology
Institute of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Hiiseyin MERDAN

Date: November 2016

In this thesis, the main aim is to investigate the stability and Hopf bifurcation analyses
of delayed differential equation systems. For this, we take two different differential
equation systems which belong to population dynamics and artificial neural networks
areas. These systems are enhanced by incorporating delay terms where needed and

their dynamical behaviours are studied.

Bifurcation theory is a research area that observes the changes of dynamical systems
that depend on time according to a chosen control parameter. The goal is to study the
large time behaviour of the system with respect to a control parameter that we want to
observe. Bifurcation is the change of qualitative structure of dynamical systems
associated with varying parameter values. There are many different bifurcation types
in both difference and differential equations. Also, the names and types of

bifurcations change according to the dimension of models.

In dynamical systems literature, periodic solutions have an extensive study area. In
continuous time dynamical systems, the method of determination of local periodic
solutions that depend on a control parameter is Hopf bifurcation analysis. Hopf
bifurcation is a type of bifurcation that after a critical parameter value the stability of
the equilibrium point changes (the direction may change according to axes which we
look) and limit cycles (periodic solutions) occur. Hopf bifurcation can be seen in at

least two dimensional differential equation systems. It is very common to choose the
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delay parameter as a bifurcation parameter.

In order to reflect dynamical behaviour of models that depend on the past history of
the system, we often incorporate time delays into models. Even it is more difficult to
analyse systems with delays, delays always exist in nature. In population dynamics,
maturation time to be a prey of a specie or time needed for predation, incubation
period of a bacteria, time needed for a response after a neuron is fired can be given for

examples.

This thesis mainly involves two parts:

In the first part, it has been incorporated a discrete delay term into a ratio-dependent
differential equation system which has rich content in population dynamics. This part
includes Hopf bifurcation and stability analyses of two different systems, that is, one
is the system with equal time delays and the other one is the system with different two

time delays.

In the second part, it has been incorporated a discrete and a distributed delay term into
a recurrent neural network system with two neurons. Again, the system is considered
in two categories. Both in two systems, the conditions on parameters are determined to
guarantee that two systems have Hopf bifurcation and existence of periodic solutions is
demonstrated. Theoretical results that have been obtained for four systems supported

with numerical examples by using MATLAB program.

Keywords: Hopf bifurcation, Time delay, Stability, Periodic solutions.
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1. GIRIS

Dinamik sistemler teorisi, genellikle durumu zamana baglh olarak degisen fiziksel,
kimyasal veya biyolojik sistemlerin davraniglarini anlamaya veya tarif etmeye calisan
matematigin bir brangidir (Sistemler, zamandan baska konum, yas vs. gibi
degiskenlere de bagh olabilir). Gezegenlerin hareketi ve giines sistemi, hava durumu,
buzun su icinde erimesi, bir gazin havada yayilmasi, kalp atis1, bir hastaligin bir
popiilasyonda yayilmasi, hisse senedi piyasast bu tarz sistemlere Ornek olarak
verilebilir. Dinamik sistemlerin uygulamalar1 giinliikk hayatta karsilagtigimiz bir¢ok
teknik problemi ¢ozebilmek, doganin ve insanoglunun kompleks yapisini bir nebze de
olsa anlayabilmek icin hemen hemen her alana yayilmistir. Temeli H. Poincaré’nin
1890’Ih yillardaki caligmalarina dayansa da oOzellikle son yiizyillda cok biiyiik
ilerlemeler kaydeden bu calisma sahasi, biyoloji, fizik, kimya, klasik mekanik,
kontrol sistemleri, yapay sinir aglari, popiilasyon dinamigi, sinirbilim veya ekonomi
gibi bir¢ok disiplinde karsimiza ¢ikmaktadir.

Dinamik sistemlerin uygulamalarda yaygin olarak kullanilan belirgin 6zelliklerini ii¢
baglikta toplayabiliriz. Bunlardan birincisi “Ongoriicti” 6zellige sahip olmasidir. Bir
dinamik sistem modeli yardimiyla, herhangi bir sistemin ge¢misteki veya su andaki
durumundan yola ¢ikarak, sistemin gelecekteki davranisinin ne olacagi hakkinda fikir
sahibi olunabilir. Bir diger 6zelligini “tanilayic1” olarak adlandirabiliriz. Bu ozellik,
ilgi duyulan sistemin su anki durumuna gelmesini saglayan ge¢miste olabilecek olasi
durumlar hakkinda bilgi edinebilmemizi saglar. Son olarak, bazi sistemlerde amag
gelecegi tahmin etmek veya gecmisi aciklamak degil, fiziksel bir sistem icin “teori
olusturmak™ olabilir. Bu ii¢ kategori de, nihayetinde fiziksel bir olayin agiklanmasi
veya anlagilabilmesi i¢in ortak amaca hizmet ederler (Url-5).

Dinamik sistemlerde modelleme yapmak icin yaygin olarak kullanilan denklemler
diferensiyel denklemler, kismi tiirevli denklemler ya da fark denklemleridir.
Calistigimiz probleme gore secimimiz degisiklik gosterir. Modelde kullanilan zaman
aralifi1 ayrik zaman dilimleri halinde ise fark denklemleri, degisim siirekli bir
zamanda gerceklesiyor ise diferensiyel denklemler kullanilabilir. Modelimiz
zaman-yas, zaman-konum gibi birden fazla degiskene bagli ise kismi tiirevli
denklemler tercih edilir. Modeller baslangicta oldukga basit tutulurken, daha sonra
modeller gelistirilebilir. Ornegin, modelleri iyilestirmek icin daha cok parametre
ekleyebilir, modele bagka fonksiyonlar ekleyebilir ya da modelin boyutunu artirmak
gibi yontemler kullanabiliriz. Diferensiyel denklem sistemleri kullanmak, sistemlere
gecikme terimleri eklemek, kismi tiirevli denklem sistemleri kullanmak veya
difiizyon terimleri eklemek yine yapilan iyilestirmelerdendir.



Tez Plam

Tezin birinci bolimii gecikmeli diferensiyel denklemler ve catallanma teorisi
hakkinda kisa bir 6zet icermektedir. Biyolojik olarak gecikme teriminin anlami
aciklanmaya calisilmis ve kesikli ve dagilimhi gecikme arasindaki farklar
belirtilmistir. Daha sonra, ¢catallanma kavrami kisaca 6zetlenmistir.

Ikinci boliimde, siirekli dinamik sistemlerde goriilen Hopf ¢atallanmasi ele alinmustir.
Bir sistemde Hopf catallanmasinin olusabilmesi i¢in yeter kosullar Hopf catallanma
teoremi (Hassard ve dig., 1981) ile verilmistir. Hopf catallanmanin 6nemi vurgulanmus,
ardindan gecikmeli diferensiyel denklemlerde Hopf catallanma teorisi ve merkez ¢cok
katlisina indirgeme yontemi detayl sekilde aciklanmistir.

Uciincii boliimde, asagidaki oran-bagimli denklem iizerine iyilestirmeler yapilmistir:

dN(t)

= rlN(t) —SP(I)N(t>7

dP(t) P(t)
— = = PO (rg—@m). (1.1)

Bu denklemde ry, rp, €, 0 pozitif parametreler olmak iizere, N(¢) ve P(t) sirasiyla
bir ¢ anindaki av ve avci popiilasyonlarinin yogunlugunu gostermektedir. Modele, av
popiilasyonunda avlarin av olabilmesi icin gegmesi gereken zamani simgeleyen ve avci
popiilasyonunda avcilarin olgunlagsma siirecini belirten sirasiyla 7; ve 7, gibi iki tane
farkli kesikli gecikme terimi eklenmis ve asagidaki sistem elde edilmistir:

UL~ v - epon ),
dP(1) P(t—1m)
PO~ (rz_eN(t_;l>) (12)

(1.2) sisteminin karakteristik denkleminin analizinin zor olmasindan dolay1, birinci
asamada 71 = Tp = 7 gecikmeleri esit alinarak agagidaki denklem sistemi gz Oniine
almmustir:

dff) — FIN(t)— eP(N(2)
P (1) _1)

Z|

(¢
ﬂ) . (1.3)

(1.3) sisteminin pozitif denge noktalar1 bulunmus ve denge noktalarinin kararlilik
analizi yapilmistir. Bu sistemde periyodik ¢oziimlerin ortaya ciktigi gosterilmistir.
Daha sonra, (1.2) sistemi ayni sekilde analiz edilmis ve bu sistemde de Hopf
catallanma analizi yapilmistir. Her iki sistem i¢in teori, niimerik Orneklerle
desteklenmistir. Ozetle, yukaridaki sistemlerde kritik ¢atallanma degerinin altindaki
degerler icin denge noktasimin kararliligi gosterilmis ve bu kritik degerden sonra
stiperkritik Hopf catallanmanin ortaya ciktig1 ispatlanmistir (Karaoglu ve Merdan,

2 = P(t) <r2 -0



2014a; Karaoglu ve Merdan, 2014b).

Tez calismasinin ikinci kismi olan dordiincii boliimde ise bir yapay sinir agi
sisteminde Hopf ¢atallanmasi arastirilmstir. Iki boyutlu bir geri beslemeli yapay sinir
ag1 sisteminde noronlar arasindaki iletime kesikli gecikme terimi ve kendine olan
baglant1 kismina da dagilimli gecikme terimi eklenmistir:

!

X1 (t) = —X] (t) —I—allfll(/t F(l‘ —s)x1 (s)ds) +6112f12(XQ(l‘ — Tz)),
- (1.4)

!

X (1) = —x2(t) +az1 f1 (x1(t — 1)) +a22f22(/_:°F(t—s)xz(s)ds).

Burada x,(1) = % olarak tanimli olup, x;(¢), i. ndronun ¢ zamanindaki durumunu
belirtmektedir. F(.) ise [0,0) iizerinde tanimli, ¢ anindaki dinamige ge¢mis zamanin
etkilerini yansitan, negatif olmayan ve smirli gecikme c¢ekirdegi olarak
tanimlanmaktadir.

Ik olarak, (1.4) sisteminde karsimiza ¢ikan Karakteristik denklemin analizinin
zorlugundan dolay1 asagidaki (1.5) sistemi incelenmistir:

x(1) = —xl(f)+a11f11(/_tooF(l—S)x1(S)dS) +anfia(n(t—1)),

xlz(t) = —xp(t) +az fr1(x1(t —71)) + axafor(x2(2)).

(1.5)

Her iki sistemde de gecikme parametreleri 7| ve 7 olup, T = 7| + 7> catallanma
parametresi secilerek sistemlerin dinamigi incelenmistir.

(1.5) sistemi, lineer zincir de8isken degistirme metoduyla ii¢ boyutlu kesikli
gecikmeli bir sisteme denk olacak sekilde yeniden diizenlenmistir. Hopf teoreminin
sartlarinin saglandig1 gosterildikten sonra Hopf catallanmasinin yonii, tipi ve
kararlilif1 belirlenmigtir. Niimerik Orneklerle Hopf catallanmasinin  varligi
desteklenmistir.

(1.5) sisteminin analizi tamamlandiktan sonra, en genel durumu iceren (1.4)
sisteminin Hopf catallanma analizi calisilmustir. i1k olarak, (1.4) sistemi lineer zincir
degisken degistirme teknigiyle dort boyutlu bir sisteme doniistiiriilmiistiir 6yle ki bu
yeni sistem (1.4) sistemine denktir. Bu sistemin karakteristik denklemi daha karisik
bir iistel denklem formunda oldugundan denklemin daha detayli kok analizi
verilmigtir. Sirf sanal koklerin varligini garantileyebilmek i¢in, Hopf catallanma
kosullarin1 gergekleyecek bicimde yeni bir lemma daha ortaya konmustur. Daha sonra
yine Hopf catallanmanin yoni, tipi ve kararlilig1 belirlenmistir. Niimerik orneklerle
Hopf catallanmasinin varligi desteklenmistir. Gecikme parametresinin degeri arttikca
periyodik coziimlerin periyotlarinin arttigr gosterilmistir (Karaoglu ve dig., 2015;
Karaoglu ve dig., 2016).



1.1 Gecikmeli Diferensiyel Denklemlere Giris

Herhangi bir dinamik sistemde bir bilginin iletilebilmesi i¢in belirli bir zamana
ihtiya¢ vardir. Bu, biyolojik bir sistemde belki kimyasal tasiyicilar ile, elektronik
aygitlarda elektronlarla ya da optikle ilgili bir deneyde 151k yardimiyla olabilir. Fakat
biitiin durumlarda, iletimin saglanabilmesi i¢in mutlaka zamana ihtiya¢ vardir (Atay,
2010; Feng ve dig., 2007). Bu yiizden, tiim matematiksel modellerde gecikme
teriminin etkisi goz ardi edilemez (Kuang, 1993).

Peki modellere gecikme terimleri eklemek neden bir gerekliliktir? Gecikme eklenilen
denklemleri c¢alismak matematiksel agidan oldukg¢a zor olsa da dogada gecikmeler
daima mevcuttur. Dogadan bir Ornek verecek olursak, bir agaci kestigimizi
diisiinelim. Agacin tekrar meyve verecek kadar olgunlagsmasi i¢in belirli bir zaman
gecmesi gereklidir. Bu bir gecikme olarak diisiiniilebilir. Bu yiizden orman hasati
denkleminde mevcut durumu daha iyi anlayabilmek i¢in gecikme terimini koymak bir
gerekliliktir (Kuang, 1993). Benzer sekilde, bir bakterinin kulucka siiresi, bir
popiilasyonda disilerin dogurganliga erisebilmeleri i¢in gecen siire, bir kanser
hastasina ila¢ verildikten sonra ilacin etki etmesine kadar gecen siire, bir kanser
hiicresinin ¢ogalirken boliinme esnasinda gecirdigi siire gecikmelere ornek verilebilir
(Bilazeroglu, 2012; Giinel, 2006). Kiiciikk gecikmelerin bile sistem dinamiginin
yapisinda biiyiik degisimlere yol actig1 bilinmektedir (Kuang, 1993). Ozetle, gecikme
ihtiva eden bir fiziksel olay1 daha iyi anlamak icin gecikme iceren denklemler ile
modelleme yapmak kag¢inilmazdir.

Daha oOnce belirttigimiz gibi, matematiksel modelleme aslinda adi diferensiyel
denklemler teorisi ile baglamistir. Fakat giin gectik¢e, calismalar hiz kazandikca bazi
denklemlerin yetersiz kaldig1 goriilmiis ve gecikmeli diferensiyel denklemlerin diger
bir adiyla diferensiyel-fark denklemlerinin dogaya daha iyi bir yaklasim verdigi
gosterilmigtir. Ancak, tabii ki bu ilerlemenin yani sira denklemlerin analizleri de daha
zor hale gelmistir. Simdi, gecikmeli diferensiyel denklemlerin adi diferensiyel
denklemlerden farklarini biraz 6zetlemeye caligalim.

NOERI0) w6
X (t()) =X
baglangi¢ deger problemini g6z Oniine alalim. Kabul edelim, f fonksiyonu (fo,xo)
noktasin1 igeren bir D bolgesi iizerinde siirekli ve x degiskenine gore Lipschitz
kosulunu saglasin. O halde, bu baglangi¢ deger probleminin ¢dziimii vardir ve tektir.
Simdi, T > 0 gecikme terimi olmak iizere agagidaki

/

x (1) = f(t,x(t),x(t — 7)) (1.7)

gecikmeli diferensiyel denklemi diisiinelim. Buradaki ilk fark, gecikmeli diferensiyel
denklemlerdeki baslangic deger probleminin adi diferensiyel denklemlerdeki
baslangic deger problemlerine gore daha cok bilgi gerektirmesidir. (1.6) adi
diferensiyel denkleminde baslangic kosulu Oklid uzayinda bir nokta ile temsil
edilirken gecikmeli diferensiyel denklemler icin [fo — 7,7p] arahigindaki ¢oziim ile
ilgili tiim bilgiye ihtiya¢ vardir. Bu durumu s6yle aciklayabiliriz: (1.7) denkleminde %
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Sekil 1.1: Gecikmeli diferensiyel denklemlerde tarihce

baglangi¢ anindan baglayan x(z) ¢6ziimiinii bulmaya ¢alisalim. Agikga, belirli bir #,
aninda konumun zamana gore degisimi yani x/(to) bulunmak istenirse x(zy) ve
x(tg — ) bilgilerine ihtiyacimiz vardir. Zaman ilerledikge pertiirbe edilmis 7y + € ant
i¢in ise x(79 + €) ve x(top + € — 7) bilgilerine ihtiya¢ vardir (Bakimz Sekil 1.1). Bu
ylizden bir baglangic deger probleminin anlamli olabilmesi i¢in bir baslangic
fonksiyonuna ya da baslangi¢ noktasi 0 olarak kabul edilirse [—7,0] araliginda x(7)
degerlerini veren bir baglangi¢ tarih¢esine ihtiyacimiz vardir. Yani, (1.7) sistemi ic¢in
baglangic kosulu x(z) = ¢(z),t0 — T < t < 1y olacak sekilde secilmelidir (Sekil 1.2).
Boyle bir baglangic fonksiyonu ile birlikte (1.7) denklemi f ve ¢ siirekli oldugu ve f
fonksiyonu bagimli degiskene gore Lipschitz kosulunu sagladigi takdirde tek bir
coziime sahip olacaktir (EI’sgol’ts ve Norkin, 1973). Baslangi¢ fonksiyonu siirekli bir
fonksiyon olarak alinirsa ¢oziim uzay: da (Clto — 7,t],R) ile ayn1 boyutta olacaktir.
Yani, gecikmeli diferensiyel denklemler sonsuz boyutludur (Daha detayli bilgi icin
Forde (2005) referansina bakilabilir).

xA

x=0¢ (t)

Sekil 1.2: Gecikmeli diferensiyel denklemlerde baslangic kosulu (El’sgol’ts ve Norkin,
1973)

Gecikmeli diferensiyel denklemlerin adi diferensiyel denklem sistemlerinden bir diger
farki da karakteristik denklemin artik polinom bi¢iminde olmamasidir. Polinomdan
ziyade, asagida verilen tipte denklem tipiyle karsilagiriz:

Py(A)+ P (A)e T =0. (1.8)
Burada Py(A) ve Pi(A), A ya bagh polinomlardir. Bu tip denklemler “transandantal
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denklemler” ya da “iistel polinomlar” olarak adlandirilir. Gecikmeli diferensiyel
denklemlerin sonsuz boyutta olusunu sistemlerin lineer kisimlarini calisirken de
acikca gorebiliriz. Genel olarak, bu tipteki bir denklemin sonsuz ¢oklukta ¢oziimii
oldugundan (El’sgol’ts ve Norkin, 1973), lineer denklem sistemine karsilik gelen
sonsuz ¢oklukta lineer bagimsiz ¢oziim vardir.

Karakteristik denklemlerin bu tipte karsimiza ¢ikmasi maalesef koklerinin bulunmasi
hususunda isimizi ¢ok zorlagtirmaktadir. Bu yiizden bu tip denklemler i¢in lineer
kararlilik analizi daha zordur. Literatiirde, son 35 yilda iistel polinomlarin koklerinin
bulunmas1 konusunda bir ¢ok arastirma yapilmistir. Mevcut en giiclii kaynaklardan bir
tanesi Bellman ve Cooke tarafindan yazilmis “Differential-Difference Equations”
kitabidir (Bellman ve Cooke, 1963). Gecikmeli diferensiyel denklemler ve kararlilik
analizleri hakkinda daha detayl arastirma yapmak isteyenler, temel kitaplar olarak
nitelendirebilecegimiz Bellman ve Cooke (1963), Cushing (1977), El’sgol’ts ve
Norkin (1973), Gopalsamy (1992), Hale (1977), Kuang (1993), MacDonald (1978a),
MacDonald (1989), Smith (2011) kitaplarina bakabilirler.

1.1.1 Kesikli gecikme veya dagilimh gecikme

Bir onceki boliimde de belirttigimiz gibi, bir¢ok biyolojik modelde degiskenlerin
zamana bagl degisimlerini incelerken sadece sistemin o anki durumunu goz Oniine
almak yerine sistemin ge¢cmis zamandaki durumunu da dikkate almamiz gereklidir.
Fakat “sistemin simdiki zamandaki bilgisi” derken gercekten neyi kastediyoruz, biraz
matematiksel dille anlatmaya calisalim. Asagidaki (1.9) denklemini ele alalim:

dx(t)
- . 1.
7 f(x,2) (1.9)
Bu denklemde z = x alinirsa denklem
dx(t
d(t) = f(x,x) := g(x) (1.10)

formatina gelir ve x in zamana bagl degisimi anlik olup herhangi bir 7y baslangic degeri
verildiginde t > 1y i¢in x(¢) ¢oziimii belirlenebilir. Yine (1.9) sisteminde z = x(r — 7)
alinirsa

= f(x,x(t — 1)) (1.11)

denklemi elde edilir ve bu gecikmeli diferensiyel denklemde 7 > 0 kesikli gecikme
terimidir. Bu denklemi ¢ozebilmek icin [ty — 7,7p] aralifindaki her 7 igin x(7)
degerlerini bilmemiz gerekir. Yani, her ¢ € [t — 7,1 i¢in x(z) hakkinda bilgiye sahip
olmak gereklidir. Simdi ise, ilk defa bahsedecegimiz dagilimli gecikmeye deginelim.
Bazi sistemlerde, ayrik zamanlardaki ge¢cmisin etkileri yerine tiim ge¢misin birikimli
etkisi goriilebilir. Bu durumda (1.9) sisteminde z = [* _ x(7)G(t — 7)dt alimirsa
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d’;(;) — (x(t),/:ox(r)G(t—T)dr> (1.12)

denklemi elde edilir. Bu sistemi ¢ozmek i¢in tiim negatif ¢ ler i¢in x(¢) lerin bilinmesi
gereklidir. Bu gecikmeye “dagilimli gecikme” ve denklem tipine de
“integro-diferensiyel denklem” ad1 verilir. Kesikli gecikmeli veya dagiliml gecikmeli
denklemlere “fonksiyonel diferensiyel denklem™ adi verilir (MacDonald, 1989).

(1.12) denklemindeki G(u) “hafiza fonksiyonu” veya “gecikme cekirdedi” olarak
adlandirillan agirlik fonksiyonudur. Genellikle, agirlik fonksiyonu normallestirilir,
yani

/wG(u)duzl (1.13)
0

olarak alinir. Burada ilging olan (1.12) denkleminde G(t —7) = 6(t —t—T) 6yle ki &
Dirac Delta fonksiyonu olarak alindiginda dagilimli gecikmenin kesikli gecikmeye esit
olmasidir. Bir bakima dagilimli gecikme, kesikli gecikmenin daha genel bir halidir.

Gecikme c¢ekirdeginin 6zelliklerinden bahsetmeden once son bir tanim daha verelim:

T:/O uG(u)du (1.14)

T4

esitligi “ortalama gecikme” olarak adlandirilir.

Genelde literatiirde gecikme cekirde8ini asagida verilen “Gamma Dagilimi” olarak

almak yaygindir:
abPtyr
G(u) = G (u) =

exp(—au). (1.15)

Gecikme ¢ekirdegi Gamma Dagilimi olarak alindiginda ortalama gecikme T = d

a
olmaktadir. Ozel olarak (1.15) denkleminde p = 0 almirsa “zayif ¢ekirdek” ve p = 1
almirsa “giicli ¢ekirdek™ adi verilir. Aslinda, genelde dagilimli gecikmede neden
Gamma dagiliminin se¢ildiginin birtakim biyolojik aciklamalar1 vardir. Bunu asagida
verilen birka¢ ornekle acgiklamaya calisalim. MacDonald’in kitabinda (MacDonald,
1989) bahsettigi Ornege bakalim (Bolim 1.2.3, Ornek A). Bu 6rnek, bir
kaplumbaganin goziine 10 ms siireyle hafif bir 1s1k tutuldugunda, retinadaki
hassas-kirmiz1 koni hiicrelerinin verdi8i tepkiyi arastirmaktadir (detayl bilgi icin
kitaptaki referanslar incelenebilir). Ilk sinyal verildiginde, hiicrelerde grafigi sivri ve
hizli bir akim beklenirken, aksine, yanitin yaklasik 100 ms civarlarinda tepe noktasi
olan yaygin bir egriye sahip oldugu gozlemlenmistir (Bakiniz Sekil 1.3). Diger bir
deyisle, ¢ikt1 dagiliml gecikmeyle olusmaktadir.

Yine aym kaynaktan sinek olgunlagma siirelerini iceren bagka bir 6rnegi verebiliriz.
Baz1 popiilasyonlarda sinekler yumurtladiktan sonra, yeni olusan larvanin tekrar
yumurtlayabilmesi i¢in (popiilasyonun zamana bagl degisimini etkileyebilmesi i¢in)
belirli bir siire gerekmektedir. Iste bu olgunlagsma siireci yine dagilimli gecikmeye
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Sekil 1.3: Kaplumbaga retinasindaki koni hiicrelerinin voltajindaki degisim

uymaktadir (Sekil 1.4).
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Sekil 1.4: Bazi sinek tiirlerinin olgunlagma siireci

Son Ornek olarak klasik Lotka-Volterra denklemlerini ele alalim:

d

d—): = ax(1—bx—cy),
dy

D Ayl —dx).
o y(1 —dx)

Burada x(r) ve y(t) sirasiyla, ¢ anindaki av ve avci popiilasyonlarinin yogunlugunu
gostersin. Biyolojik acidan, av ve avci karsilastiklart anda av popiilasyonu azalmakta
ve avcl popiilasyonu biiylimektedir. Fakat, avci popiilasyonundaki artis daha onceki
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zamanlarda varolmus av sayisina bagli oldugundan, onceki zamanlardaki avlarin
birikimli bir etkisi vardir. Bu yiizden yukaridaki denklemde dx(r)y(r) karsilasma
terimini d( [, x(7)G(t — 7)d7)y(t) olan dagilimli gecikme ile degistirmek dogaya
daha iyi bir yaklagim olacaktir.

1.2 Catallanma Teorisine Genel Bakis

Matematiksel modellerin cogunun ortak 6zelligi modeli daha iyi tanimlamaya yarayan
parametreler icermesidir. Parametreler, genellikle zamana bagli olmayan fakat modelin
ayrintilarim olusturan sabit katsayilardir. Ornegin, popiilasyonlar igin iistel bilyiime
modelini

dP
— =kP
dt
olarak ele alalim. Burada k bir parametredir. Bu modelde biiylime oram fl—f, toplam

popiilasyon yogunlugunun sabit bir kat1 olarak kabul edilmektedir. Farkl
popiilasyonlara karsilik bu k degerinin farkli olmasimni beklemek cok dogaldir.
Ornegin, tavsanlar icin kullamlan katsaymnn insanlar icin kullanilan katsayidan
oldukga biiyiik olmasi ¢ok normaldir.

Iste, parametreler degistikce ¢oziimlerin yapisi nasil degisir sorusunun yanitini
bulmak dinamik sistemlerin onemli bir ¢alisma sahasi olmustur. Baz1 modeller igin,
belli bir aralikta degisen parametrelerin sisteme olan etkisi arastirilir. Ornegin, bir
kopriiniin zamana bagli hareketini inceleyen bir modeli diisiinelim. Kopriiniin
tizerindeki toplam araba sayisi, kopriiniin riizgara karg: davranigini dogrudan etkiler.
Bu durumda modelimiz, koprii iizerindeki toplam araba kiitlesi parametresini
icermelidir. Belirli bir aralikta degisen araba kiitlelerine karsin sistemin ¢oziimii
kopriiniin davranisinin nasil degisece8i yoniinde bize fikir verebilir (Blanchard ve
dig., 2011).

Bircok modelde parametrelerin kesin degerlerinden ¢ok yaklasik degerlerini biliriz.
Bu yiizden, modelden c¢ikarimlar yapabilmek icin, parametrelerdeki hafif
degisikliklerin ¢6ziimiin davranisim1 nasil etkiledigini bilmemiz gerekir. Ayrica,
modelimizde yer almayan fakat parametrelerin degisimini etkileyen bagka faktorler
de bulunabilir. Bu da, parametrelerin se¢imlerinin hassasligin1 olduk¢a dramatik hale
getirmektedir.

Simdi, parametre degisirken sistem davranisinin degigmesine bir Ornek verelim.
Egilebilen metal bir cubugun iizerine bir yiik koyalim. Sol tarafta sistem dengede yani
kararli pozisyonda dururken, yiikiin agirligim artirdigimizda metal ¢ubuk biikiilmeye
baglar ve sistemin dengesi bozulur (Bakiniz Sekil 1.5).

Catallanma, bir kontrol parametresine bagli olarak dinamik sistemin kalitatif
yapisinda degisiklik olmasidir (Strogatz, 1994). Diger bir deyisle, parametredeki
kiiciik bir degisikligin ¢oziimlerin uzun zamandaki davraniglarini etkilemesine
catallanma ad1 verilir (Blanchard ve dig., 2011). Bu degisikligin olustugu parametre
degerine “catallanma noktas1 (degeri)” adi verilir. Yukaridaki Ornekte, yiikiin
agirlig1 kontrol parametresi iken ¢cubugun egilmeye bagladig:r andaki yiikiin agirhig
catallanma degeridir.



£

Sekil 1.5: Metal bir cubugun kararlilik yapisinin degismesi (Strogatz, 1994)

Catallanmalarin hem kesikli dinamik sistemlerde hem de siirekli dinamik sistemlerde
farkli tipleri mevcuttur. Catallanmalarda sadece kararlilik yapilarinin degismesi
gerekmez. Parametreler degisirken denge noktalarinin sayisinin degismesi, birdenbire
periyodik ¢oziimlerin ortaya ¢cikmasi da catallanmalara 6rnek teskil edebilir. Buradan
da anlasilacag iizere, ¢atallanma konusu ¢ok derin analiz gerektiren anlasilmasi zor
bir konudur. Bir sonraki boliimde siirekli dinamik sistemlerde catallanma tiirlerinden
biri olan Hopf ¢atallanmanin daha detayli incelenmesi amac¢lanmaktadir.
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2. HOPF CATALLANMA TEORISI

2.1 Hopf Catallanma Teoremi

Hopf catallanma, bir dinamik sistemde, denge noktasinin lokal komsulugunda (bir
cift sirf sanal 6zdeger bulunmasiyla) limit dongiilerinin ortaya ¢iktigi catallanma
tipidir. Bir sistemin kararlilik yapisinin, lineerlestirilmig sistemin Ozdegerlerinin
isaretiyle alakali oldugunu daha Onceki diferensiyel denklemler teorisi
bilgilerimizden biliyoruz. Ornegin, biitiin 6zdegerler negatif reel kisma sahip ise
sistemin denge noktast kararli veya 0zdegerlerden herhangi bir tanesi pozitif reel
kisma sahip ise denge noktasi kararsizdir diyoruz. Peki ya 6zdegerlerden bir tanesi
sirf sanal halde bulunuyorsa kararlilik yapisi nasil olacaktir? Iste matematigin biiyiisii
burada baglar ve coOziimlerin igerisinde bazi salimimli hareketler bekleriz. Hopf
catallanma konusundaki amacimiz da, sistemimize parametreler ekledigimizde,
secilen parametreye karsilik parametrenin hangi degerleri i¢in sistemin sirf sanal
ozdegerleri oldugunu bulmaktir. Bu kritik parametre degerinde, baz1 kosullar altinda
denge noktasindan dogan limit dongiileri elde ederiz.

Catallanma teorisinde periyodik ¢oziimler ailesinin ¢ikmasi igin yeterli kogullar
Poincaré-Andronov-Hopf Catallanma Teoremi veya kisa adiyla Hopf Catallanma
Teoremi ile verilir. Hopf Catallanmasi iki veya daha fazla boyutta birinci mertebeden
diferensiyel denklem iceren sistemlerde ortaya c¢ikabilir. Simdi n boyutta teoremin
ifadesini verecegiz ve teoremin daha iyi anlagilabilmesi icin iki boyutta sekillerle
teoriyi pekistirecegiz.

[ R* xR — R" olmak iizere

dx

E:f(x,v),xeR”,velcR (2.1

adi diferensiyel denklem sistemini diigiinelim. x = (xy,x,...,X,) olmak iizere x*(v),
(2.1) sisteminin ayrik denge noktasi ve x = x*(v) degerinde

A(V) =Dyf(x*(v),v) = (g—i(x*(v),v); i,j= 1,...,n>

sistemin Jakobiyen matrisi olsun. Ayrica, bu Jakobiyen matrisinin baz1 v = v¢ kritik
catallanma degerleri icin

!

o(V)=my>0, a(vi)=0 ve a(v')#0 (2.2)
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kosullarim saglayan A;(v) = o(v) +iw(v) ve A,(v) kompleks eslenik 6zdegerleri
mevcut olsun. Burada, v¢ kritik ¢atallanma degerimiz olacaktir.

olacak sekilde yeni degiskenleri tanimlayabiliriz. Bu degiskenlerle, genelligi
bozmadan, denge noktasin1 0 € R” ve catallanma degeri v¢ yi u = 0 kritik degerine
tastmis oluruz. Buradaki amacimiz, lineerlestirme yaparken Taylor aciliminda
islemlerin daha kolay olmasini saglamaktir. Bu degiskenler yardimiyla daima sifirdan
farkli denge noktasi orijine ve sifirdan farkli catallanma degeri de sifira taginabilir.
Asagidaki teoremin ifadesi de bu doniisiimlerden sonra elde edilen sistem igin
verilmigtir. Simdi,
FX,p) = f(X+x"(vi+pu), v +p)

olmak {iizere, sistemimiz, (2.1) sistemine topolojik olarak denk olan

dX

—=F(X XeR” 2.
I (X,u), X e (2.3)

sistemine doOniisiir. Asagida verilen teoremin ifadesi Hassard ve dig. (1981)
referansindan alinmis olup, teoremin bagka ifadelerine ve ispatina bu kitaptaki
referanslardan ulasilabilir.

Teorem 2.1 (E. Hopf).
1. Sifirt iceren agik bir komgulukta her p icin F(O,p) =0 ve 0 € R”, F nin ayrik
bir denge noktast,
2. F fonksiyonu, R" x R! deki (0,0)in bir komsulugunda X ve U ye gore analitik,

3. A(u) = DxF(0,u) Jakobiyen matrisi A ve A olacak sekilde bir tane kompleks
ozdeger ciftine sahip oyle ki

A(p) = o(u) +io(w),
®(0) =wmy > 0,a(0) =0, o (0) #£0 (transversalite (kesme) kosulu)

olsun,

4. A(0) matrisinin geriye kalan n — 2 tane dzdegeri negatif reel kisma sahip olsun.

Bu takdirde sistem (2.3) periyodik coziimler ailesine sahiptir.

Catallanma, limit dongiilerinin kararli ya da kararsiz olmasmma bagli olarak
Siiperkritik ya da Subkritik Hopf Catallanma olarak adlandirilir. Hopf
catallanmasinda transversalite kosulunun isaretine gore denge noktasinin kararlilig
degisir. Yukarida bahsedilen transversalite kosulu icin, o/ (0) > 0 ise u arttikca
ozdegerler sol yari-diizlemden sag yari-diizleme gececeginden denge noktast p < 0

12
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p<0 p=0 u=0

©

Sekil 2.1: Stiperkritik Hopf catallanmalar (Wiggins, 2003). Her iki durumda da
periyodik ¢oziimler kararlidir. Sol tarafta orijin, kritik ¢atallanma degerinden
once kararli iken sag tarafta kritik degerden sonra kararlidir .

icin kararli ve 1t > 0 icin kararsizdir. Aksine, o (0) < 0 ise u arttik¢a dzdegerler sag
yari-diizlemden sol yari-diizleme gecer ve denge noktas1 u < 0 i¢in kararsiz ve 4 > 0
icin kararlidir. Bu durumda dort farkli sonu¢ ortaya cikabilir. Kritik catallanma
degerinden oOnceki degerler icin sistemin denge noktasi kararli iken, catallanma
degerinden sonra denge noktasi kararsiz hale gelir ve kararli periyodik ¢oziimler elde
edilirse veya kritik degerden once denge noktasi kararsiz fakat kararli periyodik
coziimler var ise Siiperkritik Hopf Catallanma olarak adlandirilir (Bakiniz Sekil 2.1).
Kiritik catallanma degerinden Onceki degerler i¢in sistemin denge noktasi kararli ve
kararsiz limit dongiileri mevcutken, catallanma parametresinden sonra limit dongiileri
yok olup denge noktasi kararsiz hale geliyorsa veya periyodik coziimler kritik
degerden sonra kararsiz bir sekilde ortaya cikiyorsa Subkritik Catallanma ad1 verilir
(Bakimiz Sekil 2.2). Dikkat edilirse, tiim sekillerde genelligi bozmadan denge noktasi
orijin ve kritik deger u = 0 olarak alinmistir. Teorem 2.2’nin 3. hipotezinde de bu
kritik degerden dolayr sifir alinmistir. Bagka kaynaklarda kritik deger sifira
tasinmadan teoremin ifadesinin verildigi goriilebilir.

Burada Kuznetsov (1995) referansinda verilen notlardan da bahsedelim. Bu kitapta,
subkritik ve siiperkritik isimlerinin sirasiyla periyodik ¢oziimlerin ortaya c¢ikisinin
catallanma noktasindan once ve sonra olmasina gore isimlendirildigi belirtilmektedir.
Ancak, tabii secilen yone gore parametrenin artip artmadigi degiseceginden bu
terimlerin biraz yaniltict oldugu vurgulanmistir. Bir diger not ise her iki catallanma
tipinde de denge noktasinin kararliliginda bir kayip oldugudur. Siiperkritik
catallanmada kararli bir denge noktast kararhilifim1 kaybetmekte fakat denge
noktasinin etrafinda kararli periyodik ¢oziimler olustugu i¢in kararhilik kaybr ¢ok
keskin degildir (noncatastrophic) ve bu yiizden sistem kontrol edilebilir bir sistemdir.
Aksine, subkritik Hopf catallanmada kararsiz periyodik ¢oziimler catallanma
parametresi kritik degere yaklastikca yok olmaya baslamakta ve denge noktas1 kararl
hale gelmektedir. Bu durumda kararlilik yapisinda keskin (catastrophic) bir gecis
vardir. Bu keskin durumda, kararsiz periyodik c¢oziimler ortaya ciktiktan sonra
parametreyi kiigiiltsek bile sistemi eski kararliligina getirmek miimkiin olmayabilir
(sistem ¢ekim bolgesinden ¢ikmig olabilir), bu da sistemin kontroliinii
zorlagstirmaktadir.
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Sekil 2.2: Subkritik Hopf catallanmalar (Wiggins, 2003). Periyodik ¢o6ziimler
kararsizdir. Soldaki sekilde orijin kritik catallanma degerinden 6nce kararl
iken sagdaki sekilde kritik degerden sonra kararlidir.

Bir sistemde, Hopf teoreminin hipotezlerini saglattiktan sonra catallanma yOniiniin
yani ¢atallanma c¢esidinin siiperkritik mi yoksa subkritik mi oldugunu belirleyebilmek
icin Lyapunov katsayisini hesaplamamiz gereklidir. Asagida Lyapunov katsayisi
bulunduktan sonra periyodik ¢Oziimlerin yoniinii, kararliligin1 ve periyodunu veren
teoremin ifadesi verilmistir. Lyapunov katsayisinin bulunmasi ise gecikmeli
diferensiyel denklemler icin 2.3 boliimiinde detaylica anlatilacaktir.

Teorem 2.2. ¢;(0) Lyapunov katsayisi olmak iizere,

1

1. = —mRe(q)(O) > 0 ise, catallanma siiperkritik
1

2. W= —mRe(cl)(O) < 0 ise, ¢atallanma subkritiktir.

A(0) matrisinin geriye kalan tiim 6zdegerlerinin reel kisumlart negatif ve

1. By =2Re(c1)(0) < 0 ise, periyodik ¢iziimler kararli,

2. B2 =2Re(c1)(0) > 0 ise, periyodik ¢oziimler kararsizdr.

Ayrica, Up, Teorem 2.2°de tanimli oldugu iizere

_Im{a ()} + mlm{2 ()}
o

I =

(2.4)

esitliginden periyodik ¢oziimlerin periyoduna karar verilir. 7> > O ise, catallanma
degeri u arttikca periyodik c¢oziimlerin periyodu artar, 7, < 0 ise periyodik
¢Oziimlerin periyodu azalir.
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2.2 Hopf Catallanmanin Onemi

Yukarida bahsettigimiz gibi, Hopf catallanma bir sistemde lokal olarak periyodik
¢coziim var mu sorusunun cevabim vermektedir. Bir olgunun periyodik olmasi onun
kontrol edilebilecegi anlamini tagimaktadir. Periyodik coziimler, dogada hemen
hemen her alanda goriilmektedir. Kalbin ritminin periyodik olmasi, solunum olayzi,
gece-giindiiz dongiisii, koprii ve ugak kanatlarindaki kendinden uyarmal: titresimler,
giinliik viicut sicaklig1 ve hormon dongiisii, uyku dongiisii gibi giinliik hayattan bir¢cok
ornek verilebilir (Strogatz, 1994). Popiilasyon dinamiginde de, av-avci
popiilasyonlarinin her ikisinin de yok olmadan hayatta kalmasi yine bir dongiidiir.
Kalbin kasilmasini saglayan noronlar da periyodik olarak aymi anda uyarilip aym
anda sonmektedirler. Bir bakima sinir aglar1 modellerinin de periyodik salinimlilik
gostermesi sasirtict degildir. Bilimsel agidan da periyodik ¢6ziim veren sistemler
kendi kendine yetebilen (self-sustained) yani herhangi bir dig etki olmadan da
salimimlilik gosteren sistemlerdir.

Fizyoloji agisindan da ornekleri cogaltabiliriz. Bunun icin Glass ve Mackey (1988)
referansinda verilen hastalik Ornekleri incelenebilir. Bircok hastaligin baslangic
semptomlar1 periyodik olarak goriilmektedir. Bu duruma, yine Glass ve Mackey
(1988), Mackey ve Glass (1977) referanslarindan alinan asagidaki Sekil 2.3 ile 6rnek
verelim.

T

‘J, Litre

,MM

0 1.5 2.5
Zaman (Dakika)

i

Her bir nefesteki hacim

Sekil 2.3: Cheyne-Stokes solunumuna sahip 29 yasindaki bir bireyin nefes alma
spirogrami

Cheyne-Stokes solunumu adi verilen hafif bir rahatsizligin baslangic semptomu,
diizenli solunum akisinin degismesiyle baglar. Hasta, diizenli soluklarin arasinda
nefes alip verme sorunu yasamaktadir. Grafikten de goriildiigii gibi, spirogramdan
Olciilen sonuglar periyodik bir davranis sergilemektedir.

Simdi, sinir aglarindan bir 6rnekle devam edelim. Fizyolojik deneyler, beynimizin
kaotik bir yap1 sergiledigini gostermektedir (Das ve Kundu, 2014). Eger bu kaotik
yapt bozulursa, bilgi isleme icin gerekli olan hizli faz degisimlerinde aksakliklar
yasanacaktir. Iste Alzaymur hastahiginda da bu durum gerceklesmektedir. Alzaymir
hastalarinin beyinleri, elektrofizyolojik acidan aktif olmayan sinir hiicreleri icermekte
ve daha az kaotik yap1 gostermektedirler. Aslinda bir bakima, kaotiklik saglikli olma
durumunu yansitmaktadir. Bu hastaligi modelleyen bir caligmada periyodik ¢oziim
cikmasi, orada kaotik bir yapinin var olamayacagi anlamina gelmektedir.
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Bagka bir ornegi de epilepsi hastalar1 icin verebiliriz. Epilepsi hastalarinin EEG
kayitlarinda, epilepsi ataklarindan once, kaotik beyin yapist bozulmug ve bir takim
periyodik coziimler goriilmiistiir. Aslinda, periyodik ¢oziimiin baglangict tahmin
edilebilirse, bir sonraki atagin ne zaman olacag1 hakkinda bilgi sahibi olunabilir.

Bir diger ilgin¢ 6rnegi de dogadan verelim. Geceleri belirli bir periyotta yanip sonen
atesbocekleri de bir matematiksel model yardimiyla Hanson (1978) tarafindan
deneysel olarak calisilmistir. Atesboceklerinin erkeklerinin disilere kendilerini
begendirmek icin 1siklarimi yakip sondiirdiikleri bilinmektedir. Baslangicta farkl
anlarda yanip sonen bu boceklerin bir siire sonra belirli bir periyotta ve ayni anda
yamp sondiikleri gozlemlenmistir. Ustelik, disaridan periyodik (atesbdceginin
periyodu olan yaklagik 0.9 saniyeye yakin) yapay bir 151k verildiginde, atesbdceginin
periyodunu degistirdigi ve uyum sagladig1 da goriilmiistiir. Eger kaynagin periyodu,
atesboceginin periyoduna uzak ise bir degisim gézlenmemistir.

Resim 2.1: Atesbocekleri (Url-1, Url-2)

2.3 Gecikmeli Diferensiyel Denklemlerde Hopf Catallanma Teorisi

Adi diferensiyel denklem sistemlerinde oldugu gibi gecikmeli diferensiyel denklem
sistemlerinde de, lineer sistemin Ozdegerlerinin sistemin yapis1 hakkinda bir nebze
bilgi verdigini daha 6nce vurguladik. Gecikmeli diferensiyel denklemlerin sonsuz
boyutlu olusundan dolay1 da sistemin 6zdegerlerinin reel kisimlarimi incelemek ve
dolayisiyla sistemin kararlilik yapisini belirlemek zorlagmaktadir. Bu yiizden
literatiirde boyut indirgemek amaciyla bir¢ok yontem kullanilmistir. Center Manifold
(Merkez Cok Katli) teorisi bu teorilerden en onemlisi ve yaygin olani sayilabilir. Bir
dinamik sistemde merkez ¢ok katlisi, kararli veya kararsiz ¢ok kathlar tarafindan
kontrol edilemeyen ydoriingeleri iceren cok kathdir (Url-4). Elimizdeki sisteme
karsilik gelen lineer sistemde, negatif reel kisma sahip ozdegerlere karsilik gelen
ozvektorlerin gerdigi uzaya kararli 06z uzay, pozitif reel kisma sahip Ozdegerlere
karsilik gelen ozvektorlerin gerdigi uzaya kararsiz 6z uzay, sirf sanal 6zdegerlere
karsilik gelen 6zvektorlerin gerdigi uzaya merkez (center) 6z uzay adi verilir. Lineer
olmayan sistemde ise bu 0z uzaylara teget olan ayni boyutta kararh, kararsiz ve
merkez ¢ok kathlar vardir.

Gecikmeli olsun veya olmasin, diferensiyel denklemlerde Hopf catallanmasinin
yapisini ¢alisirken surf sanal 6zdegerler elde ettigimiz icin biitiin sistemin analizi
yerine sistemi merkez cok katlisi iizerine izdiisim yaparak analiz etmek daha
kolaydir. Bu durumda, tek bir sirf sanal 6zdeger ciftimiz var ise sistem iki boyuta
indirilir. Asagida olduk¢a uzun bir teori olan merkez ¢ok katlisina indirgeme yontemi
ve normal form bulunusu detayli sekilde aciklanmistir.
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C*[—r,0], [-r,0] araliginda tamml n-boyutlu reel vektor degerli ve k-kez
tiirevlenebilen ve tiirevleri siirekli olan fonksiyonlarin uzay1 olsun. x : [—r,0] — R” bir
fonksiyon ve x,(0) = x(t+0), 6 € [—r,0] olmak tizere

dx(t)
dt

:L/th'i_f(xtau)? t>07 .LLE]R (25)

otonom sistemini diisiinelim. Burada, L, : C[—r,0] — R" bir parametreli siirekli
(siirh) lineer operatérlerin ailesi ve f(-, ) : C[—r,0] — R" en az kuadratik terimler
iceren ve f(0,u) =0, Dy f(0,u) = 0 6zelliklerini saglayan bir operatordiir. Teoriye
uymasi amaciyla f(-, i) niin analitik oldugunu ve ¢ok kiigiik |u| degerleri icin f ve
Ly, operatorlerinin i catallanma parametresine analitik olarak bagl oldugunu kabul
edelim.

Dikkat edilirse, sistem (2.5), x(¢) ve x; ile gosterilen iki farkli bilinmeyen icermektedir.
Bu yiizden ilk amacimiz, sistemi tek bilinmeyeni x; olan

!

X, =A(W)x; +R(1)x; (2.6)

sistemine doniistiirmektir. Bunun i¢in, (2.5) sisteminin X = Ly x; lineer kismini Riesz
Temsil Teoremini kullanilarak yeniden yazabiliriz. Riesz Temsil Teoreminden her bir
bileseni sinirl degigimlere sahip olan ve ¢ € C[—r,0] i¢in

0
Lu(9)= | dn(6.m)o(6) 27

kosulunu saglayan 17(-, i) : [-r,0] — R" x R" déniisiimii vardir. Ozel olarak,

0
Lux) = | dn(6.px(r + ) (2.8)
—r
saglanir. 1 (-, 1) doniisiimii denkleme gore degisiklik gosterir. Simdi L, operatoriiniin

o(u) = {A | det(Al — L, e*%) =0} (2.9)

spektrumunda Hopf ¢atallanma kabullerini verelim:

1. a ve o reel olmak iizere ®(0) = @y > 0, a(0) = 0 ve & (0) # 0 kosullarim
saglayan A (1) = o (u) +io(u) olacak sekilde o (1) de tek kath (basit) A (i) ve
A(u) sanal 6zdegerleri vardur.

2. o(0) kiimesinin A (0) ve A(0) haricindeki diger tiim elemanlarinin reel kisimlari
sifirdan farklidir.

Daha 6nce Teorem 2.1°de verilen kosullar gibi bu kabuller de Hopf ¢atallanmasinin
varligin1 ve reel degerli periyodik ¢Oziimlerin ortaya c¢iktigimi garantiler. Asagida
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periyodik c¢oziimlerin yoOniinii, kararlilifini ve Hopf catallanmasinin tipini veren
adimlar anlatilmaktadir.

Yukarida verilen 17 (-, i) fonksiyonu yardimiyla, ¢ € C' [—r,0] olmak iizere

a9
a6’ 6 € [—r,0) ise

Awo=1{ 2.10)

_frdn(s,u)tb(s) =L,(9), 6=0 ise

0, 0 € [—r,0) ise

2.11
f((pnu)a 0 =0 ise ( )

R(u)¢ = {

operatorlerini tanimlayabiliriz. Boylece (2.5) sistemini x; =A(u)x; +R(u)x; sistemine
doniistiirmiig oluruz.

Yon analizi yapabilmek i¢in, u kritik catallanma parametresinin yakin komsulugunda
arastirma yapmak yeterlidir. Bu yiizden, bu asamadan sonra p = 0 alabiliriz. Simdi,
A(0) operatoriiniin A (0) 6zdegerine karsilik gelen ¢(6) 6zvektoriinii hesaplayacagiz.
Ayrica A(0) operatoriiniin adjoint operatorii olan A*(u) operatoriine de ihtiyacimiz
vardir. n7, 1’ min transpozu olmak iizere A* (1) operatorii agsagidaki sekilde tanimlanir:

o(s)
ds 7 s € (0,r] ise
AT (1)9(s) = 0 : (2.12)
Jdn"(s,u)9(=s), s=0ise

Bu tanimlardan ¢(8) ve A (0) 6zdegerine karsilik gelen ¢*(s) 6zvektorleri su esitlikleri
saglar:

A(0)g(0) = iang(6) (2.13)
A*(0)g"(s) = —iwpg”(s).

Sifir denge noktasi civarinda Cp merkez ¢ok katlisini tanimlamak i¢in ilk 6nce ¢ok
katlinin koordinatlarinin belirlenmesine ihtiya¢c vardir. Bunun icin ise 0zel bir i¢
carpima gereksinim duyulmaktadir. y € C[0,r] ve ¢ € C[—r,0] olmak iizere i¢ ¢arpim

0

0
<y o=y 00) - [ [ yE-0an0.meas @1

=—r

seklinde  tanimlanir. A ve A* adjoint operatorler olduklart igin
(¢,w) € C[—r,0] x C[0,r]) i¢in < y,Ap >=< A"y, ¢ > saglanir. Yukarida verilen ¢
ve ¢* bu i¢ ¢arpim altinda normallestirilir, yani bu ozvektorler < ¢*,q >=1 ve
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< g*,q >= 0 kosullarin1 saglamalidir. Her bir x € C[—r,0] i¢in merkez ¢ok katlisinin
koordinatlarini veren (z,w) ikilisinin olugturulmasi gerekmektedir. Burada

z(t) =< q*(0),x > (2.15)

w=x(0)—2z(1)q(8) —z(t)q(6) = x(6) —2Re (2(1)q(6)) (2.16)

esitlikleri ile verilir. g = 0 iken (2.6) sisteminin x; ¢oziimleri i¢in (2.15)
2(1) =< q"(0),x(6) > (2.17)

ve (2.16)

w(t,0) = x,(0) — 2(1)q(0) — 2()q(0) = x(0) —2Re (z(1)q(0))  (2.18)

olarak tanimlanir. Cy ¢ok Katlisi iizerinde w(z,0) = w(z(t),z(¢), 0) oldugundan Taylor
serisine agilabilir ve

(O8]

2 2
w(z,z,0) = Wzo(e)% +W11(9)ZZ+W02% +W30(9)% + ... (2.19)

saglanir. z ve Z swrasiyla g ve g* vektorleri yoniindeki Cy monifoldunun yerel
koordinatlaridir. x; reel iken w da reel olacagindan sadece reel c¢oziimlerle
ilgilenmekteyiz. Ayrica < g¢*,w >= 0 oldugu kolayca goriilebilir. (2.6) sisteminin
x; € Cp coziimleri icin

7 =<q",x, >=<q*,Ax, + Rx, > (2.20)
yada pu = 0 oldugunda

7 = iz+47(0)f(w(z,Z,0) +2Re(z(t)q(0))) (2.21)
— l(i)()Z—f—?(O)f()(Z?Z)
elde edilir. Bu esitlik kisaca

/

7 = iwz+g(z,2) (2.22)

seklinde yazilabilir.

Bir sonraki amacimiz g fonksiyonunu z ve z degiskenlerinin kuvvetleri cinsinden
yazmak ve catallanmanin yon analizi i¢in gerekli olan Lyapunov katsayisini
hesaplamaktir. Lyapunov katsayisinin reel kisminin igaretini tespit edebilmek i¢in g
fonksiyonunun (z,zZ) = (0,0)’da Taylor agilimindaki g;; katsayilarmin bulunmasi
gerekmektedir. (2.21) ve (2.22)’den

2(z,2) = ¢*(0) fo(2,2) (2.23)
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oldugu ve g;; katsayilarinin w;; katsayilarina bagh oldugu bilinmektedir. Bu nedenle
w;;(0) katsayilarinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bunun igin, (2.18) denkleminde ¢
degiskenine gore tiirev alinir

w=x—7q-7q (2.24)

ve bu denklemde (2.6) ve (2.22) ifadeleri kullanilirsa

v [ k(O fla0)).  Belr0ie o
Aw—2Re{(q"(0) - fo0)a(0)} + fo, 0 =0ise
elde edilir. Bu ifade ise
2 z z
H(z,7,0) = Hzo(e)j +Hi (Q)ZZ"‘HOZE —|—H30(9)€ +.... (2.26)
olmak iizere
w =Aw+H(z,7,0) (2.27)
seklinde yazilabilir. Diger yandan, orijin civarinda Cy ¢ok katlisi iizerinde
w =w,Z +wZ (2.28)

elde edilir. (2.19) ve (2.22) ifadelerinden faydalanarak w,, w-, 7’ ve 7’ ifadeleri yerine
yazilirsa w' igin yeni bir esitlik elde edilmis olur. Elde edilen bu ifade ile (2.27)
denkleminin sag tarafi esitlenirse

(2iwpl —A(0))wao(0) = Ha(H)
—A(0)wy1(6) Hi1(0) (2.29)
Woz(@) = Wzo(@)

esitlikleri bulunur. w;; katsayilar1 hesaplandiktan sonra

2 =2 2

. Z _ Z 7z
7= la)oz-l-gzo(e)a +g11(9)zz+g025 +g21(9)7 + ... (2.30)
esitligini yazabiliriz. i + j < 3 i¢in g;; katsayilar
_ 2 2
7*(0)fo (zq(@) +79(6) +w20(6) 5 + w11 (8)Z+wor 5 + > (2.31)

ifadesinin ac¢ilimindan elde edilir. Sonu¢ olarak, Hopf catallanmasinin yOniiniin
belirlenmesinde kullanilan ve g;; katsayilari ile belirlenen Lyapunov katsayist ¢ (0)
ise:

i 1 1
c1(0) = P~ (gzogn —2|gn|* - 3 |g02|2> + 5821 (2.32)

formiilii ile hesaplanir. Lyapunov katsayisinin reel kisminin isaretinden yararlanilarak

Teorem 2.2’de verilen ifadelere gore catallanmanin yoniinii ve kararliligim
belirleyebiliriz. Ayrica yine Lyapunov Kkatsayisimin sanal kisminin isaretinden
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yararlanilarak periyodik ¢oziimlerin periyodu hesaplanabilir.
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3. ORAN-BAGIMLI BIR AV-AVCI DENKLEMINDE KESIKLi GECIKMEYE
BAGLI HOPF CATALLANMA

Son 50 yilin literatiiriinde av-avcr arasindaki dinamigi inceleyen calismalar hiz
kazanmistir. Bu hizl ilerleme matematikg¢iler acisindan ekoloji i¢in cok énemli adim
olarak goriilse de ekolojistler bu duruma kars1 ¢cikmaktadirlar (Arditi ve Ginzburg,
1989; Beretta ve Kuang, 1998). Burada kars1 c¢iktiklar1 durum modellerin
analizlerinden degil modellerin kendisinden kaynaklanmaktadir. Ornegin, av-avci
etkilesim modellerinin ¢ogu kimya, fizik ve matematigi birlestiren ve temel model
kabul edilen Lotka-Volterra (Allen, 2007; Beretta ve Kuang, 1998) denklemlerinin bir
benzeridir. Bu modelde kimyadan kiitle etkisi kanunu, fizikten korunum yasasi ve
matematikten temel diferensiyel denklemler teorisi kullanilmigtir. Fakat kars1 ¢ikilan
durum, modelin biyolojik bakis agisidir. Tabii ki tiim biyolojik durumlart bir
denkleme doniistiirerek problemlere yaklasim yapmamiz gereksinimlerimizi
karsilayamaz. Ancak, miikkemmel bir model bulunmadig: gibi en azindan iyilestirilmis
modeller ile baz1 durumlara ¢6ziim bulunabilir. Bu denklemlerden sonra dogaya daha
uygun olan oran-bagimli denklemlerin biyolojik icerik olarak daha zengin oldugu
anlagilmistir. Avlanmanin sadece avin sayisina baglhi oldugunu kabul eden
Lotka-Volterra denklemlerinin aksine, oran-bagimli denklemlerde avcinin sayisi ava
bagh olarak degisirken ayni zamanda avdaki azalmadan dolay1 avcilar arasinda bir
yaris olacagindan avcilarin sayisina da baglidir.

3.1 Literatiirde Oran-Bagimh Denklem

Literatiirde C.S. Holling’in ¢alismalar1 (Holling, 1959; 1965; 1966), avcilarin kaynak
kullanimin1 etkileyen faktorlerle ilgili en kapsamli ¢alismalar sayilmaktadir. Holling,
calismalarinda avcilarin  beslenme oranint yiyecek (av) yogunluguna bagh
degisimlerin fonksiyonu olarak betimler. Holling, beslenme oranindaki bu degisimleri
“fonksiyonel cevap” olarak adlandirmaktadir (Leslie, 1977). Baska bir deyisle,
fonksiyonel cevap, avci basina diisen av sayisina bagl avlanma oranmidir. Fonksiyonel
cevap terimini av bagimli, avc1 bagimli ve tiirler arast bagiml olacak sekilde ti¢ sinifa
ayirabiliriz. Sirasiyla, av bagimli, avc1 bagimh ve tiirler arasi bagimli fonksiyonel
cevabin sadece av sayisina bagl oldugunu, hem av hem avci sayisina bagl oldugunu
ve odak noktas1 olan av ve avcidan baska tiirlerin popiilasyon yogunluguna bagh
oldugunu ifade edebiliriz (Abrams ve Ginzburg, 2000). 2000’li yillarda avlanma
teorisi av bagimli modeller ve Holling’in ii¢ tip siniflamasi {izerinde yogunlassa da
Arditi ve Ginzburg (1989) oran-bagimli fonksiyonel cevap akimini baglatmislardir.
Daha sonra, bu calismalar1 biyolojik ve fizyolojik kanitlar iceren calismalar takip
etmigtir (Arditi ve Berryman, 1991; Arditi ve Saiah, 1992). Oran-bagiml1 fonksiyonel
cevap aslinda avcl bagiml fonksiyonel cevabin bir ¢esidi olup avlanmanin sadece av
ve avcl yogunluklarinin mutlak degerlerine bagl degil, ayn1 zamanda av ve avci
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popiilasyonunun oranina baglh oldugunu ifade eder.
Genel olarak, klasik bir Lotka-Volterra av-avci sistemi

/

X = xf(x)—myg(x)

. (3.1)
Y= ylemg(x)—d)
denklemlerini saglarken, oran bagimli denklem asagidaki formu alir:
X = xf(x)—myg(x,y
(%) (%) 3.2)

Yy = y(emg(x,y)—d)

Burada, x(r) ve y(t) sirasiyla ¢ anindaki av ve avci popiilasyonlariin yogunluklarini
gostermektedir. f(x), avlanmanin olmadigi durumda av bagina diisen artig (bilyiime)
oranini, d, avcilarin 6lim oranim (yiyecekten bagimsiz) simgelemektedir. g(x,y),
fonksiyonel cevap olarak adlandirilir ve ortalama bir avci bagina diisen av tiiketim
oramin1 belirtir. Acik¢a, fonksiyonel cevap av tiiketimi arttikca artar ve avci
yogunlugundan etkilenir. mg(x,y), birim zamanda avci bagina tiiketilen av miktar1 ve
cmg(x,y) avlanma bagmna iretilen avci iretimini gostermektedir. Denklemler,
fonksiyonel cevabin tipine gore adlandirilir.

Genellikle, organizmalarda ii¢ tip fonksiyonel cevap goriiliir (Bakimiz Sekil 3.1).
Birinci tip egriler yiyecekle rastlantisal olarak karsilasip beslenen hayvanlari igerir.
Doygunluk degerinden sonra av yogunlugu artsa da beslenme orami (avci basina
diigen ortalama tiiketim) degismez. Klasik Lotka-Volterra denkleminde g(x) = ax,
a > 0 olmasindan esinlenerek elde edilen bu tip fonksiyonel cevapta g(x) sadece x e
baghdir. Ikinci tip egrideki hayvanlarin avlanip yiyeceklerini tikketmeleri icin belirli
bir zaman ge¢cmesi gerekmektedir. Bu tip, ¢cogu asalak bocek tiirlerinde goriiliir ve

“omurgasiz egri” olarak adlandirilir. Denklemde g(x,y) = olarak alinir. Bu tip

1+bx
fonksiyonel cevap “Michaelis-Menten Kinetigi” olarak da adlandirilir. Bu duruma

kurtlar ve ren geyikleri ile ilgili bir 6rnek verebiliriz. Kurt sayis1 sabit tutulurken ren
geyiklerinin sayis1 artirilirsa  baglangicta avlanma artacak fakat daha sonra
doygunluga ulasacaktir. Bunun sebebi, ren geyigi popiilasyonunun fazla oldugu
durumda kurtlarin av aramak i¢in vakit harcamamasi ve siirekli beslendigi icin
avlanma gereksinimi olmamasidir. Bu da, belirli bir zaman sonra kurtlarin
doygunluga ulasmasina ve tiiketimin sabit olmasma yol acmaktadir. Ugiincii tip
organizmalarda ise bir bakima 6grenme s6z konusudur ve belirli bir kritik degerin
alinda bu canllar avdan maksimum diizeyde yararlanamazlar. Kritik deger
asildiginda ise doygunluk degerine kadar beslenme orani artar. Bunun icin ise

denklemde g(x,y) = almir. Bu tip de “Hill fonksiyonu™ olarak adlandirilir.

1 + ax?
Ayrica, son yillarin literatiirline yeni girmis diyebilecegimiz Andrews (1968)
tarafindan ortaya atilan 4. Holling tipi fonksiyonel cevap mevcuttur. Bu calismada da

g(x,y) = Lz secilerek hareket edilmesi Onerilmektedir (Pang ve Wang,

2004; Zhang ve dig., 2008). 4. tip fonksiyonel cevap “Monod-Haldane tipi” olarak da
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adlandirilmaktadir.

BESLENME ORANI

YOGUNLUK

Sekil 3.1: Ug tip fonksiyonel cevap (Leslie,1977)

Biyolojik bilgilerimizden biliyoruz ki, av sayisi arttik¢a, aver tarafindan avlanan av
orani sinirsiz olarak artamaz. Bunun yerine, av popiilasyonu avci popiilasyonuna gore
cok biiyiikk olsa da, bir siire sonra avlanma bir doygunluga ulagir. Ayni durum,
kimyasal tepkimelerde de maddelerden biri veya birkaci fazla oldugunda da
gerceklesir. Bu yilizden fonksiyonel cevap dogaya daha uygundur. Diger yandan,
oran-bagimli denklemin neden daha uygun oldugu ile ilgili bir 6rnek verelim. Wiens
ve arkadaslar1 (Arditi ve Ginzburg, 1989; Wiens ve dig., 1986) cakallar ve Amerika
tavsanlar1 lizerine yapmis olduklar1 caligmada sunlari belirtmiglerdir: (3.1)
denkleminde g(x) sadece ava bagli olsaydi c¢akal popiilasyonunu iki katina
cikardigimizda avlanan tavsan sayisi yine sabit kalirdi. Fakat gercekte, uzun periyotta
avcl bagina diisen av sayisi azalacagindan, avct bollugu da dikkate alinmalidir. Bu
yiizden, avci sayist arttikca, kisi basina diisen av azalacagindan (3.1) denklemindeki
g(x) yerine g(x/y) alinmalidir. Aslinda bu rasyonel ifade olma diisiincesi Rosenzweig
ve MacArthur (1963) tarafindan acik¢a izah edilmistir: ... Avcilarin sayist arttikga, av
yogunlugu hizla azalacak; fakat hala avci popiilasyonundaki ani de8isim orani, av
sayisindaki ani degisime bagh 6ldiirme oranina bagh olacaktir.”

Oran bagimli denklemlerde, ayrica “zenginlestirme paradoksu” (Av-avcr sistemi
zenginlestirildiginde av-denge noktasini etkilemeden sadece avci-denge noktasini
artirmasi) ve “biyolojik kontrol paradoksu” (diisiik ve kararli bir av denge noktasinin
bulunamamasi) da gecerli degildir (Beretta ve Kuang, 1998; Hairston ve dig., 1960;
Luck, 1990; Kuang ve Beretta, 1998; Rosenzweig, 1969). Bu tez calismasinin ilk
kisminda, oran-bagimli denklem sistemi iizerine iyilestirmeler yapilacaktir.

3.2 Tez Probleminin ifadesi

Bu tez calismasinin ilk kisminda, literatiirde bulunan (Leslie, 1948) ve asagidaki (3.3)
denklem sistemi ile tanimlanan oran-bagimli av-avci sisteminde, av ve avci
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Resim 3.1: Tavsan yakalamig bir cakal

popiilasyonlarina iki farkli gecikme terimi eklenerek analiz yapilmistir:

‘”th) — N() —eP(ON(D),
dP(t) P(t)
2= P() (rz— W) (3.3)

Bu denklemde ry, rp, €, 0 pozitif parametreler olmak iizere, N(z) ve P(t) sirasiyla bir
¢t anindaki av ve avci popiilasyonlarmin yogunlugunu gostermektedir. Bu denklemde
av popiilasyonu, ;N gibi bir terimle iistel biiylimeye sahip iken avlanmanin etkisiyle
biiyiime yavaglamaktadir. Burada av popiilasyonu € oram ile avci tarafindan yok
edilmektedir. Avci popiilasyonu da baglangicta lojistik bir biiyiimeye sahip iken (avin
olmadig1 disiiniiliirse), aveir popiilasyonunun biiytimesi av popiilasyonuna bagh
olarak sinirlandirilmigtir. Yani, avel popiilasyonunun yogunlugu, birey basina diisen
av sayisina bagh olarak degismektedir.

Ik asama olarak (3.3) sistemini dogaya daha uygun hale getirebilmek icin 7, ve 7,
(kesikli) gecikme parametreleri eklenmis ve (3.4) sistemi elde edilmistir:

‘”:l’f’) — RN() — eP(ON(D),
dP(t) P(t—1m)
— = PO (rz—eN(t_;)) (3.4)

Burada gecikme terimleri birer reel say1 olarak kabul edilmektedir. N(r — 11) ve
P(t — 1) terimleri, sirasiyla t — 7; ve t — 7p zamanminda dogmus ve ¢ zamaninda
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hayatta kalan av ve avci popiilasyonlarin1 gostermektedir. Biyolojik acidan avci
popiilasyonundaki gecikme terimi avcilarin avlanabilmeleri i¢in yeterli olgunluga
erismelerini simgelemektedir. Av popiilasyonundaki gecikme ise avlarin avci
tarafindan avlanabilmeleri i¢in ge¢mesi gereken siireyi gostermektedir. Yani, belirli
olgunluktaki avlar avlanabilmektedir ve belirli bir yasa ulasmis avcilar avlanma
yetisine ulasmaktadir.

Literatiirde, (3.4) sisteminin gecikmesiz hali, yani 7| = 70 = 0 durumu Zhou ve
arkadaslar1 (Zhou ve dig., 2005) tarafindan incelenmistir. Caligmalarinda ilk olarak,
pozitif denge noktasinin kararliligr i¢in gerekli kosullar1 incelemisler ve daha sonra
denkleme Allee etkisi adi1 verilen terim ekleyerek analiz yapmiglardir. Daha sonra
Celik (2008; 2009), sirasiyla pay ve paydaya ayri ayr1 gecikme terimleri ekleyerek
Hopf catallanmasini calismistir. Bizim bu ¢alismamiz, diger calismalarin timiinii
kapsamaktadir.

3.3 Esit Gecikmeli Sistemde Hopf Catallanma Analizi

Calismalarin kolaylig1 acgisindan, ilk asamada av ve avci gecikmeleri esit tutulmus ve
asagidaki (3.5) sisteminin kararlilik analizi yapilmistir:

B~ )~ eptN ),
dP(t) P(t—1)
- = P() (rz—em). (3.5)

Bu boliimde, (3.5) sisteminde T parametresi catallanma parametresi alinarak Hopf
catallanmasi incelenmis, periyodik ¢oziimlerin ortaya ¢iktigi gosterilmis ve periyodik
cOziimlerin yonii, periyodu ve catallanma tipi belirlenmistir (Karaoglu ve Merdan,
2014a).

3.3.1 Lineer kararhhlik analizi ve Hopf catallanmanin varhgi

Biyolojik agidan anlamli olabilmesi i¢in, yalnizca pozitif denge noktast géz Oniine
alimmustir. (3.5) sisteminde denge noktalarini bulmak i¢in iki denklemi ayr1 ayri sifira
esitlersek E* = (N*, P*) olmak tizere N* = % ve P* = 7 kosullarini saglayan tek
pozitif denge noktas1 elde ederiz. Bu kosullar1 denge noktast kosullar olarak yeniden

asagidaki gibi yazabiliriz:

*

P
—€eP* =0 —-6—=0. 3.6
| ) N (3.6)

Simdi, x(r) = N(t) — N* ve y(t) = P(t) — P* lineer doniisiimlerini kullanarak
E* = (N*,P*) denge noktasini, genelligi bozmadan (0,0) a tasiyabiliriz. Bu doniigiim,
Taylor acilimi yaparken islemlerimizde kolaylik saglayacaktir. Bu doniisiim altinda
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(3.6) denklemlerini de kullanarak asagidaki denklemler elde edilir:

PO = a0 +N%) 00 + P (le) 4N
= —eN"y(t) —ex(t)y(r),
dy(t) . yit—1)+P
i <y<f>+”><r2—"x<;_f>+zv*>
*\2 * *
= P ()~ 0 S 0T =)= 0 0) — (e
*\2 * *
+ e((; *))2x(t—’b')+9 (g*))zx(t—’v)y(t—f)—l-ﬂ ()
— G(P*)Z *(t—1)+Y.M.T.

P enryto) —exty0),
*\ 2 *
B = bl -0y - )~ ()
+0; ]5 :)2)6(1? —Oy(t—1)
* *)2
+9(]<7D—*)2x(t —1T)y(t)—6 ((11\3]*)) 2t —1)+Y.M.T

(3.7)

Burada, Y.M.T. kisaltmasi yiiksek mertebeden terimleri ifade etmektedir. Yani, (3.5)

sistemi lineer olarak su sisteme denktir:

dx(t)

= —eN"y(t
o y(1);
dy(t) P*? P*
7 = QWx(t—T)—QWy(t—T)
Bu sistemin karakteristik denklemini bulmak icin x(¢) = Ae?!

coziimleri yerine konursa agagidaki matris elde edilir:

A eN* A 0
_Q(P*)ze—kr l—{—G(P*)e_’h B = ol

(N*)? (V)

P*

5= veb= roP*e olmak tizere

Buradan karakteristik denklem r» = 0
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ve y(t) = Be

(3.8)
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A2+ rdle AT 4 bhe T =0 (3.9)

olarak elde edilir.

1. Durum: 7 = 0 oldugu durumda, yani gecikme yokken E* = (N*, P*) denge noktasi
lokal asimptotik kararlidir. Bunu daha 6nce Celik (2008) ve Zhou ve dig. (2005)
makalelerinde verilen agagidaki lemma ile 6zetleyelim.

Lemma 3.1. (3.5) sisteminin E* = (N*, P*) denge noktast T = 0 iken lokal asimptotik
kararlidrr.

Ispat. T =0 iken (3.9) denklemi

A2+ rmA+b=0 (3.10)

_ /2
seklinde olup bu denklemin kokleri Ay 5 = M olarak bulunur. r, ve b pozitif
olduklarindan, ozdegerlerin reel kisumlart negatif olup, Routh-Hurwitz kriteri
geregince E* denge noktast lokal asimptotik kararlidir. [

2. Durum: Simdi, kabul edelim 7 # 0 olsun. (3.8) lineer sisteminin (0,0) denge
noktasimin kararliligi icin (3.9) transandantal denkleminin koklerinin durumunun
analiz edilmesi gerekmektedir.

Lemma 3.2. (3.9) iistel polinomunun bir ¢ift (kompleks eslenik) sirf sanal kokii vardur.

Ispat. Kabul edelim i sirf sanal bir kik ve @ # 0 olsun. io kokiinii iistel polinomda
yerine koyup reel ve sanal kistmlart ayirirsak

—a)2+r2wsina)r+bcosco1':0, (3.11)

r@cos®T —bsinwt =0, (3.12)

denklemlerini elde ederiz. (3.11) ve (3.12) denklemlerinin karelerini alip taraf tarafa

toplarsak
o*—rBw*—bv* =0 (3.13)

denklemini buluruz. Buradan da

- r%j:,/r‘z‘+4b2

(Vs 2

olacak sekilde dirt tane kik bulunur. Fakat w? pozitif olmasi gerektiginden

3+ /15 +4b?
() _ |2 V2 (3.14)

o) 5

secimi yapilir. Daha sonra, a)f) kokiinii (3.11) veya (3.12) denklemlerinden birinde

verine koyarak bu koke karsilik gelen kritik T degerlerini (dizisini) asagidaki gibi elde
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etmis oluruz:

1 1 b 2km
Tk:W{COS (W)}—{_W’ k:O,1,2,3,.... (315)

O
Bu da ispati tamamlar. U]

Kabul edelim A (7) = o4 (7) + ik (7), (3.9) denkleminin 7 = 7 civarinda o (7,) =0 ve
o (T) = @ := a)J(rl), k=0,1,2,3,... kosulunu saglayan kokii olsun. O halde asagidaki
transversalite kosulu gerceklenir:

Lemma 3.3.
dRe?Lk ( Tk)

0, (k=0,1,2,3,...
d’L’ >7 ( P Rt R )

esitsizligi saglamir, yani (3.5) sistemi, (N*,P*) denge noktasinda t = vy iken Hopf
catallanmasina sahiptir.

Ispat. (3.9) denkleminde T ya gire tiirev alip diizenlersek

di raA2e AT L hLe AT
AT 204 re AT —ple AT —bre AT

esitligini elde edebiliriz. Diger yandan

@ -1 B 20T 41 — A — bt
dt| A2+ bA

olup, (3.9) karakteristik denkleminden A= %’E_b esitligi kullanilirsa
~1
Re(2) ) = Re| B2 T
dt w5 iwy(rioy+b) iay

-1 ,,4 +4b2
(Re (@) ) _ vz
A=imy

drt

oldugu kolaylikla goriiliir. [

Not: Cooke ve Driessche’nin (1986) bir ¢alismasindan A = i@y kokiiniin basit
oldugunu sdyleyebiliriz. Bu durum, Boliim 3.4.1°de detaylica anlatilacaktir.

O halde yukarida bulduklarimiz1 6zetleyen su lemmay1 verebiliriz:
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Teorem 3.1. Asagidaki ifadeler dogrudur;

i) T=0 iken (N*,P*) denge noktasi lokal asimptotik kararlidur.

ii) To := %{cos_1 ((%)} olmak iizere (N*,P*) denge noktast © < 1y icin

asimptotik kararli, T > Ty icin kararsizdir. Ustelik, T = Ty iken (3.5) sisteminde
(N*,P*) denge noktasi i¢cin Hopf ¢catallanmast ortaya ¢ikar.

3.3.2 Yon analizi

Bu boliimde, Hopf catallanmasinin yoniinii (¢esidini), kararliligini ve periyodunu
veren hesaplamalar ayrintili sekilde aciklanacaktir. Bunun i¢in Boliim 2.3’te verilen
normal form teorisi ve merkez cok katli teorisi (Hassard ve dig., 1981) kullanilacaktir.
Co merkez ¢ok kathisinin p = 0 daki koordinatlar1 hesaplanacaktir.

[k olarak gecikmeyi ¢t — 7t alarak normallestirelim ve x1(t) = N(t) — N*, x,(t) =
P(t) — P*, T = 15 + u doniigiimlerini kullanarak (3.5) sistemini yeniden yazalim. Bu
bize C = C(|—1,0],R?) olmak iizere asagidaki fonksiyonel diferensiyel denklemini
verecektir:

X () =Ly (x) + f(1,x,), (3.16)

oyle ki, x(t) = (x1(t),x2(t))T € R* olup Ly, : C — R? ve f: R x C — R? sirastyla

—an | [ 6:1(0) (0o [[a(-D
Ly(9) = (n+H) + (T + 1) ,
g 0 0 $2(0) a2 —axn || $2(-1)
_ fi |
S ¢) = (n+u) 3.17)
12
seklindedir.
Burada katsayilar a1y = eN*, ay; = 9%, ay = GIPTi olup, ¢ = (¢1,¢,) € C olmak
tizere

fit = —£¢1(0)2(0),
fir =~ a(002(=1) +0 0 (< 1n(—)
* *)2
0, 1 1)0a(0) 0 501

olarak tanimlidir.
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Riesz Temsil Teoreminden her bir bileseni sinirli degisimlere sahip olan ve ¢ € C icin

0
Lug= | dn(8.0)9(6) (3.18)

kosulunu saglayan 1(8, ) : [—1,0] — R* doniisiimii vardir. Ozel olarak, § Dirac delta
fonksiyonunu gostermek iizere

0 —a 0 0
n(6,u) = (tc+p) 12]N9H%m+u) 5(6+1),
0 0 ay —ax
olarak seg¢ilebilir. ¢ € C icin
%, 0 € [—1,0) ise
A(p)¢ =
[ dn(u,5)9(s), 6=0ise
ve
0, 0 € [—1,0) ise
R(p)¢ = | . )
f(u,9), 6=0ise

operatorlerini tanimlayabiliriz. O halde 6 € [—1,0) i¢in x,(0) = x(r + 0) olmak iizere,
sistem (3.16)
).C[ :A(,Ll)xt +R(u)xt (319)

sistemine denktir. y € C'([0, 1], R?) igin ayrica

—dl’;—g‘g), s€(0,1] ise

Ay(s)=1{ (3.20)
Jdn"(u,0)w(—t), s=0ise
—1

operatorii

0 6
(¥(5),0(0) = W(0)0(0)— [ [ W(E—0)dm(®)9(E)aE (B2
—1£=0

ve bilineer i¢ ¢arpimi tanimlanabilir. Burada n(8) = 11(6,0) olarak alinmigtir. A(0) ve
A*(0) operatorleri adjoint operatdrlerdir.

Simdi, A(0) operatériiniin A = iax ve A = —iay 6zdegerlerine karsilik gelen ¢(6) ve
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1 ‘
g*(s) ozvektorlerini hesaplayacagiz. Kabul edelim ¢(0) = @9 olsun.
o

A(0)q(0) = impq(6) oldugundan A(0), L, ¢ ve n(6, 1) tammlarindan kolayca o y1

anT

1 ,
hesaplayabiliriz. O halde o = olmak iizere ¢(0) = ] ¢/ bulunur. Benzer
o

sekilde, ¢*(s) = D(a*,1)e'™" segebiliriz. Simdi D ve o belirlenmelidir. A*
tanimindan, a* = %™ Glarak  bulunur. D yi hesaplamak i¢in ise

(q"(s),q(0)) = 1 esitligini kullanabiliriz. (3.21) esitliginden

0 6
<q*(S)7Q(9)> = 5( *71)(1,()5>T_//5(_*’1)6—1'600(5—9)6111,’(9)(1,(X)Teiwogdé
1

0

-1

elde edilir. O halde D, (g*(s),q(0)) = 1 ve (g*(s),q(0)) = O esitliklerini saglayacak
sekilde
1

D=— :
o4+ o+ Tke*’“’o(azl — azz(X)

olarak bulunmus olur.

Simdi, Hassard ve dig. (1981)’deki notasyona benzer notasyonlarla, Cy merkez ¢ok
katlisinin ¢ = 0 daki koordinatlarini hesaplamaya gecebiliriz. x; (3.19) denkleminin
u = 0 iken ¢6ziimii olsun.

z2(t) = {q",x;) ve w(t,0) = x;, —2Re{z(t)q(0)} (3.22)

esitliklerini tanimlayalim. Merkez ¢ok katl tizerinde, g ve ¢g* vektorleri yoniinde z ve
7 lokal koordinatlar olmak iizere

2 =2

w(t,0) =w(z(t),2(1),0) = wzo(e)% +w11(9)zZ—|—w02(9)% T (3.23)

tanimhidir. x; € Cy icin

z(t) = <q*,x,>:<q*,Axt+Rx[>
= ian(q",x)+q*(0)fo(z,2) = imoz(t) + g(z.2)

ve U = 0 oldugundan,

2 =2 2=

— _ z _ Z 7
8(z,2) = q*(0) fo(z,2) = 82075 +g11ZZ+8023 +g217 +-- (3.24)
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yazilabilir. Burada, fyp(z,Z), u = 0 daki f(z,z7) yi gostermektedir. g(z,2)
fonksiyonundaki katsayilar1 hesaplamak i¢in, (3.17) denklemini yeniden yazmamiz

gereklidir. (3.22)’deki ikinci esitlikten, x;(x1,(0),x2(60)) = w(t,0) +zq(8) + 29(0)
yazabiliriz. ¢(8) = (1, )T ¢!®? oldugundan

2 2
x1;(0) = z+zZ+ wglo) (O)% + wgll) (0)zz+ w(()]z) (O)% + O(IZ,Z|3),
2 2
xu(0) = za+za-+wly (005 +wid (020 (0)F +0(1.2),

2
xi (1) = ze”'™4ze'™ +w%)(—l)% +wi)(=1)z
22

< —
il (~1)5 +0(lz,2),

_; g Z _
xu(—1) = zae ’“’0+zae’w"+w§2)(—l)§+w§21)(—1)zz
2

2 < _
(3 (—1)5 +0(z.2P)

esitlikleri elde edilir. (3.17) esitliginden de

£ = —€x1,(0)x2(0)

\(

0 P*
fis = ——x2(0)xx(—1)+0

N* let(_l)xh(_l)

*

+9(]5—*)2x1t(—1)x2,(0)—9((N—*)3x1,<—1)

olmak tizere
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elde edilir. Buradan

emyvr 0 2 —imy —2iwy
5 EQQ* —r e +0( )Zoce

10 e g i

—eao* —eaa” — S ome’™® — & oze

+D71.77 +9(P)2a+6( )2O‘+9( )2ae i

+9( )2ae’“’0—29%

| —eda - 2o’ e"*’0+9( )2

+DTkZ p* la)() ( )
+9( )zae 8( )3

[ g™ om0 e 0)
2

8(z,27) = Dryz

—eaawi!) (0) —earw? (0) — Larn ¥

_wid (-1 2) oy i 2
~goa—) 90‘ 51)(0) @ — 1\(/9*0‘“’51)(—1)

N7 2
(1 ) (2)
P —wy (=1) ot wao (=1) iy
+D7%z +9<N*)2°‘ 2 O e

+0ghr oty (—1)e i + 0 Ll (—1)e i

—|—9 P* 2§W2%( 1) + 9(]5:)2 w%;(O) £l

+6-L (N*)Z awgll)( 1)+6 (N*)zw(lzl) (0)e—i®

I —9((N*;32w§1)(—1)€7’“’0 9((P*)) w%)(—l)eia’o

+YM.T.

oldugu goriiliir. Eger (3.24) denkleminin katsayilar1 ile yukaridaki esitlik
kargilastirilirsa

) oy 6 2 —ioy P —2iay P’ —iay (P*)z —2iay
220 =2D1; —80606*—]WOC e +6(N*)2ae +9<N*)2ae —Gwe ,
| —eT@or — eococ*—iaae’“’o—iaae_’“’OJrG(P)zaJre( N
g1 =D

(P :
(V)

+9Wae —|—G(P)2(Xe’“’0 26

g02 = 2D7T; | —€00*F — — 0026 ™ + 0 ——0e? ™ + 6 ——0le'™ — Guez’a’o

N* (N*)2 (N*)2 (N*)3 )
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i W e W _ ]
—goar 2 20 © —ea* 25— © —e&a*—zoz(o) —eoca*w(lll)(O)
@) @ .
—earwi] (0) - g e - fati - fand) (0
0 .2 Wl( )lwo Pt wi (1) i
g21 =2D7; W= o (= )+9( >2 2 +9<N) 2 ¢
+9(P)2awll ( ) 7la)o+9(N*)2w11 ( ) it
9 —W%)( 1) 9 Wé%))(O) la)o 0 pP*
; (](\]2*))2 - (N*)2 ( )2 . e (E) § j
| O (0)e T 0x ))2w11( e~/ — 95 g wa (—1)e™ |

katsayilar1 bulunmus olur. Fakat, hala g, katsayisini belirlemek igin, wy1(6) ve wo(6)
nin belirlenmesine ihtiyag¢ vardir. (3.22)’den

Ww(t,0) = i —2Re{z(r)q(6)}

_ Aw —2Re {¢*(0) q(G)}, 0 € [—1,0) ise
Aw — 2Re{q (0) foq(6) }+fo, 0 =0 ise
= Aw+H(z,Z,0),

oldugu goriilebilir, dyle ki

2 52

H(z,7,0) = Hzo2 +H11ZZ4—H02%+ (3.25)

olarak yazilabilir. Diger yandan, merkez ¢ok katlis1 tizerinde

oldugunu biliyoruz. O halde, katsayilarin esitliginden

(A —2ia)()) Wz()(e) = —Hzo(e), AW]](G) = —H]1(9) (3.26)

yazilabilir. 6 € [—1,0) i¢in

H(z,7,0) = —2Re{z(t)q(0)}

dir. (3.26) denkleminin katsayilarimi (3.25) denkleminin katsayilar ile karsilagtirirsak
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asagidaki esitlikler elde edilir:

Hy(0) = —(q(0)g20+7(8)802)>
Hy1(8) = —(q(0)g11+q(8)g11),
Hpp(6) = —(q(6)go2+q(0)g2)-

(3.26)’dan ve A nin tammmindan,

W20(0) — 2iapw20(0) = q(6)g20 +(0)802

1)

(
elde ederiz. Ayrica, ¢(0) = g(0)e'®? oldugundan, E; = El(z) € R? keyfi bir vektor
1

olmak tizere

i . i p .
w0(6) = agzoc](o)e’“’06 + %qu(o)e in® | o2i06

y

2 | € RR? keyfi bir vektdr olmak iizere

(
bulunur. Benzer sekilde, £, = %
2

—i . l i
w1 () = @gnCI(O)elw"e T g 80 ‘8 4,

elde edilir. Buradan E ve E; kolayca hesaplanabilir. (3.26) denkleminde 6 = 0 alinirsa

0
/ AN (8)wa(8) = 2icwao(0)— Hao(0), (3.27)
r
/dn(9)wl1(9) = —H;,(0) (3.28)
-1

esitlikleri her zaman gecerlidir. Ayrica, yine 8 = 0 icin

n = —ea, (3.29)
mo= Sty gty g Pgim (35
N (N*)? (N*)? '
_ Q(P*)ze—zicoo
(N*)3
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veE

s1 = —2¢eRe(),
o . o . P* P*
sy = —Faaelwo_ﬁaae l“’0+9(N*)22Re(a)+6(N*)2
6 7160()_26(
T Y (N°)?

olmak tizere

n
Hy(0) = —2209(0) — 80q(0) +27¢ nl ] ;
2

$2

Hy1(0) = —£119(0) —81,9(0) + % . ]

bulunur.
Diger yandan, A(0)g(0) = impg(0) ve A(0)g(0) = iapg(0) oldugundan

0

ianl — [ ¢0dn (6) | 4(0) =0,
—1

0
il — /e_i“"’edn(e) 7(0)=0
—1

(3.31)
(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

esitlikleri de her zaman gecerlidir. (3.33) denklemini (3.27) denkleminde yerine koyar

ve (3.35) esitligi kullanilirsa

0
iyl — /eZi“’()Gdn(G) E; =21 [ n1 ]
|

na

elde edilir. Bu esitlik de

2iay Ta12
—Tka21€_2iw0 2imy + azze_ziwo

esitligine denktir. Bu sistem E7 icin ¢oziiliirse

2ia)0 Ta12

Al - o —2iawy : —2iay
a1 e 2iwp + axne

2%x2
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seklinde tanimli determinant olmak tizere

E%l) _ 2% | nu Tk 12
A ; —2imy !
1| nap 2iwg+ axpe .
El(z) _ ﬁ 2iax n
A _ —2iwy
1 Trazr1€e ny 252

olarak bulunur.

Benzer sekilde, (3.34) denklemini (3.28) denkleminde yerine koyarak ve (3.36)
esitligini de kullanarak
0 —daiy S
Ey=|""
@1 72 |5y, 2 1ax1

denklemi elde edilir. Buradan da

0 —dain
Ay =
a1 —axa |, ,
olmak tizere
M 1 ]s1 —an
Ey' = — ,
A _
2|82 Ta22 |y,
Eéz):i 0 s
A
21 dx1 $2 252

kolayca elde edilebilir.

Son olarak, g(z,z) nin katsayilarinin belirlenmesi i¢in E| ve E, vektorleri wij(0) ve
woo(0) esitliklerinde yerine yazilir. Katsayilardan yararlanilarak, (3.5) sisteminde
(2.32) esitligi ile verilen Lyapunov katsayist hesaplanmis olur. Teorem 2.2°den
catallanmanin yonii ve kararlili§ina karar verilebilir.

3.3.3 Niimerik sonuclar

Bu boliimde, teorik sonuglarimizi desteklemek tizere, MATLAB programini
kullanarak niimerik bir 6rnek ele alacagiz. Bu tez boyunca sergilenen tiim niimerik
calismalar MATLAB programinda (MATLAB DDE (Delay Differential Equations)
paketi kullanilarak) yapilmusgtir.
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Simdi, (3.5) sisteminde parametreleri r| = 0.45, r, = 0.1, € = 0.03 ve 6 = 0.05 alalim.
Yani, asagidaki denklem sistemini diisiinelim:

‘”th) — 0.45N(1)— 0.03P(1)N(1), (3.37)
dP(t) P(t—1)
—0 = po) (o.l—o.osm).

Sistemde esitliklerin sag tarafim1 sifira esitlersek, sistemin tek bir pozitif denge
noktasina sahip oldugunu goriiriiz. E* = (N*,P*) = (7.5,15) sistemimizin tek denge
noktasidir. Sistemde gecikme terimi yokken, yani T = 0 oldugu durumda,
E* = (7.5,15) denge noktas1 Lemma 3.1°den dolay1 kararlidir. Bolim 3.3.1°den elde
edilen sonuclara gore @y ve 7y asagidaki gibi elde edilmistir:

2

ry /13 +4b? 1 (b
wy = =0.2242, 19 = — {cos (—2) } = 2.066. (3.38)
W ;)

|
| hyon
1! | il
"m VN
| | Voo,
\ m|‘|‘lw i RN
| |
\ H‘” fl [ 152 ‘ 152
a“‘l HHH”‘H‘HJ"\\"\\[\‘\ph T 5
3 \‘HH‘H‘ ‘HHHH‘\H ' ‘ H ‘MM“ N &
s HH‘HH Iu“‘\‘u““'\
=] HHH\\H“Hl
‘\\H‘\HH\“
IH\H Y |
HH‘“\HH‘ \ “,v
u\‘\ y

U 14"‘

00 250 300 350 400 450 500 250 300
ZZZZZ ® zaman (£) Nt

Sekil 3.2: 7 =2 < 19 iken Ny = 8, Py = 16 baslangi¢ kosullarina sahip av ve avci
cOziim grafikleri sol ve ortadaki sekilde verilmistir. Sagdaki resim ise ayni
baslangi¢ degerleri icin 7 = 2 < 7y oldugu durumda av-avci faz portresini
gostermektedir.

Lemma 3.3’ten, E* denge noktasinin 7 € [0, 7p) aralifinda asimptotik kararli ve 7 >
2.066 iken kararsiz oldugunu sdyleyebiliriz. T = 7y = 2.066 iken de sistem (3.37)’de
Hopf catallanmasi olusur.

Sekil 3.2°den, agikca E* denge noktasinin 7 € [0,2.066) iken asimptotik kararli
oldugunu soyleyebiliriz. Sekil 3.2’de T = 2 < 7 olarak sec¢ilmigtir. Sekil 3.3’te ise
T = Tp oldugu durumda denge noktas1 civarinda catallanan periyodik coziimler
goriilmektedir. Bu kritik degeri asan parametreler icin ise, denge noktasinin kararsiz
oldugunu gormekteyiz. Sekil 3.4’te de 7 = 2.1 > 79 i¢in kararsiz coziimler
sergilenmektedir.

Ek olarak, Teorem 2.2 ve denklem (2.4)’te verilen formiillerden Hopf ¢atallanmasinin
yoniinii, kararliligini ve periyodunu veren degerler u, B ve Tp su sekilde
hesaplanmugtir:

Uy =8.2473 > 0, o = —0.4602 < 0, T, = 0.5163 > 0. (3.39)
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Sekil 3.3: 7 = 2.066 = 19 iken Ny = 8, Py = 16 baslangi¢c kosullarina sahip av ve
avci ¢oziim grafiklerinde goriilen periyodik ¢oziimler sol ve ortadaki sekilde
verilmistir. Sagdaki resim ise ayni1 baslangic degerleri i¢in T = 7y oldugu
durumda av-avci faz portresini gostermektedir.

Uz > 0 oldugundan, Hopf catallanmasinin yonii stiperkritiktir, yani periyodik ¢oziimler
7T ¢atallanma parametresi kritik bir 7y degerini gegtikten sonra ortaya ¢ikmustir. 3, < 0
ve T, > 0 oldugundan periyodik ¢oziimler artan bir periyotla kararlidir. Sekil 3.5’te de
baz1 T degerleri icin ¢atallanma diyagrami verilmistir.
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Sekil 3.4: 7=2.1 > 79 iken Ny = 8, Py = 16 baslangi¢ kosullarina sahip kararsiz av ve
avcl ¢oziim grafikleri sol ve ortadaki sekilde verilmistir. Sagdaki resim ise
ayn1 baslangi¢ degerleri i¢in T > 7y oldugu durumda av-avci faz portresini
gostermektedir.
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Sekil 3.5: 7 degerleri T = 2.063’ten T = 2.067’ye kadar 0.001 artisla degisirken baz1
limit dongiileri.

3.4 Iki Farkh Gecikmeli Sistemde Hopf Catallanma Analizi

Bu boliimde, iki kesikli gecikme terimi eklenilen (3.4) sisteminin ¢atallanma analizi
verilmigtir (Karaoglu ve Merdan, 2014b).

3.4.1 Lineer kararhlk analizi ve Hopf catallanmanin varhg:

Sistemimizi asagida yeniden hatirlayalim:

U~ )~ epv ),
dP(t) P(t—1)
o = PO (rz—eN(TTZI)). (3.40)

Yine, biyolojik bir sistem iizerine calistifimizdan dolayi, sadece pozitif denge
noktalarini ele almaktayiz. Sistemde gecikme olmadigr durumda, yani 71 = 70 =0
iken, N* = % ve P* = 2 olmak iizere E* = (N*,P*) tek bir pozitif denge noktasi
mevcuttur. Bu denge noktast ayn1 zamanda (3.40) sisteminin de tek pozitif denge
noktasidir. Denge noktas1 kosullarini (3.6) denklemlerinden tekrar hatirlarsak

*

r— P =0 rz—Bj%:O (3.41)

olarak yazabiliriz. x(t) = N(t) — N* ve y(t) = P(t) — P* lineer doniisiimlerini
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kullanarak, E* = (N*,P*) denge noktasin1 (0,0) a tasiyabiliriz. Bu dontigiimler
altinda Boliim 3.3.1°dekine benzer yolla (3.40) sisteminin lineerlestirilmis hali
asagidaki sekilde bulunabilir:

P enyo) -~ exton)

DO o) st ) + 0 ()
—f—Q%x(Z — 1)yt — ) (3.42)
+9%x(t )yt —6 ((z ); 2t — ) +Y.MT.

Yani, sistem (3.40) lineer olarak asagidaki sisteme denktir:

dx(t
(3.43)
dy(t) P*? P*
7 = ewx(l — Tl) — Gmy(l‘ — Tz).
(3.43) sistemine karsilik gelen karakteristik denklem asagida verilmistir:
A +ake ™ ™ 4 be ™t = 0. (3.44)

Burada a = 6% ve b = aP*e olarak alinmigtir. Dikkat edilirse, karakteristik
denklemimiz bekledigimiz {iizere iistel denklem formunda fakat iki tane farkli
parametre icermektedir. Bu denklemin sonsuz ¢oklukta kokii vardir ve literatiirdeki
caligmalarda parametrelerin bir tanesi sabit kabul edilerek hareket edilmektedir. Bu
amacla, biz de denklemimizin kok analizini farkli durumlara ayiracagiz. Son durumda
da bir parametrenin verdigi kararlilik bolgesi altinda diger parametrenin degisimini
inceleyerek catallanma analizi yapacagiz.

1. Durum: 7y = % = 0 durumu
Gecikmenin olmadig1 durumda Boliim 3.3.1°de verilen Lemma 3.1 aynen gecerlidir.
2. Durum: 7; > 0 ve 7o = 0 durumu

Bu durumda (3.44) karakteristik denklemi

A2 ad +be *1 =0 (3.45)

halini alir. Kabul edelim ki, A = iw (@ > 0) (3.45) denkleminin bir kokii olsun. O
halde, .
—@* 4 ai® 4 be T =0
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bulunur. Reel ve sanal kisimlar1 ayirirsak,

— 0+ bcoswt; =0, (3.46)
aw — bsinwt; =0 (3.47)

denklem ciftini elde ederiz ki buradan

o* + a*0* = b? (3.48)

denklemine ulagilir. (3.48) denkleminin tek bir @ := @y pozitif kokii oldugunu gérmek

kolaydir:
_ 4b2
W = \/ @+va+ (3.49)
(3.46) esitliginden @y degerine karsilik gelen 7| de8erlerini bulabiliriz:
0 L (2] 207 ~0,1,2,3 3.50
T(O,I’l)_@ COS 7 +E, (l’l— , 1,2, ,) ( . )

Buradan, +iwq degerlerinin 7, = ’L'(( )) iken (3.45) denkleminin sirf sanal kokleri

oldugunu sdyleyebiliriz. Simdi, 719 := T((o.)o) olsun. A(7) = a(7) +iw(7), (3.45)

denkleminin 7; = T} iken o(719) = 0 ve @(719) = Wy kosullarini saglayan kokleri
olsun. O halde, asagidaki transversalite kosulu saglanir:

Lemma 3.4. (3.45) karakteristik denklemi icin asagidaki transversalite kosulu

saglanir:
dReA (‘Cl())

> 0.
d’L']

Yani, sistem (3.40)’da, Tt = T10 iken, (N*,P*) pozitif denge noktasinda Hopf
catallanmasi olusur.

Bu lemmanin ispatin1 vermeden once, Cooke ve Driessche’nin (1986) makalesinde
verilen bir sonucu yazip agiklayalim:

P(A)+0(A)e™ =0 3.51)

istel denklemini diisiinelim. Burada P ve Q derecesi sirasiyla n ve m ve n > m olan
polinomlar olsun.

F(w)=|P(iw)]* - |Q(iw)? (3.52)
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olarak tanimlansin. O halde [Re(%)_l} ile F/(®) nin igaretleri aynidir. Yani,

‘l:iw

§ = sign [Re(%)_l] = sign F'(®) (3.53)
A=iw

saglanir. Gergekten, A = i@ # 0 ve @ > 0 bir kok olsun. (3.51) denkleminden, agik¢a

P(io)| = [Q(io)| (3.54)

dir. P ve Q polinomlar olduklarindan

P(io) = Pr(®) +iP(w) Q(iw) = Qr(w) +iQ/(w) (3.55)
olacak sekilde P ve Q polinomlarini reel ve sanal kisimlarina ayirabiliriz. Simdi,

dA d
§ = sign {Re(ﬁ)liw)l = sign [E(Rel)“im] (3.56)

olarak tanmimlayalim. Dikkat edilirse, kompleks bir sayinin carpmaya gore tersinin reel
kisminin isareti ile tersini almadan reel kisminin isaretini incelemek ayni1 sey olacaktir.
(3.51) denkleminin sol tarafi A ve T ya gore analitik oldugundan, A kokii, katli kokler
haricinde, T ya gore diferensiyellenebilirdir. Cok katli bir kokte ise

P'(A)+]Q'(A) —1Q(A)]e”™ =0 (3.57)
denklemi saglanir. e A = — gg; oldugundan
P(A)0(A) = P(A)Q'(A) + TP(A)Q(A) =0 (3.58)

bulunur. P ve Q polinomlarinin 7 dan bagimsiz oldugu goz Oniine alimip (3.51)
denkleminde 7 ya gore tiirev alinirsa asagidaki esitlik bulunur:

dA _ AQ(A)
dt — P'(A)e™ +Q'(A)—10(A)’

Tekrar (3.51) denklemi kullanilirsa

(d/l)l_ P(A)  O0QA) = (3.59)

at) TP 2o %
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VAN
denklemi elde edilir. Basit bir kokte, (3.57) saglanmayacagindan (E) sifirdan

farklidir. (3.51)’nin herhangi bir kokiinde P(A) = 0 olmast Q(A) = 0 olmasin
gerektireceginden, her ikisi de ayn1 anda sifir olamaz. O halde (3.51) nin herhangi bir
io basit kokiinde (3.59) saglanir. Buradan,

s =sign | Re @ B
- g dT |/1:ia>

Plio) Q’(ia))}
oP(io) 0Q(io)

. P'(io) 0 (i) T
= signke {_ia)P(z‘a)) T iwo(io) %]

= —signim [

elde edilir. (3.54)’den ve @ > 0 oldugundan

s = —signlm [P’(ia))P(im) - Q’(ia))Q(ia))] (3.60)

oldugu goriiliir. (3.55) denklemlerinden (3.60) denklemini daha uygun bir sekilde
yazabiliriz:
_ ldP(iw) d

= —i—[Pr(@) +iP(o)]. (3.61)

Pio
(l) I do do

Benzer sekilde Q' (i) da hesaplanabilir. Kisaca, P'(iow) = P/(®) — iPg(®) ve Q' (i) =
0)(®) —iQg () olarak yazilabilir. Sonug olarak,

—Im |P'(io)P(io) — Q’(ia))Q(ia))] = PrPp + PP — QRO — Q10 (3.62)

elde edilir. Diger yandan

F(0) = |P(io) >~ |Q(io)]* = Pi(0) + P} (o) — Ok (0) — 0} () (3.63)
ve
F'(®) =2(PrPg + PiP| — QrOx — 0107) (3.64)
oldugundan
s = signF' (o) (3.65)

elde edilir. Ozetlemek gerekirse, transversalite kosulunun saglandiginin
gosterilmesinin bir diger yolu, F (@) fonksiyonunun igaretini kontrol etmektir.

Simdi Lemma 3.4’{in ispatin1 verebiliriz.

46



ispat. Yukarida verilen tanimlara gore (3.45) denkleminden

P(A)=A%+aA,
F(0) = |P(io)]” - |Q(io)[*

olarak yazilabilir. Yani,
F(0) = 0" +do* —b* (3.66)

bulunur. Bu denklemin, daha once A = i®w dyle ki @ > 0 secilerek karakteristik
denklemde yerine koymakla elde edilen denklem olduguna dikkat ediniz. Tiirev
alimirsa, @ > 0 oldugundan,

F'(0) = (40* +2d*)0 > 0

oldugu kolayca goriiliir. O halde, [Re(%)_l} > 0 olup, transversalite kosulu

‘ A=iay)
saglanmus olur. [

Not: Transversalite kosulu saglandigindan A = i@y kokii basit koktiir.
3. Durum: 7; =0 ve 7, > 0 durumu

Bu durumda, (3.44) karakteristik denklemi

A dale P2 L bh=0 (3.67)

olarak bulunur. Tekrar, A = i@, oyle ki ® > 0 kok kabul edilip (3.67)’de yerine
konulursa .
—0* +aiwe 2 4+ b =0

ve reel ve sanal kisimlardan

— 0?4 awsinoT, +b =0, (3.68)
awcoswt =0 (3.69)

elde edilir. Buradan da
o*— 2b+d*)0* +b* =0 (3.70)

denklemine ulagilir. 2b + a* > 0 oldugundan, @; ve @, olacak sekilde iki tane farkli
pozitif kok bulunur:

2 2\2 _ 2
wlz\/(2b+a)+\/(2b+a) 4b 37D)

2 )
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2\ 2\2 2
:\/(2b—i—a) \/(22b+a) W .

W) ve @y ye karsilik gelen 7, de8erlerini sirasiyla asagidaki diziler seklinde belirtelim:

(2) T 2nmw

= 20 o (n=0,1,2,3,...), (3.73)
2 T 2nm —0.12.3 -
T(Z,n) _E_*—E’ (I’l— s Ly &y ;) (3.74)

Sonug olarak, +ia, (k= 1,2) (3.67) denkleminin 7, = 7z, iken srf sanal kokleridir

N ) B )
Too - = T(k70) = min T(k,O)
olarak tanimlayalim. A(7) = a(7) +i®w(t) (3.67) denkleminin 7, = Ty civarinda

(1) = 0,0(10) = @y sartim saglayan bir kokii olsun. O halde, asagidaki
transversalite kosulu saglanir:

Lemma 3.5.
242b
ot (3.75)
2
kosulu saglandig: takdirde, transversalite kosulu saglanir, yani
dRe).(Tz())
—>0 3.76
i (3.76)

dir. O halde, sistem (3.40), (N*,P*) pozitif denge noktasinda, v = Ty iken Hopf
catallanmasina sahiptir.

Ispat. (3.67) denkleminden, bir énceki lemmanin ispatina benzer yolla

P(1) =A%+,
Q(A’) = aﬂ’?
F(0) = |P(io)* - |Q(io)|*

denklemlerini tamimlayabiliriz. Buradan

F(0) = 0* — (a* +2b)0* + b* (3.77)

olarak bulunur. (3.77) denkleminde tiirev alinirsa,
Fl(w) = (40> —2(a* +2b))o (3.78)

48



oldugu goriiliir. (3.75) kosulu saglandig1 takdirde, transversalite kosulunun da
saglandigr goriiliir. [

4. Durum: 7; > 0 ve 7, > 0 durumu

Daha 6nce de belirttigimiz gibi (3.44) denkleminde 7; in kararlilik araliinda 7, yi
parametre secerek analiz yapacagiz. Bu secim tamamen keyfidir. Bu yiizden,
analizimiz Durum 2 altinda olacaktir. Yine, A = i®, (® > 0), (3.44) denkleminin bir
kokii olsun. 7, parametre olarak sec¢ildiginden

ot — * 0%+ b* = 2bw*coso T (3.79)

denklemini elde ederiz ki bu denklemi denk olarak asagidaki bicimde tanimlayalim:

4 2,42 2
0" —a"®”+b
- 7 _ coson. (3.80)

g(o) =
Simdi g(®) fonksiyonunun bazi 6zelliklerini agagida siralayabiliriz:

i) ¢ (vb) =0dr,

ii) ® € (0,v/b) icin g(@) monoton azalan, @ € (v/b,) i¢in monoton artan bir
fonksiyondur ve g(®) minimum degerini @ = v/b noktasinda alr,

i) ¢(VB) = 1—% ve g(vb) < 1 dir,

iv) limg_,o+ g(@) = oo ve limgy_ye g(@) = oo dir.

Ozelliklerini siraladigimiz g(®) fonksiyonunun olasi bir grafigi Sekil 3.6°te verilmistir.

| v =g(w)

(0]

Sekil 3.6: g(w) fonksiyonunun olasi bir grafigi.

Esas amacimiz, pozitif bir @ sayist bulmak oldugundan simdi yapmamiz gereken,
(3.80) denkleminde y = g(w) fonksiyonu ile y = cos@t; fonksiyonlarinin ortak kesim
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noktalarin1 belirlemektir. 7; > 0O yeterince kiigiik iken, y = cos@wt; ve y = g(®)
kesismeyecektir (Kosiniis fonksiyonunun genisligi cok dar hale getirilebilir). Fakat, 7|
yeterince biiylik oldugunda, (3.80) denkleminin tek bir wy ¢oziimii bulunabilir. Bu
noktada, y = cos@7; ve y = g(®) fonksiyonlar1 ayni degere sahiptir ve fonksiyonlarin
tegetlerinin o noktadaki egimleri de esittir. Bu noktalar niimerik olarak hesaplanabilir.
Bu kesismeyi garantileyen yeterli kosullar1 asagidaki lemmada ispatsiz olarak
verebiliriz:

Lemma 3.6.

1) Vb < 2—7;1 ve g(zr—?) < 1iken, y = g(®) ve y = coswt; fonksiyonlarimn en az bir
pozitif ¢coziimii vardrr.

2) Vb> 7% iken,

i) g(v/b) >0 ve g(zr—f) < lisey=g(®) vey=cos@t| fonksiyonlarinin en
az bir pozitif ¢oziimii vardrr,

ii) g(v/b) <0 ve g(g’—g) <0isey=g(w)andy = cos®T fonksiyonlarinin en
az bir pozitif ¢oziimii vardir.

Simdi,
7 = min{ 1 |coswT ve g(w) kesisir}

olarak tamimlayalim. Acikca 7; > 7 oldugunda g(®) = cos@t; denkleminin en az iki
¢Oziimii vardir. Bu sonlu ¢okluktaki ¢dziimler @y, @, ..., @ olsun. Her bir sabit j,
i=1,2,....k igin, {’L’i |j=1,2,3,...} dizileri vardir dyle ki (3.80) denklemi saglanir.

Toy = min{r{i li=1,2,....k; j=1,2,3,...} olsun. 7, = 1y, iken, 7] € [0, Tj0) araliginda
(3.44) denkleminin +imy olacak sekilde bir ¢ift sirf sanal kokii vardir.

Diger yandan
[Re(—)} #0 (3.81)

‘)L:iwo

kabul edebiliriz. Transversalite kosulunun saglanmasi icin gerek ve yeter sart

2
m= w olacak sekilde

w>\/mvem>0,

olmasidir. Gercekten, Cooke ve Driessche (1986) referansindan (Boliim 5: Equations
with several delays)

F'(0) = (40° —2(2bcos(0T)) +a*))® (3.82)

oldugu bulunur. Bu kogullar altinda F’(®) > 0 saglanur.

Teorem 3.2. Kabul edelim (3.40) sistemi icin, (3.80) denkleminin sonlu coklukta pozitif
kokii olsun ve t) € [0,7T19) iken, (3.81) transversalite kosulu saglansin. O halde (3.40)
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sisteminin E* denge noktast, T, € [0,72,) iken asimptotik kararlidir. Ustelik, (3.40)
sistemi E* pozitif denge noktasinda t, = T, iken Hopf catallanmasina sahiptir.

3.4.2 Yon analizi

Bu boliimde, (3.40) sistemi i¢in varligi teorik olarak gosterilen Hopf ¢atallanmasinin
yoniinii, kararhiligin1 ve periyodunu merkez ¢ok katlisina indirgeme yontemi ile
hesaplayacagiz. Hesaplamalar, 4. durum i¢in yapilacaktir.

Genellikten bir sey kaybetmeden 7 € (0,7j9) kararlilik araliginda 7 < 7, olacak
sekilde 7] sabitleyebiliriz. x(r) = N(r) — N*, y(t) = P(t) — P* degisken
degistirmelerini kullanabiliriz ve ¢+ — ¢/1, zaman skalasin1 kullanarak gecikmeyi
normallestirebiliriz. 7, = T, + 1 esitlifi de kullamlarak, (3.40) sistemi yeniden
asagidaki sekilde yazilabilir:

JE vy - e,
s *\2 * *
led):l—(s) = NP +rny(s)—0 ((IZDV*)) - Gmy(s —T)— G%y(s) - ]%y(s)y(s — )
(P)? (P (P*)
+ 6 (N*)zx(s —17)+86 (N*)zx(s —T)y(s— 1)+ 6 (N*)Zx(s —11)y(s)
*\2
_ P (s—7)+Y.MT.

Oyle ki Y.M.T yiiksek mertebeden terimleri gostermektedir. Simdi, s = ¢ alinip

) = N(ms)=N"+x(s),

) (025 = 7}) = N(za(s = 1)) =N" +a(5— 1)
2 T

) = P(ts) =P +y(s),

) = P(s—n)=P(n(s—1)) =P +y(s—1)

|
=

esitlikleri diisliniiliirse matris formatinda asagidaki (3.83) sistemi elde edilir:

[;:8 ] =(T2x + L)A(T2) ;68 + (724 + 1) B(72) [ ;Et:;i; ]
+ (T2 + 1)C(12) = ) + (T + 1) f(x,y). (3.83)
y(—1)

Burada
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f(x,y>:[‘08]x<z>y<r>+ U ernte=m) + o= Ty
* * *\2 *
40— () - eé’; *))3x2(t— %)]

(3.84)

seklindedir. Yeniden u(t) = (x(¢),y(t))" degiskenini tanimlayalim. (3.83) sisteminin
orijin etrafindaki lineerlestirmesi

W (1) = (T2 + WA(T2)u() + (T2 + W)B(T2)u(t — )+ (T2s + )C(T2)u(t — 1)
olarak bulunur. ¢ = (¢1,¢)" € C = C([-1,0],R?) i¢in L, : C — R? operatorii
asagidaki sekilde tanimlanabilir:
,.C*
Ly(9) = (T2x + WA (T2 + 1) 9 (0) + (724 + 1) B(T2 +u)¢(—f—;)

+ (T2 + W)C(T2s + 1) 9(—1). (3.85)

O halde (3.40) sistemi C’de asagidaki fonksiyonel diferensiyel denklemi olarak
yazilabilir:

W (1) = Ly (ur) + f (1 ur), (3.86)
oyle ki u;(8) = u(t+0) = (x(t+6),y(t+6))" ve f:RxC — R?

fi1 = —¢€1(0)$(0),

f12=—]%%(0)@(—1)+9(1\I,3:)2¢1<—g> <—1>+9%¢1<—§—§>¢2<0> (387)
*\2 *
00t

olmak iizere

/n ] (3.88)

olarak yazilabilir.

Riesz Temsil Teoreminden her bir bileseni sinirli degisimlere sahip olan ve ¢ € C ve
6 € [—1,0] i¢in

0
Lo =/ldn<6,u)¢<9> (3.89)
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kosulunu saglayan 1(0, ut) déniisiimii vardir. Ozel olarak,

( (T2 +1)(A+B+C), =0,
(B +w)(B+C),  0e(-10),
no.u) = (3.90)
o
(72* —l—,LL)C, RS <_ ’_1_2) )
L 0, 0=—1.
alnabilir. ¢ € C i¢in, tekrar
d¢(6
%, 0 € [—1,0) ise
Aln)o = 0 (3.91)

_j; dr’(éu“)‘b(é)? 0 =0 ise

ve
0, 0 € [—1,0) ise

92
flu,¢9), 6=0ise (3.92)

R(u)o = {

operatorlerini tanimlayalim. O halde, (3.86) sistemi, 8 € [—1,0) i¢in u,(0) = u(t + 6)
olmak iizere asagidaki soyut diferensiyel denkleme denktir:

up =A(W)u +R(U)u;. (3.93)

v € C([0,1],R?) olmak iizere,

Ays) =3 (3.94)

operatorii ve

0 o
(¥(5).0(0) =W(0)0(0)~ [ [ W(E—0)am(©)9(E)aE  (3.95)
—16=0

bilineer formu tammlansin. A(0) ve A*(0) operatorlerinin adjoint operatorler
oldugunu biliyoruz. Simdi, kabul edelim ¢(68) ve g*(s) swrasiyla A(0) ve A*(0)
operatorlerinin A = iy ve A = —iwy 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorleri olsun.
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To«EN*

1 : .
q(0) = [ ] ¢'™9 secilirse, A(0)g(0) = iang(0) oldugundan, a = —2 kolayca
as

- sy — 1 s _ —m8(P) iz
bulunur. Benzer sekilde, g*(s) = 5(b1,1)e'™* alinirsa, by = o E olarak
bulunur. D’yi hesaplamak i¢in ise (g*(s),q(0)) = 1 esitligi kullanilr.

(q*(5),g(0)) = 0 oldugundan

—ion T O(PF)? 6 P*

= .
D =b|+ Tre X (N*)2 + a1 (14 1 ¥ e ')

olarak bulunabilir.

Boliim 3.3.2°deki tamimlar aynen kullanilirsa 4t = 0 daki Cy merkez c¢ok katlisi i¢in

z2(t) = {q" ,u;) ve w(t,0) = u;, —2Re{z(t)q(0)} (3.96)

esitlikleri tanimlanabilir. Diger yandan, merkez ¢ok katlis1 iizerinde, g and ¢* vektorleri
yoOniindeki z ve 7 merkez ¢ok katlisinin lokal koordinatlar1 olmak iizere

2 =2

w(t,0) =w(z(t),z(t),0) = W20(9>% +wn(9)zz+w02(9)% 4 (3.97)

yazilabilir. u; € Cp icin

z(t) = <q*,u,>:(q*,Aut+Rut>
= iwo (¢, ur) +4*(0) fo(z,2) = iwoz(t) +g(z,2)

olup 4 =0’da

2 =2 2=

_ — _ Z _ Z Vave
8(z,2) = ¢*(0) fo(z,2) = 8205 +8NZ+ 8025 +ga1—5 + (3.98)

yazmanin bir sakincasi yoktur. Burada, fy(z,Z), 4 = 0’daki f(z,7) yi gostermektedir.
2(z,Z) nin katsayilarin1 belirlemek igin, (3.88) denklemini yeniden yazmamiz
gereklidir. (3.96) denkleminin sagdaki esitlifinden,
ur (u1(0),u2(0)) = w(t,0)+zq(0) + zg(0) olarak ¢ekilebilir. Yukarida buldugumuz
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q(0) = (1,a2)T !™® g5z Gniine alinirsa:

w(©) = 205+l O il 05 + 00z
ux(0) = za2+zaz+w§%}(0);+ §21>(0)zz+wg?(0)%2+0(|z,z|3),
uy(—=1) = ze ‘“’°+ze""°+w()( 1)§+w§11)(—1)z2
el (D5 + 007,
uy(=1) = Zaze_i%+ﬂTzeiw°+W§%)(—1)§+Wg21)(—1)22
+wé?<—1>§+0<|z,z|3>,
(-3 - z—“’o”uzewiuwgy(_ﬁ)é W=Dz
+wé§><—;;>§+o<|z,z|3>

esitlikleri elde edilir. (3.88)’den

80.0) = (0)olz.?) = 572 (51, 1) [ iy ] ,

12

olarak da yazilabilir.
S = —eu1,(0)ux (0)

veE

0 pP* (

floz = —mum(())uzt(—l) +9—(N*)2 1

P o (P*)? 5
+9<N—*)2u1t(—r—2)u2,(0) — 9
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olarak bulunmus olur. Buradan,

1 ) —Sazbl *aze —ity + 9( )26126 iank
g(z,Z) - ﬁfz*z P* —iwgs _ p (P )2 2iags
TOmmae ™~ Ogpe

—e@b, — earby — ]%aza_zei“’o — Sayaze '™

+%TZ*ZZ +9( )26126’(%’—1—9( )zaze ’w()’—i—G( )2azew0

P* iwy (P*)?
i —|—9(N*)2612€ —29W

. 6 iy iwpk
—|—i’cz*22 emb; N* ay .e + GéN*)zaze
D +6 (N*)Z a26 oS — 9 ((N*))3 6*21(005

B () _ @ _
—ea_2b1 —WZOZ(O) — 8[91 —WZOZ(O) — Sazblw(lll) (0)

~ebn!) (0) — Uy
B ] ) el
+%rz*z22 +61(315:)2 22)02( : iwo + 9(1\1’3*:22 Wzoé) )elw.os
+6 paawyy (s)e™ N + 0 gappwyy (= 1)e'™*
1oL za—zwzoz( s) 4 9(1\1;**)2 W(zo;(o)e—zwos

+6 G £ )2a2W§ 1)( ) +60 2 N b w2 Wgzl) (O)eiwos

*\2 .
I —9(( )) 2w51) (5)e'®@s — 9((]1;*))3 W%) (5)e™ s

+YM.T.,
‘L'* *
olup, islem kolaylig1 agisindan s = —r—i, k = —T— —1lvet= ——2 + 1 yazilmistir.

Bulunan bu esitlikteki katsayilar (3.98) denklemindekilerle karsilastirilirsa

920 = Lo —earhy — yraze” '™ + 0 (N*)Zaze e
D7 | toitnae v — gl |

—eab) — axb) — yrarie'™ — yraxaze '

1
g11:§T2* +9( )20261(001"'_9( )26126 lwol+9( )2a2€w0 )
+9(1\1;*)2a26 i@ —29%
1 [ e e vo e
802 =+=T ‘ + . ,
D~ +9(N*)2612€ 100S 9((15*))36_2“00S
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- _ _ 2 _
—embr 25 — g5, _ eqybwl(0)

— 2) .
—ebwi?(0) — Laz @ ion

_ w1 2 _ 2
iy = a0 o] (-1)
iy (N:)z W202( 5) ¢ 4 g (1\1]3:)2 Wzoé 1)671(003

+0 Lsanw) ()e ™ + 0 Lyl (—1)ei

821 = 2 (75

_w s W
+9(P) 20()+9(15*)2 202(0)671(003

+9(P)2azwgll)( )+9(P)2wg21)(0)ei“’°s

*\2 .
| el houl) (e — o Rl (s)e i

katsayilari elde edilir. gp; katsayisindaki bilinmeyenleri bulmak i¢in, wy;(6) ve woo(6)
hesaplayacagiz. Bolim 3.3.2’deki tanimlarin aynilari kullanilarak (3.96)’dan,

Ww(t,0) = i —2Re{z(1)q(6)}

B Aw —2Re {q*(0) q(@)}, 6 €[—1,0) ise
- Aw — 2Re{q (0)foq(0) }+fo, 0 =0 ise
= Aw+H(z,Z,0),

oldugu goriilebilir, dyle ki

2 =2

H(z,%,0) =Hzo%+H11ZZ+H02%+--- (3.99)

olarak yazilabilir. Diger yandan, merkez ¢ok katlis1 {izerinde

W= w2+ w:Z

oldugunu biliyoruz. O halde, katsayilarin esitliginden

(A—Zia)Q)WQO(G) = —Hzo(e), AWH(G) = —HH(@) (3.100)

yazilabilir. 6 € [—1,0) i¢in

H(z,7,0) = —2Re{z(t)q(0)}

dir. (3.100) denkleminin katsayilarim1  (3.99) denkleminin katsayilar1 ile
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karsilagtirirsak, asagidaki esitlikler elde edilir:

Hy(0) = —(q(0)g20+9(0)802)
Hy1(8) = —(q(0)g11+q(0)g11),
Hpp(0) = —(q(6)go2+q(0)820)-

(3.100) denklemi ve A’nin tanimindan,

w0(0) — 2iyw(8) = q(8)g20 +4(6)Z02
dir. ¢(8) = g(0)e'® oldugundan,

I i .
wa(0) = @gzoq(o) e'? -I-%gozq(O) —ib | g 20

olarak bulunur, oyle ki E; = € R? keyfi bir vektordiir. Benzer sekilde,

EW
EP

i , i »
wi1(0) = %gllqm)elwoe + Egnﬁ(O)e 0 1 p,,

1)

) | € IR? keyfi bir vektor olarak elde edilir. E| ve E>’yi hesaplamak

(
oyleki, E=| 7
2

icin ise (3.96)’da 8 = 0 yerine yazilirsa:

/dn(@)wzo(e) — Diagwao(0) — Hao(0), (3.101)
/dU(Q)Wn(Q) = —Hp;(0) (3.102)
elde edilir. Ayrica, 8 =0 icin, n; = —€ay ve ny = ]\?* aze —iop 4 g_P W )zaze ik

~|—9( )zaze —itps _ 9((N*))3e2"°0s olmak iizere

_ _ ni
Hy0(0) = —£209(0) — 8029(0) + 27 . ] : (3.103)
2
ve 51 = —2€Re(ay) ve s, = —I%azaze’wﬂ — ]%azaze i 4 9( )2 aye' ™
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+9(N*)2a2e it 4 9(N*)242€ s +9(N*)2a2e iy 29(( ))3 olmak iizere
S1
2

Diger yandan, A(0)g(0) = iwpq(0) ve A(0)g(0) = iwpg(0) oldugundan

Hi1(0) = —g119(0) — 81,4(0) + o«

bulunabilir.

0
iwol — / 08 qn ()| g(0) =0
1

(3.104)

(3.105)

(3.106)

esitlikleri her zaman gecerlidir. Son olarak (3.103) denklemini (3.101) denkleminde

yerine yazar ve (3.105) esitligi kullanilirsa,

0
2iWOI—/€2iW09dT](9) E|{ =21, [ . ]

nz

elde edilir ki, denk olarak

[ 2iwg —175.eN* R
. = LT
(P*) 2iwos . P —2iwy 1 2%
IZ*G(N*)ze 2iwg + T« O 4ze - n |,

yazilabilir. Bu sistemi Ej i¢in ¢ozersek,

A ' 2iwg — T« eEN*
1= (P*)Z 2iw, . P 2
—17,0 e“™oS Diwg + Ty 0 5z e =0
2% (N*)2 0 2+ U N 2%2
olmak iizere
E{l) _ 27| m —Tz*EN*
A P* —2iwyg ’
1 | np 2iwg+ Tox 9 e o

E(z) . 2’[2* 2lW() ni
o Ay —TZ*O (P*)? £2ios n

(V)2 2%2
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hesaplanmis olur. Benzer sekilde, (3.104) denklemi (3.102)’de yerine konur ve (3.106)
esitligi kullanilirsa

0 —€eN* |
[95531 A —]
denklemi elde edilir ki
Az = (2*>2 _8]:
O e —O% |,
olmak iizere
Eél):Ai :Sl :Z]Zj 7
2| =% N [2x2
@_1] 0 ==
FA 9% 2

olarak coziiliir.

Bulunan Ej ve E», wi1(0) ve wao(60) da yerine koyularak Lyapunov katsayisindaki tiim
bilinmeyenler hesaplanmis olur. Artik, Hopf catallanmanin yonii ve kararlili§1 Teorem
2.2’den hesaplanabilir.

3.4.3 Niimerik sonuclar

Bu boliimde, 6rnek olarak (3.40) sisteminde katsayilar Celik (2009) makalesindeki
gibi secilmig ve bir 6nceki boliimdeki bulgular niimerik olarak desteklenmistir.

d]ZEt) — 0.45N(r)—0.03P(1)N(1) (3.107)
dP(t) P(t—1n)

0 iy (0.1 -0052=%)

(3.107) sisteminin E* = (N*, P*) = (7.5,15) olmak iizere tek bir pozitif denge noktasi
mevcuttur. (3.49) ve (3.50) denklemlerinden, @y ~ 0.2 ve 719 =~ 2.30340 elde edilir.
Lemma 3.4’e gore 7, = 0 iken transversalite kosulu da saglanir. Sonug¢ olarak,
E* = (7.5,15) denge noktast 7y < Tj9p = 2.3034 icgin asimptotik kararli ve
T1 > T10 = 2.3034 icin kararsizdir. T; = 7j¢ iken sistem (3.107)’de Hopf catallanmas1
goriiliir (Celik, 2009). Olusan periyodik ¢oziimler Sekil 3.7°de gosterilmistir.

Simdi, 7 € (0,2.3034) kararhilik araliginda 7{ = 2 olarak sabitleyelim ve 7, yi
parametre segelim. O halde, (3.80) denkleminin @; ~ 0.18 ve @, ~ 0.23 olmak iizere
iki pozitif kokii vardir. To, = min{’ci,i = 1,2} tammindan 7, = 2.2541 olarak
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Sekil 3.7: 71 = 719 = 2.3034 iken Ny = 8, Py = 16 baslangi¢ kosullarina sahip av ve
avcl ¢oziim grafikleri sol ve ortadaki sekilde verilmistir. Sagdaki resim ise
ayn1 baslangi¢c degerleri i¢in 7] = 719 = 2.3034 oldugu durumda av-avci faz
portresini gostermektedir.
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Sekil 3.8: 71 =2 < 119 ve T» = 1.6 < 7o, iken Ny =9, Py = 17 baslangi¢ kosullarina
sahip av ve avci ¢oziim grafikleri sol ve ortadaki sekilde verilmistir. Sagdaki
resim ise ayni baglangic degerleri icin 7 = T, oldugu durumda av-avci faz
portresini gostermektedir.

hesaplanir. Dolayisiyla, 7, € [0,7y,) i¢in pozitif denge noktamiz kararli olacaktir.
Sekil 3.8’den ¢oziimler acikca goriilebilir.

Simdi ise, T, To. kritik degerini gectiginde periyodik c¢oOziimlerin olugmasini
beklemekteyiz. Bu degerden sonra da, ¢coziimler yine kararsiz olacaktir. Bu durumlar
da Sekil 3.9 ve 3.10’da gosterilmistir. Ayrica, Up, B> ve T asagidaki sekilde
hesaplanmugtir:

Uy =0.0145 > 0, B, = —0.0002 < 0, T, = 0.0064 > 0. (3.108)

> > 0 oldugundan, Hopf ¢atallanmasinin yonii siiperkritiktir. B, < 0 ve 75 > 0
oldugundan periyodik ¢oziimler artan bir periyotla kararhidir. Sekil 3.5’te de baz1 1,
degerleri icin catallanma diyagrami verilmistir.
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sahip av ve avci ¢oziim grafikleri sol ve ortadaki sekilde verilmistir. Sagdaki
resim ise ayni baglangic degerleri icin 7 ~ T, oldugu durumda av-avci faz
portresini gostermektedir.
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Sekil 3.10: 71 =2 < 719 ve T» = 2.4 > Tr, iken Ny = 8, Py = 16 baslangi¢ kosullarina
sahip av ve avci ¢oziim grafikleri sol ve ortadaki sekilde verilmistir.
Sagdaki resim ise ayni baslangic degerleri i¢in 7, > T», oldugu durumda
av-avci faz portresini gostermektedir.
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Sekil 3.11: 1, degerleri 1o, = 2.2°den 1y, = 2.28’e kadar 0.01 artisla degisirken bazi
limit dongiileri.
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4. HEM KESIKLi HEM DAGILIMLI GECiKME iCEREN BiR YAPAY SINiR
AGI SISTEMININ HOPF CATALLANMA ANALIZi

4.1 Yapay Sinir Aglarna Giris ve Kisa Tarihce

Insanoglu varoldugundan beri dogada karsilastig1 problemleri akil, his ve diisiinceleri
yardimiyla ¢ozmeye calismistir. Bu ugurda, ihtiyaglarimi karsilamak icin bir¢ok
makine iiretmig ve yontemler gelistirmeye calismistir. Kuskusuz, beynimiz diinyadaki
en karmasik ve miikemmel sistemdir. Bu yiizden, beynin yapisini merak etmek ve
beyin mekanizmasina benzer yapilar iiretip sorunlart ¢ozmeye c¢alismak oldukca
dogaldir.

Gelistirilen son teknolojilerle birlikte bilgisayarlar ne kadar hizli olsa da hala eksik
bilgi ile islem yapma veya idrak etme, edindigi deneyimlerden yararlanarak
cikarimlar yapma gibi konularda yetersizdirler. Ote yandan, insan beyni giiriiltiilii
ortamda gorme, konusma, hata diizeltme gibi yetilere sahiptir. iste, yapay sinir aglar1
(YSA), beynin bu 6zelliklerinden feyz alinarak tasarlanmis, insan beynindeki sinir
aglarindan esinlenerek gelistirilmis bilgisayar programlaridir. Diger bir deyisle,
agirliklandirilmig sekilde birbirlerine baglanmig bircok islem biriminden (noronlar)
olusan matematiksel sistemlerdir (Url-8). Yapay sinir aglar1 Ogrenebilen, bilgiler
arasinda iligkiler kurarak c¢ikarim yapabilen mekanizmalardir. Genel olarak yapay
sinir aglart siniflandirma, desen, el yazisi ve ses tanima, goriintii isleme, optimizasyon
problemleri, sistem kontrolii gibi bircok alanda yogun olarak kullanilmaktadir.

Yapay sinir aglarina dair ilk modelin bir sinir hekimi olan McCullogh ve bir
matematik¢i olan Pitts tarafindan 1943 yilinda yapilan calisma oldugu kabul
edilmektedir (McCullogh ve Pitts, 1943). McCullogh ve Pitts caligmalarinda iki girdi
ve bir ciktiya sahip olan sadece ikilik sistemi kullandiklar1 “Threshold Logic Unit”
ad1 verilen model tizerinde calismiglardir. Daha sonra 1949°da Hebb “Organization of
Behavior” isimli kitabinda bir yapay sinir aginin 68renme yetenegine temel olusturan
Hebb Kurali’'n1 ortaya atmistir (Hebb, 1949). YSA’lar iizerine ikinci biiyiikk adim
olarak Rosenblatt’in 1958’deki calismasi sayilmaktadir (Rosenblatt, 1958). Tekli
dogrusal algilayici (perceptron) olarak da bilinen bu model tek katmanli, 68renebilen
ve noronlar arasindaki agirliklar rastgele degisen bir yapay sinir agidir.

1960’11 yillarda tiim gazeteler diisiinebilen robotlarin makaleleri ile doluyken biitiin
problemlerin tekli dogrusal algilayici ile coziilebilecegi diisiiniilmekteydi (Smith,
1997). Fakat 1969°da Minsky ve Papert’in yazmis oldugu “Perceptrons” (Minsky ve
Papert, 1969) adli kitap yapilan caligmalara durgunluk getirmigstir. Bu Kkitapta,
algilayicilarin sadece lineer ayrilabilir problemleri ¢ozebilecegi One siiriilmiis ve
YSA’larin lineer olmayan problemleri c¢ozemedigi meshur XOR problemi ile
ispatlanmistir. Bunun icin gerekli ¢oziim ise, 1974 yilinda Werbos tarafindan geri
yayilim algoritmasi sayesinde bulunmustur (Werbos, 1974). 1980’11 yillara kadar
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devam eden durgunluktan sonra, 1982 yilinda, Hopfield’in lineer olmayan aglarla
ilgili enerji fonksiyonunu kullanarak yeni bir makale yayimlamasiyla calismalar
yeniden hareketlenmistir. Hopfield bu makalesinde noronlarin birbirleriyle etkilesimi
temeline dayanan yeni bir sinir ag1 ortaya koymustur. Bu model, belli bir enerji
diizeyine yakinsayan birinci dereceden lineer olmayan diferensiyel denklem takimlari
ile ifade edilmektedir. Hopfield modelinde her birim diger tiim birimlere baglidir.
Ayrica, baglantilar cift yonliidiir (bilgi her iki yonde akar) ve simetriktir (Bakiniz
Sekil 4.1). Hopfield modelinin daha detayl bilgisi Boliim 4.4 te verilecektir.

Sekil 4.1: 6 birimli Hopfield ag1 (Tavsanoglu, 2009)

Hopfield’in ¢alismasindan sonra gelismeler inanilmaz bir hizla siirmiigtiir. Bugiin YSA
izerine calismalar bir¢ok disiplinlerarasi béliimde devam etmekte ve uygulamalari her
gecen giin artmaktadir.

4.2 Bir Beyin Sinir Hiicresinin Yapis1

Insanlar dogdugu andan itibaren 6grenme siirecine girerler. Ogrenme olayi, etraftaki
olaylardan deneyim kazanarak ve bilgileri tekrar ederek gerceklesir. Insanlarda bu
yetenegi saglayan temel yapi, sinir hiicreleridir. Bir insanda yaklagik 10'°-10!!" adet
sinir hiicresi (néron) olup, bu hiicreler tiim viicuda yayilmiglardir. Bir néronun
yaklagik 10000 kadar komsu baglantisi vardir. Sinir hiicreleri disardan gelen sinyalleri
algilar ve aralarindaki sinaptik baglantilar sayesinde elektrokimyasal sinyallerle
beyine iletirler. Daha sonra gelen bilgiler beyinde islendikten sonra bir ¢ikti olusur ve
ona gore yapilacak davraniga karar verilir.

Yukaridaki durum YSA’lar icin de gecerlidir. Ogrenme, egitme yoluyla &rnekler
kullanarak olur. Bagka bir deyisle, YSA Orneklerdeki verileri kullanarak baglanti
agirliklarint degistirir. YSA’lar i¢in 6grenme, danismanli veya danigmansiz olarak
ikiye ayrilabilir. Gercek sinir hiicrelerinde 6grenme ise, yeni sinaptik baglantilarin
ortaya ¢ikmasina veya baglantilarin yeniden ayarlanmasina tekabiil eder.

Farkli sinir hiicreleri cesitleri olmakla birlikte, genelde bir sinir hiicresinin dort temel
bileseni vardir. Bunlar, dendritler, soma, akson ve sinapstir. Digsaridan bir sinyal
geldiginde dendritler alic1 gorevi gorerek sinyalleri somaya iletir (Iletim, elektrik
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potansiyel farki sayesinde gergeklesir). Soma, bir merkez isleme birimi gorevi
gorerek bilgiyi isler. Uyarinin belirli bir kritik degerin iistiinde olup olmamasina gore
bir ¢ikt1 iiretir (Aksiyon potansiyeli olusur). Gelen sinyaller belirli bir kritik degerin
altindaysa hiicre uyarilmayabilir. Daha sonra somada diretilen bu cikti sinyali,
aksonlar yardimiyla diger sinir hiicrelerine tagimr. ki néron arasindaki baglanti
noktasina sinaps adi verilir.

CEKIRDEK P
' ¢ —__ DENDRITLER

|

g 4 L_:
\ .
v RANVIER
. . BOGUMU .
MIYELIN KILIF SINAPS

Sekil 4.2: Basit bir sinir hiicresi yapisi

4.3 Bir YSA Yapisi

Daha once de belirttigimiz gibi YSA yapis1 biyolojik noronlardan esinlenerek
olusturulmustur. YSA verilen girdilere kars1 ¢iktilar iireten bilgi isleme sistemidir.
YSA’da bilgiler paralel olarak islenir. Bu prensipten dolayi sistem akist ¢ok hizli bir
sekilde olmaktadir. Yapay noronlar da aralarinda bag kurarak yapay sinir aglarini
olustururlar. Ayni biyolojik noronlarda oldugu gibi yapay noronlarin da giris
sinyallerini aldiklari, bu sinyalleri toplayip isledikleri ve ¢iktilar ilettikleri boliimleri
bulunmaktadir. Bir yapay sinir hiicresi bes boliimden olugsmaktadir (Cayiroglu, 2016):

e Girdiler

Agirliklar

Toplama Fonksiyonu (Birlestirme Fonksiyonu)

Aktivasyon Fonksiyonu

Ciktilar

Girdiler: Girdiler, diger hiicrelerden ya da dis ortamlardan hiicreye gelen bilgilerdir.
Agirhiklar: Yapay sinir hiicresine gelen bilgiler, baglantilar iizerindeki agirliklar
tizerinden hiicreye girer ve agirliklar, ilgili girigin hiicre lizerindeki etkisini belirler.
Bu sayede, hangi baglantinin c¢ikti {izerindeki etkisinin daha c¢ok olacag
ayarlanabilmektedir. Bu agirliklarin degerleri pozitif, negatif veya sifir olabilir.

Toplama Fonksiyonu (Birlestirme Fonksiyonu): Toplama fonksiyonu bir yapay
sinir hiicresine agirliklarla carpilarak gelen girdileri toplayarak o hiicrenin net
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Lineer Fonksiyon Adim Fonksiyonu
sigmoid Fonksiyonu Tanjant Hiperbolik Fonksiyonu

Sekil 4.3: Baz1 aktivasyon fonksiyonlari

girdisini hesaplayan bir fonksiyondur.

Aktivasyon Fonksiyonu: Bu fonksiyon, birlestirme fonksiyonundan hiicreye gelen
net girdiyi bir iglemden gegcirerek hiicrenin iiretecegi ciktiyr belirleyen ve genellikle
dogrusal olmayan bir fonsiyondur. Aktivasyon fonksiyonu secilirken dikkat edilmesi
gereken bir diger nokta ise fonksiyonun tiirevinin kolay hesaplanabilir olmasidir. Geri
beslemeli aglarda aktivasyon fonksiyonunun tiirevi de kullanildi§indan hesaplamanin
yavaglamamasi i¢in tiirevi kolay hesaplanir bir fonksiyon secilir. Sekil 4.3’te bazi
aktivasyon fonksiyonlart gosterilmektedir.

Hiicrenin Ciktis1: Aktivasyon fonksiyonundan c¢ikan deger, hiicrenin c¢ikti degeri
olmaktadir. Bu deger, yapay sinir aginin ¢iktis1 olarak dis diinyaya verilir veya tekrar
yeni bir girdi olarak agin icinde kullanilabilir. Her hiicrenin birden fazla girdisi
olmasma ragmen bir tek ciktist olmaktadir. Bu c¢ikti istenilen sayida hiicreye
baglanabilir.

Sekil 4.4°te X, X5, X3 ad1 verilen ii¢ tane girdi bulunmakta ve bu girdiler Wy, W,,
W3 agirliklariyla carpilarak toplama fonksiyonu olusturulmaktadir. Daha sonra, bu net
girdi bir F aktivasyon fonsiyonu tarafindan islenip Y ¢iktis1 olusturulmaktadir.

11*
W - —
xl I:'!}( Net=£f‘l=1X! s:l-'l.-"‘ >: Fl:N:—Y ¥
w/
X3

Sekil 4.4: Yapay sinir hiicresinin yapis1 (Cayiroglu, 2016)

Yapay sinir aglar iic katmandan olusur. Bu katmanlar sirasiyla su sekildedir:
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e Girdi Katmani
e Ara (Gizli) Katman

o Cikt1 Katmam

Girdi Katmani: Dig cevreden gelen sinyalleri toplayarak diger katmanlara giris
olacak sekilde cikisg tiretir.

Ara (Gizli) Katman: Girdi katmanindan gelen bilgiler islenerek c¢ikti katmanina
gonderilirler. Bir ag icinde birden fazla ara katman olabilir.

Cikti Katmam: Ara katmanlardan gelen islenmis bilgiyi ¢ikti olarak dis diinyaya
gonderirler.

MNdron
X

Xz

Cikti Katmani

Wy -
Xy _.|/ T
A

Giris Katmam

Ara Katman

Sekil 4.5: Yapay sinir ag1 modeli

Yapay sinir aglari, yapilarina gore ileri beslemeli (feedforward) ve geri beslemeli
(feedback veya recurrent) aglar olmak iizere iki sekilde siiflandirlir. ileri beslemeli
yapay sinir aglarinda, bir katmandaki cikiglar bir sonraki katmanin girisi roliinii
tistlenir. Bilgilerin iletim yonii daima girdi katmanindan cikis katmanina dogrudur.
Bir geri beslemeli sinir aginda ise, cikis ve gizli katmanlardaki ¢ikiglar, girdi
katmanina veya Onceki ara katmanlara tekrar giris olarak geri gonderilebilir. Boylece,
bilgiler hem ileri yonde hem de geri yonde isleme sokulabilir. Sekil 4.6’da geri
beslemeli bir YSA 0rnegi goriilmektedir.

4.4 Hopfield Modeli ve Kisa Tarihce

Hopfield modeli, John Hopfield tarafindan 1982’de ortaya konan geri beslemeli bir
yapay sinir ag1 modelidir. Hopfield modelinin 6nemi, aslinda ndrobiyoloji ve fizyoloji
bilimlerini birlestirerek insan hafizasinm taklit edebilme yeteneginden gelmektedir. Bu
ozellik ¢cagristmli bellek olarak da bilinir (Url-6).

Cagrisimh bellegi, bir bilgisayar belleginin sirali bellegi ile karsilastirarak daha iyi
anlayabiliriz. Bunu asagida Sekil 4.7 ile verilen 6rnekle anlatmaya calisalim. Sirali
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Sekil 4.6: Dort diigiimlii geri beslemeli Hopfield modeli (Url-7)

bellegimiz isimlere karsilik gelen adres ve telefon bilgileri olmak iizere iki adet bilgi
icersin. Klasik telefon defteri gibi diisiiniirsek, telefon numarasi biliniyorken isime
ulasmak ya da adres bilinirken telefon numarasina ulasmak oldukca zordur. Fakat,
cagrisimli bellekte bu isleyis boyle degildir. Ayrica bilgi siitunlar1 yerine, cagrisimli
bellek bilgileri bir ag seklinde hafizasina kaydeder ve bir bilgi verildiginde digerlerini
de elde etmek kolaydir.

Iste Hopfield modeli de bu sekilde cagrisimli bellege sahiptir.

Hopfield calismalarinda ayrik ve siirekli model olmak iizere iki c¢esit model
tanimlamigtir. Ayrik ve siirekli model ayristirmasi denklemlerin zaman tiplerinden
kaynaklanmaktadir. Bu tezde, siirekli sistemler incelendiginden, siirekli sistemin
modelinin yapisini daha iy1 anlamak i¢in basit elektrik devrelerinden bahsedelim.

Gercek sinir hiicrelerinde uyarinin iletiminin elektrik potansiyel farki sayesinde
oldugunu belirtmistik. Bu sebeple, modelleme yaparken basit elektrik devrelerini
diisiinebiliriz (Bakiniz Sekil 4.8). Elektrik devrelerinde voltaj ve akim arasindaki
iligkinin

Vk =IR 4.1

denklemi ile verildigini fizik derslerimizden hatirlayabiliriz. Ohm yasas1 ad1 verilen bu
denklemde, Vg birimi volt olan voltaji, / birimi amper olan akimi ve R birimi ohm olan
direnci gostermektedir.

Diger yandan, kapasitorler veya diger adiyla kondansatorler, elektrik yiiklerini kisa
siireligine depo edebilen temel elektronik devre elemanlaridir. Kapasitor iceren bir
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1. isim ‘ 2. Isim ‘ 3. Isim

Adres - Telefon ‘ Adres - Telefon ‘ Adres - Telefon

Siral Bellek
isimler
Telefon

Mumaralarn

Adresler M

Cagnisimh Bellek

Sekil 4.7: Siral1 bellek ve cagrisimli bellek (Url-6)

devrede kapasitor lizerindeki voltaj degisimi

dve 1
Lt _ - 4.2
dt C “4.2)

denklemiyle verilir. Buradaki C sabiti kapasite katsayis1 olup, birimi farattir.

R
AAA
 ———LT i in' Ir'
+__
Va
-
I

Sekil 4.8: Basit bir elektrik devresi

Bilindigi gibi, elektrik devrelerinde Kirchhoff yasalar1 gecerlidir. Bu yasalar1 kisaca
hatirlatalim:

e Akim Yasasi: Herhangi bir noktaya gelen akimlarin toplami, ¢ikan akimlarin
toplamina esittir.

69



e Gerilim Yasasi: Kapali bir ¢evrede harcanan gerilimlerin toplami, saglanan
gerilimlerin toplamina esittir.

Eklemeli (Hopfield) Model:

Simdi, geri beslemeli yapay sinir aglar1 sinifindan olan eklemeli modelin (additive
model) nasil ortaya ¢ikti§ini anlamaya caligalim. Sekil 4.9’daki devrede xi, xa, ...,
xy olacak sekilde N tane girdi ve wji, wjp,...,w;y bu girdilerin iletkenligini gdsteren
sinaptik agirliklar olsun. Devreye giren toplam akim

N
Y wii(t) +1; (4.3)
i=1

ifadesi ile verilir. Burada, /; disardan verilen akimi belirtmektedir. v; (), lineer olmayan
f(+) aktivasyon fonksiyonu girisindeki uyarilmig alan olmak tizere, devreden ¢ikan
toplam akimi

vi(t) | - dvi(r)
Cj 4.4
R, +Ci— (4.4)
ifadesi ile verebiliriz. Kirchhoff’un akim yasasi geregince
N vi(t) dvi(t)
wii(t) +1; = -2 4 C;—2 (4.5)
l_; JiXi J R; I ar
yazilabilir. Denklemi yeniden yazarsak
dvi(t vi(t N
Cj é() =— J()+ZWjiXi(t)+Ij (4.6)
£ R =

oldugunu kolayca gorebiliriz. Buradaki girdiler x;(z) = f(vi(t)) seklindedir. Bu
modele eklemeli model ad1 verilir (Akhmet ve Yilmaz, 2014). Ayrica f(-) aktivasyon
fonksiyonunun ¢ degiskenine gore siirekli diferensiyellenebilir oldugu kabul
edilmektedir. Kararlilik analizi i¢in asagidaki kabullere ihtiyac vardir:

e Biitiin i ve j degerleri i¢in sinaptik agirliklar simetriktir yani w;; = w; dir.
e Her bir ndronun kendine ait aktivasyon fonksiyonu vardir.
e Lineer olmayan aktivasyon fonksiyonunun tersi mevcuttur.
Hopfield (1984), makalesinde, enerji fonksiyonunu kullanarak, Hopfield aginin birinci

Lyapunov teoremi geregince Lyapunov anlamda global asimptotik kararli oldugunu
belirtmistir.

1980’li yillardan beri ¢ok popiiler olan Hopfield modelinin giiniimiizde yeni
eklemeler yapilarak gelistirildigini gormekteyiz. Esasinda Cohen-Grossberg
modelinin 6zel bir hali olan Hopfield modelinin 6zellikle gecikme terimleri eklenerek
kararlilik analizi caligmalart olduk¢a yaygindir. Gecikme terimi eklenmeksizin
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simetrik YSA’larin salimim gostermeyecegi bilinmektedir (Zhang ve dig., 2014).
Elektriksel sinir aglarinda, zaman gecikmeleri yiikselteclerin sonlu a¢ma-kapama
hizina bagl olarak olusur (Zhang ve dig., 2014; Baldi ve Atiya, 1994; Marcus ve
Westervelt, 1989). Diger bir deyisle, zaman gecikmesi, norona sinyal verildiginde
sinyalin noronlar arasindaki dagilma veya islenme zamani olarak temsil edilir.
Biyolojik sinir aglarinda zaman gecikmesinin periyodik ¢oziimlere yol actifi
bilinmektedir. Bu sebeple, elektriksel sinir aglarinda da zaman gecikmesinin etkileri
cok calisilmistir. Kesikli zaman gecikmesi veya dagilimli gecikme eklenen
denklemler ve nétral tip denklemlerin (gecikme teriminin tiirev iceren ifadede yer
almasi) bircok farkli metotla global ve lokal kararlilik analizleri yapilmistir (Ayrintili
bir literatiir taramasi icin Zhang ve dig. (2014) makalesi okuyucuya tavsiye
edilmektedir).

Literatiirde (4.6) denklemi genelde asagidaki sekilde karsimiza ¢cikmaktadir:

/

(1) = —Yui (1) + Y wijfi(uj(t)) + Ui 4.7)
i=1

Yukaridaki denklemde U;, disardan verilen girdiyi temsil etmekte ve y; > O dir.

Ik olarak Marcus ve Westervelt (1989) kesikli gecikmeyi ele almis ve asagidaki
modelin salinim sergiledigini gostermiglerdir:

ui(t): —u,-(t)—l—zn:w,-jgj(uj(t—r)). 4.8)
=1

Burada belirtmeliyiz ki (4.7) tipindeki denklemler ani sinyal degisimleri i¢indir.
Gecikmeyle gelen sinyaller icin ise asagidaki daha genel model diisiiniilmiistiir:

(1) = —yui(t) + Y wijg(ui () + Y whig(u;(t — 7)) + Us. (4.9)
= =

wilj gecikmeyle gelen sinyalin agirlik katsayisidir. Bazi durumlarda da agin baglanti
yapisina gore farkli gecikmeler ardisik olarak etki etmektedir. Bu durumlarda da
asagidaki gecikmeleri toplayan sistem kullanilmigtir:

/

(1) = —Yui(t) + Zn: wijgj(u;(t)) + Xn: wijgj(uj(t —ki %)) + Ui (4.10)

J=1 J=1

Farkli gecikmelere sahip sistemlerin analizlerinin zorlugunu bir nebze azaltmak i¢in
ilk adim gecikme terimlerini ayni sekilde se¢mek olmustur. Bu tip calismalara 6rnek
olarak Gopalsamy ve Leung (1996), Bélair ve dig. (1996), Ye ve dig. (1994)
makaleleri verilebilir. Diger bir yontem ise agin biiyiikliigiinii sinirlamak veya mimari
yapisini basitlestirmektir. Babcock ve Westervelt (1987) makalelerinde calismalarin
basitligi acisindan iki noronlu sistemde gecikme diisiinmiiglerdir. Mimari yapiy1
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basitlestiren ve gecikmenin etkisini aragtiran bir diger makale de Baldi ve Atiya
(1994) tarafindan yaymlanmistir. Baldi ve Atiya bu makalede farkli gecikmeler ele
almis fakat her bir norona sadece bir 6nceki nérondan gecikme gelmektedir. Olien ve
Bélair (1997) tarafindan yapilan bir calismada ise asagidaki iki noronlu sistem
incelenmistir:

uy(t) = —ur (1) +an fur (t — 1)) +anf(ua(t — 1)),

/

uz(t) = —uz(l‘) +a21f(u1(t — ’Cl)) +an f(ux(t— ’L'z)).

4.11)

Yazarlar, (4.11) denkleminde 7; = 7o ve aj; = ap; alarak inceleme yapmiglar ve
(4.11) sisteminin bazi gecikme degerleri i¢cin Hopf c¢atallanma sergiledigini
gostermislerdir. Bu caligmalar takiben gecikmenin etkisini iceren ¢aligmalar artmistir
(Bakimiz: Campbell, 1999; Li ve dig., 1999; Guo ve dig., 2004; Ruan ve Filfil, 2004;
Shayer ve Campbell, 2000; Wei ve Ruan, 1999; Song ve Xu, 2013).

Akademik calismalar ilerledik¢e, arastirmacilar, biyolojik aglarda oldugu gibi
gecmigin etkisinin tamamini kapsayan ve uzak gec¢misin etkisinin daha az oldugu
dagilimhi gecikmeyi sistemlere eklemeye baslamiglardir. 1.1.1 boliimiinde de
vurguladigimiz gibi kesikli gecikme, dagilimli gecikmenin 6zel bir hali oldugundan
modeller daha genel hale getirilmistir. Hatta, Ruan ve Filfil (2004) makalelerinde sinir
aglarmin aksonlarinin biiyiikliigii ve ¢oklugu sebebiyle uzay1 kaplayan uzantilarinin
oldugunu ve bu sebeple sinyalin yayiliminin aniden degil zaman igerisinde yayildigim
ve kesikli gecikmeyle modellenemeyecegini savunmusglardir. Dagilimli gecikme
iceren sistemleri incelemeyi arzu edenler Bi ve Hu (2012), Li ve Hu (2011), Kwon ve
dig. (2013), Ruan ve Filfil (2004), Zhou ve dig. (2009) referanslarina bakabilirler.

e Neden catallanma analizi cahsilmahdir?

Baz1 biyolojik olaylar1 modellemek i¢in kararli salinim sergileyen geri beslemeli
YSA’lar kullanilmistir (Townley ve dig., 2000; Li ve Hopfield, 1989; Atiya ve Baldi,
1989). Kaotik yap: sergileyen YSA’lar ise beyin zarindaki salinimlart modellemek ve
kaotik dinamik yapilar1 kontrol etmek i¢in kullanilmistir (Babloyantz ve dig., 1995;
Sole ve de la Pride, 1995).

Fizyolojik deneyler sonucu beynin yapisinin kaotik oldugu savunulmaktadir. Diger
bir deyisle, bilinenin aksine insan viicudunun saglikli olma durumu kaotik yapinin
korunmasidir. Alzaymir hastaligindaki gibi bu kaotik durum bozuldugu anda beyin,
bilgi isleme icin gerekli faz degisimlerini hizli yapamayabilir (Das ve Kundu, 2014).
Epilepsi hastalarinda da epilepsi ataklarindan once kaotik yapinin bozulup periyodik
coziimlerin ortaya ¢iktigi gozlemlenmistir. Bu baglamda, YSA’lar kaotik dinamik
sistemleri kontrol etmek acisindan ¢ok énemlidir.

Bir dinamik sistemde lokal olarak periyodik ¢oziimlerin varligin1 gosterebilmek icin
Hopf catallanma analizinin gerekli oldugunu vurgulamistik. Yukarida bahsedilen
problemlerin matematiksel modellerinde de periyodik c¢oziimlerin arastirilmasi bize
hastaliklarin yapisi hakkinda bilgi vermeyi saglayabilir. Ornegin periyodik ¢oziimler
onceden tahmin edilebilirse epilepsi ataginin ne zaman gelecegini belki de tahmin
etmek miimkiin olabilecektir.
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Periyodik ¢oziimlerin bir diger faydali yan1 da YSA sisteminde 6grenebilmeyi garanti
etmesidir. Yani, ¢oziimiinde periyodik ¢o6ziim c¢ikan bir YSA tekrarlanma ile
ogrenebilmis demektir (Townley ve dig., 2000).

4.5 Tez Probleminin ifadesi

Tezin ikinci kisminda calistigimiz geri beslemeli sinir ag1 sistemini daha detayh
inceleyebiliriz. Bu kisimda asagidaki karisik gecikmeli sistemde (hem kesikli hem
dagiliml gecikmeli) kararlilik ve Hopf catallanma analizi ¢aligilmigtir:

xll (1) = —x (1) -I-Clnfn(/t F(t —s)x1(s)ds) +apfia(x(t—12)),
- 4.12)

!/

X (1) = —x2(t) +az1 o1 (x1 (t — 1)) + ana foa [ _F(t=s)n(s)ds).

Burada x;(t) = % olarak tanimli olup, x;(¢), i. ndronun ¢ zamanindaki durumunu
belirtmektedir. a;; (i = 1,2 ve j = 1,2) katsayilar1 reel parametrelerdir. F(-) ise, [0, )
tizerinde tanimli, r anindaki dinamige gecmis zamanin etkilerini yansitan, negatif

olmayan, sirli gecikme c¢ekirde8idir. Sistemin mimari yapist Sekil 4.10°da

verilmistir:

K / __,A_,

Sekil 4.10: (4.12) modelinin mimari yapist. Iki noron birbirlerine T, j = 1,2
kesikli gecikmeyle sinyal gondermektedir. Fakat kendisinden gelen sinyal
dagilimh gecikmeli (kesikli ¢izgi) haldedir.

2011 yilinda Li ve Hu (2011) asagidaki sistemi analiz etmiglerdir:

X (t) = —x1 (1) +6111f(/t F(t—s)x1(s)ds) +apnf(x(t — 1)),
e 4.13)

50 = —xa(t) +an f(a(—2) +anf ([ Fl—9n(s)ds).

(4.13) sisteminde 7 gecikme parametresi segilerek sifir denge noktasinin kararlilig
aragtinlmugtir. Bu tezde yapilan ¢aligma, (4.12) denkleminde 7) = 1o ve fi;j = f,i=1,2
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ve j = 1,2 alinmasi halinde Li ve Hu (2011) makalesinin bir iyilestirmesidir. Ayni
zamanda, (4.12) sisteminde f;; = tanh ve gecikme cekirdegi Dirac delta fonksiyonu
secilirse yapilan ¢alisma (4.11) sistemini de kapsamaktadir.

IIk olarak, (4.12) sisteminde karsimiza ¢ikan karakteristik denklemin analizinin
zorlugundan dolay1 asagidaki (4.14) sistemi incelenmistir (Karaoglu ve dig., 2015):

/

X (l‘) = —X] (l‘) +a11f11(/_:oF(t —s)x1 (s)a’s) —|-Cl12f12()€2(t — Tz)),

/

X () = —x2(t) + a2 fa1(x1 (f — 71)) + @22 22 (x2(t)).

(4.14)

(4.12) sisteminin analizi de Karaoglu ve dig. (2016) makalesinde detayli olarak
verilmisgtir.

4.6 Tek Dagilimh Gecikmeli Sistemde Hopf Catallanma Analizi

Bu bolimde, tek dagilimli gecikmeye sahip (4.14) sisteminin, kesikli gecikme
parametrelerinin  toplamin1  catallanma parametresi secerek detayli Hopf
catallanmasini inceleyecegiz. Yine bu sistemde, periyodik ¢oziimlerin ortaya ¢iktigi
gosterilmis ve periyodik ¢oziimlerin yonii, periyodu ve catallanma tipi belirlenmistir.

4.6.1 Lineer kararhlik analizi ve Hopf catallanmanin varhg:

Ik etapta, denge noktalarini etkilememek icin Jo F(s)ds = 1 kabul edilerek cekirdek
normallestirilmistir. Ayrica, bu tez boyunca sadece zayif ¢ekirdek, yani

F(s)=ae *, o>0,

durumu ele alinmistir. Burada ortalama gecikme =« olmaktadir. Simdi, analizlerimizi

yapabilmek icin gerekli olan kabullerimizi siralayalim:

(Hy) fij€C? fi;(0)=0, (i=1,2vej=1,2),

(Hy) T= 11+ 7 olsun.

x3(t) = /_;F(t —s5)x1(s)ds
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yeni degiskenimiz olarak tamimlayalim. Integral isareti altinda tiirev alirsak

40 =5 ([ ra-smeas)

= F(Opi()+ [ i) $FG—
=it~ [ w(mate N

— ax (1) + L (= s)ate % ds

— an () —a /0 it —s)oe @ ds

— oo (1) — o (1)

elde ederiz. Bu yonteme lineer zincir de8isken degistirme yontemi adi verilir. Bu
yontemle (4.14) denklemi asagidaki hali alacaktir:

!/

x1(t) = —x1(t) +an fi(x3(t)) +annfia(xn(t —n)),
X (1) = —x2(t) +an1 for (x1(t — 7)) + an foo (02 (1)), (4.15)

X5(1) = —oux3 () + axy (7).

Yukaridaki birinci kabuliimiiz altinda (0,0, 0) noktasinin denge noktasi oldugu agiktir.
ui(t) = x1(t — 71), up(t) = x2(t), us(t) = x3(t — 11) degisken degistirmelerini
tanimlayarak ikinci hipotezimiz altinda asagidaki 7 ya gore tek gecikmeli denk sistem
elde edilir: )

uy (1) = —ur (1) + an fir (us(r)) + arzfi2 (w2t — 7)),

uz(l‘) = —uz(l‘) +az1 21 (ul (l‘)) +a22f22(u2(t)), (4.16)

us (1) = —ows(t) + ouy (1).

dfi & f &,
J 1 3] 1 ] . .
Oij = aij . Bij = 5aij Ve O0jj = ¢Qij — 7 (i=1,2ve j=1,2)
dl/l‘ duz du3
! M,‘:O i ui:0 i u,-=0

olmak iizere (4.16) sistemi (0,0,0) noktasinda Taylor serisine agilirsa:

/

ul(t) = —ul(t)+a11u3(t)+[311u§(t)+611u§(t)
—l—Otlzuz(l‘— ‘C) +[312u%(t - ‘L') —I—Glzug(l‘— ‘C) +YM.T.,
U () = —ua (1) + O yuy (1) + Bortld (1) + 621163 () + 0ot (t) + Banti3 () + Grous (1)

+Y.M.T.,

!

us (1) = —aus(t) + au (1),
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sistemi elde edilir. Bu sistemin lineerlestirilmig hali de asagidaki sistemi verecektir:

wy (t) = —uy (1) + o us (1) + Qoun(t — T),
uz(t) :—uz(t)+a21u1(t)—|—0622u2(t), 4.17)

uz(t) = —ows(t) + ouy (1).

Bu sistemin karakteristik denklemini bulmak icin u; (f) = Ae*, us (1) = Be* ve usz (1) =
CeM aday ¢oziimleri yerine konursa asagidaki esitlik elde edilir:

A+1 —06126717 —01 A 0
—0h; A+1—o0m 0 Bl=1]0
- 0 A+a C 0
Simdi,
a=0—0py+2
by = —appoy
ay =2a—o(a + o) — o +1 (4.18)
b() = —001200 .

ap=0o — OC(OC11 +(X22)—|-0606110622

degiskenleri tanimlanarak (4.17) sisteminin karakteristik denklemi

A3+ ar A +aid+ag+ (bid+by)e T =0 (4.19)

olarak kolayca bulunur.

T = 0 iken, yani gecikmelerin olmadigi durumda, (4.19) denklemi

A2 +axA?+ (a1 +b1)A + (ag+bg) =0 (4.20)

olacaktir. Kararlilik analizi i¢in, dnceki boliimlerde oldugu gibi koklerin kompleks
diizlemde nasil dagildigini incelememiz gereklidir. Bunun i¢in, » = 3 durumunda
Routh-Hurwitz kriteri kullanirsak, (4.20) polinomunun biitiin kdklerinin negatif ya da
negatif reel kisma sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sartin asagidaki ii¢ kosul oldugu
goriiliir:

1. ap >0,

2. ag+by >0,

3. ax(a; +by) > ap+ bo.

Simdi 7 # 0 oldugu duruma gegebiliriz. Kabul edelim A = i@ surf sanal bir kok ve
® > 0 olsun. i kokiinii (4.19) iistel polinomunda yerine koyup reel ve sanal kisimlari
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ayirirsak

—ay 0?4 ag+ by wsin T+ bycos ®T =0 (4.21)
— 0+ a0+ b cosOT — bysinOT =0 (4.22)

denklemleri elde edilir. (4.21) ve (4.22) denklemlerinin karelerini alip taraf tarafa
toplarsak p = a% —2ay,q= a% —2apay — b% ve r = a(z) — b(z) olmak iizere

0%+ pot +q0*+r=0 (4.23)

denklemi elde edilir. Yukaridaki denklemde z = @? olarak tanimlanirsa

24 pP+qz+r=0 (4.24)

elde edilir. (4.24) denklemini

hz) =22+ p +qztr (4.25)

olarak tamimlayalim. » < 0 olsun. Bu durumda lim;_, /(z) = o oldugundan (4.25)
denkleminin en az bir pozitif kokii vardir. Diger yandan r > O olsun. (4.25)
denkleminin tiirevi alinirsa:

an(z)

=372 42pz+q (4.26)
dz

denklemine ulagilir. A = p? — 3¢g < 0 ise (4.26) denkleminin hic reel kokii yoktur. Bu
bize h(z) fonksiyonunun [0, e0) iizerinde monoton artan oldugunu sdyler. O halde, r >0
ve A < 0 iken (4.25) denkleminin hi¢ pozitif kokii yoktur. r > 0 ve A > 0 ise (4.26)
denkleminin asagidaki gibi iki reel kokii vardir:

leT,

—p—VA

*_
iy = 3

Agikea, h' (z5) =2v/A > 0ve h' (z3) = —2v/A < 0 dir. Bu durumda, sirastyla z* ve z5 da
lokal minimum ve maksimum mevcuttur. Kabul edelim 4(z) fonksiyonunun pozitif bir
kokii a olsun. Fonksiyonun bu kokteki egimi negatif ise z}, 4(z) fonksiyonunun lokal
minimumu oldugundan ve lim; .. /4(z) = e oldugundan zj > a olmak zorundadur. a
kokiindeki egim pozitif yonlii ise 2(0) = r > 0 oldugundan 0 < zj < a olmalidir. Eger
egim sifir ise a = z] olup her durumda zj > 0 ve h(z]) < 0 dir. Aksine zj < 0 veya
zj > 0 igin A(z}) > 0 olsun. zj < 0 ise z > zj i¢in Ah(z) fonksiyonu artan olacagindan
ve h(0) = r > 0 oldugundan fonsiyonun hi¢ pozitif kokii olamaz. zj > 0 igin A(z}) >0
ise z; < zj oldugundan yine /(z) fonksiyonunun pozitif bir kokii bulunamaz. O halde
burada yazdiklarimizi asagidaki lemma (Song ve Yuan, 2006; Zhou ve dig., 2009) ile
ispatsiz olarak toparlayalim:
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Lemma 4.1. (4.24) denklemi icin asagidakiler dogrudur:

1. Egerr <0 ise (4.24) denkleminin en az bir pozitif kokii vardir.
2. Egerr>0ve A= p>—3q <0 ise (4.24) denkleminin hi¢ pozitif kokii yoktur.

3. Egerr>0ve A> 0 ise (4.24) denkleminin pozitif koklerinin olmasi icin gerek

ve yeter sart 7} = _pJg\/Z > 0 ve h(z}) <0 olmasidir.

Kabul edelim (4.24) denkleminin pozitif kokleri olsun. Genellii bozmadan, ii¢ kokii
oldugunu kabul edebiliriz. Bu kokler sirasiyla, z1, z2 ve z3 olsun. Bu durumda (4.23)
denkleminin de @, = /71, 0 = /22 ve @3 = /z3 olacak sekilde ii¢ kokii vardir.
k=1,2,3 i¢in, (4.23) denklemini saglayan {’L']i |j=1,2,3,...} dizisini (4.21) ve (4.22)
denklemlerinden yararlanarak asagidaki gibi elde edebiliriz:

2 4 2
»_ 1 bo(a,®” —ap) + by (0" — a1 %) .
T —ak{arccos( b(z)-i—b%a)z —|—27r]}. 4.27)

Sonug¢ olarak, (4.19) denkleminin 7 = T,Ej) olacak sekilde +i@y sirf sanal kokleri

mevcuttur.

simdi 7 = 7 = min{7.” [k =1,2,3}, @ = @, olsun. A (1) = &(7) +ie(7) (4.19)
denkleminin 7 = 7y civarinda ot (1) = 0, @(7)) = wp kosulunu saglayan kokii olsun.
Asagidaki transversalite kosulunu verebiliriz.

Lemma4.2. 7, = a)lg ve h(z) (4.25) denklemiyle verilen fonksiyon olmak iizere h'(z;) #

0 olsun. O halde,
{d (ReA (7))

. } . £0 (4.28)

=1,

saglamir ve [(d(ReA(T))/dT)]T:T(,-) ve ' (zi) ayni isarete sahiptir (Ispat icin Song ve
Yuan (2006) makalesindeki Lemmka 2.4’°e bakilabilir).

Teorem 4.1. Asagidaki ifadeler gerceklenir:
i) Egerr>0ve A= p?>—3q <0 ise (4.16) sisteminin (0,0,0) denge noktast her
T > 0 icin asimptotik kararlidir.

ii) Eger r <0 veyar>0ve A>0icinzj >0 ve h(z]) <0 ise, (4.16) sisteminin
(0,0,0) denge noktast T € [0, 1y) igin asimptotik kararlidir.

iii) Eger (ii) stkkinin tiim kogullar: gerceklenir ve h'(z;) # 0 saglamirsa T = 1y iken
(4.16) sisteminde orijinde Hopf ¢atallanmast ortaya ¢ikar.
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4.6.2 Yon analizi

Bir 6nceki boliimde (4.16) sisteminde T = 7y kritik degerinde Hopf catallanmanin
ortaya c¢ciktiZim gosterdik. Bu boliimde, Hopf catallanmasinin yOniinii (¢esidini),
kararliligin1 ve periyodunu veren hesaplamalar yapilacaktir.

Sabitlenmis k € {1,2,3} icin ve j € {0,1,2,...} i¢in 4 = T — 7/ olacak sekilde yeni
degisken tamimlayarak gecikme parametremizi sifira tasiyabiliriz. + — ¢/7 zaman
skalasim1 kullanarak 7 gecikmesini normallestirelim ve (4.16) sistemini yeniden
yazalim:

x) () x1(1) xi(t—1)
50 | =V +wA(e) | @) |+ @Y+ wB(E) | x—1)
x5(t) x3(1) x3(r—1)
+ (e ) f(xr,x2,%3). (4.29)
Burada
-1 0 o1 0 app O
A(T)=| opg ap—1 0 |, B(r)=|0 0 O [,
o 0 —Q 0 0 O
S
fenxg,xs) =tV +p) | f
/3
veE

fi= ﬁllx%(t) -+ ang(l) —i—ﬁlzX%(I — 1) +0'12x3(t— 1) +Y.M.T.,
f2 = [321)(%([) + Gzlx:;' (l‘) +[322x%(t) + Gzzx%(l‘) +YM.T.,
f3=0

/1"

olarak hesaplanir. f;; = %aijfi/;.(O) ve 0jj = éaijfij (0) (i=1,2ve j=1,2) daha dnce

belirtildigi iizere Taylor agilimindan gelmektedir. u(t) = (x1(¢),x2(¢),x3(t))T olsun.
(4.29) denkleminin orijin civarindaki lineerlestirmesi

W (1) = (¢V) + A (D)ue) + (V) + @) B(t)ult — 1)

seklinde olacakur. ¢ = (¢1,¢2,¢3)7 € Q = C([-1,0],R?) i¢in L, : Q — R?
operatoriini

Ly(¢) = (V) + w)A(T)$(0) + (zV) + pn)B(1)$(—1) (4.30)

seklinde tanimlayabiliriz. Bu tamimlamadan sonra, (4.16) sistemi u,(0) = u(t 4+ 6) =
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(x1(t+86), x2(t+86), x3(t+6))T ve f: RxQ —R3

| B1193(0) + 61193 (0) + 123 (—1) + 01293 (—1) + Y.M.T.
F,0) = (294 1) | Bag2(0) + 62107 (0) + Br203(0) + 62203 (0) + Y.M.T.
0
4.31)

olmak tizere
u'(t) = Ly (ur) + f (1, ur) (4.32)

olarak yazilabilir.

Riesz Temsil Teoreminden her bir bileseni sinirl degisimlere sahip olan ve ¢ € Q i¢in
0 € [—1,0] olmak iizere 3 x 3 tipinde 1 (6, i) matrisi vardir, dyle ki

0
Lu¢ =/1dn(9,u>¢<9) 4.33)

yazilabilir. Aslinda, § Dirac delta fonksiyonunu gostermek iizere

n(0,1) = (t¥) + u)A8(8) + (¢) + u)BS (6 + 1) (4.34)

secilebilir. Daha 6nce de tanimlandig1 gibi ¢ € Q i¢in

do(o .
%, 0 € [—1,0) ise

Ao =1 (4.35)

ve
0, 0 € [—1,0) ise

f(u,9), 6=0ise (4.36)

R(p)¢ = {

operatorlerini tanimlayabiliriz. Bu durumda (4.32) fonksiyonel diferensiyel denklemi
0 € [—1,0) i¢cin u;(0) = u(t + 6) olmak iizere

I;tz :A([.L)MZ—I—R(,U)M; (437)

denklemine denk olacaktir. y € C([0,1],R3) olmak iizere

—dg—gs), s € (0,1] ise

Ay(s) =9 (4.38)
—fl dTlT(&,O)‘l’(—i)» s =0ise
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operatoriinii ve

0 6
(¥(s),0(0) =W(0)0(0)— [ [ W(E—0)dn(®)9(E)aE @439
_1520

bilineer formunu daha Onceki bolimlerde tanimlamistik. A(0) ve A*(0)
operatorlerinin adjoint operatorler oldugunu biliyoruz. Simdi, kabul edelim ¢(6) ve
q*(s) swrasiyla A(0) ve A*(0) operatorlerinin A = iy ve A = —iay ozdegerlerine
kargilik gelen 6zvektorleri olsun.

q(8) = [17QI7Q2]T€M’°9 ve ¢*(s) = %[l,qT,qé]Tei“’Os olarak  secelim.
A(0)q(0) = iwyg(8) ve A*(0)g*(6) = —iaxng* () oldugundan

B —T(j) o . —’L'(j)oclze"“’o
= T (e —1) —iawy’ 7 T (e — 1) +iay’
g gy,
q2 = q2 =

Do +imy’ Do —imy

degerleri bulunur. Diger yandan, (¢*(s),q(0)) = 1 bagintis1 kullanilarak D yi asagidaki

sekilde hesaplayabiliriz:

D=1+qiq1+ g+ Ve ®ayaq;.

Simdi, Cy merkez cok katlisinin u = 0 daki koordinatlarin1 hesaplamaya gecebiliriz.
us, (4.37) denkleminin y = 0 iken ¢oziimii olsun.

2(t) =(q" %),  w(t,0) =x —2Re{z(t)q(8)} (4.40)

esitliklerini 6nceki boliimlerde oldugu gibi tanimlayalim. Merkez ¢ok katlisi iizerinde,
q ve ¢* vektorleri yoniinde z ve 7 lokal koordinatlar olmak iizere

22 z2

w(t,0) = w(z(t),2(1),0) = wao(8) 5 + w11 (8)2Z+ w2 (6) % + - (4.41)

tanimhidir. u, € Cp icin

Z(t) = <q*aut>:<q*7Aut+Rut>
= i (q",u) +47(0) fo(z,2) = iwpz(r) + g(z,2)
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ve 1 = 0 oldugundan,

2 22 Z2—

_ — _ Z _ Z
g(z,2) = ¢*(0) fo(z,2) = 8205 TenZ+gng + 5+ (4.42)

yazilabili.  Burada, fo(z,z), u = 0 daki f(z,z) yi gOstermektedir.
ut(”ll(6)7u2t(6)7u3t(9)) = W(tae) + Z(](G) + ZCI(G) ve q<6) = [17QI7QZ]Telw09
oldugundan asagidaki katsayilar1 hesaplayabiliriz:

W mE W= (D E 3
u(0) = z+z+w20(0)5+w11(O)zz+w02(0)5+0(|z,z| ),
2 =2
uy(0) = zq1+37 +wi (0)5 + w7 (00 + R (05 +0(.2),
2 =2
uz(0) = zq2+@+w%)(0)%+w§31)(0)z2+w(()32)(0)%+0(|Z,Z|3),

2
uy(—1) = zqie ' +zgre '@ —I—wg))(—l)% +w§21)(—1)zz

=2
< _
3 (~1)5 +0(lz,2).

(4.42) esitliginden ve f(u,¢) fonksiyonunun tanmmindan asagidaki g¢arpimi
hesaplamamiz gereklidir:

- o ?
8(22) =" (0)fo(z.2) = =-[1,47,43] e
A

oyle ki,

£ = Bi1u3,(0) + 611u3,(0) + Brouz, (— 1) + o10u3,(— 1),
£3 = Barut,(0) + 621u3,(0) + Brou3, (0) + 02013, (0),
=0
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olarak bulunur. Son olarak,

8(2,2) = 47(0)fo(z,2)
V) 2 2 —2iay - — 212
:f{[BIIQ2+ﬁ12qle + Bod + Braiai)z
+ [2B119232 + 2Br2q1qre ™ + 2214} + 2Pnd i1 q1) 2
+ [ﬁn%z + Bragi’e ' + Boigi + ﬁzzq_Tﬁz}Zz
+ [2B1142w31(0) + Br1g2w3o (0) + 36114572
+2B1agie” wii (—1) + Bragie "“Pwig(—1) +301247q1¢ >
+2B214iw11(0) + B21giwo (0) + 302147

+ 2B22q1q_*1‘w%1 (0) + ﬁzzﬁq_]kw%() (0) + 3622%?{6]%] ZZZ} +YM.T.

olarak hesaplanir ki, (4.42) esitlignde katsayilar1 karsilastirdiktan sonra asagidaki
katsayilar bulunmus olur:

() . o L
820 = 2? [B1145 + Biogie ™ + Baiq; + Bragiai)

Ay __ I ¥ — —
s11= f[zﬁn%anrmlzqwhe 2% 4 2B 17 +2Bq 1)
) .,
802 = f[ﬁll@ + Biagile w"+ﬁ21q1+ﬁ22q16]1 },
()

§21 =2 [2B1192w71(0) + B11g2w30(0) + 30114343
+ Zﬁlque 2 (—1) + Bragre " @wiy(—1) +3012¢7G1e >
+2B213w11 (0) + Baigiwie(0) + 302147
+2B2q197w11 (0) + Bo2@igwin(0) + 3022G14747)
Yine, birinci Lyapunov Kkatsayisin1 hesaplayabilmek icin wy (0) ve wop(6)
katsayilarini belirlemeliyiz. Daha onceki boliimlerde tanimlandig gibi
2 )

H(z,7Z,0) :H20%+H11ZZ+H02%+“' (4.43)

olmak tizere

Ww(t,0) = i —2Re{z(r)q(6)}

B Aw —2Re {q*(0) q(e)}, 6 €[—1,0) ise
- Aw — 2Re{q (0)foq(0) }+fo, 0 =0 ise
= Aw+H(z,Z,0),
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yazabiliriz. Diger yandan, merkez cok katlisi iizerinde
W=wiz+wz
(A —2iwy)wro(0) = —Hz(0), Aw11(0) = —H;1(0) (4.44)
oldugunu biliyoruz. Ayrica, 6 € [—1,0) igin

H(z,7,0) = —2Re{z(t)q(0)}

dir. Her zaman gecerli olan

Hy(0) = —(q(0)820+7(0)802).
Hi(0) = —(q(6)g11+q(0)g11), (4.45)
Hy(0) = —(q(6)g02+7(0)820).
i ; i : :
0) = —g20q(0)e'™® + —,q(0)e "®° 4 E; ™0, 4.46
wao(0) w()é’zoé]( Je +3w0g0261( Je +Ee (4.46)
i , i ,
wi1(8) = —g119(0)e'™® + —z,,5(0)e " »° +E (4.47)
1(0) wognCZ( ) 0)081161( ) 2
EM
esitliklerini de hatirlayalim. Geriye kalan son adim, E; = E](Z) € R ve
g®
1
EY
E, = Ez(z) € R3 sabit vektorlerini bulmak olacaktir. (4.44) denklemlerinde 6 = 0
josd
2
aliursa, agsagidaki denklemler elde edilir:
0
[ an(@)wa(6) = 2ianwa(0) - Hx(0), (4.48)
-1
0
/dn(e)w“(e) — _H,(0). (4.49)
~1

Ayrica, 0 = 0 icin
Bi1g5 + Bragie >

H0(0) = —£204(0) — 8,4(0) +27V) Bor + Brog? : (4.50)
0
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veE

2B119232 +2B12q1Gre ™
H11(0) = —£119(0) —g,,3(0) + 7V 2Bo1 +2B2q1G7 4.51)
0

elde edilir. A(0)g(0) = iwpgq(0) ve A(0)g(0) = iwpq(0) esitliklerinden de

0

iwol — / ¢4 (8) | 4(0) =0, (4.52)
|
0

iwol — / e 0qn (6| 7(0) =0 (4.53)
|

oldugunu biliyoruz. (4.50) denklemini (4.48) denkleminde yerine yazar ve (4.52)
esitligini kullanirsak

0 Bi1g3 + Biagie 2@
Diwol — / 200 g (0) | Ey = 270 Bt + Bood?
,1 0

elde edilir ki, bu esitlik

2iwg + T(J) —T(j) o2 _f(j) o Bllq% + Blzq%efZia)o
—T(j)OQl 2iW0—T(j)(0622—1) 0 E1=2’L'(]) BZl"‘BZZC[%
—tla 0 2iwg+ 1V 0

seklinde diizenlenebilir. Buradan

2iwg + /) —tWa, —tVay
g 0 2iwo + 7V

olmak lizere, E| vektoril asagidaki sekilde bulunmus olur:

) Bi1g3 + Bragie 2 —tWay, —tWay,

1 , .

El( )= A Ba1 + Brog? 2iwo — ) (0 — 1) 0 :
0 0 2iwg+ 1tV 0t
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) 2iwg + 1Y) Brig3 + Bragie X —tlay,

27U .
E% = Al —tW ey, Bo1 +ﬁ226]% 0 ,
—T(j)a 0 2iw0 + T(j)a
() 2iwg + ’L'(j) —‘L'(j) o2 /31161% + Blzq%efZia)o
3 . , .
1( = 1 —’C(]).OC21 2iwg — T(])(OCZQ —1) Bo1 —|—[322q%
—T(J)(X 0 0

Benzer sekilde, (4.51) esitligi (4.49) da yerine yazilir ve (4.53) formiilii kullanilirsa

-1 anp an —2B1192q2 — 2B12q1qre 2
0 op—1 0 |[E= —2Bo1 —2B2q1q1
o 0 - 0

sistemi bulunur. Sistemin ¢o6ziimiinden

-1 ap o
Ar=| or; Opp—1 O

ve
. —2B114232 — 2Br2q1qie H® a0y
1 .
Ez( ) = A, —2B1 — 2229191 op—1 0 |,
0 0 —Q
! —1 —2B1192q2 —2B12q1gie >  ay
2 _
Eé ) = A (053} —2B21 —2B0q1q1 0 |,
o 0 -
. —1  ann —2B19:2q2 —2B1aqigre HX
3 .
Eé ) = A, 0] O —1 —2B21 —2B2q1q1
o 0 0
elde edilir.

Son olarak, E| ve E>, wi1(0) ve wyo(0) katsayilarinda yerine yazilirsa Lyapunov
katsayisim1 hesaplamak icin gerekli olan her sey bulunmus olur. Bu asamadan sonra,
catallanmanin yonii, kararlili§1 ve periyodu Teorem (2.2)’den kolayca hesaplanabilir.
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4.6.3 Niimerik sonuclar

Bu boliimde (4.16) sisteminin sayisal ¢alismalari1 yapilmistir ve olusan durumlara gore
Teorem 4.1’in sonuclar grafiklerle desteklenmeye calisilmistir. Ornek olarak (4.16)
sisteminde katsayilari aj; = —0.5, a;p = —1.8, a1 = 1.3, ap = 1.7 ve ax = 1 segelim,
yani asagidaki sistemi diisiinelim:

uy(t) = —uy(t) —0.5tanh(us(t)) — 1.8tanh(ur (t — 1)),

uy(t) = —up(t) + 1.3tanh(uy (1)) + 1.7tanh(uy (1)), (4.54)

us(t) = —us(t) +up(t).
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Sekil 4.11: 11 = 0.1, 7, = 0.15, 71 + 70 = 0.25 < 13 iken (4.54) sisteminin ¢dziimleri
ve faz portresi. Orijin asimptotik kararlidir.

Burada i = 1,2 ve j = 1,2 i¢in biitin f;;(-) = tanh(-) olarak segilmistir. (4.23)
denkleminde p, g, r katsayilar1 hesaplanarak asagidaki denklem elde edilmistir:

w® + (1.49)w* — (2.7356)w? — 4.3731 = 0. (4.55)

(4.55) denkleminin tek bir pozitif kokii vardir, dyle ki wg ~ 1.2969 dur. Elde edilen
degerler (4.27) denkleminde yerine konursa 7y ~ 0.2692 olarak hesaplanir. Ayrica,
Teorem 2.2°de verilen degerler asagidaki gibi bulunmustur:

1 =0.1030, B =—02172, T, =0.2687. (4.56)
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Sekil 4.12: 11 = 0.1, 7p = 0.2, 71 + 7> = 0.3 > 7 iken orijinden catallanan periyodik
cOziimler ve faz portresi.

IIk olarak 7; = 0.1 ve 7, = 0.15 secelim. Bu durumda 7 = 7] + &» = 0.25 < 7
olacaktir. Teorem 4.1’e gore (0,0,0) denge noktas1 T < Ty iken kararlidir. Bu durum
Sekil 4.11°de gosterilmistir. yp > 0 oldugundan, 7, 7y kritik degerini gectiginde denge
noktast kararlilifini yitirecek ve periyodik ¢oziimler olusacaktir. Olusan periyodik
cozimler T = 71 + 7p = 0.3 = 79 iken Sekil 4.12°de verilmistir. Diger yandan 75 > 0
ve B, < 0 oldugundan, periyodik ¢oziimler kararli ve ¢6ziimlerin periyodu 7 arttikga
artmaktadir. Sekil 4.13’te 7; = 0.2 ve 7o = 0.2 iken, yani T =17+ 7 = 0.4 > 7
oldugu durumda periyodik ¢oziimlerin periyodunun Sekil 4.12°ye gore daha biiyiik
oldugu goriilmektedir. Sistemimiz ii¢ degisken icerdiginden ¢atallanma parametresini
goz ardi ederek catallanma diyagramini c¢izdirebiliriz. T degerlerinin 0.01 artisiyla
ortaya ¢ikan limit dongiileri Sekil 4.14’te ¢izdirilmistir.

4.7 1ki Dagiimh Gecikmeli Sistemde Hopf Catallanma Analizi

Bu kisimda asagidaki karisik gecikmeli en genel sistemde (hem kesikli hem dagiliml
gecikmeli) kararlilik ve Hopf ¢atallanma analizi calisilmistir:

x/l (t) = —X] (l‘) +a11f11(/’ F(l‘ — s)x1 (S)dS) —i—a12f12(x2(t — Tz)),
- 4.57)

X (1) = —x2(t) + az1 for (x1 (£ — T1)) +azzf22(/_tooF(t —5)x2(s)ds).
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Sekil 4.14: 7 degerleri T = 0.3’ten T = 0.37’ye kadar 0.01 artisla degisirken bazi limit
dongiileri.

tiirev) asagidaki hali alacaktir:

x(t) = —x1 () +an fil (1) + anfia (o —n)),

x%(t) = —x2(1) +ann for (x1 (8 — 1)) + ana fo (x4 (1)), wss)
x3(t) = —ox3(t) + axy (1),

xy(t) = —axy (1) + axa (1)

K hipotezi geregince, (0,0,0,0), (4.58) sisteminin bir denge noktasidir. Simdi,
ul(t) = xl(t — Tl), uz(l‘) = xz(t), u3(t) = X3(l‘ — ’L'l) ve u4(t) = X4(t) olacak sekilde
yeni degiskenler tanimlayalim. K> hipotezini de kullanarak, bu degiskenlerle (4.58)
sistemi agsagidaki sisteme denk olacaktir:

Ul] (1) = —ui(t) +an fi1(u3(t)) + arzfiz(ua(t — 7)),
(1) = —ua(t) +azy for (u1 (1)) + aza for (ua(t)), ws9)
U3 (1) = —awuz () + oy (1),
uy(t) = —aug(t) + o (t).
dfij i Ay : :
i = a:i —L ,Bii=sa;; —=- Oii=q;: —L =1,2 =1,2
i ij du; - ﬁu 7aij dulz o Ve O;j = gdij du? o (i ve J )



olmak iizere (4.59) sisteminin (0,0,0,0) noktasinda Taylor serisine a¢ilimi

!

wy (t) = =y (1) + o 1us (t) + Brus (1) + 0113(1)
+ appuy(t — 1) +ﬁ12u%(t —1) +G12u%(t— T)+YM.T.,
ulz(t) = —uz(l‘) + 06211/!1(2‘) —l—ﬁzlu%(l‘) —l—Gzlu?(t) + (X22u4(t) —l—ﬁzzui(t) + 62214431(1‘)

+Y.M.T.,

u3(t) = —ous (1) + oy (1),

/

uy(t) = —aua(t) + oua (1)

sistemini verecektir. Bu sistemin lineerlestirilmis hali

uy (t) = —up (1) + on1us(t) + Aour (t — 1),

u:z(t) = —up (1) + Qo u1 (1) + Omoua (1), w60
uz(t) = —ows(t) + oy (1),

u;(t) = —auy(t) + auy(t)

olarak elde edilir. Bu sistemin karakteristik denklemini bulmak icin u;(t) = AeM,
up(t) = Be*, u3(1) = CeM ve uy(t) = DeM aday ¢oziimleri yerine konursa asagidaki
matris esitligi elde edilir:

A+1 —06126_;LT —01 0 A 0
— 0 A+1 0 — 0 B _ 0
—a 0 A4+a 0 cl |o
0 —o 0 A+a D 0
Buradan (4.60) sisteminin karakteristik denklemi
A+ s+ ad? +a A +ag+ (baA> + biA +by)e *T =0, (4.61)

oyle ki
22 2
ap = o —a“(a + o)+ ooy t,

ay =202 420 — (o + 0) — (o + 02),

ay =0’ +40+1—a(a + o),

a3 =2a+2, (4.62)
by = —a’ a0,

by = “2aa0n,

by = —02001
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olarak hesaplanir.

T =0 iken, (4.61) denklemi

A+ azA3 + (ay +b2)A + (a1 + b)) A + (ap+by) =0 (4.63)

olup Routh-Hurwitz kriterleri geregince asagidaki sartlar saglandigi takdirde (4.63)
denkleminin tiim kokleri negatiftir veya negatif reel kisma sahiptir:

1. a3 >0,

2. ap+bg >0,

3. a+b; >0,

4. az(a;+b1)(ax+by) > (a1 + bl)z + a%(ao +by).
T # 0 olsun. (4.61) denkleminin sirf sanal koklerini aragtiralim. Bunun i¢in A = i,

® > 0 (4.61) denkleminin bir kokii olsun. Denklemde yerine yazar ve reel ve sanal
kisimlart ayirirsak asagidaki denklemler elde edilir:

o* — ay0* + ag + (bo — br®*) cos T + by wsin 0T = 0, (4.64)
—a30° a1 0+ by wcos 0T + (b2w2 —by)sinwt =0. (4.65)

(4.64) ve (4.65) denklemlerinin karelerini alip taraf tarafa toplarsak

0%+ pa® + go* + row* +s=0 (4.66)

denklemi elde edlir, oyle ki, p = —2a; + a%, q="2a9+ a% —2aya3 — b%, r= —2apax +
a% + 2boby — b% ve § = a% — b(z) dir. z = ®? yeni degiskenini tanimlayalim. O halde
(4.66) denklemi

o pP g +rz4s=0 (4.67)

seklinde yazilabilir. Esitligin solundaki ifadeyi

()= +pd gt +rzts (4.68)

olarak tanimlayalim. Simdi, bu polinomun pozitif koklerini arastirmamiz gereklidir. Tk
olarak, s < 0 olsun. lim; . g(z) = e oldugundan (4.68) polinomunun en az bir tane
pozitif kokii olmak zorundadir. Aksine, s > 0 olsun. Kritik noktalar1 belirleyebilmemiz
icin (4.68) polinomunun tiirevi alinirsa asagidaki denklem elde edilir:

d
% =473 +3p2 +2gz+ 7. (4.69)

Artik amacimiz (4.69) denkleminin koklerini bulmaktir. Bunun i¢in 6nce esitligin sag
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tarafin1 h(z) = 42> + 3pz® 4+ 2qz + r olarak isimlendirelim. Burada, kritik noktalari,
iclincli dereceden bir polinomun koklerini veren Cardano formiili (Url-3) ile
hesaplayacagiz.

Teorem 4.2. a # 0 olmak iizere ax® + bx* + cx +d = 0 polinomu verilsin. O halde

0 3ac — b* p dabc— 27a*d —2b°
92 N 54a3 ’ (4.70)

S=\R+VA, T=+\R-VA,

olmak iizere, bu polinomun ¢oziimleri asagidaki gibidir:

x1=8+T— %,
xz:—HTT—%ﬁ—%(S—T), 4.71)
Burada
A= Q> +R? (4.72)

olarak tamimlidir ve diskriminant olarak adlandirilir.
a, b, c, d reel sayilar olmas1 kosulu ile:

1) A > 0 ise, bir kok reel ve diger ikisi kompleks esleniktir,
i) A = 0ise, en az ikisi esit olmak iizere biitiin kokler reeldir,

1) A < 0 ise, biitiin kokler birbirinden farkli ve reeldir.

Bu teoremin ispati i¢in Url-3 kaynagini referans olarak verebiliriz.

Yukarida verilen teoremin algoritmasina gore, ilk olarak y = z —|—§ doniistimiini
tanimlayalim, Bu doniisiimden sonra

_8q=3p" L, 4pg—8r—p’ 4.73)

Q 48 64

olmak iizere, asagidaki depresif kiibik polinom elde edilir:

¥ 4+30y—2R=0. (4.74)

Dikkat edilirse, bu polinomda kuadratik terim artik yok olmustur. Simdi, uv = —Q
olacak sekilde y = u + v doniisimii tanimlansin. Bu doniisiim sayesinde (4.74)
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denklemi asagidaki denkleme doniisiir ki, bu denklem ikinci dereceden polinomlar
icin diskriminant metodu yardimiyla kolayca ¢oziilebilir:

b — 2R — 0> =0. (4.75)

O halde, S ve T (4.70) denkleminde tanimlanan sekilde olmak iizere (4.74)
denkleminin kokleri

S+,
y={ ST 83_T), (4.76)
_¥ %g(S_T%

olarak bulunur. y = z+ £ oldugundan (4.69) polinomunun kokleri agsagidaki gibidir:

p
—s+17-L
+T -7

S+T V3 p

S+T V3 p

= —— T —_—

3 2 2<S )= %

Kabul edelim A > 0 olsun. Cardano formiiliinden /(z) = 0 denkleminin tek bir kokii
oldugunu biliyoruz. Bu koke zj = z; diyelim. A = 0 i¢in /(z) = 0 denkleminin z;, z»
ve z3 koklerinin en az iki tanesi esit olacak sekilde ii¢ kokii oldugunu biliyoruz. z; da
maks{z1,22,23} olacak sekilde tanimlansin. A < 0 iken de, yine A(z) = 0 denkleminin
Z1, 22 ve zz reel ve farkli kokleri oldugunu biliyoruz. Bu durumda da,
75 = maks{z1,22,z3} olarak tamimlansin. O halde asagidaki lemmay1 verebiliriz:

Lemma 4.3 (Li ve Hu, 2011). (4.68) polinomu icin asagidakiler dogrudur:

1. s <0 iken, (4.68) polinomunun en az bir pozitif kokii vardur.

2. s > 0 iken, asagidaki kosullardan en az biri saglandigr takdirde (4.68)
polinomunun hig¢ pozitif kokii yoktur:
(a) A>0vez] <O0;
(b)A=0vez; <O0;
(c) A< Ovezz <O.

3. s > 0 iken, asagidaki kosullardan en az biri saglandigr takdirde (4.68)
polinomunun en az bir pozitif kokii vardir:
(a) A>0,z; >0veg(z}) <0;
(b)A=0,25>0veg(z3) <O0;
(c)A<0,z5>0veg(z;) <O.

Ispat. s < 0 iken lim, 0 g(z) = oo oldugundan (4.68) polinomunun en az bir tane
pozitif kokii olmak zorunda oldugunu yukarida belirtmistik. Kabul edelim s > 0 olsun.
z}, 75 ve 2z kritik noktalarin maksimumu olarak tammlandigindan ve g(0) = s > 0 ve
lim;_,e g(z) = o0 oldugundan polinomun grafigi x eksenini bir daha kesemez. Diger
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yandan (3) sartindaki kosullardan (a) sikkini diigiinelim. Reel bir kik olmasi
durumunda, kritik noktalarin maksimumu pozitif olsun. Eger bu kritik noktada
polinomun aldigi deger negatif ise yine lim, ,.g(z) = o oldugundan polinom x
eksenini en az bir kere kesmek zorundadir. Diger siklarda da ayni durum gecerlidir.
Ispat tamamlanmir. O

Simdi, genelligi bozmadan (4.68) polinomunun dort tane pozitif kokii oldugunu kabul
edebiliriz. Bu kokleri z1, 22, z3 ve z4 olarak adlandiralim. O halde, (4.66) denkleminin
de o) = \/z1, @ = /72, W3 = /23 Ve 04 = /74 olacak gekilde dort tane pozitif kokii
vardir. Buradan k = 1,2, 3,4 i¢in (4.61) denklemini saglayan {’L’,{ |j=1,2,3,...} dizisi
vardir. Bu degerleri (4.64)-(4.65) denklemlerinden kosiniislii terimleri c¢ekerek
kolayca asagidaki sekilde bulabiliriz:

6 4 2
Gy 1 { 40 + 30+ 0+ ¢ }
T,") = —<qarccos +21j ¢, 4.77
ko ( (b2w* — by)? + b w? / *77)

oyle ki,
c1 = —aobo,
¢y = agby +arbg — aby,
c3 = azby —axby — by,
c4 = by

seklindedir. Sonug olarak, 7 = 7" ile birlikte icy degerleri (4.61) denkleminin sirf

sanal kokleridir.

T0 = ‘L',E(?) = min{‘clgo) lk=1,2,3,4}, wy = @y, olarak tammlansin ve A(7) = a(7) +
i0(7), T = 19 civarinda tanimli (4.61) denkleminin o (7)) = 0, (7)) = wy kosullarini
saglayan kokii olsun. Asagidaki transversalite kosulu gerceklenir:

Lemma 4.4. g(2), (4.68) ile verilen polinom olmak iizere zj = a),f ve g'(zx) # 0 olsun.

O halde d(ReA (7))
e T
{T] ] #0 4.78)

saglamir ve [(d(Rel(T))/dT)]T:TIEj) ve g'(zx) aynt isarete sahiptir.

Ispat. (4.61) denklemine A(7) yazilip T ya gore tiirev alimirsa asagidaki esitlik elde
edilir:
dA

{413 +3a3A% +2a0A + ay + [2b2A + by — T(byA> + biA + b)) e_m}% (4.79)

= A(byA? + b1 A +bo)e *
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Buradan

A2\ 4AA +3a3A 4+ 2a0 +a1 e 2h+b T (4.50)
dt) — A(bA2+biA +by) A(baA2 +biA +by) A '
yazilabilir. A = i@ yukarida yerine yazilirsa asagidaki ifadeye ulagsilir:
[iRe(/l(T))} ! _ Re{ (—3a30° +ay)cosT + (40> —2a,®)sinwT
dt n
((—40* +2a,0)cos0T+ (—3a30* + a;)sinwT)) i (4.81)
n
b1 +2brwi
+1_2l} ,
n

oyle ki, 1 = —b1 @ + (—by®> + bow)i elde edilir. (4.81) esitliginde payda eslenigi ile
carpilir ve diizenlenir ise

-1
[%Re(l(f))] = %z(4z3 +3pz22 +2qz+7) (4.82)

olmast gerektigi goriiliir. Bu da [(d(Rel(T))/dT)]TiT(j) ve g'(zi) nin ayni isarete sahip
%k

oldugunu gostermektedir. L]

Son adim olarak, bulduklarimizi toparlayan asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.3. (4.59) sistemi icin asagidakiler dogrudur:

i) s > 0ve asagidaki kosullardan biri gercekleniyorsa (0,0,0,0) denge noktast her
T > 0 icin asimptotik kararlidir:
(a) A>0vez; <O0;
(b) A=0vez; <0,
(c)A<0vez;<O.

ii) s <O0iginyada s > 0 iken asagidaki kosullardan biri gercekleniyorsa (0,0,0,0)
denge noktasi T € [0, 7y) araliginda asimptotik kararldur:
(a) A>0, 2] >0veg(z}) <0;
(b)A=0, 25 >0ve g(z5) <0;
(c)A<0,z5>0veg(z;) <O.

iii) (ii) sikkindaki kosullara ek olarak g'(z;) # 0 ise (4.59) sisteminde T = Ty iken
orijinde Hopf catallanmasi olusur.
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4.7.2 Yon analizi

Bu boliimde, daha onceki boliimlerde oldugu gibi, (4.59) sisteminde T = 7y kritik
degerinde olusan Hopf catallanmasimin yoniinii (¢esidini), kararliligimi ve periyodunu
veren hesaplamalari yapacagiz ve sistemi normal formuna indirgeyecegiz.

Sabitlenmis k € {1,2,3,4} ve j € {0,1,2,...} icin y =7 — *L',E]) olmak iizere gecikme
parametremizi sifira tagiyalim. + — ¢/7 zaman skalasin1 kullanarak 7 gecikmesini
normallestirelim ve islem kolaylig1 acisindan T,EJ ) — () olarak gosterelim. O halde
(4.59) sistemi asagidaki sekilde yazilabilir:

x) () x1(1) xi(t—1)
/
(1) () x2(t) ) xo(t—1)
(e 1 A1) (2D 4 1)B(3)
x5(t) x3(1) x3(r—1)
x (1) x4(1) x4(t—1)
+ (T ) £ (1, x2,%3,34), (4.83)
oyle ki,
—1 0 11 0 0 (04]) 00
-1 0 0O 0 0O
Ar)= | ! 2| B(r) = :
a 0 —o 0 0O 0 0O
0 o 0 -« 0O 0 0O
h
— (7D fa
fx1,x2,%3,x4) = (TV) + 1) :
VE!
fa
ve
fi =Bux3()+onxd () + Proxs(t—1)
+612x3(t— 1)—|—Y.M.T.,
h = ﬁ21x%(t) + Gzlx? (t) + ﬁzzxi(t) + Gzzxi(t)
LY.MT.,
f3 :07
fa =0
. . d*fij df; : :
seklindedir. Burada, f3;; = 3a; dezj , 0jj = ¢djj Wf; (i=12vej=1,2)
1 bt,':() i u,-=0

olarak alinmustir. Dikkat edilirse, biitiin o}, Bi j ve 0;; katsayilar1 a;; lere baghdir. Yeni
degiskenimiz tekrar u(t) = (x1(¢),x2(¢),x3(t),x4(¢))" olsun. O halde, (4.83) sisteminin
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orijin civarinda lineerlestirmesi /(1) = (”L'(j) + wA(T)u(t) + (‘L'(j) + W)B(T)u(t — 1)
olacaktir. ¢ = (91,2, 93,¢4)" € Q= C([—1,0],R*) icin L, : @ — R* operatoriinii

Ly (¢) = (¢V) + p)A(7)9(0) + (¢ + u)B(T)p(—1) (4.84)

seklinde tanimlayalim. (4.59) sistemi u;(0) = u(t+6) = (x1(t + 0),x2(t + 0),x3(t +
0),x4(t+6))" ve f:Rx Q — R?

B1163(0) + 6113 (0) + Bi2p3(—1) + 01203 (—1) + Y.M.T.
B2197(0) + 62197 (0) + Br297 (0) + 02297 (0) + Y.M.T.

0

0

F,0) = (7Y +p) x

(4.85)

olmak tizere
Ll/(t) :Lu(u,)—i—f(,u,u,) (486)

olarak yazilabilir.

Riesz Temsil Teoreminden her bir bileseni sinirli degisimlere sahip olan ve ¢ € Q icin
0 € [—1,0] olmak iizere 4 x 4 tipinde 1 (6, i) matrisi vardir, dyle ki

0
Lug= [ dn(8.0)0(6) (4.87)

yazilabilir. Aslinda, § Dirac delta fonksiyonunu gostermek iizere

n(0,1) = (tV) + u)A8(0) + (¢) + u)BS (6 + 1) (4.88)

secilebilir. Daha 6nce de tanimlandig1 gibi ¢ € Q i¢in

%a 0 € [—1,0) ise
A(p)o = (4.89)
SO (&, m)0(E), 6 =0ise

veE

0, 0 € [—1,0) ise
He = { f(u.6), 8=0ise @0

operatorleri aynidir. Sonug olarak (4.86) sistemi, yine bu sisteme denk olan

= A(W)ur + R(1)uy (4.91)
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sistemine doniistiiriilmistiir. Simdi, (4.38) esitliginde tanimlanan A*y(s) operatorii

yardimiyla, sirasiyla A(0) ve A*(0) operatorlerinin A = iy ve A = —imy
ozdegerlerine  karsiik  gelen ¢q(0) ve g¢*(s) Ozvektorlerini  bulalim.
] * x % %11
q(0) = [Lagi,qq) €™ ve g¢'(s) = p5[l.4},45,q5) ¢ olsun.
A(0)q(0) =impq(6) ve A*(0)g*(0) = —impg*(0) esitliklerinden
_ ((a— o))k + (ko + k)ioy — wf)e'™ . k+ioy—kogs
n= a2 (ko +-io) D a1k ’
 ka = ko
(k-|— i(l)())ql — ko _ 160522511<
(I3 = 9 Q3 - . 9
0ok kot +ioy

kolayca bulunabilir. Burada, gorsellik agisindan k = () olarak yazilmustir. Tki
vektoriin (g*(s),q(0)) = 1 6zelliginden dolay1, D asagidaki sekilde hesaplanmustur:

D=1+qiq1+@q+aiq3 + Ve ™ ayag.

Co merkez cok katlisinin g = 0 daki koordinatlarim1 hesaplamak i¢in (4.40)-(4.42) ile
verilen esitlikleri kullanalim. Bunun i¢in, %, (4.91) denkleminin p = 0 iken ¢6ziimii

olmak iizere u; (u1,(6), u2[<9)7u3t(9)7u4t(9)7> = w(r,0) +2q(6) +2q(0) bilesenlerini
bulalim. Ayn1 zamanda ¢(8) = [1,¢1,42,43] €'®? oldugunu da hatirlayarak,

2 =2
wr(0) = 224wk (0) 5+ O +we (0)F +0(1z.2).

2 2
uy(0) = zq+7q¢2+ w%) (O)Z— + wﬁ) (0)zz+ w(%) (O)Z— + 0(|Z,ZI3),

2 2
2 =2
un(0) = 2q3 7G5 +whg (0) 5 +wiy (0) g (0)5 + 012,21,
) ) 2 =2
uy(=1) = zqie " +7gre ™ +wl (— DS il (DZ+uE (DS

+ 0(|z.2)

elde edilir. Diger yandan, f(u,¢) tanimindan

g(z,2) = 4*(0)fo(z,2)
Bi113,(0) + 61113, (0) + Broud, (—1) + 01213, (—1)
) Ba1ui, (0) + 021103, (0) + Boou, (0) + 02013, (0)

== jpe—— 1,_*,_*,_*
D [ 91,49, Q3] 0
0
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bulunabilir. Buradan,

8(2,2) = 47(0)fo(z,2)

) 2 2 iy s — 212
= f{[ﬁnqri-ﬁlzq]e + Bog; + Braias)z
+ [2B119232 + 2B12q1Gie > + 2B21q; + 22244375 2
+ B 132"+ Bragite P + Boigi + ﬁzz?{%z} Z
+ [2B1142w31(0) + Br1g2aw3o (0) + 36114572
+2B1agie” " Pwiy (—1) + Biagie  ®wip(—1)
+3012q1q1e " +2B2147wi 1 (0) + B21g; w20 (0) + 362147
+2B22q397w11 (0) + P23 q ;w30 (0) + 302273443 ZZZ}

+Y.M.T.

olarak hesaplanir. O halde, Lyapunov katsayimiz i¢in gerekli olan katsayilar1 asagidaki
sekilde yazabiliriz:

) L o
820 = 27 [B1145 + Biogie ™ + a1 g + Boagiai)
o0 B - _
g = 7[2&1612612-*-2[3126116116 ® +2B14;
+ 222479373

802 = 2% B 132”4 Brogiie P + Boigl + [322‘1_7%2} ’
()
g1 = 27 [2B1192w7, (0) + B11Gzw3,(0) + 301143G2
+2Biagre " Pwii (= 1) + Bragre” @ wyp(—1)
+30ng1q1e " + 2214711 (0) + Bargiwag(0)
+ 302147} +2B2243¢ w11 (0) + B2@3q; w30 (0)
+300734,43)-

Biliyoruz ki, son adim olarak bu katsayilardaki bilinmeyen wi;(0) ve wyo(0) y1
hesaplamamiz gereklidir. Bu hesaplama algoritmas: icin tekrar (4.43)-(4.47)

T
esitlikleri kullanilirsa geriye sadece E; = <E1(1>,E§2),E§3),E1(4)> e R* ve

T
E, = <E2(1),E§2),E2(3),E2(4)> € R* sabit vektorlerinin hesaplanmas1 kalacaktir.
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Ayrica, 6 = 0 icin

ﬁn(J% + ﬁlzfﬁe_ziwo

) + 2
H(0) = —£20q(0) — 0,q(0) + 271/ Par Oﬁ e (4.92)
0
ve
2B1192G3 + 2B12q1Gre 3
‘ 2Bo1 + 2Brr01 5
Hi1(0) = —g119(0) —8,,g(0) + 7V Pai Oﬁ 24343 (4.93)
0
olarak bulunur.
0
[ an(@)wa0(8) = 2icawan(0) ~ Hao(0), @94
—1
0
[ an(@)win(6) = ~Hu(0), (4.95)
—1
B 0
il — / ¢ qn(6) | 4(0) = 0, (4.96)
L —1
B 0
—iawgl — / e ™94n(6) | g(0) =0 (4.97)
L |

esitliklerini goz ontine alirsak, (4.92) denklemini (4.94) esitliginde yerine yazar ve
(4.96) bagintisin1 kullanirsak

/31161% + ﬁlzq%fzm’o
Ba1 + Bg3
0
0

0
2iogl — /ezm’oedn(e) E; =27V
1
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sistemini elde ederiz. Daha detayli olarak, sistem

21600 + T(J) _T(j)aIZ _f(j) o1 0
—‘C(j) 00 2ia)0 — T(j) 0 —T(j) 0o £
P 0 2iey+ta 0 !
0 —tWa 0 2ioyg + 1V
Bi143 + Biagre 2@
PG) Ba1 + B3
0
0
olarak agikca yazilabilir. Bu sistem E| icin ¢oziiliirse
2l(!)()—|—T(j) _T(j)a12 _T(j)all 0
A= _T(j)aﬂ 21'0)0 — ”L'(j) 0 —’L'(j) 0o
S I 0)PN 0 iy + V) a 0
0 — 0 2ioy + 1tV
olmak iizere
()
1y 27
E = A, X
Budi+Bugie ®  —tWa,  —tllay, 0
Ba1 + B3 2iwy — TV 0 —tW g
0 0 2iwg+ 1V 0 ’
0 — 0 2iwg+ 1tV et
1 Al
2in+1Y) Bugd+Brgie @ —tVay, 0
—t ey Ba1 + Brdi 0 —7) oy
—tg 0 2iwg+ 1V 0 ’
0 0 0 2iay + 1tV
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2iay + )
— oy,
_tWq

2iay + )

Doy,

g
0

ey,
2iwy — 1)
0
— g

—1(D oy
2iay — tV)
0
1t

Bi1g3 + Bragie 2 0
Bo1 + B2 —t) oy
0 0
0 ioy+ 1tV
—tWayr  Prigd+ Pragie H
0 Bo1 + B2
2ioyg + 1tV 0
0 0

bilinmeyenleri bulunmus olur. Benzer sekilde, (4.93) denklemi (4.95) denkleminde
yerine konur ve (4.97) kullanilirsa

-1 o a0 —2B1192q2 — 2B12q1gre” 2

o -1 0 o E,— =221 — 2229373
o 0 —-ao O 0
0 o 0 —«a 0

sistemi elde edilir. Bu sistem E, i¢in ¢oziiliirse,

olmak tizere

-1 oy oy

o -1 0
Ay — 21

o 0 —«a

0 o 0

—2B1192q2 — 2Br2q1gie ™ oy oy 0

—2B21 —2B22q3G3

0
0
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(07)]
0
-

-1 0 o
0 —o 0 |
o 0 —«o




-1 —=2B11g2q2 — 2B12q1%€_2iw0 a;; O
Eéz) _1|om =221 —2B24393 0 axn |
A a 0 —a 0
0 0 0 -«
—1 o2 —2B1192q2 —2B12q1gie *® 0
E§3) _ Lo —1 —2Bo1 —2B20q3q3 00 |
Al a 0 0 0
0 o 0 —
—1 an o —2Bngaq —2Bigigie ¥
EWY = djor -1 0 —2B21 —2B2q3q3
Al a 0 -« 0
0 o O 0

bulunur. Bu sayede, birinci Lyapunov katsayist hesaplanabilir ve ¢atallanmanin yonii,
periyodu ve kararliligi elde edilir.

4.7.3 Niimerik sonuclar

03 05
02 04
01 " ’ 03
DH |MF""" 02
" 2
E Ll
0.1 i 01 '
S, < |
z | ™
¥ o2 0 “‘\‘.“, "
I"
-03 —01 ||
-04 -0.2
o5 -03
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
Zaman (t) Zaman ()
03 05
02 l 04]
03
01 'l
2 l"'- 02|
g o HHH”".,‘-.,W,W” — 2 o
5
3 I" 3
g | Bl
£ 01 I 3 o1 \
R
‘ “h\‘
oz 0| H"‘,"“""‘"’“"/ —
"
03 01 1‘
04 -02
100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

Zaman (t) Zaman (t)

Sekil 4.15: (4.98) sisteminin 71 = 0.5, 7o = 0.7, 71 + 7» = 1.2 < 19 iken ¢odziimleri. Bu
durumda, orijin asimptotik kararhdir.
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-05 _06
u,(t) 06 u,® u,()

u, ()

Sekil 4.16: (4.98) sisteminin 7, = 0.5, » = 0.7, 71+ 17 = 1.2 < 19 iken faz
portrelerinden bazilari.

Bu boliimde, 6rnek olarak (4.59) sisteminde Hopf catallanma ¢iktigin1 gosterecegiz.
(4.59) sisteminde a;; = —0.5, a;p = —1.8, a1 = 1.3, app = 1.7 ve ¢ = 1 alalim. Yine
i=1,2ve j=1,2igin fj;(-) = tanh(-) segelim, yani

uy (t) = —uy (t) — 0.5tanh(us(t)) — 1.8tanh(us (t — 7)),
iy (1) = —uy(t)+ 1.3tanh(uy(t)) + 1.7tanh(uy(2)),
/2() (7) (w1 (7)) (ua(1)) 4.98)
(1) = —us (1) + w1 1),
g (1) = —ua(r) +ua(t)
sistemini goz Oniine alalim. (4.66) denklemindeki katsayilar hesaplanirsa
8 + (6.4)0° + (2.6644) 0* + (1.6888) 0> —4.3731 =0 (4.99)

elde edilir. Bu polinomun @y ~ 0.8152 olmak {iizere tek bir pozitif kokii vardir. (4.77)
denkleminden de Ty ~ 1.4040 hesaplanir. Ik olarak, benzetim igin, 7, = 0.5 ve
T, = 0.7 secgelim, yani T = 7] + 7» = 1.2 < 7p olsun. O halde, Teorem 4.3 geregince
(0,0,0,0) denge noktast T < 7y iken kararlidir. Bu durum Sekil 4.15 ve Sekil 4.16’da
gosterilmigtir. Sistemin boyutu dort oldugundan faz portresi icin Sekil 4.16’da birkag
keyfi degisken cizdirilmistir. t, > 0 oldugundan, 7, 7o kritik degerinden gecerken,
denge noktasi1 kararliligin1 kaybeder ve Hopf catallanmasi ortaya ¢ikar. Orijinden
catallanan periyodik ¢oziimler 7 = 71 + 7o = 1.5 = 7 iken Sekil 4.17 ve 4.18’de
gosterilmistir. 7, > 0 ve B, < 0 oldugundan, 7 arttik¢a periyodik ¢oziimlerin periyodu
artar ve periyodik coziimler kararhdir.

Periyotlarin artmasina 6rnek teskil etmesi i¢cin 71 = 0.9 ve 7, = 0.9 secelim, yani T =
T1 + 7o = 1.8 > 79 olsun. Bu durumda, periyodik ¢6ziimlerin periyodu Sekil 4.17’deki
coziimlerin periyodundan daha fazla olacaktir. Bu durumun ¢6ziimleri ve faz portresi
Sekil 4.19 ve 4.20°de sergilenmistir. Ayrica, Teorem 2.2’de verilen degerler asagidaki
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gibi bulunmustur:
Uy = 10.5588, P, =—4.8824, T, =0.1983. (4.100)
Sistemimiz dort de8isken icerdiginden, keyfi olarak ii¢ degisken secip kismi olarak

catallanma diyagramini ¢izdirebiliriz. T degerlerinin 0.01 artisiyla ortaya ¢ikan limit
dongiileri Sekil 4.21°de ¢izdirilmistir.
uum “ uu m
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Sekil 4.17: (4.98) sisteminin 71 = 0.75, 7o = 0.75, 71 + 72 = 1.5 > 79 iken periyodik
coziimleri.
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Sekil 4.18: (4.98) sisteminin 7; = 0.75, 1,

08
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-08

portrelerinden bazilari.
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Sekil 4.19: (4.98) sisteminin 7 = 0.9, 70 = 0.9, 71 + 7» = 1.8 > 13 iken periyodik

coziimleri.
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Sekil 4.20: (4.98) sisteminin 7 = 0.9, 7, = 09, 71 + 7» = 1.8 > 17 iken faz
portrelerinden bazilari.

-04 _o&
Ut

1)

Sekil 4.21: 7 degerleri T = 1.5’ten T = 1.58’e kadar 0.01 artisla degisirken bazi limit
dongiileri.
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5. TARTISMA VE SONUCLAR

Son yillarda, dinamik sistemlerin kararlilik analizleri oldukca sik caligilan
konulardandir. Uygulama olarak cok genis bir yelpazeye yayilan matematiksel
modeller, giinliikk hayatimizda karsilagtifimiz bazi problemleri ¢6zme, hayatimizi
kolaylastirma ve sistemlerin gelecegi hakkinda tahminler yapma konusunda bize
yardimct olmaktadir. Bu modellerin kalitatif analizi uzun zaman aralifinda
yoriingelerin nasil davrandigi hakkinda bize ipucu verir. Yoriingelerin kararli olmasi
ise sistemin kontrol edilebilecegi, kaotik yapinin var olamayacagin gosterir. Genel
anlamda kararlilik, baslangic kosullarinda meydana gelen ufak bir degisiklige karsin
sisteminin durumunun ¢ok degismemesidir. Matematiksel olarak bunu, kiigiik
tedirgemelere maruz birakilan yoriingelerin davranisinin pek degismemesi olarak
yorumlayabiliriz. Mesela, kismi tiirevli denklemlerde 1s1 denklemi kararlidir. Ciinkii
baglangic verisindeki ufak bir degisiklik sistemin sicaklifinda ¢ok biiyiik bir etki
yaratmaz. Giinlik hayattan kararliliin1 inceledigimiz problemlere bir geminin
firtinali bir denizdeki hareketi, borsadaki hisse senedi fiyatlarinin inis cikiglari, sinir
sistemimizin stresli uyaricilara kars1 davranisi ornek verilebilir.

Catallanma teorisi, dinamik sistemlerin bir arastirma sahasi olup secilen bir kontrol
parametresine baglh olarak sistemin durumundaki degisimleri incelemektedir. Amac,
kontrol parametresine gore degisimini gozlemlemek istedigimiz sistemin uzun
vadedeki davranisini incelemektir. Fark denklemleri ve diferensiyel denklemlere gore
farkli cesitlerde bircok catallanma tipi mevcuttur. Ayrica, modelin boyutuna gore de
catallanma tipleri ve adlart degismektedir. Hopf catallanma, en az iki boyutlu
diferensiyel denklem sistemlerinde goriilen, kritik degerden sonra denge noktasinin
kararlihik yapisimin de8isti§i (bakilan eksene gore yon degisebilir) ve limit
dongiilerinin ortaya ¢ikti1 catallanma tipidir. Yani, ¢oziimler periyodik hale doniigiir.

Periyodik ¢oziimlerin 6nemi daha 6nceki boliimlerde vurgulanmustir.

Esas itibariyle, farkli alanlara ait iki modelin Hopf c¢atallanma analizini ele alan bu
tez calismasinda dort boliim mevcuttur. Giris niteligindeki birinci boliimde gecikmeli
diferensiyel denklemler ve catallanma hakkinda bilgiler verilmistir. Ikinci béliimde
Hassard (1981) kitab1 referans tutularak Hopf Catallanma Teoreminin ifadesine yer
verilmigtir. Ek olarak, siiperkritik ve subkritik Hopf catallanma tipleri detayli olarak
incelenmis ve Hopf catallanma ve periyodik c¢oziimlerin 6neminden bahsedilmistir.
Ayrica gecikmeli otonom bir sistem i¢in Hassard (1981) referansi takip edilerek normal
form bulma ve merkez cok katlisina indirgeme basamaklar1 verilmistir.

Uciincii boliim, oran-bagimli gecikmeli bir diferensiyel denklem sisteminin analizine
ayrilmigtir. Bu sistem, popiilasyon dinamiginde bir av-avci sistemini temsil etmektedir.
Sistemde, av popiilasyonu iistel biiylimeye sahip iken avlanmanin etkisiyle biiyiime
yavaglamaktadir. Avin olmadigir durumda avci popiilasyonu da baglangigta lojistik bir
biiylimeye sahip iken avci popiilasyonunun biiyiimesi av popiilasyonuna bagli olarak
sinirlandirilmigtir. Yani, avcr popiilasyonunun yogunlugu, birey basina diisen av
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sayisina bagli olarak de8ismektedir. Bu tip bir sistemin igeriginin klasik
Lotka-Volterra denkleminden cok daha zengin oldugu bilinmektedir. Bu calismada,
popiilasyonlarda bireylerin dogurgan olabilmesi i¢in gereken olgunlagma siireci veya
bireylerin avlanmasi icin yeterli bir olgunluga erigsme siireci gibi dogada mevcut olan
gecikmelerin de etkisi diisiiniilerek sistem daha gerceke¢i hale getirilmistir. Ele alinan
sisteme iki farkli ayrik zaman gecikmeleri diger adiyla kesikli gecikme terimleri
eklenmistir. Biyolojik ac¢idan avci popiilasyonundaki gecikme terimi avcilarin
avlanabilmeleri icin yeterli olgunluga erismelerini simgelemektedir. Av
popiilasyonundaki gecikme ise avlarin avci tarafindan avlanabilmeleri icin ge¢mesi
gereken siireyi gostermektedir. Yani, belirli olgunluktaki avlar avlanabilmektedir ve
belirli bir yasa ulasmis avcilar avlanma yetisine ulagsmaktadir. Sistem belirlendikten
sonra lineer kararlilik analizi cahisilmistir. Bilindigi gibi, karakteristik denklem
gecikmeli diferensiyel denklemlerde siradan bir polinom yerine iistel polinom halini
almaktadir. Elde edilen sistemde de ilk asamada bu karakteristik denklemin
koklerinin bulunmasinin zorlugundan dolay1 iki farkli gecikme terimi esit tutulmustur.
Bu sebeple, esit gecikmeli sistem ve iki farkli gecikmeli sistem olarak iki farkl
sistemin analizi yapilmistir. Egit gecikmeli sistemin yapist anlagildiktan sonra iki
gecikmeli sisteme gecilmistir. Her iki sistemde de pozitif denge noktasinin
komgulugunda gecikme parametresi belirli bir kritik de8eri gectiginde siiperkritik
Hopf catallanmasi elde edilmistir. Esit gecikmeli sistemde tek parametre mevcut
oldugundan bu kritik deger 7y olarak gosterilmistir. Burada esas zorluk, iki gecikme
iceren sistemde parametrelerden birini digerine gore sabitmis gibi tutarak analiz
yapmaktir. Ele alinan (3.40) sisteminde de 7; in kararlilik araliginda 7, parametre
secilerek analiz yapilmistir. Bulunan sonuglar, iki sistem i¢in de niimerik olarak
orneklerle desteklenmistir. Sistemlerin ¢oziimleri, faz portreleri ve catallanma
diyagramlart MATLAB programi kullanilarak c¢izdirilmigtir. Bu boliimde elde edilen
bulgular Celik (2008), Celik (2009) ve Zhou ve dig. (2005) referanslarinda yapilan
caligmalar1 kapsamaktadir.

Dordiincii bolimde ise geri beslemeli bir yapay sinir ag1 ele alinmistir. Sistemin
analizine gegcmeden Once yapay sinir aglarinin yapisindan, uygulama alanlar ve kisa
tarihgesinden bahsedilmigtir. ' YSA’lar biyolojik sinir hiicrelerinin  caligma
mekanizmasinmi taklit ettiklerinden biyolojik sinir hiicresinin isleme mekanizmasi
kisaca Ozetlenmigtir. Ele alinan sistemin temeli Hopfield sinir agi1 yapisina
benzediginden Hopfield sisteminin fiziksel aciklamasmna ve literatiirde yapilan
caligmalara yer verilmistir. Neden c¢atallanma analizine ihtiyag duyuldugu ve
dagiliml gecikmenin gerekli oldugu konularina deginilmistir. Bu boliimde de iiciincii
boliimde oldugu gibi karakteristik denklemin dordiincii dereceden iistel bir polinom
olmasindan dolay: iki farkli sistem analizi yapilmistir. Ik kisimda, karakteristik
denklemi daha kolay analiz edebilmek amaciyla (ii¢lincii dereceden iistel polinom)
simetrik dagilimli gecikmelerin bir tanesi ihmal edilmistir. Bu durumda, lineer zincir
degisken degistirme metoduyla (4.14) sistemi sadece kesikli gecikmeleri iceren ii¢
degiskenli sisteme indirgenmistir. Elde edilen (4.15) sisteminde T = 7| 4 7, degiskeni
tanimlanarak 7 parametresine gore Hopf catallanma analizi calisilmigtir. Her iki
sistemde de gecikme cekirdegi zayif cekirdek alinarak hareket edilmistir. Ikinci
kisimda hem kesikli hem dagilimli gecikme iceren (4.57) sistemi ele alinmistir. Bu
sistem lineer zincir de8isken degistirme metoduyla dort boyutlu (4.58) sistemine
doniistiiriilmiistiir. Yine, gecikme terimlerini tek parametre haline getirmek amaciyla
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T = T + Tp degiskeni kullanilmistir. Bu boliimde karakteristik denklemin sirf sanal
koklerini bulabilmek icin Cardano formiiliine de yer verilmistir. Her iki sistem i¢in
karakteristik denklemin en az bir tane sirf sanal kokiiniin oldugunu garantileyen ve
transversalite kosulunun saglandigin1 gosteren lemmalar verilmigtir. Daha sonra yon
analizleriyle birlikte siiperkritik Hopf catallanmalarin varligi gosterilmistir. Teorik
olarak bulunan sonuclar niimerik Orneklerle desteklenmistir. Bu tezde yapilan
calisma, (4.12) denkleminde 7y = 7, ve f;; = f, i = 1,2 ve j = 1,2 alinmas1 halinde
Li ve Hu (2011) makalesinin bir iyilestirmesidir. Ayn1 zamanda, (4.12) sisteminde
fij = tanh ve gecikme c¢ekirdegi Dirac delta fonksiyonu segilirse yapilan ¢aligma
(4.11) sistemini de kapsamaktadir.
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EKLER

EK 1: Terim Sozligi
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Diizgiin
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Gecikme Cekirdegi
Geri Beslemeli Aglar
Giiclu Cekirdek

Ileri Beslemeli Aglar
Kararhilik

Karakteristik

Kesikli Gecikme

Koni Hiicreleri

Lineer

Lineer Zincir  Degisken
Degistirme Yontemi
Merkez Cok Kath
Normalizasyon
Oran-Bagimli Denklem
Ortalama Gecikme
Ozdeger
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Salinim

Subkritik
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Tek Kath (basit) kok
Tekli Dogrusal Algilayict
Transandantal Denklem
Transversalite (Kesme)
Kosulu

Yon

Zayif Cekirdek

Ingilizce Terim

Bifurcation
Distributed Delay
Equilibrium Point
Variation

Depressed Polynomial
Smooth

Additive Model
Functional Response
Delay

Delay Kernel
Feedback Networks
Strong Kernel
Feedforward Networks
Stability

Characteristic

Discrete Delay

Cone Cells

Linear

Linear Chain Trick Technique

Center Manifold
Normalization
Ratio-Dependent Equation
Average (Mean) Lag
Eigenvalue

Eigenvector

Oscillation

Subcritic

Supercritic

Simple Root

Perceptron
Transcendental Equation
Transversality Condition

Direction
Weak Kernel
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