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ÖZET

Doktora Tezi

DERECEL̇I KÜMELER TEOṘISİNDE TEMEL TEOREMLEṘIN SEZĠISEL
GEṄIŞLEMELEṘI VE BAŞLANGIÇ DEĞER PROBLEMLEṘINE BAZI

UYGULAMALARI

Selami BAYEĞ

TOBB Ekonomi ve Teknoloji Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Tez Danışmanı: Prof. Dr. Ömer AKIN

Tarih: Ağustos 2018

Bu tez çalışmasında, dereceli kümeler teorisinde önemli olan bazı tanım ve teoremler

sezgisel dereceli kümelere genişletilerek, birinci mertebeden sezgisel dereceli baş-

langıç dĕger problemlerinin çözümlerinin varlık ve tekliği Hukuhara ve kuvvetli ge-

nelleştirilmiş Hukuhara türevleri altında incelenmiştir. Bunun için öncelikle dereceli

sayılar için verilen karakterizasyon teoremleri sezgisel dereceli sayılara genişletile-

rek bu sayılarınα ve β kesitleri incelenmiştir. Sezgisel dereceli sayıların Minkowski

toplamı ve skalerle çarpımıα ve β kesitler yardımıyla tanımlandıktan sonra sezgi-

sel dereceli sayılar uzayının bu iki işlem altında kapalı olduğu ispatlanmıştır. Bu iş-

lemler yardımıyla sezgisel dereceli sayıların Hukuhara ve genelleştirilmiş Hukuhara

farklarının bazı özellikleri ifade edilip ispatlanmıştır. Hausdorff metriği yardımıyla,

sezgisel dereceli sayılar uzayındaD∞ metriği tanımlandıktan sonra bu metriğin bazı

temel özellikleri verilmiştir ve sezgisel dereceli sayılar uzayınınD∞ metriği altında

tam oldŭgu ispat edilmiştir. Bu teorem yardımıyla sürekli sezgisel dereceli sayı de-

ğerli fonksiyonlar uzayındaDs metriği tanımlanmıştır ve bu uzayınDs metriği altında

tam oldŭgu ispatlanmıştır. Dereceli kümeler için tanımlanmış olan Hukuhara türevi,

kuvvetli genelleştirilmiş Hukuhara türevi ve Aumann integrali kavramları sezgisel de-

receli kümelere genişletilerek, bu kavramların bazı temel özellikleriα ve β kesitler

yardımıyla ifade edilip ispatlanmıştır. Sezgisel dereceli sayılar için tanımlanan Huku-

hara türevi ve Aumann integrali kavramları arasındaki ilişki, analizin temel teoremleri
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yardımıyla ifade edilip ispatlanmıştır. Bu tanım ve teoremler kullanılarak Hukuhara ve
kuvvetli genelleştirilmiş Hukuhara türevleri altında birinci mertebeden sezgisel dere-
celi başlangıç dĕger problemerinin çözümlerinin varlık ve tekliği, Banach sabit nokta
teoremi yardımıyla ispatlanmıştır. Son olarak Zadeh’in genişleme ilkesi yardımıyla
ikinci mertebeden lineer sezgisel dereceli başlangıç değer problemlerinin çözümlerini
veren bir teorem ifade edilip ispatlanmıştır ve elde ettiğimiz sonuçlar nümerik örnek-
lerle desteklenmiştir.

Anahtar Kelimeler: Dereceli kümeler, Sezgisel dereceli kümeler, Karakterizasyon te-
oremleri, Hausdorff metriği, Hukuhara türevi, Kuvvetli genelleştirilmiş Hukuhara tü-
revi, Aumann integrali, Zadeh’in genişleme ilkesi, Sezgisel dereceli başlangıç değer
problemleri.
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ABSTRACT

Doctor of Philosophy

INTUITIONISTIC EXTENSIONS OF FUNDAMENTAL THEOREMS IN FUZZY
SET THEORY AND SOME APPLICATIONS TO INITIAL VALUE PROBLEMS

Selami BAYEĞ

TOBB University of Economics and Technology
Institute of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Ömer AKIN

Date: August 2018

In this thesis, we have firstly generalized the fundamental definitions and theorems

from fuzzy set theory to intuitionistic fuzzy set theory and then studied the existence

and uniqueness of the solution of the first order intuitionistic initial value problems

under Hukuhara and strongly generalized Hukuhara derivative concept and we have

given an algorithm to find the solution of the second order linear differential equati-

ons with intuitionistic fuzzy initial values and forcing coefficients. First of all, the

characterization theorems in fuzzy set theory are extended to intuitionistic fuzzy en-

vironment and the properties ofα andβ cuts of intuitionistic fuzzy numbers are in-

vestigated. Then we have defined Minkowski sum and scalar multiplication of intu-

itionistic fuzzy numbers in terms ofα and β cuts. And then, we have shown that

the set of intuitionistic fuzzy numbers are closed with respect to Minkowski sum and

scalar multiplication. With the aid of these operations we have given some properties

of Hukuhara difference and generalized Hukuhara difference for intuitionistic fuzzy

numbers. We have definedD∞ metric on the set of intuitionistic fuzzy numbers and

given some of its properties. And we have proved that the space of intuitionistic fuzzy

numbers is complete with respect toD∞. Moreover, we have proved that the space

of continuous intuitionistic fuzzy number valued functions is complete with respect

to the metricDs. Besides, the concepts of Hukuhara derivative, strongly generalized

Hukuhara derivative and Aumann integral are investigated in intuitionistic fuzzy en-

vironment by taking the properties ofα andβ cuts into consideration. With the help

of these generalizations, the existence and uniqueness of the solution of the first order
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intuitionistic initial value problems under Hukuhara and strongly generalized Huku-
hara derivative concept are studied and the algorithm to find the solution of second
order linear differential equations with intuitionistic fuzzy initial values and forcing
coefficients is given. Finally, numerical examples are given in line with these results.

Keywords: Fuzzy set theory, Intuitionistic fuzzy set theory, Characterization theorems,
Hausdorff metric, Hukuhara derivative, Strongly generalized Hukuhara derivative,
Aumann integral, Zadeh’s extension principle, Intuitionistic initial value problems.
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Simgeler Açıklama
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D1(., .) Sezgisel dereceli kümelerinα-kesiti için Hausdorff metrĭgi
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7.  SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tez çalışmamızda öncelikle, dereceli kümeler teorisinde önemli bir yere sahip olan 

karakterizasyon teoremlerini, ℝ𝑛 deki sezgisel dereceli sayılara genişlettik. Bunun için 

ℝ𝑛 deki sezgisel dereceli sayıların α ve β kesitlerinin Teorem 3.3.1’deki 1)-8) ifadelerini 

sağlayan kompakt ve konveks kümeler olduğunu ispatladık. Bu teorem yardımıyla ℝ 

deki sezgisel dereceli sayıların α ve β kesitlerinin uç noktalarının Teorem 3.3.2’ deki 1)-

6) ifadelerini sağladığını ispatladık. Teorem 3.3.3’ te ise Teorem 3.3.1’deki 1)-8) 

ifadelerini sağlayan iki küme ailesinin sezgisel dereceli bir sayı tanımladığını gösterdik. 

Bu teoremden yararlanarak Teorem 3.3.1’deki 1)-8) ifadelerini sağlayan kapalı ve sınırlı 

aralıklar ailesinin ℝ de sezgisel dereceli bir sayı tanımladığını gösterdik. Ardından 

sezgisel dereceli sayıların Minkowski toplamını ve skalerle çarpımını α ve β kesit 

kümeleri yardımıyla tanımladık ve ℝ𝑛 deki sezgisel dereceli sayılar kümesinin bu 

işlemler altında kapalı olduğunu ispatladık. Daha sonra bu sonuçlar yardımıyla 

Hukuhara ve genelleştirilmiş Hukuhara farklarının temel teoremlerini inceledik.  

Kesim 3.5’te destek fonksiyonu yardımıyla sezgisel dereceli sayıların α ve β kesitlerinin 

bazı temel teoremlerini verdikten sonra sezgisel dereceli sayıların gH-farkının mevcut 

olması için gerek ve yeter şartı verdik. Teorem 4.0.3’te sezgisel dereceli sayılar uzayının 

D∞ metriğine göre tam olduğunu gösterdik. Bu teorem yardımıyla sürekli sezgisel 

dereceli sayı değerli fonksiyonlar uzayının Ds metriği altında tam olduğunu Teorem 

5.0.1’de ispatladık.  

Çalışmamızın 5. Bölümünde ise 3. ve 4. Bölümlerde elde ettiğimiz sonuçlardan 

yararlanarak sezgisel dereceli sayı değerli fonksiyonların H-türevi ve GH-türevilerini 

inceledik. Daha sonra kompakt ve konveks küme değerli fonksiyonlar için tanımlanan 

Aumann integrali yardımıyla, dereceli küme teorisindeki Aumann integrali 

özelliklerini; sezgisel dereceli sayıların α ve β kesitlerini göz önüne alarak sezgisel 

dereceli sayılara genişlettik. Bu bölümde son olarak analizin temel teoremleri 

yardımıyla H-türevlenebilme ile Aumann integrallenebilme arasındaki ilişkiyi verdik.  
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Çalışmamızın 6.1 ve 6.2 Kesimlerinde, önceki bölümlerde elde ettiğimiz sonuçlar 

yardımıyla birinci mertebeden sezgisel başlangıç değer problemlerinin çözümlerinin 

varlık-teklik teoremlerini H-türevlenebilme ve GH-türevlenebilme altında verdik ve 

bunları Banach sabit nokta teoremi yardımıyla ispatladık. Kesim 6.3’ te ise başlangıç 

koşulları ve zorlayıcı fonksiyon katsayıları sezgisel dereceli sayılar olan ikinci 

mertebeden diferensiyel denklemlerin çözümlerini sezgisel dereceli kümeler için verilen 

Zadeh’in genişleme ilkesi ve Heaviside fonksiyonu yardım ile ifade ettik ve bazı 

nümerik örnekler verdik.
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