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DERECEL KUMELER TEORISINDE TEMEL TEOREMLERN SEZGISEL
GENISLEMELERI VE BASLANGIG DEGER PROBLEMLERNE BAZ|
UYGULAMALARI

Selami BAYEG

TOBB Ekonomi ve Teknoloji Universitesi
Fen Bilimleri Enstitisu
Matematik Anabilim Dali
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Tarih: Agustos 2018

Bu tez calismasinda, dereceli kimeler teorisinde 6énemli olan bazi tanim ve teoremler
sezgisel dereceli kiimelere genisletilerek, birinci mertebeden sezgisel dereceli bag-
langic dger problemlerinin ¢éztmlerinin varlk ve tegliHukuhara ve kuvvetli ge-
nellestirilmis Hukuhara tirevleri altinda incelenmistir. Bunun icin 6ncelikle dereceli
sayilar icin verilen karakterizasyon teoremleri sezgisel dereceli sayilara genisletile-
rek bu sayilarira ve 3 kesitleri incelenmistir. Sezgisel dereceli sayilarin Minkowski
toplami ve skalerle carpina ve 3 kesitler yardimiyla tanimlandiktan sonra sezgi-
sel dereceli sayilar uzayinin bu iki islem altinda kapali gldispatlanmistir. Bu is-
lemler yardimiyla sezgisel dereceli sayilarin Hukuhara ve genellestirilmis Hukuhara
farklarinin bazi 6zellikleri ifade edilip ispatlanmistir. Hausdorff nigtgiardimiyla,
sezgisel dereceli sayilar uzayinBa metrigi tanimlandiktan sonra bu mejin bazi

temel ozellikleri verilmistir ve sezgisel dereceli sayilar uzayiD metrigi altinda

tam oldwju ispat edilmistir. Bu teorem yardimiyla surekli sezgisel dereceli sayi de-
gerli fonksiyonlar uzayind®s metrigi tanimlanmistir ve bu uzayibs metrigi altinda

tam oldwju ispatlanmistir. Dereceli kiimeler icin tanimlanmis olan Hukuhara tirevi,
kuvvetli genellestiriimis Hukuhara turevi ve Aumann integrali kavramlari sezgisel de-
receli kimelere genisletilerek, bu kavramlarin bazi temel 6zellikieve 3 kesitler
yardimiyla ifade edilip ispatlanmistir. Sezgisel dereceli sayilar i¢cin tanimlanan Huku-
hara turevi ve Aumann integrali kavramlari arasindaki iliski, analizin temel teoremleri
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yardimiyla ifade edilip ispatlanmistir. Bu tanim ve teoremler kullanilarak Hukuhara ve
kuvvetli genellestiriimis Hukuhara turevleri altinda birinci mertebeden sezgisel dere-
celi baslangic¢ dger problemerinin ¢cézimlerinin varlik ve teflj Banach sabit nokta
teoremi yardimiyla ispatlanmistir. Son olarak Zadeh'’in genisleme ilkesi yardimiyla
ikinci mertebeden lineer sezgisel dereceli bagslangggdproblemlerinin ¢dzimlerini
veren bir teorem ifade edilip ispatlanmistir ve eldegattiz sonuclar nimerik érnek-
lerle desteklenmistir.

Anahtar Kelimeler: Dereceli kiimeler, Sezgisel dereceli kimeler, Karakterizasyon te-
oremleri, Hausdorff metgi, Hukuhara tiirevi, Kuvvetli genellestiriimis Hukuhara tu-
revi, Aumann integrali, Zadeh'’in genisleme ilkesi, Sezgisel dereceli baslangeg de
problemleri.
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In this thesis, we have firstly generalized the fundamental definitions and theorems
from fuzzy set theory to intuitionistic fuzzy set theory and then studied the existence
and unigueness of the solution of the first order intuitionistic initial value problems
under Hukuhara and strongly generalized Hukuhara derivative concept and we have
given an algorithm to find the solution of the second order linear differential equati-
ons with intuitionistic fuzzy initial values and forcing coefficients. First of all, the
characterization theorems in fuzzy set theory are extended to intuitionistic fuzzy en-
vironment and the properties af and3 cuts of intuitionistic fuzzy numbers are in-
vestigated. Then we have defined Minkowski sum and scalar multiplication of intu-
itionistic fuzzy numbers in terms af and 8 cuts. And then, we have shown that
the set of intuitionistic fuzzy numbers are closed with respect to Minkowski sum and
scalar multiplication. With the aid of these operations we have given some properties
of Hukuhara difference and generalized Hukuhara difference for intuitionistic fuzzy
numbers. We have defindal, metric on the set of intuitionistic fuzzy numbers and
given some of its properties. And we have proved that the space of intuitionistic fuzzy
numbers is complete with respecty,. Moreover, we have proved that the space

of continuous intuitionistic fuzzy number valued functions is complete with respect
to the metricDs. Besides, the concepts of Hukuhara derivative, strongly generalized
Hukuhara derivative and Aumann integral are investigated in intuitionistic fuzzy en-
vironment by taking the properties afand cuts into consideration. With the help

of these generalizations, the existence and uniqueness of the solution of the first order
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intuitionistic initial value problems under Hukuhara and strongly generalized Huku-
hara derivative concept are studied and the algorithm to find the solution of second
order linear differential equations with intuitionistic fuzzy initial values and forcing
coefficients is given. Finally, numerical examples are given in line with these results.

Keywords: Fuzzy set theory, Intuitionistic fuzzy set theory, Characterization theorems,
Hausdorff metric, Hukuhara derivative, Strongly generalized Hukuhara derivative,
Aumann integral, Zadeh'’s extension principle, Intuitionistic initial value problems.
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1. GIRIS

Bilim insanlari, ger¢ek diinyay1 daha iyi anlamak i¢in modeller kurarlar ve bu modelleri
belirli sartlar altinda incelerler. Bagka bir deyisle gercek diinyay1 degil bunlarin modelle-
rini inceleyerek olaylar1 anlamaya ¢alisirlar. Ancak hemen hemen bu modellerin tiimiinde
cesitli belirsizlikler mevcuttur [32].

Belirsizlik, epistemolojik anlamda bilginin tersi olarak diisiiniilebilir. Belirli bir miihen-
dislik ya da bilimsel problem hakkinda bilgi; eksik, kesin olmayan, parcalara ayrilmas,
giivenilmez, belirsiz ya da ¢eligkili olabilir. Bir problem hakkinda daha fazla bilgi edindi-
gimizde, bu problemin modeli ve ¢6ziimii hakkinda olan belirsizlik gittik¢e azalmaktadir.
Aksi durumda ¢ok az bilgi ile karakterize edilen problemlerin veya modellerin kot ko-
nulmus (ill-posed) veya karmasik (kompleks) oldugu sdylenir. Bu tip problemler yiiksek
derecede belirsizlikler kapsamaktadir. Belirsizlik bir¢ok bigimde ortaya ¢ikabilir: bula-
nik (fuzzy, belirsiz, yaklasik), muglak (vague, spesifik olmayan, amorf), ¢ok anlamli
(ambiguous, kuskulu) ya da tabiat1 geregi siirekli degisken (¢elisen, rastgele, kaotik, 6n-
gorlilemeyen) olabilir. Dolayisiyla belirsizligin yapisi, uygun bir model olusturulurken
diistiniilmesi gereken 6nemli bir noktadir [65].

Tarihsel bir bakis agisiyla, belirsizlik konusu ¢ogu zaman bilim insanlar1 tarafindan be-
nimsenmemistir. Bilimin geleneksel bakis acisinda, belirsizlik istenmeyen her ne paha-
sina olursa olsun kacinilmasi gereken bir durumu temsil etmistir [65]. Bu durum, fizikgi-
lerin Newton mekaniginin molekiiler diizeyde problemleri ¢6zemedigini fark ettikleri 19.
ylizyila kadar stirmiistiir. Bu yiizden mekanikte olasilik ve istatistiksel yontemlere dayali
yeni yaklagimlar gelistirilmistir. Bu sayede, belirsizliklerin incelenmesine yer vermeyen
Newton mekanigi, molekiiler diizeyde yerini rastlantisal belirsizlikleri yorumlayabilecek
olan istatistiksel mekanige birakmustir. Istatistiksel mekanigin gelistirilmesinden sonra,
gectigimiz yiizyilda bilimde, belirsizligin problemler {izerindeki etkisini degerlendirmek,
belirsizlik tipini tayin etmek, belirsizlik miktarini 6l¢gmek, modelleri daha saglam bir hale
getirmek ve bu sayede giivenilir ¢oziimler tiretebilmek i¢in belirsizliklerin arastirilmasi
tizerine kademeli bir egilim olugmustur [65].

Modern fizigin gelismesiye, bazi bilim insanlar1 iki-degerli mantik (bivalent logic, binary
logic) anlayisinin gercek hayattaki belirsizlikleri aciklamadaki yetersizligini dile getir-
mistir. 1923°te Bertrand Russell "Tiim geleneksel mantik yaklagimlari, aliskanliklarimiz
geregince, kesin sembollerle ¢alismaktadir. Bu ylizden bu yaklagimlar diinya hayati i¢in
degil ancak kurgulanmis semavi bir diinyaya uygulanabilir." s6zleriyle iki-degerli mantik
anlayisini elestirmistir [53].

Matematikte iki-degerli mantigin kullanimi, biiyiik 6l¢iide, Aristo’nun (Aristoteles) ¢a-
balarina ve onu destekleyen filozoflarin basarisina bor¢ludur. Bu mantigin kullanimi
tictincii halin olmazlik ilkesine (law of excluded middle) dayanmaktadir. Bu ilkeye gore
bir 6nerme ya dogrudur ya da yanligtir. Bagka bir deyisle bir eleman bir kiimeye ya aittir
ya da degildir. Ancak bu yasanin ilk versiyonu Antik Yunan felsefesinde rasyonalizm
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geleneginin ilk filozoflarindan biri olan Parmenides tarafindan ortaya atilmistir. Parme-
nides’e gore, evrende degisen hicbir sey yoktur. Gergeklik, yani varlik; mutlak anlamda
birdir, kalicidir, siireklidir, yaratilmamuistir, yok edilemez; onda hareket ve degisim yok-
tur. Parmenides, bu fikirlerin ortaya atildig1 ilk zamanlarda Heraclitus gibi gérecelik kav-
ramint savunan bir ¢ok filozofun giiglii itirazlariyla karsilagmigtir. Heraclitus’a goére bir
sey ayni anda kismen yanlis veya kismen dogru olabilir, mutlak dogru veya mutlak yanlis
yoktur. Benzer sekilde Platon’a gore, dogru ile yanlig arasinda ti¢lincii bir bolge vardir.
Aslinda {igtincii halin olmazlik ilkesini benimseyen ve klasik mantigin babasi olarak ad-
landirilan Aristo’nun kendisi bile bu ilkenin tiim durumlarda gegerli olamayacagini itiraf
etmistir. Ancak bu durumlar i¢in kullanilabilecek bagska mantik sistemi arayigina girme-
mistir [53, 65].

20. yiizyila gelinceye kadar mantikg¢ilar ve bilim insanlar1 tigiincii halin olmazlik ilkesine
dayanan mantig1 benimsemislerdir. Tki-degerli matematiksel mantik, 20. yiizy1l biliminin
ve teknolojisinin temelini olusturmustur. Hi¢bir matematik¢i, onun saglamligindan, 6ne-
minden kuskulanmaz. Fakat doga olaylari ile ilgilenen bilim insanlari, 6zellikle modern
fizik¢iler, baz1 doga olaylarini a¢iklamak i¢in iki-degerli mantigin yetmedigini ¢aresizlik
icinde goriiyorlardi. Tki-degerli mantikla istenilen kesinligin elde edilemedigi yerlerde,
doga bilimciler olasilik teorisine basvurmuslardir [5S0]. Bu arada bazi mantikgilar iki-
degerli mantiktan farkli ¢cok-degerli mantik (multi-valued logic) sistemleri olusturuyor-
lardi. Nihayet, 20. yiizyilin baslarinda modern fizikteki gelismelerden dolay1 ¢ok-degerli
mantik anlayisi tekrar geri gelmistir.

Cok-degerli mantik sistemi ilk kez 1920’de Polonyali diisliniir ve mantik¢1 Jan Lukasi-
ewicz tarafindan ortaya atilmistir. Lukasiewicz lig-degerli mantik yaklagiminda bir éner-
meye "dogru", "yanlis" veya "miimkiin (possible)" degerlerini vermistir. Daha sonraki
calismalarinda dort-degerli mantik, bes-degerli mantik yaklagimlari derken Alfred Tarski
ile birlikte n-degerli mantik yaklagimini ortaya atarak sonsuz-degerli mantik yaklagim-
larinin miimkiin olabilecegi iizerinde calismalar yayimlamiglardir. Aymi yillarda Emil
L. Post, Hans Reichenbach, Kurt Godel gibi diisiiniir ve matematik¢iler ¢ok-degerli ve

sonsuz-degerli mantik tizerine ¢calismalar yapmislardir [27].

19. ytizyilin sonlarindan 20. yiizyila kadar olan bilimsel modellerde belirsizligi 6l¢gmede
onde gelen teori olasilik teorisi olmustur. Ancak olasilik teorisi ile sadece rastgele ve rast-
lantisal belirsizlikler hakkinda bilgiler edinilmektedir. Hatta donemin {inli fizik¢ilerin-
den Albert Einstein "Tanr1’nin zar atti§ina inanmam!" s6zleriyle doga olaylarinin olasilik
yontemleri ile agiklanmasina karst ¢ikmustir. 20. yiizyil, olasilik teorisiyle rastgele tiirden
belirsizlikler haricindeki belirsizlikleri inceleyebilmek i¢in gelistirilen alternatif mantik
yaklagimlarinin ylizyili olmustur. Ancak, olasilik teorisini kullanarak belirsizlik ifadesi-
nin kademeli gelisimi, ilk olarak 1937°de Max Black tarafindan muglaklikla ilgili yaptig1
calismalarla baglamistir [65]. S6zel (Biligsel) ifadelerdeki belirsizligin mantik {izerindeki
etkilerini arastiran {inlii bilim insan1 Max Black, insan duyularinin kullanildig1 tim uy-
gulamalarda belirsizlik oldugunu dolayisiyla insanin diinya ile olan her tiirlii iligskilerinde
belirsizliklerin kaginilmaz oldugunu savunmustur [27]. 1960’11 yillarda Arthur Dempster,
bilgi eksikliklerinden kaynaklanan belirsizlikler iizerine ¢aligmalar yaparak kanit teori-
sini (Evidence theory) ortaya atmistir. 1965°te Lotfi A. Zadeh sonsuz-degerli bir mantik
temeline dayanan dereceli (fuzzy, bulanik) mantik teorisini ve dereceli kiimeler teorisini
ortaya atmistir. 1970’lerde Glenn Shafer, Arthur Dempster’in ortaya attig1 kanit teorisini
genisletmistir ve ayni yi1lda Lotfi A. Zadeh dereceli kiimelerden yola ¢ikarak olabilirlik



teorisini (Possibility theory) gelistirmistir. 1980’lerde arastirmacilar olasilik teorisi, kanit
teorisi ve olabilirlik teorisi arasinda giiclii iligkiler oldugunu gostermiglerdir [65].

1965 yilinda Lotfi A. Zadeh "Fuzzy sets" adli calismasinda temeli sonsuz-degerli man-
tiga dayanan dereceli mantig1 sunarak, dereceli kiimeler teorisinin matematiksel temelle-
rini atmistir [72]. Bu teoriye gore bir kiimenin her bir elemani, [0,1] araliginda degerler
alan ve tiyelik fonksiyonu ad1 verilen bir fonksiyon ile verilmektedir. Bu fonksiyon yar-
dimiyla, kiimenin elemani kiimeye tam olarak ait olabilir, kismi olarak ait olabilir veya
hi¢ ait olmayabilir. Dolayisiyla dereceli kiimede, bir elemanin kiimeye aidiyetinde bir
derecelendirme vardir. Dereceli mantigin ¢ok ¢esitli uygulamalar1 giinlimiiz teknolojisi
tarafindan kullanilmaktadir. Genel olarak, miithendislik ve kontrol teorisine ¢ok yaygin
bir sekilde uygulanmaktadir. Ornegin; Japonya’daki metro hatlar1 ve elektronik sistem-
leri; Almanya’daki otomobil endiistrisi ve ev aletlerine ek olarak finans, borsa, biyomedi-
kal, ekoloji, tarim, cografya, reoloji, uydu kontrolii, niikkleer bilim, hava durumu tahmini,
yapay zeka, robotik ve roket bilimi gibi daha bir ¢ok alanda kullanilmaktadir [53]. Bu
uygulamalarin ¢ogu dereceli kiimeler teorisinin matematiksel modellere uygulanmasi ile
dogru orantili olarak artmaktadir.

Matematiksel modeller gercek hayati anlamamizda son derece 6nemli bir yere sahiptir.
Bu modellerin bir ¢ogu diferensiyel denklemler kapsamakadir. Diferensiyel denklem-
ler gergek hayattaki olaylart modellemek icin kullanilan etkili yollardan biridir. Ancak
cogu zaman yetersiz veri, 6l¢timlerdeki hatalar ve baslangi¢c kosullarindaki eksiklikler
gibi birgok degisik sebepten kaynaklanan belirsizlikler, bu problemlerin tam olarak mo-
dellenmesini engellemektedir. Dolayisiyla matematiksel modellemelerde bu belirsizlik-
ler dereceli kiimelerle ifade edilerek dereceli diferensiyel denklemler iizerine yapilan
calismalar giin gectikge artmaktadir. Ornegin, insaat mithendisligi [62], biyoinformatik
ve hesaplamali biyoloji [31], ekonomi modellemeleri [64], kuantum optigi ve rolativite
[37], HIV modellemesi [46, 73], bakteri kiiltiirli modellemesi [29], gida miithendisligi
[4], av-avelr modelleri [3], popiilasyon dinamigi [19] gibi bircok modellemede kullanil-
maktadir. Ozellikle dinamik sistemlerde veriler hakkindaki bilgilerin yeterli olmamasi
ile ortaya ¢ikan belirsizlikler altinda gercege yakin ve etkili bir modelleme i¢in dereceli
diferensiyel denklemlerin kullanilmasi kaginilmazdir [53]. Bazi uygulamalarda iiyelik
fonksiyonunun kendisi de belirsizlik igerebilir. Bu durum esas olarak uzman bilgisinin
(expert knowledge) 6znelliginden veya modellerdeki bilgi eksikliginden kaynaklanmak-
tadir. Dolayisiyla, Zadeh’in [72] ortaya attig1 dereceli kiime kavrami, dereceli kiimedeki
bir elemanin o kiimeye aidiyetinin belirsizlik derecesi (degree of uncertainity) hakkinda
herhangi bir bilgi vermemektedir. Bu yiizden dereceli kiimeler icin latis-degerli dereceli
kiimeler [42], tip-2 dereceli kiimeler [55] ve sezgisel dereceli kiimeler [7] gibi ¢esitli
genellestirmeler yapilmistir.

Bu genellestirmelerden biri olan sezgisel dereceli kiimeler, Krassimir T. Atanassov tara-
findan 1986 yilinda ortaya atilmistir [7]. Atanassov, sezgisel dereceli kiimedeki bir ele-
mani, degerleri toplami birden kii¢iik olan {iye olma (iiyelik) fonksiyonu ve iiye olmama
fonksiyonuyla vererek, elemanin kiimeye aidiyetinin belirsizlik derecesini tanimlamis-
tir. Lilija Atanassova ile birlikte dereceli olmayan ancak sezgisel dereceli olan bir kiime
ornegi vererek sezgisel dereceli kiimelerin, dereceli kiimelerin bir genellestirilmesi ol-
dugunu gostermislerdir [16]. Daha sonra sezgisel dereceli kiime kavraminin kendine has
ozellikleri oldugu yapilan ¢aligsmalarda gosterilmistir [6, 8—15]. Sezgisel dereceli kiime-
lerin isim babasi olan George Gargov, sezgisel dereceli sayilarin aralik degerli dereceli



sayilara denk oldugunu gostermistir [5]. Sezgisel dereceli kiimeler teorisi son yillarda
aktif bir arastirma alani olmustur. Oriintii tanima [35], tibbi tan1 [34], ila¢ secimi [49],
mikroelektronik hata analizi [68], karar verme mekanizmalar1 [71] gibi bir ¢ok alanda
uygulanmaya baglanmistir.

1.1 Tezin Amaci

Sezgisel dereceli baslangi¢c deger problemleri ile ilgili yapmis oldugumuz literatiir tara-
masinda sezgisel dereceli sayilar ile ¢alisan arastirmacilarin dereceli kiimelerdeki temel
tanim ve teoremleri sezgisel dereceli kiimelere genisletmeden kullandiklarint gézlem-
ledik [28, 56-58, 66, 67]. Bu nedenle tez ¢alismamizda dereceli kiimeler teorisindeki
bu tanim ve teoremlerin sezgisel dereceli kiimelere genisletilerek sezgisel baglangi¢ de-
ger problemlerine uygulanmasi amaglanmaktadir. Bu dogrultuda yapacagimiz ¢aligmalari
asagidaki sekilde siralayabiliriz.

1) Oncelikle Goetschel-Voxman [41] ve Negoita-Ralescu [60] tarafindan dereceli kii-
meler i¢in verilen karakterizasyon teoremlerini, R” deki sezgisel dereceli sayilara
genisletecegiz. Bu teoremler yardimiyla sezgisel dereceli sayilarin o-kesitler ve 3-
kesitlerinin kompakt ve konveks kiimeler oldugunu gosterecegiz. Boylece sezgisel
dereceli sayilar ile kompakt ve konveks kiimeler arasindaki iligki sayesinde kom-
pakt ve konveks kiimeler uzayinin 6zelliklerinden yararlanarak, sezgisel dereceli
sayilar i¢cin Minkowski toplamni, skalerle carpimini, Hukuhara farkin1 (H-fark)
ve genellestirilmis Hukuhara farkin1 (gH-farki) tanimlayacagiz ve bunlarin temel
ozelliklerini o ve B kesitler yardimiyla inceleyecegiz. R” deki kompakt ve kon-
veks kiimelere karsilik bir ve yalniz bir destek fonksiyonu karsilik geldigi i¢in [36]
sezgisel dereceli sayilarin o ve 3 kesitlerinin bazi dzelliklerini destek fonksiyonu
yardimiyla inceledikten sonra sezgisel dereceli sayilarin gH-farkinin mevcut ol-
mast i¢in gerek ve yeter sart1 verecegiz.

2) Dereceli kiimeler teorisinde en sik kullanilan metrik supremum Hausdorff metri-
gidir [23, 36, 47, 48]. Bu metrik esasen R” deki kompakt ve konveks kiimeler
icin tanimlanmis olan Pompeiu-Hausdorff metrigine dayanmaktadir [36]. Sezgisel
dereceli sayilar kiimesinin metrik 6zelliklerini o ve B kesitlerini g6z 6niinde bu-
lundurarak inceleyebilmek i¢in D.. metrigini tanimlayacagiz ve sezgisel dereceli
sayilar kiimesinin bu metrik ile tam bir metrik uzay olusturdugunu ispatlayaca-
g1z. Bu metrik yardimiyla Dy metrigini tanimlayacagiz ve siirekli sezgisel dereceli
fonksiyon uzayinin Ds metrigi altinda tam oldugunu gosterecegiz.

3) Dereceli say1 degerli fonksiyonlar i¢in tiirevlenebilme kavrami ilk kez Puri-Ralescu
tarafindan Hukuhara farki yardimiyla tanimlanmistir [63]. Ancak uygulamalarda
bu tiirev taniminin bazi dezavantajlart mevcuttur [47]. Bu yiizden, Bede-Gal [24]
tarafindan kuvvetli genellestirilmis Hukuhara (GH) tiirevi tanimi verilmistir. Tez
calismamizin 5. Boliimiinde, 3. ve 4. Boliimlerde elde ettigimiz sonuglardan ya-
rarlanarak sezgisel dereceli say1 degerli fonksiyonlarin H-tiirevini ve GH-tiirevinin
bazi1 6zelliklerini inceleyecegiz.



4) Dereceli kiimeler teorisinde integrallenebilme kavrami R” deki kompakt ve kon-
veks kiime degerli fonksiyonlar i¢in tanimlanan Aumann integrali kavramina da-
yanmaktadir [17, 36]. Bu ylizden, kompakt ve konveks kiime degerli fonksiyonlar
icin tanimlanan Aumann integrali yardimiyla, sezgisel say1 degerli fonksiyonlar
icin Aumann integrallenebilme kavramini & ve 8 kesitlerin 6zelliklerini goz 6niine
alarak tanimlay1p bazi 6zelliklerini inceleyecegiz. GH-tiirevi ile Aumann integrali
arasindaki iligkiyi analizin temel teoremleri yardimiyla ispatlayacagiz.

5) Tez calismamizin 6.1 ve 6.2 Kesimlerinde, dnceki boliimlerde elde ettigimiz so-
nuclar yardimiyla H-tiirevi ve GH-tiirevi altinda birinci mertebeden sezgisel bas-
langi¢ deger problemlerinin ¢oziimlerinin varlik ve teklik teoremlerini ifade edip
bunlar1 Banach sabit nokta teoremi yardimiyla ispatlayacagiz. Kesim 6.3°te ise
baslangi¢ kosullar1 ve zorlayici fonksiyon katsayilari sezgisel dereceli sayilar olan
ikinci mertebeden diferensiyel denklemlerin ¢6ziimlerini sezgisel dereceli kiime-
ler i¢in verilen Zadeh’in genisleme ilkesi [15, 54] ve Heaviside fonksiyonu [1]
yardimi ifade edip ispatlayacagiz.

1.2 Literatiir Arastirmasi

Dereceli kiimeler teorisinde ve aralik analizinde Minkowski toplamina gore her elemanin
tersi mevcut olmak zorunda degildir [36, 59]. Bu durum dereceli kiimeler teorisinde ve
uygulamalarinda problemler olusturmaktadir [69]. Bu yiizden yeni "fark" arayislar1 uzun
bir siire aragtirmacilar igin ilgi alan1 olmustur. Bunlardan en ¢ok kullanilani ve bilineni
Hukuhara farki (H-farki) dir [24]. Esasen kompakt ve konveks kiimeler i¢in tanimlanan
H-farki daha sonra dereceli kiimeler i¢in tanimlanmistir [44]. Ancak H-fark: her zaman
mevcut olmadigr i¢in, Bede ve ark. [22, 24, 70] H-farkin1 genisleterek genellestirilmis
Hukuhara farkini (gH-farki) tanimlayarak dereceli kiime degerli fonksiyonlar igin yeni
tlirev tanimlar1 olusturmuslardir.

Dereceli tiirev kavrami ilk olarak Chang ve Zadeh [33] tarafindan ortaya konulmustur.
Onlan takiben Puri ve Ralescu [63] bu konuda c¢alismislardir. Puri ve Ralescu kiime
degerli fonksiyonlardaki Hukuhara tiirevini genellestirip dereceli fonksiyonlara genislet-
mislerdir. Bunun sonucu olarak Puri ve Ralescu’nun genellestirdigi Hukuhara tiirevini,
ilk defa Kaleva [47, 48] kullanarak dereceli diferensiyel denklemler konusunu incelemis-
tir. Ancak daha sonra Hukuhara tiirevinin zay1f bir tarafi goriilmiistiir.

Bu tiirev tanimi kullanilarak bulunan diferensiyel denklemin ¢6ziimii, zaman gegtikce
derecelilesmekte (bulaniklagmakta) ve sonunda diferensiyel denklemin klasik ¢6ztimil ile
tamamen farkli davranmaktadir. Hukuhara tiirevinin bu zayif yoniine kars1 Hiillermeier
[45] farkl1 bir alternatif sunmustur.

Hiillermeier, dereceli diferensiyel denklemi bir diferensiyel kapsamalar ailesi olarak yo-
rumlamistir. Ancak bu yaklagimin, dereceli tiirevden bahsetmemesi bir eksiklik olarak
gorilmiistiir. Sonunda Bede ve Gal [24], dereceli degerli fonksiyonlar i¢in giiclii ge-
nellestirilmis tiirev tanimini1 gelistirmislerdir. Bu tlirev tanimi ile yukarida bahsedilen
eksiklikler ortadan kaldirilmustir.

Dereceli baslangi¢ deger problemlerini ¢ozerken uygulanan tiirev tanimi biiyiik 6nem



teskil etmektedir. Ciinkii her yontemin sundugu ¢6ztimler ayni1 olmak zorunda degildir
[23]. Dolayisiyla literatiirde bir ¢ok yontem mevcuttur [23, 43]. Buckley ve arkadaslari,
Zadeh’ in genisleme ilkesini kullanarak dereceli diferensiyel denklem sistemlerinin ¢6-
ziimlerini alt araliklarda incelemislerdir [30]. Bede ve arkadaglart kuvvetli genellestiril-
mis tiirev, zayif genellestirilmis tiirev ve genellestirilmis tiirev tanimlar1 altinda dereceli
baslangi¢c deger problemlerini incelemislerdir [22, 24, 25, 70]. Fard [38], dereceli dife-
rensiyel denklemler i¢in niimerik ¢oziimler gelistirmistir. Bu denklem sistemleri i¢in Ga-
silov ve ark. [40] geometrik yaklasimlar kullanilarak ¢oziimler sunmuslardir. Literatiirde
dereceli diferensiyel denklem ve denklem sistemleri i¢in daha bir¢ok ¢aligma mevcuttur
[1,2,39, 61, 62].



2. DERECELI KUMELER TEORISI

2.1 Amac

Bu boliimde literatiirde siklikla kullanilan ve sezgisel dereceli sayilara genislemelerini
yapacagmiz dereceli kiimelerle ilgili tanim ve teoremleri verecegiz.

2.2 Klasik Kiimeler

Kiime kavrami matematiktigin hemen hemen tiim alanlarinda temel bir kavramdir. Sez-
gisel olarak klasik bir kiimeyi, iyi tanimlanmis veya iyi belirlenmis nesnelerin ailesi ola-
rak tanimlayabiliriz. Bu yiizden klasik bir kiimede bir elemanin kiimeye aidiyeti kesin
oldugundan klasik kiimelerde bir eleman kiimeye ya aittir ya da degildir. Bu aidiyet ka-
rakteristik fonksiyonu yardimiyla verilebilir.

Tamm 2.2.1. X bir kiime ve A C X alt kiimesi verilmis olsun. Bu durumda

1; xe4d
w={ o T2

ile tamimlanan fonksiyona A kiimesinin karakteristik fonksiyonu denir.

Klasik kiimeler ve bu kiimelerdeki islemler karakteristik fonksiyon yardimiyla goste-
rilebilir. Ornegin, herhangi iki 4 ve B C X kiimesinin birlesimi 4 UB = {x € X : x €
A veya x € B}, kesisimi ANB = {x € X : x € 4 ve x € B} ve 4 kiimesinin timleyeni
A" ={x € X :x ¢ A} srasiyla

X4uB(x) = max{ x4, Xz}
Xang(x) = min{ x4, xz}
Xar(X) =1—x4

ile tanimlanabilir. Karakteristik fonksiyonun tanimindan goriildiigii tizere bu fonksiyon
0 ve 1 olmak iizere sadece iki deger almaktadir.

2.3 Dereceli Kiimeler

Dereceli kiimeler kavrami ilk kez 1965°te L. A. Zadeh tarafindan ortaya atildi [72]. Dere-
celi bir kiime, aslinda karakteristik fonksiyonu [0, 1] araliginda degerler alan elemanlarin

olusturdugu bir kiimedir. Dereceli kiimeler gercek hayatta "geng-yash", "soguk-sicak" ve
"uzak-yakin" gibi kesin olarak ifade edilemeyen kavramlarin matematiksel olarak ifade



edilmesini saglamaktadir. Dolayisiyla sozel degiskenleri, sozel ifadeleri veya tam olarak
tanimlanamayan kiimeleri matematiksel olarak ifade edebilmek i¢in dereceli kiimelerin
kullanilmas1 gerekmektedir.

Tamim 2.3.1. /23] A C X kiimesi ve l4 : X — [0, 1] fonksiyonu verilmis olsun.
/] = {(xvuA(x» - X EXMLLA(X) X — [07 1]}

kiimesine X de dereceli bir kiime denir. [y fonksiyonuna iiye olma (iiyelik) fonksiyonu
adi verilir.

Burada, p4(x) = 0 ise x, 4 kiimesine ait degildir; p4(x) = 1 ise x, 4 kiimesine tam olarak
aittir ve 0 < py(x) < 1 ise x, 4 kiimesine kismi olarak aittir denir. X kiimesindeki tim
dereceli kiimeler ailesini F(X) ile gosterecegiz.

Ornek 2.3.1. X tiim insanlar kiimesi olsun. 4 C X kiimesi "gen¢ insanlar" kiimesi ol-
sun. "Geng" kelimesi s6zel ve goreceli bir kelime oldugu i¢in 4 kiimesinin elemanlarini
dereceli olarak

1; 0<x<20
ta(x) =4 5% 20 <x <40
0; x > 40

fonksiyonu ile belirtirsek

~

A= {(x,pa(x)) 1 x €X, py(x) : X — [0, 1]}

dereceli kiimesi elde edilir (Sekil 2.1).

HAX)
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Sekil 2.1: Geng insanlar kiimesi.

Tamm 2.3.2. [36]
A € F(X) dereceli kiimesi verilmis olsun. A kiimesinin o-kesit (seviye) kiimesi

o € (0,1] igin
9’ A(o) ={x e X : py(x) > o}



a =0 icgin
A(0)=kap | |J A(a)
oe(0.1]

olarak tanmimlanr. Burada "kap" kiimenin kapanigini belirtmektedir.

2.4 R" de Dereceli Sayilar

X = R” deki dereceli kiimelere belirli sartlarin eklenmesiyle "Dereceli sayilar" ad1 veri-
len 6zel dereceli kiimeler elde edilmektedir. Dereceli sayilar uygulamalarda siklikla kul-
lanildig1 i¢in dereceli kiimeler teorisinde énemli bir yere sahiptir. Bu kesimde dereceli
sayilar hakkinda temel tanim ve teoremleri verecegiz.

Tamm 2.4.1. [36] Asagidaki sartlart saglayan A € F(R") dereceli kiimesine dereceli
sayt ad verilir.

1) A dereceli kiimesi normaldir. Yani, A(1) # & dur:

2) A(0) kiimesi R" de sumirl bir kiimedir.

3) wy(x): R* — [0, 1] diyelik fonksiyonu iist yari-siireklidir. Yani, Vk € [0, 1] i¢in {x €
R" : wy(x) < k} kiimesi agik bir kiimedir.

4) uy(x): R" — [0,1] divelik fonksivonu kuasi-konkavdir (dereceli konveksdir). Yani,
Vx,y € A(a) ve A € [0,1] igin

pa(Ax+ (1= 2)y) > min{g(x), a(v)}

saglanr.

Bundan sonra kolaylik saglamasi agisindan R” deki dereceli sayilar ailesini Fy(R") ile
gosterecegiz. Literatiirdeki uygulamalarda en sik kullanilan dereceli sayilar iiggen ve
yamuk dereceli sayilardir.

Tanmim 2.4.2. /23] a; < ay < a3 olmak iizere ay, ay ve az reel sayilart verilmis olsun.

xX—a
moa, WG SX=am
Pa(x) =4 2=  ay<x<a3

az—ay
0 x<a &x>a3

liyelik fonksiyonu ile verilen A € Fy(R) dereceli sayisina iicgen dereceli sayt denir ve
A = (ay,a2,a3) ile gosterilir (Sekil 2.2).
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Sekil 2.2: 4 = (ay,az,a3) tiggen dereceli sayisi.

Tamm 2.4.3. /23] a1 < ay < a3 < aq olmak tizere ay, ay, a3 ve ay reel sayilart verilmis

olsun.
X—daj
e G IS G 1))
u (X) 1 a) <x<as
A = as—x
was  BSxSag

0 x<ap &x>ay

iiyelik fonksiyonu ile verilen A € Fy(R) dereceli sayisina yamuk dereceli sayt denir ve
A = (ay,ay,a3,a4) ile gosterilir (Sekil 2.3).

HA(X)

v X
a4 az a3 ay

Sekil 2.3: A= (a1,a2,a3,a4) yamuk dereceli sayist.

Not.

1) Ucgen dereceli sayilarda |a; — a1 | degeri |a3 — a,| degerine esit olmak zorunda de-
gildir. Yani tiyelik fonksiyonunun olusturdugu tiggen simetrik olmak zorunda de-
gildir.
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2) Yamuk dereceli sayilarda |a, —ay| degeri |as — a3| degerine esit olmak zorunda
degildir.

Simdi dereceli sayilarin a-kesitleri hakkinda bizlere 6nemli bilgiler veren karakterizas-
yon teoremlerini verelim.
Teorem 2.4.1. /23, 36] A € Fy(R") dereceli sayist ve A(a) o-kesiti verilmis olsun. Bu
durumda asagidakiler saglanir.

1) Her o € [0,1] i¢in A(at), R" de bos olmayan kompakt ve konveks bir kiimedir.

2) 0< o <o <ligin A(l) QA(OCQ) gA(OCl) QA(O) dir.

3) [0,1] araliginda o ya azalmayarak yakinsayan her (oy,) dizi i¢in

(=S

Aor) = () A(ou)

n=1
(veya denk olarak oy, /" o iken dy(A(et,),A(a)) — 0) dir:

4) [0,1] araliginda sifir sayisina artmayarak yakinsayan her (oy,) dizi igin

xﬂ®=hw<OAkw>
n=1

saglanr.
Teorem 2.4.2. [23, 36]

{Cq : a €[0,1]} kiimeler ailesi Teorem 2.4.1 deki 1)-4) siklarini saglasin ve

[ sup{ae€[0,1]:x€Cy}, x€(C
e = { ) e

olacak sekilde bir i : R" — [0, 1] fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda her o € [0, 1] igin
o-kesitleri

olan bir A € Fy(R") dereceli sayisi mevcuttur.
Teorem 2.4.3. /23, 41]
A € Fy(R) dereceli sayisi ve A(at) = [A (o), A2 (t)] at-kesiti verilmis olsun. Bu durumda
asagidaki ifadeler saglanir.
1) Ay azalmayan sl bir fonksivondur. Ayrica (0,1] araliginda soldan siirekli ve

sifir noktasinda sagdan siireklidir.

2) A, artmayan sirl bir fonksiyondur. Ayrica (0,1] araliginda soldan siirekli ve
sifir noktasinda sagdan siireklidir.

3) A1(1) < A>(1) saglanwr:
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Teorem 2.4.4. [23, 41]

A1 :10,1] = R, 42 :[0,1] = R fonksiyonlar: asagidaki sartlar: saglasin.

1) Ay azalmayan surly bir fonksiyondur. Ayrica (0,1] araliginda soldan siirekli ve
stfir noktasinda sagdan siireklidir.

2) Aj artmayan sumirl bir fonksiyondur. Ayrica (0,1] araliginda soldan siirekli ve sifir
noktasinda sagdan siireklidir.

3) A1(1) < A(1) dir.

Bu taktirde o-kesitleri
A(a) = [41(a),42(o)]

olan bir A dereceli sayist mevcuttur.

Tamim 2.4.4. [36] 4, B € Fy(R") ve k € R — {0} olsun. Dereceli sayilarin Minkowski
toplami ve skalerle ¢carpimi asagidaki gibi tammlanir.

1) A+ B=C&VYac|0,1]icin C(a) = A(ct) +B(ct) dur:
2) (kd) =C & Va € 0,1] igin C(ot) = kA(ox) dur:

Teorem 2.4.5. [36] Fn(R") dereceli sayilar kiimesi Tanim 2.4.4° te verilen toplama ve
skalerle carpma islemleri altinda kapalidir.

Tammm 2.4.5. [52] X = X1 X X5 X ... X X, kartezyen ¢arpim kiimesi ve A1 C X, A> C
Xa,..., Ay C X, olmak iizere Ay € F(Xy) (k: 1,2,3,...,r) dereceli kiimeleri verilmis olsun.
Ay, Ay, ..., A, dereceli kiimelerinin kartezyen ¢carpimu, iivelik fonksiyonu

Bty x.oxd, () = M g, (), Lty (), - B, () }

ile verilen bir A = A; x Ay x ... x A, dereceli kiimesi tammlar. [ : A — Y fonksiyonu
verilmig olsun. Bu durumda Y kiimesinde

15 (x) :{ sup{min{fLy, (x), fa, (¥), oo g, (0} £\ () # @
0 fly)=o

iiyelik fonksiyonu ile verilen B € F(Y) dereceli kiimesi elde edilir.

Bu tamima Zadeh’ in genisleme ilkesi denir. Bu ilke yardimiyla dereceli sayilarin toplami
ve skaler ¢carpimi su sekilde tanimlanir[36]:

ATB=C% uc(z) = sup {min{us(x), tp(»)}

Z=xty
kA = C & uc(z) = palz/k)
Teorem 2.4.6. [36] 4, B € Fy(R") ve k € R — {0} verilmis olsun. Bu taktirde,
A+B=A+B,
kA = kA dur
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Literatiirde R de dereceli sayilarla yapilan toplama, carpma, bélme ve ¢ikarma islemleri
Zadeh’in genisleme ilkesi yanisira o-kesitler tizerinde aralik aritmetigi kullanilarak da
yapilmaktadir.

Tamm 2.4.6. /52, 59] A, B F(R) dereceli sayilari verilmis olsun ve ci-kesitleri
Ala) =[41(a),42(a)] ve B(a) = [Bi(a), By ()] olsun. Bu durumda aralik aritmetigi
yarimiyla temel cebirsel islemler asagidaki gibi tanimlanir.

1) Toplama:
[A+B](a) =[A41(ct) + By (), A2(0t) + Bz ()].

2) Cikarma:
[4—B](a) = [41(a) — Ba(a), A2 () — Bi ()]

3) Carpma:
[4.B] (o) = [min{d; () B1(ex), 41 () By (ex), A2 () By (), A2 () By () },
max{A4(ct)B (), A (0)Ba(et),Az(00)Bi(ex),Ar(0t)Ba(ex)}].
5) Bélme: 0 ¢ B(0) sartyla
[4/B](ex) = [min{d;(et)/Bi(ex), 41 () /Ba(ex), Az (et) /Br (), A2 (x) /Ba(et) },
max{4;(ct)/Bi(ax),41(et)/Ba(ex),A2(0t)/Bi(ex),Az(x) /B2 (et) }].

Zadeh’in genisleme ilkesi veya Minkowski toplami ile tanimlanan A+ (—1)A4 = 0 fark:
her zaman saglanmamaktadir. Bu durum dereceli kiimeler teorisinde ve uygulamalarinda
stkinti yaratmaktadr. Bu yiizden ¢egitli fark tanmlart yapilmistir. Bu tanimlarin en sik
kullamlanlart Hukuhara fark: ve genellestirilmis Hukuhara farkidw:. Burada verilen sifir
sayist 0 = oy stfir kiimesidir. Sifir reel sayisi veya kiimesi kullanildigi yere gore kolayca
anlasilacagi icin gosterimde sadelik olmasi agisindan her ikisini de 0 ile gosterecegiz.

Tanim 2.4.7. [44, 47] A ve B€ Fxy(R") olsun. A ve B dereceli sayilarinin Hukuhara
farki (H-farky), eger C € Fy(R") mevcut ise,

AdoyB=CeA=8+C
olarak tamimlanmaktadur.
Teorem 2.4.7. [47] A ve B € Fy(R) olsun. A Oy B farki mevcutsa tektir.

Teorem 2.4.8. [47] 4, B € Fy(R) olsun ve A(ct) = [A1 (o), 42 (x)] ve
B(a) = [By (), B2(x)] araliklar: sirasiyla A ve B dereceli sayilarimin o-kesitleri olsun.
A ©p B farkimin o-kesiti

(4o B)(er) = [41(et) — Bi(ax), 42 (0t) — By ()]
dir.

Tamm 2.4.8. [69, 70] A ve B € Fy(R) dereceli sayilarinin genellestirilmis Hukuhara
(gH) farki, eger C € Fy(R") mevcutsa, asagidaki gibi tanimlanir.
)A=B+C
A @gHE =C& veya
ii) B=A4+(-1)C
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Teorem 2.4.9. /69, 70] A, B € Fy(R) dereceli sayilart verilmis olsun ve
A(a) = [41(a),Az(at)] ve B(at) = [By (), Bo(t)] sirasiyla A ve B nin ou-kesitleri olsun.
A OgH B farkimin o-kesiti

P(a) =4;(a) —Bi ()

R(at) =A42(a) — By ()
olmak iizere
(4 Ogn B)(ar) = [min{P(ex),R(cx)}, max{P(cx), R(ex)}]
dir.

Teorem 2.4.10. /69, 70] A, B € Fy(R") dereceli sayilari verilmis olsun ve A egHE gH-
farkt mevcut olsun. Bu taktirde, asagidakiler saglanir.

1) Acgy A= {0} dm

2) (A+B)oguB=Ave A+ (BOguA) =B dir.
3) A—B)+B=C+=A-B= é B dir
4) AcguB=CveBogyAd=C+ :{0} ve A= B dur

2.5 Dereceli Kiimeler icin Destek Fonksiyonu

Bu béliimde klasik (krisp) ve dereceli kiimeler icin tanimlanan destek fonksiyonunun te-
mel tanim ve teoremlerini verecegiz. Gosterimde kolaylik olmast icin R" deki kompakt ve
konveks kiimeler ailesini Kc(R") ile gosterecegiz.

Tanmm 2.5.1. [36] Stirlt A CR”" kiimesi verilmis olsun. Her p € R" icin
s4(p) = sup{< p,x >:x € A}

seklinde tanimlanan s4 : R" — R fonksiyonuna A kiimesinin destek fonksiyonu denir.
Buradaki < . > i¢ ¢arpimi, R" deki standart i¢ ¢carpimdir.

Teorem 2.5.1. [36] Destek fonksiyonu asagidaki ifadeleri saglar.

1) Her A, B € Kc(R") ve her p € R" icin
A C B=s4(p) <s8(p)

dir.
2) Ae Kc(R") kompakt ve konveks kiimesi verilmis olsun ve
| 4|l = sup{||a|| : a € A} olsun. Her p € R" i¢in Lipschitz ézelligini saglar, yani;

Is4(p) —s4(q@)| < 4]l lp—qll

dur.
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3) Her A, B € Kc(R") ve her p € R" i¢in
A=B<—= s4(p) =s5(p)
dir.
4) Her A, B € Kc(R") ve her p € R" i¢gin
sa+8(P) =s4(p) +s5(p)
dir.
5) Her A € Kc(R") ve her p, g € R" i¢in alt toplanabilirdir (subadditive), yani;
sa(p+4q) < sa(p)+s4(q)
dur.
6) Her A € Kc(R"), her p € R" ve t > 0 igin s4 pozitif homogendir, yani,
sa(tp) = tsa(p)

dir.
7) Her A € Kc(R") ve her p € R" igin s konveks bir fonksiyondur.
8) A € Kc(R") kiimesinin destek fonksiyonu s4 olsun. Her p € R" icin

s—4(p) =sa(—p)
dir.
Teorem 2.5.2. [36] Siirekli, pozitif homogen ve alt toplanabilir bir s : R" — R fonksiyonu
o A={xeR": VpeR"icin < p,x ><s(p)}
olacak sekilde destek fonksiyonu s olan bir tek A € Kc(R") kiimesi mevcuttur.

R”" de Oklid normu 1 olan noktalar (vektorler) kiimesini

S l={p:pelR" |p|=1}

ile tanimlayalim.

Teorem 2.5.3. [39] A € Kc(R") kompakt ve konveks kiimesi verilmis olsun ve
s4 : R" — R fonksiyonu A kiimesinin destek fonksiyonu olsun. Bu durumda

A={xcR": Vpec S < px><s(p)}

dir.

Not. Bu teoremden anlagsilacagi iizere R" deki kompakt ve konveks kiimeler, destek fonk-
siyonlar: tarafindan tek tiirlii olarak ifade edilmektedir.
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Tamim 2.5.2. [36] A € Fy(R") olsun. A mn a-kesiti A(at) olmak iizere,
her pe "' ={peR":|p| =1} icin
Sa(a)(P) = sup{< p,x >:x € A(a) }

ile tammlanan sy §"~1 — R fonksiyonuna A dereceli sayisinin destek fonksiyonu
denir.

Not. Dereceli sayilarin a-kesitleri kompakt ve konveks oldugu igin destek fonksiyonu iyi
tanmimli ve mevcuttur.

Teorem 2.5.4. [36] A ve B € Fy(R") olsun. Sa(a)(P) ve sp(a)(p) destek fonksiyonlart
verilsin. Bu durumda asagidakiler saglanr.

1) Her a € [0,1] igin sy fonksiyonu S"Vjizerinde sinirhdir.
2) Her o € |0,1] i¢in p ye gore Lipschitz sartini saglar.
3) Her oo €[0,1] igin

d(A(a),B(a)) = sup{ [s(e)(P) — () (P)| : P € S" '}
dir.

Teorem 2.5.5. [36] A € Fx(R") olsun ve A dereceli kiimesinin destek fonksiyonu s Ala)

S = R olsun. s A(a) Jonksiyonu her p € S"=Vicin o ya gére artmayan ve soldan sii-
reklidir.

Fy(R") de gH-farki destek fonksiyonu ile tammlanabilir. Simdi dereceli kiimeler i¢in des-
tek fonsiyonu tanimini ve bazi temel teoremlerini verelim.

Tamm 2.5.3. [69] C = A Ogp B olmak iizere A, B ve C € Fy(R") verilmis olsun. SA(a)
SB(at) SC(ax) V€ S—c(ar) STrastyla A, B, Cve (—1)C nin destek fonksiyonu olsun. Bu durumda

~

her p € 8"~ icin A ve B nin gH-fark: destek fonksiyonu yardimiyla

i) Sa(a)(P) = SB(a) (P)
sc(a)(P) = veya
i) s 1)B)(P) = S(—1)4(e)(P)

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.5.6. [69] A ve B € Kc(R") kompakt ve konveks kiimeleri verilmis olsun. s ve
sp swrasiyla A ve B kiimelerinin destek fonksiyonlar: olmak iizere s| = s4 — sp ve 55 =
sp — $4 fonksiyonlarini tanimlayalim.

1) Eger s, ve s alt toplanabilir ise ACgy B =C farki A=B+Cve B=A4+(—1)C

durumlart aymi anda saglanacak sekilde mevcuttur ve C kiimesi bir tek nokta kii-
mesidir.
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2) Eger sy4 alt toplanabilir ama sp alt toplanabilir degilse A ©oy B = C farki
A = B+ C durumu saglanacak sekilde mevcuttur ve sc = s4 — sp dir.
3) Eger sp alt toplanabilir ama s, alt toplanabilir degilse A ©qy B = C farki
B = A+ (—1)C durumu saglanacak sekilde mevcuttur ve sc = s_p —s_y4 dir.

4) Eger sy ve sp alt toplanabilir degilse A ©gy B = C farki mevcut degildir.

Teorem 2.5.7. [69] s4(q) Ve Sp(q) Jonksiyonlari A ve B € Fy(R") dereceli sayilarinin
destek fonksiyonlari olsun. s| = sA( a) — SB(a) V€S2 = SB(ar) — Sa(ax) Olarak tamimlansin.

1) Eger sy ve sy fonksiyonlart her o € [0, 1] i¢in p ye gore alt toplanabzllr ve her p €
S"=Vicin o ya gére artmayan bir fonksiyon ise C = 4 OgH B farki mevcut ve klasik
tek nokta kiimesidir.

2) Eger s1 fonksiyonu her o € [0,1] icin p’ye gire alt toplanabilir ve her p € S"~!
icin o ya gore artmayan bir fonksiyon ancak s, fonksiyonu her o, € [0, 1] i¢in pve
gore alt toplanabilir degil veya her p € S"~! icin o ya gore artmayan bir fonksiyon
degil ise C =4 Ogt B farki, A= B+ C saglanacak sekilde mevcuttur ve sc(a)(P) =
Sa(e) () — SB(a) (P) saglanr:

3) Eger s, fonksiyonu her o € [0,1] icin p ’ye gére alt toplanabilir ve her p € 8"~ icin
o ya gore artmayan bir fonksivon ancak s fonksiyonu her o € [0,1] i¢in p 'ye gore
alt toplanabilir degil veya her p € ™! icin o ya gore artmayan bir fonksiyon
degil ise, C = A ©gn B farki, B = A+ (—1)C saglanacak sekilde mevcuttur ve
sc(a)(P) = 5_(a)(P) = 5—a(a) (D) saglanr.

4) Eger sy ve sy fonksiyonlart her o € [0,1] i¢in p 'ye gore alt toplanabilir degilse veya
her p € 8" icin o ya gére birer artmayan fonksiyon degil ise C = 4 @gyﬁ mevcut
degildir.

2.6 Hausdorff Metrigi ve Dereceli Hausdorff Metrigi

Tanmm 2.6.1. /36] A C R" kiimesi verilmis olsun. x € R" noktasinin A kiimesine olan
uzaklig
d(x,A) =inf{||x —al| :a € A}

ile tammlanir. Burada ||.|| normu Oklid normudur.

Tanim 2.6.2. 4 C R” kiimesi ve r > 0 sayisi verilmis olsun. A kiimesinin agik ve kapali r
yuvari swrasiyla asagidaki gibi tanimlanir.

NA,r) = {xeR":d(x,4) <r}
N(,r) = {xeR":d(x,4) <r}

dir.

Tanim 2.6.3. /36] A ve B C R”" kiimeleri verilmis olsun. R" de birim yuvar kiimesini
Ny = N(0,1) ile gisterelim. Bu durumda,

1) A kiimesinin B kiimesinden Hausdorff ayrisimi
p(A4,B) =sup{d(a,B) :ac A}
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veya denk olarak
p(A,B) =inf{r >0:4 C B+rN;}

ile tamimlanr.

2) B kiimesinin A kiimesinden Hausdorff ayrisimi
p(B,A) =sup{d(b,A) : b € B}
veya denk olarak
p(B,A)=inf{r >0:BC A+rN,}

olarak tamimlamyr.
Not.

D
p(4,B) =0« A C kap(B),

ve
p(B,4) =0< B C kap(A) dir.
2) p(4,B) ve p(B,A) esit olmak zorunda degildir.
3) A, BveC CR" ise
p(4,C) < p(4,B)+p(8,C)

licgen esitsizligi saglanir.

Tamim 2.6.4. [36] A ve B C R” kiimeleri verilmis olsun. A ve B kiimesinin Hausdorff
uzakhg
dir(4,B) = max{p(4.B).p(B,A)}

ile tanimlanr,

Teorem 2.6.1. [36]

D) ...CA4,C A, C...C Ay C Ay olmak iizere bos kiimeden farkl (4,) C Kc(R")
kiimeler dizisi verilsin. Bu durumda

A= () 4n

n=1
olmak iizere bir A € Kc(R") kiimesi mevcuttur ve n — oo iken
dy(4,,A) — 0

dir.
2) Eger A1 C Ay C ... C A, C ... olmak iizere bos kiimeden farkli (4,) C Kc(R") kii-
meler dizisi verilsin. Eger
U4 =4€KcR")
n=1

ise n — oo iken
dy(4,,A) — 0
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dir.

Teorem 2.6.2. [36] A,B € K¢(R") kiimeleri verilmis olsun.
dir(4,B) = max{p(4.B),p(B.A)}

ile tanimlanan dy : Kc(R") x Ko (R") — RT U{0} Hausdorff uzaklik fonksiyonu K¢ (R™)
de bir metrik tamimlar.

Teorem 2.6.3. /36] (Kc(R"),dy) metrik uzay: tamdur.

Teorem 2.6.4. [36] A, B, C ve D € Kc(R") kiimeleri ve A € R verilmis olsun.
dp : Ke(R") X Kc(R") — RT U{0} Hausdorff metrigi asagidaki ifadeleri saglar.

D

di(A+C,B+C) =dy(4,B)
2)
3)

dyi(A+B,C+D) < dy(4,C) +dy(C,D)
Tamm 2.6.5. /36] d.. : Fy(R") x Fy(R") — RTU{0} fonksiyonu verilsin.
deo(d, B) = sup{dp(A(et),B(ex)) : € [0,1]}

olarak tamimlanan fonksiyona dereceli sayilar icin Hausdorff metrigi denir.

Sonuc 2.6.1. /36] A,B € Fy(R) dereceli sayilar: verilmis olsun ve o-kesitleri sirasiyla
A(ot) = [A (), A2(e)] ve B(at) = [By (), B2 ()] olsun. Bu durumda

dw(A,B) = Sl[lg)l]maXﬂAl(a)_Bl(a)lleZ(a)_Bz(a)l}

dir.

Teorem 2.6.5. /36]

1) (Fy(R"),dw) bir metrik uzay tanimlar.
2) Her A, Bve C € F(R") icin

de(A+C,B+C) =d..(4,B),

3) Her k € R sabit sayist icin



Ornek 2.6.1. 4,B € Fy(R) dereceli sayilarimin o-kesitleri

0< o< $iginA(e) =B(a) =[0,1]

$<a<liginA(a)={0} ve B(ot) =[0,2(1 — )] olsun.
Bu durumda
B 0 O0<a<j
oldugundan
de(d,B) = sup {dp(4(e),B())} =1
o€l0,1]
olur.

Teorem 2.6.6. [36] (F(R"),d.) metrik uzay: tamdr.

2.7 Dereceli Say1 Degerli Fonksiyonlar

Bu kesimde, dereceli say1 degerli fonksiyonlar icin siireklilik, tiirevlienebilme ve integral-
lenebilme kavramlarini verecegiz.

Tanim 2.7.1. [36] AC R araligindan Fy(R") dereceli sayilar kiimesine giden
f A4 — Fy(R") fonksiyonuna (déniisiimiine) reel degiskenli dereceli sayt degerli fonk-
siyon denir.

Dereceli sayi degerli fonksiyonlarin a-kesitlerini f(x; @) ile gosterecegiz.
Tanmm 2.7.2. [36] f: A CR — Fy(R), xo € 4 ve € > 0 verilmis olsun.

x € Ave |x—xo| < 8 iginduw(f(x), f(x0)) <€

olacak sekilde bir & > 0 sayist mevcutsa f, xo noktasinda siireklidir denir. f, A kiimesinin
her noktasinda siirekli ise f, A kiimesinde siireklidir denir.

Tamm 2.7.3. [36] f: A CR — Fy(R") ve xo € A verilmis olsun. xy noktasina yakinsayan
her (x;) C A dizisi igin

lim de (f(xi), f(x0)) = 0

fk—so0

ise [ ye xq da dizisel siireklidir denir.
Tanmm 2.74. [36] f: A CR — Fy(R"), xg € 4 ve € > 0 verilmis olsun.
x€Ave |x—xo| <8 iginp(flx;a), f(xo,a)) <e

olacak sekilde bir § > 0 sayist mevcutsa f, x da iist yari-siiveklidir denir. f, A kiimesinin
her noktasinda iist yari-siirekli ise f, A kiimesinde iist yari-siireklidir denir.

Tanim 2.7.5. [36] f: A CR — Fy(R"), xg € 4 ve € > 0 verilmis olsun.
x€Ave |x—xo| <8 iginp(f(xo, ), flx;x)) <e
olacak gekilde bir & > 0 sayist mevcutsa f, xo da alt yari-siireklidir denir. f, A kiimesinin

her noktasinda alt yari-siirekli ise f, A kiimesinde alt yari-siireklidir denir.
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2.8 Dereceli Say1 Degerli Fonksiyonlar icin Aumann integrali

Dereceli sayt degerli fonksiyonlarin integrallenebilme kavrami kompakt ve konveks kiime
degerli fonksiyonlarin integrallenmesi icin tamimlanan Aumann integraline dayanmak-
tadir. Bu kesimde oncelikle kompakt ve konveks kiime degerli degerli fonksiyonlar icin
Aumann integrali tanimini verecegiz; daha sonra dereceli sayi degerli fonksiyonlar igin
Aumann integrali tanimini verecegiz.

Tanim 2.8.1. /36] f: R — Kc(R") kiime degerli fonksiyonu verilmis olsun. B(R) ve
B(Kc(R"™)) swrasyla R ve Kc(R") min Borel cebirleri olsun. Her O € B (Kc(R")) kii-
mesi icin f~1(0) = {x €R: f(x)NO # @} € B(R) ise f: R — Kc(R") fonksivonuna
olciilebilir denir.

Teorem 2.8.1. /36] f: R — Kc(R") kiime degerli fonksiyonu verilmis olsun. Eger [
fonksiyonu siirekli ise dl¢iilebilirdir.

Tanim 2.8.2. /36] f: A C R — Kc(R") kiime degerli fonksivonu verilmis olsun. Her
x € Aigin

g(x) € f(x)

sartint saglayan g : A — R" fonksiyonuna f kiime degerli fonksiyonunun bir segicisi
(selektorii) denir.

Teorem 2.8.2. [36, 47]

f: R — Kc(R") kiime degerli fonksiyonu verilmis olsun. f fonksiyonu élciilebilir ise
olgiilebilir bir g : R — R" segicisi mevcuttur.

Tamim 2.8.3. /34, 45] [ : [a,b] C R — Kc(R") fonksiyonu verilmis olsun. S(f) kiimesi
[a,b] iizerinde f nin integrallenebilen segicileri kiimesi olsun. f kiime degerli fonksiyo-
nun [a,b| araligindaki Auman integrali

[ rooue= { [ aar:ge S(f)}

olarak tamimlanir.

Eger S(f) # @ ise f fonksiyonunun Auman integrali mevcuttur ve f fonksiyonuna da
Aumann integrallenebilirdir denir.

Tanmim 2.8.4. /36, 47] f: [a,b] CR — K¢ (R") kiime degerli fonksiyonu verilmis olsun.
Eger hemen hemen her x € |a,b] i¢in

dn(f(x),0) < h(x)

esitsizligi saglanacak sekilde integrallenebilen reel degerli bir h : [a,b] — RTU{0} fonk-
siyonu mevcut ise | fonksiyonuna integral anlaminda (integralce, integrably) stnirlidir
denir.

Teorem 2.8.3. /36] [ : [a,b] C R — Kc(R") kiime degerli fonksiyonu verilmis olsun.
Eger f fonksiyonu [a,b] araliginda dlgiilebilir ve integralce sinirli ise Aumann integrali
mevcuttur ve | ab f(x)dx € Kc(R") dir.
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Teorem 2.8.4. k= 1,2,3.... olmak iizere olgiilebilir f; ve f: [a,b] C R — Kc(R") fonk-
siyonlari verilmis olsun. Eger her x € [a,b] ve her k i¢in di(fi(x),0) < K olacak sekilde
bir K > 0 sayist mevcut ve her x € |a,b] i¢in k — oo iken fi(x) — f(x) ise

[ pwax— [ rwax
dir.

Teorem 2.8.5. /36] f, g:[a,b] C R — Kc(R") kiime degerli fonksiyonlar: ve A € R
sayist verilmis olsun. Eger [ ve g fonksiyonlar: |a,b] de Aumann integrallenebilir ise
asagidakiler saglanr.

1) f+g [a,b] de Aumann integrallenebilir ve

[ o= [ roer [ g

dir.
2) Af, |a,b] de Aumann integrallenebilir ve

[ anwas=2 [ roax
dir.
3) cela,b]ise , \
/a F(x)dx = / " fx)dx+ / F(x)dx
dir.
4) Herx € |a,b] i¢in f(x) C g(x) ise

/abf(x)dx - /abg(x)dx
dir.

Teorem 2.8.6. [36] Eger f,g: [a,b] — Kc(R") kiime degerli fonksiyonlari Aumann in-
tegrallenebilir ise dy(f,g) : Kc(R") x Kc(R") — R U {0} Hausdorff metrigi integral-
lenebilirdir ve

an [ s, [ bg(x)dx) < [ dn(). g

esitsizligi saglanir.

Tamm 2.8.5. /36] f: [a,b] — Fy(R") dereceli sayr degerli fonksiyonu verilmis olsun.
Eger her o € [0, 1] icin f(x; ) kesitleri ol¢iilebilir ise f fonksiyonu kuvvetli dlgiilebilir-
dir denir.

Tamm 2.8.6. /36] f: [a,b] — Fy(R") dereceli sayi degerli fonksiyonu verilmis olsun.
Eger her x € [a,b) igin

des(f(x),0) < h(x)
esitsizIligi saglanacak sekilde integrallenebilen reel degerli bir h - [a,b] — RTU{0} fonk-
siyonu mevcut ise f dereceli fonksiyonuna integral anlaminda (integralce, integrably)
simrlidr denir.
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Tamm 2.8.7. /36] f: [a,b] — Fn(R") dereceli sayi degerli fonksiyonu kuvvetli olgiile-
bilir ve integralce sl olsun. Eger her o € [0, 1] i¢in

b
u(o) = / Fl0)dx

olacak sekilde bir u € Fy(R") dereceli sayist mevcut ise dereceli f fonksiyonuna dereceli
Aumann integrallenebilir denir. Bu durumda u ya da f nin (dereceli) Aumann integrali

denir ve
b

ﬁ:FA/f(x)dx

ile gosterilir.

Gasterimde sadelik olmast agisindan gerekmedikce f : [a,b] — Fy(R") fonksiyonun (de-
receli) Aumann integralini

b
i= /f(x)dx

ile gosterecegiz.

Teorem 2.8.7. [47] Her o € [0,1] i¢in o-kesitleri f(x;o0) = [f1(x; @), f2(x; )] olmak
iizere f: [a,b] — Fy(R) dereceli say1 degerli fonksiyonu verilmis olsun. f fonksiyonu
kuvvetli él¢iilebilir ise f| ve f> fonksiyonlari ol¢iilebilirdir.

Tamim 2.8.8. [45], [22] [ : [a,b] — Fy(R) dereceli sayt degerli fonksiyonunun
Aumann integrali her o € [0,1] i¢in

b b b b
/ F)dx | (o) = / Fle00)dx = [ / fi(r ), / fz(x;a)dx]

olarak tanimlanr,

Teorem 2.8.8. /36, 47] f : [a,b] — Fn(R") dereceli sayi degerli fonksiyonu kuvvetli
olgiilebilir ve integralce sinirly ise Aumann integrallenebilirdir.

Teorem 2.8.9. /36, 47] f : [a,b] — Fy(R") dereceli say1 degerli fonksiyonu siirekli ise
Aumann integrallenebilirdir.

Teorem 2.8.10. /36, 47] f,g: [a,b] — Fy(R") dereceli sayi degerli fonksiyonlari ve A €
R sayist verilmis olsun. Eger f ve g dereceli Aumann integrallenebilir ise asagidakiler
saglanr.

1) f+gtoplamu, [a,b] de Aumann integrallenebilir ve

b b b

1) +gdx= [ fd+ [ g

a a a

saglantr.
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2) Af, |a,b] de Aumann integrallenebilirdir ve

/blf(x)dx:k /bf(x)dx

saglanir.

Teorem 2.8.11. /36, 47] f,g: [a,b] — Fy(R") dereceli sayi degerli fonksiyonlari verilmis
olsun. Eger f ve g Aumann integrallenebilir ve her x € |a,b] i¢in f(x) C g(x) ise

b

/f(x)dxg /bg(x)dx

a
dir.

Teorem 2.8.12. /36, 47] f,g: [a,b] — Fy(R") dereceli sayi degerli fonksiyonlari verilmis
olsun. Eger f ve g Aumann integrallenebilir ise dw(f,g) : [a,b] — RT U{0} fonksiyonu
integrallenebilir ve

d. /b fx)dsx, /b gW)dx | < [ del/(w).gx))d

esitsizligi saglanr.

2.9 Dereceli Say1 Degerli Fonksiyonlar icin Tiirev Kavramm

Dereceli sayr degerli fonksiyonlar i¢in tiirevlenebilme kavrami ilk kez Puri-Ralescu ta-
rafindan Hukuhara farki yardimiyla tammlanmistir [63]. Ancak uygulamalarda bu tiirev
tamimimin bazi dezavantajlar mevcuttur [47]. Bu yiizden, Bede-Gal [24] tarafindan kuv-
vetli genellestirilmis Hukuhara tiirevi tanimi verilmistir.

2.9.1 Hukuhara tiirevi

Tanmm 2.9.1. /47] f: (a,b) — Fn(R) dereceli sayi degerli fonksiyonu ve h > 0 olmak
iizere xq, xo + h € (a,b) sayilart verilmis olsun. Eger f(xo+h) O f(xo) ve
f(x0) & f(xo — h) farklart mevcut olmak iizere

i f(xo+h) S f(x0)
h—0+ h

ve

lim S(x0) ©n f(xo—h)

h—0+ h

limitleri mevcut ve f},(x0) € Fn(R) dereceli sayisina esit ise f fonksiyonuna xo nokta-
sinda Hukuhara tiirevlenebilirdir (H-tiirevlenebilir) denir.
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Teorem 2.9.1. [47] f: (a,b) — Fy(R) dereceli sayi degerli fonksiyonu ve f nin o-kesiti
[ a) =[f1(x; ), f2(x; o0)] verilmis olsun. Eger f fonksiyonu Hukuhara tiirevlenebilir
ise sabit her o € [0,1] icin fi(x;00) ve fa(x; o) fonksiyonlar: klasik anlamda tiireviene-
bilirdir ve asagidaki esitlik saglanir:

Tr(xo) = [fi(x: ), f3(x: ).

Ornek: f:[0,) — Fy(R) dereceli fonksiyonu f(x) = (—1,0, 1)x ile tammlansin. f fonk-
siyonu Hukuhara tiirevlenebilirdir ve f};(x) = (—1,0,1) dir.

Tamm 2.9.2. [47] f: (a,b) — Fy(R) dereceli sayi degerli fonksiyonu ve f nin o-kesiti
fx00) = [fi(x;00), f2(x; )] verilmis olsun. Sabit her o € [0,1] igin f(x; ) kesitinin
capt (uzunlugu)

¢ap(f(x;a)) = falx; o) — fi(x; o)

ile tamimlanmaktadir.

Teorem 2.9.2. [47] f: (a,b) — Fy(R) dereceli sayi degerli fonksiyonu verilmis olsun.
Eger f fonksiyonu H-tiirevienebilir ise sabit her o € [0,1] igin ¢ap(f(x; o)) fonksiyonu
x’e gore azalmayandir.

Teorem 2.9.3. [47] Eger f: (a,b) — Fy(R) dereceli fonksiyonu Hukuhara tiirevienebilir
ise stireklidir.

Teorem 2.9.4. [47] Eger [ : (a,b) — Fn(R) ve g: (a,b) — Fy(R) dereceli sayi degerli

fonksiyonlart Hukuhara tiirevlenebilir ise asagidakiler saglanir.

1
(f +8)n(x) = fu(x) + gy (%)
dir.
2) k € R olmak iizere
(kf)p(x) = kfp(x)
dir.

Teorem 2.9.5. /47] [ : (a,b) — Fn(R) dereceli sayr degerli fonksiyonu siirekli olsun.
Eger her x € (a,b) igin

¢t) = [ reydr

ise g dereceli fonksiyonu Hukuhara tiirevlenebilirdir ve gy, (x) = f(x) dir.
Teorem 2.9.6. [47]

f:(a,b) — Fy(R) dereceli sayt degerli fonksiyonu Hukuhara tiirevlenebilir olsun. Eger
[}y dereceli fonksiyonu (a,b) de Aumann integrallenebilir ise her x € (a,b) i¢in

f) = (@) + [ faya

esitligi saglanir.
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2.9.2 Kuvvetli genellestirilmis Hukuhara tiirevi

Tamm 2.9.3. /24] [ : (a,b) — Fy(R) dereceli sayr degerli fonksiyonu ve h > 0 olmak
iizere xq, X0+ h € (a,b) sayilari verilmis olsun. Eger f'(xo) € Fy(R) mevcutsa ve asagi-
daki limitler mevcut olacak sekilde

i
lim f(XO+h)h6Hf(xo) = lim f(xo)@th(xo—h) — f(xo)
v (x0) ( ) ( ) (x0)
. fxo)eufxo+h) . flxo—h) S f(xo)
L A
" S ) Sn f(x0) S ) Sn f(x0)
. xo+h)Sm f(xo) .. x0—h)Su f(x) _
hlg(l)l+ h N hli>r(r)l+ (—h) = /1w
Y () S f 0+ h) (x0) S S0 — h)
. fo)eunfxo+h) . flxo)Ouflxo—h)
e i =/ )

durumlarindan biri saglaniyorsa f fonksiyonuna xo noktasinda kuvvetli genellestirilmig
Hukuhara (GH) tiirevlenebilirdir denir ve f(,;(xo) ile gosterilir.

Kolaylik saglamasi agisindan (i), (ii), (iii) veva (iv) durumunda GH tiirevlenebilen bir
[ fonksiyonu i-GH,ii-GH, iii-GH veya iv-GH tiirevienebilir olarak adlandirilacaktir. Bu
tammda (i) durumu, H-tiirevlenebilme tanimina denk gelmektedir.

Teorem 2.9.7. [24] f: (a,b) — Fy(R) dereceli sayi degerli fonksiyonu ve f nin o-kesiti
floa)=[filx; o), f2(x;00)] verilmis olsun. Bu taktirde,

1) Eger f dereceli fonksiyonu i-GH tiirevlenebilir ise sabit her o € [0, 1] i¢in
cap(f(x;00)) = f2(x; 00) — f1(x; o) fonksiyonu x e gére azalmayan fonksiyondur.

2) Eger f dereceli fonksiyonu ii-GH tiirevlenebilir ise sabit her o € [0, 1] i¢in
cap(f(x;00)) = fo(x;00) — f1(x; ) fonksiyonu x’e gore artmayan bir fonksiyon-
dur.

Teorem 2.9.8. /24] f: (a,b) — Fn(R) dereceli sayi degerli fonksiyonu ve f nin o-kesiti
[ a)=[fi(x; o), f2(x; 00)] verilmis olsun. Bu taktirde,

1) iii-GH veya iv-GH tiirevienebilen dereceli fonksiyonlarin tiirevlerinin o-kesitleri tek
nokta kiimesinden olusmaktadir.

2) GH-tiirevi taniminda verilmis olan maddelerden herhangi ikisi ayni anda saglanirsa
e (x0) =0veya f(;(x0) € R dur

Teorem 2.9.9. /24] f: (a,b) — Fy(R) dereceli sayi degerli fonksiyonu her x € (a,b)

noktasinda (iii) veya (iv) durumlar: saglanacak sekilde GH-tiirevlenebilir ise her x €

(a,b) icin f;(x0) € R duwr:

Ornek 2.9.1. f: R — Fy(R) dereceli fonksiyonu f(x) = (—1,0,2)x ile tanimlansin. f
fonksiyonu x > 0 i¢in i-GH tiirevlenebilirdir ve f{,;;(x) = (—1,0,2) dir. Ancak f fonksi-
yonu x < 0 i¢in ii-GH tiirevlenebilirdir ve f(;;, (x) = (—2,0,1) dir.
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3. SEZGISEL DERECELI KUMELER TEORISi

Dereceli kiimeler teorisinde bir elemanin kiimeye aidiyetinin iiyelik fonksiyonuyla veril-
digini 6nceki boliimde belirtmistik. Ancak bazi uygulamalarda tiyelik fonksiyonunun bi-
lir kisi tarafindan 6znel bir yaklagimla olusturulmasindan veya modellerdeki bilgi eksik-
liginden kaynaklanan kusurlar {iyelik fonksiyonunda belirsizlige sebeb olmaktadir [23].
Bunun gibi durumlarda tip-2 dereceli kiimeler [55], latis degerli dereceli kiimeler [42]
veya sezgisel dereceli kiimeler [7] gibi dereceli kiimelerin bazi genellestirilmeleri kul-
lanilmaktadir [44]. Biz bu boélimde 6ncelikle Atanassov’un 1984 yilinda ortaya attigi
sezgisel dereceli kiimeler teorisindeki temel tanim ve teoremleri verecegiz. Daha sonra
R" deki kompakt ve konveks kiimelerin 6zelliklerinden yararlanarak 2. Boliimde dereceli
sayilar i¢in verilen tanim ve teoremleri sezgisel dereceli kiimelere genisletecegiz.

Tanmim 3.0.1. /7] A C X kiimesi, uy : X — [0, 1] ve v4 : X — [0,1] fonksiyonlart verilmis
olsun. 3
A= {(x (%), va(x)) ¥ € X, 0 < pa(x) +va(x) < 1}

kiimesine sezgisel dereceli bir kiime denir. L4 fonksiyonuna iiye olma fonksiyonu ve v 4
fonksiyonuna iiye olmama fonksiyonu denir.

Burada, py(x) =1 ve v4(x) = 0 ise x elemani, 4 ya tam olarak aittir; y(x) =0 ve
v4(x) = 1 ise x elemani, 4 ya ait degildir; 0 < py(x) 4+ v4(x) < 1 ise x elemani, 4 ya
kismi olarak aittir denir.

Bir X kiimesinde tanimli olan tiim sezgisel dereceli kiimeler ailesini /F (X) ile gostere-
cegiz.

Tamim 3.0.2. [7] A C X kiimesi; Ly : X — [0,1] ve v4 : X — [0, 1] fonksiyonlar: verilmis
olsun.
ma(x) =1 — pa(x) — va(x)

olarak tanimlanan my : X — [0,1] fonksiyonuna x € X elemaninin A kiimesine olan aidi-
yet belirsizligi ad: verilir.

Not. Dikkat edilecek olursa, dereceli bir 4 kiimesinde iiye olmama fonksiyonu 1 — 1
oldugu i¢in dereceli kiimelerde her x € X i¢in m4(x) = 0 dur.

Simdi sezgisel dereceli kiimelerin daha iyi anlagilabilmesi i¢in siradaki 6rnegi inceleye-
lim.
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Ornek 3.0.1. Bir okuldaki tim 6grenciler iizerinde bir anket ¢alismasi yapilacaktir. Bu
ankette, "Evet" veya "Hayir" olarak cevaplanmak iizere n tane soru bulunmaktadir. Og-
renciler kararsiz kaldiklar1 sorular1 bos birakabilirler.

Okuldaki tiim 6grencilerin kiimesi X olsun. Anketteki sorulara "Evet" cevabini verenler
kiimesi 4 ve "Hayir" cevabini verenler kiimesi B olsun.

Bir x € X 6grencisi bu anketteki maddelerin a, tanesine "Evet" ve b, tanesine "Hayir"
cevabini vermis olsun. Simdi bu anket ¢caligmasini klasik mantik, dereceli mantik ve sez-
gisel dereceli mantik yaklasimlariyla inceleyelim:

Klasik mantiga gore; bir x € X 6grencisinin 4 kiimesine ait olmasi i¢in anketteki her
maddeye "Evet" ve B kiimesine ait olmas1 i¢in her soruya "Hayir" cevabini vermesi ge-
rekmektedir.

Dereceli mantiga gore; her x € X igin

olmak tizere w, : X — [0, 1] fonksiyonunu tanimlarsak

A={(x, () 1 x € X}

dereceli kiimesi elde edilir. O halde bir x € X 6grencisi 4 kiimesine f14(x) = % derecesi
kadar ait ve 1 — u,(x) derecesi kadar ait degildir. Benzer sonu¢ B kiimesi igin de elde
edilebilir.

Sezgisel dereceli mantiga gore; bu anket calismasinda bos birakilan sorular olabilecegi
icin dereceli mantiktaki iiye olma veya iiye olmama fonksiyonlarinda belirsizlik olus-
maktadir.

Her x € X i¢in
() ==
M4 .
ve 5
X
Y = —=
a(x) =

olmak tizere w, : X — [0, 1] ve v4 : X — [0, 1] fonksiyonlarini tanimlarsak

0 <ay+ b, <nolduguigin
0 <py(x)+vy(x) <1

esitsizligi saglanir. Dolayisiyla

Al = {(e, g (x),vg(x)) :x € X}

sezgisel dereceli kiimesini tanimlarsak, bir x € X 6grencisi A kiimesine pi4(x) = %= dere-

cesi kadar ait ve v4(x) = % derecesi kadar ait degildir. Benzer sonug B kiimesi i¢in de
elde edilebilir.
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Tanmmm 3.0.3. /7, 56] A' € IF (X) sezgisel dereceli kiimesi verilmis olsun. A" kiimesinin
o-kesit (seviye) kiimesi o € (0, 1] igin

Al0) = {x € X () = o}
o =0 igin

A(0)=kap | |J A(a)
oe(0.1]

olarak tamimlanir.

Tamm 3.0.4. /7, 56] A’ € IF (X) sezgisel dereceli kiimesi verilmis olsun. A' kiimesinin
B-kesit (seviye) kiimesi € [0,1) i¢in

A" (B) = {x e X :vy(x) < B}
B =1icin
4 () =kap [ U 4°(B)

Belo,1)
olarak tammlanir.

Tanim 3.0.5. /7] A’ € IF (X) sezgisel dereceli kiimesi verilmis olsun. A’ kiimesinin (ct,B)-
kesit kiimesi 0 < ot + B < 1 olmak iizere

Alo,B)={xeX:uyx) > avevy(x) < B}
olarak tanmimlanir.

Teorem 3.0.1. /7] A’ € IF (X) sezgisel dereceli kiimesi ve o, B € [0,1] sayilart verilmis
olsun. Bu durumda

A(a, B) = A(a) N4 (B)

saglanr.

Teorem 3.0.2. [7] A’ € IF (X) sezgisel dereceli kiimesi ve 0 < ot + B < 1 olmak iizere o,
B € [0, 1] sayilar: verilmis olsun. Bu durumda

Ao, ) CA(a) €4

N A, B) CA°(B) C 4

saglanr.

Ornek 3.0.2. X = {a,b,c,d, e} olmak iizere
A'={(a,0.3,0.5),(b,0.7,0.1),(c,0.0,0.0), (d,1.0,0.0), (¢,0.0,1.0)}
sezgisel kiimesi verilmis olsun. Bu durumda

4(03) = {a,b,d}
A7(0.5) = {a,b,c,d}
4(03,0.5) = {a,b,d}

kesit kiimeleri elde edilir.
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3.1 R” de Sezgisel Dereceli Sayilar

R" de tanimli sezgisel dereceli kiimelere bazi sartlarin eklenmesiyle sezgisel dereceli
sayilar elde edilmektedir.

Tamm 3.1.1. Asagidaki sartlart saglayan sezgisel dereceli bir A' € IF(R") kiimesine
sezgisel dereceli sayt ad verilir.

1) A sezgisel dereceli kiimesi normaldir . Yani, A(1) # @ ve A*(0) # & dir .
2) A(0) ve A*(1) kesitleri R" de simirlidwr:
3) wy:R"— [0, 1] diye olma fonksiyonu iist yari-siireklidir . Yani, her k € [0,1] i¢in
{x e R": uy(x) < k}
kiimesi acik bir kiimedir.
4) vy :R" — |0, 1] iiye olmama fonksiyonu alt yari-siireklidir. Yani, her k € [0,1] igin
{x e R":vy(x) >k}
kiimesi acik bir kiimedir.

5) w4 :R"—[0,1] tive olma fonksiyonu kuasi-konkavdwr. Yani, her A € [0,1] ve her x,

v e R"igin
ta(Ax + (1= A)y) = min{pis (x), ia (v) }
dir.
6) v4:R" —[0,1] iive olmama fonksiyonu kuasi-konvekstir. Yani, her A € [0, 1] ve her
x, y € R" icin
Va(Ax+ (1 =2A)y) < max{v4(x),v4(y)}
dir.

Kolaylik saglamast agisindan R" deki sezgisel dereceli sayilar kiimesini [Fy(R") ile gos-
terecegiz.

Tamim 3.1.2. [56] a} < ay < ay < a3 < dj olacak sekilde a', a1, as, a3 ve d’ reel sayilari
verilmis olsun. Uye olma ve tiye olmama fonksiyonlari sirasiyla
L4 g <x<a
— az—x
Ha(x) =4 = @ <x<a;
0 x<a&x>a3

ve

ar—Xx /

wa ASXS@

X—a /
va(x) = 0,3_[‘22 a) <x < ay

1 x<d| &x>dj

ile verilen sezgisel dereceli A' € IFy(R) sayisina ii¢gen sezgisel dereceli sayt denir ve
A = (a1,a2,a3;d},a2,dy) ile gosterilir (Sekil 3.1).
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Sekil 3.1: A' = (a1, a2,a3; 4}, a2, d}) tiggen sezgisel dereceli sayst.

Tamim 3.1.3. [56] a} < a; < ay < a3 < a4 < d olacak sekilde a}, a1, ay, as, a4 ve d
reel sayilart verilmis olsun. Uye olma ve tiye olmama fonksiyonlari sirasiyla

L a<x<a

ar—daj
u (x) ay <x<as
A - as—x
wa; B=XSaq

0 x<a1&x>ay

ve
aj)—Xx /
—az—all a; <x<a
Va(x) = 0 ap) <x<az
4 2 a3<x<d),
a,—as

1 x<d|&x>d,

ile verilen sezgisel dereceli A € IFy(R) sayisina yamuk sezgisel dereceli sayt denir ve
A' = (a1,a2,a3,a4;d) a2, a3 a}) ile gosterilir (Sekil 3.2).

a'y aq ay a3 ag e

Sekil 3.2: 4' = (a1,a2,a3,a4;dy, a2, a3 ay) yamuk sezgisel dereceli sayist.

31



Not.

1) Uggen sezgisel dereceli sayilarda |ay — a;| degeri a3 — az| degerine veya |as — df|
degeri ‘ag — a2| degerine esit olmak zorunda degildir.

2) Yamuk dereceli sayilarda |ay —a| degeri |as —a3| degerine veya |ay — )| degeri
|a, — a3| degerine esit olmak zorunda degildir.

3.2 Sezgisel Dereceli Sayilar icin Karakterizasyon Teoremleri

Bu boliimde karakterizasyon teoremlerininin sezgisel sayilar i¢in genislemesini yapaca-
g1Z.

Teorem 3.2.1. A’ € IFy(R") sezgisel dereceli sayist ile A(o) ve A*(B) kesitleri verilmis
olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.

1) Her a € [0,1] icin A(c) kesiti R" de bos olmayan kompakt ve konveks bir kiimedir.
2) 0<o <<l iQinA(OCQ) gA(oq) dir
3) [0,1] araliginda o € (0, 1] sayisina azalmayarak yakinsayan her (o) dizisi igin

)

Ala) = () A(aw)

n=1
dir.

4) 10,1] araliginda 0 sayisina artmayarak yakinsayan her (o) dizisi i¢in

Amw:Mp<OAu%0

n=1
dir.
5) Her B €(0,1] icin A*(B) kesiti R" de bos olmayan kompakt ve konveks bir kiimedir.
6) 0 <P <Bp < liginA"(B1) CA*(B) dir.
7) 10,1] araliginda B € [0,1) sayisina artmayarak yakinsayan her (B,) dizisi i¢in

oo

A (B)=(14"(Bn)

n=1
dir.
8) [0,1] araliginda 1 sayisina azalmayarak yakinsayan her (By) dizisi i¢in

A%U=hw(OA%mQ

n=1

dir.
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Ispat. Teorem 2.4.1 geregince 1)-4) siklar1 saglanir. Simdi 5)-8) siklarini ispatlayalim.

5) A" sezgisel dereceli bir say1 oldugu icin tamimi geregi 4*(0) # @ dir. x, y € 4*(B)
olsun. Bu durumda B kesit tanim1 geregi v4(x) < B ve v4(y) < B dir. Ote yandan vy
fonksiyonu kuasi-konveks oldugu i¢in her A € [0, 1] i¢in

Va(Ax+ (1= 2A)y) <max{va(x),va(»)}

esitsizliginden

Va(Ax+(1-A)y) <P
elde edilir. Bu yiizden Ax+ (1 —A4)y € 4*(B) oldugu i¢in 4*(B) konveks bir kiimedir.
Simdi A*(B) kesitinin kapali bir kiime oldugunu gosterelim. v, fonksiyonu alt-yar1 sii-
rekli oldugu igin {x € R" : v4(x) > B} kiimesi ag1k bir kiimedir. Dolayisiyla bu kiimenin
timleyeni {x € R” : v4(x) < B} kapal1 bir kiime oldugundan 4*(f) kesit kiimesi kapali
bir kiimedir.

6) 0 < B <Br<1vexeA*(B;) olsun. Bu durumda f3 kesit tanimi1 geregi v4(x) < B
ve B < B, oldugundan v4(x) < B, dir. Sonug olarak x € 4*(f3;) oldugundan A*(f3;) C
A*(B,) elde edilir.

7) (B,) dizisi B ya artmayarak yakinsayan bir dizi ve x € 4*() verilmis olsun. Her n € N
icin B < B, oldugundan x € 4*(B,) dir. Dolayisiyla

(=S

A (B) < (4" (B)

n=1
dir. Ote yandan x € N_; A4*(B,) olsun. Bu durumda her n € N igin x € 4*(f,,) dir.

(B,) dizisi B ya artmayarak yakinsayan bir dizi oldugundan verilen her € > 0 sayisi i¢in
Oyle bir ny € N dogal sayis1 vardir ki n > ng iken

B.—B<e
oldugundan
A" (Bn) C A (B +¢)
yazilabilir. e yeterince kiigiik se¢ilirse
A" (Bn) CA4%(B)

elde edilir. Her n € N i¢in x € 4*(3,) oldugundan x € 4*() elde edilir. Dolayisiyla

oo

(1 4°(Bx) S47(B)

n=1
dir. Sonug olarak

(4" (Bx) =47(B)

n=1
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saglanir.

8) (B,) dizisi 1 sayisina azalmayarak yakinsayan bir dizi olsun. Her n € N i¢in 4*(f3,) C
A*(1) oldugundan

kap (OA*(ﬁn)) c 4 (1)
n=1

dir. Ote yandan x € 4*(1) = kap(Upe(o.114"(B)) olsun. Bir kiimenin kapanist tanimi
geregince Uge (o147 (B) kiimesinde x’e yakinsayan bir (x,) dizisi mevcuttur. Genel-
ligi bozmaksizin B; < B < ... < B, < Buy1 < ... < 1 olmak iizere x; € 4*(fB), x» €
A*(B2), x3 € A*(B3), ..., xy € A*(By),... olacak sekilde bir (x,) C U,_; 4*(B,) dizisi

olusturalim. (J;,_; A*(B,) C kap(U;,—; A*(B,)) oldugu i¢in (x,) C kap(U;,_,; A*(B,)) dir.
Bir kiimenin kapanisi kapali bir kiime oldugu i¢in n — oo iken x,, — x oldugundan x €
kap(U,—; 4*(B,)) dir. Dolayistyla

A*(1) € kap (U A*(ﬁn)>
n=1
dir. Sonug olarak
A*(1) = kap (U A*(Bn)>
n=1
elde edilir. 0

Sonug 3.2.1. IFy(R) de A’ sezgisel dereceli bir sayinin o ve B kesitleri

Ai(a) = inf{xeR:puy(x)> o}
Ay(a) = sup{xeR:uy(x) > a}
A7(B) = inf{lxeR:vy(x) <P}
A3(B) = sup{xeR:vy(x) <B}

olmak iizere
A(o) = [A1 (), A2 ()]

ve
A*(B) = [41(B),42(B)]

kapali araliklarindan olusmaktadir.

Teorem 3.2.2. A’ € IFy(R) sezgisel dereceli sayist verilmis olsun. A nin o ve B kesitleri

sirasiyla
A(et) = [41 (), 42 ()]

A*(B) = [41(B), 43(B)]

ile verilmis olsun. Bu durumda A, : [0,1] = R, 45 : [0,1] = R, 47 :[0,1] = R ve 45 :
[0,1] — R fonksiyonlart igin asagidakiler saglanir.

1) Ay simrli ve azalmayan bir fonksiyon olup; (0,1] araliginda soldan siirekli ve 0
noktasinda sagdan siireklidir.
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2) Ay sumrli ve artmayan bir fonksiyon olup, (0, 1] araliginda soldan siirekli ve 0 nok-
tasinda sagdan stireklidir.

3) A1(1) < 4,(1) dur

4) Ay sirl ve artmayan bir fonksiyon olup; [0,1) araliginda sagdan siirekli ve 1
noktasinda soldan siireklidir.

5) A5 sumrl ve azalmayan bir fonksiyon olup; [0,1) araliginda sagdan siirekli ve 1
noktasinda soldan siireklidir.

6) 4(0) < 43(0) dir

Ispat. Teorem 2.4.3’den dolay1 1)-3) siklar1 saglanmaktadir. 4)-6) siklarinin saglandigini
gosterelim.

Al € IFy(R) sezgisel dereceli sayisinin 4*(B) = [4}(B),4%(B)] kesiti verilmis olsun.
0 < B <1 sayist i¢in 3 kesit 6zelligi geregince 4*(0) C A*(B) C A*(1) oldugundan
A1(1) <A47(B) < 47(0) <A43(0) <A45(B) < 45(1)

esitsizligi elde edilir. 4*(1) kesiti kapal1 ve sinirl1 bir aralik oldugu i¢in A7(B) ve 45(B)
fonksiyonlart simirlidir ve 47(0) < A43(0) saglanmaktadir.

Bi < B olsun. Bu durumda 4*(;) € 4*(B2) oldugundan

41(B2) < 41(Br) < 43(B1) < 43(B2)

elde edilir. Dolayisiyla 47 (B2) < A7(B1) oldugundan A7 fonksiyonu f3 ya gore artmayan-
dir ve 45(B1) < 45(B2) oldugundan A; fonksiyonu 8 ya gore azalmayandir

(Bn) € [0, 1] dizisi ve B € [0, 1) say1si verilmis olsun ve (f3,) dizisi B sayisina artmayarak
yakinsamig olsun. Teorem 3.2.1 geregince

(=)

(VA7 (B, 43(Bn)] = [47(B), 43(B)]

n=1

esitligi saglanir. (f3,) dizisi B sayisina artmayarak yakinsadigindan Teorem 2.6.1 gere-
gince A7(B,) — A7 (B) ve A5(By) — A5(B) elde edilir. Sagdan siirekliligin dizisel tani-
mindan 47 ve 4; fonksiyonlar1 her B € [0, 1) noktasinda sagdan stireklidir.

Simdi 47 ve 4; fonksiyonlari1 noktasinda soldan siirekli oldugunu gosterelim. (B,) dizisi
1 sayisina azalmayarak yakinsamis olsun. Teorem 3.2.1 geregince

kap <O [AT(ﬂn%AE(ﬁn)]) = [41(1),43(1)]
n=1

esitligi saglanir. (B,) dizisi 1 sayisina azalmayarak yakinsadigindan Teorem 2.6.1 gere-
gince A7(B,) — 47 (1) ve A5(Bn) — A45(1) elde edilir. Soldan strekliligin dizisel tanimin-
dan 47 ve 45 fonksiyonlarini 1 noktasinda soldan siireklidir. U
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Teorem 3.2.3. {My CR": o € [0, 1]} kiimeler ailesi Teorem 3.2.1 deki 1)-4) siklarini ve
{Mg CR": B €[0,1]} kiimeler ailesi Teorem 3.2.1 deki 5)-8) siklarim saglasin,

[ sup{ae[0,1]:x € My}, x€My
aLl’(x) - { 07 X¢M()

" inf{f €[0,1]:xe Mg}, xeM

olacak sekilde u : R" — [0,1] ve v : R" — [0, 1] fonksiyvonlari verilsin. Bu durumda

1) Her o € [0,1] igin a-kesitleri

2) Her B € [0,1] i¢in B-kesitleri
A" (B) =Mp

olacak sekilde bir A € IFy(R") sezgisel dereceli sayist mevcuttur:

Ispat. {My : o €0,1]} ailesi Teorem 3.2.1°deki 1)-4) ve {Mp : B €0, 1]} kiimeler ailesi
Teorem 3.2.1°deki 5)-8) siklarini saglasm. u : R” — [0, 1] ve v : R” — [0, 1] fonksiyonlari
tanimlari geregi 0 < u(x)+ v(x) < 1 oldugundan
A= {(x,n(x),v(x) :x €R", 0 < p(x) +v(x) < 13

kiimesi bir R” de sezgisel dereceli kiime olugturur. Simdi her o € [0, 1] i¢in ct-kesitleri
ve her B € [0, 1] i¢in B-kesitleri

A (B) = Mg
olacak sekilde A’ kiimesinin bir sezgisel dereceli sayr oldugunu gosterelim. Teorem 2.4.2
geregince a € [0, 1] igin 4(a) = My saglanir. Simdi 8 € [0,1] igin 4*(f8) = Mp oldugunu

gosterelim. By € [0, 1) keyfi sabit bir say1 olmak tizere x € Mg, olsun.
Mg, € M, oldugu i¢in x € M, dir. O halde v(x) fonksiyonunun tanimi geregi

Boc {B:xecMg}=v(x)<Bo=xed(Bo)
oldugundan
Mg, € A*(Bo)
elde edilir.
Ote yandan, x € 4*(By) olsun. f kesit tanim1 geregi v(x) < By dir. v fonksiyonu tanimi
geregi
mf{B X EMﬁ} < [)'0
clde edilir. Bu durumda ya inf{8 : x € Mg} = By ya da inf{ : x € Mg} < By dur.

1. Durum. inf{f : x € Mg} = f3 olsun. Infimum &zelligi geregi {B : x € Mg} kiimesinde
Bo sayisina yakisayan bir (f3,) dizisi mevcuttur. Teorem 3.2.1 geregince

() Mg, = Mp,
n=1
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dir. Her n € N sayistigin x € Mg oldugu i¢in x € Mp, dir. Dolayisiyla
A™(Bo) € Mp,
dir.

2. Durum. inf{f : x € Mg} < By olsun. Infimum tanimi geregi
inf{f : x GMﬁ} < B1 < Bo

olacak sekilde x € Mg, olmak tizere bir B € {3 : x € Mg} reel sayis1 meveuttur. §; < o
iken Mp, C Mpg, oldugundan x € Mp, dir. Dolayisiyla

A" (Bo) € Mg,

dir.

Sonug olarak keyfi bir By € [0,1) i¢in 4*(By) = Mp, oldugundan her B € [0,1) i¢in
A*(B) = Mg

elde edilir.

Simdi
A*(1) = M,

oldugunu gosterelim. x € M| olsun. v fonksiyonu tanimi geregi
v(x) =inf{B :x e Mg} <1
oldugundan, B-kesit tanimindan x € 4*(1) elde edilir.
x € 4*(1) = kap(Ugjo,1)4" (B)) olsun. Bir kiimenin kapanisi tanimmndan

Upelo.1)4"(B) kiimesinde x’e yakinsayan bir (x,) dizisi mevcuttur. Genelligi bozmak-
sizin B < Bo < ... < By < Buy1 < ... < 1 olmak tizere x; € A™(B1), x2 € A*(Br), x3 €
A*(B3), ...y x4 € A*(Bn),... olacak sekilde bir (x,) C U;—; 4*(By) dizisi olusturalim. Her
B €10,1) i¢in A*(B) = Mg oldugundan ve (3,) dizisi 1 sayisina azalmayarak yakinsar-

ken
M1 = kap <U MBn)

n=1

oldugundan x € M; elde edilir. Sonug olarak
A*(1) =M,
elde edilir.

Simdi v(x) fonksiyonunun Al sezgisel dereceli sayisi i¢in liye olmama fonksiyonu oldu-
gunu gosterelim:

Normallik. Mg kiimesi Teorem 3.2.1°deki 5) sikkini sagladigindan dyle bir xo € Mo
elemani vardir ki v(xp) = 0 dir. O halde v(x) normaldir.
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Kuasi-konvekslik. 8 € [0,1] igin Mg kiimesi konveks ve 4*(f) = Mg oldugu i¢in v
fonksiyonu kuasi-konvekstir.

Alt yari- siireklilik. Mg = 4*(j) kiimesi kapali bir kiime oldugundan {x : v(x) > B}
agik bir kiimedir. Dolayisiyla v(x) fonksiyonu alt yari- siirekli bir fonksiyondur.

Kompakthk. (f3,) dizisi 1 sayisina alttan yakinsayan bir dizi olsun. O halde

A*(1) = kap (O A*(ﬁn)> = kap (D Mﬁn> =M,
n=1

n=1

saglanmaktadir. Dolayisiyla 4*(1) = M, olur. 4*(1) kiimesi kapali ve siirli oldugundan
M kiimesi sinirh ve kapalidir. Yani kompakt bir kiimedir.

Sonug olarak v(x) fonksiyonu sezgisel dereceli sayilar i¢in iiye olmama fonksiyonu sart-
larin1 saglamaktadir. Dolayisiyla A’ sezgisel dereceli sayis1 mevcuttur. O

Teorem 3.2.4. 4;:[0,1] = R, 45 :[0,1] = R, A7 :[0,1] = R ve 43 : [0,1] — R fonksi-

yonlart asagidaki sartlari saglasin.

1) Ay szurli ve azalmayan bir fonksiyondur. Ayrica, (0, 1] araliginda soldan siirekli ve
0 noktasinda sagdan siireklidir.

2) A simirli ve artmayan bir fonksiyondur. Ayrica, (0,1] araliginda soldan siirekli ve
0 noktasinda sagdan siireklidir.

3) A1(1) <A(1) dir:

4) A} simrli ve artmayan bir fonksiyondur. Ayrica, [0,1) arahiginda sagdan siirekli ve
1 noktasinda soldan stireklidir.

5) A5 sumirli ve azalmayan bir fonksiyondur. Ayrica, [0, 1) araliginda sagdan siirekli ve
1 noktasinda soldan siireklidir.

6) 4;(0) < 43(0) dir
Bu taktirde, o ve B kesitleri sirastyla

A(a) = [41 (), 42(et)]

A*(B) = [47(B),43(B)]

olan bir A" € IFy(R) sezgisel dereceli sayist meveuttur.

Ispat. 1)-3) sartlarindan Teorem 2.4.4 geregince

[41(a),42(ex)]

aralig1 bir o-kesit olugturur. Simdi 4)-6) sartlarinin saglanmasi halinde

[47(B),42(B)]

araliginin bir B-kesit olusturdugunu gosterelim.
Mg =[47(B),4>(B)]
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olsun. {Mg : B € [0, 1]} ailesinin Teorem 3.2.1°deki 5)-8) siklarim sagladigmi gosterelim.

0 < B1 < B> <1 olsun. 47 artmayan bir fonksiyon oldugundan
A7(1) < 47(B2) < 47(B1) < 47(0)
olur ve A5 azalmayan bir fonksiyon oldugundan
A5(0) < A5(Br) < A5(B2) < A45(1)
olur. 47(0) < 45(0) oldugundan

A7 (1) < A7(B2) < A47(Br) < 41(0) < 45(0) < A5(Br) < 43(B2) < A45(1)

esitsizligi elde edilir. Sonug olarak buradan
My C Mg, C Mg, C M,
saglanir. (f3,) C [0, 1] dizisi ve B € [0, 1) say1s1 verilmis olsun.
(Bn) dizisi B sayisina artmayarak yakinsamis olsun. 47 ve 4; fonksiyonlar1 [0,1) ara-

liginda soldan stirekli oldugu i¢in A7(B,) — Aj(B) ve 45(B,) — 45(B) elde edilir. Bu
durumda

(=S

(N [47(Ba), 45(Ba)] = [47(B), 43(B)]

n=1

esitliginden
() Mg, =
n=1

elde edilir.

(Bn) dizisi 1 sayisina azalmayarak yakinsamis olsun. A} ve 45 fonksiyonlari 1 noktasinda
soldan siirekli oldugu i¢in 47 (B,) — 47(1) ve 45(B,) — 45(1) elde edilir. Bu durumda

kap <U [A’f(ﬁn)ﬁi(ﬁn)]) = [41(1),43(1)]

n=1
esitliginden
kap ( U Mﬂn) =M
n=1
elde edilir.
Dolayistyla {Mp : B € [0,1]} ailesi Teorem 3.2.1°deki 5)-8) siklar1 sagladigindan Teorem
3.2.3 geregince
[47(B),43(B)]
araligi B-kesit tanimlar.
Sonug olarak Teorem 2.4.4, Teorem 3.2.1 ve Teorem 3.2.3 geregince o ve B kesitleri

sirasiyla
A(o) = [41(ax), A2 (x)]

veE
A*(B) = [41(B), 42(B)]

olan bir 4’ € IFy(R") sezgisel dereceli sayis1 mevcuttur. O
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Tamim 3.2.1. 4, B, C', D' € IFy(R") ve k € R — {0} olsun. Sezgisel dereceli sayilarin
Minkowski toplami ve skalerle ¢carpimi asagidaki gibi tanimlanir.

1) A +B =C' < Her o, B €[0,1] igin C(ax) = A(ct) + B(et) ve C*(B) = 4*(B) +
B*(B) dr

2) (kAd") =D’ Her a, B € [0,1] igin D(ct) = kA(ax) ve D*(B) = kA*(B) du:

Teorem 3.2.5. [Fy(R") sezgisel dereceli sayilar kiimesi, Tanim 3.2.1 de verilen Minko-
wski toplami ve skalerle carpim altinda kapalidir.

Ispat. 1) A've B' € IFy(R") sezgisel dereceli sayilar1 verilmis olsun.
Cla)=A(o)+B(ox)

ve

C*(B) =4"(B)+B°(B)
olmak tizere {C(at) : v € [0, 1]} ve {C*(B) : B € [0,1]} kiime ailelerini tanimla-
yalim. R” deki kompakt ve konveks kiimeler ailesi Minkowski toplami ve skalerle
carpim altinda kapali oldugu igin her o« ve B € [0,1] igin C(ex) ve C*(B), R” de
kompakt ve konveks kiimelerdir [36].

Teorem 2.4.5 geregince {C(a) : a € [0,1]} kiimeler ailesi Teorem 3.2.1°deki 1)-4)
siklar1 saglamaktadir. Simdi {C*(f) : B € [0, 1]} kiimeler ailesinin Teorem 3.2.1’deki
5)-8) siklarinin sagladigini gosterelim.

0 < Bi < B, <1 olmak iizere 4*(B1) C A*(B2) ve B*(B1) C B*(B2) oldugundan
C*(B1) C C*(B,) dir.

(Bn) € [0,1] dizisi ve B € [0,1) sayis1 verilmis olsun. (f3,) dizisi B sayisina artma-
yarak yakinsamis olsun. Bu durumda Hausdorff metrigi 6zelligi geregince

dr(C(Bu),C"(B)) = dp(A"(Bu) +B"(Bn),A"(B) +B"(B))
< du(A*(Bn),A"(B)) +du(B"(B),B*(B))

elde edilir. n — oo iken dy(A4*(By),A*(B)) — 0 ve dyg(B*(B,),B*(B)) — 0 oldugu
icin di7 (C*(B,),C*(B)) — 0 elde edilir. Dolayisiyla Teorem 2.6.1 geregince

N (B =C(B)
n=1

elde edilir.

(By) dizisi 1 sayisma azalmayarak yakinsamis olsun. Her n € N i¢in 8, < 1 oldugu
icin 4*(B,) C 4*(1) ve B*(B,) C B*(1) den C*(B,) C C*(1) elde edilir. Dolay1siyla

Fap (D c*usn)) cc)
n=1

Simdi x € 4*(1) 4+ B*(1) olsun. Bu durumda x = a + b olacak sekilde
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a€A*(1) =kap(U,—; 4*(Bn)) ve b € B*(1) = kap(U,—, B*(Bx)) elemanlar1 mev-
cuttur. Kapanis 6zelligi geregince n — o iken a, — a ve b, — b olacak sekilde
(an) C U1 A*(Bn) ve (by) € U;—; B*(By) dizileri mevcuttur. Genelligi bozmadan
ay € A}, ap € A5, a3 € A3, ..., a, € A, ve by € B], by € B3, by € B3, ..., b, € B,
olacak sekilde (a,) C 4*(B,) ve (b,) C B*(B,) dizilerini olusturursak (a, + b,) C
A*(Bn) + B*(B) elde edilir. Buradan

(@n+by) S kap (D A" (Bn) +B*(ﬁn)>

n=1

ve n — o iken a, + b, — a+ b oldugundan

¥ kap (O c*<ﬁn>>

n=1

elde edilir. Dolayisiyla

kap <D C*(B,,)) =C"(1)
n=1

saglanir.
Sonug olarak Teorem 3.2.3 geregince o ve B kesitleri C(cx) ve C*(B) olan bir ("
sezgisel dereceli say1s1 mevcuttur.

2) A’ € IFy(R") sezgisel dereceli sayisi ve k € R — {0} reel sayisi verilmis olsun.
D(ot) = kA(at) ve D*(B) = kA*(B) olmak iizere {D() : o € [0,1]} ve {D*(B) :
B € [0, 1]} kiime ailelerini tanimlayalim.

Simdi R” deki kompakt ve konveks kiimeler ailesi Minkowski toplami ve skalerle
carpim altinda kapali oldugu i¢in her o ve € [0, 1] igin D(ax) ve D*(B), R" de
kompakt ve konveks kiimelerdir.

Teorem 2.4.5 geregince {C(¢) : o € [0,1]} kiimeler ailesi Teorem 3.2.1°deki 1)-4)
siklar1 saglamaktadir. Simdi {C*(B) : B € [0, 1]} kiimeler ailesinin Teorem 3.2.1°deki
5)-8) siklarini sagladigini gosterelim.

(Bn) € [0,1] dizisi ve B € [0, 1) sayist verilmis olsun. (f3,) dizisi B sayisina artma-
yarak yakinsamis olsun. Bu durumda

dy(D"(Bn),D"(B)) = du(kd™(By),k4"(B))
= |kldu(4"(B,). 4" (B))

elde edilir. n — oo iken dyy (A*(B,),4*(B)) — 0 oldugu i¢in
dy(D*(Bn),D*(B)) — 0 olur ve

N\ D*(B) = D" (B)
n=1

elde edilir.
(By) dizisi 1 sayisina azalmayarak yakinsamis olsun. Her # € N igin f8, < 1 oldugu

icin A*(fB,) C A*(1) oldugundan D*(f3,) C D*(1) elde edilir. Dolayisiyla
kap (U D*(Bn)) C D¥(1)
n=1
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Simdi x € A4*(1) olsun. Bu durumda x = Aa olacak sekilde

acA*(1) = kap(U;—; A*(By)) eleman: vardir. Kapanis 6zelligi geregi n — oo iken
a, — a olacak sekilde (a,) C U, —;4*(B,) dizisi mevcuttur. Genelligi bozmadan
ai € A}, ay € 43, a3 € A3, ..., a, € A;, olacak sekilde (a,) C 4*(B,) dizisini olustu-
rursak A (a,) C A4*(B,) elde edilir. Buradan

(Aay,) C kap (O QLA*(B,,)>

n=1
ve n — oo iken Aa, — Aa oldugundan
x € kap (U D*(ﬁn))
n=1

elde edilir. Dolayisiyla

kap (U D*(ﬁn)> =D(1)
n=1
elde edilir. Sonug olarak Teorem 3.2.3 geregince o ve f3 kesitleri D(o) ve D*()
olan bir D' sezgisel dereceli say1s1 mevcuttur.
O
Teorem 3.2.6.
1) Her A € IF(R) icin
A+0 = 4
0+4" = 4
saglanr.

2) Hic bir A' # 0 sezgisel dereceli sayisinin Tanum 3.2.1 de verilen toplama islemine
gore tersi mevcut degildir.

3) A' € IF(R) sezgisel dereceli sayisi ve ab > 0 olmak iizere a, b € R reel sayilari
verilmis olsun. Bu durumda

A(a+b)=A'a+A'b

dir.
4) 4, B' € IF(R) sezgisel dereceli sayilart ve A € R reel sayisi verilmis olsun.Bu
durumda o . ‘
AA +B)=2A4"+ 1B
dir.
5) A" € IF (R) sezgisel dereceli sayisi ve a, b € R reel sayilart verilmis olsun. Bu du-
rumda . .
(ab)A' = a(bA")
dir.
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Ispat. 1) A'+0 = B olsun. Tanim 3.2.1 geregince

A(a)+0(a) =B(a) &

ve

A"(B)+07(B) = B"(B) < [41(B);

esitligi saglanir. Benzer seklide 0 +A4°

A+0=4"

2) 0# A’ € IF(R) verilmis olsun ve

41 (), 42 (et)] +

A (B)+

dir. Araliklarin esitliginden her o, B € [0,1] ~i_gin Bi(a)
Bi(B) =43(B), B5(B) = 43(B) oldugundan 4’

A+B =0

[0,0] =

[B1 (), Ba(

= A esitligi de gosterilebilir.

olacak sekilde bir B’ € IF(R) mevcut olsun. Tamim 3.2.1 geregince

A(o)+B(o) =

saglanir. Buradan

ve

oldugundan 4 (a) = —Bi(a), A2 ()

O(er) ve 4"(B) +B°(B)

AI(OC)+Bl(OC> 0
Ay(o)+By(a) = 0
A1(B)+Bi(B) = 0
A3(B)+B3(B) = 0
= —By(ar), 41(B)

=07°(B)

= —Bj(B) ve

A5(B) = —B5(B) elde edilir. Ancak o ve B kesitleri geregince

Ai(0) < Ax(e) = —Bi(0r) < —Ba () = Bi(or) > By (o)

ve

A1(B) <43(B) = —Bi(B) < —B3(B) = Bi(B) > B3(B)
celigkileri elde edilir. Dolayisiyla

A+B =

0

saglanacak sekilde B’ sezgisel dereceli sayis1 mevcut degildir.

o))

[0,0] = [B1(B), B>(B)]

Bi(a) = 4y (a) ,Ba(x)
= B’ elde edilir. Dolayistyla

= AQ(OC) ve

3) A' € IF(R) sezgisel dereceli sayis1 ve ab > 0 olmak iizere a, b € R reel sayilari

verilmis olsun.

1. Durum. a > 0 ve b > 0 olsun. Her o ve € [0, 1] i¢in

(a+b)A()

Az ()]
+b)4>(at)]
+[b4

o)+ b4

1
1(a

(o), b4 (et)]
o), Az ()]



\(

(a+b)4"(B) = (a+b)[4i(B),42(B)
[ 1(B)

esitlikleri saglandigindan

saglanir.
2. Durum. a < 0 ve b < 0 olsun. Her ot ve B € [0, 1] i¢in benzer sekilde gosterilebilir.
4) ve 5) siklar1 da o ve B kesit kiimeleri kullanilarak benzer sekilde gosterilebilir. O

6rnek 3.2.1. 4/ =(0,1,2;—1,1,3) ve B' = (2,3,4;1,3,5) iiggen dereceli sayilar1 veril-
sin. A" sezgisel dereceli sayisinin o ve 3 kesitleri sirastyla:

Ala) =[a,2 —af

ve
A"(B) =[1-2B,1+2p]
B sezgisel dereceli sayisiin o ve B kesitleri sirastyla:

B(o) =24+ 0,4 — 0]

ve
B*(B) = [3—-2B,3+2p]
yazilabilir. Bu durumda

Alo)+B(a) =242a,6 —20]

ve
A*(B)+B(B) =[4—4B,4+4p]
oldugu igin A’ + B = C? dersek C' nin o ve B kesitleri sirastyla:

Clo) =[2420,6 2]

\S
C*(B) =[4—4B,4+4B]

olarak elde edilir. Buradan o0 = 0,00 = 1,B =1 ve B = 0 degerlerini yerine yazarsak
C' = (2,4,6;0,4,8) olarak elde edilir.
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Ornek 3.2.2. 4' = (0,1,2;—1,1,3) sezgisel dereceli sayist ve k = 2 reel sayisi verilmis
olsun. 4 sezgisel dereceli sayismin o ve B kesitleri sirastyla:

Ala) =[o,2 — af

veE
A*(B) = [1-2B,1+2p]

dir. Bu durumda
24(a) = 20,4 —20/]

ve
24*(B)=[2—4B,2+4p]

oldugu i¢in 24' = D' dersek D' nin o ve B kesitleri sirastyla:
D(o) = 2,4 —20]

Ve
D*(B) =[2—4B,2+4]

olarak elde edilir. Buradan @ = 0,0c = 1, = 1 ve B = 0 degerlerini yerine yazarsak
D' =(0,2,4;—2,2,6) olarak elde edilir.

3.3 Sezgisel Dereceli Sayilar icin Hukuhara ve Genellestirilmis Hukuhara Farka

Tamim 3.3.1. A’ ve B’ € IFy(R") sezgisel dereceli sayilart verilmis olsun. A've B! sez-
gisel dereceli sayilarinin Hukuhara farki (H-farky), eger C' mevcut ise,

Aoy =CeA =8+
olarak tanimlanmaktadur.
Teorem 3.3.1. A’ ve B’ sezgisel dereceli sayilarin H-farki meveut ise tektir.
Ispat. Aoy B = C've A&y B' = D' olacak sekilde C7 ve D' sezgisel dereceli sayilari
mevcut olsun. H-farki tantmindan ve Tanim 3.2.1°den

WouB = Cei=F+C
& A(e) = B()+C(o) ve 4" (B) = B'(B) +C"(B)
& Ale)onBla) = () ve A" (B)on B'(B) = C*(B)

Ve

I
o]
3
e
I
S
_|_
o

b
A(e) = B(o) +D(0) ve 4"(B) = B"(B) + D" (B)
A(0) O B(o) = D(e) ve 4°(B) €11 B (B) = D' (B)

T ¢
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elde edilir. Kompakt ve konveks kiimeler i¢in H-farki tek oldugu i¢in her o ve 8 € [0, 1]
igin

Cla) = D(x)
c(B) = D(B)
elde edilir. Dolayisiyla C? ve D' sezgisel dereceli sayilart meveut oldugundan
Ci—Jy
elde edilir. U

Teorem 3.3.2. A', B € IFy(R) sezgisel dereceli sayilari verilsin ve A' Oy B' = C' fark
mevcut olsun. Bu durumda her o, B € [0.1] i¢in

Cla) = [41(a) = Bi(ex), A2 () — Ba(t)]

C*(B) = [41(B) — B1(B),43(cx) — B3(B)]
dir.

Ispat. B o o
AeyB =CeAd=5+C
Tanim 3.2.1°de verilen toplama islemine gore her ¢, 8 € [0, 1] igin
HonB =C o Aler) = Bl) +C(a) ve A" (B) = B*(B) +C" (B)
oldugundan aralik aritmetiginden
C(a) = [41(er) = By (@), 42(0) — Ba()]

ve
C*(B) =[47(B) — B1(B)43(et) — B>(B)]
elde edilir. O

Tamm 3.3.2. A've B' € IFy(R") sezgisel dereceli sayilart verilmis olsun. A've B! sezgi-
sel dereceli sayilarinin genellestirilmis Hukuhara farki (gH-farky), eger C' mevcut ise,
asagidaki gibi tanimlanir.

| o DA =B+
A @gHE’ =C&  veya N
i) B'=A4"+(-1)C"
seklinde tanimlanir.

Teorem 3.3.3. A’ ve B’ sezgisel dereceli sayilarimn gH-farki mevcut ise tektir.
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Ispat. A'CgyB'=C"ve A Ogy B' = D' olacak sekilde C' ve D' sezgisel dereceli sayilari
mevcut olsun.

1. Durum. Aoy B = C' ve A' Oy B' = D' gH-farklant A' = B+ C' ve A' = B' +
Dfsaglanacak sekilde mevcut olsun. Bu durumda Teorem 3.3.1 geregince
Ci=py
elde edilir.
2. Durum. 4’ Sgp B' = C' ve A' Sy B' = D' gH-farklar1 B' = 4"+ (—1)C" ve
B' = 4"+ (—1)D' saglanacak sekilde mevcut olsun. Bu durumda
A+ (-1 =4+ (-1)D

ifadesinden, her o« ve 8 € [0,1] igin

oldugundan

(A(e) + (=1)C(a)) o A(er) = (=1)D(ex)
(A" (B)+(=1)C"(B))enda™(B) = (=1)D*(B)

yazilabilir. Buradan her o ve 8 € [0, 1] i¢in

(=DC(a) = (=1)D(cx)
(=DC(B) = (=1HD*(P)
oldugundan
Gi=p
elde edilir.

3. Durum. A’ Ogn B'=Clve A’ OgH B’ = D' gH-farklan sirasiyla A’ = B' +C? ve B =
A"+ (—1)D' saglanacak sekilde mevcut olsun. Bu durumda

A=A+ (-1)D'+
ifadesinden . ‘
(-1N)D'+C" =0
elde edilir. Teorem 3.2.6 geregince C' = D' = 0 veya x € R olmak iizere C! = D' = {x}
tek nokta kiimesinden ibarettir.
4. Durum. 4’ Sy B = C' ve A' ©4y B = D' gH-farklan sirastyla B = 4"+ (—1)C' ve
A" = B' + D' saglanacak sekilde mevcut olsun. 3. Durum’a benzer sekilde gosterilirse,

Teorem 3.2.6 geregince C' = D' = 0 veya x € R olmak iizere C' = D' = {x} tek nokta
kiimesinden ibarettir. t
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Teorem 3.3.4. A, B' € IFy(R) sezgisel dereceli sayilari verilsin ve A' Ogy B = C" farki
mevcut olsun. Bu durumda her o, B € [0, 1] i¢in

olmak iizere
Cl) = [min{P(cx),R(ex)}, max{P(cx),R(cx)}]
C'(B) = [min{P*(B),R*(B)} max{P"(B).R"(B)}]
dir.

Ispat. Eger A Oy B = C' gH-farki A’ = B' + C' durumu saglanacak sekilde mevcut ise
Teorem 3.3.2 geregince
Cla) = [41(a) = Bi(et),42(0t) — By ()]
ve
C*(B) = [41(B) — Bi(B),43(ct) — B3(B)]
elde edilir.
Eger A' Ogy B = C' farki B = 4"+ (—1)C" durumu saglanacak sekilde meveut ise Tanim
3.2.1 geregince her a, B € [0, 1] i¢in
A'opB =C" < B(a) =A(a) 4+ (—=1)C(a) ve B (B) = 4*(B) + (—=1)C*(B)
oldugundan aralik aritmetiginden
C(ot) = [A2(0t) — Ba(t), 41 (o) — Bi ()]
ve
C*(B) = [43(ct) = B3(B),41(B) — B1(B)]

clde edilir. Her iki durumu géz 6niine alirsak sonug olarak eger A’ Ogy B = C' olmast
halinde her o, B € [0, 1] i¢in

PH(B) =41(B) — B1(B
R*(B) =43(B) - By(B
olmak iizere
Cl) = [min{P(ex),R(cx)}, max{P(cx),R(cx)}]
C'(B) = [min{P"(B),R*(B)}, max{P"(B),R"(B)}]
elde edilir. O
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3.4 Sezgisel Dereceli Sayilar icin Destek Fonksiyonu ve Ozellikleri

Tamim 3.4.1. A’ € IFy(R") sezgisel dereceli sayist verilmis olsun. A' nin o ve B kesitleri
A(o) ve A*(B) olmak iizere her p € S" 1 = {p € R": ||p|| = 1} i¢in

Sa(e)(p) =sup{< p,x >:x € A(e) }
ve
sa+(p)(p) = sup{< p,x >:x € A"(B)}

olarak tammlanan s,y ST - R ve S4+(B) §"~! — R fonksiyonlarina A' dereceli
sayismin o ve B destek fonksiyonlart denir. Buradaki < . > i¢ carpimi, R" deki standart
i¢ carpimdir.

Teorem 3.4.1. A've B € IFy(R") sezgisel dereceli sayilari ve s (g : "' — R destek
fonksiyonu verilmis olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.

1) Her B €[0,1] igin s gy, S~ de stnirhdur:
2) Her B €10,1] igin p ye gire Lipschitz sartim saglar:
3) Her B €0,1] i¢in

d(A*(B),B*(B)) = sup{|s4-p) —sp-(p)| : P €S '}

olur.

Ispat. 1) ||4*(B)| := sup{||x|| : x € 4*(B)} olsun. Mutlak deger ve
Cauchy-Schwarz esitsizligi yardimiyla

|s48)(p)| = Isup{< p,x>:x€4"(B)}
< Jsup{|< p,x>[:x€47(B)}
< [sup{[lpll ||| : x € 4" (B)}|

sup{ ||x|| : x € 4%(B)}

14" (B)l

|4 (1)

IN

oldugundan
5448y ()] < l4*(1)]
elde edilir. Dolayistyla her f3 igin s 4+(g) destek fonksiyonu sinirhdr.

2) Supremum ve i¢ ¢arpimin 6zelligi geregi

seg)(P) = sup{< p,x >:x€4"(B)}

= sup{<p—g+gx>xecd ()}
sup{<p—q.x>+<gqgx>xe€A*(B)}
sup{< p—q,x>:x€ A" (B)} +sup{< ¢g,x >:xc A" (B)}

S4+(8) (P —q) +S4+8)(q)

IA
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yazilabilir. Dolayisiyla

Sa+(B) (p) - S4%(B) (q) < S4+(B) (r—q)
elde edilir. Buradan her iki tarafin mutlak degeri alinirsa
‘SA*(L?)(P) —s48)(q) \ < |SA*(/3)(P - Q)|

< lp—gll4*B)|
< lp—qll4 )|

esitsizligi saglandig1 i¢in s4+(g) fonksiyonu p ye gére Lipschitz sartin1 saglar ve
||4*(1)|| Lipschitz katsayisidir.

3) [51] Lemma 2.4 geregince saglanir.
O

Teorem 3.4.2. A’ € IFy(R") sezgisel dereceli sayist, SA(a) 5 S Rve S4%(B) sl
R destek fonksiyonlari verilmis olsun. Her p € S"~" icin asagidakiler saglanir;

1) s4(q) fonksiyonu o ya gére artmayan ve soldan siirekli bir fonksiyondur.

2) s4+(g) fonksiyonu B ya gore azalmayan ve sagadan siirekli bir fonksiyondur.

Ispat. 1) Teorem 2.5.5 geregince saglanur.

2) 0 < B; < B, <1 olmak tizere B, B, sayilar1 verilmis olsun. Sezgisel dereceli sayi-
larin B kesitleri 8 ya gore azalmayan kiimeler dizisi olusturdugu i¢in

A" (Br) C47(B2)
saglanir. Supremum 6zelligi geregince her bir p € §"~! igin
sup{< p,x >:x € A*(B1)} <sup{< p,x >:x€4*(B1)}
esitsizliginden
S48 (P) <5448, (P)
elde edilir. Dolayisiyla s+ (g fonksiyonu B ya gore azalmayan bir fonksiyondur.

(Br) € [0,1] dizisi ve B € [0, 1) sayisi verilmis olsun. (f,) dizisi B sayisina artma-
yarak yakinsamis olsun. Bu durumda

du(4*(Bu),A"(B)) — 0
ve
|s.4+(8,) (P) = .48y (P)| < dr(A™(Bn), 4™ (B))
oldugu icin
[s.+(8) (P) =548 (P)]| = 0
elde edilir. Yani (f3,) dizisi B sayisina artmayarak yakinsarken s4-(g,) fonksiyonu

S4+(p) fogksiyonuna yakimsadig1 i¢in s4-(g) fonksiyonu B ya gére safadan siirekli
bir fonksiyondur.

O
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Tamim 3.4.2. C' = A ©g1 B olmak iizere A', B! ve C' € 1Fy(R") sezgisel dereceli sayilar:
verilmis olsun. A', B!, C' ve (—1)C" nin o ve B destek fonksiyonlart siraswyla s o
S4+(B)s SB(a) SB*(B): SC(ar)» SC*(B) V€ S—C(a) S—c+(B) Olsun. Bu durumda her p € S Vicin
A' Ogn B' gH-fark: destek fonksiyonu yardimiyla

1) S4(a)(P) — 5B(a) (P)
sc(a)(P) = veya
i) S(—1)B(er)(P) — S(—1)a(er) (P)
ve
i) s4+(p)(P) —sB+(8)(P)
scx(gy(p) = veya
ii) s(—1y+ () (P) — S(=1)4+(8)(P)

seklinde tanimlanir.

Teorem 3.4.3. A've B' € IFy(R") sezgisel dereceli sayilari verilmis olsun. A've B nin o
ve B destek fonksiyonlar sirasiyla s 4(q), S 4+(8) Ve Sp(ar) Sp+(8) Olsun. s1(p) = sy(a)(P) —
() (P), 52(P) = 5B(a) (P) —Su(0) (D), 51(P) = 54+8)(P) —5B+(8) (P) ve s3(p) = s+ () (P) —
s4+(g)(p) olmak iizere s1, s, 7,55 : §"—1 — R fonksiyonlarini tamimlayalim.

1) Eger

a) Her o € [0,1] icin sy fonksiyonu p € S"~! ye gore alt toplanabilir ve her p €
S~ ye gore s fonksiyonu o € [0, 1] ya gére artmayan ise; ancak s, fonksiyonu
her a. € [0, 1] icin p’ye gore alt toplanabilir degil veya her p € S"~icin o ya
gore artmayan bir fonksiyon degil ise

ve

b) Her B € [0,1] icin s} fonksiyonu p € S"=1 ye gére alt toplanabilir ve her
p €S ye gore st fonksivonu B € [0,1] ye gore azalmayan ise; ancak s
Sonksiyonu her B € [0,1] i¢in p’ye gore alt toplanabilir degil veya her p €
S"Vicin o ya gore azalmayan bir fonksiyon degil ise

/NI’GgH B =( gH-farki A'=B + (" saglanacak sekilde mevcuttur ve Ce IFN(R") nin o

ve B destek fonksiyonlart i¢in SC(a) (p) = SA() (p) — SB(a) (p) ve Sc+(B) (p) = SA*(ﬁ)(p) —
sp+(p)(p) esitlikleri saglanr.

2) Eger

a) Her a € [0,1] icin s, fonksiyonu p € S"~! ye gore alt toplanabilir ve her p €
S"~1 ye gére s, fonksiyonu o € [0, 1] ye gére artmayan ise ancak s\ fonksiyonu
her o € [0, 1] icin p'ye gore alt toplanabilir degil veya her p € S"~ " icin o ya
gore artmayan bir fonksiyon degil ise

ve
b) Her B € [0,1] igin s fonksiyonu p € S"! ye gore alt toplanabilir ve her
p S 1yegore 53 fonksiyonu B € [0,1] ye gore azalmayan ise ancak s7 fonk-
siyonu her B € [0,1] icin p’ve gore alt toplanabilir degil veya her p € S"!
icin o ya gore azalmayan bir fonksiyon degil ise
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Iai@gH B! =C' gH-farki B' = A + (—1)C' saglanacak sekilde mevcuttur ve C' € IFy(R"
nin o ve B destek fonksiyonlart icin sc(q)(P) = S_p(a)(P) — S—a(a)(P) ve sc+(p)(P) =
s_p(B)(P) —S—_4+(p)(p) esitlikleri saglanr.

3) Eger

a) Her o € [0,1] icin s1 ve s5 fonksiyonlart p € S"~! ye gire alt toplanabilir ve
her p € "~ ye gore s1 ve s, fonksiyonlar: o, € [0, 1] ye gore artmayan ise

ve

b) Her B € (0,1] icin s7 ve s; fonksiyonlart p € "1 ye gire alt toplanabilir ve
her p € 8" ye gore s7 ve s5 fonksiyonlar: B € [0,1] ye gbre azalmayan ise

/]i@gy B =C' gH-farki A' = B' 4 C' ve B = A"+ (—1)C" esitlikleri aym anda saglanacak
sekilde mevcuttur.

Ispat. Sadece 1) sikkini ispatlayalim. 2) ve 3) siklarinin ispat benzer sekilde yapilir.
Her &, B € [0, 1] i¢in 5 4(¢) (P) — SB() (P) VE S.4+(8) (P) — 5B+() (p) fonksiyonlari p € g1
ye gore alt toplanabilir oldugu i¢in Teorem 2.5.6 ve Tanim 3.4.2 geregince
sc(a)(P) = Sa(a)(P) = SB(a) (P)
ve
scx(8)(P) = 542y (P) —55(8)(P)
olacak seklide C(ct) = A(ot) ©gn B(at) ve C*(B) = A*(B) ©gn B* (B) kiimeleri mevcuttur.

simdi {C(a) : o € [0,1]} ve {C*(B) : B € [0,1]} ailelerinin bir ' € IFy(R") sezgisel
fonksiyonu i¢in & ve 3 kesit olusturdugunu gosterelim. Teorem 2.5.7 geregince {C(a) :
o € [0,1]} ailesi o kesit olugturmaktadir. Sadece {C*() : B € [0, 1]} nin f kesit olustur-
dugunu gosterelim.

Her B € [0,1] igin sc+(g) fonksiyonu C*() kiimesinin destek fonksiyonu oldugundan
ve her R” de taniml1 her destek fonksiyona karsilik bir tek kompakt ve konveks kiime
karsilik geldigi icin C*(B) kiimesini 3 destek fonksiyonu yardimiyla agagidaki gibi ta-
nimlayabiliriz [69].

C'(B) ={x e R":< p,x ><sc+()(p), p €R", [|p|| = B}
ve
() =kap | |J C(Bo)
Brelo.1)
Her p € R" i¢in s¢+(g) fonksiyonu B ya goére azalmayan oldugu i¢in
Br < B2 = sce(p)) < Scx(p) = C(B1) CC*(Ba)
elde edilir.

(Bn) C [0,1] dizisi ve B € [0,1) sayist verilmis olsun. (f3,) dizisi B sayisina artmayarak
yakinsamis olsun. Bu durumda her n € N i¢in

B < Bu=scep) < scxp) = C(B) CC*(Bn)
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ifadesinden .
C*(B) C () C*(Bn)
n=1
elde edilir.

Ote yandan, x € N, C*(B,) olsun. Bu durumda her n € N igin x € C*(B,) ve ||p|| = B»
olmak iizere her p € R” i¢in

< p,x ><sc(p,)(P)

saglanir. Ozel olarak ||p;|| = B olmak iizere p = % p1 secersek

< %PI»X >< SC*([B,,)(%PI)

elde edilir. (B,) dizisi B sayisina artmayarak yakinsadigi i¢in n — oo iken
< p1,X >< SC*(B)(PI)
elde edilir. Bu durumda x € C*(f3) dir. Sonug olarak

C*(B)= () C"(Bn)

n=1
elde edilir.

(Bn) C [0, 1] dizisi verilmis olsun. (B,) dizisi 1 sayisina azalmayarak yakisamis olsun.
Bu durumda her n € N i¢in

ﬁn <1 :>SC*(ﬁn) < Scx(1) = C*(ﬁn) - C*(l)

oldugundan
kap(|J C*(By)) € C7(1)
n=1

Ote yandan x € C*(1) olsun. ||p|| = B olmak iizere her p € R" igin < p,x >< s¢+(g)(p)
oldugundan 6zel olarak ||p1|| = B, olmak iizere p = ”Z—i” segelim. Bu durum da

Pl P1
< = x ><scegy ()
1]l BNl

1 1

< p1,x ><se)(p1)

o1 Pl

esitsizliginden || p; || = B, olmak iizere her p; € R” i¢in

< p1,x >< e, (P1)

dir. Her n € N i¢in x € C*(3,) oldugundan

x€ kap (O c*w)

n=1
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elde edilir ve

(1) = kap (D C*(ﬂn))
n=1

saglanir.

Dolaystyla Teorem 2.5.7 ve Teorem 3.2.3 geregince {C(at) : o € [0, 1]} ve
{C*(B) : B €0,1]} kiimeler ailesi bir C' € IFy(R") sezgisel dereceli sayisinin o, 8 ke-

sitlerini olusturmaktadir.

Sonug olarak 4’ = B’ + C' saglanacak sekilde A'Sgy B' = C' € IFy(R") gH-farki mev-
cuttur.

Teorem 3.4.4. A've B € IFy(R) sezgisel dereceli sayilart verilmis olsun. A ve B! nin o
ve B kesitleri sirastyla A(or) = [A1 (o), 42(ax)], A*(B) = [47(B),45(B)] ve

B(at) = [Bi(),B2(cx)], B*(B) = [Bi(B),B5(B)] ile verilmis olsun. Bu durumda

/]’GgH B =" gH-farkinin mevcut olmasi igin gerek ve yeter sart asagidaki durumlardan

birinin saglanmasidir.

D

ve

veya

2)

ve

veya

3)

ve

C () =A4,(a) —Bi(a), o ya gore azalmayandir.
a) G () =A2(a) — By (o), o ya gore artmayandir.
¢ap(A(a)) = ¢ap(B(et)) saglanr.

Ci(B) =41(B)—B;(B), B ya gore artmayandur.
b) < C(B)=45(B)—B5(B), B ya gore azalmayandir.
¢ap(A*(B)) = ¢ap(B*(B)) saglanir.

Ci(ax) =A4(a)—Bi(a), o ya gore azalmayandir.
a) G (a) =A42(a) — By(o), o ya gore artmayandir.
¢ap(A(a)) > ¢cap(B(et)) saglanr.

b) § G(B)=4i(

Ci(a) =A4x(a) — Ba(a), o ya gore azalmayandir.
a) G(a)=41(a)—Bi(a), o ya gore artmayandir.
¢ap(4(at)) < ¢ap(B(ax)) saglanr:

54



G5 (B) =45(B) —B5(B), B ya gore azalmayandir.

, { Ci(B) =47(B)—Bi(B), B ya gore artmayandir.
)
¢ap(4™(B)) = ¢ap(B*(B)) saglanur.

veya

G (o) =41 (a) — Bi(a), o ya gore artmayandur.

Ci(a) =42(a) — By(o), o ya gore azalmayandur.
9 a
cap(A(a)) < ¢ap(B(et)) saglanr:

ve

G5 (B) =45(B)—Bi(B), B ya gore azalmayandur.

, { Ci(B) = 45(B) —B5(B), B ya gore artmayandr:
)
¢ap(4*(B)) < ¢ap(B*(B)) saglanr.

Ispat. =) A've B' € IFy(R) sezgisel dereceli sayilar1 verilmis olsun ve
A'Sqy B = C' gH-farki meveut olsun. Her p € S = {1, 1} i¢in A’ ve B’ nin
o ve B destek fonksiyonlart

Saa)(p) = sup{<x,p>:x€Ad(a)}
= sup{x.p:x€[4(a),42(c)]}
seg)(p) = sup{<x,p>:xed’(B)}
= sup{x.p:x € [47(B).45(B)]}

ve
sp)(p) = sup{<x,p>:x€B(a)}
= sup{x.p:x € [Bi(a),B(a)]}
spg)(p) = sup{<x,p>:x€B*(B)}
= sup{x.p:x € [B1(B).B2(B)]}
Buradan
p=—1li¢in
Sa)(p) = —Ai(@)
sepy)(p) = —A41(B)
ve
spoy(p) = —Bi(a)
sgg)(p) = —Bi(B)
elde edilir.
p=11i¢in

Sa(e)(p) = A2(@)



Ve

sp)(p) = Ba(a)
sgg)(p) = B3(B)

elde edilir.

Al OeH B’ = C" gH-farki mevcut oldugu i¢in gH-farki tanimindaki i) veya ii) durumlarma
gore o~ kesitleri icin

sctaP) =sua®)—swap) ={ TSl P

2

veya

—(a(a) = Ba()); p=~—1

sc(a)(P) = 5_p(a)(P) = 5—a(a)(P) = { A(0)—Bi(a);  p=1 (3.2)

elde edilir. Ote yandan S3- kesitleri igin

veya

b

elde edilir. Sonug olarak bu ifadelerden asagidaki durumlar elde edilir.

1. Durum. (3.1) ve (3.3) ifadeleri saglansin. Bu durumda A’©gy B = C' gH-farki i)
anlaminda mevcut oldugu i¢in ve sc(q) destek fonksiyonu Teorem 3.4.2 geregince o ya
gore artmayan oldugu i¢in

Ci(a)=4)(a)—Bi(x), o ya gore azalmayan olmall,
G (a) =A42(a) — By (o), o ya gore artmayan olmall,
cap(4(a)) > ¢ap(B(x)) saglanmalidir

ve A’ OgH B! = C" gH-farki i) anlaminda mevcut oldugundan ve sc+(p) destek fonksiyonu
Teorem 3.4.2 geregince 3 ya gére azalmayan oldugu igin

Ci(B) =43(B)—Bj(B), B ya gére artmayan olmal,
C;5(B) =A45(B) — B5(B), B ya gore azalmayan olmal,
cap(4*(B)) > ¢ap(B*(B)) saglanmalidir

2. Durum. (3.1) ve (3.4) ifadeleri saglansin. Bu durumda A'Sgy B = C' gH-farki i)
anlaminda mevcut oldugu i¢in ve sc(q) destek fonksiyonu Teorem 3.4.2 geregince o ya
gore artmayan oldugu i¢in

Ci(a) =41(a) —Bi(a), o ya gore azalmayan olmali,
G () =A2(a) — By (o), o ya gore artmayan olmall,
cap(4(a)) > ¢ap(B(cx)) saglanmalidir
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ve A OgH B = C' gH-fark ii) anlamida mevcut oldugundan ve sc- (g) destek fonksiyonu
Teorem 3.4.2 geregince B ya gore azalmayan oldugu i¢in

Ci(B)=45(B)—B5(B), B ya gore artmayan olmal,
C5(B) =A47(B) —Bj(B), B ya gére azalmayan olmali,
cap(4*(B)) < ¢ap(B*(B)) saglanmalidir

3. Durum. (3.2) ve (3.3) ifadeleri saglansin. Bu durumda 4'©.y B = C' gH-farki ii)
anlaminda mevcut oldugu i¢in ve s¢(q) destek fonksiyonu Teorem 3.4.2 geregince o ya
gore artmayan oldugu i¢in

Ci(a) =A4z(a) —Ba2(a), o ya gore azalmayan olmali
(o) =A41(a) — By (a), o ya gore artmayan olmali
cap(A4(o)) < ¢ap(B(a)) saglanmalidir

ve A'Ogpy B' = ' gH-fark: i) anlaminda meveut oldugundan ve sc+ gy destek fonksiyonu
Teorem 3.4.2 geregince 3 ya gore azalmayan oldugu i¢in

Ci(B) =43 (B) —B;(B), B ya gore artmayan olmali
C5(B) =45(B) —B5(B), B ya gore azalmayan olmali

gap(4*(B)) = ¢ap(B*(B)) saglanmahidir

4. Durum. (3.2) ve (3.4) ifadeleri saglansin. Bu durumda ﬂi@gH B = C' gH-farki ii)
anlaminda mevcut oldugu i¢in ve s¢(q) destek fonksiyonu Teorem 3.4.2 geregince o ya
gore artmayan oldugu igin

Ci(ax) =A2(a) — By (), o ya gore azalmayan olmali
Cy(a) =A4;(a)—Bi(a), o ya gore artmayan olmali
cap(4(a)) < ¢ap(B(or)) saglanmalidir
ve A'Ogy B' = C' gH-fark: ii) anlaminda meveut oldugundan ve sc- () destek fonksiyonu
Teorem 3.4.2 geregince B ya gore azalmayan oldugu igin

Ci(B) =43 (B) —B;(B), B ya gore artmayan olmali
C5(B) =45(B) —B5(B), B ya gore azalmayan olmali

gap(4*(B)) = ¢ap(B*(B)) saglanmahidir

<) 1)-4) durumlarindan herhangi biri saglansin. O halde, C; : [0,1] = R, C: [0,1] = R,
Ci:[0,1] = R ve C; : [0,1] — R fonksiyonlar: Teorem 3.2.4 sartlarmi sagladig i¢in

Teorem 3.2.4 geregince C' sezgisel sayist meveut oldugundan A'Cgp B farki meveuttur.
Il

Ornek 3.4.1. 4" = (6,9, 10;5,9,11) ve B' = (13,15,18;12,15,19) sezgisel dereceli sa-
yilar1 verilmis olsun ve 4'Cgp B! = C' mevcut olsun. A’ ve B nin «, B kesitleri

Alo) = [6+3a,10— 0]
A"(B) = [9-4B,9+2p]
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Ve

B(a) = [13+20,18—3q]
B*(B) = [15-3B,15+4p]
oldugundan
A(a) Ogu B(a) = [200—8,00—7]
= [Ci(a),Gy(a)]
ve

A" (B)SgnB*(B) = [-7-2B,-7—P]
= [Gi(B),G(B)]

elde edilir. C> (), o ya gore artan ve C;(B), B ya gore azalan oldugu igin Teorem 3.4.4
g~eregince Al OgH B’ farki mevcut degildir. Gergekten de /]ngH B farki hesaplandiginda
C'=(-8,-6,—7;-9,—7,—8) elde edilir ama bu say1 iiggen sezgisel dereceli bir say1
degildir.

Sonuc 3.4.1. 4’ = (a1,az,a3;d,,ar.ay) ve B' = (by,by b3; b}, by b}) sezgisel dereceli sa-
yilart verilmis olsun. ﬁi@gH B! = C' gH-farkimin meveut olmasi icin gerek ve yeter sart
asagidaki siklardan birinin saglanmasidur.

1)
aj—by < ay—by<az—b3
ve
a'l—'l < az—bzgag—bg
saglanr.
2)
a—by < ay—by<az—b3
ve
as—by < ay—by<d)—b)
saglanr.
3)
az—by < ay—by<a;—b;
ve
aj—b] < ay—by<d,—1
saglanr.
4)
az—by < ay—by<a —b;
ve
as—by < ay—by<d|—b)
saglanr.
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Ispat. =:) A' = (a1,a2,a3;a},az,d5) ve B = (by,by,b3;b),by,b}) sezgisel sayilarimin
o ve BB kesitleri

A(a) = [4i(a),42(a)] = a1 + a(az —a1),a3 + ot(az — a3)]
B(a) = [Bi(x),Ba(et)] = [b1 + au(by — b1), b3+ 0i(by — b3)]
A*(B) = [47(B),45(B)] = lay + B(d} — a2),ay + B (a5 — a2)]
B*(B) = [B{(B), B3(B)] = [b5 + B(b} — b2), by + B (b5 — by)]
olarak yazilabilir. Teorem 3.4.4°deki 1) sikki saglansin. Bu durumda

Ai(o) —Bi(a) = ay+oa(ay—ay)—by—o(by—by)
= al—b1+oc(a2—a1—b2+b1))

yazilabilir.
Ai(a) — By () nin o ya gére azalmayan olmasi i¢in gerek ve yeter sart
a—ay—by+b; >0

dir. Dolayisiyla
ar—by <ay—by

elde edilir. Ote yandan

Ary(a)—Br(a) = az+oa(ay—az)—bs—a(by—b3)
= a3—by+alay—a3—by+b3))
yazilabilir.
A> (o) — Br() nin ¢ ya gore artmayan olmasi igin gerek ve yeter sart
a)—a3—br+b3<0

saglanmasidir. Buradan
ay—by <az—bs

elde edilir.

Her iki esitsizlikten
aj—by<ay—by<az—b;

bulunur.

Benzer sekilde

AT(B)-Bi(B) = dy+P(d) —ar)—by—B(b)—b2)
= ay—by+P(a) —ar— by +b)

yazilabilir.
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A7(B) —Bj(B) nin B ya gére artmayan olmasi igin gerek ve yeter sart
adj—ay—by+b,<0

dir. Buradan
a’l — bll <ay)—by

elde edilir. Ote yandan

A3(B)-B3(B) = dy+Blds—az)—by—B(bs—b2)
= a’z—b/2+/3(a/3—a2—b'3+b2)

elde edilir. 45(B) — B5(B) nin B ya gore azalmayan olmast igin gerek ve yeter sart
ay—ay—by+by >0

dir. Buradan
a)—by < a’3 — b/3

elde edilir. Her iki esitsizlikten

dy — by <ay—by < dj— b

bulunur.

<:) 1) sikki saglansin. Bu taktirde Teorem 3.4.4 deki 1) sikki saglandigr igin gH-farki
mevceuttur.

Sonug A’ OgH B gH-farki mevcut olmast igin gerek ve yeter

ap—by < ay—by<az—b;
Clll —b/l < ay—b Sag—bg
esitsizliklerinin saglanmasidir.
Diger durumlar i¢in de ispatlar benzer sekilde yapilabilir. O

Ornek 3.4.2. 4" = (6,9,10;5,9,11) ve B' = (13,15,18;12,15,19) sezgisel dereceli sa-
yilar1 verilmig olsun. Sonug 3.4.1 geregince

a;—by <ay—by <a3—b3

den
~-7<-6< -8

esitsizligi saglanmadigt igin A’Ogy B farki meveut degildir.
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4. SEZGISEL DERECELI SAYILARIN METRIK OZELLIKLERI

Teorem 4.0.1. A’ ve B € IFy(R") sezgisel dereceli sayilart verilmis olsun.

Di(A",B") = sup{du(A(a),B(at)): € [0,1]}
Dy(A4',B') = sup{du(4"(B),B"(B)): B €[0.1]}

olmak tizere o o o
Do (A", B") = max{D;(4',8"),D,(4",B")}

ile tanimlanan Do : IFy(R") x IFy(R") — RT U{0} fonksivonu IFy(R") de bir metrik
tanimlar.

Ispat. Metrik aksiyomlarmin ilk ii¢ sart1 saglandig1 kolayca goriilebilir. Metrik aksiyom-
larinin 4. sart1 olan tiggen esitsizliginin saglandigin1 gosterelim.

M4) 4', B ve C' € IFy(R") olsun. D; ve D, birer metrik oldugu igin
< Dy(4",C"Y+D;(C",B")
Dy(A",B") < Dy(4',C"+D,(C",B)
licgen esitsizligi saglanir.

P = max{D(4",B"),Dy(B', 4"}
R = max{D|(4",C")+D(C",B'),Dy(4",C") + Dy(C",B)}

olsun. Bu durumda P < R oldugu kolayca goriiliir. Her a ve b € R igin

a+b+|a—b|

max{a,b} = 2

esitligi yardimiyla
R < max{D(4',C"),Dy(4",C")} +max{D;(C',B),D2(C",B)}
esitsizligi kolayca elde edilir. Dolayisiyla P < R oldugundan
Do(A', B < Doo(4',CN + D..(C', B
licgen esitsizligi saglanir.
O

Teorem 4.0.2. A', B, C' ve D' € IF(R") sezgisel dereceli sayilari ve A € R reel sayisi
verilmis olsun. Asagidakiler saglanir.
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D

~s A

Doo(A'4+C" B4+ C") = Do (A", BY)

2)
DA AB) = |4 Do (A, )
3)
Doo(A'+B',C"+D") < D..(4",C") 4+ D..(B',D")
Ispat.

1) Sezgisel dereceli sayilarin o ve 8 kesitleri kompakt ve konveks oldugu i¢in Teorem
2.6.4 ve Teorem 3.2.5 geregince

Dy(A'+C B +C") = D4

1 l
1 ) )
Dy(A'+C' B +C") = Dy(d',B

)

S S

Doo(A'+C,B'+C") = D.(A',B")

elde edilir.

2) Sezgisel dereceli sayilarin o ve 3 kesitleri kompakt ve konveks oldugu igin Teorem
2.6.4 ve Teorem 3.2.5 geregince her A € R igin

DA, 2B = |A|D(
Dy(AALABY) = |A|Dy(A,B)

esitlikleri saglandigindan
Do(AA',AB") = |A|Dw(4",B)

elde edilir.
3) Teorem 2.6.4 geregince

D\(4'+B',C'+ D)

<
Dy(A'+B,C'+D") <

esitsizlikleri yazilabilir. Gosterimde kolaylik olmasi agisindan

P = max{Dy(A"+ B ,C'+D"),Dy(A" +B,C"+ D"}
R = max{Dy(A'+B,C'+D"),Dy(4" + B ,C'+ D)}

olsun.
Her a ve b € R i¢in
a+b+|a—b

max{a,b} = 5
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oldugundan

R = max{D,(4,C)+ Dy (B, D)), Ds(4,C") + Dy (B, D)}
D\(A',C') +D\(B', D) + Dy (4, &) + Da(B', DY)

2
\Dy(4,C"+ D (B, D) — D, (4,C") — D> (B, D)
- Dl(ﬁi,éf)JrDl(El’,Di)+2D2(2i,éf)+D2(z§i,f)l‘)
|D1(4,C7) —DZ(A7",C”')|2+ \Di(B',D") — Dy (B',D")]
_ Dl(jf,éi)+D2(2f,éi)+|2D1(,Zf,éi)—Dz(/if,éf)|+
Dy(B', D)+ D, (B, D) f \Di(B',D") — Dy (B',D")|
2

= max{D (/Ii,éi),Dz(/]i,éi)} +max{D (ﬁi,bi),Dz (Ei,Di)}
yazilabilir. Sonug olarak P < R oldugundan
Do(A'+B',C'+D") < D..(4',C") + D.(B",D")

elde edilir.

Teorem 4.0.3. (IFy(R"),D..) metrik uzayr tamdir.

Ispat. (A%) dizisi IFy(R") de bir Cauchy dizisi olsun. Her bir k € N i¢in 4% nin & ve 8
kesitleri Az (o) ve A7 () olsun.

(A}) Cauchy dizisi oldugu igin her a ve B € [0,1] igin (4x(cx)) ve (4;(B)) kesitleri
(Kc(R™),dy) de birer Cauchy dizisidir [36]. (Kc(R"),dy) metrik uzayi tam oldugundan
k — o iken

du(dr(e),C(e)) — 0
du(4;(B),C*(B)) — O
olacak sekilde C(a) ve C*(B) € Kc(R") kiimeleri mevcuttur [35].

Simdi eger {C(ax) : ¢ € [0,1]} ve {C*(B) : B € [0, 1]} ailelerinin Teorem 3.2.1 deki ilgili

~

1)-8) siklarmi sagladigini gosterirsek C* € IFy (R") sezgisel dereceli say1sinin mevcut ol-
dugunu dolayistyla keyfi (4}) dizisinin /Fy(R") de yakinsak bir Cauchy dizisi oldugunu
gosterebiliriz.

Teorem 2.6.6 geregince {C(c) : o € [0, 1]} ailesi Teorem 3.2.1°deki 1)-4) siklarini saglar.

Simdi {C*(B) : B € [0,1]} ailelesinin Teorem 3.2.1°deki 5)-8) siklarini sagladigini gos-
terelim.

5) Her B €[0,1] i¢cin C*(B) € Kc(R") oldugundan C*(f) kiimesi kompakt ve konveks-
tir.
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6) 0< B <P <lolsun. p(C*(B1),C*(B2)) =0 oldugunu gosterirsek C*(B;) C C* ()
oldugunu gostermis oluruz. C*(f;) kiimesinin C*(f3;) den Hausdorff ayrigimi yardi-
miyla

P(C*(B1),C"(B2)) < p(C*(B1), 4k (B1)) + p(4i(B1): 4k (B2)) + p (4x(B2),C(B2))

esitsizligi yazilabilir.
Bi1 < Bz iken A7 (B1) C 45 (B2) oldugundan p(4;(B1),4;(B2)) = 0 dur.
k — oo iken p(C*(B1),4;(B1)) ve p(A;(B2),C*(B2)) sifira yakinsar. Sonug olarak
p(C*(B1),C*(B2)) — 0 oldugu i¢in C*(B;) C C*(B,) elde edilir.

7) (Bn) C [0,1] dizisi ve B € [0, 1) sayisi verilmis olsun. (f8,) dizisi B sayisina artma-
yarak yakinsamis olsun. Yukardaki sonugtan her n € N i¢in C*(f) C C*(B,) oldugu
i¢in

C*(B) S () C(Bn)
n=1

elde edilir.
x € NC*(By) olsun. Bu durumda her n € N igin x € C*(f,) dir. {x} C C*(B,) oldugu
igin

p({x},C*(B)) < p(C(Bx),C"(B))

P(C(Bn), A (B)) + P (A5 (Ba), 4x (B)) + p (45 (B),C*(B))

elde edilir. Her 8 € [0, 1] i¢in k — oo iken dy (A} (B),C*(B)) — 0 oldugundan
p(4;(B),C*(B)) — 0ve p(C*(By),A4;(Bs)) — 0 yazilabilir. Teorem 3.2.1 geregince
n — oo iken dp (A} (B,),4;(B)) — 0 oldugundan p(4;(B,),4;(B)) — 0 dir. Dolay1-

styla
p({x},C*(B)) =0
elde edilir. Buradan {x} C C*(B) baska bir deyisle x € C*(f) oldugu i¢in

IAINA

(N C*(Bs) SC*(B)
n=1
elde edilir. Sonug olarak (f3,) dizisi B sayisina artmayarak yakinsarken

(1 C*(Bx) =C"(B)

n=1

elde edilir.

8) (By) dizisi 1 sayisina azalmayarak yakinsamis olsun. n € N i¢in f3, < iken
C*(B,) € C*(1) oldugu igin

kap (D c*usn)) ccy

n=1

elde edilir. x € C*(1) olsun. Bu durumda

p({x},C7(Br)) < p({x},C* (1)) +p(C*(1),C7(By))
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yazilabilir. Burada {x} C C*(1) oldugu i¢in p({x},C*(1)) = 0 ve n — oo iken (f3,)
dizisi 1 sayisina azalmayarak yakinsadigi i¢cin p(C*(1),C*(B,)) — 0 olur. Dolay1-

styla

p({x},C*(Bn)) — 0
ifadesinden {x} C C*(B,) ve C*(B,) C kap(U;—; C*(B,)) elde edilir. Buradan x €
kap(U,—,C*(B,)) oldugu igin

c%wng<Dc%m0

n=1

elde edilir. Dolayisiyla (B,) dizisi | sayisina azalmayarak yakinsarken

c%w=mW<Dc%m0

n=1

elde edilir. Sonug olarak {C(e&) : o € [0, 1]} ve {C*(B) : B € [0,1]} aileleri Teorem
3.2.1 ilgili 1)-8) siklarim sagladig1 i¢in Teorem 3.2.3 geregince C' € IFy(R") sez-
%isel dereceli sayist mevcuttur. Dolayisiyla £ — oo iken keyfi (/]}() Cauchy dizisi
C' € IFy(R") sezgisel dereceli sayisina yakimsadig igin (/Fy(R"), Do) metrik uzay1
tamdir.

O
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5. SEZGISEL DERECELI SAYI DEGERLi FONKSiYONLAR

Tamm 5.0.1. 4 C R kiimesi verilmis olsun. A kiimesinden IFy(R") sezgisel dereceli
sayilar kiimesine giden f: A — IFy(R") fonksiyvonuna (doniisiimiine) reel degiskenli
sezgisel dereceli say1 degerli bir fonksiyon denir.

Sezgisel dereceli sayi degerli f : A — IFy(R") fonksiyonunun o ve B kesitlerini sirasiyla
f(x;00) ve f*(x; B) ile gosterecegiz.

Tamim 5.0.2. f: [a,b] C R — IFy(R"), xo € [a,b] ve € > 0 verilmis olsun.
x € [a,b] ve |x —xo| < & igin Doo(f(x), f(x0)) < €

olacak sekilde bir § > 0 reel sayisi mevcut ise f fonksiyonu xo noktasinda siireklidir
denir. f, [a,b] araligimin her noktasinda siirekli ise f fonksivonu [a,b| de siireklidir denir.

Tamim 5.0.3. f: [a,b] C R — IFy(R") ve x € |a,b] verilmis olsun. xo noktasina yakin-
sayan her (xi) C |a,b] dizisi igin

lim D..(f(xx), f(x0)) =0

k— oo
ise f fonksiyonuna xo noktasinda dizisel siireklidir denir.

Tamim 5.0.4. f: [a,b] CR — IFy(R"), xo € [a,b] ve € > 0 verilmis olsun.

x € la,b] ve |x —xo| <& icin p(f(x;00), f(x0;@)) < €evep(f (x;B),[" (x0;B)) <e

olacak sekilde bir 6 > 0 sayist mevcut ise f fonksiyonuna xo noktasinda iist yari-siireklidir
denir.

Tamim 5.0.5. f: [a,b] C R — [Fy(R"), xo € [a,b] ve € > 0 verilmis olsun.

x € la,b] ve |x —xo| <& igin p(f(xo; ), f(x;)) < €vep(f(xo; ),/ (x:B)) <e

olacak sekilde bir 6 > 0 sayist mevcut ise f fonksiyonuna xo noktasinda alt yari-siireklidir
denir.

[a,b] kapali araligindan I[Fy(R") kiimesine giden siirekli sezgisel dereceli fonksiyonlarin
uzaymni C([a,b],IFy(R")) ile gosterelim. f,g € C([a,b],IFy(R")) olmak iizere

Dy(f,8) = sup{D=(f(x),g(x)) : x € [a,b]}

ile tamimlanan Dy : C([a,b],IFy(R")) x C([a,b],IFNy(R")) — R*U{0} fonksiyonu De.
metriginden dolayr bir metrik tamimlamaktadir. Simdi (C([a,b],IFy(R")),Ds) uzayinin
tam oldugunu gosterelim.
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Teorem 5.0.1. C([a,b],IFy(R")) uzay

Dy(f,8) = sup{D=(f(x),g(x)) : x € [a,b]}

metrigine gore tamdir.

Ispat. (f,) C C(|a,b],IFy(R")) bir Cauchy dizisi olsun. Bu taktirder her ¢ > 0 igin m,
n > ng oldugunda

Dy(fmy fn) = SUp{Deo(fin(x), fn(x)) : X € [a,b]} < €

olacak sekilde bir ny € N sayist mevcuttur. Buradan her x € [a, b] igin m, n > ny oldugunda

Doo(fm('x)7fn(x)) <€

dur. O halde (f,(x)), IFy(R) de bir Cauchy dizisidir. /Fy(R"), D., metrigine gore tam
oldugundan n — <o iken
Ja(x) = f(x) € IFy(R")

dir. Supremum metrigine gére yakinsama diizgiin oldugundan ve her » € N i¢in  f,
stirekli oldugundan f de siireklidir. Dolayisiyla f € C([a,b],IFy(R")) oldugundan
C(la,b],IFy(R)) uzay1 Dy metrigine gére tamdir. O

5.1 Sezgisel Dereceli Say1 Degerli Fonksiyonlar icin Aumann Integrali

Bu kesimde kompakt ve konveks kiime degerli fonksiyonlar igin tanimlanmig olan Aumann
integrali ile ilgili temel tanim ve teoremleri kullanarak sezgisel dereceli sayi degerli fonk-
siyonlar i¢cin Aumann integrallenebilme kavramini inceleyecegiz.

Tamim 5.1.1. f': [a,b] C R — [Fy(R) sezgisel dereceli sayi degerli fonksiyonu verilmis
olsun. Eger her o, B € [0,1] icin f(x;00) ve f(x;B) kesitleri Borel élgiilebilir ise f
fonksiyonuna kuvvetli ol¢iilebilirdir denir.

Tamm 5.1.2. f: [a,b] C R — [Fy(R) sezgisel dereceli sayi degerli fonksiyonu verilmis
olsun. Eger her x € |a,b] i¢in
Deo(f(x),0) < h(x)

esitsizligi saglanacak sekilde integrallenebilen bir h : [a,b] — R U{0} fonksivonu mev-
cut ise f fonksiyonuna integral anlaminda (integralce) stnirlidir denir.

Tamim 5.1.3. f: [a,b] — IFy(R) sezgisel dereceli sayi degerli fonksiyonu kuvvetli 6l¢ii-
lebilir ve integralce sinirli olsun.

Eger her o, B € [0,1] i¢in o ve B kesitleri
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olacak sekilde bir i’ € IFy(R) sezgisel dereceli sayist mevcut ise f fonksiyonuna (sez-
gisel dereceli) Aumann integrallenebilir denir. Bu durumda ii' ya da f fonksiyonunun
Aumann integrali denir ve

ﬁi:/bf(x)dx

ile gosterilir.
Teorem 5.1.1. f': [a,b] — [Fy(R) fonksiyonu verilmis olsun. Eger f kuvvetli dl¢iilebilir

ve integralce stmrli ise [a,b| araligi iizerinde Aumann integrallenebilirdir:

Ispat. [ :|a,b] — IFy(R) sezgisel dereceli fonksiyonu kuvvetli 6lciilebilir ve integralce
sinirlt olsun. Bu durumda her bir o, 8 € [0, 1] i¢in

b
u(er) = / [ 0)dx
a
b
w(B) = [ f B
Aumann integralleri mevcuttur.

Simdi {u(a) : a0 € [0, 1]} ve {u*(B) : B € [0, 1]} kiime ailelerinin Teorem 3.2.1 ilgili 1)-8)
siklarimi sagladigim gosterirsek Teorem 3.2.3 geregince i’ € IFy(R) sezgisel dereceli sa-
yisinin mevcut oldugunu dolayisiyla f nin Aumann integrallenebildigini gostermis olu-
ruz. Teorem 2.8.8 ispat1 geregince {u(ct) : o € [0, 1]} kiimeler ailesi Teorem 3.2.1’deki
1)-4) siklarini saglar.

Simdi {u*(B) : B € [0, 1]} ailesinin Teorem 3.2.1’deki 5)-8) siklarini sagladigini goste-
relim:

Teorem 2.8.3 geregince her § € [0,1] i¢in u*(B) € Kc(R) oldugundan u*(f) kiimesi
kompakt ve konvekstir.

0 < B1 < B> <1 olsun. Bu durumda f*(x; 1) C f*(x; B2) oldugu i¢in u*(B1) C u*(B2)
dir.

(Bn) € [0, 1] dizisi ve B € [0, 1) say1si verilmis olsun ve (f3,) dizisi B sayisina artmayarak
yakinsamis olsun. Bu durumda f sezgisel dereceli say1 oldugu i¢in

S (6 Bn) = S (x: B)

saglanir ve her B € [0, 1] ve x € [a, b] i¢in

du(f"(x;B),0) <dp(f*(x;1),0)

oldugundan Teorem 2.8.4 geregince (f3,) dizisi B sayisina artmayarak yakinsarken
/. f S (x;Bu)dx — ab f*(x; B)dx olur. Dolayistyla

an ([ rwspias [ espas) — o
elde edilir.
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(By) dizisi 1 sayisina azalmayarak yakinsamis olsun. Her n € N i¢in
B <1=u*(By) Cu*(1) oldugu i¢in

kap (D u*(ﬁn)) (1)

n=1

elde edilir.

(B,) dizisi 1 sayisina azalmayarak yakinsadigi i¢in verilen her € > 0 sayis1 i¢in dyle bir
ny € N dogal sayis1 vardir ki n > ng iken

1—B,<e
dur. Bu durumda f*(x; 1) C f*(x;e+ B,) oldugu igin
u (1) Cu*(e+ Bn)

elde edilir. e yeterince kiigiik segilirse u*(1) C u*(f3,) kapsamasindan

saglanir. Dolayistyla

elde edilir.

Sonug olarak {u(a): a € [0,1]} ve {u*(B) : B € [0,1]} kiimeler ailesi Teorem 3.2.3
sartlarini sagladigi igin &' € IFy(R) sezgisel dereceli sayis1 mevcuttur. Dolayisiyla f,
[a,b] aralig1 tizerinde Aumann integrallenebilirdir. O

Lemma 5.1.1. Eger f: [a,b] — IFy(R) sezgisel dereceli sayt degerli fonksiyonu siirekli
ise kuvvetli ol¢tilebilirdir.

Ispat. ¢ > 0 sayis1 verilmis olsun. f : [a,b] — IFy(R) fonksiyonu keyfi bir xo € [a,b]
noktasinda siirekli oldugundan

X € |a,b] ve |x —xo| < 0 igin Deo(f(x), f(x0)) < €
olacak sekilde bir 6 > 0 sayisi1 vardir. D., metriginin tanimi geregince

Do (f(x),f(x0)) = max{Di(f(x),f(x0)),D2(f(x),f(x0))} <€

oldugundan
x € |a,b] ve |x —xo| < & igin dy (f(x; ), f(xp;0)) < €

Ve

x € [a,b] ve |x—xo| < & igin dy (f*(x; B), f" (x0; B)) < €

elde edilir. Dolayisiyla f(x; o¢) ve f*(x; B) kesitleri Hausdorff metrigine goére [a,b] arali-
ginda siirekli oldugu i¢in Teorem 2.8.1 geregince dlgiilebilirdir. Sonug olarak f': [a,b] —
IFy(R) sezgisel dereceli say1 degerli fonksiyonu siirekli ise kuvvetli 6l¢iilebilirdir. [
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Teorem 5.1.2. f: [a,b] — [Fy(R) fonksiyonu verilmis olsun. Eger [ fonksiyonu siirekli
ise Aumann integrallenebilirdir.

Ispat. f fonksiyonu siirekli oldugu i¢in Lemma 5.1.1 geregince kuvvetli 6lgiilebilirdir.
Hausdorff metrigi 6zelligi geregince

du(f(x;a),0) < dp(f(x;0),0)
ve
du(f*(x;8),0) < dp(f*(x;1),0)

oldugu i¢in

Dw(f70) < max{dH(f(x;O),O),dH(ﬁ(x; 1)70)}
elde edilir. Dolayisiyla

h(x) = max{dpn(f(x;0),0),dn(f"(x;1),0)}
olmak tizere 4 : [a,b] — R fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda
Do (f,0) < h(x)

elde edilir. # fonksiyonu integrallenebildigi i¢in f fonksiyonu integralce sinirlidir.

Sonug olarak f : [a,b] — IFy(R) fonksiyonu kuvvetli dlgiilebilir ve integralce sinirh
oldugu i¢in Aumann integrallenebilir. |

Teorem 5.1.3. f,g: [a,b] — IFy(R) sezgisel dereceli sayi degerli fonksiyonlari ve A € R
sayist verilmis olsun.

Eger f ve g fonksiyonlari Aumann integrallenebilir ise

1) f+gtoplamu, [a,b] de Aumann integrallenebilirdir ve

b b

/vm+amw:/}ww+iawu

a a

saglanir.
2) Af, |a,b] de Aumann integrallenebilirdir ve

b

/ A f(x)dx = A /b F(x)dx

a

saglanr.
3) Herc € (a,b) icin

[ o= [ pewact [ oo

saglanr.
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spat. 1) o ve B kesitleri /(x: ) = [/ (e:00). fa(: )], /(. B) = /7 (v B). /5 (x:B)]
veglx;a) =[g1(x;a),g2(x; )], g (x; B) = [g7(x; B), &5 (x; B)] olacak sekilde f ve g
€ IFy(R) fonksiyonlar1 verilmig olsun. f ve g Aumann integrallenebiliginden, Te-
orem 2.8.5, Teorem 2.8.7 ve Tanim 2.8.8 geregince

b b
( / (f(x)—i—g(x))dx) @ = [ () +e)@
= [tsa) +atcaas
= /ab[ (o) +gi(xa), f2(x;00) 4+ g (x; a)|dx
- /ab[fl(x;a),fz(x;a)]der/ab[gl (x; 0), &2 (x; &) dx
ve benzer sekilde
b b
( / <f<x)+g<x>)dx> (B) = [ Ufi:B)+i(x:B).f5 () + 5 (x: )l
b b
- /a[fl*(x;B),fz*(x;B)]der/a [g1(x; B), &2 (x; B)]dx

elde edilir. Tanim 3.2.1 geregince

b b b
| @ +e@ds = [ s+ [ gtoas
elde edilir.

Benzer sekilde 2) ve 3) siklar gosterilebilir. Il

Teorem 5.1.4. f,g: [a,b] — IF(R) sezgisel dereceli sayi degerli fonksiyonlari verilmis
olsun.

Eger f ve g fonksiyonlari Aumann integrallenebilir ise D(f,g) : [a,b] — R metrigi in-
tegrallenebilir ve

b b b
Do [ wrax. [ wrax ) < [ Dot gtoax
esitsizligi saglanir.

Ispat. Teorem 2.8.6 ve Teorem 2.8.12 geregince D (f(x),g(x)) ve D2(f(x),g(x)) fonk-
siyonlar1 integrallenebilirdir ve

o[ s, [(sor) < [ Do(r0 st
D[ s [ g0 < [ Do(r).g0)as

esitsizlikleri saglanir.
b b b b
P=max{Di( [ fx)dx. [ et)dn).Dal | fix)de [ ex)an)
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ve

R= [ D00,

olsun. Buradan
P<R

oldugundan \ \ ,
Do [ 1wy, [ g)dn) < [ Dols(2).g0)d
elde edilir. m

5.2 Sezgisel Dereceli Say1 Degerli Fonksiyonlar icin Tiirev Kavram

5.2.1 Hukuhara tiirevi

Tamm 5.2.1. f: (a,b) — IFy(R) sezgisel dereceli sayi degerli fonksiyonu ve
h > 0 olmak iizere xo, xo + h, xo — h € (a,b) sayilar verilmis olsun.

Eger f(xo+h)ou f(xo0), f(x0) Su f(xo —h) H-farklart mevcut olmak iizere

lim f(xo + h) @Hf(XQ)
h—0+ h

- L f0) En flxo — h)
h—0+ h

limitleri mevcut ve [ (xy) € IFy(R) sezgisel dereceli sayisina esit ise f fonksiyonuna x
noktasinda Hukuhara tiirevlenebilirdir (H-tiirevlenebilir) denir. f'(x¢) fonksiyonuna f
nin xo noktasindaki Hukuhara tiirevi (H-tiirevi) denir ve f},(x¢) ile gosterilir.

Teorem 5.2.1. f: (a,b) — IFN(R) sezgisel dereceli fonksiyonu verilmis olsun ve a,
B € [0, 1] olmak iizere f nin o ve B kesitleri f(x;o0) = [f1(x; @), f2(x; )] ve f*(x;B8) =
L5 (s B), f5 (x; B)] ile verilmis olsun. Eger f fonksiyonu Hukuhara tiirevlenebilir ise

fua) = [filxa),fHxo)
(/i) (x:B) = () (:B),(f3) (x:B)]

esitligi saglanir.

Ispat. f: (a,b) — IFy(R) H-tiirevlenebilir olsun ve 4 > 0 olmak iizere
x0, X0+ € (a,b) sayilar verilmis olsun. Bu durumda f(xo+4) ©g f(x¢) H-farki mevcut

veE
X +k 6 X

73



esitligi saglanacak sekilde f},(xo) € /Fy(R) mevcuttur. Buradan o ve 8 kesitler yardi-
miyla

Lf1(x0+ hy @), fa(xo + By )] &5 [fi (x05 ¢¢), f2 (x0; @X)]

itwe) =l ;
_ oy WGt B e) — fi(xo; @), fa(xo + B ) — o (xo; )
h—0t h
— hlir(I)IJr[fl(XO‘f‘h;(X;l_fl(xo;OC)7f2()€0+h;0(})l—f2(x0;(x)]
[ g A0 ) —filri0) oo+ ) — f(x0; )
h—0t h 0+ h
ve
() B) = Tim [ﬁ(XO+h;ﬁ)7f§k(xo+h;Bh)] o [ (x0: ), £ (x0: B)]
_ iy S0t mB) — fi(xosB). f3 (o + A B) — £ (x0: B)]
h—0t h
_ : ﬁ(x0+h§ﬁ)—ﬁ(xo;ﬂ) fz*(X()—l—h;ﬁ)—f;(xO;ﬂ)
B hllg)1+[ h ’ h ]
= [ i SLG0 B~ fiGoiB) S0+ hsB) — f5 (x0:B)
h—0* h h—0+ h

elde edilir. f fonksiyonu H-tiirevlenebilir oldugu igin f(x; ) ve f*(x; B) kesitleri klasik
anlamda tiirevlenebilirdir. Dolayisiyla araliklarin esitliginden her a, B € [0, 1] igin
fulse) = [filxa), f(x0)]
(5 (:B) = [(f1) (:B). (f2) (x:B)]

elde edilir. Benzer sekilde 4 > 0 olmak iizere xg, xg — 4 € (a,b) olmak iizere
[f(x0) ©m f(xo — h) H-farki mevcut ve

o Sx0) S f(xo —h)
h—0t h

= fr1(x0)

esitliginden her o, B € [0, 1] igin

fulsa) = [filxa), fHxoa)
(/i) s B) = (1) (x:B), (3) (x: B)]

elde edilir. 0

Teorem 5.2.2. f: [a,b] — IFy(R) sezgisel dereceli fonksiyonu siirekli olsun ve f nin o,

B kesitleri f(x;o) = [fi(x; @), fa(x; )] ve f*(x; B) = [f7 (x; B), f5 (x; B)] ile verilsin.

1) u(x) = [; f(t)dt olmak iizere u : [a,b] — IFy(R) fonksiyonu verilmis olsun. Eger u
Sfonksiyonu (a,b) de H-tiirevienebilir ise

g (x) = f(x)

tir.
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2) u(x) = j;cbf(t)dt olmak iizere u : |a,b] — IFy(R) fonksiyonu verilmis olsun. Eger u
fonksiyonu (a,b) de H-tiirevlenebilir ise

tir.

ispat.
1) f fonksiyonu siirekli oldugu i¢in Aumann integrallenebilirdir. Dolayisiyla

_ / " f(0)de

olacak sekilde u € IFy(R) sezgisel dereceli fonksiyonu mevcuttur. u fonksiyonunun
o ve BB kesitleri

ulxo) = /:f(t;oc)dt
wwB) = [ B

oldugundan

o)) = [ i), sl

- { | Ataa. [ xfza;a)dr]

i BB = [ 1B, 0B

= | [ rwp). [ rwp|a

elde edilir. Araliklarin esitliginden her bir o, f i¢in
wiee) = [ filt:o)ds
wa) = [ fHto)d
wm(B) = | fitB)dt
w(:B) = | f(B)d
elde edilir. u fonksiyonu H-tiirevlenebildigi i¢in keyfi her o ve B € [0, 1] igin u; (x; o),

up (x; @), uj(x; B) ve uj(x;B) fonksiyonlar: klasik anlamda tiirevlenebilir oldugun-
dan analizin (kalkiiliisiin, integral hesabin) temel teoreminden

uj(se) = filxo)
(o) = falx;or)
(u})' (:B) = fi(x:B)
) (B) = f(xB)



elde edilir. Dolayistyla her & ve 8 € [0, 1] i¢in Teorem 5.2.1 geregince

ug(ce) = [uj(se)ub(xo)] =[filxe),fxa)
up(B) = [(u]) (B), @3) (x: B)] = [f7 (x: B), /5 (x; B)]
oldugundan

elde edilir.
2) Benzer sekilde ispatlanabilir.

O

Teorem 5.2.3. Eger f : [a,b] — IFy(R) sezgisel dereceli fonksiyonu H-tiirevlenebilir ve
J1(x) fonksiyonu Aumann integrallenebilir ise

[ thwax= 1) en 10

elde edilir.

Ispat. f: [a,b] — IFy(R) sezgisel dereceli bir fonksiyon ve o, B € [0, 1] olmak iizere
fa)=[filx;a), Lxa)] ve f*(x;B) = [f (x; B), f2(x; B)] kesitleri verilsin. f7,(x) tii-
revinin o ve B kesitleri £}, (x; o) = [(f})1(x;00), (f)2(x; )] ve

(fi) (s B) = [(f7)1 (s B), (f7)3(xs B)] olsun. fy,(x) H-tiirevi Aumann integrallenebilir

oldugu i¢in (f7,)1(x; ), (f7)2(x;00), (f7,)7(x; B) ve (f7)5(x; B) fonksiyonlar: integralle-
nebilir ve her bir o, B € [0, 1] i¢in analizin temel teoreminden

fima) = [ Uhwed +fia)
) = [ Uhn(wad + )
Re:B) = [ UGBt fiap)
BB = [ Uit fp)

(5.2)

yazilabilir. Buradan

f(b; ) /ﬂ,xadx-l—f(aoc)vef*bﬁ /f,'j, B)dx+ f*(a;B)

esitligi saglanir. Ote yandan

f(b; o) /f[}xocdx—i—f(aoc)vef (b; B) /fl'{ B)dx+ f*(a;B)
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esitliklerinden ,
1) = [ s+ (@)

yazilabilir. Hukuhara fark: tanimindan

b b
1) = [ fads+s(@) & [ )y = 10) on (@)

elde edilir. m

5.2.2 Kuvvetli genellestirilmis Hukuhara tiirevi

Tanim 5.2.2. f: (a,b) — IFy(R) sezgisel dereceli sayi degerli fonksiyonu ve h > 0 olmak
iizere xo, Xo +h, xo — h € (a,b) sayilari verilmis olsun. Eger f’(xq) € IFy(R) fonksiyonu
mevcut ve f(xo+h) On f(x0), f(x0) On f(xo —h), f(x0) On f(xo+h),

f(x0) &1 f(xo — h) H-farklar: mevcut olmak iizere asagidaki limitler mevcut olacak se-
kilde

i)
hl_i,%l+ f(x0+h)h6ﬂf(XO) :hli%l+ f(xo)@th(xo—h) — F(x0)
i)
. fxo)ou flxo+h) . flxo—h)Ou flxo)
N Y N
" ( ) (xo0) f(xo—h)©n f(xo)
. fxo+h)en flxo s Xo—n)Ou f(xXo)
i h = (—h) =f )
" () S Sl th) - flxo) O flxo—h)
. fxo)on fxo+h) . x0) On f(xo—h)
e o I i =f)

durumlarindan biri saglaniyorsa f fonksiyonuna xy noktasinda kuvvetli genellestiril-
mis Hukuhara tiivevlenebilirdir (GH-tiirevlenebilir) denir. f'(xq) fonksiyonuna f nin
xo noktasindaki kuvvetli genellestirilmis Hukuhara tiirevi (GH-tiirevi) denir ve f(,;;(xo)
ile gosterilir.

(1), (ii), (iii) veya (iv) durumunda GH tiirevlenebilen bir f sezgisel dereceli fonksiyonunu,
swrasyla, i-GH, ii-GH, iii-GH veya iv-GH tiirevilenebilir olarak adlandiracagiz.

Teorem 5.2.4. 1 : (a,b) — IFy(R) sezgisel dereceli sayi degerli fonksiyonu (a,b) ara-
hginda iii-GH veya iv-GH anlaminda tiirevlenebilir ise her x € (a,b) i¢in f(;;(x) € R
dir.

Ispat. f: (a,b) — IFy(R) fonksiyonu keyfi bir xo € (a,b) iii-GH anlaminda tiirevlene-
bilir olsun. Yeterince kiiciik keyfi # > 0 sayis1 icin

Sf(xo+h)©n f(x0) = m(xo,h)
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ve
f(xo—h)©n f(xo0) = n(xo, h)

H-farklart mevcut olacak sekilde m(xo,h), n(xo,h) € IFy(R) sezgisel sayilari mevcuttur.
H-farki tanimindan

f(xo+h) = f(xo) +m(xo,h) (53)
ve

J(xo—h) = f(x0) +n(xo,h) (5:4)
elde edilir. Ikinci esitlikte xo = xo + & yazarsak

f(x0) = f(x0+h) +n(xo, h) (5.5)
Denklem 5.5°de verilen esitligi Denklem 5.3’te yerine yazarsak

n(X(),h) +m(x07h) =0

elde edilir. Yeterince kiigiik # > 0 i¢in n(xg, ) = m(xo,h) = 0 veya Teorem 3.2.6° deki 2)
sik geregince n(xg, ) ve m(xp,h) € R dir. Sonug olarak

, L m(xo,h) o n(xo,h)
Sialwo) = lim === = lim ===
limitleri mevcut ve esitlikleri saglandigi igin f,(xo) € R elde edilir. O

Lemma 5.2.1. /26] f: (a,b) — Fy(R) dereceli sayt degerli fonksiyonu ve
Sl o) = [filx;00), fa(x; )] o-kesiti verilmis olsun. Eger f fonksiyonu (a,b) de GH-
tiirevlenebilir ise sabit bir oy € (0, 1) i¢in

f(x;00) = £ (x; o)
farki (a,b) araliginda isaret degistirmez.

Lemma 5.2.2. 1: (a,b) — [FN(R) sezgisel dereceli sayt degerli fonksiyonu ve
fxo)=[filx;a), L(xsa)] ve f*(x; B) = [ff (x:B), f5 (x; B)] kesitleri verilmis olsun.

Eger f fonksiyonu (a,b) de GH-tiirevlenebilir ise

1) Sabit bir o € (0,1) igin
fr(xs00) = fi(x; 00)

farki (a,b) araliginda isaret degistirmez.
2) Sabit bir By € (0,1) igin

(/2)"(x: Bo) = (f7)'(x: Bo)

farki (a,b) araliginda isaret degistirmez.

Ispat.

1) Lemma 5.2.1 geregince saglanir.
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2) Sabit bir By € (0, 1) igin
(f3)' (s Bo) — (f)'(x: Bo)
fark1 isaret degistirsin. Ozel olarak B < By iken her x € (a,b) igin
(2) (x:B) = (i) (x:B) <0

ve B > By iken her x € (a,b) i¢in

() (x:B) = (i) (x:8) >0

olsun. Bu durumda £ fonksiyonu (a,b) de GH-tiirevlenebilir oldugu i¢in
(f&p) (x; Bo) kesiti tek nokta kiimesinden olusmaktadir.

Ote yandan her 0 < 8 < f i¢in
(f6r) (s B) € (fom)'(x: Bo)
oldugu i¢in (f%y) (x; B) kesiti de tek nokta kiimesinden olusmaktadir. Dolayisiyla
B < Bo i¢in
(5) (s B) = (/1) (x:B) =0
elde edilir. Buise B < By iken
(5) (e B) = (/1) (x:B) <0

iddiast ile ¢elismektedir. Sonug olarak f fonksiyonu (a,b) de GH-tiirevlenebilir ise

sabit bir By € (0,1) igin
(/2)"(x:Bo) = (f1)'(x; Bo)

farki (a,b) araliginda isaret degistirmez.

O

Teorem 5.2.5. f: (a,b) — IFy(R) sezgisel dereceli sayt degerli fonksiyonu ve f(x; o) =

il a), Ll a)] ve f*(x;B) = [ff (3 B), f5 (x; B)] kesitleri verilmis olsun. Her bir o
icin fi(x; o), f2(x; ) fonksiyonlar: x’ e gore klasik anlamda tiirevlenebilir olsun ve her
bir B icin f{(x; B) ve f5 (x; B) fonksiyonlari x’ e gore klasik anlamda tiirevienebilir olsun.

Eger f fonksiyonu (a,b) de GH-tiirevienebilir ise asagidaki durumlardan biri saglanr.

a) fi(x; o) fonksiyonu o ya gore azalmayan,
5 (x; o) fonksiyonu o ya gore artmayan ve fi(x;1) < f3(x; 1) dir.
1) ve
b) (f7) (x; B) fonksiyonu B ya gére artmayan,
(f3) (x; B) fonksiyonu B ya gére azalmayan ve (f) (x;0) < (f5)'(x;0) dur:

veya

a) f1(x; o) fonksiyonu o ya gore azalmayan,
5 (x; o) fonksiyonu o ya gore artmayan ve fi(x;1) < f3(x; 1) dir:
2) ve
b) (f5) (x; B) fonksiyonu B ya gére artmayan,
(fT) (x; B) fonksiyonu B ya gore azalmayan ve (1) (x;0) < (f7)(x;0) dur:
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veya

a) f5(x; o) fonksiyonu o ya gore azalmayan,
11 (x; &) fonksiyonu o ya gore artmayan ve f5(x;1) < fi(x;1) dir.
3) ve
b) (f7) (x;B) fonksiyonu B ya gére artmayan,
(f3) (x; B) fonksiyonu B ya gore azalmayan ve (f7) (x;0) < (f3)(x;0) dur:

veya

a) f5(x; o) fonksiyonu o ya gore azalmayan,
11 (x; o) fonksiyonu o ya gore artmayan ve f5(x;1) < f{(x;1) dir.
4) ve
b) (15) (x;B) fonksivonu B ya gére artmayan,
(f1) (x; B) fonksiyonu B ya gore azalmayan ve (f5) (x;0) < (f7)'(x;0) dur:

Ispat. Sabit her o ve B € [0,1] icin f(x; o) ve f*(x; B) kesitlerinin ug noktlar1 x’e gére
klasik anlamda tiirevlenebilir olsun. f sezgisel dereceli fonksiyonu (a,b) de

GH-tiirevlenebildigi i¢in GH-tiirevlenebilme tanimindan

foulse) = [filxa), f(xa)
ya da

fon(xa) = [flxa), fl(x o)

\

(f6r) (B) = (7)) (x:B), (f3) (x; B)]
ya da

(for)" (:B) = [(/5) (x:B), (1) (x: B)]

elde edilebilir. Dolayisiyla

Jor(xo) = [min{f{(x; ), f3(x: ) }, max{fi (x: 1), f3(x: ct) }]
(f6r)"(:B) = [min{(f7)'(x:B).(/7)"(x; )} max{(f7) (x: B), (/) (x: B)}]

yazilabilir. Lemma 5.2.2 geregince sabit bir o € (0, 1) igin
frlxs o) — fi(x; 0r)
farki isaret degistirmedigi icin
frlro) = filx ) 20

veya
fHxo) = filxo) <0

durumlarindan biri saglanir ve sabit bir f € (0, 1) i¢in

(2) (x:B) = (/1) (x: B)

80



farklar1 (a,b) araliginda isaret degistirmedigi igin

(5) (x:B) = () (x:B) = 0

veya

(5) (sB)— (1) (xB) <0
durumlarindan biri saglanir. Bu durumlar1 g6z oniine alirsak asagidaki durumlar elde
edilir.

1. Durum. Sabit bir x € (a,b) ve a, B € [0,1] i¢in
Sl o) = fi(x o) > 0

veE
(2) (x:B) = (i) (x:B) =0

olsun. f fonksiyonu GH-tiirevlenebilir oldugu i¢in

(for)(xs00) = [min{f](x; ), f3(x; ) }, max{fj (x; 1), f3 (x; o) }]
£ (6 00), 3 s 00)]

(fr)"(:B) = [min{(f7)'(x:B), (f3) (x: B)} max{(f7) (x: B), (/2)"(x: ) }]
= (1) xB). (/) (x:B)]

elde edilir.
0 <oy <oy <lolsun. (f)(x;00) C (f5y)(x;0q) oldugu i¢in
filren) < fi(x; o)

ve
Hxon) < frlx o)

elde edilir. Dolayisiyla f{(x; &) fonksiyonu o ya gore azalmayan, f}(x; o) fonksiyonu o
ya gore artmayan ve f] (x;1) < f5(x; 1) dir.

0 < B < By <Tolsun. (fGr)*(x:B1) C (fGp)*(x; B2) oldugu i¢in
(f1) (s B2) < (1) (x: Br)

ve
(5) (6 B1) < (/) (x: Ba)
elde edilir.

Dolayistyla (/) (x; B) fonksiyonu f3 ya gore artmayan, (f5)'(x; B) fonksiyonu B ya gére
azalmayan ve (f{) (x;0) < (f5)(x;0) dur.

2. Durum. Sabit bir x € (a,b) ve o, B € [0, 1] igin
S o) = filx o) > 0

81



Ve
() (@ B) = () (:B) < 0

olsun. f fonksiyonu GH-tiirevlenebilir oldugu i¢in

(for)(xs0) = [min{f{(x; so) ) max{f{(x; ), f3(x; ) }]
= [filx OC)JE( )]

(for)" (:B) = [min{(f7) (x; B),(£3) (x; B)}, max{(f7) (x;B), (f3) (x; B) }]
= [(5) (x5 B), (f7) (x:B)]
elde edilir.

0 <oy <o <lolsun. (ff,)(x;00) C (fGy)(x;on) oldugu igin

Al on) < fi(x; o)
ve
Sl o) < flxon)
elde edilir.
0 < Bi < Br<Tolsun. (fip)"(x:B1) C (fGr)*(x;B2) oldugu i¢in
(f7) (e Br) < (f1) (x:B2)

ve
(3) (5 B2) < (f3) (x: Br)
elde edilir.

Sonug olarak f{(x; o) fonksiyonu o ya gore azalmayan, f}(x;ct) fonksiyonu o ya gére
artmayan ve f](x,1) < f3(x, 1) dir. Ve (f3)'(x; B) fonksiyonu f ya gore artmayan,
(fy) (x; B) fonksiyonu 8 ya gére azalmayan ve (f3)’(x;0) < (ff)'(x;0) dur.

3. Durum. Sabit bir x € (a,b) ve o, B € [0, 1] igin
fle) = filxe) < 0

ve
(5) (:B) = (/1) (x:B) = 0

olsun. f fonksiyonu GH-tlirevlenebilir oldugu i¢in

(fr) (o) = [min{f](x; ), f3(x; )}, max{f (x; 00), f3(x: ) }]
= [Alxa) filx )]
(for)"(:B) = [min{(f7)"(x: ), (f3) (x: B)} max{(f7)'(x: B), (f2)"(x; ) }]

B
(1) (G B), (f3) (x: B)]
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elde edilir. 0 < oy < ap < 1 olsun. (f;,)(x;02) € (f) (x5 04) oldugu igin
filxion) < fi(xion)

ve
flxan) < fi(x o)

elde edilir.

0< Br < B < Lolsun. (flyy)"(x: 1) € (/)" (x: Bo) oldugu igin
(5) (s B2) < () (x: Bo)
ve

() (xB1) < () (x: Ba)
elde edilir.

Sonug olarak £} (x; o) fonksiyonu ot ya gére azalmayan, f](x;ct) fonksiyonu o ya gore
artmayan ve /3 (x, 1) < f{(x, 1) dir. Ve (f{)’(x; B) fonksiyonu 8 ya gére artmayan, (f5) (x;3)
fonksiyonu 8 ya gore azalmayan ve (f7)'(x;0) < (f3)'(x;0) dir.

4. Durum. Sabit bir x € (a,b) ve o, B € [0, 1] i¢in
Sxe)—filxa) <0
ve

() @:B) = (1) (:B) < 0

olsun. f fonksiyonu GH-tiirevlenebilir oldugu i¢in

(for)(xo) = [min{f](x;0t), f3(x; )}, max{fj (x; 0), f5 (x; 0) }]
= [hxa), filsa)]

(for) (s B) = [min{(f7) (x;B),(/3) (x: B)}, max{(f7) (x;B), (f3)'(x; B)}]
= [(B) (x:B), () (x:B)]
elde edilir.

0 <oy <oy <lolsun. (f)(x;00) C (f5)(x;0q) oldugu i¢in

il on) < filx; o)
ve
Hlxon) < fHlxo)
elde edilir.
0 < Bi < B < Tolsun. (fG5)*(x:B1) € (fGr)* (x: B2) oldugu igin
TP < fi(xB2)
ve
5 (6B2) < f5 (x5 Br)
elde edilir.

S5 (x; o) fonksiyonu o ya gore azalmayan, f](x; o) fonksiyonu ¢ ya gore artmayan ve

Fx,1) < fl(x,1) dir. Ve (f5)'(x; B) fonksiyonu 8 ya gore artmayan, (f7)’(x; B) fonksi-
yonu f3 ya gore azalmayan ve (f5)'(x;0) < (f7) (x;0) dur. O

83



Teorem 5.2.6. f: (a,b) — IFy(R) sezgisel dereceli sayt degerli fonksiyonu ve xy € (a,b)
verilmis olsun. Eger

1) Her a, B €0,1] igin
lim f(x; o) = [41(e), 42 (t)]

X—X0
ve

lim f*(x; o) = [47(B), 43 (B)]

X—X(

2) [A1(a),Az(a)] kiimesi Teorem 3.2.1'deki 1)-4) siklarimi ve [A](B),45
3.2.1deki 5)-8) siklarini saglar ise o ve B kesitleri [A) (), A2 ()] ve [4

(B)] Teorem
*

~. 1

olan bir A' sezgisel dereceli sayist mevcuttur ve

(B),43(B)]

lim f(x) =4’

X—X0

dir.

Ispat. [4)(c),A42(c)] ve [A}(B),45(B)] kiimeleri Teorem 3.2.1°deki ilgili siklar1 sagla-
dig1 i¢in Teorem 3.2.3 geregince bir A’ sezgisel dereceli say1st meveuttur. Her o, B € [0,1]
igin

lim /(x; ) = [4; (00), A2(e0)]

ve o
xlgrgclof*(X;a) = [47(B),45(B)]
igin
Jim Dy (f(x; 00), [41(r), 42(0)]) =0
ve

lim D (f(x; B), [41(B), 42(B)]) = 0

X—X0

elde edilir. Sonug olarak D metrigi tanim1 geregi

lim Do.(f(x),4") = 0= lim f(x) = A4’

X—X0 X—Xg

elde edilir. O
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6. SEZGISEL DERECELIi BASLANGIC DEGER PROBLEMLERI

Bu boliimde oncelikle Hukuhara tiirevi ve kuvvetli genellestirilmis Hukuhara tiirevi ile
verilen birinci mertebeden sezgisel dereceli baslangi¢c deger problemlerinin ¢oziimleri-
nin varlik ve tekligini inceleyecegiz. Daha sonra baslangi¢ kosullart ve zorlayict fonksi-
von katsayilari sezgisel dereceli sayilar olan ikinci mertebeden diferensiyel denklemlerin
coziimii i¢cin Heaviside fonksiyonu ve sezgisel dereceli fonksiyonlar icin Zadeh’in genig-
leme ilkesi yardimiyla gelistirdigimiz algoritmay: verecegiz.

Tanim 6.0.1. 1: R x IFy(R) — IFy(R) sezgisel dereceli sayt degerli fonksiyonu siirekli
olsun ve xq € IFy(R) olsun.

X(t) = f(tx)

x(to) = xo

ile verilen baslangi¢c deger problemine birinci mertebeden sezgisel dereceli baslangi¢
deger problemi denir.

6.1 Hukuhara Tiirevi ile Sezgisel Dereceli Baslangic Deger Problemleri

Varlik ve teklik teoremini vermeden énce, Hukuhara tiirevi ile verilen birinci mertebe-
den sezgisel dereceli baslangi¢ deger probleminin baslangi¢ degerini iceren kapall bir
aralikta integral denklemine denk oldugunu veren yardimci teoremi verelim.

Lemma 6.1.1. f: R x IFy(R) — IFy(R) sezgisel dereceli sayi degerli fonksiyonu siirekli
olsun ve xy € I[Fy(R) olsun.

xp(t) = f(tx)

x(to) = xo
ile verilen sezgisel baslangi¢ deger problemi ile
x(t) =x0+ ttf(s,x(s))ds
0
integral denkleminin ¢oziimii ty € R noktasini igeren [ty,t1] araliginda birbirine esittir.

Not. Burada integral denklemindeki integral aslinda Aumann integralidir.
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Ispat. x(t) verilen sezgisel baslangi¢ deger probleminin bir ¢6ziimii olsun. Teorem 5.2.3
ve H-farki yardimiyla
t
x(t) =xo+ | f(s,x(s))ds
4

yazilabilir.

Ote yandan, x(¢) fonksiyonu

x(t) =x0+ tf(s,x(s))ds

4]
integral denklemini saglasin. Bu durumda H-farki tanimindan

x(t+h) euxt) = (xO+ t0t+hf(svx(s))ds)9H(x0+ /to tf(S»x(S))dS>
= [ rtsxtnason [ sisaionas

fo

t+h
= S(s,x(s))ds
t
elde edilir. H-tiirevi tanimindan
. x(t+h)epx(t) .1 tth
(1) = tim S i [ (s, x(s))ds

yazilabilir. Simdi

1 rtth
Jim = [ fs,x(9)ds = f(0.x(0)
veya baska bir ifade ile & — 07 iken

1 rtth

Do (3 [ rlsextnas. a0 ) — 0

t

oldugunu gostermemiz yeterlidir. Bu nedenle,

Di ([ sl s ) o

Ve

t+h
D2 (3 [ sxto)ds.f(ea(0)) 0

t

oldugunu gostermeliyiz. [23] de Lemma 9.1 geregince

t-+h
o (5 [ oo f(eat0)) =0

t
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saglanir. Benzer sekilde D, i¢in de saglandigin1 gosterelim:

Da ([ rtsextas. )

1 ptth

~ D (Z [ fs.x(s)ds, f(t,x(t))% /tt+hds>
_ %Dz ( /Z s x(s))ds, /t i f(t,x(t))ds)

1 rtth

< 5 [ D). el
t+h
< 5 [ ot mas

= hl/(x(0),h)

= o(f(¢,x(t)),h) elde edilir.

Burada o(f(,x(¢)),h), her [to,¢;] C R araliginda ¢ ye gore siirekli olan f fonksiyonu-
nun siireklilik modiiliidiir. Siireklilik modiilii 6zelligi geregince f nin ¢ € [fy, 1] ye gore
siirekli olmast igin gerek ve yeter sart # — 07 iken @(f(¢,x(¢)),4) — 0 oldugundan

h—0+t

T <f»x<f)) = lim (f(t.x(1)), 1) =0

saglanmaktadir. Dolayistyla D.. metrigi tanimi geregi 2 — 07 iken

t+h
Do (5 Flsexnas. a0 ) — 0

t

elde edilir. Sonu¢ olarak

. x(t+h) ogx(t
= g 20

=/ (t,x(1))

elde edilir. x}, (1) = f(¢,x(¢)) ve x(to) = xo saglandig1 i¢in x(¢) verilen sezgisel baglangig
deger probleminin ¢éztimiidiir. |

Ileriki kesimlerde Do metrigine give xo € IFy(R) merkezli ve g > 0 yaricapl actk yuvar:
N(x07Q) = {X € [FN(R) :Doo(X(),X) < q}

ve kapali yuvart

N(x0,q) = {x € IFN(R) : Deo(x0,x) < q}
ile gosterecegiz.

Lemma 6.1.2. p ve g > 0 olmak iizere f : [ty,to + p] X N(xo,q) — IFy(R) sezgisel dere-
celi sayt degerli fonksiyonu siirekli olsun.

Eger her (t,x),(t,y) € [to.to+ p] X N(xo,q) igin
Dy (f(t,x), f(t,y)) < L1D1(x,y) (6.1)
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ve
DZ(f(t7x)7f(t7y)) < LZDZ(xvy) (62)

saglanacak seklide o ve B dan bagimsiz Ly,Ly > 0 sayilart mevcut ise f fonksiyonu

stirlidir. Yani
Do (f(t,x),0) <M

saglanacak sekilde bir M > 0 sayisi mevcuttur.

Ispat. x, € N(xo,q) sabit noktasii secelim. (6.1), (6.2) ve

|Dl(f(tvx)70) _Dl(oaf(tvx*»l < Dl(f(tvx)7f(t7x*))
1D2(f(2,x),0) = D2(0, £(2,x.))| < Da(f(2,x), f(2,%+))

esitsizlikleri yardimiyla

Di(f(t,x),0) < LiDi(x,x:)+D1(f(¢,x4),0)
Dy(f(t,x),0) < LoDsr(x,x:)+Da(f(¢,x4),0)

P

yazilabilir. D;(f(z,x.),0) ve D2(f(¢,x.),0) fonksiyonlari, #’ye gére stirekli oldugu igin
[to to + p] kapal1 araliginda sinirhidir. Dolayisiyla

Dl (f(t,x*),()) S Ml

Ve
Dy (f(t,x4),0) < My

olacak sekilde M, M, > 0 sayilar1 mevcuttur. Bu durumda

Dl(f(tvx)v )

0 LDy (x,x.) + M) < Lig+ M,
Dz(f(t,X),O)

LoDy (x,x4) + Mo < Log + M,

IAINA

oldugundan M = max{L;q+ M},Lrq + M, } secilmesi halinde
Doo(f(t,x),0) <M
elde edilir. O

Lemma 6.1.3. p, ¢ > 0 olmak iizere f : [ty to + p] x C([to to + p],N(x0,q)) — IFn(R)
sezgisel dereceli say1 degerli fonksiyonu siirekli olsun.

Eger her (t,x),(t,y) € [to.to + p] x C([to,to + p], IFN(R)) i¢in

Di(f(t,x(2)), f(,3(1))) < L1Ds(x,)

DZ(f(t7x(t))7f(t7y(t))) S LZDS(x7y)

saglanacak seklide o ve B dan bagimsiz Ly,Ly > 0 reel sayilart mevcut ise [ fonksiyonu

stnirlidir: Yani
Do (f(t,x),0) <M

saglanacak sekilde bir M > 0 sayisi mevcuttur.
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Ispat. L =max{Ly, L} ve n = supD..(f(¢,x0),0) olsun. Ispat Lemma 6.1.2° ye benzer
sekilde yapilirsa

Do (f(2,x(2)),0) Deo(f(2,x), f(2,%0)) + Des(f(2,%0),0)
LDg(x,x0) + sup Do (f(2,x0),0)

Lg+n

IA A CIA

elde edilir. M = Lg + n se¢ilmesi halinde

Do (f(2,x(2)),0) <M

saglanir. O

Teorem 6.1.1. p, g > 0 olmak iizere f : [ty to + p] x C([to,to + p],N(x0,9)) — IFy(R)
sezgisel dereceli say1 degerli fonksiyonu siirekli olsun. Eger her (t,x),(t,y) € [toto +

pl < C([to.to+ p),N(x0,9)) igin
Dy (f(t,x(2)), f(2,¥())) < L1Ds(x,y)

Dy (f(2,x(2)), f(t,¥(2))) < LaDs(x,y)

saglanacak seklide o ve B dan bagimsiz Ly,Ly > 0 sayilart mevcut ise dyle bir k > 0 reel
sayist vardir ki

xp(t) = f(tx(t))
x(t()) = X()EIFN(R)

sezgisel baglangi¢ deger probleminin ¢éziimii [ty,ty + k| araliginda mevcuttur ve tektir.

Ispat. 0 < c < p olacak sekilde her ¢ € [t #o + c] i¢in Ko = C([to,to + c], IFy(R)) siirekli
sezgisel dereceli fonksiyonlar uzay1 olsun.

P(xo)(t) = X
P(x)(t) = xo+ [ f(s,x(s))ds

to

olmak {iizere P : Ky — Ky operatoriinii tanimlayalim. f* fonksiyonu siirekli oldugu i¢in
Aumann integrallenebilir ve P(x(#y)) = x¢ oldugu i¢in P operatorii iyi tanimlidir. f fonk-
siyonu

Dy (f(2,x(2)), f(t,¥(2))) < L1Ds(x,)
ve

Da(f(#,x(2)), f(t,¥(1))) < LaDs(x,)

ifadelerini sagladigi icin Lemma 6.1.3 geregince

My = sup{Dy (f(t,x(1)),0) : (t,x) € [to o+ p] x C([to.o+ p]. N(x0.9)) }

Ve
M = sup{Dy(f(t,x(1)),0) : (t,x) € [to.to+ p] x C([to.to + P, N(x0.4))}
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olacak sekilde M| ve M, pozitif sayilar1t mevcuttur. O halde Hausdorff metrigi, Teorem
5.1.4 ve Lemma 6.1.3 geregince

Di(P(x)(t),x0) = Di(P(x)(t) Snx0,0)

D1 [ fGsxsaso)

tDl (f(s,x(s)),0)ds

<
< ]\Z(t—l‘())

ve

Da(PX)(t)x0) = Da(P(x)(1) i %0,0)

= Da( [ slstsraso)
< totDz(f(SJ(S)),O)dS
< M(t—1tp)

saglanir,

d = min{c, 3, 3%} ve K1 = C([to,t0 +d],N(x0,¢)) olsun.
Simdi P : K1 — C([to,t0 + d],IFy(R)) kisitlanist igin x € K iken P(x) € K; oldugunu
gosterelim. O halde Hausdorff metrigi, Teorem 5.1.4 ve Lemma 6.1.3 geregince

Di(P(x)(t),x0) = Di(P(x)(t)©nx0,0)

i [ rtstsnas.)

tDl (f(s,x(s)),0)ds

to

Md <gq

IN

IA

Dy (P(x)(1),x0) = Da2(P(x)(t) O x0,0)

= D) ( totf(s,x(s)ds,0>
Do (5, x(s)),0)ds

fo

Myd <gq

IN

IN

Dolayisila D., metrigi geregince
Doo(P(x)(t),x0) < max{M;,My}d <gq.
oldugundan x € K| iken P(x) € K] elde edilir.

Simdi P operatériiniin bir daralma doniisiimii aldugunu gosterelim. O halde Hausdorff
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metrigi, Teorem 5.1.4 ve Lemma 6.1.

Di(P(x)(1), P(y)(1))

I IA

IN

Ve

Da(P(x)(1), P(y)(1))

I VAN

IN

L =max{Ly, Ly} olsun. Bu durumda

Deo(P(x)(2), P(y)(2)) < LdDs(x,y) =

oldugundan

3 geregince
Dy (P(x)(1) &1 P(y)(2),0)
D1 ([ fteate) ea f(e.@)0)

Dy (f(2.x(2)) o f(1.3(1)). 0)dx

to

Dy (f(2.x(1)). f(2,p(x)))dT

fo

t
LlDS (xvy)dT
fo

Ly(t —19)Ds(x,y)
leDS(xvy)

D(P(x)(6) O PO (1),0)
D, ( [ rex@) eru,y(r))dr,o)

D (1,x(1)) O £ (7,9(2)),0)d 7

to

Da(f(2.x(1)). f(2,p(1)))dT

to

t
LZDS (X,y)dT
fo

Ly (¢t —1t9)Ds(x,y)
LZdDS(xay)

teto,to+d|

Ds(P(x),P(y)) < LdDs(x,y)

k =min{d, %} olmak iizere K> = C([tg, 1o + k], N(x0,¢)) olsun. Bu durumda P : K; — K;
operatoril bir daralma doniisiimiidiir. Teorem 5.0.1 geregince K uzayi1 Dy metrigine gore
tam oldugundan Banach sabit nokta teoremi geregince P(x*)(z) = x*(¢) olacak sekilde
bir x*(¢) € K, mevcuttur. Sonug olarak x*(¢) fonksiyonu her ¢ € [to, % + £] i¢in Lemma
6.1.1 geregince verilen sezgisel baslangi¢c deger probleminin bir ¢6ziimii olup tektir.

Teorem 6.1.2. p, ¢ > 0 olmak iizere f : [ty to + p] x C(|to.to + p],N(x0,9)) — IFn(R)

sezgisel dereceli sayi degerli fonksiyonu siirekli olsun ve o, B kesitleri

)
(“:B))

f(t,x1(t;500),%2(t; 0

SH@xi(6B),x

[fi

(tvxl (t;a)7x2(t;a))7f2(t7xl (l‘;O()ﬂCz(l‘;OC))

(@ x1(6:B), %

(#:8)), /7 (t,x1(6:8),%3
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ile verilsin. Eger

1) Her o € [0, 1] igin { f1}qejo,1) ve {/2}aco,1] fonksiyon aileleri essiirekls,
2) Her B €[0,1] icin { /T }gejo1] ve {f3 }pefo,1) Jonksivon aileleri essiirekli,
3) Her (t,X), (tvy) € [t(),tO +p] X C([tO,tO +p]7N(x07Q)) ve (X,ﬁ € [07 1] icin

f1(t,x1,x2) = filt,y,2)] <
12t x1,x2) = fa(t,y1,02)] <
fT(x1x) = fiEyin) <
2 (6x1,50) = 5601 00)] <

saglanacak sekilde o 'dan bagimsiz Ly, L,
sayilart mevcut ise

Lymax(|x; —y1/, Jx2 —2])
Ly max(|x; —y1], |x2 —»2])
Lymax(|x] —yi|, x5 —»3|)
Lymax(|x} —yi|, |x3 —»3|)

ve B ’dan bagimsiz L3 ve Ly porzitif reel

xy(t) = f(t.x)
x(t()) = XQEIFN(R)

sezgisel baslangi¢ deger probleminin k > 0 olmak iizere [t to + k] araliginda x(t) ¢oziimii

mevcuttur ve bu ¢oziimiin o ve B kesitleri

() = filtx(t0)x(o)
() = flxGa)xnta)
xl(t();O() = X()l(OC)
XQ(Z(),O{) = )C()z(OC)
(1 (B) = AlxI(6:B).x5(1B))
(5 (6:B)) = Axi(t:B).x5(t:B))
xi(:B) = x01(B)
(:B) = x02(B)

baslangi¢ deger problemleri ile karakterize edilmektedir.

Ispat. (t9,x0) € [to,t0 + p] x C([to, 2o+ p],IF (R™)) keyfi bir nokta ve ¢ > 0 verilmis olsun.

|t — 19| + Ds(x,x0) < 6 iken Do,

(f(2:%), /(t0,x0)) <€

olacak sekilde bir 6 > 0 sayisinin mevcut oldugunu gésterecegiz.

{f1}aep,1) Ve {2} aeo,1 fonksiyon aileleri essiirekli oldugundan her xo = (¢, Xo01,%02),

x = (t,x1,%2) € [to, 20 + p] x R? igin

\/(l‘ —t0)2 + (x1 —XO1)2 + ()C2 —sz)z < 5172
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iken
| f1.2(tx1,32) = fi2(t0,x1,%2)| <€

olacak sekilde f7 2, ot ve xo dan bagimsiz &; , > 0 sayilar1 mevcuttur.
Ote yandan, keyfi bir € [t,¢ 4 p] x R? ve ¢ > 0 verilmis olsun.
Y €[o,1] Ve {5} geo,1] fonksiyonlari essiirekli oldugu igin, her xj = (15+X015X02)-

x = (t,x1,X2) € [to, 2 + p] x R? igin

V(6= 10)2 4 (x1 =52+ (2 —x3)? < 67
iken
|f1*,2(tvle<7x§) _ﬁ,z(t()’x’lﬁvx;)l <€
olacak sekilde f7',, & ve xo dan bagimsiz 01, > 0 sayilar1 mevcuttur.
Dy (x,x) = sup{max{|x; —xo1/,|x2 —xo2[}}

< min{4;, 5}

ve
Ds(x,x) = sgp{maX{IXT —xo1], %2 —xga[}}
< min{d,8;}
oldugundan
D..(x,x0) = max{Dj(x,xq),D2(x,x0)}
< max{min{&;, & },min{s;, 5, }}

elde edilir. Sonug olarak
0 =min{d;, &, 85,0, } + max{min{;, 5 },min{8;, 65 } }

secimi i¢in
|t —to| + Ds(x,x0) < 6 iken Do (f(¢,x), f(t9,%0)) < €

saglandigindan f sezgisel dereceli fonksiyonu siireklidir. 3) sart1 geregince
f1(t,x1,x2) = fi(t,y1,02)| < Lymax{|x; —y1], [x2 —y2[}

|f2(t,x1,%2) — fa(t,y1,2)| < Lymax{|x; —y1|,|x2 — 2|}

esitsizlikleri saglanacak sekilde L, L, > 0 sayilari mevcut oldugu i¢in
M; =max{L;,L,} dersek Hausdorff metrigi geregi

Di(f(t,x(2)), f(t,(1))) < MiDy(x(2), (1))

oldugundan
Dy (f(t,x(1)), f(2,¥(t))) < MiDy(x,y)
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elde edilir. Ote yandan
1(t,x1,x3) = fi(£,7,2)] < Lamax{|x] —yi], [x3 =3}
12(t,x1,x3) = fa(6,7,2)| < Lamax{|xy —yi], [x3 =3}
olur ve M, = max{Ls,L4} dersek Hausdorff metrigi tanim1 geregi
Doy (f(t,x(0)), f(1,¥(2)) < MaDa(x(1),¥(1))

oldugundan
Dy (f(2,x(2)), f(2,¥(t))) < MaDs(x.,y)
elde edilir. O halde f € IFy(R) fonksiyonu Teorem 6.1.1 geregince

xp(t) = f(t.x)
x(t()) = X()EIFN(]R)

baslangi¢ deger probleminin x(¢) ¢6ztimil var ve tektir. x(¢) ¢oziimii Hukuhara tiirevle-
nebildigi i¢in Teorem 5.2.1 geregince x| (¢;¢t), x5 (¢; ), (xj(¢;B8))" ve (x3(t;B)) klasik
tiirevleri mevcuttur. Dolayisla a ve f8 kesitler yardimiyla

X (o), xy(ta)] = [filt,xi (o), x(a), fHx (o), x(ta))
[x1(to; o), x2(t0; )] = [xo1(0t),X02(0x)]

Ve

(7 (5B)), (2 (B))T = [T (6,x7(6:8),x3(8: B)), /7 (1,7 (1 B), x5 (t: B)))]
(0, 8),x3(10,B)] = [x01(B),x02(B)]

esitlikleri elde edilir. Bu araliklarin esitliginden asagidaki denklem sistemleri elde edilir.

() = flLx(ta)xta)

(o) = fHltx(sa),x(so))
xl(l‘(),(x) = x01((x)
XQ(to,O() = X()Q(OC)
(1(:B) = fitxi(t:B).x3(t:B))
(3 (6:B)) = fx1(t:B).x5(t:B))
xi(0,B) = x01(B)
X (t0,8) = xp2(B)

Ote yandan sabit her o ve 8 icin 1)-3) sartlari geregince

(1)) = filtxi (600, x5 0))
(ta)) = fHltx(ta),x(to))
xl(to,oc) = )C()l((x)
xz(l‘o,OC) = xoz(OC)
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(x1(:B)) = filt,xi(t:B),x2(t:B))
(x2(6:B)) = flt,xi(t:B),x2(4B))
x1(to;B) = xo1(B)
x(to;B) = x02(B)

diferensiyel denklem sistemlerinin x; (¢; &), x2(¢; o), x7(¢; B) ve x5(¢; B) ¢oztimleri var
ve tektir. Coziimlerin tekliginden dolay1 bu denklem sistemlerinin ¢oziimleri verilen sez-
gisel baglangi¢ deger probleminin x(¢) ¢6ziimiiniin o ve B kesitleri ile belirlenmekte-

dir. O
Ornek 6.1.1.
xff(t) = —x+et(—1,0,1;—2,0,2)+(1,2,3;0,2,4) (6.3)
x(0) = (-1,0,1;-2,0,2) (6.4)

ile verilen sezgisel baglangic deger probleminin Hukuhara tiirevlenebilme ile ¢6ziimiinii

bulalim.
f(t,x) =—x+¢€(-1,0,1;-2,0,2) +(1,2,3;0,2,4)

olsun. Buradan

S1(t,x1(t;0),x2(8;00)) —xt;0)+(a—1)e +1+a
fot,xi(ta),x(5a)) —x1(t; )+ (1 —a)e +3—a
[ X (68).x5(6B) = —x5(68)—2Be +2-28
Lxi(68).x55(6B) = —xi(6B)+2Be +2+28

olmak tizere f ’nin o ve B kesitleri
ffexta),xsa) = [filtx@a)x(sa) ), x2(t; )
[ ex(GB).x(t:B)) = [fi(xi(B).x(t:B)), /5 (t.x1(6B).x2(6:8))]
olarak elde edilir.

Her a, B € [0, 1] igin {f1 }aepo,1] » {2 acfo,1] » {7} gefo1] ve 15 }pefo,1) fonksiyon aile-
leri egstireklidir ve

f1(t,x1,52) = filt,y1,02)] = [v2—x2| < Lomax{|x; —y1],|x2 =2}
|2t x1,x2) = fa(t,y1,02)] = v —x1] < Lmax{|x; =1/, [x2 —y2[}
AT @ExT,0) = eyl = D —x3 < Lmax{|x] —yil, [x; — 3}
15 (#x71,0) = (vl = i =x1] < Lmax{|x] =i, 3 —»3 [}

oldugundan L1 = L, = L3 = L4 = 1 sayilar1 mevcuttur.

Dolayisiyla, Teorem 6.1.2 sartlar saglanmaktadir. (6.3)-(6.4) deki sezgisel baslangi¢ de-
ger problemini o ve f8 kesitler yardimiyla ifade edersek

x| (t; o), x5 (o) —xt;0), —x; ()] +e o —1,1 —a] +[1 + &, 3 — o]

] [
[x1(0,00),x2(0,x)] = [ot—1,1—q]
'(6:8),%5 (B)] = [=%5(6:B), —xi(t:B)] +€'[-2B,2B] +[2 - 28,2+ 2]
[7(0,B),x2(0,8)] = [-2B,2B]
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elde edilir. Aralik aritmetigi yardimiyla asagidaki denklem sistemleri elde edilir:

(o) = —xta)+(a—1)d+1+o
b)) = —xito)+(1-a)e +3 -«
x(0a) = o—1
XQ(O;OC) l—o
X (6:B) = —x3(t:B)—2Be +2-2P
x5 (¢;B) —xi(t;B) +2B€e +2+2B
x(LB) = -2
(LB) = 2B

Bu denklem sistemleri ¢6zersek
xi(t;a) = e (=2—e(a—3)+e2+1)(a—1))
nta) = e'(=2+é(a+1)—e¥2+1)(a—1))
xi(tB) = 2(1—e'+B—-€(2+1)B)
wn(tB) = 2-2¢"-2B+2e(2+1)B)
elde edilir. Coziimiine, B ve (o, B) kesitleri Sekil 6.2-Sekil 6.4 de gosterilmistir.

Ozel olarak o = 0, B = 1 kesitleri icin baslangi¢ deger probleminin ¢ ve 8 kesitlerinin
¢0zimil

x1(t;0) = 3—2e ' —€'(2+1)
x(t0) = 1-2e'+e(2+1)
xj(t;1) = 4-2e"—€(2+1)

X5(1) = e (=242 (2+1))

elde edilir (Sekil 6.1). Gergekten de, keyfi sabit bir £y € [0,00) degeri i¢in x;(fp; @) ve
x2(to; ot) fonksiyonlar1 o ya gore stireklidir; x7 (z0; B) ve x5(fo; B) fonksiyonlar1 8 ya gore
stireklidir ve x; (79;0) < x2(#0;0) ve x7(t0;1) < x5(to; 1) esitsizlikleri saglandig1 i¢in Te-
orem 3.2.4 geregince keyfi sabit her ¢ € [0,00) i¢in [x;(¢; ), x2(¢; )] ve

[ (t;B);x5(t; B)] kesitleri sezgisel dereceli bir say1 tanimlamaktadir. Uye olma ve iiye
olmama fonksiyonlar1 Sekil 6.5’te gosterilmistir.

150
100
— x"4(t, 1)
= xi(t, 0)
. — x(t)
— Xo(t, 0)
-50 : — X5(t, 1)
-100
0 1 2 3 4

t

Sekil 6.1: x;(¢;0), x2(¢;0), x7(z;1) ve x5(¢; 1) fonksiyonlari.
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150

.'/;:
100
50 | i
0 e _:: Hn
-50
-100 -
0 1 2 3
t

Sekil 6.2: Hukuhara ¢6ziimiiniin ¢¢-kesitlerinin olusturdugu bolge.

150

100

50

=50

-100
0

Sekil 6.3: Hukuhara ¢6ziimiiniin 3-kesitlerinin olusturdugu bélge.
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150

100

50

x
0 t
=20
-100
0
t
Sekil 6.4: Kesigen bdlge Hukuhara ¢oziimiiniin (¢r; 3)-kesitlerinin olusturdugu bolgedir.
1.0
-y
i Y
e
OIS
X ERR
RS
s
iy % - CHEHRITS, :
”Zéﬁéf}@', ', o, “ ':‘sg : 0 5 a:B
Gt , : S ; :
Il’;:::{;::g';i}:q{:j - '..:‘. S

0.0

Sekil 6.5: Coziimiin g iye olma ve V iiye olmama fonksiyonlari.
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4
-100 .

Sekil 6.6: Mavi grafik, sezgisel dereceli ¢6ziimiin iiye olmama fonksiyonudur. Kirmiz1 grafik ise
dereceli ¢6ziimiin liye olmama fonksiyonudur.

Not. Dereceli kiimelerde iiye olma ve iiye olmama fonksiyonlar1 toplami1
p+v=1

oldugundan, 1 — u dereceli kiimedeki bir elemanin iiye olmama fonksiyonudur. Bu 61-
negi dereceli kiimeler i¢in ¢ozersek sezgisel dereceli ¢éziimiin iiye olmama fonksiyonu
ile dereceli ¢6zlimiin {iye olmama fonksiyonlar1 Sekil 6.6’daki gibi elde edilir.

6.2 GH-Tiirevi ile Sezgisel Dereceli Baslangic Deger Problemleri

Lemma 6.2.1. x € [Fy(R) bir sezgisel dereceli sayi ve Ry = [a,b] x C([a,b],IFy(R))
olmak iizere f : Ry — IFy(R) siirekli sezgisel dereceli fonksivonu verilsin. x in o ve
B kesitleri sirasiyla x(ot) = [x1 (o), x2(x)], x*(B) = [x](B),x5(B)] ile verilsin dyle ki
x1(et) kesin artan, x;(ot) kesin azalan ve xi(B) kesin azalan, x5(B) kesin artan ti-
revienebilir fonksiyonlar olsun. f fonksiyonunun o ve B kesitleri siraswla f(t,x;a) =

fi(t,xs ), fa(t,x;a)| ve £*(t,x; B) = [f1 (¢,x;B), f1 (¢, x; B)] ile verilsin dyle ki her (t,x) €

Ry icin of lg(’;‘;a), a.ﬁgg;a)’ ot (gg;ﬁ ) ve A ((;’;;;ﬁ ) kismi tiirevleri mevcut ve simirli olsun.

Eger

D x1(1) <x2(1) ve x7(0) < x5(0) saglanirsa,
veya
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2) x1(1) < x2(1), x7(0) = x5(0) saglanirsa ve her (t,x) € Ry icin f*(t,x;0) kesiti tek
nokta kiimesi ise,
veya

3) x1(1) = x2(1), x7(0) < x5(0) saglanmirsa ve her (t,x) € Ry igin f(t,x;1) kesiti tek
nokta kiimesi ise,
veya

4) x1(1) = x2(1), x{(0) = x5(0) saglanrsa ve her (t,x) € Ry icin f(t,x;1), f*(¢,x;0)
kesitleri tek nokta kiimesi ise,

bu taktirde, her (t,x) € [a,h] x C([a,h],IFx(R)) igin
t
xOn <—/ f(t7x)ds>
a
olacak sekilde h > a olacak sekilde bir h sayisi mevcuttur.

Ispat. x € IFy(R) ve f: Ry — IFy(R) siirekli sezgisel dereceli fonksiyonu verilsin.

s=xeu (- [ Slstoas)

o= xou (- [ satoas)

t

< x=z+ [ (—1)f(s,x(s))ds
— t

1) sart1 saglansin ve

olsun. Bu durumda

olur. Buradan
t t
x1(a),x2(x)] = [z1(a),z2(c0)]+ [—/a fz(s7x;oc)ds,—/a fl(s,x;oc)a’s}
o () :xl(oc)Jr/tfz(s,x;tx)ds
ve n(a)=x(a) +/th (s,x;0t)ds
saglanir ve benzer sekilde

(B)=5i(B)+ [ (5B

Ve
5(8) = v3(B)+ | fi(s:B)ds

elde edilir. Teorem 3.4.4°de 1) sartindan z nin sezgisel bir say1 olabilmesi i¢in gerek ve
yeter sart
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zp(a) fonksiyonu o ya gore artmayan

z1 () fonksiyonu @ ya gore azalmayan
i)
z1(1) < =z(1)

ve
z}(B) fonksiyonu 8 ya gore artmayan
ii) < z5(B) fonksiyonu 3 ya gére azalmayan
(0 <5(0)
saglanmasidir.
f(t,x;00) ve f*(t,x; B) kesitleri kapali ve sinirli oldugu igin

cap(—f(t,x;1)) = fa(t,x; 1) — fi(t,x:1)

ve
cap(—/f"(t.x;0) = f5 (t,x; B) — f1(t,x: B)

uzunluklari sinirhidir. Yani 6yle My, M, > 0 sayilari vardir ki V¢ € [a, b] igin

cap(—f(t;1)) < My ve ¢ap(—f*(£;0) < M, olur.

cap(—f(t,x;1)) <My = /at cap(—f(s,x;1))ds < /atMlds = (t—a)M;
olur. Her € [a,a + %xl(l))] icin (r —a)M; < ¢ap(x(1)) oldugundan
| sap(=r(sxi)ds < gap(x(1))
t ¢ t
i/a fz(s,x;l)ds—/a f1(s,x;1)ds x2(1) —x1(1)

:,/atfz(s,x;l)dsﬂl(l) /atﬁ(s,x;l)dwxz(l)
=zi(1) < z(1).

IA

IN

elde edilir. .
Ote yandan, her ¢ € [a,a+ %2(0))] i¢in (¢ —a)M, < ¢ap(x*(0)) oldugundan

t

| cap(—f"(s,x:0))ds < ¢ap(x”(0))

= [ fsxpds— [ fisxBds < x3(0)—xi(0)

a a

;»/atf;(s,x;/s)dsﬂf(l) < /atﬁ(s,x;ﬁ)dsﬂé(O)

= 75(0) < z(0).

elde edilir. Sonug olarak her ¢ € [a, min{a + Qap](lj[cl(l)) ,a+ ?ap(jz(o) )} igin

< z(l1)
z1(0) < z3(0).

saglanir. $imdi zy, 2, z] ve z; monotonlugunu inceleyelim.

ofilt.se) df(txe) fi(t.xB)  f3(6xB)
da ~  Jdo ~ JB B
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kismi tiirevleri sinirli oldugundan her (¢,x) € Ry ve o, B € [a,b] i¢in

dfi(t,x; o) dfa(t,x;00) (t,x;B) f5(t,x;B)
‘—%7— “oa | <5758 ‘S&’Zw ‘Sm

olacak sekilde K, K7, K3, ve Ky, pozitif sayilart mevcuttur. x; (o) fonksiyonu « ya
gore kesin artan oldugu i¢in dyle bir ¢; > 0 pozitif reel say1st mevcuttur ki (x; (o))’ >
c1 saglanir. Her ¢ € [a,a+ gt] i¢in

‘SKh’

<K,

/’ a1 (s,x; oc)d

do -
11 fa(s,x;00)
= /a do
Ky (t—a)
c1 < (xi ()

oo

/tafz(sx OC)d ’

ds

olur. Dolayisiyla
t .
(z1())" = (XI(OC))/-i‘/ st >0

oldugundan z; (o) fonksiyonu o ya gore azalmayandir. x; (o) kesin azalan oldugu
icin (x2(@))" < ¢, olacak sekilde bir ¢, < 0 reel sayisi mevcuttur. O halde her 7 €

[a,a+ %] icin

Ldf1(s,x; )
/a do ds

/fafl(sx oc)d ‘

da
/al‘

dfi(s,x;0)
K; (I — a)

Ja
<
< el £ —(xa(e))

IN

ds

olur. Yani

(a(e)) = (ae)) + [ PHE2D o

oldugundan z; (o) fonksiyonu o ya gore artmayandir.
x}(B) kesin azalan oldugu i¢in (xj(B))" < c¢3 olacak sekilde bir ¢3 < 0 reel sayist

mevcuttur. Her ¢ € [a,a + %] i¢in

/atﬁ(gg;ﬁ)ds <
fz*(S»x;ﬁ)‘dS

< |5
Ky(t —a)

les] < =(x1(B))’

BsxB)

INA A

olur. Yani

B = i)+ [ 2 a <o
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oldugundan z;(f) fonksiyonu 8 ya gore artmayandir. x5 (/) kesin artan oldugu i¢in
(x3(B))" < ¢4 olacak sekilde bir c4 > 0 reel sayist mevcuttur. O halde her ¢ € [a,a+
2] i¢in

K3

_/atﬁ(zg;ﬁ)ds - /atfik(;;;li’)ds‘

LA (s,x5 B)
= /a laﬁ
Ks(t—a)

ca < (x3(B))

ds

olur. Yani
>0

B = 3B + [ A5

oldugundan z3(f3) fonksiyonu f ya gére azalmayandr.

Sonug olarak, 7 = min{%, |1c<_21|’ |Ic(—i|, %,a + gap](\;l(l)) ,a+ gap%(o)) } secilirse i) ve ii)

saglandigindan (¢,x) € [a,h] x C([a,h],IFy(R)) i¢in

t
xSy (—/ f(s,x)ds)
a
mevcuttur.

2) sart1 saglansin bu durumda x7(0) = x5(0) ve her ¢ € [a,b] i¢in f*(z,x;0) tek nokta
kiimesi oldugundan her ¢ € [a, b| igin

¢ap(f*(#,x;0)) =0

A%~
/a cap(/ (5,:0))ds = ¢ap(x"(0)) = 0

elde edilir. 1) durumdakine benzer adimlar izlenirse
h = min { a lol lal a gy %xl(l))} elde edilir; i) ve ii) sartlar1 saglandigindan

Ky’ Ky K40 K30
t
xSn (—/ f(s,x)ds)
a
mevcuttur.

her 7 € [a,h] i¢in
Benzer sekilde 3) ve 4) sartlari icin sirasiyla
— i lea| |es gap(x*(0))
p=min{ i LG a0
i lea| |e3 ot
h= mm{%, [(;—21, %, [c<—43} elde edilir.
Dolayistyla Teorem 3.4.4 geregince (¢,x) € [a,h] x C([a,h],IFy(R)) i¢in

*On (— / [ f(s,x)ds)

mevcuttur. 0
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Teorem 6.2.1. p,q > 0, xo € IFy(R) olmak iizere Ry = [ty to + p] x C([to to + p),
N(x0,q)) olsun ve f : Ry — IFy(R) siirekli sezgisel fonksiyonu verilsin.

x: [to,t0 + p] — IFy(R) olmak iizere x’in o ve B kesitleri sirasiyla

x(t;00) = [x1(t; ), x2(t; )] ve x*(¢; B) = [x5(¢; B),x;5(t; B)] ile verilsin dyle ki sabit hert €
[to,to+ p] igin x1(¢; &), ot ya gore kesin artan, x;(t; o), & ya gore kesin azalan; x7i(t; B); B
ya gore kesin azalan ve x5(t; B); B ya gore kesin artan tiirevienebilir fonksiyonlar olsun.
[ fonksiyonunun o ve B kesitleri sirasiyla

flt,x;o) =[filt,x;0), fo(t,x;00)] ve f*(t; B) = [ff (t,x; B), 7 (t,x; B)] ile verilsin yle ki

her (t,x) € Ry igin aflg(’fa), i égg;a), it %’E;ﬁ ) ye &2 (gg;ﬂ ) Fusmi tiirevieri meveut ve (¢,x)

den bagimsiz olarak sinirli olsun.

D) f:Ry— IFy(R) sezgisel fonksiyonu siirekli olsun ve (t,x), (t,y) € Ry igin
Dy (f(t,x(2)), f(2,¥(t))) < L1Ds(x,)
Dy (f(2,x(2)), f(2,¥(t))) < LaDs(x,)

saglanacak seklide Ly,Ly > 0 reel sayilart mevcut

2) Lemma 5.2.1 deki 1)-4 ) sartlarindan biri saglasin.

Bu taktirde, oyle bir k > 0 reel sayisi mevcuttur ki

{ X (1) = f(2,%)

x(ty) = xo

sezgisel baglangi¢c deger probleminin [ty,ty + k| araliginda ¢oziimii vardir ve tektir.

Ispat. Teorem 6.1.1 den Hukuhara ¢éziimiiniin meveut oldugunu gérmiistiik. Simdi di-
ger ¢6zlimiin varligini gosterelim. Lemma 6.2.1 geregince 0 < ¢ < p olacak sekilde her
t € [to.to+c] igin

X0 OH —/f(S,X(S) ds

Hukuhara farki mevcuttur.
Ry = [to,to+¢] x C([to.to + ], N(x0,9)) olsun; Ko = C([to, 70 + ], IFn(R)) siirekli sezgisel
dereceli fonksiyonlar uzay1 olsun.

O(x)(%) = xo
O(x)(t) = xoonu —/f(s,x(s) ds

olacak sekilde Q : Ky — Ky operatdriinii tamimlayalim. f sezgisel fonksiyonu siirekli,
Aumann integrallenebilir ve Q(x(#p)) = xo oldugu i¢in Q operatérii iyi tanimhidir ve her

(t,X), (tay) € [fo,t0—|—0] XN(x07Q) 1(;111

Dy(f(t,x(1)), S (t,x(1)))
Da(f(2,x(2)), f(£,y01))
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saglandigindan Lemma 6.1.3 den

M, = sup{Dl(f(t,x),O) : (t,x) S Ro}

ve
M2 = Sup{D2<f(t7x)70) : (2‘7)() € RO}
olacak sekilde M; ve M, sayilart mevcuttur. O halde

DO (1)) < Dy ( t:f(s,X(S))d&O)

< [tDl(f(S7x(s))7O)ds

< M(t—1t)
ve
D0WOx) < D [ fls.x(9)as0)

tDz(f(s7x(s))70)ds

to

< M(t—1).

IN

saglanir. d = min{c, %, A—%} ve K1 = C([to,t0 +d],N(xo,q)) olsun.
Simdi Q : K; — C([ty,to + d],IFy(R)) kisitlanist i¢in x € K iken Q(x) € K| oldugunu
gosterelim.

Di(Q(x)(1),x0) = Di(Q(x)(1) S x0,0)

D1 ( [ flsaxspyas)

[ D1(7(5.x(6)),0)ds
Md <q

IN

IN

Dy(Q(x)(2),x0) = Da(Q(x)(t) Srx0,0)
= D </to f(s,x(s))ds,0>

tDz(f(S,X(S)),O)dS

Io

Myd <q

IN

IN
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elde edilir. Dolayisiyla D.. metrigi geregince

Do (Q(x)(t),x0) < max{M,Mr}d <gq

oldugundan x € K iken Q(x) € K| elde edilir.

Simdi Q operatériiniin bir daralma doniisiimii oldugunu gosterelim

Di(Q() (1), 00)(1)) =

IN

IN

Dy (0(x)(1),0() (1))

Dy(O()(1) 11 00)(1),0)
Dy ( [ reato) erm,y(r))dr,o)

"D (f(1.x(1)) e f(T.3(0)),0)d7

o

Dy (f(2.x(2)). f(2,p(2)))dT

t
LIDS (X,y)dT
to

Ly (¢t —19)Ds(x,y)
leDS<x7y)

Dy (Q(x)(t) e Qv)(2),0)

_ D, ( [ et erm,y(r))dao)

IN

IN

<

L = max{L;,L,} olsun. Bu durumda

Deo(Q(x)(1), Q) (1)) < LdDs(x,y) =

oldugundan

' Da(f(2.x(2)) o f(1.3(1)), 0)dx

to

Da(f(2.x(1)). f(T,p(1)))dT

to

t
LyDs(x,y)dt
fo

Ly (t —t0)Ds(x,y)
LZdDS (xvy)

tEty,to+d]

Ds(0(x),0(v)) < LdDy(x,y)

elde edilir. k = min{d, 7} olmak tizere K> = C([to,% + k],N(xo,q)) olsun. O halde Q:
K> — K> operatorii bir daralma doniisiimii olur. Banach sabit nokta teoremi geregince
O(x*) = x* olacak gekilde bir x* € K, mevcuttur. Dolayisiyla x*(¢) fonksiyonu her ¢ €
[to, %0 + k] i¢in verilen sezgisel baglangi¢ deger probleminin bir ¢6ziimii olur. Banach sabit

nokta teoremi geregince bu ¢oziim tektir.
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3)

Teorem 6.2.2. p,q € R, xo € [Fy(R) ve Ry = [t .to + p| x C([to .0 + p], N(x0,q)) olsun.
f: Ry — IFy(R) sezgisel fonksiyonu verilsin. x in o ve B kesitleri xi(o) kesin artan,
x2(ot) kesin azalan ve xj(B) kesin azalan, x5(B) kesin artan tiirevlenebilir fonksiyonlar

olacak sekilde sirasiyla x(ot) = [x1(a),x2(@)], x*(t;B) = [x](B).x5(B)] olsun. f fonksi-

yonunun o, ve 3 kesitleri ise her (t,x) € Ry i¢in ?92 g{j g;; ve gz; kismi tiirevleri mevcut

ve sinirlt olacak sekilde sirasiyla

ile verilsin. Eger

1) Her o, € [0,1] icin { fi}acjo.1] » {2 aco.1] - {/7}pejo.n) ve {3 }pejo,1) fonksiyon

aileleri essiirekli,

2) Her (t,x),(t,y) € [to.to + p] x C([to.to + p], N(x0,9)) ve ct, B € [0,1] igin

1t x1,x2) = fi(t.yr,2)] < Limax(fey =y, [x2 —y2l)
|f2(t,x1,%2) — fat,y1,02)] < Lomax(|xg —yi],|x2 —y2])
A (Ex,xs) = A (Ey105)] < Lamax(fxy =yl x5 —»3))
15 (6,x1,%3) — [ (6.01,05)] < Lamax(|x) —yil,[x2 —»3)

saglanacak sekilde o 'dan bagimsiz Ly, Ly ve B 'dan bagimsiz L3 ve L4 pozitif reel sayilari
mevcut ,

Lemma 5.2.1°deki 1)-4) sartlarindan biri saglanirsa bu taktirde

xp(t) = f(tx)
x(l‘o) = xOEIFN(]R)

sezgisel baslangi¢ deger probleminin k > 0 olmak iizere [ty to + k| araliginda x(t ) ¢oziimii
mevcuttur ve bu ¢oziimiin o ve B kesitleri asagidaki baslangi¢c deger problemleri ile
belirlenir.

i)

(o) = filtx(sa),x ()
(o) = fHltx(se)xn(sa)
xl(l‘o,OC) = x01(oc)

xZ(l‘o,OC) = x()z( )

(x1(:B)) 1(tx1(6:8),x (6B

(3(nB) = fxiB).xat:B)
xi(to,B) = x01(B)

X (to,B) = x02(B)
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(xi(sa) = filt,x(G0),x(50))
((sa) = flt.x(so)x(se)
xl(to,oc) = xm(a)
XQ(I(),O() = X()Q(OC)

«1®B)) = ftxi(tB).x3(t:B))
(3BR)) = fitxi(t:B)x3(:B))
xi(to,B) = x01(B)
X (to,B) = x02(B)

iii)
) = flx(soe)xda)
(ata) = filtx(se).xda)
xl(to,oc) = xm(a)
XQ(t(),O() = X()Z((X)
@1®B)) = ftxi(tB).x3(t:B))
(3(B)) = fxi(B).x5(6B))
xi(to,B) = x01(B)
X (to,B) = x02(B)

iv)

~~
=
—_
o
~
- .
53
~—
~—
~
|

= [lx(6e)x@a)

filt,x1(t00),x2(8;00))

xl(to,a) = xOl((X)
x2(to,OC) = X()Q(OC)
(¥ (:B) = fEx(t:B).x5(t:B))
(5(6:B)) = fi(t.xi(t:B).x5(t:B))
xi(t0,B) = x01(B)
X (t0,B) = xp2(B)

Ispat. Her o, B € [0, 1] i¢in {fi }aco.1] » {2} aefo1] » 17 }pefo.r) Ve {/5 }pefo,1) fonksiyon
aileleri egsiirekli oldugunda f(¢,x) sezgisel fonksiyonu siirekli oldugu Teorem 6.1.2 de
oldugu gibi gosterilebilir. 2) sart1 geregince

|f1 (t,.Xl,Xz) _fl (t7y17y2)| < leax{lxl _yll ) |X2 _y2|}

1/2(2,x1,x2) = fo(t,y1,32) | < Lymax{|x; —y1], |x2 — y2[}
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esitsizlikleri saglanacak sekilde Ly, L, > 0 sayilar1 mevcut oldugu i¢in

M; = max{L;,L,} dersek Hausdorff metrigi geregi
D (f(2,x(2)), f(t,¥(2))) < MDi(x(1),y(1))

oldugundan
Di(f(2,x(2)), f(2,0(t))) < MiDs(x,y)
elde edilir. Ote yandan
(6 x1,x2) = f1 (6,07,09)] < Lamax{|x} —yi[, |xy =3[}
2 (t.x1,52) — f5 (6,07,02)| < Lamax{|x} —yi[, |xy =3[}

saglandigindan M, = max{L3, L4} dersck Hausdorff metrigi tanimi geregi

Dy (f(t,x(2)), f(1,¥(t))) < MaDa(x(2),y(2))
oldugundan
Dy (f(1,x(1)), f(2,¥(t))) < MaDy(x,y)
elde edilir. O halde Lemma 6.2.1 ve Teorem 6.2.1 geregince

Xer (1) = f(t,x)
x(l‘o) = Xp E]FN(R)

baslangi¢ deger probleminin x(¢) € /F(R) ¢oziimii vardir ve tektir.
x(¢) nin o ve B kesitleri
x(t;o) = [x1(t;a),x2(8; o)
xX(6B) = KEB)xa(6B)
olsun. x(¢) € IFy(R) sezgisel dereceli ¢oziimii GH-tiirevlenebilir oldugundan. Bu du-

rumda her o8 € [0, 1] i¢in Teorem 3.3.4 geregince (x;(;))’, (x2(t;0x))’, (x](¢;8))" ve
(x3(t; B)) Klasik tiirevleri mevcuttur ve

() = [i(ta), ()]

veya

() = [t ), (i (@)

]
]

ve

("(:B)) = [(x(:B)) (x(t:B))]

veya
(*(:B)) = [(3(5B)), (x(:B))]

saglanir. Dolayistyla bu durumlar1 ayr1 ayr1 géz 6niine alirsak verilen sezgisel baslangi¢
deger probleminin & ve B kesitlerinden i)-iv) denklem sistemleri elde edilir. Ote yandan
sabit her o ve B igin 1)-3) sartlar1 saglandig: igin i)-iv) denklemlerinin ¢6ziimlerinin
xi(t; ), x2(t; ), xi(t; B) ve x5(t; B) ¢oztmleri var ve tektir. Coziimlerin tekliginden
dolayr bu denklem sisteminin ¢oziimleri verilen sezgisel baslangi¢ deger probleminin
x(t) ¢6ztimiiniin o ve P kesitleri ile belirlenmektedir. O
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Ornek 6.2.1.

x/GH(t> = x_et(_laov1;_27072)+(17273;07274) (66)

ile verilen sezgisel baslangic deger problemini kuvvetli genellestirilmis Hukuhara tii-
revlenebilme ile ¢6ziimiinii bulalim. Teorem 6.2.2 ’de, (6.6)-(6.7) baslangi¢c deger prob-
lemine karsilik gelen dort farkli denklem sisteminin o ve B kesit ¢oziimleri sirasi ile
asagidaki sekil elde edilir.

i)

) = xGa)+(e—1)+1+o
o) = xto)+(1—o)e+3—o
) = a—1

) = -«

x'(6:B) = x{(B)—2Be'+2-2B
5'(t:B) = x3(B)+2Be +2+28
x1(0;8) = -2
x(0;B) = 2B
Bu denklem sisteminin ¢6ziimii
xit;o) = —l—a+eé(—t+20+ta)
nto) = 3+at+é@d+t—20—ta)

¥(6B) = 2(=1+B+e(1-(1+2)B))
(6B) = 2(=1=B+e(1+(+2)B))

olarak elde edilir. Cozimiine, B ve (o, B) kesitleri Sekil 6.8-Sekil 6.10°da gésterilmistir.
Ozel olarak @ = 0, B = 1 kesitleri icin baslangic deger probleminin ¢oziimii asagidaki
gibi elde edilir (Sekil 6.7). Uye olma ve iiye olmama fonksiyonlari Sekil 6.11°de goste-
rilmistir.

x1(£;0) = —1—te
x(0) = -3+ (t+4)
xXij(;1) = =26 (t+1)
(1) = —4+26(t+3)
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150

A0 frvse
— X*(t, 1)
or — x(t, 0)
) — x(t
— X(t, 0)
-50 - — X*5(t, 1)

-100
0

Sekil 6.7: (i) sistemi i¢in x; (¢;0), x2(¢;0), x7(¢; 1) ve x5(¢; 1) fonksiyonlari.

o] —
100 |

50

-50

-100

Sekil 6.8: (1)-GH ¢6zlimiiniin o-esitlerinin olusturdugu bolge.
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150

100 ¢

50 ¢

-100
0

Sekil 6.9: (i)-GH ¢oziimiiniin B-Kesitlerinin olusturdugu bolge.

150

100 ¢

50 ¢

Sekil 6.10: Kesisen bolge (i)-GH ¢oziimiiniin (a, B)-kesitlerinin olugturdugu bélgedir.
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Sekil 6.12: Mavi grafik, sezgisel dereceli ¢oziimiin iiye olmama fonksiyonudur. Kirmizi grafik
ise dereceli ¢6ziimiin {iye olmama fonksiyonudur.
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Xh(a) = xto)+(oe—1)d+1+o
Xj(to) = o)+ (1-a)e+3—a
x(0x) = a—1
XQ(O;OC) l—o
x(GB) = xi(:B)—2Be +2-2p
»(6B8) = x5(68)+2Be +2+28
%(0:8) = —2B
x(0:8) = 2P

Bu denklem sistemine ait baglangi¢c deger probleminin ¢oziimii
1 ;5 s
xta) = —oc—z(oc—S)e +§((x—l)e -1
1
0ta) = Ee—f(—50¢+2(o¢—3)ef+(oc+3)e2f+5)
x(tB) = 2(-1+B+€(1-(1+2)B))
(t:B) = 2(-1-B+€(+1+(t+2)B))

*

*

olarak elde edilir.

Coziimiin o, B ve (o, B) kesitleri Sekil 6.14-Sekil 6.16°da gosterilmistir. Ozel olarak
o=0,8=1igin

x1(50) = —€(t—2)—2e"—1
X (50) = —€(t—2)+2e "3
xi(;1) = =2 (t+1)

x5 (1) —4+2€' (t +3)

olarak elde edilir (Sekil 6.13). Uye olma ve iiye olmama fonksiyonlar1 Sekil 6.17’de
gosterilmistir.

150
100
— Xt 1)
" x(t, 0)
] — x(t)
— X(t, 0)
-50 : 14— x*(t, 1)
-100

Sekil 6.13: (ii) sistemi igin x1 (¢;0), x2(¢;0), x7(¢; 1) ve x5(¢; 1) fonksiyonlart.
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150

100}
50/ _diy”
/’_,// _ '
0 I
_50 L
-100 :
0 ¢ 2 3

Sekil 6.14: (i1)-GH ¢6ziimiiniin a-kesitlerinin olusturdugu bolge.

150

100 ¢

50 ¢

-100
0

Sekil 6.15: (ii)-GH ¢6ziimiiniin $-kesitlerinin olusturdugu bslge.
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150

100 ¢ ]

20 __

-100
0

w

Sekil 6.17: (ii))-GH ¢6ziimiiniin & {iye olma ve v iiye olmama fonksiyonlari.
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Sekil 6.18: Mavi grafik, sezgisel dereceli ¢6ziimiin iiye olmama fonksiyonudur. Kirmizi grafik
ise dereceli ¢6ziimiin {iye olmama fonksiyonudur.

iii)

o) = xita)+(a—1)ed+1+a
Hto) = xnta)+(1-a)ed+3—a
x1(0;a) = a—1
xz(O;OC) = l—-«
Xy (6:8) = xi(t:B)—2Be' +2-28
'(GB) = x(6B)+2pe +2+2B
x1(0;8) = 2B
(0;8) = 2B

Bu denklem sistemine ait baslangi¢c deger probleminin ¢6ziimii

xi(ta) = —l—a+é(—t+2a+ta)
nta) = 3+a+é(d+t-2a—ta)
xi(B) = 2(B—1)—5e "B+ (2+B)
o(:B) = —e ' (B—2)+5¢B—2(1+P)

olarak elde edilir. Coziimiin o, B ve (¢, B) kesitleri Sekil 6.20-Sekil 6.22°de gosterilmis-
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tir. Ozel olarak or = 0, B = 1 kesitleri igin

x1(40) = —1—te
x(0) = —3+e (t+4)
xij(t;1) = —5e ' +3¢
X5(t;1) = —4+5e " +¢

olarak elde edilir (Sekil 6.19). Uye olma ve iiye olmama fonksiyonlar1 Sekil 6.23’te gos-
terilmistir.

150
100+
— X"4(t, 1)
I - xi(t, 0)
0 — X(1)
— Xp(t, 0)
at — X%(t, 1)
-100
0
Sekil 6.19: (iii) sistemi i¢in x1(¢;0), x2(#;0), x7(#; 1) ve x;3(¢; 1) fonksiyonlari.
150 e
100 ¢ _
o0 _
>
0 t
-50
-100 -
0 1 2 3 4

Sekil 6.20: (iii))-GH ¢6zliiminiin a-kesitlerinin olusturdugu bolge.
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150

100 ¢

50 ¢

-100
0

150

100 ¢

50 ¢

Sekil 6.22: Kesisen bolge (iii)-GH ¢oziimiiniin (¢, 3)-kesitlerinin olusturdugu bolgedir.
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Sekil 6.24: Mavi grafik, sezgisel dereceli ¢oziimiin {iye olmama fonksiyonudur. Kirmiz1 grafik
ise dereceli ¢6ziimiin {iye olmama fonksiyonudur.
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xha) = x(a)+(a—1)+1+a
¥it;) = xa)+(1-a)d+3—a
x1(0; ) o—1
xz(O;OC) l1—o
x5 (tB) = x((B)—2Be' +2-2p
x'(t:B) = x5(B)+2Be+2+28
x1(0;8) = 28

5(0:8) = 2P

Bu denklem sistemine ait baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii

n(Ea) = —a—%(a—s)ef+§(a—1)e—f—1
olta) = %e‘t(—5a+2(a—3)et+(a+3)ezt+5)
xi(t:B) = 2(B-1)—3¢ "B+ (2+P)

xtB) = —e'(B-2)+5'B-2(1+P)

olarak elde edilir.

Coziimiin o, B ve (a,B) kesitleri Sekil 6.26-Sekil 6.28’de gosterilmistir. Ozel olarak
o =0, B =1 kesitleri i¢in

x1(;0) = —€(t—2)—2e"—1
x0(t0) = —€{t—2)+2"-3
xj(t;1) = —Se ' +3¢

(1) = —4+5e"+¢

olarak elde edilir (Sekil 6.25). Uye olma ve iiye olmama fonksiyonlar1 Sekil 6.29°da
gosterilmistir.

150

100 +
— x*y(t, 1)
01 xi(t, 0)
S — x(t
— X(t, 0)
~50 : 1 — x*(t, 1)

-100
0

Sekil 6.25: (iv) sistemi igin x; (¢;0), x2(#;0), x7(¢; 1) ve x5(¢; 1) fonksiyonlar1.
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150

100 ¢

20

-100
0

Sekil 6.26: (iv)-GH ¢6zlimiiniin o-kesitlerinin olusturdugu bolge.

150

100 ¢

20

-50

-100
0

Sekil 6.27: (iv)-GH ¢6ziimiiniin 3-kesitlerinin olusturdugu bolge.
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150 ——————————————

100 | ]

50 1

-100
0

0.0106

Sekil 6.29: (iv)-GH ¢6ziimiiniin ¢ iiye olma ve v iiye olmama fonksiyonlari.
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Sekil 6.30: Mavi grafik, sezgisel dereceli ¢oziimiin iiye olmama fonksiyonudur. Kirmizi grafik
ise dereceli ¢6ziimiin tiye olmama fonksiyonudur.

Not. Dereceli kiimelerde iiye olma ve tiye olmama fonksiyonlari toplami
u+v=1

oldugundan, 1 — l dereceli kiimedeki bir elemanin iiye olmama fonksiyonudur. Bu érnek-
teki her bir durumu dereceli kiimeler icin ¢ozersek sezgisel dereceli ¢oziimiin iiye olmama
fonksiyonu ile dereceli ¢éziimiin tiye olmama fonksiyonlar: Sekil 6.12-Sekil 6.30°daki gibi
elde edilmistir.

6.3 Zadeh’in Genisleme ilkesi ile Sezgisel Dereceli Baslangic Deger Problemleri
Bu kesimde
-
V') +any' (x) +ay(x) = Y big;(x) (6.8)
j=1

0 =7

Y(0) = %
ile verilen ikinci mertebeden sezgisel dereceli baslangi¢ deger probleminin ¢oziimiinii
sezgisel Zadeh genigleme ilkesi ile arastiracagiz.

=
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Burada a) ve ay reel sayilar ve g; (j =1,2,...,r), [0,00) araliginda siirekli fonksiyon-
lardir. ¥, P ve Bz. (j:1,2,...,r) sezgisel dereceli sayilardir. Oncelikle sezgisel dereceli
kiimeler icin tamimlanmig olan Zadeh'in genisleme ilkesini, daha sonra bu kesimin temel
teoremini verelim.

Tamm 6.3.1. /15, 54] X ve Y kiimeleri verilmis olsun. A' kiimesi X de sezgisel dereceli
bir kume olmak iizere f: A" — Y fonksiyonu tamimlansin. Bu durumda Y kiimesinde her
vef ( ") igin iiye olma ve iiye olmama fonksiyonlari

UOO:{SWHM@%y= S} yefX)

Hry : v f(X)
v inf- x):y=f(x)}; X

Vf(/]i)(y) _ { {va(x) 1?’ J(x)} i;;EXi
dir.

Tanim 6.3.2. /1] A C R kiimesi verilmis olsun.

1; x>0
9("):{ 0; x<0

seklinde tammlanan 6 : A C R — {0,1} fonksiyonunu Heaviside (basamak) fonksiyonu
denir.

Teorem 6.3.1. Y'(x) sezgisel dereceli fonksiyonu (6.8) ile verilen sezgisel baslangi¢ de-
ger probeminin ¢éziimii Zadeh'in genisleme ilkesi ile elde edilmis olsun. Yi(x) fonksi-
yonunun ve bﬂ (j:1,2,..,r), 7 (k:1,2) sezgisel dereceli sayilarinin o ve B kesitleri

strastyla (1, (5 00), Y2 (x: 1), (Y7 (x: B), Y5 (x: B)], [bji (@), bja(er)],
[651(B),67(B)] ve [y (), o ()], [%1(B), %ia(B)] ile gosterilsin. Bu durumda Yi(x)

sezgisel dereceli ¢oziimiin o ve B kesitleri, Ay ve B; reel degerli siirekli fonksiyonlar
olmak iizere

Yilx,a) = Z[Ykz = (2 (et) = Y (@) 0 (Ai(x))} 4k (x)
+ Z. [bja(e) = (bja(e) = bj1())6(B,(x))]B;(x)
hix,a) = Z[Vkl + (M2 (@) = Y (@) 0 (Ai (x))} 4k (x)
+ Z [bj1(e) + (bja(e) —bji(@))6(B,(x))]Bj(x)
Y(x,p) = Z[Ykz — (%2(B) = %1(B)) 0 (Ak(x))) Ak (x)
+§,[b}’fz(l3)—( 72(B) —bj1(B))6(B,(x))]B,(x)
Y (xB) = Z[Vﬁ +(%2(B) — 71 (B)) 0 (4k(x))]4i(x)
+j§,l[b§1(l3)+( 72(B) = bj1(B))6(B,(x))]B;(x)
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denklemleri yardimiyla elde edilir.

Ispat. y; ve y, fonksiyonlari

V' (x) +ary (x) + agp(x) =0

homogen diferensiyel denklemin lineer bagimsiz ¢6ziimleri olsun ve G; (j: 1,...,r) fonk-
siyonlar1 ise

V() + a1y (x) +azy(x) =g;(x); (j=1,...,7).
diferensiyel denklemine karsilik gelen 6zel ¢oziimler olsun. Bu durumda ¢ ve ¢, keyfi
sabitler olmak tizere

V' (%) + a1y (x) + agp(x szg/
diferensiyel denkleminin genel ¢6ziimii

Y(x) = c1y1(x) +capa(x) + 2 b;G( (6.9)
j=1

seklinde yazilabilir. Verilen baslangi¢ degerleri (6.9) denkleminde yerine yazarsak

c1(0)+c2(0)+ Y b;Gi(x) = n (6.10)
=

c11(0)+ 5 (0)+ Y b;Gi(x) = » (6.11)
=1

denklem sistemi elde edilir. Simdi gosterimde kolaylik olmasi agisindan bu denklem sis-
temini matris gosterimiyle verelim:

w1 =1 (0), W12 =y2(0), wa1 =y/1 (0), W) =y/2(0) olmak tizere

wip w
w= | 12 :
w21 W22

Ve

olsun. Bu durumda (6.10) denklemi

-
We=7y—- ijGj
=
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seklinde yazilabilir.
Simdi Cramer kurali yardimiyla ¢ ve ¢; sabitlerini bulalim.

Asagidaki determinantlar yardimiyla

Wil w2
W oy = — ;
| | Wal W W11W22 — W21 W12
o w2
W = = — ;
Wi B | W2 TN
Wit N
W = = — ;
W12 o Yz‘ NIWi1 — Yaw2l
_1Xm16;G(0) wiz . ,
|W21| — ;:lb'G (0) Wy ; W22 _G (O)WIZ):'
. w11 1b G B i
|W22| — Wat zr lb G/ ‘ — ; Wll G (0)W21))
Cramer kuralidan
o = W] = W]
W
_ nwa—Pwin— X5 b;(G(0)war — G (0)wi)
|
ve
_ |- |
|
_ pwn —iwar — X5 b(G(0)wi — G(0)way)
N | '

seklinde bulunur. Gosterimde sadelik olmasi agisindan f; = |W| . yazarsak

Y2 —nfia+ Z bi(G;(0)f12—G;(0)f22)

(&

o = 72f11—7’1f21+25 (0)./21 = G(0) fi1)

J=

elde edilir. ¢; ve ¢, keyfi sabitlerini genel ¢6ziimde yerine yazarsak
Y(x) = ciyix)+eya(x)+ Zb G
= (nf2—-ph+ 2 b;(G;(0) fi2 — G;(0) f22))y1 (%)
=
+(nfit = nfor + 2 b;(G;(0)f21 — G(0) f11))y2(x)

Jj=
+Z®@@
j=1
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veya
Y(x) = Yl(fzzyl() 2 (x) +n(fiya(x) = fiayi (x)
-+Zﬁ x) + 1 (x)(G(0) fi2 — G;(0) f22)

+)’z( )(G;(0) /21 — G(0) f11))

elde edilir. Buradan

Ao(x) = foyi1(x) = fa1y2(x) (6.12)
41(x) = fuya(x) — fiayi(x) (6.13)
Bj(x) = G;(x)+31(x)(G}(0)fi2—G;(0) f2) (6.14)

+ »2x)(G;(0) 21 — G5(0) f11)

yazarsak (6.8) baslangi¢ deger probleminin ¢6zimii
Y(x) = ndi(x) +pd2(x) + Zb B

olarak yazilabilir. Sezgisel kiimeler i¢cin Zadeh’in genisleme ilkesi yardimiyla sezgisel
dereceli baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii

V'(x) = 41 (x) + Fada(x) Zb’

olarak elde edilir. Bu durumda ¢6ziimiin o ve f3 kesitleri

2
Vi), alxse)] = 3 [(o), ()] Ae(x)
=1
+ 3 b1 (@), b2 ()],
j=1

2

WxB), Y, (xB)] = Z

B))Ak(x)
i B). 51813,

olarak elde edilir. Heaviside fonksiyonu yardimiyla ¢6ziimiin o ve 8 kesitlerinin sinirlari

Nno) = Z[Ykz — (Ya(a) = Y (@) 0 (Ak(x))] Ak (x)
+Zmz —(bjp(e) = bjn(@)0(B;(x)]B;(x)  (6.15)
z

Hxo) = l;,[}’kl(a)‘i‘(?/kz(a)—Ykl(a))e(Ak(x))]Ak(x)
=

n 21 b (@) + (ba(er) — by (0)B(B;)IB;(x)  (6.16)
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Y(xp) = Z[?’kz — (%2(B) — v (B)) 6 (4k(x))]Ak(x)
+§[b}‘~z(ﬂ) (b72(B) =031 (B))0(B;(x))]B;(x) (6.17)
(xp) = kg[ﬁ( )+ (Y2 (B) = %1 (B)) 0 (Ax(x))] Ak (x)
+Zl[b}‘~1(ﬁ)+( 72(B) = b51(B))6(B;(x))]B(x) (6.18)
j=
O
Ornek 6.3.1. Zorlayici fonksiyon katsayilari b’ =(-3,-2,—1;—-4,-2,0),
bl = (—6,—5,—4;—7,—5,—3) ve baslangi¢ degerlerlyf =(0,1,2;-1,1,3),

yé =(0,1,2;—1,1,3) seklinde ticgen sezgisel sayilarla verilen agagidaki sezgisel baslan-
gi¢ deger probleminin ¢éztimiinii Teorem 6.3.1°deki algoritma ile bulalim.
V' +4y' 43y = bie "+ bysinx;
7 = (0,1,2;—1,1,3)
% = (0,1,2;—1,1,3)

Oncelikle bu denkleme karsilik gelen aligilmi
yazalim:

y//+4y/+3y
1
1

s baslangic deger probleminin ¢6ziimiinii

5sinx;

Baslangi¢ deger problemindeki diferensiyel denklemin genel ¢6ziimii

Y(x) =cre > +cre " + %e‘x(l —2x) 4 cosx — %sinx
olarak yazilabilir. Buradan
g1(x) =e ¥ igin
Gi(¥) = =5 (3¢ (1~ 20))
22 (x) = sinx igin
Ga(x) = _Ls(cosx - % sinx).

elde edilir. Denklem(6.12-6.14) dan

Aj(x) = —e 437"
Ay(x) = —e F4e
—3x 1
Bi(x) = 62 — e (1-2v)
1 S i
By(x) = Ee%x—k%—l—g(—cosx%—%)
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olarak bulunur. Bu durumda denklem (6.15)-(6.18) yardimiyla verilen dereceli baslangi¢
deger probleminin ¢oziimlerinin o ve 3 kesitlerinin u¢ noktalart

Nvo) = [2-2a—(2-20)0(4(x)}4)(x) +
[2— —(2-20)6(42(x))[42(x) +
[ —(2-20)6(B:(x))]B1(x) +
[

1( (x)
—(2-20)6(B1(x))]Ba(x)

Yz(x, OC) =

WxB) = [1+2B-3B6(41(x)]4
[1+2B —4B6(42(x))]4
[~2+2B —4BO(Bi (x)
[=5+2B —4B6(B2(x)

5(x,B) = [1-2B+4B6(41(x)]4:(x
[1-28+4p)0(42(x))]42(x
[-2—-2B+4B6(B1(x)
[—=5—2B +4B6(B2(x)

Cozimiin o, B ve (o, B) kesitleri Sekil 6.32-Sekil 6.34’de gésterilmistir. Ve sezgisel de-
receli diferelnsiyel denkleminin ¢dziimiiniin ¢ ve 8 kesitlerinin ug noktalari

Y1(x,0) = [2—26(41(x)]41(x) +[2—26(42(x))]42(x)
+[=1-26(B1(x))]B1(x) + [—4 —26(B2(x))]| B2 (x)

N (x,0) = [26(41(x)]41(x) +[20(d2(x))]42(x) + [-3+26(B1 (x))]B1 (x) +
- 6+29(32(x))] 2(x)

Yi(x,1) = cosx+— ( (54 ¥ (5 —4x)) — 2sinx)

Y1) = [- 1+4I39(A1(x)] 1(x) + [ 14+46(42(x))]42(x)
+[—4+46(B1(x))]B1(x)
+[=7+46(B2(x))]B2(x)

K1) = [B456(41(x))4(x)+ [~
[2+46(B1(x))]B1(x)
+[18+46(B;(x))]B2(x)

1
Yi(x,0) = cosx-I-Z(e ¥(—5 +e™(5 — 4x)) — 25inx)(6.19)

144)6(42(x))]42(x) +

olarak bulunur (Sekil 6.31). Uye olma ve iiye olmama fonksiyonlar1 Sekil 6.35’te goste-
rilmistir.
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— Yhlx, 1)

— Yi(x, 0)
— Y{x)
— Ya(x, 0)
— ¥'qix, 1)
0 5 10 15 20
X
Sekil 6.31: Y (x,0), Y2(x,0), Y] (x,1) ve Y5 (x, 1) fonksiyonlar.
3 L
2 L
9+
>
0
1}
i |
0 5 10 15 20

X

Sekil 6.32: Coziimiin o¢-kesitlerinin olusturdugu bolge.
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0 5 10 15 20

Sekil 6.33: Coziimiin B-kesitlerinin olugturdugu bolge.

10 15 20

Sekil 6.34: Kesisen bolge ¢oziimiin (o, B)-kesitlerinin olusturdugu bolgedir.
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2m

0.5HYV

0.0

Sekil 6.36: Mavi grafik, sezgisel dereceli ¢6ziimiin {iye olmama fonksiyonudur. Kirmizi grafik
ise dereceli ¢6ziimiin iiye olmama fonksiyonudur.

Not: Bu ¢calismada, niimerik orneklerdeki tiim ¢oziimler ve grafikler Wolfram Mathema-
tica 11 programi kullanilarak elde edilmistir.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismamizda oncelikle, dereceli kiimeler teorisinde 6nemli bir yere sahip olan
karakterizasyon teoremlerini, R™ deki sezgisel dereceli sayilara genislettik. Bunun igin
R™ deki sezgisel dereceli sayilarin o ve 3 kesitlerinin Teorem 3.3.1°deki 1)-8) ifadelerini
saglayan kompakt ve konveks kiimeler oldugunu ispatladik. Bu teorem yardimiyla R
deki sezgisel dereceli sayilarin a ve [ kesitlerinin ug noktalarinin Teorem 3.3.2” deki 1)-
6) ifadelerini sagladigini ispatladik. Teorem 3.3.3” te ise Teorem 3.3.1°deki 1)-8)
ifadelerini saglayan iki kiime ailesinin sezgisel dereceli bir say1 tanimladigini gosterdik.
Bu teoremden yararlanarak Teorem 3.3.1°deki 1)-8) ifadelerini saglayan kapali ve sinirlt
araliklar ailesinin R de sezgisel dereceli bir say1 tanimladigin1 gosterdik. Ardindan
sezgisel dereceli sayilarin Minkowski toplamin1 ve skalerle ¢arpimint a ve B kesit
kiimeleri yardimiyla tanimladik ve R™ deki sezgisel dereceli sayilar kiimesinin bu
islemler altinda kapali oldugunu ispatladik. Daha sonra bu sonuglar yardimiyla

Hukuhara ve genellestirilmis Hukuhara farklarinin temel teoremlerini inceledik.

Kesim 3.5’te destek fonksiyonu yardimiyla sezgisel dereceli sayilarin a ve f kesitlerinin
bazi temel teoremlerini verdikten sonra sezgisel dereceli sayilarin gH-farkinin mevcut
olmast i¢in gerek ve yeter sart1 verdik. Teorem 4.0.3’te sezgisel dereceli sayilar uzayinin
D, metrigine gore tam oldugunu goésterdik. Bu teorem yardimiyla siirekli sezgisel
dereceli say1 degerli fonksiyonlar uzaymin Dg metrigi altinda tam oldugunu Teorem
5.0.1°de ispatladik.

Calismamizin 5. Bolimiinde ise 3. ve 4. Boliimlerde elde ettigimiz sonuglardan
yararlanarak sezgisel dereceli say1 degerli fonksiyonlarin H-tlrevi ve GH-tlrevilerini
inceledik. Daha sonra kompakt ve konveks kiime degerli fonksiyonlar i¢in tanimlanan
Aumann integrali yardimiyla, dereceli kiime teorisindeki Aumann integrali
Ozelliklerini; sezgisel dereceli sayilarin o ve B kesitlerini goz Online alarak sezgisel
dereceli sayilara genislettik. Bu boélimde son olarak analizin temel teoremleri

yardimiyla H-tirevlenebilme ile Aumann integrallenebilme arasindaki iliskiyi verdik.
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Calismamizin 6.1 ve 6.2 Kesimlerinde, dnceki bolumlerde elde ettigimiz sonuglar
yardimiyla birinci mertebeden sezgisel baslangi¢ deger problemlerinin ¢dzimlerinin
varlik-teklik teoremlerini H-turevlenebilme ve GH-turevlenebilme altinda verdik ve
bunlar1 Banach sabit nokta teoremi yardimiyla ispatladik. Kesim 6.3’ te ise baslangi¢
kosullar1 ve zorlayici fonksiyon katsayilar1 sezgisel dereceli sayilar olan ikinci
mertebeden diferensiyel denklemlerin ¢oztimlerini sezgisel dereceli kiimeler igin verilen
Zadeh’in genisleme ilkesi ve Heaviside fonksiyonu yardim ile ifade ettik ve bazi

nimerik ornekler verdik.

136



KAYNAKLAR

[1] Akin, O., Khaniyev, T., Bayeg, S., Tiirksen, B., (2016). Solving a second order
fuzzy initial value problem using the Heaviside function, Turkish Journal
of Mathematics and Computer Science, 4, 16-25.

[2] Akin, 0., Khaniyev, T., Orucg, O., Tiirksen, B., (2013). An algorithm for the
solution of second order fuzzy initial value problems, Expert Systems
with Applications, 40, 3, 953-957.

[3] Ak, O., Orug, O., (2012). A prey predator model with fuzzy initial values,
Hacettepe Journal of Mathematics and Statistics, 41, 3, 387-395.

[4] Amiryousefi, M. R., Mohebbi, M., Golmohammadzadeh, S., Koocheki, A.,
Baghbani, F., (2017). Fuzzy logic application to model caffeine release
from hydrogel colloidosomes, Journal of Food Engineering, 212, 181-
189.

[5] Atanassov, K., Gargov, G., (1989). Interval valued intuitionistic fuzzy sets, Fuzzy
Sets and Systems, 31, 3, 343-349.

[6] Atanassov, K., Georgiev, C., (1993). Intuitionistic fuzzy prolog, Fuzzy Sets and
Systems, 53, 2, 121-128.

[7] Atanassov, K. T., (1986). Intuitionistic fuzzy sets, Fuzzy Sets and Systems, 20, 1,
87-96.

[8] Atanassov, K. T., (1989). More on intuitionistic fuzzy sets, Fuzzy Sets and Systems,
33,1, 37-45.

[9] Atanassov, K. T., (1994). Operators over interval valued intuitionistic fuzzy sets,
Fuzzy Sets and Systems, 64, 2, 159-174.

[10] Atanassov, K. T., (1995). Remarks on the intuitionistic fuzzy sets Ill, Fuzzy Sets
and Systems, 75, 3, 401-402.

[11] Atanassov, K. T., (1998). Remark on the intuitionistic fuzzy logics, Fuzzy Sets and
Systems, 95, 1, 127-129.

[12] Atanassov, K. T., (1999). Intuitionistic fuzzy sets theory and applications,
Springer.

[13] Atanassov, K. T., (2000). Two theorems for intuitionistic fuzzy sets, Fuzzy Sets
and Systems, 110, 2, 267-269.

[14] Atanassov, K. T., Kacprzyk, J., S:, Zmidt, E., Todorova, L. P., (2003). On
separability of intuitionistic fuzzy sets, In International Fuzzy Systems
Association World Congress, Springer, 285-292.

[15] Atanassov, L., (2007). On intuitionistic fuzzy versions of L. Zadeh’s extension
principle, Notes on Intuitionistic Fuzzy Sets, 13, 3, 33-36.

137



[16] Atanassova, L., Atanassov, K., (1984). An example for a genuine intuitionistic
fuzzy set, In proc. of the Third Int. Symp. Automation and Sci. Instr.,
Varna, Part I, 58-60.

[17] Aumann, R., J., (1965). Integrals of set-valued functions, Journal of Mathematical
Analysis and Applications, 12, 1, 1-12.

[18] Balci, M., (2012). Reel Analiz, Stirat Universite Yaymnlar:.

[19] Barros, L., Bassanezi, R., Tonelli, P., (2000). Fuzzy modelling in population
dynamics, Ecological Modelling, 128, 1, 27-33.

[20] Bayraktar, M., (2017). Fonksiyonel Analiz, Korza Yayncilik.
[21] Bayraktar, M., (2017). Analiz, Korza Yaymncilik.

[22] Bede, B., (2008). Note on numerical solutions of fuzzy differential equations by
predictor—corrector method, Information Sciences, 178, 7, 1917-1922.

[23] Bede, B., (2013). Mathematics of Fuzzy Sets and Fuzzy Logic, Springer.

[24] Bede, B., Gal, S. G., (2005). Generalizations of the differentiability of fuzzy
number-valued functions with applications to fuzzy differential
equations, Fuzzy Sets and Systems, 151, 3, 581-599.

[25] Bede, B., Rudas, I. J., Fodor, J., (2007). Generalizations of the differentiability
of fuzzy number-valued functions with applications to fuzzy
different.equations, Fuzzy Sets and Systems, 151, 3, 581-599.

[26] Bede, B., Stefanini, L., (2013). Generalized differentiability of fuzzy-valued
functions, Fuzzy Sets and Systems, 230, 119-141.

[27] Bergmann, M., (2008). An introduction to many-valued and fuzzy logic:
Semantics, algebras, and derivation systems, Cambridge University
Press.

[28] Biswas, S., Banerjee, S., Roy, T. K., (2016). Solving intuitionistic fuzzy
differential equations with linear differential operator by adomian
decomposition method, Notes on Intuition. Fuzzy Sets, 22, 4, 25-41.

[29] Buche, P., Dibie-Barthélemy, J., Haemmerlé, O., Thomopoulos, R., (2006).
Fuzzy concepts applied to the design of a database in predictive
microbiology, Fuzzy Sets and Systems, 157, 9, 1188-1200.

[30] Buckley, J., J., Feuring, T., Hayashi, Y., (2002). Linear systems of fist order
ordinary differential equations: fuzzy initial conditions, Soft Computing,
6, 6, 415-421.

[31] Casasnovas, J., Rosselld, F., (2005). Averaging fuzzy biopolymers. Fuzzy Sets
and Systems, 152, 1, 139-158.

[32] Celikyilmaz, A., Turksen, I. B., (2009). Modeling uncertainty with fuzzy logic.
Springer.

[33] Chang, S. S., Zadeh, L. A., (1996). On fuzzy mapping and control, IEEE
Transactions on Systems, Man. and Cybernetics SMC-2, 1, 30-34.

[34] De, S. K., Biswas, R., Roy, A. R., (2001). An application of intuitionistic fuzzy
sets in medical diagnosis, Fuzzy Sets and Systems, 117, 2, 209-213.

138



[35] Dengfeng, L., Chuntian, C., (2002). New similarity measures of intuitionistic
fuzzy sets and application to pattern recognitions, Pattern Recognition
Letters, 23, 1-3, 221-225.

[36] Diamond, P., Kloeden, P., (1994). Metric spaces of fuzzy sets, World Sci. Pub.

[37] El Naschie, M., (2005). From experimental quantum optics to quantum gravity via
a fuzzy kahler manifold. Chaos, Solitons & Fractals, 25, 5, 969-977.

[38] Fard, O. S., (2009). An iterative scheme for the solution of generalized system of
linear fuzzy differential equations. World Applied Sciences Journal, 7,
12, 1597-1604.

[39] Gasilov, N., Amrahov, ,S. E., Fatullayev, A. G., (2014). Solution of linear
differential equations with fuzzy boundary values. Fuzzy Sets and
Systems 257, 16, 169-183.

[40] Gasilov, N., Amrahov, §., E., Fatullayev, A. G., (2011). A geometric approach
to solve fuzzy linear systems of differential equations, Applied
Mathematics and Information Sciences, 5, 3, 484-499.

[41] Goetschel Jr, R., Voxman, W., (1986). Elementary fuzzy calculus, Fuzzy Sets and
Systems, 18, 1, 31-43.

[42] Goguen, J. A., (1967). L-fuzzy sets, Journal of Mathematical Analysis and
Applications, 18, 1, 145-174.

[43] Gomes, L. T., De Barros, L. C., Bede, B., (2015). Fuzzy differential equations in
various approaches, Springer.

[44] Hukuhara, M., (1967). Integration des applications mesurables dont la valeur est
un compact convexe, Funkcialaj Ekvacioj, 10, 3, 205-223.

[45] Hallermeier, E., (1997). An approach to modelling and simulation of uncertain
dynamical systems., Int. Journal of Uncertainty, Fuzziness and
Knowledge Based Systems, 5, 2, 117-137.

[46] Jafelice, R. M., De Barros, L. C., Bassanezi, R. C., Gomide, F., (2004). Fuzzy
modeling in symptomatic HIV virus infected population, Bulletin of
Mathematical Biology, 66, 6, 1597-1620.

[47] Kaleva, O., (1997). Fuzzy differential equations. Fuzzy sets and systems, 24, 3,
301-317.

[48] Kaleva, O., (2006). A note on fuzzy differential equations, Nonlinear Analysis:
Theory, Methods and Applications, 64, 5, 895-900.

[49] Kharal, A., (2009). Homeopathic drug selection using intuitionistic fuzzy sets,
Homeopathy, 98, 1, 35-39.

[50] Klir, G. J., Folger, T. A., (1988). Fuzzy sets, uncertainty, and information,
Prentice Hall Englewood Cliffs.

[51] Konig, S., (2018). Computational aspects of the hausdorff distance in unbounded
dimension, arXiv preprint arXiv:1401.1434, 1-25.

[52] Lee, K. H., (2006). First course on fuzzy theory and applications, Springer.
[53] Li, Z., (2006). Fuzzy chaotic systems, Springer.

139



[54] Marinov, E., (2014). On extension principle for intuitionistic fuzzy sets, Notes on
Intuitionistic Fuzzy Sets, 20, 3, 34-41.

[55] Mendel, J. M., (2007). Advances in type-2 fuzzy sets and systems, Information
Sciences, 177, 1, 84-110.

[56] Mondal, S. P., Roy, T. K., (2014). First order homogeneous ordinary differential
equation with initial value as triangular intuitionistic fuzzy number,
Journal of Uncertainty in Mathematics Science, 2014, 1-17.

[57] Mondal, S. P., Roy, T. K., (2015). Second order linear differential equations with
generalized trapezoidal intuitionistic fuzzy boundary value Journal of
Linear and Topological Algebra, 4, 2, 115-129.

[58] Mondal, S. P., Roy, T. K., (2015). System of differential equation with initial
value as triangular intuitionistic fuzzy number and its application,
International Journal of Applied and Computational Mathematics, 1, 3,
449-474.

[59] Moore, R. E., Kearfott, R. B., Cloud, M. J., (2009). Introduction to interval
analysis, Siam.

[60] Naegoita, C. V., Ralescu, D. A., (1975). Application of fuzzy sets to system
Analysis, Birkhauser.

[61] Nirmala, V., Pandian, S. C., (2015). Numerical approach for solving intuitionistic
fuzzy differential equation under generalized differentiability concept,
Applied Mathematical Sciences, 9, 67, 3337-3346.

[62] Oberguggenberger, M., Pittschmann, S., (1999). Differential equations with
fuzzy parameters, Mathematical and Computer Modelling of Dynamical
Systems, 5, 3, 181-202.

[63] Puri, M. L., Ralescu, D., (1983). Differentials of fuzzy functions, Journal of
Mathematical Analysis and Applications, 91, 552-558.

[64] Remig, M. C., (2015). Unraveling the veil of fuzziness: A thick description of
sustainability economics, Ecological Economics, 109, 194-202.

[65] Ross, T. J., (2006). Fuzzy Logic with Engineering Applications, Wiley.

[66] Seikh, M. R., Nayak, P. K., Pal, M., (2012). Generalized triangular fuzzy numbers
in intuitionistic fuzzy environment, International Journal of Engineering
Research and Development, 5, 1, 8-13.

[67] Shapique, M., Jesura, J., (2017). Solutions to fuzzy differential equations using
pentagonal intuitionistic fuzzy numbers, MAYFEB Journal of
Mathematics, 2, 8-20.

[68] Shu, M. H., Cheng, C. H., Chang, J. R., (2006). Using intuitionistic fuzzy sets
for fault-tree analysis on printed circuit board assembly,
Microelectronics Reliability, 46, 12, 2139-2148.

[69] Stefanini, L., (2010). A generalization of hukuhara difference for interval and
fuzzy arithmetic, Fuzzy Sets and Systems, 161, 11, 1564-1584.

[70] Stefanini, L., Bede, B., (2009). Generalized hukuhara differentiability of interval-
valued functions and interval differential equations, Nonlinear Analysis:
Theory, Methods and Applications, 71, 3-4, 1311-1328.

140



[71] Wang, Z., Li, K. W., Wang, W., (2009). An approach to multiattribute decision
making with interval-valued intuitionistic fuzzy assessments and
incomplete weights, Information Sciences, 179, 17, 3026—3040.

[72] Zadeh, L. A., (1965). Fuzzy sets, Information and Control, 8, 3, 338-353.

[73] Zarei, H., Kamyad, A. V., Heydari, A. A., (2012). Fuzzy modeling and control
HIV infection, Computational and Mathematical Methods in Medicine,
2012, 1-17.

141






EKLER

EK 1: Metrik Uzaylardaki Temel Kavramlar

EK 2 : Reel Analizdeki Temel Kavramlar

143



EK 1. METRIK UZAYLARDAKI TEMEL KAVRAMLAR

Al Tanim (Metrik ve metrik uzay). [20] X bos olmayan bir kiime olsun.
d: X xX=A{(x,y) :x,y € X} — R fonksiyonu igin,

1) d(x,y)=0&x=y,

2) d(x,y) =d(y,x) (simetri dzelligi) ve

3) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) (iiggen esitsizligi)

sartlar saglaniyorsa d ye X de veya X iizerinde metrik denir. Bu durumda X e metrik
uzay denir ve genellikle d metrigiyle birlikte (X,d) ile gosterilir.

A2. Tanim (Yuvar). [20] (X,d) bir metrik uzay, xo € X ve r > 0 bir reel sayi olsun.
D) D(xp;r) = {x € X : d(x,x0) < r} kiimesine xo merkezli ve r yari-¢caplt acik yuvar,
2) D(xo;r) = {x € X :d(x,x0) < r} kiimesine xo merkezli ve r yari-capli kapal: yuvar,

3) D' (xo;r) ={x € X :0<d(x,x0) < r} kiimesine xo merkezli ve r yarigapl delik yuvar
ve

4) S(xo;r) ={x € X : d(x,x0) = r} kiimesine xo merkezli ve r yarigapli yuvar yiizeyi denir.

A3. Tamm (Siireklilik ve diizgiin siireklilik). [20] X = (X,d) ve Y = (Y, p) metrik uzay,
f:X — Y birdéniigiim ve xog € X olsun.

1) Her bir € > 0 sayisi ve x € X,d(x,x9) < 6 = 6(€,x0) igin
p(f(x),f(x0)) <e
olacak sekilde bir & = 0(xg,€) > 0 sayist varsa veya denk bir ifade ile
2) f(xo) merkezli her bir D(f(xo);€) agik yuvart igin
J(D(x0:6)) € D(f(x0);€) (XND(xo;8) =D(x0;6))

olacak sekilde bir D(xo;0) agik yuvari varsa f ye xo noktasinda siirekli denir. f, X in
her noktasinda stirekli ise f ye X de siirekli veya f:X — Y siireklidir denir.

3) Verilmis herhangi bir ¢ > 0 sayist ve d(x,y) < 0 = 0(¢) igin
p(f(x), /() <e

olacak sekilde sadece €’a bagl fakat x’e bagh olmayan bir 6 = 6(€) > 0 sayisi varsa f
ve X de diizgiin siirekli denir.

A4. Tanmum (Ust-yart siirekli fonksiyon). [20] X = (X,d) bir metrik uzay, f:X — R bir
doniigiim ve xo € X olsun. Her bir ¢ > 0 sayisi ve x € X, d(x,x¢) < 8 = 6(¢,x) igin

J(x) = flxo) <e
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olacak sekilde bir § = 6(xg,€) > 0 sayist varsa f fonksiyonuna xo noktasinda iist-yari
stireklidir denir.

AS5. Teorem. [20] X = (X,d) bir metrik uzay, f:X — R bir doniisiim olsun. [ fonksi-
yonunun tist-yart siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart her k € R icin

{xeX: flx) <k}
kiimesinin agik bir kiime olmasidir.

A6. Tanim (Alt-yar siirekli fonksiyon). [20] X = (X,d) bir metrik uzay, f:X — R bir
doniisiim ve xo € X olsun. Her bir € > 0 sayisi ve x € X,d(x,x0) < 6 = 6(¢€,x9) igin

flxo) = f(x) <e
olacak sekilde bir 6 = 6(xg,€) > 0 sayisi varsa f fonksiyonuna xo noktasinda alt-yar

stireklidir denir.

A7. Teorem. [20] X = (X,d) bir metrik uzay, f:X — R bir fonksiyon olsun. [ fonksi-
yonunun alt-yart siirekli olmast i¢in gerek ve yeter sart her k € R icin

{xeX: f(x)>k}

kiimesinin acik bir kiime olmas:idtr.

Eger bir fonksiyon hem alt hem de iist yari siirekli ise siireklidir.

A8. Tamim (Sagdan siireklilik). [20] f:R — R bir doniisiim ve xo € R olsun.
Her bir € > 0 sayisi ve x € R, xy < x < xo+ 0 icin
/(%) = fx0)| <€

olacak sekilde bir § = §(xo,€) > 0 sayist varsa f fonksiyonuna xy noktasinda sagdan
stireklidir denir.

AY. Tanmim (Soldan siireklilik). [20] f:R — R bir doniisiim ve xo € R olsun.
Her bir € > 0 sayisi ve x € R,xg — 0 < x < x¢ i¢in
[/ (x) = fxo)| <e

olacak sekilde bir 6 = 6(xg,€) > 0 sayist varsa f fonksiyonuna xy noktasinda soldan
stireklidir denir.

Eger bir fonksiyon hem sagdan hem de soldan siirekli ise siireklidir.
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AI10. Tamim (Lipschitz sart). [20] X = (X,d)) ve Y = (Y,d») birer metrik uzay ve f :
X — Y bir doniisiim olsun. Eger

d(f(x),f(v)) < Ldi(x,)

olacak sekilde bir L > 0 reel sayist mevcut ise f fonksiyonuna Lipschitz fonksiyonudur
denir.

All. Tanim (Yogun kiime ve ayrilabilir uzay). [20] (X,d) bir metrik uzay ve A, X in bir
alt kiimesi olsun. A min kapanisi X ’e egit ise yani A = X ise A ya X de yogundur denir.
A = A ise A kendinde yogundur denir. X in sayilabilir yogun bir alt kiimesi varsa X e
ayrilabilir denir.

Bu tamma gore A, X de yogunsa yani A = X ise X in herbir noktast ya A min bir nokta-
sidwr veya A min bir yigilma noktasidr.

A12. Tamm (Iki kiime arasindaki uzakhik). [20] (X,d) bir metrik uzay, A ve B,X in bos
olmayan iki alt kiimesi olsun. A min B ye olan uzakligi d(A,B) ile gosterilir ve

d(A4,B) =inf{d(a,b): a € A, b € B}

olarak tamimlanir. d(a,b) = d(b,a) oldugundan d(A,B) = d(B,A) dir. Ayni zamanda ta-
mimdan dolayr her a € Ave b € B igin d(4,B) < d(a,b) dir.

A ={a}, yani A tek noktadan ibaret ise d(A,B) yerine d(a,B) yazilir ve
d(a,B) = inf{d(a,b) : b € B}

ve a noktasinin B ye olan uzakligi denir.

A13. Tanim (Metrik uzayda yakinsak dizi ). [20] (X,d) bir metrik uzay, (x,), X de bir
dizi ve x € X olsun. Her bir ¢ > 0 ve n > ng i¢in

d(xn,x) < €
olacak sekilde bir ny sayist varsa veye denk bir ifade ile

lim d(x,,x) =0

Nn—o0

ise (x,) dizisine (X,d) de yakinsak ve x ’e de dizinin limiti denir. Bu durumda (x,),x’e
vakinsar veya x’e yakinsiyor vb. ifadeler de kullanilr. Yakinsak olmayan dizive wraksak
denir.

(xn) dizisi yakinsak ve limiti x ise bu husus

limx,=x, limx,=x, veya x,—x

n—oo

sembollerinden (simgelerinden) biriyle belirtilir. (x,) dizisi x e yakinsamiyorsa x, -+ x
yazilir.
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Al4. Tanim (Dizisel siireklilik). [20] (X,d}) ve (Y,dy) iki metrik uzay, f: X — Y ye bir
doniisiim ve xo € X olsun. X de x, — x olan her (x,) dizisi igin f(x,) — f(xo) ise f ve
xo noktasinda dizisel siirekli denir. f, X in her noktasinda dizisel siirekli ise f ye X de
dizisel siirekli denir.

A1S. Tanim (Cap, sunirl kiime ). [20] (X, d) bir metrik uzay ve A, X in bos olmayan bir
alt kiimesi olsun. A min ¢apt d(A) ile gosterilir ve

d(A) =sup{d(x,y) :x,y € A}

olarak tanimlanir. d(A) ¢api sonlu ise yani d(A) = k € R ise A ya surl kiime denir.

A16. Teorem. [20] (X,d) metrik uzay olsun. Bu takdirde,
1) (X,d) de yakinsak bir dizi simirli ve limiti tektir.
2) |d(x,z) —d(y,2)| <d(xy) dir

3) x, —xvey, —yised(xn,yn) — d(x,y) dir. Ozellikle metrik fonksiyonu siireklidir.

Al7. Teorem (Kapamisin dizisel karakterizasyonu). [20] (X,d) bir metrik uzay A,X in
bos olmayan bir bir alt kiimesi ve A,A nin kapanisi olsun.

1) xp € A olmast i¢in gerek ve yeter sart x,, — xo olacak sekilde A da bir (x,) dizisinin
olmasudrr.

2) A min kapalr olmast i¢in gerek ve yeter sart (y,),A da bir dizi ve y,, — a olmasi halinde
a € A olmasidrr.

A18. Tanim (Cauchy dizisi ve tamlik).[20] X = (X,d) bir metrik uzay ve (x,) bu uzayda
bir dizi olsun. Verilmis herhangi bir € > 0 ve m,n > ny i¢in

d(Xp,xn) < €

olacak sekilde bir nog = ny(€) sayist varsa (x,) dizisine Cauchy dizisi (veya esas dizi)
denir. X deki her (x,) Cauchy dizisi yakinsaksa (X,d) metrik uzayina tam metrik uzay
veya kisaca tam denir.

AI19. Teorem. [20] (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu takdirde
1) (X,d) de yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir.
2) (X,d) deki her Cauchy dizisi simirlidir.

3) (xn) ve (¥n),X de Cauchy dizisi ise (d(x,,y,)) reel dizisi yakinsaktwr.

A20. Tanim (Konveks kiime). [20] V bir Vektor uzayi, A CV ve x,y € A keyfi olmak tizere
tx+(1—t)yed,yani{zeV:z=tx+(1—t)y, 0<r <1} C4
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ise A kiimesine konvekstir denir.

A21. Tamim (Ortii, acik ortii ve sonlu acik ortii). [20] X bir topolojik uzay ve X in alt kii-
melerinin bir ailesi {U;} olsun. X in her bir noktasi en az bir U; ye ait ise yani X = U;U;
ise {U;} ailesine X in bir ortiisii denir. Eger U ler acik ise {U;} ve agik ortii denir. {U;}
agtk ortiistiniin sonlu bir alt ailesi yine X in bir értii ise bu alt aileye sonlu agik ortii denir.

A22. Tanim (Metrik uzayda kompathk). [20] Metrik uzaylar icin birbirine denk ti¢ kom-
paktlik tanimi vardr. X bir metrik uzay olsun.

1) X deki her bir dizinin yakinsak bir alt dizisi varsa (ki buna dizisel kompakt da denir) X ’e
kompakttir denir.

2) X tam olarak simirli ve tam ise X e kompakttir denir.

3) X ’in her a¢ik ortiistiniin sonlu bir alt ortiisii varsa X e kompakttir denir.

A23. Tamim (Daralma doniisiimii). [20] X = (X,d) bir metrik uzay ve f:X — X bir
doniistim olsun. Eger her x, y € X icin

d(f(x), f(y)) < Ad(x,y)

olacak sekilde bir A € (0, 1) sayist varsa f ye bir daralma déniigiimii denir.

A24. Teorem (Banach sabit nokta teoremi). [20] X = (X,d) bir tam metrik uzay ve f:
X — X bir doniisiim olsun. Eger f fonksiyonu bir daralma doniisiimii ise

S =x"
olacak sekilde bir tek x* € X noktast mevcuttur.

A25. Tamim (Siireklilik modiilii). [22] (X,d) kompakt metrik uzay olsun ve f: X — R
Sfonksiyonu sinirly olsun. O halde o(f,.) : [0,00) — [0,00) ve § > 0 olmak iizere

o(f,6) =sup{|f(u)— f(V)|lu,veX ve d(u,v)<d}

olacak sekilde fonksiyonun siireklilik modiilii tanimlanur.

A26. Teorem.[23] Siireklilik modiiliiniin bazi temel ozellikleri asagidaki gibidir.
1) Herhangi bir u,v € X icin |f(u) — f(v)| < o(f,d(u,v))

2) o(f,0), 0 ya gore azalmayandir.

3) Herhangi bir 6 € [0,0) ve k € N i¢in

o(f,k8) < ko(f,5)
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4) Herhangi bir 8,k € [0,00) icin
o(f,ud) < (k+1)o(f,8)

5) f fonksiyonu X iizerinde siirekli olmasi icin gerek ve yeter sart
lim o(f,6)=0
lim o(£.8)

dr.

A27. Tamm (Infimum ve supremum).[20] (X, =) kismi swrali bir kiime ve A,X in bos
olmayan bir alt kiimesi olsun. A min X deki alt sinirlarimin kiimesini Ay ile gosterelim.
o € Ay olmak iizere her u € Ay i¢in u = o ise & ya A min en biiyiik alt sinirt veya A nin
infimumu denir ve infA ile gosterilir. A min iist simirlarimin kiimesini ise A; ile gosterelim.
B € Ay olmak iizere her v € Ay i¢in B < v ise B ya A min en kiiciik tist sinurt veya A nin
supremumu denir ve sup A ile gosterilir. oo = infA € A olmasi halinde o ya A nin mini-
mumu veya minimum elemant, B = supA € A olmasi halinde ise B ya A nin maksimumu
veya maksimum elemant denir ve swrasiyla minA ve max A4 ile gosterilir.

A28. Teorem.[20] A,R nin sl bir alt kiimesi olsun. supA = B (infA = o) olmast igin
gerek ve yeter sart

1) B, A4 mn bir iist simirt (o0, A min bir alt sinirt) ve

2) Her n porzitif tam sayist i¢in B —1/n <x < B (o <x < a+ 1/n) olacak sekilde bir
x € A min olmasidir.

A29.0rnek.[73] R Oklid uzay, A CR ve o = infd olsun. Bu takdirde x,, — o olacak
sekilde A da bir (xy,) dizisi vardwr. Gergekten her bir n igin

1
n

olacak sekilde x,, € A vardir. Terimleri bu sekilde segilen (x,) dizisi alinirsa x, — ot < 1/n
ve 1/n — 0 oldugundan limx, = o dir.

EK 2. REEL ANALIZDEKI TEMEL KAVRAMLAR

Bl. Tanmim (Swinif). [18] X kiimesinin alt kiimelerinin herhangi bir kiimesine X ’in alt
kiimelerinin bir sinifi denir.

B2. Tanim (Cebir). [18] X bir kiime olsun. X in bir A suifi icin asagidaki ézellikler
saglanirsa bu A sinifina X iizerinde bir cebirdir denir:

DXeA,

2) Her A € A igin A€ € A,
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3i=1,2,..,nicin4; € Aigcin U'_ 4; € A

3. sartin yerine her i € N icin U2 |A; € A ise A cebirine o-cebiri adi verilir.

B3. Tanim (Borel Cebiri). [18] Bir K sinifini kapsayan o-cebirlerinin en kiiciigiine K nin
iirettigi o-cebir denir. R" deki biitiin (a,b) araliklarimin dogurdugu c-cebire Borel cebiri
denir ve B(R") ile gisterilir. B(R") nin herbir elemanina bir Borel kiimesi denir.

B4. Teorem. [18] B(R) Borel cebiri asagidaki siniflar tarafindan da iiretilebilir.
1) R nin tiim kapalr alt kiimelerinin sinifi

2) R nin (—oo, b] bi¢imindeki alt araliklarimn sinifi

3) R nin (a,b] bigimindeki alt araliklarinin sinifi

B5. Teorem. [18] B(R") Borel cebiri asagidaki siniflar tarafindan da iiretilebilir:
1) R" nin tiim kapali alt kiimelerinin sinifi,

2) R" nin {(x1, X200, %) 2 x; < b, i :1,2,...,n} bigcimindeki alt araliklarinin sinif,

3) R nin {(x1, X2,y xn) 2 a; < x; < b, i : 1,2,...,n} bicimindeki alt araliklarimin sinifi.

B6. Tanum (Olciilebilir kiime). [18] X bir kiime ve A da X iizerinde bir c-cebir olsun.
(X, A) ikilisine bir él¢iilebilir uzay denir, A daki herbir kiimeye de A- él¢iilebilir kiime adi
verilir.

B7. Tamim (Olgiilebilir fonksiyon). [18] (X,A) él¢iilebilir uzay olsun. f: X — R fonks-
yonunun olciilebilir olmasi icin gerek ve yeter sart her o € R icin

S (o)) = {xeX: f(x) > a} €4
olmasidir.

B8. Teorem. [18] (X, A) dlgiilebilir uzay olsun. f: X — R fonksyonu i¢in asagidaki éner-
meler denktir.

DHeroaeRicindgy ={xeX: f(x)>oa}eAd
2 HeraceRicinBy={xcX:f(x) <a}e4d
) HerocRicinCy={xeX:f(x)>0a}ecAd
4) Hera c RicinDg ={xeX: f(x)<o}ecd

BY9. Tanim (Borel élgiilebilir fonksiyon). [18] B(Rk) Borel cebirine gore ol¢iilebilen bir
fonksiyona Borel él¢iilebilir fonksiyon veya Borel fonksiyonu denir.

150



B10. Teorem (Integral hesabin temel teoremi-1).[21] f, |a,b] araliginda tammli ve Ri-
emann anlaminda integrallenebilen bir fonksiyon olsun. Eger her x € (a,b) igin

olacak bigimde siirekli bir F : [a,b] — R fonksiyonu varsa

b
| $)dx = F (o)~ F@)
dir.

Bl11.Teorem (Integral hesabin temel teoremi-2).[21] f, |a,b] araliginda tanimli ve Ri-
emann anlaminda integrallenebilen bir fonksiyon olsun. |a,b) iizerinde

Flx) = / " f(0)de

esitligi ile tanmimlanan F fonksiyonu f nin siirekli oldugu her noktada tiirevlidir ve

dir.
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