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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
DERECELI MANTIKTA TUREVLER VE BAZI UYGULAMALARI

Maksude KELES

TOBB Ekonomi ve Teknoloji Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Tez Danigmant: Prof. Dr. Omer AKIN
Tarih: Agustos 2018

Bu tezde, dereceli kiime kavrami ve temel 6zellikleri verilmis ardindan dereceli say1 ve
dereceli sayilar arasindaki 6nemli aritmetik islemler incelenmistir. Ayrica dereceli dife-
rensiyel denklemler i¢in temel arac¢ olan dereceli mantikta tiirev kavramlar1 incelenmis
ve uygulamalarina yer verilmigtir. Uygulamalar boliimiinde ise niimerik simiilasyonlar
kullanilarak dogum ve 6liim orani sabit SIR epidemik modelinin dereceli mantik yakla-
stmiyla analizi yapilmistir. Son olarak ekonomideki temel biiyiime modellerinden Solow
biiylime modeli i¢in dereceli ¢coziimler elde edilerek ekonomi analizi acisindan énemi
gosterilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Dereceli say1, Giiclii genellestirilmis tiirev, Genellestirilmis Huku-
hara tiirevi, Solow bilyiime modeli.
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ABSTRACT
Master of Science
DERIVATIVES IN FUZZY LOGIC AND SOME APPLICATIONS

Maksude KELES

TOBB University of Economics and Technology
Institute of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Omer AKIN
Date: August 2018

In this thesis, fuzzy number and essential arithmetical operations between fuzzy numbers
are examined after introducing fuzzy set and its primary properties. Also, differentiation
concepts in fuzzy logic, which are the basic instruments for fuzzy differential equati-
ons, are examined and their applications are shown. Numerical simulations are used to
analyse constant birth-death rate SIR epidemic model with fuzzy logic approach in the
applications chapter. Lastly, the significance of fuzzy logic for economic analysis is de-
monstrated by obtaining fuzzy solutions for the Solow growth model which is one of the
main growth models in economy.

Keywords: Fuzzy number, Strongly generalized derivative, Generalized Hukuhara deri-
vative, Solow growth model.
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SEMBOL LISTESI

Bu calismada kullanilmig olan simgeler aciklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

A (x) A kiimesinin iiyelik fonksiyonu
Ala) A kiimesinin a—kesit kiimesi
©n Hukuhara fark:
OgH Genellestirilmis Hukuhara farki
Kc(R") R in tiim bog olmayan, kompakt ve konveks alt kiimelerinin ailesi
F(X) Bir X kiimesi tizerindeki dereceli kiimelerin ailesi
F(R) R iizerindeki dereceli kiimelerin ailesi
a9

FIn(R) R tizerindeki dereceli sayilarin ailesi
du(.,.) Hausdorff metrigi
des(.,.) Dereceli sayilar i¢in Hausdorff metrigi



1. GIRIS

Giinliik hayatta kullandigimiz bir¢ok terimde belirsizlikler mevcuttur. Bir nesneyi tanim-
larken ya da bir olay1 agiklarken kullanilan nicel ve nitel ifadelerde belirsizlik kaginil-
mazdir. Dereceli kiime teorisi, bu tiir belirsizliklerin matematiksel olarak aciklanmasini
ve bir fonksiyon yardimiyla ifade edilmesini 6ngérmiistiir.

Mevsimlerin ayristirtlmasinda belirli tarihler kullanilir. Fakat 21 Haziran ilkbahar ile yaz
mevsiminin ge¢is tarihi olmasina ragmen 20 Haziran ile 22 Haziran tarihleri arasinda
keskin bir fark gézlemlenemez. Benzer olarak mayis ayi ile haziran ayinin mevsim 6zel-
liklerini ayn1 derecede gostermedigini gozlemleriz. Bu 6rnektede acikca goriilecegi lizere

klasik kiime teorisi bu gibi durumlarda gercegi yansitmakta yetersiz kalmaktadir.

1)

KIS {LKBAHAR YAZ SONBAHAR KIS
1 \ [
i i
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] 1
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1 1
] 1
] 1
* * > x = Aylar
21 Mart 21 Haziran 23 Eylul 21 Aralik

Sekil 1.1: Aylar ve ait olduklar1 mevsimlerin klasik kiime gosterimi
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21 Mart 21 Haziran 23 Eylal 21 Aralik

Sekil 1.2: Aylar ve ait olduklart mevsimlerin dereceli kiime gosterimi

Miihendislik ve doga bilimlerinde, saglik bilimlerinde, sosyal ve beseri bilimlerde ortaya



cikan problemleri ¢6zmek ve bu problemler hakkinda analizler yapabilmek icin bir ma-
tematiksel modele ihtiya¢ duyulur. Bu modellerin ifade edilmesinde ise fonksiyonlar ve
onlarin tiirevlerine bagvurulur.

Diferensiyel denklemlerde, fark denklemlerinde veya kismi tiirevli denklemlerde model-
lemeler yapilirken; baslangi¢ degerlerinde, verilerin toplanmasinda veya katsayilarin be-
lirlenmesinde Ol¢iim veya gozlem hatalar1 yapilabilmekte ve bu sebeple bilimsel olaylar
tam olarak ifade edilememektedir. Bu tiir problemlerin gdzlemlendigi durumlarda mo-
dellemelerin dereceli diferensiyel denklemler ile verilmesi daha dogru analizlere ulag-
mamiza yardimci olmaktadir.

Bu tezde dereceli difarensiyel denklemler i¢in temel ara¢ olan dereceli mantiktaki tiirev
kavramlari incelenmis ve diger bilimlere uygulamalariyla analiz edilmistir.

Ik olarak dereceli kiime teorisi icin literatiir taramas1 yapilmis ve dereceli sayilardaki
temel kavramlar drnekleriyle incelenmistir. Burada gerekli olan temel analiz kavramlari
ise Ekler boliimiinde verilmistir. Ardindan dereceli say1 degerli fonksiyonlarin tiirevle-
nebilmeleri icin gelistirilen tiirev gesitleri incelenmistir. Ilk olarak Puri ve Ralescu [22]
tarafindan tanmitilan dereceli say1 degerli fonksiyonlarin Hukahara tiirevi agiklanmustir.
Sonrasinda Bede ve Gal [7] tarafindan gelistirilen giiclii genellestirilmis tiirevlenebilme,
zay1f genellestirilmis tiirevlenebilme ve son donemlerde Bede ve Stefanini [9, 25] tara-
findan literatiire kazandirilan genellestirilmis Hukuhara tiirevi ve genellestirilmis tiirev
kavramlar1 incelenmis ve 6zellikleri verilmistir.

Uygulamalar boliimiinde deterministik kabul edilen bir sayinin dereceli say1 olarak do-
niisiimii yapilmasiyla elde edilen sonuglarin ¢oziimler iizerindeki etkileri analiz edilmis-
tir. Ik olarak dogum ve &liim orami sabit SIR epidemik modelinin baslangig¢ kosullart
dereceli say1 iken analizi, teorik sonuglar1 desteklemek tizere MATLAB programi kul-
lanilarak yapilmistir. Ayrica Solow biiyiime modelinin dereceli mantik teorisiyle analizi
Zadeh’in genisleme prensibi yardimiyla yapilmis ve ekonomi politikalarinin daha etkili
ve gercege yakin olmasini saglayacak bir analiz elde edilmigtir.



2. DERECELI MANTIKTA TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde dereceli mantigin temel taslari olan bazi1 kavramlar verilerek ornekleri ile
aciklanacaktir. Ilk olarak bir kiimenin(ctimlenin) karakteristik fonksiyonu kavraminin ta-
nimini verelim:

Tanmm 2.0.1. X bir evrensel kiime ve A C X olmak iizere,

I, xe€A
Xa(x) =
0, x¢A

fonksiyonuna A kiimesinin X iizerindeki karakteristik fonksiyonu denir ve s semboliiyle
gosterilir [6] .

Klasik (crisp) bir kiimenin elemanlarim kiimeye ait olup olmamas1 acisindan inceleriz.
Yani "1" degeri kiimeye iiye olmay1 "0" degeri ise kiimeye iiye olmamay1 belirtirken
bagka herhangi bir olasilig1 icermez. Dereceli mantik teorisi ise getirdigi yaklagim ile
klasik kiime teorisinde kullanilan iiyelik kavramini kismi tiyelik kavramini da ekleyerek
genellestirir. Yani 6gelerin dereceli kiimeye aidiyeti [0, 1] aralifindaki degerlere sahip
olabilir.

Dereceli kiimelerde klasik kiimelerdeki karakteristik fonksiyon yerini iiyelik fonksiyo-
nuna birakir.

Tamm 2.0.2. Bir A dereceli kiimesinin iiyelik fonksiyonu
Ha(x) : X — [0,1]
ile tamimlanir [27].

A dereceli kiimesi A = {(x, tta(x)) | ua(x) : X — [0, 1]} bigiminde karakterize edilmistir.
Bir X kiimesi iizerindeki dereceli kiimelerin ailesi .7 (X) ile gosterilmektedir.

Ornek 2.0.1. Grafigi asagida verilen A dereceli kiimesine ait pi4 (x) = exp(—(x — 1)?)
x € R iiyelik fonksiyonu i¢in t4 (0) = 0.368, ps(1) =1 ve ug(3) = 0.018 olarak bulunur.



Sekil 2.1: A kiimesinin iiyelik fonksiyonunun grafigi

2.1 Dereceli Kiimelerin Temel Ozellikleri

Bu boliimde, tutarl1 bir biitiinliik saglayabilme amac ile ilk olarak dereceli say1 kavrami
icin gerekli olan destek kiimesi, o-kesit kiimesi, dereceli konveks kiime kavramlarini
hatirlatacagiz.

Tamim 2.1.1. Bir A € .#(X) kiimesi verilsin. Bu durumda

dest(A) ={xe X : pa(x) >0}

ile tammlanan fonksiyona A wn destek kiimesi denir. [17] .

Tamim 2.1.2. Bir A € . (X) kiimesinin o-kesit kiimesi A() ile gosterilir ve

Ale) = {xeX: ulx)>a} , a€(0,1]

kap{xe X : pa(x) >0} ,a=0

seklinde tamimlamir [6]. Burada kap(Z), Z C X kiimesinin kapanisini ifade etmektedir.

Bu tanima gore a; < o iken A(0p) C A(a) olacagr agiktir.

Y
A(0)

Sekil 2.2: A dereceli sayisinin a-kesit kiimesi



Tanim 2.1.3. A, X vektor uzayimn bir alt kiimesi olsun. Her x,y € X ve A € [0,1] i¢cin

pa(Ax+ (1 —=2)y) > min{pa(x), ua(y)}

esitsizligi saglaniyorsa A kiimesine dereceli konveks kiime denir [17].

Bu durumda dereceli konveks kiime, iiyelik fonksiyonunun quasi-konkav olmasin1 gerek-
tirir. Bir bagka ifade ile tiim o-kesit kiimeleri konveks ise bu a-kesit kiimelerinin dereceli
kiimesi konvekstir.

N , | [
| |
| |
I X) = !

HA(2) f--mmmmmm | ha) |

a {
[ |
[ |
o {
o @1 i , |
pa (%) f----— ] l ! |
0 e 0 IR
X7y X z y
Konveks DereceliKiime Konveks Olmayan DereceliKiime
ha(z) 2 pa (¥) Ha(2) £ pa(x)

Sekil 2.3: Konveks ve konveks olmayan dereceli kiime

Tamim 2.1.4. A € Z (R) kiimesi verilsin. Bu takdirde

1) A(0) kiimesi stmirlidir:

2) A dereceli konveks kiimedir:

3) A dereceli kiimesi normaldir. Yani 3 xo € R igin pa(xg) = 1 dir.

4) pa(x) iiyelik fonksiyonu iist yari siireklidir. Yani ¥ a € [0, 1] icin
{x eR: us(x) > a} kiimesi kapalidur.

sartlart saglaniyor ise A kiimesine dereceli sayr adi verilir [11].

Burada R iizerindeki dereceli sayilarin ailesi %y (R) ile gosterilmektedir.

Not: A € Zn(R) oldugundan & € [0, 1] i¢in a-kesit kiimeleri reel eksen iizerinde kapali
araliklar olugturur. Bu araliklar A(a) = [A|(&),A2(@)] ile gosterilecektir.

Dereceli kiimeler teorisinde L-R dereceli sayilar1 onemli kabul edilir. Literatiirde dereceli
sayilarin kullaniminda en ¢ok karsilagilan formlar L-R dereceli sayilari ile bunlarin 6zel
durumlari olan iigcgensel ve yamuk dereceli sayilaridir.
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Tamim 2.1.5. A € Zy(R) dereceli sayist igin, siirekli ve artan L : [0,1] — [0,1] ve R :
[0,1] — [0,1] fonksiyonlar: L(0) = R(0) = 0 ve L(1) = R(1) = 1 sartlarim saglasin.
a; < ar < az < ay olacak sekilde reel sayilar olmak iizere A dereceli sayisimn iiyelik
fonksiyonu

0 , x < ap
xX—a

L< l) a1 <x<ap
ar) —aj

pa(x) =<1 y ap <x<as

as—Xx

R( ) , a3 <x < ay
a4 —as

0 , a4 <x

\

seklinde ise A sayisina L-R dereceli sayisi denir ve A = (a1,a2,a3,a4)L R ile gosterilir

[6].

L-R dereceli sayisint a-kesit kiimesi ile ifade edelim. R iizerinde tanimli dereceli sayi-
larin a-kesit kiimelerinin reel eksen iizerinde kapali araliklar oldugu bilinmektedir. Bu
araligin u¢ noktalarim bulmak i¢in asagidaki yontem izlenir:

L(x_a1 ) =a =x=a+L " (a)(a2—ay)
a) —dag

R(a4—x> —a =>x=a4—R () (ay—a3)
aq —ajs

buradan o-kesit kiimesi,
A((X) = [(11 —|—L71(OC)((12 —al) , aq —Ril(ot)(azl —a3)]

olarak bulunur.

Tamim 2.1.6. A € .Zy(R) dereceli sayisimn iiyelik fonksiyonu, a1 < ay < a3 < a4 olacak
sekilde reel sayilar olmak iizere

0 , x < ap
X—dai
yap <x<ap
a—a
pa(x) =141 ,ap <x<as
ag — X
,a3<x<ay
a4 —as
0 , aq < X

seklinde ise A sayisina yamuk dereceli sayr denir ve A = (ay,as,a3,a4) ile gosterilir[6].

6



Verilen yamuk dereceli saymnin o-kesit kiimesi ise o € [0, 1] olmak iizere, A(o) = [a; +
o(ay —ay) , ag — at(aq — a3)] seklindedir. Dikkat edilirse yamuk dereceli sayr  L-R
dereceli saymin 6zel bir halidir. Burada L. ve R fonksiyonlar1 birim fonksiyon olarak
secilmigtir.

Tamim 2.1.7. A € Zy(R) dereceli sayisinn iiyelik fonksiyonu, ay < as < a3 olacak se-
kilde reel sayilar olmak iizere,

0 , x < a
X—dai
,ar<x<a
_ ajy) —daj
X)) =
pal) =1 2
,r <x< a3
as—ap
0 , a3 < X

|
|
|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
aq s ag

Sekil 2.4: A = (ay,a;,a3) licgensel dereceli sayisi

Ucgensel dereceli saymin a-kesit kiimesi ile ifadesi ise o € [0, 1] olmak iizere,
A(a) = |a; +alay —ay) , a3 — (a3 — az)] seklindedir. A = (ay,as,a3,a4) sayisinda
ap = a3z oldugu takdirde, sayinin bir ticgensel sayiya denk oldugu goriilmektedir.

Tanim 2.1.8. A € .Zn(R) dereceli sayisimin iiyelik fonksiyonu, a > 0 olmak iizere

;

0 , X <Xx|1—ao;
(x—x1)?
exp o2 , X1 —ao; <x <xp
M) = e
exp (—2—62) , X1 <x<x1+ao;
r
0 , X1 tao, <x



seklinde ise A sayisina Gauss dereceli sayi denir [6]. Bu fonksiyonda x| fonksiyon mer-
kezini, a tolerans degerini, o) ve O, ise sirastyla sol ve sag genisligini ifade eder.

Gauss dereceli saymin o-kesit kiimesi ile ifadesi ise,

[ 1/ , X1+ a202 ] , exp ——)gagl
Ala

2
a
[x] —aoy , x1 +acy] , 0<a<exp (—?)

seklindedir.

Belirtmek gerekir ki @ — oo iken bu iiyelik fonksiyonu ile tanimli dereceli kiime bir de-
receli say1 olusturmaz. Bunun sebebi ise a — o iken destek fonksiyonunun kompakt
olmamasidir. Bu durumda iiyelik fonksiyonunun tanim kiimesini R kiimesinin kompakt
bir alt araligina kisitlanmasi yardimiyla dereceli sayiya doniistiiriilebilir.

Bu dereceli kiimelere 6rnek olarak, asagidaki Gauss iiyelik fonksiyonunu ele alirsak,
(x—x1)?

exp (——2
s (x) = 29

0 , X<Xx1—aocvex>xi+ao

) , Xx1—ao <x<x1+ac

Burada o-kesit kiimesinin ifadesi,

[ 1/ 22 , X1+ 262 ] (x>exp(
Ala

xl—aG x1+a6 , o< exp

Q
)

[\)

NQ
vv

seklindedir.

Ornek 2.1.1. L,R : [0,1] — [0,1] olmak iizere L(x) = R(x) = x> ve A = (1,2,3,4).r
alinsmn. Buna gore A sayisia karsilik gelen a-kesit kiimesi A(a) = [1 + v« , 4 — /]
olur.

Ornek 2.1.2. A = (1,3,5) verilsin. Buna gore,
A(0) = kap(] ,5) =1[1,5]
3) = ; [1.6, 4.4]

A(0.
A(l) =
Ala)=[142a, 5—2a] olur.

Ornek 2.1.3. X = [0,2] ve A € .7 (X) olmak iizere 4 (x),

Ua(x) = ~ olarak verilsin. Burada Vo € [0,1] i¢in

A(o) = [(1-v1=9a), (1++1—-9a)] olur.
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Tamim 2.1.9 (Zadeh Genigleme Prensibi). f: X — Y ve A € .Z(X) verilsin. Burada
Y y)={xeX : f(x) =y} ve f(A) = B olmak iizere Y iizerinde tammh B € F (Y)
dereceli kiimesi

sup {ua(x) : xeX} [y #o
up(y) = *</7'0)

0 ) =2

iiyelik fonksiyonu ile tamimlidir [17, 28)].

Tamm 2.1.10. f:X — Y ve A € % (X) verilsin. Burada f~'(y) ={x€X : f(x)=y€Y}
olmak iizere f fonksiyonu tek degiskenli ve bire-bir fonksiyon ise, B € F(Y) dereceli
kiimesi

va(fto) L) £ o
0 ) =2

iiyelik fonksiyonu ile tanimlidir [17, 28].

up(y) =

Teorem 2.1.1. f: X — Y siirekli fonksiyonu ve A € F (X) verilsin. Her o € [0,1] icin
asagidaki egitlik saglanir.
[f(A)](a) = f(A(e)) 2.1

Burada f(A(a)) ={f(x) :x € [A|(),Az(x)]} dir [20].
Ornek 2.1.4. A € .7 (R) kiimesinin iiyelik fonksiyonu

2x — x?

, x €[0,2]
pa(x) =
0 , x ¢[0,2]

ile tammlansin. f(x) = x* fonksiyonu icin x > 0 iken Teorem 2.1.1 nin saglandiin1 gos-
terelim. A kiimesinin a—kesit kiimesi:

Alor) = [(1 ~VT-9a), (1+V1 —9oc)]

olur. Boylece artan f fonksiyonu i¢in

fA() = [f(l—\/1—9a) : f(1+\/1—9oc)}
[(1—\/1—905)2, (1+\/1—9a)2}

elde edilir. Diger yandan x > 0 i¢in f(x) = x? fonksiyonu bire-bir oldugundan Tanim

9



2.1.10 kullanilarak

é(%/?—y) , ¥ €[0,4]

0 , ¥ £ [0,4]

Kray(y) = w(f 1 (y) =

elde edilir. f(A) fonksiyonun ot—kesit kiimesi de asagidaki gibi olur.
(@) = |(1=vVT=9a), (1+VT-9a)?]
Goriilecegi tizere [f(A)](a) = f(A(a)) gergeklenir.

Dereceli sayilarla, gerekli cebirsel igslemleri yapmak i¢in o-kesit kiimeleri biiyiik kolaylik
saglamaktadir. Bu sebeple dereceli sayilar ile oc-kesit kiimeleri arasindaki bagintiy1 agik-
layici nitelikte olan Negoita ve Ralescu [19] tarafindan verilen asagidaki teorem ciftini
ifade edecegiz.

Teorem 2.1.2. A € Zy(R) ve A ya ait a-kesit kiimesi A(et) olsun.

i) Her o € [0,1] icin A(a) bos olmayan kapali aralik belirtir.
ii) Eger0< oy < <lise A(op) CA(0) dir.

iii) (), [0,1] daki elemanlarin azalmayan dizisi ve o, — o € (0, 1] ise

(o]

(M A() =A(a)

n=1

dur.
v) (o), [0,1] daki elemanlarin artmayan dizisi ve o, — 0 ise

kw<OM%0zmm

n=1
dir (bkz.[19]).

Teorem 2.1.3. Reel sayilarin alt kiimelerinin ailesi {B(@) : a € [0, 1]} verilsin. Burada

i) Her a € [0,1] icin B(et) bos olmayan kapalr aralik belirtir.
ii) Eger0< oy <o <lise B(ap) C B(a) dir:

iii) (o), [0,1] daki elemanlarin azalmayan dizisi ve o, — o € (0, 1] ise

(o)

() B(ow) = B()

n=1

drr.
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v) (o), [0,1] daki elemanlarin artmayan dizisi ve o, — 0 ise

kap (O B(a,») ~ B(0)

n=1

dir.

ozelliklerini saglayan {B(a) : a € [0, 1]} icin A(ot) = B(@) olacak bicimde (dyleki ¥ o €
[0,1] ) yalmiz bir A € Fy(R) vardur (bkz.[19]).

Teorem 2.1.2 ve Teorem 2.1.3 gostermektedir ki o-kesit kiimesi ile calismak dereceli sa-
yinn kendisi ile caligmaya esdegerdir. Her a-kesit kiimesine yalniz ve yalniz bir dereceli
say1 karsilik gelmektedir.

Goetschel ve Voxman [12], dereceli say1 kavramini farkli bir yonden incelemis ve bir
fonksiyon ¢ifti ile temsilini asagidaki teorem ile ifade etmiglerdir. Bu teorem tarafindan
saglanan temsil ise dereceli sayinin LU(alt-iist sinir) temsili olarak adlandirilir.

Teorem 2.1.4. A € Zy(R) ve A(@) = [A(),Ax()] = {x: pa(x) > o} verilsin.
Aj(a),Az(@) : [0,1] — R a-kesit kiimesinin belirttigi araligin sinir noktalarini tanimla-
mak iizere asagidaki sartlar saglanir.

i) Ai(a) € R simirli, azalmayan, o € (0, 1] iken sol-siirekli fonksiyon ve o = 0 iken
sag-siirekli fonksiyondur.

ii) Ay(o) € R simirly, artmayan, o € (0, 1] iken sol-siirekli fonksiyon ve o = 0 iken
sag-siirekli fonksiyondur.

i) A1(1) < Ax(1) dir
(bkz. [12]).

Dereceli sayilardaki aritmetik iglemleri a-kesit kiimeleri kullanilarak yapilabilir. R iize-
rinde tanimli dereceli sayilarin ¢-kesit kiimeleri araliklardan olustugu icin aralik arit-
meti8i islemleri o-kesit kiimeleri iizerinde de kullanilabilir. Bu sebeple oncelikle aralik
aritmetigi iglemlerini hatirlatacagiz.

Tanim 2.1.11. ay,a;,b1,bs € R olmak iizere A = [ay,az], B = [by,by] araliklart verilsin.
Burada

1) Toplama: A+ B = [a) + by, az + b))

2) Cikarma: A— B = [a] — by, ay — b)]

[lal,laz] , A>0
3) Skalarle Carpma: AA =
[laz,lal] , A <0
4) Carpma: A.B = [min{a|by,a1by,arby,a2b,}, max{aiby,a1by,a,by,a2b,}]
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ay ayp ay ap ay ay ay ap

5) Bolme: 0 §é B iken, A/B = min{b—l,b—z,b—l,b—2}, max {b—l,b—z,b—l,b—z}

olarak tamimlanir[5].

Tamim 2.1.12. A € R ve bos olmayan A,B C R" olsun. Burada Minkowski toplami ve
skalerle carpimi:

A+B={a+b :acA, beB}

AA ={Aa :a €A}

olarak tamimlanir[16].
Kc(R™) n-boyutlu 6klid uzayr R” nin tiim bog olmayan, kompakt ve konveks alt kiime-
lerinin ailesi olarak gosterilsin.

Teorem 2.1.5. R" nin tiim kompakt ve konveks kiimeler ailesi Kc(R™), Minkowski top-
lami ve skalerle carpimi islemleri altinda kapalidir [16].

Aslinda bu iki iglem, "+" iglemine gore birim eleman {0} ile birlikte Kc(R") izerinde
lineer bir yap1 olusturur. Bu yap, bir vektor uzay: degildir. Bunun nedeni ise genellikle,

A+(=1)A#{0}

olur. Yani toplama iglemine gére her zaman ters elaman mevcut olmadigindan K¢ (R")
bir lineer uzay degildir. Burada —A = (—1)A ={—a :a € A} dir.
Simdi konuya agiklik getirmesi bakimindan bir 6rnek verelim.

Ornek 2.1.5. K¢(R") ailesinin 6zel olarak n = 1 durumu, Kc(R) = I C R araliklar aile-

sini olusturur ki bu, Kc(R) = {A = [a1,a2] : a;,a; € R,a; < ay} kiimesidir.
Burada A = [0,2] segilirse A — A = [—2,2] # {0} oldugu goriiliir.

Bu olumsuzlugu gidermek i¢in bazi alternatif metodlar onerilmistir. Bunlardan ilki Hu-
kuhara farkidir[15].

Tanmm 2.1.13. f: (a,b) — ZN(R) fonksiyonunun a-kesit kiimesi f(x, o) = [f1(x, &), fo(x,

ile gosterilsin. Bu takdirde, f fonksiyonunun ¢apt her sabit o € [0,1] icin ¢ap(f(x,))
ile gosterilir ve

¢ap(f(x,a)) : Kc(R) =R
gap(f(xa OC)) = fZ(xv (X) - fl (xa OC)
ile ifade edilir.
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Tamim 2.1.14. A, B € Kc(R") olsun. A = B+ C olacak sekilde 3 C € Kc(R") mevcut ise;
C kiimesine A ve B kiimelerinin Hukuhara farki (H-farkt) denir ve A Sy B ile gosterilir.
Bu ise

AcogB=C&<A=B+C

olarak ifade edilir [15].

Her A,B € K¢(R") icin H-farki A6y A = {0} ve (A+ B) ©y B = A 6zelliklerini sagla-
maktadir.

Ornek 2.1.6. A = [ay,a,] icin H-farki; A ©y A = [c1,¢2] olsun.

lar,az] = [a1,a2] + [c1,¢2)
= [al,az] = [a1 —l—Cl,az—l—Cz]

= [Cl,CQ] = [0,0] =0

olur.
Fark edilecegi iizere dzel olarak A = [0,2] segilirse, Ornek 2.1.5 deki sorun H-farki ile
ortadan kalkmugtir.

A ©p B H-farkinin mevcut olmasi i¢in A kiimesi B kiimesinin bir {c} + B otelemesini
igermelidir. Ozel olarak K¢ (R) kiimesi iizerinde ¢aligilirsa; ¢ap(A) > ¢ap(B) olmast Hu-
kuhara farkinin varligin1 garanti eder.

A =[5,7] ve B=[1,4] secilirse A ©y B = [4,3] olarak hesaplanir ve [4,3] aralik tanimina
uygun olmadigindan H-farki mevcut degildir. H-farkinin mevcut olmadig1 bu durumun
istesinden gelmek icin genellestirilmis Hukuhara farki onerilmistir.

Tanmm 2.1.15. A,B € Kc(R") olsun. A = B+ C veya B = A+ (—1)C olacak sekilde
3 C € Kc(R") mevcut ise; C kiimesine A ve B kiimelerinin genellestirilmis Hukuhara
Jarki (gH-farky) denir ve A O,y B ile gosterilir. Bu ise

.

(YA=B+C

A@gHB:C@ Veya

(i) B=A+(—1)C

\

olarak ifade edilir [26].

A O,y B gH-farkimin mevcut olmast i¢in ya A kiimesi B kiimesinin bir 6telemesini iger-
melidir ya da B kiimesi A kiimesinin bir dtelemesini icermelidir. Yani (i) sartindan B +
{c} C A veya (ii) sartindan A + {—c} C B olmalidur.

gH-farkinda (i) ve (ii) sartlar1 ayn1 anda saglandiginda C tek nokta kiimesi olur. Yani
VeeCigin B+{c} CAve A+{—c} C Bolacagindan BC A+ {—c} ve A C B+ {c}
olur. Buradan A = B+ {c} ve B = A+ {—c} elde edilir. Diger taraftan keyfi ¢ ,¢ € C
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almirsa A = B+ {c } = B+{c" } esitliginden ¢ = ¢ sonucuna varilir. Bu da C kiimesinin
tek nokta kiimesi oldugunu gosterir.

Teorem 2.1.6. A,B,C € Kc(R") olmak iizere, A ©4y B farki mevcut ise asagidaki ozel-
likler saglanir.

1) gH-farki mevcut ise tektir ve H-farkimin var oldugu durumda A ©Sqy B =A ©Oy B
dir.

2) ASenA = {0},

3) (A+B)Sg B=A.

4) {0} ©¢n (ASgn B) = (—B) Sgn (—A).
5) (A—B)+B=C<A—B=CSyyB.

6) (ASguB) = (BognA) =C < C={0} ve A= B olur. Fakat B—A = A — B olmasi
Minkowski aritmetik islemlerine gore A = B sartini genellikle gerektirmez.

7) BSgn A mevcut ise ya A+ (BSguA) = B ya da B— (BSgy A) = A olur ve bu iki
esitlik ayni anda saglanirsa B Ogqy A farki tek nokta kiimesidir.
(bkz. [26])
A,B € Kc(R) =T i¢in gH-farkinin diger bir 6nemli 6zelligi;

dy(A,B) =0 AS.y B = {0},

Bu 0zellik sayesinde araliklar icin limit ve siireklilik kavramlar1 Hausdorff metrigi ve
gH-farki kullanilarak asagidaki teorem ile karakterize edilmistir.

Teorem 2.1.7. f: [a,b] — 1 aralik degerli fonksiyonu f(x) = [f1(x), fo(x)] ile gosteril-
sin. Bu takdirde;

lim f(x) =1 <= lim (f(x) Sgn ) = {0}

X—X0

lim f(x) = f(x0) <= lim (£() Ogn f(x0)) = {0}

X—X0

(bkz. [25])

2.2 Dereceli Sayilarda Fark islemleri

Tamm 2.2.1. A, B € Zn(R) olsun. A = B+C olacak sekilde 3C € Fn(R) dereceli saytst
mevcut ise; C sayisina A ve B sayilarinin Hukuhara farky (H-farki) denir ve A Sy B ile
gosterilir. Bu ise

AcogB=C<A=B+C
olarak ifade edilir [15, 22].
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Teorem 2.2.1. A,B € Zy(R) ve a-kesit kiimeleri A(a) = [A1(at), Az ()],
B(a) = [Bi (@), B2(t)] olmak iizere A Sy B mevcut ise H-farkimin a—kesit kiimesi;

[ASH B)(a) = [A1(a) = Bi (), Az(ax) — Ba()]

olarak tamimlidir. [22]

Tanmm 2.2.2. A, B € Zy(R) olsun. Eger

A@gHB:C<I:> veya

olacak sekilde 3 C € Fn(R) dereceli sayist mevcut ise C sayisina A, B dereceli sayilari-
nin genellestirilmis Hukuhara farky (gH-farky) denir ve A Sgy B ile gosterilir [24, 25].

Teorem 2.2.2. A,B € Zy(R) ve a-kesit kiimeleri A(o) = [A1 (), Az ()],
B(a) = [Bi(a), B ()] olmak iizere A © gy B mevcut ise gH-farkinin oi—kesit kiimesi;

[A©gn B (o) = [min{A; () = B1 (), Az (o) — Ba(@) }, max{A; () — By (at), Az () — Ba(@) }]

olarak tamumlidir[6].

Tamim 2.2.3. A, B € Z5(R) olsun. Her o0 € [0,1] icin

[AgBl(a) = C(a) = kap | | (A(B) ©gn B(B))

B>a

olacak sekilde 3 C € Fn(R) dereceli sayisimin a—kesit kiimesi mevcut ise C sayisina
A, B dereceli sayilarinn genellestirilmis farki (g-farki) denir ve AS, B = C ile gésterilir
[9, 24].

Teorem 2.2.3. A, B € .Zy(R) ve a-kesit kiimeleri A(a) = [A1 (o), Az ()],
B(a) = [Bi(o),By(t)] olmak iizere A©y B g-farkimin ot—kesit kiimesi ve
U(B) =Ai(B)—Bi1(B) ve V(B) = A2(B) — B2(B) olmak iizere,

[AS,B](a) = | inf min{U(B),V(B)}, sup max{U(B),V(B)}

p>o B>

olarak tamumhidir [9].

Ornek 2.2.1. Asagida iiyelik fonksiyonlar1 verilen A, B dereceli sayilari i¢in A © oH B ve
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A &, B farklarini hesaplayalim.

x+1 xe[-1,0]
1 xe[-1,1]
pa(x) =9 —x+1 ,xe (0,1] veup(x)=
0 ,X%[—l,l]
0 ,X%[_l,l]

Burada her a € [0, 1] i¢in
[ASen Bl(a) = [~ o]
olarak hesaplanir. Fakat bu ax—kesit kiimesine karsilik gelecek bir dereceli say1 yoktur.

Diger taraftan her o € [0, 1] icin

(A Bl(a) = C(a) =kap | J [-B,B] = [-1,1]

B>a

olarak hesaplanir. Bu az—kesit kiimesine karsilik gelen dereceli say1, C = (—1,—1,1,1)
yamuk dereceli sayidir.

Yukaridaki 6rnekten de goriilecegi iizere g-farki, gH-farkindan daha ¢ok dereceli say1
cifti i¢in tanimhdir. Yani, gH-farkinin mevcut olmasi durumunda g-farki vardir ve gH-
farkina esittir. Her ne kadar g-farki tanimladigimiz farklar arasinda en genel olani ise de
g-farkinin da mevcut olmadig1 durumlar s6z konusudur.

Ornek 2.2.2. Asagida iiyelik fonksiyonlari verilen A, B dereceli sayilar1 icin A OgH B ve
A &, B farklarini hesaplayalim.

( (

1 xe2,3] 1 xe[2,3]
pa(x) =405 ,xe [0,2)U(3,5] veus(x) =105 ,xe[-1,2)U(3,4]

0 ,x¢][0,5] 0 x¢[-14]

Ao Bl(@) = {0} ,ae€(0.5,1]
{1} ,0€[0,0.5]

olarak hesaplanir. Diger taraftan,

L {0} ;o € (0.5,1]
[ASg B](a) =
{0}u{1} ,o€]0,0.5]

olarak hesaplanir ve bu ax—kesit kiimelerine karsilik gelecek bir dereceli say1 yoktur.
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Tamim 2.2.4. A, B € Zy(R) ve a-kesit kiimeleri A(a) = [A1(@),Ax(@)],
B(a) = [Bi(@),Ba()] olmak iizere

deo(A,B) = asel[lgl]{maXﬂAl (o) = Bi(a)],|A2(a) — Ba(@)[ }}

= sup {du(A(a),B(a))}
acl0,1]

seklinde tammlanan d.. : Fn(R) x Fn(R) — RT U{0} metrigine iki dereceli say: ara-
sindaki Hausdorff metrigi denir[11]

Teorem 2.2.4. A,B,C,D € Zy(R) ve A € R olmak iizere (Fy(R),dw) metrik uzayt icin
asagidaki ozellikler saglanwr [11]:

1) d. oteleme altinda degismezdir. Yani,
dw(A+C,B+C) = d-(A,B)

2) do(AA,AB) =| A | dw(A,B)

Ayrica ((#N(R),dw) tam metrik uzayudir.

Ornek 2.2.3. A = (1,2,5) ve B = (—3,0,4) iiggensel dereceli sayilari i¢in dw.(A,B)’i
hesaplayalim. Bu ii¢ggensel sayilarin at-kesit kiimeleri; A(a) = [1 + a,5 —3a] ve B(a) =
[—3+3a,4 — 4] seklindedir.

dy(A(a),B(at)) = max{|4 —2a|, |1 + |}

des(A,B) = Sel[l(?l]{dH(A(a),B(a))}

d-(A,B) = sup {max{|4—2a|,[1+al}}=4
o€l0,1]

2.3 Dereceli Say1 Degerli Fonksiyonlarda Tiirevlenebilme

Bu boliimde dereceli say1 degerli fonksiyonlarin tiirevlenebilmeleri icin gelistirilen tii-
rev gesitleri incelenecektir. Ilk olarak Puri ve Ralescu [22] tarafindan tanitilan dereceli
say1 degerli fonksiyonlarin Hukuhara tiirevi agiklanacaktir. Sonrasinda Bede ve Gal [7]
tarafindan gelistirilen giiclii genellestirilmis tiirevlenebilme ve zayif genellestirilmis tii-
revlenebilme durumu ve son donemlerde Bede ve Stefanini [9, 25] tarafindan literatiire
kazandirilan genellestirilmis Hukuhara tiirevi ve genellestirilmis tiirev incelenecektir.
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2.3.1 Hukuhara tiirevi

Tanmm 2.3.1. f: (a,b) — Zn(R) ve x € (a,b) olsun. Vh > 0 icin f(x+h) Sy f(x) ,
f(x)Su f(x—h) mevcut ve

h—0t

olacak sekilde fi;(x) € Fn(R) ise f, x deerinde Hukuhara tiirevlenebilir denir. Bu limit
degerine ise f nin x deki Hukuhara tiirevi denir[15, 22].

Ornek 2.3.1. A € .Zy(R) ve g : (a,b) — R* fonksiyonu xo € (a,b) degerinde tiirevle-
nebilir olsun. f: (a,b) — Zy(R) fonksiyonu f(x) = A.g(x) olarak tamimlansin. Kabul
edelim ki, g’(xp) > 0 olsun. Bu durumda VA > 0 igin g fonksiyonu [xo — &, xo + k] arali-
ginda artan fonksiyondur. Yani,

glxo+h)—g(xo) =@(xp,h) >0 , g(xo)—glxo—h)=Q(xp,h) >0

g(xo +h) — g(xo) g(x0) — g(xo — h)

h—0+t h h—0+ h g (x)
i a)(xo,h) . .Q(X(),h) /
l = l =
A ¢

olarak yazilabilir. Her iki tarafi A dereceli sayisi ile ¢arparsak,

Ag(ro+h) — Ag(xo) = Aw(xo,h) ,  Ag(xo) —Ag(xo—h) = AQ(xo, h)
Ag(xo+h) =Ag(xo) +Aw(xo,h) , Ag(xo) =Ag(xo—h)+AQ(xo,h)
flxo+h) = f(xo) +Aw(x0,h) , f(x0) = f(xo—h)+AQ(x0,h)
fxo+h)Sn f(xo) =Aw(xo.h) ,  flx0) S fxo —h) = AQ(x0,h)

elde edilir. f(xo+h) ©n f(xo0) ve f(xo) ©n f(xo —h) Hukuhara farklarinin sirasiyla
Aw(xo,h) € Fn(R) ve AQ(xo,h) € Fy(R) oldugu agikur. f dereceli say1 deZerli fonk-
siyonun x( degerindeki Hukuhara tiirevini hesaplamak i¢in asagidaki adimlar izlenir:

fxo+h) S flxo) _ Aw(xo,h) f(xo)©n fxo—h) _ AQ(xo,h)
h Th h h
lim fxo+h) Sn fxo) _ lim Ao (xo,h) lim fxo)Sn flxo—h) _ . AQ(xo,h)
h—0t h h—0+ h h—0+ h h—0+ h
h - h —h - Q h

lim f(xo+h)©n f(xo) _ A lim o(xo,h)  lim f(x0) ©n f(xo—h) A (x0,h)
h—0+ h =0t h h—0+ h h—ot h

. fxo+h)om flxo) -, . fxo)omflxo—h) -,

h0* h gxo) B0+ h 8 (x0)
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O halde f fonksiyonun x( degerindeki Hukuhara tiirevi f},(xo) = Ag’(xo) olarak hesap-
lanir. Fakat g'(x) < 0 olarak kabul edilirse, f(xo+h) Sy f(xo) ve f(xo) ©u f(xo — h)
Hukuhara farklar1 hesaplanamayacagi i¢in f fonksiyonunun Hukuhara tiirevini hesapla-
yamayiz.

Ornek 2.3.2. Ozel olarak A = (0, 1,2) ve g(x) = L secilirse, f(x) = A.g(x) igin xo € [1,2]
degerinde Hukuhara tiirevinin varligin inceleyelim.

C(a) = [a,2 — a] oldugunu biliyoruz. Hukuhara tiirevini hesaplamak i¢in gerekli olan
H-farki f(xo + h) OH f(X()) =Ke }\N(R) ve K(OC) = [K] ((X),Kz(a)] olsun.

Buradan, f(xo+h) = f(xo) +K

<~ f(x0+h7 (X)]: f(x07 (X) —f-K(OC)

— 02— o]y = o2 — a] L+ [Ki (@), Ka(0)]

= et 28] = [+ Ki(@), 25 K@)

==t k(o) ve 55 =524 K(a)

—K(a)=a (x01+h - x%) —aN ve K(a)=(2—a) (xoih - %0) —(2—a)N
Burada N < 0 ve her o € [0, 1] i¢in o < 2 — o oldugundan (2 — )N < aN yani K» (o) <
K (@) olur ve bu da K € .Zx(R) kabulii ile gelisir. O halde f(x) fonksiyonu i¢in Huku-

hara tiirevi mevcut degildir.

2.3.2 Giiclii genellestirilmis tiirev
Tamim 2.3.2. f: (a,b) — Fn(R) fonksiyonu ve x € (a,b) olsun. Bu takdirde,

(i) EgerYh > 0icin f(x+h) S f(x) ve f(x) ©n f(x—h) mevcut ve

lim focth)on flx) _ lim f(x)on f(x—nh)
h—0t h h—0t h

= f6(x)

(ii) Eger Vh > 0 icin f(x) ©u f(x+h) ve f(x —h) ©u f(x) mevcut ve

lim f(x)Sn flx+h) — lim fx—h)on f(x)
h—0+ (—h) ho 0+ (—h)

= f6(x)

(iii) Eger Yh > O icin f(x+h) ©y f(x) ve f(x—h) ©g f(x) mevcut ve

lim feth) Sn f(x) — lim f(x—h)Sn f(x)
h—0+ h h—0+ (—h)

= fo(x)

(iv) Eger Yh > 0 icin f(x) ©p f(x+h) ve f(x) ©n f(x — h) mevcut ve

. f(x)en fx+h) . fx)omflx—h)
e (k) ek = /o)
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sartlarindan biri saglanacak sekilde f{,(x) € Fn(R) mevcut ise f, x degerinde giiglii ge-
nellestirilmis tiirevlenebilir denir. Bu limit degerine ise f nin x deki giiclii genellestirilmig
tiirevi denir[7].

Teorem 2.3.1. f: (a,b) — Zn(R) fonksiyonu Vx € (a,b) degerinde (iii) veya (iv) anla-
muinda giiglii genellegtirilmis tiirevlenebilir ise Vx € (a,b) icin f;(x) € R dir [7].

2.3.3 Zayif genellestirilmis tiirev

Tanmm 2.3.3. F : (a,b) — Fn(R) ve xo € (a,b) olsun. h,, — 0 ve artmayan bir dizi olmak
lizere ny € N i¢in,

A,%) ={n=ng: EIE,SI) :=F(xo+ hy) ©n F(x0)},

A,(%) ={n>ng: 3E,§2> :=F(x0)Sn F(xo+hy)},

Ay = {n>no : 3B, = F(x0) On F (%0~ hn)},

AW = {n>ny: 3B = F(xo—hy) o F(x0)},

olarak tamimlansin. Eger her artmayan h,, — 0 dizisi i¢cin

2) ?z{néN;n}no}

AV UAR VALY UAS

olacak sekilde ny € N mevcut ve j € {1,2,3,4}

. g
lim doo (_UT%,FZ(X()) =0

hy,—01 n—oo neA,(l{))

olacak sekilde Fj(xo) € F#n(R) mevcut ise, F fonksiyonu zayif genellestirilmis tiirevle-
nebilir denir [7].

2.3.4 Genellestirilmis Hukuhara tiirevi

Tamm 2.34. f: (a,b) — Fn(R) ve x € (a,b) olsun. Vh > 0 i¢in

lim f(x + h) @gH f(x>
h—0 h

:féH(x)

olacak sekilde f;,H (x) € ZFn(R) ise f, x degerinde genellestirilmis Hukuhara tiirevlene-
bilir denir. Bu limit degerine ise f nin x deki genellestirilmis Hukuhara tiirevi denir
[9, 25].

Tanmm 2.3.5. f: (a,b) — Fn(R) fonksiyonu ve x € (a,b) olsun. Bu takdirde,
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(1) Eger Yh > Qicin f(x+h)on f(x), f(x)©n f(x—h) mevcut ve

i LS 0SS femh)
h—0+ h h—0+ h
(2) Eger Yh < Qicin f(x+h)ou f(x), f(x) O f(x—h) mevcut ve

lim fth) Onflx) _ lim Jf(x)©n f(x—h)
h—0~ h h—0~ h

= f'(x)

sartlarindan biri saglanacak sekilde f'(x) € Fy(R) mevcut ise f, x degerinde tiirevlene-
bilir denir. Bu limit degerine ise f nin x deki tiirevi denir[10].

Tanim 2.3.5 e gore f fonksiyonu (1) sartin1 saghiyor ise (1)—anlaminda tiirevlenebilir,
(2) sartin1 sagliyor ise (2)—anlaminda tiirevlenebilir ifadelerini kullanacagiz.

Teorem 2.3.2. f: (a,b) — Zn(R) fonksiyonunun o.—kesiti her a € [0, 1] icin f(x,a) =
[f1(x, ), fo(x, &)] olsun. Bu durumda,

(i) f, (1)—anlaminda tiirevlenebilir ise fi(x,a) ve fa(x, o) fonksiyonlar: tiirevlidir

)

ve [f'(x)](@) = [fi(x, @), f3(x, &)].
)
(

(ii) f, (2)—anlanunda tiirevlenebilir ise fi(x,o) ve f>(x, ) fonksiyonlart tiireviidir

ve [f'(0)](a) = [f3(x, @), fi (x, &)].
(bkz.[10]).

Ispat. (i). VA>0ve a € [0, 1] iken,

[f(x+h) O f())(@) = [filx+h,a) = fi(x, @), falx+h,&) = fa(x, @)]
SN oI _ L ()~ (e ) fax @) — ol )

h
_ fl(x+h7a)_f1(x7a) f2(x+hva)_f2(xva)
h ’ h

Benzer sekilde

fx) en flx=h)](a) = [fi(x, &) = fi(x—h, @), fa(x, &) = falx — h, &))]

) _ % [fi(x, @) — fi(x—h, @), fo(x, &) — fo(x — h, )]

_ fl(x7a)_f1(x_h7a) f2(x=a)_f2(x_hva)
h ’ h

elde edilir ve esitligin iki tarafinin limiti alinarak [f’(x)](ot) = [f] (x, &), f5(x, )]
elde edilir.
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(ii). Vh <0 ve a € [0,1] iken,

F(x-+) S (0)() = i (x4 0) — fi (), o+ ) — o )
SRS = L a1 )~ o). oo )~ o)

h
_ [Llth o) - folx, o) filx+ha)—filxa)
h ’ h

Benzer sekilde

[f(x) ©n f(x—h)](e) = [fi(x, &) = fi(x = h, @), fox, &) = fo(x = h, )]
[f(X) @Hf(X-h)](@) _ % [fl(x,a) —fl(x—h,a),fQ(x,a) —fz(x—h,a)]

h
_ fz(X,a)—fz(x—h,a) fl(xva)_fl(x_h7a)
h ’ h

elde edilir ve esitligin iki tarafinin limiti alinarak [f’(x)](o) = [f3(x, &), f](x, )]
elde edilir. []

2.3.5 Genellestirilmis tiirev

Tamim 2.3.6. f: (a,b) — Fn(R) ve x € (a,b) olsun. Yh > 0 igin

lim
h—0

Pt DS _

olacak sekilde fy(x) € Fn(R) ise f, x degerinde genellestirilmis tiirevlenebilir denir. Bu
limit degerine ise f nin x deki genellestirilmis tiirevi denir [9].

Ornek 2.3.3. F : [0,0.5] — .Zy(R) fonksiyonu icin a—kesit kiimesi asagidaki gibi ta-
nimlansin.

W —3+a, (1-2a)x*—2a+2], ocl0,0.5]
F(x,a)=

x> —34+a, 2o —1)x*—6a+4], oc(0.5,1]

F fonksiyonunun gH-tiirevi ve g-tiirevini inceleyelim.
gH-farkinin or—kesit kiimesi tanimi1 kullanilarak;

[f(x+h) St f(0)(@) = [(1—20)(2xh+h) , 2xh+ 1]

22



elde edilir. Boylece,

L+ h) S () (@)

lim . = [(1 —2a)2x,2x]

sonucuna ulagilir. @ = 0 ve o¢ = 0.25 degerleri icin,

[f (x+h) Sen f(x)](0)

jm h =
h—0 h

Ayrica Tanim 2.1.2 den

o <y > fim L ETN) Sen F)(02) o [FOt) S ()} (0n)
h—0 h h—0 h

oldugu bilinmektedir. Fakat &« = 0 ve a = 0.25 degerleri i¢in, bu sart gecerli olmadi-
gindan gH-tiirevi mevcut degildir. g-tiirevini hesaplamak icin g-farkinin o —kesit kiimesi
tanimini kullanalim.

B < 0.5 igin;
filx+h,B) — fi(x,B) = 2xh+h*
frx+n,B)— fo(x,B) = (1 —20)2xh + h?

B > 0.5 icin;
fi(x+h,B) = fi(x, B) = 2xh+?
fr(x+h,B)— fo(x,B) = (200 — 1)2xh + h?

a > 0.5 i¢in;

lim St h) @hgf(x)](a) =kap |J [(2B—1)2x,2x] = [(2a —1)2x,2x]

B>a>0.5

a < 0.5 i¢in;

kap U [0=2B)2x2¢ | [J| U [2B—1)2x,2x] | =1[0,2x]

0.52p>0>0 B>0.5
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F; :[0,0.5] — Zn(R) fonksiyonu igin a—kesit kiimesi agagidaki gibidir:

[0,24], o €[0,0.5]
(20— 1)2x,2x], @€ (0.5,1]

Bu Ornekten goriilecegi iizere gH-tiirevi olmayan bir fonksiyon i¢in g-tiirev mevcuttur.
Fakat g-tiirevinin de mevcut olmadig1 durumlar vardir.

Ornek 2.34. F : [-1,1] — .Zn(R) fonksiyonu igin a—kesit kiimesi asagidaki gibi ta-
nimlansin.

[10x2 —12, 10x> +2] ,a €]0,0.5]
F(x,a) =
[—1, 1] ,a € (0.5,1]

Buradan Fy(x)(a);

(205} U{0} ,a €[0,0.5]

{0} L€ (0.5,1]

elde edilir. Fakat Fy(x) ¢ Zn(R) oldugundan F : [-1,1] — Zy(R) fonksiyonu igin g-
tiirevi mevcut degildir.
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3. UYGULAMALAR

3.1 SIR Epidemik Modelinin Dereceli Mantik Teorisi Yaklasimi ile Analizi

Hastaliklarin modellenmesi matematiksel biyolojinin arastirma alanlarinin baginda gel-
mektedir. Bu modellerden en onemlileri bulagict hastaliklar inceleyen modellerdir. Bu-
lagict hastaliklarin modellenmesi hastaligin boyutunu ve onlenmesini hesaplamak i¢in
oldukca 6nemli bir rol oynamaktadir. Kizamik, kabakulak, kizamik¢ik ve sucicegi gibi
bulasict hastaliklar bu tiir hastaliklar sinifindadir. Popiilasyondaki bireyler, saglikli en-
fekte ve bagisiklik kazanmig bireyler olmak iizere ii¢ grupta siniflandirilarak modellenir.
Bu tiir modeller SIR epidemik modelleri olarak adlandirilir. Bireylerin bagisiklik duru-
muna bagl olarak SIR epidemik modelinin SI, SIS ve SIRS gibi varyasyonlar1 vardir.
Herhangi bir ¢t aninda popiilasyondaki bireyler asagidaki sekilde gruplandirilir:

S(t) := Heniiz hasta olmamus (saglikli) fakat hastaliga duyarl bireylerin sayist,

I(t) := Enfekte olmug (hasta) ve hastalid1 bulagtirabilecek bireylerin sayisi,

R(t) := Bagisiklik kazanmig bireylerin sayisi.

i
A
QS " I Y‘R

Sekil 3.1: Dogum ve 6liim orani sabit SIR modeli diyagrami

Popiilasyonda dogum ve 6liim orani esit varsayildiginda SIR modeline karsilik gelen
diferensiyel denklem sistemi asagidaki gibidir [3, 4, 13]:

dS

22 _BSI _
o = BSI+R(N=S)
dl

o = PSI- (v+u)!
R_ /| R

dr =v—Hu

S(0)=N; >0, I(0)=N, >0, RO)=N3>0



Modelde kullanilan parametrelerin, 8,7 € [0, 1] olmak iizere, anlamlar1 asagidaki gibidir.
P :=Hasta birey ile saglikli birey arasindaki gegis orani

Y :=Hasta birey ile bagisiklik kazanmig birey arasindaki gegis orani

U :=dogum orani ve 6liim orani

N :=Popiilasyondaki toplam birey sayisi

Modelde popiilasyondaki bireylerin dogum ve 6liim orani u ile gosterilmis ve dogum
orani ile 0lim oranina esit kabul edilmistir. Bu durumda popiilasyondaki toplam birey
sayisinin degismedigi kolayca goriilmektedir. Ayrica lineer olmayan bu sistem i¢in anali-
tik ¢6ziimiin olmadi81 goriiliir. Bu sebeple niimerik simiilasyonlar yardimiyla elde edilen
cOziimler incelenecektir.

Denklem sisteminden;

dS(t) dI(t) dR(t)
dt * dt * dt
= S(t)+1(t)+R(t)=N

=0

esitlikleri elde edilir.

Simdi ise baglangi¢ kosullar1 dereceli say1 olan F-SIR (Fuzzy-SIR) epidemik modelini
inceleyecegiz. Burada ¢oztimlerin davranigini, teorik sonuclar1 desteklemek tizere MAT-
LAB programi yardimiyla, niimerik olarak ele alacagiz. Kalitatif teoride incelenen di-
ferensiyel denklemin ¢6ziimii acik bir sekilde elde edilmeden ¢6ziimiin nasil davrandig:
anlagilmaya ¢aligthir. Ornegin, ¢oziimlerin sinirlilik, yakinsaklik ve salmim gibi 6zellik-
lerden hangilerini, hangi sartlar altinda sagladig: tespit edilmeye caligilir. Bu bilgilerden
hareketle asagidaki ornegi analiz edelim.

Ornek 3.1.1. 8 =0.003, y=0.5 ve u = 0.05 olsun.

dS

i —0.00357+0.05(1000 — S)
dI = 0.00381 —0.551

dt

dR

— =0.5I—-0.05R
dt

sistemini ele alalim. Baslangi¢ sartlar1 ise S(0) = (800,900,1000) € .Zy(R) , I(0) =
(60,80,100) € Zn(R) , R(0) = (5,20,35) € Z#n(R) olsun. Bu sistem i¢in baslangic
sartlarinin ov—kesit kiimeleri asagidaki gibi olur.

S(t, ) =[S (, ), S>(t, )] = [1000 +800 , 1000 — 100c]

I(t,o) = [ (t,a),L(t,a)] = [20a + 60 , 100 — 20¢(]

R(t,a) = [Ri(t,&),Ry(t,x)] = [150¢+5 , 35— 15¢]

Dereceli sistemi ¢cozmeden Once klasik yani dereceli olmayan sistemin ¢oziimlerinin gra-
figini verelim. Bilindigi gibi o = 1 iken dereceli sistem klasik sisteme doniisiir.
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Sekil 3.2: Klasik sistemin ¢oziimlerinin grafigi

Tanim 2.3.5 e gore S(¢), I1(t) ve R(t) (1)—anlaminda veya (2)—anlaminda tiirevlenebi-
lirdir. O halde sekiz farkli denklem sistemi olugur. Tk olarak S(z),1(¢) ve R(t) iiliisiiniin
ayni anda (1)—anlaminda tiirevlenebilir oldugu durumu inceleyelim.

[S(t,00), 85 (t, )] = —0.003[S; (¢, @), S5 (t, &)].[I1 (¢, @), b (¢, )]

+0.05(1000 — [S (£, &), S (t, )])

1, (t, @), L(t, )] = 0.003[S: (, @), S2 (¢, &)].[L (1, @), b (t, )] — 0.55[L (, @), b (¢, )]

[R,(t,0),Ry(t, )] = 0.5[I1 (, @), L (t, )] — 0.05[R; (¢, &), R ¢, )]

Buradan o = 0 i¢in

Sy (t, o) = —0.0038, (¢, @)L (f, &) +0.05(1000 — S»(r, ) Sy (¢,0) = 800
S, (¢, 0t) = —0.0038; (¢, @)L, (t, &) +0.05(1000 — Sy (£, )  Sa(¢,0) = 1000
I,(t,0) = 0.0038, (1, @)1 (¢, &) — 0.55L (1, ox) 1,(,0) = 60
L(t,a) = 0.0038,(, o), o) — 0.55, (¢, ct) L(t,0) = 100
R\ (t,a) = 0.5I,(t, &) — 0.05R, (¢, t) Ri(1,0)=5
Ry(t,a) = 0.5L(t, &) — 0.05R (¢, t) Ry(t,0) =35

sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢oziimii MATLAB yardimiyla elde edildiginde olusan
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coziimlerin grafikleri asagida verilmisgtir.

x 10

S(b), I(t) ve R(t)

Sekil 3.3: S(t), I(t) ve R(t) (1)-anlaminda tiirevlenebilir iken ¢oziimlerin grafigi

Bukez S(¢),1(t) ve R(t) tigliisii ayn1 anda (2)—anlaminda tiirevlenebilir olsun. O halde

[S5(, @), (1,0)] =

(1,01 (1,0)] =

[Ry(t,00),Ry (1, a)] =

Buradan o0 = 0 i¢in

—0.003[S1 (£, @), $>(t, ). ]I (1, &), bo (£, @))]
+0.05(1000 — [S) (£, ), S»(t, @0)))
0.003[S1 (1, ), Sa(z, &)]. [ (¢, @), o (1, &)] — 0.55[11 (£, &), Lo (¢, )]

0.5[11(t, @), Ir(t, )] — 0.05[Ry (1, &), Ro(t, 0]

S1(t, ) = —0.0038, (1, @)1, (¢, &) +0.05(1000 — S1 (1)) S1(z,0) = 800
Sy(t,a) = —0.0038,(t, &)L (¢, &) +0.05(1000 — S» (¢, @)  S»(¢,0) = 1000
I (t, @) = 0.00385 (1, &) (¢, 00) — 0.551, (¢, @) 1,(¢,0) = 60
L(t, ) = 0.0038 (1, &)1 (¢, 00) — 0.55L (¢, &) L(t,0) = 100
R\ (t,a) = 0.5L(t,c) — 0.05R, (¢, t) Ri(t,0) =5
Ry(t,a) = 0.5I; (¢, &) — 0.05R, (¢, t) Ry(,0) =35
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sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢oziimi MATLAB yardimiyla elde edildiginde olusan
cOziimlerin grafikleri asagida verilmistir.
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Sekil 3.4: S(t), I(t) ve R(t) (2)-anlaminda tiirevlenebilir iken ¢oziimlerin grafigi

Tekrar klasik ¢oziim egrilerini S(¢),(¢) ve R(t) (2)—anlaminda tiirevlenebilir iken elde
edilen egrilerle ayn1 grafik tizerinde inceleyelim.

1000
........ s,
900 . s,
— |
800} - N
3 o T ,
700 - IR 1R
£ 600} E o | R,
¥ - ——s
] - N . o
> N o~ 11
g sof A\ Y- 5
< 400t _ aNS |
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200} & e, i
wof £ N : 1
0 . | | | | | | | | |
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Sekil 3.5: S(t), I(t) ve R(t) (2)-anlaminda tiirevlenebilir iken ¢oziimlerin grafigi ile klasik
sistemin ¢oziimlerinin grafigi
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Fark edilecegi iizere S(¢),I(t) ve R(t) (2)—anlaminda tiirevlenebilir iken elde edilen ¢6-
ziim egrileri klasik ¢oziimlerle daha tutarli davranig gostermektedir.

S(t), I(t) ve R(t) igin (1)-anlaminda ve (2)-anlaminda tiirevlenebildigi diger durumlar
icin sistemin ¢oziimleri incelendiginde bu ii¢liiniin ayn1 anda (1)-anlaminda tiirevlenebil-
digi duruma benzer oldugu goriilmiistiir.

Kalitatif yontemlerle elde ettigimiz ¢oziimlerin grafiklerini yukarida inceledik. Dereceli
sayilarin ox—kesit kiimesinin olusturdugu araligin sol ucunun sag ucundan kiiciik veya
esit olmas1 gerektigini biliyoruz. Fakat ¢oziimlerin grafiklerinden goriilecegi iizere bu
kurala aykir1 durumlar gézlemlenmistir. Bu tiir durumlarda literatiirdeki ¢alismalardan
yola ¢ikarak su Onerileri verebiliriz. Kuralin bozuldugu araliklar i¢cin B. Bede ve G. Gal
[8] calismasinda ¢6ziimiin lokal (bolgesel) olarak incelenmesi gerektigini belirtmistir.
Veya calistigimiz aralikta ¢oziimiin or—kesit kiimesinin sinir noktalar1 min, max fonksi-
yonlariyla diizenlenerek caligilabilir.

3.2 Solow Biiyiime Modelinin Dereceli Mantik Teorisi Yaklasimi ile Analizi

Iktisatcilarn Gayri Safi Yurtici Hasila nin (GSYH), yani toplam iiretim seviyesinin, nasil
belirledigini aciklamak i¢in kullandiklar1 temel modellerin baginda Robert Solow tara-
findan gelistirilen Solow biiylime modeli gelmektedir[23]. Solow modeli, toplam iiretim
fonksiyonu, fiziki sermaye denklemi ve hanehalk: tarafindan yapilan tasarruflar olmak
tizere ii¢ temel faktorden olugsmaktadir.

Toplam iiretim seviyesini belirlemek igin ¥ = F(A,K, L) fonksiyonu kullanilir. Burada
Y toplam iiretim seviyesini, A teknoloji seviyesini, K sermaye seviyesini, L ise isgiicii
seviyesini gostermektedir. Fonksiyonun bilesenlerinden de anlagilacagi iizere bir ekono-
mideki toplam iiretim seviyesini sermaye, isgiicii ve teknoloji belirlemektedir.

Bir ekonomideki fiziki sermaye uzun omiirlii ekipmanlardan olusmaktadir. Fakat bu ekip-
manlar sonsuz Omiirlii degildir. Ciinkii bu ekipmanlar yipranma ve aginmaya maruz kal-
maktadir. Bu yipranmalar yeni yatirnmlarla onarilmazsa belirli bir siire sonra kullanilmaz
hale gelmektedir. Bu yiizden fiziki sermaye denklemi yipranmaya ve yatirimlara baglidir.
Fiziki sermaye denklemi, dinamik bir denklemdir. Yani gelecek yilki fiziki sermaye, bu
yilki sermayenin yipranmamis kismina ve bu yil yapilan yatirima esittir [1, 2].

Kelecek yil = Keari yil — (Yipranma Orant) Kcari yil T Yatirimeayi yi1

yani
K1 =K — 0K+ 1

Burada I yatirim miktarini, § yipranma oranini alt indesler ise degiskenlerin hangi yila
ait oldugunu gostermektedir.

Hanehalki tarafindan yapilan tasarruflar ise toplam iiretim seviyesine ve tiikketim seviye-
sine baghdir. Toplam iiretim seviyesi aynit zamanda toplam gelir seviyesini gosterdigin-
den, gelirimizin tiikketim sonrasi kalan kismi tasarruflarimiza esittir. Yani, ¥; = S; + G;.
Burada, S tasarruf C ise tiiketim seviyesini gdstermektedir. Keynesyen ekonomi model-
lerinden bilindigi iizere gelirimizin bir kismint tiiketir bir kismini da tasarruf ederiz. Yani,
S; = sY; olarak ifade edilebilir ve s tasarruf oranini1 gostermektedir.
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Denge durumunda hanehalki tasarruflarini yatirim olarak degerlendireceklerinden I; = S;
olur. Bu durumda fiziki sermaye denklemi;

K[+1 — (1 - 6)Kt +It

= Kt+1 = (1 —B)Kt+SY[

Uretim fonksiyonu olarak kullanilan en temel form Cobb-Douglas iiretim fonkiyonu for-
mudur. Bu forma gore tiretim fonksiyonu, B € (0,1) icin ¥; = F(A,K;,L;) = AKIB L P
olarak ifade edilir. Bu formu kullanarak fiziki sermaye denklemi;

= K41 = (1—8)K, +sAKPLI P

olarak elde edilir.

Ekonomide degiskenler genellikle kisi bagina diisen karsiligiyla ifade edilir. Boylece nii-
fusu fazla olan iilkelerle az olan iilkelerin karsilastirilmasi daha objektif bir sekilde ya-
pilabilir. Bu yiizden biz de tiim degiskenlerin kisi bagina diisen ifadelerini hesaplamak
icin niifusa bolecegiz. Kisi basina diisen ifadeleri ise kiiciik harfle gosterecegiz. Orne-
gin ekonomideki 7 yilina ait toplam sermaye K; ile gosterilmektedir. Toplam sermayeyi
kisi bagina diisen sermaye olarak ifade etmek i¢in ¢ yilindaki niifusa boliiniir ve k; olarak
gosterilir. Yani, k; = K; /L, olarak tanimlanur.

3.2.1 Fark denkleminden diferensiyel denkleme doniisiim

Zaman periyotlar1 (r = 0,1,...) giinleri, haftalari, aylar1 veya yillar1 ifade etmektedir.
Bir anlamda, zaman birimi 6nemli degildir. Bu keyfilikten yola ¢ikarak, zaman birimini
miimkiin oldugunca kiiciik yaparak, yani siirekli siireye gecerek dinamiklere bakmak
daha uygun olabilir. Modern makroekonominin ¢ogu (biiylime teorisi disinda) ayrik-
zamanli modeller kullansa da, bircok biiyiime modeli siirekli zamanda formiilize edilir.
Siirekli calisma zamanlart kullanildiginda ayrik zaman modellerinin bazi patolojik so-
nu¢lart ortadan kalktig1 i¢in siirekli ¢calisma diizeni bir takim avantajlara sahiptir. Ayrica,
stirekli-zamanli model dinamikleri analizinde daha fazla esneklik alinimiz vardir ve daha
genis bir alanda acik form ¢6ziimlere izin vermektedir.

Basit bir fark denklemi ile baglayalim:

xX(t+1) —x(1) = glx(1)).
Bu denklem, ¢ ile r + 1 arasinda, x deki mutlak biiyiimenin g(x(z)) ile verildigini belirtir.
Bu zaman periyotlar1 arasinda, x in nasil gelisti§ini bilmiyoruz. Ancak, ¢ ve t + 1 cok

uzak degilse, Ar € [0, 1] i¢in asagidaki yaklagimi yapabiliriz:

x(t+At) —x(t) = Ar.g(x(t))
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Esitligin her iki tarafin1 Ar ye boliip limit degerini hesaplayalim.

lim x(t+ At) — x(t) ~ lim At.g(x(t))
At o0 At At—so0 At
dx(t)
= ~ t
22~ glx(r)

Analizimizin ilerleyen kisminda herhangi bir degiskenin zamana gore tiirevi dfl(f) = x(t)

seklinde gosterilecektir.

3.2.2 Siirekli zaman kullanarak Solow model analizi

Siirekli zaman kullanarak yapacagimiz analizler i¢in fark denklemi olarak verdigimiz
esitliklikleri siirekli zamana doniisiimiinii yapmamiz gerekmektedir. Siirekli zamanda
fonksiyon olarak ifade edilen herhangi bir x(¢) degiskeni fark denklemlerinde x; ola-
rak kullanilmisti. Bu iki gosterim bizim i¢in bir farklilik olusturmamaktidir. Ayrik zaman
kullanarak ifade ettigimiz fiziki sermaye fark denklemi;

Kis1 = (1—8)K, +sAKPL} P

= K(t+1)=(1-8)K(r) +sAK(t)PL(r)! P
= K(t+1)—K(1) = sAK@)PL(t)' P — 8K (1)

Boylece fiziki sermaye fark denkleminden fiziki sermaye diferensiyel denklemine gegis
yapilabilir. .
= K(t) = sAK(t)PL(t)' P — 6K (1)

Ekonomi biiylime analizlerinin cogunda, niifustaki artis onemli bir rol oynamaktadir. So-
low biiyiime modelinde de dengeyi nasil etkiledigini gormek yararlidir. Bu etkiyi gormek
icin isgiicii piyasasin1 modelleyecegiz. Niifus artis oranini n olarak kabul edersek isgiicii
piyasas1 asagidaki sekilde ifade edilebilir.

L(1) = ¢"L(0)

Burada issizlik oraninin degismedigi diisiiniilmektedir. Ciinkii amacimiz igsizligin etki-
sini 6l¢mek degil ekonomideki biiylimeyi anlamaya ¢alismaktir.
k; = K; /L, esitliginin her iki tarafinin ’ye gore tiirevini alirsak;
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_K()K(t) K(t)L(r)
TK(r)L(r)  L(r) L(r)
_K(t) (K(1) L(1)
S L() \K(1) L)
k(r) K(r) L(t)
T k) K@) L0

elde edilir.

K(t) = sAK()PL(1)' 7P — 8K (1)
K(t)  sAK(t)PL(t)' P — 5K (1)
T K0 K(1)
K(t)  sAK(t)PL(t)'P  SK(1)
Tk~ K0 K@)
KW _ o (K0N 8K
- @)‘A(L@) K(1)
Bu iki esitligi kullanarak;
k(t) K(1) L(t)
k(t) K(1) L(r)
= % =sAk(t)P~1 =8 —n
= k(t) =sAk(t)P — 8k () — nk(r)

elde edilir. Kisi bagina diisen fiziki sermaye diferensiyel denkleminin k£(0) > O baslan-
gi¢ sartin1 saglayacak sekilde genel ¢oziimiinii elde etmek icin Bernouilli diferensiyel
denklemi icin x(r) = k(r)' P déniisiimii kullanarak genel ¢6ziimii

SA sA “1Dn
x(t) = nro + [X(O) - n+5] eB—1)(nt0)

olarak elde edilir. Buna gore,
1

A A P
k() = {ni 5+ (k(O)lﬁ - ni—5> e<ﬁl>(n+5>f} (3.1)
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seklinde bulunur.

0.3

3
L

; _
° | | | | | t
1940 1960 1980 2000 2020
Yil
ABD tasarruf orani verisi Solow tasarruf orani

Sekil 3.6: 1946-2010 yillar1 arasindaki ABD tasarruf oram grafigi

Ekonomi literatiiriinde Solow biiyiime modelindeki parametreler sabit say1 olarak alin-
maktadir. Fakat bu varsayim gercek ile tam olarak ortiismemektedir. Ornegin Sekil 3.6
de goriilecegi iizere 1946-2010 yillar1 arasindaki Amerika Birlesik Devletleri i¢in tasar-
ruf orani verisi incelendiginde aslinda tasarruf oraninin dereceli say1 olarak incelenmesi
daha dogru bir varsayim olacaktir. Yukarida genel ¢oziimii elde edilen Solow modelini
tasarruf oran1 dereceli say1 olacak bicimde inceleyelim.

Ornek 3.2.1. Solow biiyiime modelinin dereceli ¢oziimiinii elde etmek icin Zadeh’in

genisleme prensibi metodunu kullanalim. (3.1) esitliginde =U ve ¢B-Dn+d)r —

E(t) olarak alinsin. Genisleme prensibi geregince k(¢, ) = [k (¢, ), kx(t, )] ve s(a) =
[s1(a),s2(cr)] alinarak,

p—

Ink(r) =

In |sU + [k(0)! =P —sU]E(t)]

1-p

1
1-B
— 5 [510.520] + [K(0)'F — 200, k(0)' P —s,0]] (1)

[Inky(t,c),Inky(t, )] =

In :[slU,szU] + [k(O)"ﬁ +[—sU, —slU]] E(t)]
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A 1-B
— - _ (B—1)(n+8)
kl(l‘,OC) <S1 s + (k(O) S2n+ 6)6 )
Diger yandan,
| 1-B
= Ink(r,00) = In <szU—|—(k(0) —slU)E(t))

elde edilir.

Ornek 3.2.2. Veri Temelli Analiz

ABD verilerini kullanarak Solow biiyiime modelinin dereceli ¢oziimiiniin simulasyonunu
elde edelim. Bu analizde 1946-2010 yillar1 baz alinmistir. Veriler Diinya Bankasi veri sis-
temi kullanilarak elde edilmistir. Ayrica, bu baglamda en 6nemli calismalardan biri olan
Thomas Piketty’nin [21] calismasiyla elde ettigi veri seti Solow parametrelerin hesap-
lamasinda kullanilmigtir. Bu veri setleri sonucunda elde edilen parametrelerin istatistik
bilgisi Cizelge 3.1 de verilmistir.

Cizelge 3.1: Ozet Istatistik Bilgileri

(Gozlem sayis1) (Ortalama) (Standart Sapma) (Minimum) (Maksimum)
n 65 0.015132 0.016092 -0.037717 0.046371
s 65 0.207519 0.024591 0.143420 0.245913
B 65 0.238013 0.019241 0.199311 0.289278
K 65 9149.905 10543.93 323.3118 37340.44
Y 65 4442.416 4634.952 227.8120 14964.37
k/y 65 1.846261 0.259876 1.419204 2.664739

Kaynak: Diinya Bankas1 & Thomas Piketty veri seti

Hesapladigimiz veriler yardimiyla parametreleri = 0.24, n = 0.02 ve
§=1(0.12,0.21,0.30) olarak kullanabiliriz. O halde s(¢t) = [0.12+0.09¢, 0.30 —0.09¢]
dir. Baglangi¢ degeri i¢in 1946 yilindaki sermaye miktari k(0) = 281 kullanilmistir. Ay-
rica yipranma orant 8 = 0.09 [18] ve A = 37 Solow modelinin diger parametreleridir.
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Hesaplanan parametrelere gore k (¢, &) ve ko(z, @) ise sirasiyla asagidaki gibidir.

‘l\)
Ne/ L)

37 37 T
ky(t, o) = ((0.12 +0.090) ==+ (2810'76 = (0.30-0.090) = ) ¢ 00836 t)

I

1

Ol

7 7
ky(t,00) = ((0.30 —~ 0.0905)03T - <2810'76 —(0.12 +O.O9oc)—03 . 1) ¢~ 0-0836 f>

Zadeh’in genigleme ilkesiyle elde ettigimiz ¢oziimiin grafigi ise agsagidaki gibidir.

700
——k,(t0)
600 Al —K,00
500 =k
400 - N
4
300}, : 4 .
200} :
100 / 7
% 10 20 30 40 s & 70 8 9 100
t
Sekil 3.7: k;(2,0), ka(z,0) ve klasik ¢oziimiin grafigi
S
800

Sekil 3.8: k(t, ) igin tiyelik fonksiyonu grafigi
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Solow biiyiime modelinin 6nemli sonuglarindan biri fiziki sermaye stokunun GSYH’ye

oraninin (%) duragan dengedeki bir ekonomi yani gelismis bir ekonomi i¢in sabit

olmasidir. Fakat ABD ekonomisi i¢in bile bu oran sabit degildir. Bu problemin iistesin-
den gelmek i¢in Zadeh’in genisleme prensibine bagvurabiliriz. Boylece asagidaki sonucu
elde ederiz.

k(1) /y(1) = (niS + (%k(o)l—ﬁ _ nia) e(ﬁ—l)(n+6)f)

Elde ettigimiz bu dereceli ¢6ziim icin ABD ekonomisi verilerini kullanirsak ¢oziim asa-
g1daki gibi olur.

100 /281076 100
[k/y]1 (2, 0t) = ((0.12+0.09a) o +< = —(0.30—0.0905)7) e_0'0836’)

100 (281076 100
[k/y]2(t, ) = { (0.30 —0.090) — + —(0.1240.090) — | ¢ 008367
11 37 11
Fiziki sermaye stokunun GSYH’ye oraninin dereceli ¢oziimii, klasik ¢oziimii ve ABD
ekonomisi i¢in hesaplanan verilerle elde edilen grafikler asagida gosterilmistir.

kly

<
o

O —
t
1940 1960 1980 2000 2020
kly (1) ABD verisi
kly (2) Klasik ¢éziim

Sekil 3.9: Fiziki sermaye stokunun GSYH’ye oraninin grafikleri

Grafikten goriilecegi iizere klasik ¢oziim neredeyse sabit olup ortalama degere esittir.
Fakat ABD ekonomisi verisi 2000 yilina kadar ortalamanin etrafinda dalganirken 2000
yil1 sonrasi ani bir ylikselisle ortalamadan uzaklasip tekrar ortalamaya yaklagsmistir. Kla-
sik ¢oziimii kabul ederek yapilan analizler sonucunda bu dalgalanmalarin sinirin1 tahmin
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etmek imkansizdir. Fakat dereceli ¢oziim ile elde ettigimiz ¢oziimler hem o = 1 icin kla-
sik ¢coziimii elde etmemizi saglarken bununla birlikte @ = O durumu i¢in de bu degerin
siirlarini elde etmemizi saglamaktadir. Boylece hem ortalamada ekonominin nasil hare-
ket ettigini hesaplamis hem de 2009 krizi gibi diinya ¢apinda biiyiik etkilere sebep olan
kirilma noktalarinda ekonominin kargsilagabilecegi sorunlarin sinirlar tespit edilmistir.
Boylece ekonomi politikalarinin daha etkili ve gercege yakin olmasini saglayacak bir
analiz elde edilebilir.
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4. SONUC ve ONERILER

Bu calismada dereceli kiime kavrami ve 6zellikleri verildikten sonra dereceli sayilar ara-
sindaki 6nemli aritmetik iglemler tanitildi. Ardindan Lotfi A. Zadeh tarafindan verilen
genigleme prensibi agiklanarak Solow biiyiime modelinin dereceli ¢oziimiiniin elde edil-
mesinde kullanildi.

Dereceli mantiktaki tiirev cesitleri olan Hukuhara tiirevi, gii¢lii genellestirilmis tiirev, za-
yif genellestirilmis tiirev, genellestirilmis Hukuhara tiirevi ve genellestirilmis tiirev or-
nekleriyle incelendi.

Uygulamalar boliimiinde SIR epidemik modelinin ve Solow biiyiime modelinin dereceli
mantik bakis acisiyla analizi yapildi. Burada dereceli diferensiyel denklemlerin ¢oziimii
icin s1k kullanilan bir yontem olan giiclii genellestirilmis tiirev yontemi ile SIR epidemik
modeli ¢oziimlerin niimerik simiilasyonlar1 iizerinden analiz edildi.

Son olarak ekonomide temel biiyiime modellerinden olan Solow bilyiime modeli i¢in de-
receli ¢oziimler elde edilerek ekonomi analizleri agisindan 6nemi gosterildi. Sekil 3.9 dan
da goriildiigii tizere dereceli ¢oziimler, ekonomi politikalar1 icin daha giivenli analizlerin
yapilmasina yardimci olmaktadir. Fakat biz her ne kadar bu analizimizi Solow biiyiime
modeli i¢in yapmis olsak da aslinda ekonomi analizleri i¢in daha dogru yontemin dere-
celi ¢oziimler olabilecegini gordiik. Ekonomi modellerinin dereceli ¢oztimleri literatiire
kazandirilarak ekonomide karsilasilan krizlerin biiyiik ¢apta zararlar olusturulmasi 6nle-
nebilir. Ciinkii klasik ¢oziimler sinirlarla ilgilenmek yerine yalnizca ortalamada ekono-
minin durumunu analiz etmek i¢in kullanilirken dereceli ¢oziimler hem klasik ¢6ziimiin
sonuglarini igerir hem de ¢oziim i¢in sinirlar belirleyip ekonominin gidisatini tahmin et-
memizde yardimci olur.
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EKLER

EK 1: Bazi Temel Tanim ve Teoremler
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EK 1: Bazi Temel Tanim ve Teoremler

Al.Teorem . X metrik uzay: iizerinde f : X — R fonksiyonu verilsin. f fonksiyonunun
iist yart siirekli olmast icin gerek ve yeter sart

acR icin {xeX:f(x)<al=f"((—,a))
kiimesinin acik kiime olmasidir. Veya denk olarak
acR igin {xeX:f(x)>a}=f"([a0))

kiimesinin kapali olmasidir [6].

A2. Tanim. x € R" ve A,B € K¢(R") olmak iizere,
di (A, B) = max{dy (A, B),d (B,A)}

seklindeki dy : Kc(R") X Kc(R") — RTU{0} metrigine Hausdorff metrigi denir.

Burada
dj;(A,B) = sup{d(a,B) :a €A}
dj;(B,A) = sup{d(b,A) :b € B}
ve || . || R" iizerinde 6klid normunu gostermek tizere

d(x,A) =inf{||x—a| :ac A}

seklinde tanimlanmaktadir [14].

Sekil 4.1: dj; (A, B) ve dj;(B,A) gosterimi
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Not Tek boyutlu durumda ise Kc(R) = I araliklar ailesi olur ve burada Hausdorff met-
rigi, A = [ay,ay] ve B= [by,b;] igindy : TxT— RTU{0}

dH(A,B) = max{|a1 —bl ’, |Clz —b2|}

seklinde tanimlanir.
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