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ÖZET

Doktora Tezi

ZAMAN SKALALARI ÜZERİNDE YAKINSAKLIK METOTLARI

Ceylan YALÇIN

TOBB Ekonomi ve Teknoloji Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Tez Danışmanı: Prof. Dr. Oktay DUMAN

Tarih: TEMMUZ 2017

Bu çalışmada, uygun zaman skalaları üzerinde istatistiksel yakınsaklık, lacunary ista-
tistiksel yakınsaklık, kuvvetli Cesàro yakınsaklık, kuvvetli lacunary Cesàro yakınsak-
lık kavramları tanımlanmış ve bunlarla ilgili çeşitli karakterizasyon ve içerme teorem-
leri elde edilmiştir. Üstelik fonksiyonlara ve de tanımlı olduğu zaman skalalarına çeşitli
koşullar ekleyerek bazı Tauber tipi sonuçlara ulaşılmıştır. Bu sayede toplanabilme te-
orisinde klasik sayı dizileri için iyi bilinen Hardy’nin Tauber teoremi geliştirilmiştir.
Ayrıca elde edilen teoremlerin bazı uygulamalarına ve özel hallerine değinilmiştir.

Anahtar Kelimeler: Zaman skalaları, İstatistiksel yakınsaklık, Lacunary istatistiksel
yakınsaklık, Cesàro toplanabilme, Tauber tipi teoremler
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ABSTRACT

Doctor of Philosophy

CONVERGENCE METHODS ON TİME SCALES

Ceylan YALÇIN
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Department of Mathmatics

Supervisor: Prof. Dr. Oktay DUMAN

Date: July 2017

In this study, by using appropriate time scales, we define some new convergence con-
cepts, such as statistical convergence, lacunary statistical convergence, strongly Cesàro
convergence, strongly lacunary Cesàro convergence and obtain some characterizations
and inclusion theorems between them. Also, under some suitable conditions on func-
tions and their domains on time scales, we prove some Tauberian theorems. Then we
improve the Hardy’s Tauberian theorem for the classical number sequences which is
well-known in the summability theory. Furthermore, we display some applications and
special cases of our results.

Keywords: Time scales, Statistical convergence, Lacunary statistical convergence, Ce-

sàro summability, Tauberian theorems
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1. GİRİŞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
2. TEMEL KAVRAMLAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

2.1 Zaman Skalası Analizi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
2.2 Zaman Skalasında ∆-Türev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.3 Zaman Skalalarında µ∆ Ölçüsü . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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4.2 İçerme Teoremleri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

5. ZAMAN SKALALARI ÜZERİNDE HARDY TİPİ TAUBER KOŞULU . . 31
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SEMBOL LİSTESİ

Bu çalışmada kullanılmış olan simgeler açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur.

Simgeler Açıklama

σ İleri sıçrama operatörü
ρ Geri sıçrama operatörü
µ Sıçrama fonksiyonu
f ∆ Bir f fonksiyonunun ∆-türevi (Hilger türevi)
ℑ1 [a,b)T = {t ∈ T : a≤ t < b} şeklindeki tüm aralıkların ailesi
µ∆ ℑ1 ailesi üzerinde tanımlanan m1 küme fonksiyonunun Carathéodary

genişlemesi
χA A kümesinin karakteristik fonksiyonu
st (T)− lim

t→∞
f (t) f fonksiyonunun T zaman skalası üzerindeki istatistiksel limiti

stθ (T)− lim
t→∞

f (t) f fonksiyonunun T zaman skalası üzerindeki lacunary istatistiksel

limiti
ST Zaman skalası üzerinde istatistiksel yakınsak fonksiyonların kümesi
Sθ−T Zaman skalası üzerinde lacunary istatistiksel yakınsak fonksiyonların

kümesi
Nθ−T Zaman skalası üzerinde kuvvetli Cesáro toplanabilir fonksiyonların

kümesi
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1. GİRİŞ

Kesikli ve sürekli durumlar bir çok gerçek yaşam probleminde aynı anda ortaya çık-

maktadır. Zaman skalası kavramı bu iki durumu aynı anda incelemek düşüncesiyle ilk

olarak 1988 yılında ortaya çıkmıştır [13]. Zaman skalası analizi kesikli ve sürekli ya-

pıyı birleştirdiği gibi aradaki boşluğu da doldurmaktadır. Bu nedenle matematiğin bir

çok alt dalında kullanılmaktadır. Buna rağmen 2012 yılındaki yüksek lisans tezimize

kadar zaman skalası analizinin toplanabilme teorisinde herhangi bir karşılığı bulun-

mamaktaydı. Oysaki diğer teorilerde olduğu gibi toplanabilme teorisinde de kesikli

ve sürekli durumlarla sıklıkla karşılaşılmaktadır. Bu teoriyi uygun bir zaman skalası

üzerinde birleştirmek ve bu sayede yeni yakınsaklık metotları inşa edebilmek için li-

sansüstü çalışmalarımızı bu konuda yoğunlaştırdık.

Bu doktora tezi önceki çalışmalarımızın devamı niteliğindedir. Altı bölümden oluşan

bu tezin ilk bölümü giriş kısmına ayrılmıştır. İkinci bölümde, zaman skalalarının temel

tanım ve teoremleriyle birlikte zaman skalalarında istatistiksel yakınsaklık kavramı ha-

tırlatılmıştır. Elde ettiğimiz orjinal souçlar üçüncü, dördüncü ve beşinci bölümlerde su-

nulmuştur. Üçüncü bölümde, zaman skalalarında istatistiksel yakınsaklık kavramı için

bir Tauber koşulu elde edilmiş ve çeşitli uygulamaları üzerinde durulmuştur. Dördüncü

bölümde, toplanabilme teoerisine ait bir diğer kavram olan lacunary istatistiksel yakın-

saklık kavramı zaman skalaları üzerinde inşa edilmiş ve bunun istatistiksel yakınsaklık

metodu ile olan ilişkisi incelenmiştir. Beşinci bölümde Hardy’nin sayı dizileri için in-

celemiş olduğu ünlü Tauber koşulu uygun zaman skalalarına genişletilmiş ve pek çok

özel hali irdelenmiştir. Tezin son bölümü ise sonuç ve öneriler kısmına ayrılmıştır.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde ilk olarak zaman skalalarının bazı önemli tanım ve teoremlerini hatırlata-

cağız.

2.1 Zaman Skalası Analizi

Bir zaman skalası, reel sayıların boş olmayan kapalı keyfi alt kümesidir ve T ile göste-

rilir [13]. Bu tanımdan açıkça anlaşılabileceği üzereR,Z,N,N0, [0,1]∪ [2,3] , [0,1]∪N,

Cantor kümesi ve q > 1 için qN gibi kümeler zaman skalasına birer örnektir. Yine ben-

zer düşünce ile Q,R�Q,C ve (0,1) kümelerinin birer zaman skalası örneği olmadığı

açıktır.

Zaman skalaları üzerinde ileri sıçrama operatörü σ (t) ve geri sıçrama operatörü ρ (t)

şeklinde gösterilir ve şu şekilde tanımlanır:

σ (t) := inf{s ∈ T : s > t} (2.1)

ρ (t) := sup{s ∈ T : s < t} . (2.2)

(bkz. [3]).

Tanımlanan bu operatörler yardımıyla zaman skalasındaki her bir noktanın cinsini be-

lirleyebiliriz. t < σ (t) ise t sağa saçılmış bir nokta, t = σ (t) ise t sağa yoğun bir

nokta, t < ρ (t) ise t sola saçılmış bir nokta, t = ρ (t) ise t sola yoğun bir nokta, ρ (t)

< t < σ (t) ise t izole nokta, ρ (t) = t = σ (t) ise t yoğun bir nokta olarak adlandırılır.

σ ve ρ dışında zaman skalalarında bir diğer önemli fonksiyon ise µ sıçrama fonksi-

yonu olup aşağıdaki gibi tanımlanmaktadır:

µ : T→ [0,∞) , µ (t) = σ (t)− t. (2.3)

3



2.2 Zaman Skalasında ∆-Türev

Reelde bildiğimiz klasik türev tanımı ile tam sayılarda verilen ileri fark operatörü bir

zaman skalası üzerinde ∆−türev adı verilen bir kavrama karşılık gelmektedir. Şimdi

bu türev kavramının tanımını hatırlayalım.

Tanım 2.2.1. f :T−→ R bir fonksiyon ve t ∈Tκ olsun. Verilen her ε > 0 ve her s∈U

= (t−δ , t +δ ) ∩T (δ > 0) için

∣∣∣[ f (σ (t))− f (s)]− f ∆ (t) [σ (t)− s]
∣∣∣6 ε |σ (t)− s|

olacak şekilde t nin bir U komşuluğu varsa f ∆ (t) sayısına f in t noktasındaki "delta

(∆) türevi (Hilger türevi)" denir (bkz. [3]).

Tanım 2.2.1’de bahsedilen Tκ kümesi aşağıdaki şekilde tanımlanmaktadır:

Tκ =

 T�(ρ (supT) ,supT] , supT< ∞

T, supT= ∞

Örnek 2.2.1. ∆-türev tanımını göz önüne alarak aşağıdaki özel halleri inceleyelim

• T= R olsun. Her t ∈ R noktası yoğun noktadır. ∆-türevin özelliklerinden (Ba-

kınız [3]) f : R −→ R fonksiyonunun t ∈ R noktasında ∆-türevlenebilir olması

için gerek ve yeter şart

f ∆ (t) = f
′
(t)

olmasıdır.

• T= Z olsun. Her t ∈ Z noktası izoledir. ∆-türevin tanımı gereğince f : Z−→ R

fonksiyonunun t ∈ Z noktasındaki ∆-türevi

f ∆ (t) =
f (σ (t))− f (t)

σ (t)− t
=

f (t +1)− f (t)
t +1− t

= f (t +1)− f (t) = ∆ f (t)

şeklindedir; burada ∆ f (t) ileri fark operatörüdür.

• q > 1 olmak üzere T=qN olsun. Yine her t ∈ qN noktasının izole noktadır. O

4



halde f : Z−→ R fonksiyonunun t ∈qN noktasındaki ∆-türevi

f ∆ (qn) =
f (σ (qn))− f (qn)

σ (qn)−qn =
f
(
qn+1)− f (qn)

qn+1−qn =
f
(
qn+1)− f (qn)

qn (q−1)

şeklinde elde edilir.

2.3 Zaman Skalalarında µ∆ Ölçüsü

Bu bölümde, zaman skalaları üzerinde Guseinov [11] tarafından tanımlanan µ∆ Lebesgue-

∆ ölçüsü kavramına ihtiyaç duyacağız ve onun tanımından ve özelliklerinden bahsede-

ceğiz. T bir keyfi bir zaman skalası olmak üzere daha öncede gösterildiği gibi σ ileri

sıçrama operatörü ve ρ geri sıçrama operatörü olsun.

[a,b)T = {t ∈ T : a≤ t < b}

şeklinde tanımlanan tüm aralıkların ailesini ℑ1 ile gösterelim. Burada belirtelim ki

[a,a)T aralığı boş kümeyi ifade etmektedir.

m1 : ℑ1→ [0,+∞]

[a,b)T→ m1 ([a,b)T) = b−a

şeklinde tanımlanan m1 küme fonksiyonu ℑ1 ailesi üzerinde sayılabilir toplamsal bir

ölçüdür. m1 küme fonksiyonunun Carathéodary genişlemesi µ∆ ile gösterilir ve T üze-

rinde Lebesgue-∆ ölçüsü olarak adlandırılır [11].

Şimdi m1 in µ∆ Carathéodary genişlemesinin nasıl elde edildiğini kısaca ifade edelim.

İlk olarak (ℑ1,m1) ikilisi yardımıyla T nin tüm alt kümeleri için bir m∗1 dış ölçüsü ta-

nımlanır. Burada m∗1 dış ölçüsü, reel analizde bilinen λ ∗ Lebesgue dış ölçüsüne benzer

bir süreç ile aşağıdaki şekilde elde edilebilir.

T nin herhangi bir alt kümesi E olsun. j = 1,2, ... için Vj’ler ℑ1’in elemanı olan ara-

lıklar olmak üzere, bu aralıkların sonlu veya sayılabilir birleşimleri yardımıyla

E ⊂ ∪
j
Vj
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olacak şekilde E kümesi örtülür. P(T) kümesi T nin kuvvet kümesini göstermek üzere

m∗1 : P(T) −→ [0,+∞]

E → m∗1 (E) = inf

{
∑

j
m1
(
Vj
)

: E ⊂ ∪
j
Vj

}

şeklinde tanımlanır. Eğer E yi örten Vj aralıkları yoksa bu durumda m∗1 (E) = ∞ olarak

kabul edilir.

T nin herhangi bir A alt kümesinin m∗1-ölçülebilir olması için,

m∗1 (E) = m∗1 (E ∩A)+m∗1 (E ∩Ac)

eşitliğinin her E ⊂ T için sağlanması gerekir. Burada Ac kümesi A kümesinin tümle-

yenidir. Daha sonra T nin m∗1-ölçülebilir tüm alt kümeleri M (m∗1) ile gösterilir. M (m∗1)

ailesi bir σ -cebir olur. Son olarak m∗1 dış ölçüsünün M (m∗1) kümesi üzerine kısıtlama-

sına Lebesgue ∆-ölçüsü denir ve bu ölçü µ∆ ile gösterilir. Böylece m1 küme fonksiyo-

nunun Carathéodary genişlemesi elde edilmiş olur ([11], [2]).

µ∆ ölçüsü aralıkların uç noktalarına göre değişen değerler almaktadır. Aşağıdaki te-

orem bize µ∆’nın değişen değerlerini göstermektedir.

Teorem 2.3.1. a,b ∈ T ve a≤ b olsun.

i) µ∆ ([a,b)T) = b−a,

ii) µ∆ ((a,b)T) = b−σ (a) ,

olur. (Burada a,b ∈ T\{maxT} ve a≤ b olduğu göz önüne alınmaktadır.)

iii) µ∆ ((a,b]T) = σ (b)−σ (a) ,

iv) µ∆ ([a,b]T) = σ (b)−a

olur [11].

Tanım 2.3.1. f : T→ [−∞,+∞] bir fonksiyon olsun. Her α ∈ R için

f−1 ([−∞,α)) = {t ∈ T : f (t)< α}

kümesi ∆-ölçülebilir ise “ f fonksiyonu T üzerinde ∆-ölçülebilirdir” denir [5].
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2.4 Lebesgue ∆-İntegrali

Bu bölümde ∆-ölçülebilir fonksiyonların Lebesgue ∆-integraline değineceğiz. Önce

basit fonksiyonların, sonra pozitif fonksiyonların daha sonra da bunlardan yararlana-

rak herhangi bir ∆-ölçülebilir bir fonksiyonunun Lebesgue ∆-integrali için tanımlar

verilecektir.

Tanım 2.4.1. S : T→ R bir fonksiyon olsun. j = 1,2, ..,n için α j ler birbirinden farklı

olmak üzere A j =
{

t ∈ T : S (t) = α j
}

kümeleri tanımlansın. S =
n
∑
j=1

α jχA j olacak şe-

kilde yazılabiliyorsa S fonksiyonuna “basit fonksiyon” denir. Burada χA j fonksiyonu

A j kümelerinin karakteristik fonksiyonudur, yani

χA j (t) =

 1 , t ∈ A j

0 , t /∈ A j

şeklinde tanımlanır [5].

Tanım 2.4.2. E, T nin ∆-ölçülebilir bir alt kümesi ve S : T→ R bir basit fonksiyon

olsun. Yani S fonksiyonu Tanım 2.4.1’de ifade edilen A j kümeleri ve α j sayıları ile

aşağıdaki biçimde yazılsın:

S =
n

∑
j=1

α jχA j

Bu durumda S fonksiyonunun E üzerinden Lebesgue ∆-integrali

∫
E

S (t)∆t =
n

∑
j=1

α jµ∆

(
A j∩E

)
olarak tanımlanır [5].

Sonuç 2.4.1. f (s) = α , α ∈R olacak şekilde f sabit fonksiyonu verilsin. Bu durumda

f fonksiyonunun T nin ∆-ölçülebilir bir Ω kümesi üzerinden integrali

∫
Ω

f (s)∆s =
∫
Ω

α∆s = αµ∆ (Ω)

dir.

Tanım 2.4.3. E, T nin ∆-ölçülebilir bir alt kümesi ve f :T→ [0,+∞], ∆-ölçülebilir bir

7



fonksiyon olsun. f fonksiyonunun E kümesi üzerindeki Lebesgue ∆-integrali

∫
E

f (s)∆s = sup


∫
E

S (s)∆s : 0≤ S≤ f ve S basit fonksiyon

 (2.4)

şeklinde tanımlanır [5].

Tanım 2.4.4. E, T nin ∆-ölçülebilir bir alt kümesi ve f : T→R, ∆-ölçülebilir bir

fonksiyon olsun. f fonksiyonunun pozitif parçası f+ := max{ f ,0} ve negatif parçası

f− := max{− f ,0} şeklinde tanımlansın.

∫
E

f+ (s)∆s veya
∫
E

f− (s)∆s

integrallerinden en az bir tanesi sonlu olmak şartıyla f fonksiyonunun E kümesi üze-

rinden Lebesgue ∆-integrali

∫
E

f (s)∆s =
∫
E

f+ (s)∆s−
∫
E

f− (s)∆s

şeklinde tanımlanır [5].

2.5 Zaman Skalalarında İstatistiksel Yakınsaklık

Yüksek lisans tez çalışmamızda bir zaman skalası üzerinde istatistiksel yakınsaklık

kavramını tanımlamış ve onun çeşitli özelliklerini incelemiştik. Öncelikle o kavramı

hatırlayalım. Bundan sonra aksi söylenmedikçeT zaman skalasını supT=∞ ve infT=

t0 > 0 koşullarını gerçekleyen keyfi bir zaman skalası olarak ele alacağız.

Bir T zaman skalası üzerinde tanımlı, reel değerli ve ∆-ölçülebilir bir f fonksiyonu

için istatistiksel yakınsaklık kavramı aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır.

Tanım 2.5.1. f : T→ R, ∆-ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Eğer her ε > 0 için

lim
t−→∞

µ∆ ({s ∈ [t0, t]T : | f (s)−L| ≥ ε})
µ∆ ([t0, t]T)

= 0

limiti mevcutsa f fonksiyonu T üzerinde L sayısına istatistiksel yakınsaktır denir ve bu
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durum

st (T)− lim
t→∞

f (t) = L

şeklinde gösterilir [18].

Tanım 2.5.1’te T= N alırsak Fast tarafından verilen diziler için istatistiksel yakınsak-

lık kavramına [6], T = [a,∞) (a > 0) alırsak Móricz tarafından verilen istatistiksel

yakınsaklık kavramına [16], son olarak T = qN (q > 1) alırsak ise Aktuğlu ve Bekar

tarafından tanımlanan q-istatistiksel yakınsaklık tanımına ulaşırız [1]. Elbette zaman

skalasını değiştirerek farklı yakınsaklık kavramları elde etmek de mümkündür.

Teorem 2.5.1. f : T→ R, ∆-ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda, st (T)−

lim
t→∞

f (t) = L olması için gerek ve yeter şart T nin ∆-ölçülebilir bir Ω alt kümesi vardır

öyle ki δT (Ω) = 1 ve lim
t→∞ (t∈Ω)

f (t) = L dir [18].

Tanım 2.5.2. f : T→ R, ∆-ölçülebilir bir fonksiyon ve 0 < p < ∞ olsun.

lim
t→∞

1
µ∆

(
[t0,t]T

) ∫
[t0,t]T

| f (s)−L|p ∆s = 0

olacak şekilde bir L ∈ R varsa, bu durumda f fonksiyonu “T zaman skalası üzerinde

kuvvetli p-Cesáro toplanabilirdir” denir [18].

Şüphesiz ki Tanım 2.5.2 deki ∆-integralin anlamlı olduğu kabul edilmektedir.

Burada belirtelim ki p = 1 için Tanım 2.5.2 bize T zaman skalası üzerinde kuvvetli

Cesáro toplanabilme tanımını vermektedir. Şimdi sıradaki teorem bir zaman skalası

üzerinde tanımlı, reel değerli, ∆-ölçülebilir, sınırlu fonksiyonlar için istatistiksel ya-

kınsaklık ile Cesáro toplanabilme ifadelerinin denk olduğunu göstermektedir.

Teorem 2.5.2. f : T→ R, ∆-ölçülebilir bir fonksiyon ve L ∈ R olsun. Bu durumda,

(i) Eğer f fonksiyonu L sayısına kuvvetli p-Cesáro toplanabilir ise, st (T)− lim
t→∞

f (t)=

L dir.

(ii) Eğer st (T)− lim
t→∞

f (t)=L ve f sınırlı bir fonksiyon ise, bu durumda f fonksiyonu

L sayısına kuvvetli p-Cesáro toplanabilirdir [18].
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3. ZAMAN SKALALARI ÜZERİNDE İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIK İÇİN

TAUBER KOŞULU

3.1 Tauber Teoremi

Bu bölümde zaman skalaları üzerinde istatistiksel yakınsaklık için bir Tauber koşulu

elde edeceğiz. İspatlayacağımız bu sonuç klasikteki teoriyi geliştirecektir.

Teorem 3.1.1. T bir zaman skalası olmak üzere µ (t), T üzerinde azalmayan bir fonk-

siyon ve f : T→ R, T üzerinde ∆−ölçüebilir ve ∆−türevlenebilen bir fonksiyon olsun.

Kabul edelim ki

st (T)− lim
t→∞

f (t) = L (3.1)

eşitliği sağlansın. Eğer, her t ∈ T için

µ∆ ([t0, t]T)
∣∣∣ f ∆ (t)

∣∣∣≤ B (3.2)

koşulunu sağlayan B > 0 reel sayısı mevcutsa bu durumda

lim
t→∞

f (t) = L

olur.

İspat. st (T)− lim
t→∞

f (t)=L olduğunda Teorem 2.5.1’den δT (Ω)= 1 ve lim
t→∞

f (t) |Ω(t)=

L olacak şekilde ∆-ölçülebilir bir Ω ⊂ T kümesi vardır. Bir ∆-ölçülebilir g : T→ R

fonksiyonu için

f (t) |Ω(t)= g(t) |Ω(t) (3.3)

olsun. Bu durumda {t ∈ T : f (t) 6= g(t)} ⊂ T\Ω olur. δT (T\Ω) = 0 olduğundan

δT ({t ∈ T : f (t) 6= g(t)}) = 0 elde edilir. Buradan

lim
t→∞

µ∆ ({s ∈ [t0, t]T : f (s) 6= g(s)})
µ∆ ([t0, t]T)

= 0 (3.4)

olur. Ayrıca açıkça görülebilir ki

lim
t→∞

g(t) |Ω(t)= L (3.5)
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dir.

Şimdi yeterince büyük t ∈ T için

u(t) := max{s ∈ [t0, t]T : f (s) = g(s)} (3.6)

şeklinde tanımlansın. Burada u(t) ∈ Ω dir. δT (Ω) = 1 olacağından yeterince büyük

t ∈ T için {s ∈ [t0, t]T : f (s) = g(s)} kümesi boştan farklıdır. Şimdi iddia ediyoruz ki

lim
t→∞

µ∆ ((u(t) , t]T)
µ∆ ([t0,u(t)]T)

= lim
t→∞

σ (t)−σ (u(t))
σ (u(t))− t0

= 0. (3.7)

Eğer bir an için yeterince büyük t ∈T ve ε0 > 0 için
µ∆ ((u(t) , t]T)
µ∆ ((t0,u(t)]T)

> ε0 gerçeklenmiş

olsaydı

µ∆ ({s ∈ [t0, t]T : f (s) 6= g(s)})
µ∆ ([t0, t]T)

≥ µ∆ ((u(t) , t]T)
µ∆ ([t0,u(t)]T)+µ∆ ((u(t) , t]T)

>
ε0

1+ ε0
(3.8)

olmalıydı. Bu durumda (3.8) eşitsizliği (3.4) ifadesi ile çelişirdi. Buradan (3.7)’nin sağ-

landığını görebiliriz. (3.2) hipotezinden ve Zaman Skalaları Üzerinde Analizin Temel

Teoreminden yararlanarak (bkz. [3])

| f (t)−g(u(t))| = | f (t)− f (u(t))|

=

∣∣∣∣∣∣∣
t∫

u(t)

f ∆ (s)∆s

∣∣∣∣∣∣∣
≤

t∫
u(t)

∣∣∣ f ∆ (s)
∣∣∣∆s

=
∫

[u(t),t)T

∣∣∣ f ∆ (s)
∣∣∣∆s

≤ Bµ∆ ([u(t) , t)T)
µ∆ ([t0,u(t)]T)

.

elde edilir. Dolayısıyla buradan yeterince büyük t ∈ T ler için
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| f (t)−g(u(t))| ≤ B
t−u(t)

σ (u(t))− t0
(3.9)

bulunur. µ (t), T üzerinde azalmayan bir fonksiyon olduğundan

t−u(t)
σ (u(t))− t0

≤ σ (t)−σ (u(t))
σ (u(t))− t0

(3.10)

(3.10) gerçeklenir. Ve (3.7)’den

lim
t→∞

t−u(t)
σ (u(t))− t0

= 0

elde ederiz. (3.9) eşitsizliğinin sağ tarafı t → ∞ iken 0 a gittiğiden, sol tarafı da 0 a

gider. Bu durumda lim
t→∞

g(u(t)) = L elde edilir. Buradan

lim
t→∞

f (t) = L

sonucuna ulaşırız.

3.2 Özel Haller

Şimdi Teorem 3.1.1’in bazı özel durumlarını inceleyelim.

Durum 1: Teorem 3.1.1’de T= N alalım. Bu durumda t0 = 1, µ (n) = 1 fonksiyonu

azalmayan bir fonksiyondur ve xn = f (n) alırsak ∆(xn) = f ∆ (n) klasik ileri fark ope-

ratörüne dönüştüğünü Örnek 2.2.1’de göstermiştik. Bu durumda

µ∆ ([1,n]N) = n

olacağından (3.2) ifadesi

|∆(xn)|= O
(

1
n

)
koşuluna dönüşür. Bu ise dizilerin istatistiksel yakınsaklığı için Fridy tarafından verilen

Tauber koşuludur [8].

Durum 2: Teorem 3.1.1’de T=[a,∞), a > 0, alalım. µ (t) = 0 azalmayan bir fonksi-

yondur. Bu örnekte, f ∆ (t) ifadesi f
′
(t) ifadesine dönüştüğünü Örnek 2.2.1’de görmüş-
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tük.

µ∆

(
[a, t][a,∞)

)
= t−a

ve (3.2) koşulu

(t−a)
∣∣∣ f ′ (t)∣∣∣≤ B

olacaktır. Bu durumda aşağıdaki Tauber sonucunu elde ederiz.

Sonuç 3.2.1. f : [a,∞)→ R türevlenebilir bir fonksiyon olsun ve st ([a,∞))− lim
t→∞

f (t)=

L olduğunu kabul edelim. Eğer her t ≥ a sayısı için

(t−a)
∣∣∣ f ′ (t)∣∣∣≤ B (3.11)

olacak şekilde B > 0 sayısı mevcutsa bu durumda

lim
t→∞

f (t) = L.

dir.

st ([a,∞))− lim
t→∞

f (t) = L ifadesinin her ε > 0 için,

lim
t→∞

m({s ∈ [a, t] : | f (s)−L| ≥ ε})
t−a

= 0 (3.12)

ifadesine eşit olduğunu daha önce göstermiştik [18]. (3.12) eşitliğindeki ifade zaman

skalası notasyonu kullanılmadan Mòricz tarafından verilmiştir [16]. Burada belitelim

ki (3.11) eşitliğiyle verilen koşul yerine

f
′
(t) = O

(
1
t

)

şeklinde de alınabilir.

Durum 3: Teorem 3.1.1’de T=qN, q > 1, alalım. t yerine artık qn aldığımızda n≤ m

için

µ (qn) = qn+1−qn = qn (q−1)

≤ qm (q−1)

= µ (qm)
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şeklinde buluruz. Bu bize µ fonksiyonunun qN üzerinde artan olduğunu gösterir. f ∆ (qn)

ifadesinin

Dq f (qn) =
f
(
qn+1)− f (qn)

qn (q−1)

değerine dönüştüğünü Örnek 2.2.1’de göstermiştik. Bu ifade ise f fonksiyonunun q-

türevi olarak adladırılmaktadır [1]. (3.2) koşulu

|Dq f (qn)|= O
(

1
qn (q−1)

)

koşuluna dönüşür. Bu durumda aşağıdaki Tauber sonucunu elde ederiz.

Sonuç 3.2.2. f : qN→ R türevlenebilir bir fonksiyon olsun ve st
(
qN
)
− lim

t→∞
f (t) = L

olduğunu kabul edelim. Eğer her t ≥ q sayısı için

|Dq f (qn)|= O
(

1
qn (q−1)

)

koşulu sağlanıyorsa lim
t→∞

f (t) = L’dir.

st
(
qN
)
− lim

t→∞
f (t) = L ifadesinin her ε > 0 için,

lim
n→∞

n
∑

k=1
qk−1χK(ε)

(
qk)

[n]q
= 0 (3.13)

ifadesine denk olduğunu göstermiştik [18]. Burada [n]q ifadesi q tam sayıları göster-

mekte olup [n]q = 1+q+q2 + ...+qn−1 = qn−1
q−1 şeklinde tanımlanmaktadır. K (ε) kü-

mesi ise

K (ε) =
{

qk ∈ [q,qn]qN :
∣∣∣ f (qk

)
−L
∣∣∣≥ ε

}
eşitliği ile tanımlanmaktadır. (3.13) eşitliği Aktuğlu ve Bekar tarafından zaman skalası

kavramı kullanılmadan verilmiştir (bkz. [1]).

Yukarıdaki örneklerden de anlaşılabileceği gibi bilinen bazı zaman skalalarının µ fonk-

siyonları zaten azalmayandır. Ancak elbette µ fonksiyonunun bu koşulu sağlamadığı

zaman skalası örnekleri bulmak da mümkündür. Örneğin;

T= ∪∞
n=1 [2n,2n+1] (3.14)
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zaman skalasını alalım. Bu durumda

µ (t) =

 0, t ∈ ∪∞
n=1 [2n,2n+1)

1, t ∈ ∪∞
n=1 {2n+1}

dir. Burada belirtelim ki Teorem 3.1.1’teki µ fonksiyonunun azalmayan olması koşulu

kaldırıldığında Teorem 3.1.1’ün geçerli olup olmadığı sorusu halen açık bir problem-

dir.

Yine Teorem 3.1.1’de µ fonksiyonunun azalmayan olması koşulu yerine farklı bir mo-

notonluk koşulu koyarsak aşağıdaki sonucu elde ederiz.

Sonuç 3.2.3. T bir zaman skalası olmak üzere h(t) : T→ T, h(t) = σ(t)−t0
t şeklinde

tanımlanan h fonksiyonu T üzerinde azalmayan bir fonksiyon ve f :T→ R, T üzerinde

∆−ölçülebilir ve ∆−türevlenebilen bir fonksiyon olsun. Kabul edelim ki

st (T)− lim
t→∞

f (t) = L

olsun. Eğer ∣∣∣ f ∆ (t)
∣∣∣= O

(
1
t

)
eşitliği sağlanıyorsa

lim
t→∞

f (t) = L

gerçeklenir.

N, a > 0 olmak üzere [a,∞) ve q > 1 olmak üzere qN gibi bir çok zaman skalası için

Sonuç 3.2.3’te tanımlanan h fonksiyonu azalmayandır. Ancak elbette h fonksiyonunun

azalmayan olmadığı zaman skalası örnekleri de mevcuttur. Örneğin (3.14) eşitliği ile

tanımlanan zaman skalası için

h(t) =


t−2

t , t ∈
∞⋃

n=1
[2n,2n+1)

2n
2n+1 , t = 2n+1, n ∈ N

dir. Burada h fonksiyonu azalmayan olma şartını sağlamaz.

Üçüncü bölümde elde ettiğimiz tüm sonuçlar [19] nolu makalede yayımlanmıştır.
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4. ZAMAN SKALALARI ÜZERİNDE LACUNARY İSTATİSTİKSEL YAKIN-

SAKLIK

Literatürde yer alan lacunary dizisi tanımı ve lacunary istatistiksel yakınsaklık metodu

doğal sayılar kümesi üzerinde kurulan tanımlardır. Bu bölümde, doğal sayılar üzerinde

(ayrık analizde) mevcut olan bu tanımlar zaman skalaları çerçevesinde incelenmiş ve

böylece sadece ayrık fonksiyonlar için bilinen bu teori zaman skalaları üzerinde ta-

nımlanan ∆-ölçülebilir herhangi bir foksiyon için geliştirilmiş olacaktır. Şüphesiz bazı

özel zaman skalası örnekleri üzerinde de durulacaktır.

Zaman skalaları üzerindeki bu yeni toplanabilme metodunun istatistiksel yakınsaklık

ve kuvvetli Cesàro toplanabilme metodlarıyla olan ilişkileri incelenmiştir. Aynı za-

manda bu metodların birbirleriyle olan ilişkileri de incelenmiştir. Son olarak zaman

skalaları üzerinde tanımlanacak olan lacunary istatistiksel yakınsaklık metodu ile ilgili

bazı karakterizasyonlar elde edilecektir.

4.1 Lacunary İstatistiksel Yakınsaklık Kavramı

1993 yılınnda Fridy ve Orhan doğal sayılar kümesi üzerinde lacunary istatistiksel ya-

kınsalık kavramını tanımlamışlardır [10]. Bir lacunary dizisi θ = {kr} ile gösterilen

artan bir doğal sayı izisi olup k0 = 0 ve hr := kr−kr−1 olmak üzere r→∞ iken hr→∞

şeklinde tanımlanmıştır.

Klasik anlamda bir (xk) sayı dizisinin bir L sayısına istatistiksel yakınsak olması için

lim
n→∞

1
n

#{k ≤ n : |xk−L| ≥ ε}= 0,(∀ε > 0 için)

limitinin mevcut olması gerekmektedir [6]. (Burada # işareti kümenin eleman saysını

göstermektedir.) Fridy ve Orhan lacunary istatistiksel yakınsaklık tanımında {k : k ≤ n}

kümesi yerine lacunary dizisinin elemanlarını alarak {k : kr−1 < k ≤ kr} kümesini kul-

lanmışlardır ve bir dizinin lacunary istatistiksel yakınsaklığını her ε > 0

lim
r→∞

1
hr

#{k ∈ (kr−1,kr] : |xk−L| ≥ ε}= 0

şeklinde tanımlamışlardır. Bilindiği üzere kuvvetli Cesàro toplanabilen dizilerin kü-
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mesi |σ1| ve kuvvetli lacunary Cesàro toplanabilen diziler kümesi de Nθ ile gösterilir;

yani

|σ1| :=

{
x : lim

n→∞

(
1
n

n

∑
k=1
|xk−L|

)
= 0, bir L sayısı için

}
ve

Nθ :=

{
x : lim

r→∞

(
1
hr

∑
k∈[kr−1,kr)

|xk−L|
)

= 0, bir L sayısı için

}

dir (bkz. [7], [14] ve [15]).

Biz bu bölümde yukarıdaki tanımı bir zaman skalası üzerinde vereceğiz.

θ = {kr}∞

r=0 negatif olmayan artan bir tamsayı dizisi T içerisinde bulunmak üzere

k0 = 0 ve r → ∞ iken σ (kr)−σ (kr−1)→ ∞ şartlarını sağlıyorsa θ , T de bir lacu-

nary dizisi olarak adlandırılır. Burada, daha önce de ifade ettiğimiz üzere σ : T→ T

ileri sıçrama operatörünü göstermektedir. Eğer bu tanımda T = N veya R alırsak bu

durumda Freedman tarafından tanımlanmış olan klasik lacunary dizisi tanımını elde

ederiz. (bkz. [7])

Yüksek lisans tez çalışmamızda elde etmiş olduğumuz zaman skalaları üzerinde ista-

tistiksel yakınsaklık tanımında [18], {s ∈ [t0, t]T : | f (s)−L| ≥ ε} kümesini

{s ∈ (kr−1,kr]T : | f (s)−L| ≥ ε} kümesiyle değiştirerek T’de verilen herhangi bir θ

lacunary dizisi için aşağıdaki tanımı elde ederiz.

Tanım 4.1.1. f : T→ R ∆−ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere her ε > 0 için,

lim
r→∞

µ∆ ({s ∈ (kr−1,kr]T : | f (s)−L| ≥ ε})
µ∆ ((kr−1,kr]T)

= 0, (4.1)

eşitliği sağlanıyorsa bu durumda f fonksiyonu L reel sayısına lacunary istatistiksel

yakınsaktır denir ve stθ (T)− lim
t→∞

f (t) = L şeklinde gösterilir.

Tanım 4.1.1’den aşağıdaki temel özellikleri kolaylıkla elde edebiliriz:

• Eğer stθ (T)− lim
t→∞

f (t) = L ise bu durumda herhangi bir α ∈ R için stθ (T)−

lim
t→∞

α f (t) = αL ’dir.

• Eğer stθ (T)− lim
t→∞

f (t) = L1 ve stθ (T)− lim
t→∞

f (t) = L2 ise

stθ (T)− lim
t→∞

( f (t)+g(t)) = L1 +L2
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olur.

• Eğer f fonksiyonu lacunary istatistiksel yakınsak ise bu limit tektir.

Bu limitin tek olduğunu göstermek için öncelikle f fonksiyonunun L1 ve L2 gibi iki

farklı limiti olduğunu kabul edelim. Verilen bir ε > 0 için,

Ar(ε) := {s ∈ (kr−1,kr]T : | f (s)−L1| ≥ ε/2} (4.2)

ve

Br(ε) := {s ∈ (kr−1,kr]T : | f (s)−L2| ≥ ε/2} (4.3)

kümelerini tanımlayalım. Bu durumda

lim
r→∞

µ∆ (Ar(ε))

µ∆ ((kr−1,kr]T)
= lim

r→∞

µ∆ (Br(ε))

µ∆ ((kr−1,kr]T)
= 0.

olur. Ayrıca µ∆ (Ar(ε)∪Br(ε))≤ µ∆ (Ar(ε))+µ∆ (Br(ε)) özelliğini kullanırsak,

lim
r→∞

µ∆ (Ar(ε)∪Br (ε))

µ∆ ((kr−1,kr]T)
= 0,

elde edilir. Bu ise s ∈ (kr−1,kr]T\{Ar(ε)∪Br (ε)} olacak şekilde sonsuz çoklukta s

olacağını garanti etmektedir. Bu s’ler için,

|L1−L2| ≤ | f (s)−L1|+ | f (s)−L2|< ε.

yazılabilir. ε > 0 keyfi olduğundan son eşitsizlikten limitin tek olduğu gösterilmiş olur.

Tanım 4.1.1’in bazı özel örnekleri aşağıda incelenmiştir:

• Eğer (4.1) eşitliğinde T= N alırsak, Fridy ve Orhan’ın klasik tanımını elde ede-

riz. [10]

• Eğer (4.1) eşitliğinde T=[a,∞) (a > 0) alırsak bu durumda µ∆ ölçüsü klasik

Lebesgue ölçüsü m’ye indirgenir ve

lim
r→∞

m({kr−1 < s≤ kr : | f (s)−L| ≥ ε})
kr− kr−1

= 0. (4.4)

eşitliği elde edilir
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Zaman skalaları üzerinde Lebesgue ∆-integrali kullanılarak aşağıdaki tanım elde edilir.

Tanım 4.1.2. f : T→ R bir ∆−ölçülebilir fonksiyon olmak üzere her ε > 0 için,

lim
r→∞

1
µ∆ ((kr−1,kr]T)

∫
(kr−1,kr]T

| f (s)−L|∆s = 0. (4.5)

eşitliği sağlanıyorsa bu durumda f fonksiyonu L reel sayısına kuvvetli lacunary Cesàro

toplanabilir denir.

Burada belirtelim ki (4.5) teki ∆-integralin anlamlı olduğu kabul edilmektedir.

(4.5) eşitliğinin ayrık versiyonu yani T= N durumu Freedman tarafından verilen ta-

nıma indirgenir. (bakınız[7]). Ayrıca (4.5) eşitliğinin sürekli versiyonu ise yani T =

[a,∞), a > 0

lim
r→∞

1
kr− kr−1

kr∫
kr−1

| f (s)−L|ds = 0. (4.6)

şeklinde elde edilir.

Tüm çalışmalarımız boyunca T üzerinde istatistiksel yakınsak fonsiyonların kümesi

ST, lacunary istatistiksel yakınsak fonksiyonların kümesi Sθ−T ve tüm kuvvetli lacu-

nary Cesàro toplanabilir fonksiyonların kümesi Nθ−T ile gösterilmiştir.

Teorem 4.1.1. Nθ−T ⊂ Sθ−T. Üstelik bu içerme sadece tek yönlüdür.

İspat. f ∈ Nθ−T alalım. Her ε > 0 için,

∫
(kr−1,kr]T

| f (s)−L|∆s ≥
∫

{s∈(kr−1,kr]T:| f (s)−L|≥ε}

| f (s)−L|∆s

≥ εµ∆ ({s ∈ (kr−1,kr]T : | f (s)−L| ≥ ε})

yazabiliriz. Son eşitsizliği (4.5) ile birleştirirsek (4.1) eşitliğini elde ederiz. Buradan

f ∈ Sθ−T olacağı görülebilir. Bir sonraki örnek ise bize bu içermenin tek yönlü oldu-

ğunu göstermektedir. T de verilen bir θ = {kr} lacunary dizisi için

ur = σ (kr)−σ (kr−1)

olmak üzere [σ (kr−1) ,σ (kr))T aralıklarında f fonksiyonu aşağıdaki şekilde tanımlan-
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sın:

f (t) =



1, t ∈ [σ (kr−1) ,σ (kr−1)+1)T

2, t ∈ [σ (kr−1)+1,σ (kr−1)+2)T

...[√
ur
]

, t ∈
[
σ (kr−1)+

[√
ur
]
−1,σ (kr−1)+

[√
ur
])
T

0, diğer durumlarda

(4.7)

Buradan

µ∆ ({s ∈ [σ (kr−1) ,σ (kr))T : | f (s)| ≥ ε})
µ∆ ([σ (kr−1) ,σ (kr))T)

≤
µ∆

([
σ (kr−1) ,σ (kr−1)+

[√
ur
])
T
)

ur

=

[√
ur
]

ur
→ 0 (r→ ∞)

yazabiliriz. Burada son eşitliği yazarken µ∆ ([a,b)T) = b− a ve r → ∞ iken ur =

σ (kr)−σ (kr−1)→∞ olduğundan yararlandık. Dolayısıyla (4.7) eşitliği ile tanımlanan

f fonksiyonunun Sθ−T’de olduğunu görebiliriz. Ancak

1
µ∆ ((kr−1,kr]T)

∫
(kr−1,kr]T

| f (s)|∆s

=
1
ur

[
√

ur]

∑
m=1

mµ∆ ([σ (kr−1)+m−1,σ (kr−1)+m)T)

=
1
ur

[
√

ur]

∑
m=1

m

=

[√
ur
]([√

ur
]
+1
)

2ur
→ 1

2
6= 0 (r→ ∞)

olduğundan f /∈ Nθ−T olur. Buradan ispat tamamlanır.

T’de reel değerli, ∆−ölçülebilir ve sınırlı fonksiyonların kümesini Cb(T) ile göstere-

lim. Aşağıdaki teorem Teorem 4.1.1’deki içermenin tersinin sınırlı fonksiyonlar için

gerçeklendiğini göstermektedir.

Teorem 4.1.2. Cb(T)∩Sθ−T ⊂ Nθ−T gerçeklenir.

İspat. f ∈ Cb(T)∩Sθ−T alalım. Her t ∈ T için | f (t)−L| ≤M olacak şekilde M > 0
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sayısı vardır. Verilen ε > 0 için,

1
µ∆ ((kr−1,kr]T)

∫
(kr−1,kr]T

| f (s)−L|∆s

=
1

µ∆ ((kr−1,kr]T)

∫
(kr−1,kr]T:| f (s)−L|≥ε

| f (s)−L|∆s

+
1

µ∆ ((kr−1,kr]T)

∫
(kr−1,kr]T:| f (s)−L|<ε

| f (s)−L|∆s

≤ M
µ∆ ((kr−1,kr]T)

∫
(kr−1,kr]T:| f (s)−L|≥ε

∆s

+
ε

µ∆ ((kr−1,kr]T)

∫
(kr−1,kr]T

∆s

=
Mµ∆ ({s ∈ (kr−1,kr]T : | f (s)−L| ≥ ε})

µ∆ ((kr−1,kr]T)
+ ε

gerçeklenir. r→∞ iken son eşitsizliğin her iki tarafında limit alırsak ve hipotezi kulla-

nırsak istediğimiz sonucu elde ederiz.

Burada belirtmeliyiz ki f ’in sınırlılık şartı kaldırılırsa bu durumda Sθ−T ⊂ Nθ−T alt

küme özelliği sağlanmayabilir. Bunun için (4.7) eşitliği ile verilen sınırlı olmayan f

fonksiyonunu örnek olarak gösterebiliriz.

Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.1.2’yi birlikte düşünerek aşağıdaki sonucu kolaylıkla elde

edebiliriz.

Sonuç 4.1.1. Cb(T)∩Sθ−T =Cb(T)∩Nθ−T gerçeklenir.

Yukarıdaki sonuç için T= N ayrık durumu düşünülürse Fridy ve Orhan tarafından elde

edilmiş olan klasik sonuçlara ulaşabiliriz [10]. Sürekli durum ise bize aşağıdaki sonucu

verir.

Sonuç 4.1.2. f ∈Cb(T) alalım. f fonksiyonunun (4.4) eşitliğini sağlaması için gerek

ve yeter şart f fonksiyonunun (4.6) eşitliğini gerçeklemesidir.

4.1 bölümünde elde ettiğimiz sonuçlar [17]’de yayımlanmıştır.
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4.2 İçerme Teoremleri

Zaman skalaları üzerinde istatistiksel yakınsaklık ve lacunary istatistiksel yakınsaklık

kavramları arasındaki ilişkiler aşağıdaki teoremlerle incelenmiştir. Daha önce de ifade

edildiği gibi T, θ = (kr) lacunary dizisini içeren bir zaman skalası olsun.

Teorem 4.2.1.

ST ⊂ Sθ−T ⇐⇒ liminf
r→∞

σ (kr)

σ (kr−1)
> 1

gerçeklenir.

İspat. Yeterlilik. Kabul edelim ki liminf
r→∞

σ(kr)
σ(kr−1)

> 1 olsun. Yeterince büyük r’ler için

ve δ > 0 olmak üzere
σ (kr)

σ (kr−1)
≥ 1+δ

eşitsizliği mevcuttur. Dolayısıyla

σ (kr)−σ (kr−1)

σ (kr)
≥ δ

1+δ
(4.8)

olur. Şimdi f ∈ ST alalım. Yani st (T)− lim f (t) = L dir. (4.8) eşitsizliğinden her bir

ε > 0 için,

µ∆ ({s ∈ [t0,kr]T : | f (s)−L| ≥ ε})
µ∆ ([t0,kr]T)

≥ µ∆ ({s ∈ (kr−1,kr]T : | f (s)−L| ≥ ε})
σ (kr)− t0

≥ σ (kr)−σ (kr−1)

σ (kr)

µ∆ ({s ∈ (kr−1,kr]T : | f (s)−L| ≥ ε})
σ (kr)−σ (kr−1)

≥ δ

1+δ

µ∆ ({s ∈ (kr−1,kr]T : | f (s)−L| ≥ ε})
σ (kr)−σ (kr−1)

yazabiliriz. Son eşitsizlikte r→ ∞ iken limit alırsak, st (T)− lim f (t) = L olduğundan

eşitsizliğin sol tarafı 0’a gider. Bu durumda

lim
r→∞

µ∆ ({s ∈ (kr−1,kr]T : | f (s)−L| ≥ ε})
µ∆ ((kr−1,kr]T)

= 0

elde ederiz. Buradan f ∈ Sθ−T olur.

Gereklilik. ST ⊂ Sθ−T iken liminf
r→∞

σ(kr)
σ(kr−1)

= 1 olduğunu kabul edelim. [7] çalışmasın-
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dakine benzer bir yolla θ lacunary dizisinden
{

kr( j)
}

alt dizisini aşağıdaki gibi seçe-

biliriz:

σ
(
kr( j)

)
− t0

σ
(
kr( j)−1

)
− t0

< 1+
1
j

(4.9)

ve

σ
(
kr( j)−1

)
− t0

σ
(
kr( j−1)

)
− t0

> j burada r ( j)≥ r ( j−1)+1, j = 1,2, ...dir. (4.10)

Şimdi ∆-ölçülebilir bir f : T→ R fonksiyonunu tanımlayalım:

f (s) =

 1, s ∈
(
kr( j)−1,kr( j)

]
T

0, diğer durumlarda.
(4.11)

İddia ediyoruz ki f /∈ Nθ−T. Eğer r = r ( j) ise herhangi bir L reel sayısı için

1
µ∆ ((kr−1,kr]T)

∫
(kr−1,kr]T

| f (s)−L|∆s

=
1

µ∆

((
kr( j)−1,kr( j)

]
T

) ∫
(kr( j)−1,kr( j)]T

|1−L|∆s

= |1−L|

olur. Eğer r 6= r ( j) ise

1
µ∆ ((kr−1,kr]T)

∫
(kr−1,kr]T

| f (s)−L|∆s

=
1

µ∆ ((kr−1,kr]T)

∫
(kr−1,kr]T

|L|∆s

= |L|

elde ederiz. Herhangi bir L reel sayısı için |1−L| 6= |L| olduğundan f /∈ Nθ−T’ dır. f

fonksiyonu sınırlı olduğundan f /∈ Sθ−T. Şimdi (4.11) eşitliğiyle tanımlanan f fonksi-

yonunun 0’a Cesàro toplanabilir olduğunu yani f ∈NT olduğunu gösterelim. Yeterince

büyük t ∈ T sayıları için,

kr( j)−1 < t ≤ kr( j+1)−1
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olacak şekilde bir tek j sayısı bulabiliriz. (4.9) ve (4.10) eşitliklerini kullanarak

1
µ∆ ([t0, t]T)

∫
[t0,t]T

| f (s)|∆s ≤ 1

µ∆

([
t0,kr( j)−1

]
T

) ∫
[t0,t]T

| f (s)|∆s

=
1

µ∆

([
t0,kr( j)−1

]
T

) ∫
[t0,kr( j−1)]T

| f (s)|∆s

+
1

µ∆

([
t0,kr( j)−1

]
T

) ∫
(kr( j)−1,kr( j)]T

| f (s)|∆s

≤
σ
(
kr( j−1)

)
− t0

σ
(
kr( j)−1

)
− t0

+
σ
(
kr( j)

)
−σ

(
kr( j)−1

)
σ
(
kr( j)−1

)
− t0

<
1
j
+

σ
(
kr( j)

)
− t0

σ
(
kr( j)−1

)
− t0
−1

<
1
j
+

1
j
=

2
j

elde edilir. Burada j→ ∞ için limit alırsak son eşitsizlik 0’a gider. Bu ise bize f ∈ NT

olduğunu gösterir. f sınırlı olduğundan, f ∈ ST olmalıdır [18]. Yani ST * Sθ−T elde

ederiz. Bu ise hipotezle çelişir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.2.2. T, her bir t ∈ T için µ (t) ≤ Mt (M > 0) olacak şekilde bir zaman

skalası olsun. Bu duruma

Sθ−T ⊂ ST ⇐⇒ limsup
r→∞

σ (kr)

σ (kr−1)
< ∞

olur.

İspat. Yeterlilik. Kabul edelim ki limsup
r→∞

σ(kr)
σ(kr−1)

< ∞ olsun. Buradan

limsup
r→∞

σ (kr)− t0
σ (kr−1)− t0

< ∞

olduğunu ve buradan da bir K > 0 sayısı için ve her r ∈ N için,

σ (kr)− t0
σ (kr−1)− t0

≤ K (4.12)

yazabiliriz. Şimdi ∆-ölçülebilir bir f ∈ Sθ−T fonksiyonu alalım. Bu durumda en az bir
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L sayısı vardır öyle ki her ε > 0 için,

lim
r→∞

Ur

µ∆ ((kr−1,kr]T)
= 0 (4.13)

olur. Burada Ur := Ur (ε) = µ∆ ({s ∈ (kr−1,kr]T : | f (s)−L| ≥ ε}) şeklinde tanımlan-

mıştır. (4.13) eşitliğiyle tanımlanan limit ifadesinden yola çıkarak en az bir r0 = r0 (ε)∈

N sayısı vardır öyle ki her r > r0 için

Ur

σ (kr)−σ (kr−1)
< ε (4.14)

olur. Verilen bir t ∈ T sayısı için t ∈ (kr−1,kr] olacak şekilde (kr−1,kr] aralığı bulabili-

riz. B = max{U1,U2, ...,Ur0} olsun. Yeterince büyük r’ler için

µ∆ ({s ∈ [t0, t]T : | f (s)−L| ≥ ε})
µ∆ ([t0, t]T)

≤ µ∆ ({s ∈ (k0,kr]T : | f (s)−L| ≥ ε})
µ∆ ([t0,kr−1]T)

≤
U1 +U2 + ...+Ur0 +Ur0+1 + ...+Ur

σ (kr−1)− t0

≤ r0B
σ (kr−1)− t0

+
1

σ (kr−1)− t0

x
{
(σ (kr0+1)−σ (kr0))Ur0+1

σ (kr0+1)−σ (kr0)
+ ...+

(σ (kr+1)−σ (kr))Ur

σ (kr+1)−σ (kr)

}
≤ r0B

σ (kr−1)− t0
+ ε

σ (kr)−σ (kr0)

σ (kr−1)− t0

≤ r0B
σ (kr−1)− t0

+ ε
σ (kr)− t0

σ (kr−1)− t0

≤ r0B
σ (kr−1)− t0

+ εK

son eşitsizlikte her iki tarafın r→ ∞ için limiti alınırsa

lim
r→∞

µ∆ ({s ∈ [t0, t]T : | f (s)−L| ≥ ε})
µ∆ ([t0, t]T)

= 0

bulunur. Bu ise teoremin yeterlilik tarafını ispatlar.

Gereklilik. Sθ−T ⊂ ST iken limsup
r→∞

σ(kr)
σ(kr−1)

= ∞ olsun. Hipotezden her t ∈ T, t ≥ t0 için

t ≤ σ (t)≤ (M+1) t
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olur. Buradan
kr

σ (kr−1)
=

σ (kr)

σ (kr−1)

kr

σ (kr)
≥ 1

M+1
σ (kr)

σ (kr−1)

elde edilir. Bu eşitsizlik bize

limsup
r→∞

kr

σ (kr−1)
= ∞

olduğunu verir. θ lacunary dizisinden
{

kr( j)
}

alt dizisini aşağıdaki gibi seçebiliriz:

kr( j)

σ
(
kr( j)−1

) > j. (4.15)

Şimdi ∆-ölçülebilir bir f : T→ R fonksiyonu tanımlayalım:

f (s) =

 1, s ∈
(
kr( j)−1,2σ

(
kr( j)−1

))
T j = 1,2, ...

0, diğer durumlarda
(4.16)

İddia ediyoruz ki (4.16) eşitliğiyle tanımlanmış olan f fonksiyonu 0’a kuvvetli lacu-

nary Cesàro toplanabilir olsun yani, f ∈ Nθ−T. Şimdi

τr =
1

µ∆ ((kr−1,kr]T)

∫
(kr−1,kr]T

| f (s)|∆s

şeklinde tanımlayalım. Eğer r 6= r ( j) ise τr = 0’ dır. Eğer r = r ( j) ise (4.15) ve (4.16)

eşitliklerinden

1

µ∆

((
kr( j)−1,kr( j)

]
T

) ∫
(kr( j)−1,kr( j)]T

| f (s)|∆s (4.17)

=
µ∆

((
kr( j)−1,2σ

(
kr( j)−1

))
T

)
σ
(
kr( j)

)
−σ

(
kr( j)−1

)
elde edilir. (4.17) eşitliğinin payı 2σ

(
kr( j)−1

)
sayısının T ye ait olup olmamasına göre

farklılık gösterir. Eğer 2σ
(
kr( j)−1

)
∈ T ise (4.17) eşitliği, (4.15) eşitliği yardımıyla

µ∆

((
kr( j)−1,2σ

(
kr( j)−1

))
T

)
σ
(
kr( j)

)
−σ

(
kr( j)−1

) =
σ
(
kr( j)−1

)
σ
(
kr( j)

)
−σ

(
kr( j)−1

) < 1
j−1
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ifadesine dönüşür. Eğer 2σ
(
kr( j)−1

)
/∈ T ise

α j := max
{

s ∈ T : s < 2σ
(
kr( j)−1

)}
(4.18)

olmak üzere (
kr( j)−1,2σ

(
kr( j)−1

))
T =

(
kr( j)−1,α j

]
T

olur. Hipotezden yararlanarak ve (4.15) eşitliği yardımıyla

µ∆

((
kr( j)−1,2σ

(
kr( j)−1

))
T

)
σ
(
kr( j)

)
−σ

(
kr( j)−1

) =
µ∆

(
kr( j)−1,α j

]
T

σ
(
kr( j)

)
−σ

(
kr( j)−1

)
=

σ
(
α j
)
−σ

(
kr( j)−1

)
σ
(
kr( j)

)
−σ

(
kr( j)−1

)
≤

(M+1)α j−σ
(
kr( j)−1

)
σ
(
kr( j)

)
−σ

(
kr( j)−1

)
≤

2(M+1)σ
(
kr( j)−1

)
−σ

(
kr( j)−1

)
σ
(
kr( j)

)
−σ

(
kr( j)−1

)
=

(2M+1)σ
(
kr( j)−1

)
σ
(
kr( j)

)
−σ

(
kr( j)−1

)
<

(2M+1)
j−1

olur. Her iki durumda da j→∞ için limit alınırsa eşitsizliklerin son adımları 0 a gider.

O halde f ∈Nθ−T gerçeklenir. f fonksiyonu sınırlı olduğundan f ∈ Sθ−T olmak zorun-

dadır. Şimdi f fonksiyonunun ne 0 a ne de 1 e kuvvetli Cesàro toplanabilir olmadığını

gösterelim. Yani f /∈ NT’dir. (4.15) eşitliğinden

1

µ∆

([
t0,kr( j)

]
T

) ∫
[t0,kr( j)]T

| f (s)−1|∆s

≥ 1
σ
(
kr( j)

)
− t0

∫
[2σ(kr( j)−1),kr( j)]T

∆s

≥
µ∆

([
2σ
(
kr( j)−1

)
,kr( j)

]
T

)
σ
(
kr( j)

)
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elde ederiz. Burada eğer 2σ
(
kr( j)−1

)
∈ T ise

1

µ∆

([
t0,kr( j)

]
T

) ∫
[t0,kr( j)]T

| f (s)−1|∆s ≥
σ
(
kr( j)

)
−2σ

(
kr( j)−1

)
σ
(
kr( j)

)
= 1−

2σ
(
kr( j)−1

)
σ
(
kr( j)

)
≥ 1−

2σ
(
kr( j)−1

)
kr( j)

> 1− 2
j
→ 1 ( j→ ∞)

elde edilir. Eğer 2σ
(
kr( j)−1

)
/∈ T ise (4.18) eşitliği ile tanımlanan α j sayısı için

[
2σ
(
kr( j)−1

)
,kr( j)

]
T =

(
α j,kr( j)

]
T

olduğundan

1

µ∆

([
t0,kr( j)

]
T

) ∫
[t0,kr( j)]T

| f (s)−1|∆s ≥
σ
(
kr( j)

)
−σ

(
α j
)

σ
(
kr( j)

)
≥

σ
(
kr( j)

)
− (M+1)α j

σ
(
kr( j)

)
≥

σ
(
kr( j)

)
−2(M+1)σ

(
kr( j)−1

)
σ
(
kr( j)

)
= 1−2(M+1)

σ
(
kr( j)−1

)
σ
(
kr( j)

)
> 1− 2(M+1)

j
→ 1 ( j→ ∞)

bulunur. f fonksiyonunun tanımından ve hipotezden

1

µ∆

([
t0,2σ

(
kr( j)−1

)]
T

) ∫
[t0,2σ(kr( j)−1)]T

| f (s)|∆s

≥ 1

µ∆

([
t0,2σ

(
kr( j)−1

)]
T

) ∫
(kr( j)−1,2σ(kr( j)−1))T

∆s

=
µ∆

((
kr( j)−1,2σ

(
kr( j)−1

))
T

)
µ∆

([
t0,2σ

(
kr( j)−1

)]
T

)

29



elde edilir. Yine eğer 2σ
(
kr( j)−1

)
∈ T ise

1

µ∆

([
t0,2σ

(
kr( j)−1

)]
T

) ∫
[t0,2σ(kr( j)−1)]T

| f (s)|∆s ≥
σ
(
kr( j)−1

)
σ
(
2σ
(
kr( j)−1

))
≥ 1

2(M+1)
≥ 1

2

olur. Eğer 2σ
(
kr( j)−1

)
/∈ T ise (4.18) eşitliği ile tanımlanan α j sayısı ile aynı yolla

β j := min
{

s ∈ T : s > 2σ
(
kr( j)−1

)}
tanımlanır. Bu durumda

(
kr( j)−1,2σ

(
kr( j)−1

))
T =

(
kr( j)−1,β j

)
T

ve [
t0,2σ

(
kr( j)−1

)]
T =

[
t0,α j

]
T

olur. Bu eşitlikler yardımıyla

1

µ∆

([
t0,2σ

(
kr( j)−1

)]
T

) ∫
[t0,2σ(kr( j)−1)]T

| f (s)|∆s ≥
µ∆

((
kr( j)−1,β j

)
T

)
µ∆

([
t0,α j

]
T
)

=
β j−σ

(
kr( j)−1

)
σ
(
α j
)
− t0

≥
2σ
(
kr( j)−1

)
−σ

(
kr( j)−1

)
(M+1)α j

≥
σ
(
kr( j)−1

)
2(M+1)σ

(
kr( j)−1

)
=

1
2(M+1)

gerçeklenir. Buradan görülmektedir ki f /∈ NT’dir. f sıırlı olduğundan f /∈ ST olmak

zorundadır. Bu durumda Sθ−T * ST olur. Bu ise bir çelişkidir.

Şimdi Teorem 4.2.1 ve Teorem 4.2.2’yi birleştirerek aşağıdaki teoremi elde ederiz.

Teorem 4.2.3. T, her bir t ∈ T için µ (t) ≤ Mt (M > 0) olacak şekilde bir zaman
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skalası olsun. Bu duruma

Sθ−T = ST ⇐⇒ 1 < liminf
r→∞

σ (kr)

σ (kr−1)
≤ limsup

r→∞

σ (kr)

σ (kr−1)
< ∞ (4.19)

olur.

Burada belirtelim ki µ (t) ≤ Mt koşulu sadece Teorem 4.2.2’nin gereklilik ispatında

kullanılmaktadır. N, a > 0 için [a,∞) ve q > 1 için qN gibi pek çok zaman skalası

bu şartı zaten sağlamaktadır. Ancak elbette T=2N
2
=
{

2n2
: n ∈ N

}
gibi bu koşulu

sağlamayan zaman skalaları da mevcuttur. Bu koşulun Teorem 4.2.3 ün hipotezinden

kaldırılıp kaldırılamayacağı halen açık bir problemdir.

Şimdi Teorem 4.2.3’nin bazı özel durumlarını inceleyelim.

Örnek 4.2.1. T=N için (4.19) denkliğinin sağ tarafı

1 < liminf
r→∞

kr +1
kr−1 +1

≤ limsup
r→∞

kr +1
kr−1 +1

< ∞

olur. Bu ise bize Fridy ve Orhan tarafından verilmiş olan

1 < liminf
r→∞

kr

kr−1
≤ limsup

r→∞

kr

kr−1
< ∞

koşulunu verir [10].

Teorem 4.2.3’de T=[a,∞), a > 0 zaman skalasını alırsak aşağıdaki sonuca ulaşırız.

Sonuç 4.2.1.

Sθ−[a,∞) = ST ⇐⇒ 1 < liminf
r→∞

kr

kr−1
≤ limsup

r→∞

kr

kr−1
< ∞

dir.

Son olarak Teorem 4.2.3’de T=qN, q > 1 zaman skalasını alırsak aşağıdaki sonuca

ulaşırız.

Sonuç 4.2.2. θ = (kr)⊂ qN, q> 1 olacak şekilde lacunary dizisini alalım. Bu durumda

Sθ−qN = SqN ⇐⇒ 1 < liminf
r→∞

qkr+1

qkr−1+1 ≤ limsup
r→∞

qkr+1

qkr−1+1 < ∞
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olur.

Bölüm 4.2’de elde edilen orjinal sonuçlar [19] makalesinde yayımlanmıştır.
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5. ZAMAN SKALALARI ÜZERİNDE HARDY TİPİ TAUBER KOŞULU

5.1 Yavaş Azalanlık Ve Tauber Teoremi

Hardy’nin ünlü Tauber teoremi şu şekildedir: Bir L sayısına Cesàro toplanabilen ve

∆xk = O(1/k) şartını sağlayan bir x dizisi L ye yakınsaktır; yani

limCx = L ve ∆xk = O(1/k) ise limx = L

dir (bkz. [4] ve [12]). Bu bölümde Hardy’nin bu sonucunun zaman skalaları üzerinde

ispatlayacağız. Ardından istatistiksel yakınsaklık için yeni bir Tauber teoremi elde ede-

ceğiz.

Şimdi zaman skalaları üzerinde tanımlanan fonksiyonlar için yavaş azalma, yavaş artma

ve yavaş salınma kavramlarını tanımlayacağız.

Tanım 5.1.1. f : T→ R, ∆-ölçülebilir bir fonksiyon olsun.

i) Eğer f fonksiyonu

liminf
σ(s)
σ(t)→1, s≥t→∞

( f (s)− f (t))≥ 0 (5.1)

şartını sağlıyorsa yavaş azalan bir fonksiyondur denir. (5.1) ifadesine denk olarak şunu

yazabiliriz: Her ε > 0 için en az bir δ > 0 ve bir r∈T vardı öyle ki her s, t ∈T, s≥ t ≥ r

ve σ(s)
σ(t) ≤ 1+ δ için f (s)− f (t) ≥ −ε olur. Eğer − f fonksiyonu yavaş azalan ise f

fonksiyonu yavaş artandır denir.

ii) Eğer f fonksiyonu

lim
σ(s)
σ(t)→1, s≥t→∞

( f (s)− f (t)) = 0 (5.2)

şartını sağlıyorsa yavaş salınan bir fonksiyondur denir. (5.4) ifadesine denk olarak

şunu yazabiliriz: Her ε > 0 için en az bir δ > 0 ve bir r ∈ T vardır öyle ki her s, t ∈ T,

s≥ t ≥ r ve σ(s)
σ(t) ≤ 1+δ için | f (s)− f (t)| ≤ ε olur.

Yukarıdaki tanımlar yardımıyla aşağıdaki sonuçlar kolaylıkla elde edilebilir.

Sonuç 5.1.1. i) Her yakınsak fonksiyon yavaş salınımlıdır.

ii) Artan fonksiyonlar yavaş azalandır.

iii) Bir fonksiyon hem yavaş artan hem yavaş azalansa yavaş salınımlıdır.
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İspat. i) Gerçekten,

lim
t→∞

f (t) = L

olacak şekilde L sayısını alalım. Her s, t ∈T ve s≥ t ≥ r için t sayısı sonsuza giderken,

s sayısı da sonsuza gider. Böylece,

lim
σ(s)
σ(t)→1, t→∞

( f (s)− f (t)) = L−L = 0 (5.3)

eşitliği elde edilir. (5.6) eşitliği bize f fonksiyonunun yavaş salınımlı olduğunu göste-

rir.

ii) f : T→ R, ∆−ölçülebilir ve artan bir fonksiyon olsun. Her ε > 0 ve her s ≥ t ≥ r

olacak şekilde s, t ∈ T için,

f (s)− f (t) ≥ 0

≥ −ε

ve son eşitsizlik bize f ’in yavaş azalan olduğunu gösterir.

T=N ve T=[a,∞), a > 0 durumları için [4] ve [12] nolu referanslar incelenebilir.

B (∆) ifadesi T’nin her kapalı ve sınırlı alt kümesi üzerinde sınırlı olan ∆−ölçülebilir

ve ∆−integrallenebilir f : T→ R fonksiyonların sınıfını göstersin.

f ∈B (∆) ve t > t0 için

(CT f )(t) :=
1

µ∆ ([t0, t]T)

∫
[t0,t]T

f (p)∆p

olmak üzere

lim
t→∞ (t∈T)

(CT f )(t) = L

ise bu durumda f fonksiyonu T zaman skalası üzerinde L sayısına Cesàro toplanabi-

lirdir denir [18].

Lemma 5.1.1. Bir T zaman skalası üzerinde Cesàro toplanabilme metodu regülerdir.
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Yani; eğer f ∈B (∆) için

lim
t→∞ (t∈T)

f (t) = L (5.4)

ise

lim
t→∞ (t∈T)

(CT f )(t) = L (5.5)

dir.

İspat. Verilen bir ε > 0 için en az bir t1 := t1 (ε) ∈ T vardır öyleki her t > t1, t ∈ T

için

| f (t)−L|< ε (5.6)

olduğunu 5.4’ten yazabiliriz.

|(CT f )(t)−L| ≤ 1
µ∆ ([t0, t]T)

∫
[t0,t]T

| f (p)−L|∆p

≤ 1
µ∆ ([t0, t]T)

 ∫
[t0,t1]T

| f (p)−L|∆p+
∫

(t1,t]T

| f (p)−L|∆p


(5.6) eşitliği yardımıyla ve [t0, t1]T aralığı üzerinde f ’in sınırlı olmasından yararlana-

rak her t > t1, t ∈ T için

|(CT f )(t)−L| ≤ K
µ∆ ([t0, t1]T)
µ∆ ([t0, t]T)

+ ε

≤ K
σ (t1)− t0
σ (t)− t0

+ ε

olacak şekilde K > 0 sayısı mevcuttur. Son ifadede t→∞ için limit alınırsa eşitsizliğin

sağ tarafı 0’a gideceğinden ispat tamamlanır.

Bir sonraki teorem bize Hardy’nin ünlü Tauber teoreminin yavaş azalan fonksiyonlar

için zaman skalası versiyonunu vermektedir.

Teorem 5.1.1. T, lim
t→∞

σ(t)
ρ(t) = 1 olacak şekilde bir zaman skalası olsun. f ∈B (∆), T

zaman skalası üzerinde yavaş azalan bir fonksiyon olmak üzere eğer f fonksiyonu L

sayısına Cesàro toplanabilir ise

lim
t→∞

f (t) = L (5.7)
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dir.

İspat. Lemma 5.1.1’den regülerlik şartı sağlandığından L= 0 almak genelliği bozmaz.

Eğer f fonksiyonu 0’a Cesàro toplanabilir ise,

lim
t→∞

(CT f )(t) = 0 (5.8)

yazabiliriz. Şimdi (5.8) eşitliğinin gerçekleşmediğini kabul edelim. Bu durumda

0 < limsup
t→∞

f (t) := λ (5.9)

veya

0 > liminf f (t)
t→∞

olmalıdır. Sadece (5.9) durumunu incelemek yeterlidir, çünkü diğer durumda (5.9) eşit-

sizliğine − f fonksiyonuna uygulamak yeterlidir. (5.9)’dan bir
(
k j
)

j∈N ⊂ T dizisi var-

dır öyle ki

lim
j→∞

f
(
k j
)
= λ

ve her j ∈ N için

f
(
k j
)
≥ α

2
(5.10)

dir. Burada

α :=

 λ if λ < ∞

2t0 if λ = ∞

şeklinde tanımlanmaktadır. f yavaş azalan bir fonksiyon olduğundan ε := α

4 için bir

δ > 0 ve k j1 ∈ T vardır öyle ki her s > k j > k j1 ve σ(s)
σ(k j)

≤ 1+δ için

f (s)− f
(
k j
)
≥−α

4

gerçeklenir. (5.10) eşitsizliğini kullanarak tüm s > k j > k j1 ve σ(s)
σ(k j)

≤ 1+δ için,

f (s)≥ α

4
(5.11)
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yazabiliriz. Şimdi

s j := min
{

u ∈ T : u≥
(

1+
δ

2

)
σ
(
k j
)}

(5.12)

olarak alalım. İlk olarak s j ≥ k j olacağı açıkça görülebilir. Eğer s j sola saçılmış ise

yani, ρ
(
s j
)
< s j şeklinde ise

ρ
(
s j
)
<

(
1+

δ

2

)
σ
(
k j
)

(5.13)

olur. (5.13) eşitsizliğini ve lim
t→∞

σ(t)
ρ(t) = 1 olması hipotezini kullanarak yeterince büyük

j’ler ve 0 < δ < 2 için

σ
(
s j
)
=

σ
(
s j
)

ρ
(
s j
)ρ
(
s j
)
≤
(

1+
δ

4

)(
1+

δ

2

)
σ
(
k j
)
≤ (1+δ )σ

(
k j
)

(5.14)

elde edilir. Eğer s j sola yoğun ise yani ρ
(
s j
)
= s j şeklinde ise bu durumda s j ≥ 2t0

olmak üzere s j− t0 < β j < s j olacak şekilde bir β j ∈ T vardır. Buradan

σ
(
s j
)

=
σ
(
s j
)

s j− t0

(
s j− t0

)
≤

σ
(
s j
)

ρ
(
s j
)
− t0

β j (5.15)

≤
(

1+
δ

4

)(
1+

δ

2

)
σ
(
k j
)
≤ (1+δ )σ

(
k j
)

yazabiliriz. Burada son eşitsizlik için lim
j→∞

σ(s j)
ρ(s j)−t0

= 1 olacağını hipotezden görebiliriz.

s j sola saçılmış veya sola yoğun iken (5.12), (5.14) ve (5.15) yardımıyla yeterince

büyük j’ler için

k j ≤ σ
(
k j
)
≤
(

1+
δ

2

)
σ
(
k j
)
≤ s j ≤ σ

(
s j
)
≤ (1+δ )σ

(
k j
)

(5.16)
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olur. Buradan

(CT f )
(
s j
)
−

µ∆

([
t0,k j

]
T
)

µ∆

([
t0,s j

]
T
) (CT f )

(
k j
)

=
1

µ∆

([
t0,s j

]
T
)
 ∫
[t0,s j]T

f (p)∆p−
∫

[t0,k j]T

f (p)∆p


=

1
σ
(
s j
)
− t0

 ∫
(k j,s j]T

f (p)∆p


≥ α

4
(
σ
(
s j
)
− t0

)µ∆

((
k j,s j

]
T
)

=
α

4
(
σ
(
s j
)
− t0

) [σ (s j
)
−σ

(
k j
)]

≥ α

4

(
1−

σ
(
k j
)

σ
(
s j
))

elde edilir. (5.16) eşitsizliğini kullanarak

(CT f )
(
s j
)
−

µ∆

([
t0,k j

]
T
)

µ∆

([
t0,s j

]
T
) (CT f )

(
k j
)
≥ αδ

4(2+δ )
> 0 (5.17)

bulunur. Son eşitsizlikte j→ ∞ için limit alırsak (5.17)’nin sağ tarafı pozitif bir sayı

iken sol tarafı ise 0 a gider. Bu çelişki ise ispatı tamamlar.

5.2 Uygulamalar Ve Özel Haller

Aşağıdaki sonuç, Teorem 5.1.1’ten kolaylıkla elde edilebilir.

Sonuç 5.2.1. T, lim
t→∞

σ(t)
ρ(t) = 1 olacak şekilde bir zaman skalası olsun. f ∈ B (∆), T

zaman skalası üzerinde yavaş salınımlı bir fonksiyon olmak üzere eğer f fonksiyonu L

sayısına Cesàro toplanabilir ise

lim
t→∞

f (t) = L (5.18)

dir.

Burada belirtelim ki Teorem 5.1.1’teki lim
t→∞

σ(t)
ρ(t) = 1 şartı pek çok zaman skalası tara-

fından gerçeklenmektedir. Aşağıdaki durumlarda bazı zaman skalası örnekleri incelen-

38



miştir.

Durum 1: T= N alalım. t0 = 1 olup lim
n→∞

σ(n)
ρ(n) = lim

n→∞

n+1
n−1 = 1 elde edilir. Bu durumda

(5.5) eşitliği

lim
n→∞

1
n

n

∑
k=1

xk = L

klasik Cesàro ortalamasına ve Tanım 5.1.1 ise

liminf
1≤m

n→1, n→∞

(xm− xn)≥ 0

klasik durumuna indirgenir. Burada xn := f (n) şeklinde tanımlanmış olan diziler göz

önüne alınmaktadır.

Durum 2: a > 0 için T=[a,∞) alalım. Burada t0 = a olup her t > a için zaman

skalasının her bir noktası yoğundur, yani σ (t) = ρ (t) = t şeklindedir. Bu durumda

lim
t→∞

σ(t)
ρ(t) = lim

t→∞

t
t = 1 olur. (5.5) eşitliği

lim
t→∞

1
t−a

t∫
a

f (s)ds = L

ve Tanım 5.1.1 ise

liminf
1≤ s

t→1, t→∞

( f (s)− f (t))≥ 0

haline gelir [12].

Durum 3: q > 1 olmak üzere T=q
√
N :=

{
q
√

n : n ∈ N
}

zaman skalasını alalım.

t0 = q olup

lim
n→∞

σ

(
q
√

n
)

ρ
(
q
√

n
) = lim

n→∞

q
√

n+1

q
√

n−1
= 1

şartı sağlanır. q
√
N zaman skalası üzerinde bir f fonksiyonunun Cesàro toplanabilmesi

ve yavaş azalan olması tanımları ise

lim
n→∞

1(
q
√

n+1−1
) n

∑
k=1

f
(

q
√

k
)(

q
√

k+1−q
√

k
)
= L

ve

liminf
q
√

m+1

q
√

n+1
→1, m≥n→∞

(
f
(

q
√

m
)
− f

(
q
√

n
))
≥ 0
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şeklini alır.

Durum 4: β > 0 için T= Nβ :=
{

nβ : n ∈ N
}

zaman skalasını alalım. t0 = 1 olup

lim
n→∞

(n+1)β

(n−1)β
= 1

şartını sağlamaktadır. Nβ zaman skalası üzerinde bir f fonksiyonunun Cesàro toplana-

bilmesi ve yavaş azalan olması tanımları ise

lim
n→∞

1

(n+1)β −1

n

∑
k=1

f
(

kβ

)(
(k+1)β − kβ

)
= L

ve

liminf
(m+1)β

(n+1)β
→1, m≥n→∞

(
f
(

mβ

)
− f

(
nβ

))
≥ 0

dır.

Durum 5: h > 0 için T=hN = {hn : n ∈ N} zaman skalasının da Teorem 5.1.1’de

verilen limit şartını sağladığı kolaylıkla görülebilir.

Durum 6: T=
∞⋃

n=1
[2n,2n+1] zaman skalasını alalım. t0 = 2’dir. Herhangi bir t ∈ T

için bir n = n(t) ∈ N vardır öyle ki

2n≤ t ≤ 2n+1

şartı sağlanır. Eğer t yoğun bir noktaysa yani 2n< t < 2n+1 ise σ (t) = ρ (t) = t olur. t

saçılmış bir nokta ise bu durumda da σ (2n) = 2n, ρ (2n) = 2n−1, σ (2n+1) = 2n+2,

ρ (2n+1) = 2n+1 olur. Her durum için

lim
n→∞

σ (t)
ρ (t)

= 1

şartı sağlanır.

Yukarıdaki örnekler teoremde verilen limit şartının pek çok zaman skalası tarafından

sağlandığını göstermektedir. Ancak elbette bu şartı sağlamayan zaman skalaları bul-

mak da mümkündür. Aşağıdaki durum söz konusu limit şartının sağlanmadığı bir za-

man skalası örneğidir.
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Durum 7: q > 1 için T=qN = {qn : n ∈ N} zaman skalasını göz önüne alalım. Bu

durumda

lim
n→∞

σ (n)
ρ (n)

= lim
n→∞

qn+1

qn−1 = q2 > 1

olur.

Aşağıdaki lemma yardımıyla zaman skalaları üzerinde yeni bir Tauber şartı elde ede-

ceğiz.

Lemma 5.2.1. T, µ sıçrama fonksiyonu azalmayan olan bir zaman skalası olsun. f ∈

B (∆) ve ∆−türevlenebilen bir fonksiyon olmak üzere eğer her t > t0, t ∈ T için

f ∆ (t)≥ −B
µ∆ ([t0, t]T)

olacak şekilde bir B > 0 sayısı varsa bu durumda f fonksiyonu T üzerinde yavaş aza-

landır.

İspat. Verilen bir ε > 0 için δ = ε

(1+ε)B ve r ∈ T vardır öyle ki

r ≥ (1+ ε) t0
ε

sayıları bulunabilir. Her s≥ t ≥ r, σ(s)
σ(t) ≤ 1+δ olacak şekilde s, t ∈ T için

f (s)− f (t) =
∫

[t,s)T

f ∆ (p)∆p≥−B
∫

[t,s)T

1
µ∆ ([t0, p]T)

≥ −B
µ∆ ([t0, t]T)

∫
[t,s)T

∆p

=
−B

µ∆ ([t0, t]T)
µ∆ ([t,s)T)

=
−B

σ (t)− t0
(s− t)

µ sıçrama fonksiyonu azalmayan olduğundan s− t ≤ σ (s)−σ (t) olur. Buradan her
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s≥ t ≥ r, σ(s)
σ(t) ≤ 1+δ olacak şekilde s, t ∈ T için

f (s)− f (t) ≥ −B
(σ (s)−σ (t))

σ (t)− t0

≥ −Bδ
σ (t)

σ (t)− t0

= − ε

(1+ ε)

(
1+

t0
σ (t)− t0

)
≥ −ε

elde edilir ve ispat tamamlanır.

β ∈ N için T=Nβ , a > 0 için T = [a,∞), h > 0 için T=hN, q > 1 için T=qN gibi

bir çok zaman skalası için µ sıçrama fonksiyonu azalmayandır. Ancak elbette bu şartı

sağlamayan zaman skalası örnekleri bulmak mümkündür. q> 1 içinT= q
√
N, T=

√
N,

T=
∞⋃

n=1
[2n,2n+1] gibi zaman skalası örnekleri bu şartı sağlamamaktadır.

Sonuç 5.2.2. T, µ sıçrama fonksiyonu azalmayan olan ve lim
t→∞

σ(t)
ρ(t) = 1 olacak şekilde

bir zaman skalası olsun. f ∈B (∆), ∆−türevlenebilen bir fonksiyon olmak üzere her

t ∈ T için

µ∆ ([t0, t]T)
∣∣∣ f ∆ (t)

∣∣∣≤ B (5.19)

şartını sağlayacak şekilde bir B > 0 sayısı mevcut olsun. Bu durumda eğer (5.5) şartı

sağlanıyorsa (5.6) eşitliği gerçeklenir.

İspat. Lemma 5.2.1’den (5.19) eşitsizliği sağlandığında f fonksiyonunun yavaş azalan

olduğu sonucuna ulaşırız. Dolayısıyla Teorem 5.1.1’ten istenen sonuca ulaşırız.

Aşağıdaki sonuç, Teorem 5.1.1’teki (5.5) şartının daha zayıflatılmış haliyle Hardy tipi

Tauber teoremin halen geçerli olduğunu göstermektedir.

Teorem 5.2.1. T, µ sıçrama fonksiyonu azalmayan olan ve lim
t→∞

σ(t)
ρ(t) = 1 olacak şe-

kilde bir zaman skalası olsun. f ∈B (∆), ∆−türevlenebilen fonksiyonu (5.19) şartını

sağlasın ve her t > t0, t ∈ T için

µ∆ ([t0, t]T)
∣∣∣(CT f )∆ (t)

∣∣∣≤M (5.20)
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olacak şekilde M > 0 sayısı mevcut olsun. Eğer

st (T)− lim
t→∞

(CT f )(t) = L (5.21)

ise, bu durumda (5.6) gerçeklenir.

İspat. (5.20) ve (5.21) ifadelerinden ve µ , T üzerinde azalmayan olduğundan Teorem

3.1.1’de f yerine CT f alırsak (5.5) ifadesini elde ederiz. Sonuç 5.2.2 yardımıyla ispat

tamamlanır.

Son olarak bazı temel zaman skalalarında Teorem 5.2.1’teki (5.19) koşulu varken

(5.20) nin zaten sağlanmakta olduğunu göstereceğiz.

Durum 1: T= N alalım. Bu durumda (5.19) ve (5.20) ifadeleri, B,M > 0 olmak üzere

|xn+1− xn| ≤
B
n

(5.22)

ve ∣∣∣∣∣ 1
n+1

n+1

∑
k=1

xk−
1
n

n

∑
k=1

xk

∣∣∣∣∣≤ M
n

(5.23)

şeklini alır. (5.22) ifadesi sağlandığında M = B seçilerek (5.23) ifadesinin gerçekleştiği

[9] Lemma 2.1’den görülebilir. Gerçekten∣∣∣∣∣ 1
n+1

n+1

∑
k=1

xk−
1
n

n

∑
k=1

xk

∣∣∣∣∣ =
1

n(n+1)

∣∣∣∣∣ n

∑
k=1

(xn+1− xk)

∣∣∣∣∣
=

1
n(n+1)

∣∣∣∣∣ n

∑
k=1

n

∑
j=k

(
x j+1− x j

)∣∣∣∣∣
=

1
n(n+1)

∣∣∣∣∣ n

∑
k=1

n

∑
j=k

∆x j

∣∣∣∣∣
≤ 1

n(n+1)

n

∑
j=1

j
∣∣∆x j

∣∣
≤ B

n

yazabiliriz. O halde Teorem 5.2.1, T=N olması durumunda [9] Lemma 2.1’e indirge-

nir.

Durum 2: a > 0 için T=[a,∞) zaman skalasını alalım. Bu durumda her t > a için
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(5.19) ve (5.20) ifadeleri ∣∣ f ′(t)∣∣≤ B
t−a

(5.24)

ve ∣∣∣∣∣
(

1
(t−a)

∫ t

a
f (s)ds

)′∣∣∣∣∣≤ M
t−a

(5.25)

şeklinde yazılabilir. Buradan∣∣∣∣∣
(

1
(t−a)

∫ t

a
f (s)ds

)′∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣− 1
(t−a)2

∫ t

a
f (s)ds+

f (t)
t−a

∣∣∣∣
=

1
(t−a)2

∣∣∣∣ f (t)(t−a)−
∫ t

a
f (s)ds

∣∣∣∣
=

1
(t−a)2

∣∣∣∣∫ t

a
( f (t)− f (s))ds

∣∣∣∣
=

1
(t−a)2

∣∣∣∣∫ t

a

∫ t

s
f ′(u)duds

∣∣∣∣
≤ B

(t−a)2

∫ t

a

∫ t

s

1
u−a

duds

=
B

(t−a)2

∫ t

a
(ln(t−a)− ln(s−a))ds

=
B

(t−a)2

(
(t−a)+ lim

y→a+
{(y−a) ln(y−a)}

)
=

B
t−a

elde edilir. Bu durumda M = B seçilerek (5.25) eşitsizliği elde edilir. Böylece Teorem

5.2.1’den aşağıdaki sonuca ulaşırız.

Sonuç 5.2.3. f : [a,∞)→ R diferensiyellenebilen bir fonksiyon olmak üzere (5.24)

eşitsizliğini sağlasın. Eğer

st ([a,∞))− lim
t→∞

1
t−a

t∫
a

f (s)ds = L

ise

lim
t→∞

f (s) = L

dir.
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6. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu tez çalışmasında zaman skalaları üzerinde bazı Tauber teoremler elde edilmiş ve

lacunary istatistiksel yakınsaklık kavramı inşa edilmiştir. Literatürde sadece kesikli

ve sürekli halleri mevcut olan bazı teoriler zaman skalası yardımıyla geliştirilmiştir.

Elbette bu tezde elde edilen sonuçlardan farklı olarak toplanabilme teorisine ait başka

kavramları zaman skalalarına dahil etmek ve böylece teoriyi daha da ileri götürmek

mümkündür.

Toplanabilme teorisinin bir zaman skalası üzerinde çalışılmasında en büyük zorluk

zaman skalasının kendisinden kaynaklanmaktadır. Çünkü çoğu zaman, klasik teoride

kolayca aldığımız türevler ve integraller herhangi bir zaman skalası üzerinde elde edi-

lememektedir. Bu durumda zaman skalasına bazı koşullar ekleme ihtiyacı doğmak-

tadır. Fakat burada da eklenecek koşulların öyle bir hassasiyetle seçilmesi gerekir ki

klasik teoriyle de çelişilmemelidir. Bu doktora tezinde mümkün olduğu kadar sade ve

doğal koşullar kullanmaya çalıştık. Örneğin T üzerinde lim
t→∞

σ(t)
ρ(t) = 1 olması ve/veya µ

sıçrama fonksiyonunun azalmayan olması gibi. Hem zaman skalası ile çalışmanın güç-

lüğü hem de toplanabilme teorisindeki klasik ispatların teknik olması bizi çoğu zaman

oldukça zorlamıştır. Fakat uygun zaman skalaları üzerinde çeşitli karakterizasyonlar

ile Tauber tipi teoremlere ulaşılmış olması bizlere bu konuda gelecekte daha pek çok

gelişmenin olabileceği sinyalini ve inancını vermiştir.
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