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OZET
Doktora Tezi
ZAMAN SKALALARI UZERINDE YAKINSAKLIK METOTLARI

Ceylan YALCIN

TOBB Ekonomi ve Teknoloji Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Tez Danigmani: Prof. Dr. Oktay DUMAN

Tarih: TEMMUZ 2017

Bu ¢alismada, uygun zaman skalalar1 tizerinde istatistiksel yakinsaklik, lacunary ista-
tistiksel yakinsaklik, kuvvetli Cesaro yakinsaklik, kuvvetli lacunary Cesaro yakinsak-
lik kavramlari tanimlanmig ve bunlarla ilgili ¢esitli karakterizasyon ve igerme teorem-
leri elde edilmistir. Ustelik fonksiyonlara ve de taniml1 oldugu zaman skalalarina cesitli
kosullar ekleyerek bazi Tauber tipi sonuglara ulagilmistir. Bu sayede toplanabilme te-
orisinde klasik say1 dizileri icin iyi bilinen Hardy’nin Tauber teoremi gelistirilmistir.
Ayrica elde edilen teoremlerin bazi uygulamalarina ve 6zel hallerine deginilmisgtir.

Anahtar Kelimeler: Zaman skalalari, Istatistiksel yakinsaklik, Lacunary istatistiksel
yakinsaklik, Cesaro toplanabilme, Tauber tipi teoremler
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ABSTRACT
Doctor of Philosophy
CONVERGENCE METHODS ON TIME SCALES

Ceylan YALCIN

TOBB University of Economics and Technology
Institute of Natural and Applied Sciences
Department of Mathmatics

Supervisor: Prof. Dr. Oktay DUMAN

Date: July 2017

In this study, by using appropriate time scales, we define some new convergence con-
cepts, such as statistical convergence, lacunary statistical convergence, strongly Cesaro
convergence, strongly lacunary Cesaro convergence and obtain some characterizations
and inclusion theorems between them. Also, under some suitable conditions on func-
tions and their domains on time scales, we prove some Tauberian theorems. Then we
improve the Hardy’s Tauberian theorem for the classical number sequences which is
well-known in the summability theory. Furthermore, we display some applications and
special cases of our results.

Keywords: Time scales, Statistical convergence, Lacunary statistical convergence, Ce-

saro summability, Tauberian theorems
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SEMBOL LISTESI

Bu calismada kullanilmis olan simgeler aciklamalar ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler

(0

p
u
fA
3
Ha

XA
st (T) ~ lim f (1
stg (T) ~ Him £ (1)

Aciklama

Ileri sigrama operatorii

Geri sigrama operatorii

Sigrama fonksiyonu

Bir f fonksiyonunun A-tiirevi (Hilger tiirevi)

[a,b)y ={t € T:a <t < b} seklindeki tim araliklarin ailesi

3 ailesi tizerinde tanimlanan m; kiime fonksiyonunun Carathéodary
genislemesi

A kiimesinin karakteristik fonksiyonu

f fonksiyonunun T zaman skalas1 izerindeki istatistiksel limiti

f fonksiyonunun T zaman skalasi iizerindeki lacunary istatistiksel
limiti

Zaman skalasi lizerinde istatistiksel yakinsak fonksiyonlarin kiimesi
Zaman skalasi iizerinde lacunary istatistiksel yakinsak fonksiyonlarin
kiimesi

Zaman skalasi iizerinde kuvvetli Cesaro toplanabilir fonksiyonlarin

kiimesi
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1. GIRIS

Kesikli ve siirekli durumlar bir ¢cok gercek yasam probleminde ayni anda ortaya ¢ik-
maktadir. Zaman skalast kavrami bu iki durumu ayni anda incelemek diisiincesiyle ilk
olarak 1988 yilinda ortaya ¢ikmistir [13]. Zaman skalas1 analizi kesikli ve siirekli ya-
piy1 birlestirdigi gibi aradaki boslugu da doldurmaktadir. Bu nedenle matematigin bir
cok alt dalinda kullanilmaktadir. Buna ragmen 2012 yilindaki yiiksek lisans tezimize
kadar zaman skalas1 analizinin toplanabilme teorisinde herhangi bir karsiligi bulun-
mamaktaydi. Oysaki diger teorilerde oldugu gibi toplanabilme teorisinde de kesikli
ve siirekli durumlarla siklikla karsilasilmaktadir. Bu teoriyi uygun bir zaman skalasi
tizerinde birlestirmek ve bu sayede yeni yakinsaklik metotlar1 insa edebilmek igin li-

sansiistii caligmalarimizi bu konuda yogunlagtirdik.

Bu doktora tezi 6nceki calismalarimizin devami niteligindedir. Alt1 boliimden olusan
bu tezin ilk béliimii giris kismina ayrilmustir. ikinci béliimde, zaman skalalarinin temel
tanim ve teoremleriyle birlikte zaman skalalarinda istatistiksel yakinsaklik kavrami ha-
tirlatilmagtir. Elde etti§imiz orjinal soug¢lar tigiincii, dordiincii ve besinci boliimlerde su-
nulmustur. Uciincii boliimde, zaman skalalarinda istatistiksel yakisaklik kavrami igin
bir Tauber kosulu elde edilmis ve cesitli uygulamalar iizerinde durulmustur. Dérdiincii
boliimde, toplanabilme teoerisine ait bir diger kavram olan lacunary istatistiksel yakin-
saklik kavrami zaman skalalar izerinde insa edilmis ve bunun istatistiksel yakinsaklik
metodu ile olan iligkisi incelenmistir. Besinci boliimde Hardy nin say1 dizileri i¢in in-
celemis oldugu iinlii Tauber kosulu uygun zaman skalalarina genisletilmis ve pek ¢cok

0zel hali irdelenmigtir. Tezin son boliimii ise sonug¢ ve Oneriler kismina ayrilmistir.






2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ilk olarak zaman skalalarinin bazi 6nemli tanim ve teoremlerini hatirlata-

cagiz.

2.1 Zaman Skalas1 Analizi

Bir zaman skalasi, reel sayilarin bog olmayan kapali keyfi alt kiimesidir ve T ile goste-
rilir [13]. Bu tamimdan agik¢a anlagilabilecegi tizere R, Z,N, Ny, [0, 1]U[2, 3], [0, 1]UN,
Cantor kiimesi ve ¢ > 1 i¢in ¢" gibi kiimeler zaman skalasina birer 6rnektir. Yine ben-
zer diisiince ile Q, R\ Q, C ve (0, 1) kiimelerinin birer zaman skalas1 6rnegi olmadigi

aciktir.

Zaman skalalar iizerinde ileri sigrama operatorii o () ve geri sigrama operatorii p (¢)

seklinde gosterilir ve su sekilde tanimlanir:
o(t):=inf{seT:s>r} (2.1)

p(t):=sup{seT:s<t}. (2.2)
(bkz. [3]).

Tanimlanan bu operatdrler yardimiyla zaman skalasindaki her bir noktanin cinsini be-
lirleyebiliriz. + < o (¢) ise ¢ saga sagilmig bir nokta, t = o (¢) ise ¢ saga yogun bir
nokta, r < p () ise ¢ sola sa¢ilmig bir nokta, r = p (¢) ise ¢ sola yogun bir nokta, p ()

<t < o(t)isetizole nokta, p (t) =t = o (t) ise t yogun bir nokta olarak adlandirilir.

o ve p disinda zaman skalalarinda bir diger onemli fonksiyon ise ¢ sigrama fonksi-

yonu olup asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

w:T —[0,00), u(t)=0(t)—t. (2.3)



2.2 Zaman Skalasinda A-Tiirev

Reelde bildigimiz klasik tiirev tanimi ile tam sayilarda verilen ileri fark operatorii bir
zaman skalasi tizerinde A—tiirev ad1 verilen bir kavrama karsilik gelmektedir. Simdi

bu tiirev kavraminin tanimini hatirlayalim.

Tamim 2.2.1. f: T — R bir fonksiyon ve t € T* olsun. Verilen her € > 0 ve her s € U
=({t—8,t+06)NT (6 >0) icin

[f (0 () = f ()] = f2(t) [o(r) —s]| < elo (1) — ]

olacak sekilde t nin bir U komsulugu varsa f* (t) sayisina f in t noktasindaki "delta

(A) tiirevi (Hilger tiirevi)" denir (bkz. [3]).

Tanim 2.2.1°de bahsedilen T* kiimesi asagidaki sekilde tanimlanmaktadr:

T* _ TN (p (supT),supT], supT < oo

T, sup T = oo

Ornek 2.2.1. A-tiirev tamimini goz oniine alarak asagidaki ozel halleri inceleyelim

e T =R olsun. Her t € R noktast yogun noktadir. A-tiirevin ozelliklerinden (Ba-
kiniz [3]) f : R — R fonksiyonunun t € R noktasinda A-tiirevlenebilir olmasi

icin gerek ve yeter sart

olmasidr.

o T =7 olsun. Her t € 7 noktasi izoledir. A-tiirevin tanimi geregince f : 7. — R

fonksiyonunun t € 7 noktasindaki A-tiirevi

_SeO) 1) _ fl)-f0) _
£ = e = R T = F e )~ () = AF ()

seklindedir; burada Af (t) ileri fark operatoriidiir.

o g > 1 olmak iizere T =¢" olsun. Yine her t € ¢ noktasimn izole noktadir. O

4



halde f : 7. — R fonksiyonunun t €q~ noktasindaki A-tiirevi

g = 1) =g fl@) —r@) _f@") —1(g")
o (q") —q" g —q" q"(q—1)

seklinde elde edilir.

2.3 Zaman Skalalarinda p, Olciisii

Bu boliimde, zaman skalalari tizerinde Guseinov [11] tarafindan tanimlanan pa Lebesgue-
A Olciisti kavramina ihtiya¢ duyacagiz ve onun tanimindan ve 6zelliklerinden bahsede-
cegiz. T bir keyfi bir zaman skalas1 olmak iizere daha 6ncede gosterildigi gibi o ileri

sigrama operatorii ve p geri sicrama operatorii olsun.
la,b)p={reT:a<t<b}

seklinde tanimlanan tiim araliklarin ailesini 3 ile gosterelim. Burada belirtelim ki

[a,a) aralig1 bos kiimeyi ifade etmektedir.

mp 31—>[0,+°°]
la,b)y — m (Ja,b)p) =b—a

seklinde tanimlanan m kiime fonksiyonu 3 ailesi iizerinde sayilabilir toplamsal bir
olciidiir. m; kiime fonksiyonunun Carathéodary genislemesi i, ile gosterilir ve T iize-

rinde Lebesgue-A ol¢iisii olarak adlandirilir [11].

Simdi m; in up Carathéodary genislemesinin nasil elde edildigini kisaca ifade edelim.
[k olarak (3y,m;) ikilisi yardimiyla T nin tiim alt kiimeleri igin bir m7 dis dlgiisii ta-
nimlanir. Burada mj dis olgiisii, reel analizde bilinen A* Lebesgue dis 6l¢iisiine benzer

bir siire¢ ile asagidaki sekilde elde edilebilir.

T nin herhangi bir alt kiimesi E olsun. j = 1,2,... i¢in V;’ler 3;’in eleman1 olan ara-

liklar olmak {iizere, bu araliklarin sonlu veya sayilabilir birlesimleri yardimiyla

ECQVj
J

5



olacak sekilde E kiimesi ortiiliir. P (T) kiimesi T nin kuvvet kiimesini gostermek tizere

mj:P(T) — [0,+o0]
E — mT(E):inf{Zml (Vj) ZECUVj}
~ J
J
seklinde tanimlanir. Eger E yi orten V; araliklart yoksa bu durumda mj (E) = oo olarak
kabul edilir.

T nin herhangi bir A alt kiimesinin mj-0lciilebilir olmasi icin,
mi (E) =m] (ENA)+m] (ENA°)

esitliginin her £ C T icin saglanmas1 gerekir. Burada A€ kiimesi A kiimesinin tiimle-
yenidir. Daha sonra T nin m}-6l¢iilebilir tiim alt kiimeleri M (m7) ile gosterilir. M (m])
ailesi bir o-cebir olur. Son olarak m] dis ol¢iisiiniin M (m7]) kiimesi iizerine kisitlama-
sina Lebesgue A-6l¢iisii denir ve bu Olcil up ile gosterilir. Boylece m; kiime fonksiyo-

nunun Carathéodary genislemesi elde edilmis olur ([11], [2]).

Ua Olciisti araliklarin u¢ noktalarina gore degisen degerler almaktadir. Asagidaki te-

orem bize up’nin degisen degerlerini gostermektedir.

Teorem 2.3.1. a,b € T ve a < b olsun.

i) pa(la,b)y) =b—a,

it) pua((a,b)y) =b—0(a),

olur. (Burada a,b € T\ {maxT} ve a < b oldugu goz oniine alinmaktadur.)
iii) Ha ((aab]’ﬂ‘) =0 (b)—o(a),

iv) pa([a.bly) = o (b) —a

olur [11].

Tanim 2.3.1. f: T — [—oo, +o00] bir fonksiyon olsun. Her @ € R i¢in

fH (=) ={teT: f(t) < a}

kiimesi A-olciilebilir ise “ f fonksiyonu T iizerinde A-olciilebilirdir” denir [5].



2.4 Lebesgue A-Integrali

Bu boliimde A-6lciilebilir fonksiyonlarin Lebesgue A-integraline deginecegiz. Once
basit fonksiyonlarin, sonra pozitif fonksiyonlarin daha sonra da bunlardan yararlana-
rak herhangi bir A-0lciilebilir bir fonksiyonunun Lebesgue A-integrali i¢in tanimlar

verilecektir.

Tanim 2.4.1. §: T — R bir fonksiyon olsun. j=1,2,..,n icin «; ler birbirinden farkli
n
olmak iizere A; = {t eT:S(t) = Ozj} kiimeleri tamimlansin. S = Y}, ojXa; olacak ge-
j=1
kilde yazilabiliyorsa S fonksiyonuna “basit fonksiyon™ denir. Burada Xa; fonksiyonu

A kiimelerinin karakteristik fonksiyonudur, yani

1,l€Aj

%Aj(t):
O,Z¢Aj

seklinde tanimlanir [5].

Tanim 2.4.2. E, T nin A-olciilebilir bir alt kiimesi ve S : T — R bir basit fonksiyon
olsun. Yani § fonksiyonu Tamim 2.4.1°de ifade edilen A; kiimeleri ve o sayilart ile
asagidaki bicimde yazilsin:

n
S=Y oxa
j=1

Bu durumda S fonksiyonunun E iizerinden Lebesgue A-integrali
n
/S(I)Al‘ = Z O Ua (AjﬂE)
E =1

olarak tamumlanmir [5].

Sonug 2.4.1. f(s) = a, a € R olacak sekilde f sabit fonksiyonu verilsin. Bu durumda

f fonksiyonunun T nin A-él¢iilebilir bir Q kiimesi iizerinden integrali

/f(s)As:/OﬂAs:a,uA(Q)
Q

Q

dir.

Tanim 2.4.3. E, T nin A-élgiilebilir bir alt kiimesi ve f : T — [0, 40|, A-0lciilebilir bir

7



fonksiyon olsun. f fonksiyonunun E kiimesi iizerindeki Lebesgue A-integrali
/f(s)As = sup /S(s) As: 0 < S < f ve S basit fonksiyon (2.4)
E E

seklinde tanmimlanir [5].

Tanmm 2.4.4. E, T nin A-olciilebilir bir alt kiimesi ve f : T —R, A-olciilebilir bir
fonksiyon olsun. f fonksiyonunun pozitif parcast f+ := max{f,0} ve negatif parcas

[~ :=max{—f,0} seklinde tanimlansn.
/fJr (5) As veya /f_ (s5)As
E E

integrallerinden en az bir tanesi sonlu olmak sartiyla f fonksiyonunun E kiimesi iize-

rinden Lebesgue A-integrali

/f(s)As:/f+(s)As—/f(s)As
E

E E

seklinde tanimlanir [5].

2.5 Zaman Skalalarinda Istatistiksel Yakinsakhk

Yiiksek lisans tez calismamizda bir zaman skalasi iizerinde istatistiksel yakinsaklik
kavramini tanimlamis ve onun gesitli 6zelliklerini incelemistik. Oncelikle o kavrami
hatirlayalim. Bundan sonra aksi soylenmedik¢e T zaman skalasini sup T = oo ve inf T =

to > 0 kosullarim gercekleyen keyfi bir zaman skalasi olarak ele alacagiz.

Bir T zaman skalasi iizerinde tanimli, reel degerli ve A-Olciilebilir bir f fonksiyonu

icin istatistiksel yakinsaklik kavrami asagidaki sekilde tanimlanmustir.

Tanim 2.5.1. f: T — R, A-6lciilebilir bir fonksiyon olsun. Eger her € > 0 icin

lim pa ({s € [to,t]p : |f (s) —L| > €})

A, a (0, 1]) =0

limiti mevcutsa f fonksiyonu T iizerinde L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve bu

8



durum

st (T) — limf (z)

oo

L

seklinde gosterilir [18].

Tanim 2.5.1°te T = N alirsak Fast tarafindan verilen diziler i¢in istatistiksel yakinsak-
lik kavramina [6], T = [a,e0) (a > 0) alirsak Moricz tarafindan verilen istatistiksel
yakinsaklik kavramina [16], son olarak T = ¢ (¢ > 1) alirsak ise Aktuglu ve Bekar
tarafindan tanimlanan g-istatistiksel yakinsaklik tanimina ulagiriz [1]. Elbette zaman

skalasini degistirerek farkli yakinsaklik kavramlari elde etmek de miimkiindiir.

Teorem 2.5.1. f: T — R, A-dlgiilebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda, st (T) —
tlimf (t) = L olmast icin gerek ve yeter sart T nin A-olgiilebilir bir Q alt kiimesi vardir
—>00

oyle ki 67 (Q)=1ve lim f(t) =Ldir[18].
t—oo (t€Q)

Tanim 2.5.2. f: T — R, A-dl¢iilebilir bir fonksiyon ve 0 < p < oo olsun.

. 1 .
hm—T) / If(s)—LIPAs =0

=00 [17 ([to7t] o
9 T

olacak sekilde bir L € R varsa, bu durumda f fonksiyonu “T zaman skalast iizerinde

kuvvetli p-Cesdro toplanabilirdir” denir [18].

Siiphesiz ki Tanim 2.5.2 deki A-integralin anlamli oldugu kabul edilmektedir.

Burada belirtelim ki p = 1 i¢in Tanim 2.5.2 bize T zaman skalasi iizerinde kuvvetli
Cesdro toplanabilme taniminmi1 vermektedir. Simdi siradaki teorem bir zaman skalasi
tizerinde tanimli, reel degerli, A-Olgiilebilir, sinirlu fonksiyonlar icin istatistiksel ya-

kinsaklik ile Ceséro toplanabilme ifadelerinin denk oldugunu gostermektedir.
Teorem 2.5.2. f: T — R, A-ol¢iilebilir bir fonksiyon ve L € R olsun. Bu durumda,
(i) Eger f fonksiyonu L sayisina kuvvetli p-Cesdro toplanabilir ise, st (T) —tli_>m f()=
L dir.

(if) Egerst(T) —tlimf (t) = Lve f suurly bir fonksiyon ise, bu durumda f fonksiyonu
—>00

L sayisina kuvvetli p-Cesdro toplanabilirdir [18].






3. ZAMAN SKALALARI UZERINDE ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK ICIN
TAUBER KOSULU

3.1 Tauber Teoremi

Bu boliimde zaman skalalar1 tizerinde istatistiksel yakinsaklik i¢in bir Tauber kosulu

elde edecegiz. Ispatlayacagimiz bu sonug klasikteki teoriyi gelistirecektir.

Teorem 3.1.1. T bir zaman skalast olmak iizere 1 (t), T iizerinde azalmayan bir fonk-
siyonve f: T — R, T iizerinde A—ol¢iiebilir ve A—tiirevlenebilen bir fonksiyon olsun.
Kabul edelim ki

st(T)—limf(r)=L 3.1

o0

esitligi saglansin. Eger, hert € T icin

a(lto,t}g) |2 (1) < B (32)
kosulunu saglayan B > 0 reel sayist mevcutsa bu durumda

limf () =L

t—roo

olur.

Ispat. st (T) —lli_>mf (t) = L oldugunda Teorem 2.5.1°den &1 (Q) =1 ve tli_>mf ) lon=
L olacak sekilde A-ol¢iilebilir bir Q C T kiimesi vardir. Bir A-6lgiilebilir g : T — R
fonksiyonu icin

F ) lap=g() law (3.3)

olsun. Bu durumda {r € T: f(¢) # g (¢)} C T\Q olur. o7 (T\Q) = 0 oldugundan
or({reT: f(¢) #g(t)}) =0 elde edilir. Buradan

i o (s € [fo, 1] 2 £ (5) # 2(5)})

=0 3.4
o a ([0, 11) G

olur. Ayrica agikca goriilebilir ki

limg (l‘) ‘Q([): L 3.5

t—roo
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dir.

Simdi yeterince biiyiik # € T i¢in

u(t) :==max{s € [to,t]p: f(s) =g (s)} (3.6)

seklinde tanimlansin. Burada u (7) € Q dir. o7 (Q) = 1 olacagindan yeterince biiyiik

t € Tigin {s € [to,t]p : f (s) = g(s)} kiimesi bostan farklidir. $imdi iddia ediyoruz ki

o()—o(u() _ 0. (3.7)

Ha ((u (1), t]7)
Ha (10, u (1)l )

Eger bir an icin yeterince biiyiik € T ve & > 0 icin > gy gerceklenmis

olsaydi
Ha({s € [to, 1] - f(s) #8(9)}) o pa ((u(t),t)y)
a ([to, 1) — pa([to,u(®)]p) + pa ((u (), tl7)
- (3.8)
1+ &

olmaliydi. Bu durumda (3.8) esitsizligi (3.4) ifadesi ile celisirdi. Buradan (3.7) nin sag-
landigim1 gorebiliriz. (3.2) hipotezinden ve Zaman Skalalart Uzerinde Analizin Temel

Teoreminden yararlanarak (bkz. [3])

[f(6) =g @) = 1f(1) = f(u())

IN
—
=
=
>
[*2)

Bpia ([u(2),1)7)
ua (fro,u(1)]g) -

IN

elde edilir. Dolayistyla buradan yeterince biiyiik € T ler icin

12



t—ul(t)

1f () —g(u())| o) -1 (3.9)
bulunur. u (¢), T tizerinde azalmayan bir fonksiyon oldugundan
t—u(t) _o()—o(u())
< 3.10
Q) —10 = o) 1o G0
(3.10) gergeklenir. Ve (3.7)’den
lim _r—u(t) —0

i=e0 (u (1)) =10

elde ederiz. (3.9) esitsizliginin sag tarafi ¢+ — oo iken O a gittigiden, sol tarafi da 0 a

gider. Bu durumda tli_>mg (u(t)) = L elde edilir. Buradan

lim f (1) =

oo

sonucuna ulagiriz.

3.2 Ozel Haller

Simdi Teorem 3.1.1°in baz1 6zel durumlarini inceleyelim.

Durum 1: Teorem 3.1.1°de T = N alalim. Bu durumda 7o = 1, p (n) = 1 fonksiyonu
azalmayan bir fonksiyondur ve x,, = f (n) alirsak A (x,,) = f2 (n) klasik ileri fark ope-

ratoriine doniistiigiinii Ornek 2.2.1°de gostermistik. Bu durumda

.uA([lvn]N) =n

ael=o(s)

kosuluna doniisiir. Bu ise dizilerin istatistiksel yakinsakli81 icin Fridy tarafindan verilen

Tauber kosuludur [8].

olacagindan (3.2) ifadesi

Durum 2: Teorem 3.1.1°de T =[a, ), a > 0, alalim. p (¢) = 0 azalmayan bir fonksi-

yondur. Bu 6rnekte, f2 (¢) ifadesi f (¢) ifadesine doniistiigiinii Ornek 2.2.1°de gérmiis-
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tuk.
HAG%ﬂ@@):f—a

ve (3.2) kosulu
(t-a)|f 0| <B

olacaktir. Bu durumda asagidaki Tauber sonucunu elde ederiz.

Sonug 3.2.1. f: [a,o0) — R tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun ve st ([a, o)) —tlimf (t)=
—>00

L oldugunu kabul edelim. Eger her t > a sayist icin
(t—a)|f (| <B (3.11)
olacak sekilde B > 0 sayist mevcutsa bu durumda

limf () = L.

t—ro0

dir.

st ([a,o0)) — lim f (t) = L ifadesinin her € > 0 igin,

f—oo

L om{s€far] 17 ()~ 1 > e}

1o t—a

=0 (3.12)

ifadesine esit oldugunu daha once gostermistik [18]. (3.12) esitligindeki ifade zaman
skalas1 notasyonu kullanilmadan Moricz tarafindan verilmistir [16]. Burada belitelim

ki (3.11) esitligiyle verilen kosul yerine

seklinde de alinabilir.

Durum 3: Teorem 3.1.1°de T =¢", ¢ > 1, alalim. ¢ yerine artik ¢" aldigimizda n < m
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seklinde buluruz. Bu bize u fonksiyonunun ¢" iizerinde artan oldugunu gosterir. £ (¢")

ifadesinin
f(@"h) = f(q")
q"(qg—1)

degerine doniistiigiinii Ornek 2.2.1°de gostermistik. Bu ifade ise f fonksiyonunun g-

Df(q") =

tiirevi olarak adladirilmaktadir [1]. (3.2) kosulu

IDIf(¢")| =0 (ﬁ)

kosuluna doniisiir. Bu durumda asagidaki Tauber sonucunu elde ederiz.

Sonuc 3.2.2. f: ¢"— R tiirevienebilir bir fonksiyon olsun ve st ( ) —limf(r) =

t—roo
oldugunu kabul edelim. Eger her t > q sayist icin
IDf(q")]| =0 (n;)
q'(g—1)
kosulu saglantyorsa tle f(t)=Ldir.
st (q ) — tl;m f(t) = L ifadesinin her € > 0 i¢in,
v k1 k
kglq Xk(e) (4)
lim — =0 (3.13)
T

ifadesine denk oldugunu gostermistik [18]. Burada [n] o 1fadesi g tam sayilar1 goster-
mekte olup [n], = 14+¢g+ Pt g = % seklinde tanimlanmaktadir. K (&) kii-
mesi ise

K(e) = {qqu ’f( )—L‘Ze}

esitligi ile tanimlanmaktadir. (3.13) esitligi Aktuglu ve Bekar tarafindan zaman skalasi
kavrami kullanilmadan verilmistir (bkz. [1]).

Yukaridaki orneklerden de anlagsilabilecegi gibi bilinen bazi zaman skalalarinin y fonk-
siyonlar1 zaten azalmayandir. Ancak elbette y fonksiyonunun bu kosulu saglamadigi

zaman skalas1 6rnekleri bulmak da mimkiindiir. Ornegin;

T =U>, [2n,2n+1] (3.14)
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zaman skalasini alalim. Bu durumda

0, reUy [2n2n+1)
u(t) = !
1, reuy {2n+1}
dir. Burada belirtelim ki Teorem 3.1.1°teki u fonksiyonunun azalmayan olmasi kosulu

kaldirildiginda Teorem 3.1.1°1in gecerli olup olmadig1 sorusu halen acik bir problem-

dir.

Yine Teorem 3.1.1°de u fonksiyonunun azalmayan olmasi kosulu yerine farkli bir mo-

notonluk kosulu koyarsak asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.2.3. T bir zaman skalast olmak iizere h(t) : T — T, h(t) = m seklinde
tammlanan h fonksiyonu T iizerinde azalmayan bir fonksiyon ve f: T — R, T iizerinde

A—olciilebilir ve A—tiirevlenebilen bir fonksiyon olsun. Kabul edelim ki

st(T)—limf(r)=L

t—roo

olsun. Eger

1
rwl=o(;)
esitligi saglaniyorsa
fimf ()=

gerceklenir.

N, a > 0 olmak iizere [a,%0) ve ¢ > 1 olmak iizere ¢" gibi bir cok zaman skalas igin
Sonug 3.2.3’te tanimlanan 4 fonksiyonu azalmayandir. Ancak elbette s fonksiyonunun
azalmayan olmadig1 zaman skalas1 6rnekleri de mevcuttur. Ornegin (3.14) esitligi ile
tanimlanan zaman skalasi i¢in

=2 tre U [2n,2n41)

t

h(t) = n=1

2311 ,t=2n+1,neN

dir. Burada 4 fonksiyonu azalmayan olma sartin1 saglamaz.

Ugiincii boliimde elde etti§imiz tiim sonuglar [19] nolu makalede yayimlanmustr.

16



4. ZAMAN SKALALARI UZERINDE LACUNARY ISTATISTIKSEL YAKIN-
SAKLIK

Literatiirde yer alan lacunary dizisi tanimi1 ve lacunary istatistiksel yakinsaklik metodu
dogal sayilar kiimesi iizerinde kurulan tanimlardir. Bu boliimde, dogal sayilar iizerinde
(ayrik analizde) mevcut olan bu tanimlar zaman skalalar1 ¢ercevesinde incelenmis ve
boylece sadece ayrik fonksiyonlar i¢in bilinen bu teori zaman skalalar tizerinde ta-
nimlanan A-6l¢iilebilir herhangi bir foksiyon icin gelistirilmis olacaktir. Stiphesiz bazi

0zel zaman skalasi1 ornekleri tizerinde de durulacaktir.

Zaman skalalar1 tizerindeki bu yeni toplanabilme metodunun istatistiksel yakinsaklik
ve kuvvetli Cesaro toplanabilme metodlariyla olan iligkileri incelenmistir. Ayni za-
manda bu metodlarin birbirleriyle olan iligkileri de incelenmistir. Son olarak zaman
skalalar1 iizerinde tanimlanacak olan lacunary istatistiksel yakinsaklik metodu ile ilgili

baz1 karakterizasyonlar elde edilecektir.

4.1 Lacunary Istatistiksel Yakmsaklik Kavrami

1993 yilinnda Fridy ve Orhan dogal sayilar kiimesi tizerinde lacunary istatistiksel ya-
kinsalik kavramini tanimlamiglardir [10]. Bir lacunary dizisi 6 = {k,} ile gosterilen
artan bir dogal say1 izisi olup kg = 0 ve h, := k, —k,_; olmak iizere r — oo iken h, — oo

seklinde tanimlanmugtir.

Klasik anlamda bir (x;) say1 dizisinin bir L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi igin

1
lim —#{k<n:|x—L|>¢e}=0,(Ve > 0igin)

n—oop

limitinin mevcut olmast gerekmektedir [6]. (Burada # isareti kiimenin eleman saysini
gostermektedir.) Fridy ve Orhan lacunary istatistiksel yakinsaklik taniminda {k : k < n}
kiimesi yerine lacunary dizisinin elemanlarini alarak {k : k,_; < k < k,} kiimesini kul-

lanmislardir ve bir dizinin lacunary istatistiksel yakinsakligini her € > 0

1
lim —#{k € (k_1, k] : [xg —L| > €} =0

r—eofy,

seklinde tanimlamiglardir. Bilindigi iizere kuvvetli Cesaro toplanabilen dizilerin kii-
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mesi |0y | ve kuvvetli lacunary Cesaro toplanabilen diziler kiimesi de Ny ile gosterilir;

yani

: 1 ¢ . .
loy| = {xnlgr.}o <Zkz‘ \xk—L]> =0, bir L sayisi 1(;1n}

=1

veE

. 1 ) . .
Ng := {xrh_{r; (h_ Z )\xk—L]> =0, bir L sayisi 1g1n}

ke [krf 1,kr

dir (bkz. [7], [14] ve [15]).
Biz bu boliimde yukaridaki tanimi bir zaman skalasi tizerinde verecegiz.

0 = {k,},._, negatif olmayan artan bir tamsay1 dizisi T igerisinde bulunmak iizere
ko =0 ve r — oo iken o (k,) — 0 (k,—1) — oo sartlarin1 saghiyorsa 6, T de bir lacu-
nary dizisi olarak adlandirilir. Burada, daha once de ifade ettigimiz tizere ¢ : T — T
ileri sicrama operatoriinii gostermektedir. Eger bu tamimda T = N veya R alirsak bu
durumda Freedman tarafindan tanimlanmig olan klasik lacunary dizisi tanimini elde
ederiz. (bkz. [7])

Yiiksek lisans tez calismamizda elde etmis oldugumuz zaman skalalar tizerinde ista-
tistiksel yakinsaklik taniminda [18], {s € [to, ] : | f (s) —L| > €} kiimesini

{s € (ky_1,ke]p 1 | f (s) —L| > €} kiimesiyle degistirerek T’de verilen herhangi bir 6

lacunary dizisi i¢in asagidaki tanimi elde ederiz.

Tanmm 4.1.1. f: T — R A—dlciilebilir bir fonksiyon olmak iizere her € > 0 icin,

lim pa({s € (k—1, k] 2 | f(s) —L| > €})

o IR(CENSN

=0, 4.1)

esitligi saglaniyorsa bu durumda f fonksiyonu L reel sayisina lacunary istatistiksel

yakinsaktir denir ve stg (T) — llim f(t) = L seklinde gosterilir.
—o0
Tanim 4.1.1°den asagidaki temel Ozellikleri kolaylikla elde edebiliriz:

e Eger sty (T) — tlimf(t) = L ise bu durumda herhangi bir o € R i¢in stg (T) —
—>00

zh_)rg(xf (1) = oL ’dir.

e Eger sty (T) — lh_glof (1) =L ve sty (T) — lh_glof (1) =Ly ise

stg (T) = lim (f (1) +g(t)) = L1 + Lo
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olur.
e Eger f fonksiyonu lacunary istatistiksel yakinsak ise bu limit tektir.

Bu limitin tek oldugunu gostermek icin oncelikle f fonksiyonunun L; ve L, gibi iki

farkl limiti oldugunu kabul edelim. Verilen bir € > 0 icin,

An(€) = {s € (k_1,k]r : |f(s) — L1| > €/2} 4.2)
B,(&) = {s € (ky—1, k)1 : | f(s) — La| > €/2} (4.3)

kiimelerini tanimlayalim. Bu durumda

i M A©) L a(Bie)

= =0.
ro A ((Kr—1, k1) = pa ((kr—1,kr|T)

olur. Ayrica ta (A,(€)UBr(€)) < ua (A,(€)) + ua (Br(€)) 6zelligini kullanirsak,

lim UA (A,,(S) UBr (8))

—0,
r—eo UA ((kr—1,ks]T)

elde edilir. Bu ise s € (k,—1,k]T\ {A,(€)UB,(€)} olacak sekilde sonsuz ¢oklukta s

olacagin garanti etmektedir. Bu s’ler i¢in,
L1 — Lo| < |f(s) —Li| +[f(s) — Lo| <&.

yazilabilir. € > 0 keyfi oldugundan son esitsizlikten limitin tek oldugu gésterilmis olur.

Tanim 4.1.1°1n baz1 6zel drnekleri asagida incelenmistir:
e Eger (4.1) esitlifinde T = N alirsak, Fridy ve Orhan’1in klasik tanimini elde ede-
riz. [10]

e Eger (4.1) esitliginde T =|a,o0) (a > 0) alirsak bu durumda pp Slgiisii klasik

Lebesgue Olciisii m’ye indirgenir ve

I m({ky—1 <s<ky:|f(s)—L|>¢})
im
oo kr —kr—1

=0. 4.4)

esitligi elde edilir
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Zaman skalalari tizerinde Lebesgue A-integrali kullanilarak asagidaki tanim elde edilir.

Tanmm 4.1.2. f: T — R bir A—ol¢iilebilir fonksiyon olmak tizere her € > 0 icin,

|
lim / ) — L As = 0. 4.5)
LN B LA

(kr—lakr]’]l‘

esitligi saglaniyorsa bu durumda f fonksiyonu L reel sayisina kuvvetli lacunary Cesaro

toplanabilir denir.

Burada belirtelim ki (4.5) teki A-integralin anlamli oldugu kabul edilmektedir.

(4.5) esitliginin ayrik versiyonu yani T = N durumu Freedman tarafindan verilen ta-
nima indirgenir. (bakiniz[7]). Ayrica (4.5) esitliginin siirekli versiyonu ise yani 7 =

[a,e0),a >0

k,

o

fim —— / £ (s)—L|ds = 0. 4.6)
kr—1

seklinde elde edilir.
Tiim ¢alismalarimiz boyunca T iizerinde istatistiksel yakinsak fonsiyonlarin kiimesi
ST, lacunary istatistiksel yakinsak fonksiyonlarin kiimesi Sg_1 ve tiim kuvvetli lacu-

nary Cesaro toplanabilir fonksiyonlarin kiimesi Ng_ ile gosterilmistir.

Teorem 4.1.1. Ng_T C Sg_1. Ustelik bu icerme sadece tek yonliidiir.
Ispat. f € Ng_7 alalim. Her € > 0 icin,

[ 17 -pas > / 7(5)~ LiAs
(krflvkr]ir {Se(krfl7krh‘:|f(s)_l'|2€}
> epa({s € (ke—1,k]p 1 [f(s) —L| > €})

yazabiliriz. Son esitsizligi (4.5) ile birlestirirsek (4.1) esitliini elde ederiz. Buradan
f € Se_r olacag: goriilebilir. Bir sonraki 6rnek ise bize bu igermenin tek yonlii oldu-

gunu gostermektedir. T de verilen bir 8 = {k, } lacunary dizisi igin
ur=0 (k) —o (k—1)

olmak tizere [0 (k,—1), 0 (k) araliklarinda f fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlan-
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S1n:

;

L tefolhor), ok 1)+ 1)y
2, te [O' (kr,1)+1,6(kr,1)+2)rﬂ~

f)=49 .. 4.7)
(Vi) 1€ [0 0-0)+ [ViE] ~ 1.6 (ko) + [T
\ 0, diger durumlarda
Buradan
pa{selo k). 0 k) If ) >e}) _ Hal(lo(ko1),0 (k1) + [Vitr]) )
ta([o (kr—1), 0 (k))r) - Uy
= @ — 0 (r— o)

yazabiliriz. Burada son esitligi yazarken pa ([a,b)y) = b —a ve r — oo iken u, =
0 (ky) — 0 (ky—1) — oo oldugundan yararlandik. Dolayisiyla (4.7) esitligi ile tanimlanan

f fonksiyonunun Sg_1’de oldugunu gorebiliriz. Ancak

1
| (s)]As

UA ((kr—l 7kr]’]1‘) (krérhf

| v
= Z mpp ([0 (kr—1) +m—1,0(k-—1) +m)p)

" m=1

1]
= mX::l m
_ L] (g;/ru_’} +1) —>%7é0 (r — o)

oldugundan f ¢ Ng_7 olur. Buradan ispat tamamlanur.

T’de reel degerli, A—0lgiilebilir ve sinirli fonksiyonlarin kiimesini C,(T) ile gostere-
lim. Asagidaki teorem Teorem 4.1.1°deki icermenin tersinin sinirli fonksiyonlar i¢in

gerceklendigini gostermektedir.

Teorem 4.1.2. C,(T)NSg_1 C Ng_7 gerceklenir.

Ispat. f € C,(T)NSp_7 alalim. Her ¢ € T igin | f (t) — L| < M olacak sekilde M > 0
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say1s1 vardir. Verilen € > 0 i¢in,

1
U ((kr—bkr]']l‘)

| 1re)-Lias

kr—l akr]’]]‘

4 kr—] 7kr
sl L AR

+ £ / As
.u' krf 7kr
(k- ]T)(kr—lykrh‘

My ({s € (k1 kel 2 | (s) =L > €})
pa (k1 kel p)

+&

gerceklenir. ¥ — oo iken son esitsizligin her iki tarafinda limit alirsak ve hipotezi kulla-

nirsak istedigimiz sonucu elde ederiz.

Burada belirtmeliyiz ki f’in sinirlilik sart1 kaldirilirsa bu durumda Sg_1 C Ng_ alt
kiime 6zelligi saglanmayabilir. Bunun icin (4.7) esitligi ile verilen sinirli olmayan f

fonksiyonunu Ornek olarak gosterebiliriz.

Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.1.2’yi birlikte diisiinerek asagidaki sonucu kolaylikla elde

edebiliriz.

Sonug 4.1.1. C,(T) N Sg_1 = Cp(T) N Ng_7 gerceklenir.

Yukaridaki sonug icin T = N ayrik durumu diisiiniiliirse Fridy ve Orhan tarafindan elde
edilmis olan klasik sonuclara ulagabiliriz [10]. Siirekli durum ise bize agagidaki sonucu

Verir.

Sonug 4.1.2. f € C,(T) alalim. f fonksiyonunun (4.4) esitligini saglamasu icin gerek

ve yeter sart [ fonksiyonunun (4.6) esitligini gerceklemesidir.

4.1 boliimiinde elde ettigimiz sonuglar [17]’de yayimlanmustir.
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4.2 icerme Teoremleri

Zaman skalalar1 iizerinde istatistiksel yakinsaklik ve lacunary istatistiksel yakinsaklik
kavramlari arasindaki iligkiler agagidaki teoremlerle incelenmistir. Daha 6nce de ifade

edildigi gibi T, 6 = (k,) lacunary dizisini igeren bir zaman skalas1 olsun.

Teorem 4.2.1.

o (k,
ST C Sg_1 <= liminf ( ) > 1

r—ree G(krfl)

gerceklenir.

ispat. Yeterlilik. Kabul edelim ki liminf o (k)

> 1 olsun. Yeterince biiyiik r’ler i¢in
r—sc0 G(krfl)

ve 6 > 0 olmak iizere
o (k)
9 (kr—l)

>1+6
esitsizligi mevcuttur. Dolayisiyla

o (k) — o (ky—1) < 0
o (k) ~1+6

(4.8)

olur. Simdi f € St alalm. Yani st (T) —lim f () = L dir. (4.8) esitsizliginden her bir

€ > 0icin,

pa ({s € [to,kep - [ (s) — L[ > €})

NA([t07kr]T)
MA({S S (kr—lakr]’]r : ‘f(s) _L’ > 8})
- G(kr) — 1y
> G(kr) - G(krfl) ,LLA({S € (krflvkr]jl‘ : |f(S) _L| > 8})
- o (k) o (k;) — o (kr—1)
6 ua(fs€ (kr,klp:|f(s)—L|>€})
- 146 o (k;) — o (ky—1)

yazabiliriz. Son esitsizlikte r — oo iken limit alirsak, sz (T) —lim f (1) = L oldugundan

esitsizligin sol tarafi 0’a gider. Bu durumda

lim ,UA({S € (kr—lakr]’]r : ’f(s) _L| > 8}) -0

r—reo .uA((kr—l;kr]’]I‘)

elde ederiz. Buradan f € Sg_7 olur.

Gereklilik. St C Sg_ iken liminf-&")

minfop™s = 1 oldugunu kabul edelim. [7] ¢alismasin-
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dakine benzer bir yolla 6 lacunary dizisinden {,(; } alt dizisini asagidaki gibi sege-

biliriz:
okip)=to | 1 (4.9)
o (k1) =t~
ve
o (ky(jy-1) —H
(kr(jy-1) — o > j buradar(j)>r(j—1)+1, j=1,2,..dir. (4.10)

0 (kr(j-1) ~ 1o

Simdi A-6lgiilebilir bir f: T — R fonksiyonunu tanimlayalim:

I,s€ (k,(j)_lakr(j)hr

0, diger durumlarda.

f(s)= 4.11)
Iddia ediyoruz ki f ¢ Ng_. Eger r = r(j) ise herhangi bir L reel say1si igin

1
pa ((kr—1, k1)

| 1r6)-Lias

(kr—l 7krh‘

1 /
= |1 —L|As
s (-1 ko) ) (&

-1k o

— [1-L|

olur. Eger r # r () ise

1
UA ((kr—lakr]’]r)

|1 -tias

(kr,1 7kl‘}']1'

1
= |L| As
pa ((kr—1,kr /
a{lkr—t ]T)(kH’krhr

= |L|

elde ederiz. Herhangi bir L reel sayisi i¢in |1 — L| # |L| oldugundan f ¢ Ng_’ dir. f
fonksiyonu sinirli oldugundan f ¢ Sg_1. Simdi (4.11) esitligiyle tanimlanan f fonksi-
yonunun (’a Cesaro toplanabilir oldugunu yani f € Nt oldugunu gosterelim. Yeterince
biiyiik € T sayilart icin,

kr(jy—1 <t =kr(jr1)-1
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olacak sekilde bir tek j sayis1 bulabiliriz. (4.9) ve (4.10) esitliklerini kullanarak

| 1
[ [f(s)]As < s
HA([foat]T)[mL Ha ([fo”‘“f“h?)[“)4
1
_ |f ()] As
HA ([fovkr(j)*d?J [t07kr(1/1)]T
1
. | (s)]As
Ua ([loakr(j)fl] T) (ky( j>_14r(j) T

o Olkyn) =t o (k) 0 (k1)
~ o(kgy1) o o (kr(j-1) —to
k _
< l+ S (k) o
J o (kej-1)—to
11 2
< =+ -==-=
J J J

elde edilir. Burada j — oo i¢in limit alirsak son esitsizlik 0’a gider. Bu ise bize f € Nt
oldugunu gosterir. f sinirli oldugundan, f € St olmalidir [18]. Yani St Q Sg_T elde

ederiz. Bu ise hipotezle ¢elisir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.2. T, her bir t € T i¢cin pu(t) < Mt (M > 0) olacak sekilde bir zaman

skalast olsun. Bu duruma

: o (kr)
So_T C ST <= limsu
0-T T HoopG(kr_O

olur.

< oo olsun. Buradan

Ispat. Yeterlilik. Kabul edelim ki lim sup G((ylgk’)l)
r—yo0 =

lim sup o (kr) —to
r—oo O (kr—l) —ly

oldugunu ve buradan da bir K > 0 sayisi1 icin ve her r € N i¢in,

(o} (kr) — 1y

_ 4.12
o(ky—1)—1to ~ (12

yazabiliriz. Simdi A-6l¢iilebilir bir f € Sg_1 fonksiyonu alalim. Bu durumda en az bir
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L sayist vardir 6yle ki her € > 0 icin,

Uy
lim =0 (4.13)
r=ve L ((kr—1, k)

olur. Burada U, := U, (€) = ua ({s € (ky—1,kr]p : | f (s) —L| > €}) seklinde tanimlan-
migtir. (4.13) esitligiyle tanimlanan limit ifadesinden yola ¢ikarak en az bir ro = ro (€) €

N sayis1 vardir 6yle ki her r > rg i¢in

U,

ST ol <¢ (4.14)

olur. Verilen bir ¢ € T sayist i¢in ¢ € (k,—1,k,| olacak sekilde (k,_1,k,] aralig1 bulabili-

riz. B=max {U,,U,,...,U,,} olsun. Yeterince biiyiik r’ler i¢in

pa({s € [to,t]y : |/ (s) —L| > €})
.LLA([IOJ]T)
ta({s € (ko, kilq = | f (s) —L| > €})
.uA([thkr—l]’H‘)
U+Ur+..+ U+ U1 +... + U,
o (kr—1) — 1o
roB 1
ol 1)—to o (k1)
X{ (G (kro-i-l) - G(kro))Uro—i-l + (G (errl) —0 kr))Ur}
G(kro-H) _G(kro) )
(kr)

IN

IN

IN

roB o (k) — o (kyy)
< +TE&
(e (kr—l) —1Iy G(kr_l) — Iy
< roB te o (k;) —19
G(kr,1>—l‘() o krfl)—l‘()
< roB + €K
o G(kr—l) —1o

son esitsizlikte her iki tarafin » — oo i¢in limiti alinirsa

lim UA ({S - [l‘(),t]T : |f(s) _L‘ > 8})

A it (f0.1) =0

bulunur. Bu ise teoremin yeterlilik tarafini ispatlar.

o (k)
G(krfl)

Gereklilik. Sg_1 C ST iken limsup = oo olsun. Hipotezden her r € T, ¢t > 1y i¢in
r—oo

t<o(t) < (M+1)t



olur. Buradan

ok,_1) ok_1)ok) M+10c(k_1)

ky o (k) k& - 1 o(k)

elde edilir. Bu esitsizlik bize

lims r
u = o
e’ G (k1)

oldugunu verir. 8 lacunary dizisinden {kr( j)} alt dizisini agagidaki gibi secebiliriz:

LR (4.15)
o (kr(j)-1)

Simdi A-olciilebilir bir f: T — R fonksiyonu tanimlayalim:

1, se (kr(j)_1,26 (kr(j)—l))qr j=12,..

0, diger durumlarda

fls) = (4.16)

Iddia ediyoruz ki (4.16) esitligiyle tanimlanmus olan f fonksiyonu 0’a kuvvetli lacu-

nary Cesaro toplanabilir olsun yani, f € Ng_7. Simdi

1
pa ((kr—1,kv]p)

7 = [ 1reas
(krflvkr]’[r
seklinde tanimlayalim. Eger r # r () ise 7, = 0’ dir. Eger r = r () ise (4.15) ve (4.16)

esitliklerinden

! / £ ()| As 4.17)

elde edilir. (4.17) esitliginin pay1 20¢ (kr( j)_l) sayisinin T ye ait olup olmamasina gore

farklilik gosterir. Eger 20 (kr( j),l) € T ise (4.17) esitligi, (4.15) esitligi yardimiyla

s ((kryy-1:20 (ki) 1)) & (ky(jy1) |
_ () <
0 (kr(jy) — 0 (kr(j-1) o (k) —o (k1) J—1
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ifadesine doniisiir. Eger 20 (k,(;_1) ¢ T ise
o :=max {s € T:5 <20 (kyj_1)} (4.18)

olmak tizere
(kr(j)-1:20 (ke(jy-1)) p = (Ke(iy—15 5]

olur. Hipotezden yararlanarak ve (4.15) esitligi yardimiyla

Ha ((kr(j)fl’zc’ (kr(j)%))qr) tia (kr(jy—1, 0]

o (kr(j)) =0 (kn(jy-1) o (kr(j)) =0 (kr(j)-1)
o (aj) — o (k()-1)
6 (ky(j)) — 0 (kr(j)-1)
(M+1) 0 =0 (k(j)-1)

<
0 (kr(j)) — 0 (ke(j)-1)
_ 2+ )0 (k1) =0 (k1)
B 0 (kr(jy) — 0 (kr(jy-1)
_ (2M+1)G(kr(j)_1)
o (kr(j)) =0 (ke(j)-1)
QM +1)
< —
j—1

olur. Her iki durumda da j — oo i¢in limit alinirsa esitsizliklerin son adimlar1 O a gider.
O halde f € Ng_7 gerceklenir. f fonksiyonu sinirli oldugundan f € Sg_1 olmak zorun-
dadir. Simdi f fonksiyonunun ne O a ne de 1 e kuvvetli Cesaro toplanabilir olmadigin

gosterelim. Yani f ¢ Np’dir. (4.15) esitliginden

1
f ()~ 1lAs
UA ([t07kr(j)] T) [[Oak;’(/j)]'ﬂ‘
1
N A
~ o(k()) —10 / S

v
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elde ederiz. Burada eger 20 (k,(j—1) € T ise

1
[f(s) = 1]As =
UA([IO,kr(j)}’]I)[ / ( -

0:kr(j) |y

v

2
> 1—=—=1 (j— )
J
elde edilir. Eger 20 (kr( j),l) ¢ T ise (4.18) esitligi ile tamimlanan «; sayisi i¢in

26 (ke(jy-1) ke ] p = (k)]

oldugundan

1
‘“(%kmﬂﬁ['/ F9)=1las 2

10:kr(j) |

v

v

o (krj)-1)

o (k)
> 1—2(M,+1)—>1 (j — )
j

= 1-2(M+1)

bulunur. f fonksiyonunun tanimindan ve hipotezden

v
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elde edilir. Yine eger 20 (k,(;)_;) € T ise

I S (kr(j)-1)
[f (s)[As =
ua ([10,20 (keijy-1)] [t0720'(k{j)1)]T o (20 (k1))
> .1
= 2M+1) =2

olur. Eger 20 (k,( j)_l) ¢ T ise (4.18) esitligi ile tanimlanan «; saysi ile ayni yolla
Bj:=min{seT:s>20 (ky-1)}
tanimlanir. Bu durumda

(kr(j)-1:20 (ke(jy-1)) p = (Keiy—1:B)

ve
(10,26 (ky(j)-1) ] = [f0, 0] 1

olur. Bu esitlikler yardimiyla

1
1f(s)]As >
ua ([10,20 (k1) ) [to,ZG(k{j)l)]T Ha ([r0,0])

v

v

gerceklenir. Buradan goriilmektedir ki f ¢ Np’dir. f surli oldugundan f ¢ St olmak

zorundadir. Bu durumda Sg_1 ¢ St olur. Bu ise bir ¢eligkidir.

Simdi Teorem 4.2.1 ve Teorem 4.2.2’yi birlestirerek asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 4.2.3. T, her bir t € T icin pu(t) < Mt (M > 0) olacak sekilde bir zaman
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skalast olsun. Bu duruma

.. . O(k) , o (k)
So_T=8T <= 1 <liminf < limsu < o 4.19
o-T T r—reo G(kr—l> - r%oopa(kr—l) ( )

olur.

Burada belirtelim ki u (1) < Mt kosulu sadece Teorem 4.2.2’nin gereklilik ispatinda
kullanilmaktadir. N, a > 0 i¢in [a,0) ve ¢ > 1 i¢in g~ gibi pek cok zaman skalasi
bu sart1 zaten saglamaktadir. Ancak elbette T = — {2”2 ‘ne N} gibi bu kosulu
saglamayan zaman skalalar1 da mevcuttur. Bu kosulun Teorem 4.2.3 {in hipotezinden
kaldirilip kaldirilamayacagi halen agik bir problemdir.

Simdi Teorem 4.2.3’nin baz1 6zel durumlarini inceleyelim.

Ornek 4.2.1. T =N icin (4.19) denkliginin sag tarafi

kr+1 . kr+1
+ < limsup A

1 < liminf
r—1+ r—o0 kr—l+1

r—yoo

olur. Bu ise bize Fridy ve Orhan tarafindan verilmis olan

r r

1 < liminf
r—o0

< limsup
r—1 r—oo r—1

< oo
kosulunu verir [10].

Teorem 4.2.3’de T = [a, ), a > 0 zaman skalasini alirsak agagidaki sonuca ulagiriz.

Sonug 4.2.1.

r r

So-[ae) =5T == 1< h}gio{}f

< limsup
r—1 r—oo r—1

< oo
dir.

Son olarak Teorem 4.2.3’de T =¢", ¢ > 1 zaman skalasin1 alirsak asagidaki sonuca

ulagiriz.

Sonuc 4.2.2. 6 = (k,) C q~, g > 1 olacak sekilde lacunary dizisini alalum. Bu durumda

k1 k-1

Sog_n =S,y < 1 <liminf——-— <limsup——-+

< o0
q q r—e g r—1+1 oo ( r—1+1
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olur.

Boliim 4.2°de elde edilen orjinal sonuclar [19] makalesinde yayimlanmustir.
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5. ZAMAN SKALALARI UZERINDE HARDY TIPi TAUBER KOSULU

5.1 Yavas Azalanlik Ve Tauber Teoremi

Hardy’nin iinlii Tauber teoremi su sekildedir: Bir L sayisina Cesaro toplanabilen ve

Axy = O(1/k) sartin1 saglayan bir x dizisi L ye yakinsaktir; yani
limCx = L ve Ax; = O (1/k) ise limx =L

dir (bkz. [4] ve [12]). Bu boliimde Hardy’nin bu sonucunun zaman skalalari {izerinde
ispatlayacagiz. Ardindan istatistiksel yakinsaklik i¢in yeni bir Tauber teoremi elde ede-
cegiz.

Simdi zaman skalalar tizerinde tanimlanan fonksiyonlar i¢in yavas azalma, yavas artma

ve yavas salinma kavramlarini tanimlayacagiz.

Tanmm S5.1.1. f: T — R, A-dlciilebilir bir fonksiyon olsun.

i) Eger f fonksiyonu
liminf  (f(s)—f(z)) >0 (5.1

%—ﬂ, §>t—po0

sartini saglryorsa yavas azalan bir fonksiyondur denir. (5.1) ifadesine denk olarak sunu

yazabiliriz: Her € > 0 icin en az bir 8 > 0 ve bir r € T vardi dyle ki her s,t € T, s >t >r

ve % <1496 icin f(s)— f(t) > —€ olur. Eger —f fonksiyonu yavas azalan ise f

fonksiyonu yavas artandir denir.

ii) Eger f fonksiyonu
lim ()= £ (1)) =0 (52)

zg;—n, §>1—300

sartint sagliyorsa yavas salinan bir fonksiyondur denir. (5.4) ifadesine denk olarak
sunu yazabiliriz: Her € > 0 i¢in en az bir & > 0 ve bir r € T vardir dyle ki her s,t € T,

s>t>r ve%§1+5igin|f(s)—f(t)|§8olur.

Yukaridaki tanimlar yardimiyla asagidaki sonuglar kolaylikla elde edilebilir.

Sonug 5.1.1. i) Her yakinsak fonksiyon yavas salinimlidrr.
ii) Artan fonksiyonlar yavas azalandr.

iii) Bir fonksiyon hem yavags artan hem yavas azalansa yavas salinimlidir.
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Ispat. i) Gercekten,
limf(r)=L

oo

olacak sekilde L sayisin1 alalim. Her 5,7 € T ve s >t > ricin t sayist sonsuza giderken,

s sayis1 da sonsuza gider. Boylece,

lim  (f(s)—f(t))=L—L=0 (5.3)

ﬂgj; —1, t—o0

esitligi elde edilir. (5.6) esitligi bize f fonksiyonunun yavag salinimli oldugunu goste-

rir.

i) f: T — R, A—ol¢iilebilir ve artan bir fonksiyon olsun. Her € >0 ve her s >t > r

olacak sekilde 5,7 € T icin,

\
=
|
K‘\
v
=)

ve son egsitsizlik bize f’in yavas azalan oldugunu gosterir.

T =N ve T =la,), a > 0 durumlar1 i¢in [4] ve [12] nolu referanslar incelenebilir.

2 (A) ifadesi T nin her kapali ve smirl alt kiimesi iizerinde sinirli olan A—olgiilebilir

ve A—integrallenebilir f : T — R fonksiyonlarin sinifin1 gdstersin.

fe€AB(A) vet >t igin

1

(Crf) (1) = m

| rwap

[ZOJ}T

olmak tizere

lim (Crf)(r)=L

t—oo (1€T)
ise bu durumda f fonksiyonu T zaman skalasi lizerinde L sayisina Cesaro toplanabi-

lirdir denir [18].

Lemma 5.1.1. Bir T zaman skalast iizerinde Cesaro toplanabilme metodu regiilerdir.
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Yani; eger f € 2 (A) igin

Jim f0=L (5.4)

ise
Jim(Cof) (=L (5.5)

dir.

Ispat. Verilen bir € > 0 icin en az bir #; :=t; (¢) € T vardir Syleki her t > t;, 7 € T

icin
() —Ll<e (5.6)
oldugunu 5.4’ten yazabiliriz.
Cnw-1 < ———— [ Irp)-Lap
- “A([IOJ]T)V )
|
G _LIA _
e | @ -tses [ 1) -siap

[to,t1]T (tit]p

(5.6) esitligi yardimiyla ve [fg,#; | aralig1 tizerinde f’in siirli olmasindan yararlana-

rak hert > t,t € T icin

pa ([0, 1))
ta ([0, 7))
G(tl) — 1
o(t)—1

(Crf) (1) —L| <

+ &

olacak sekilde K > 0 say1is1 mevcuttur. Son ifadede t — oo i¢in limit alinirsa esitsizligin

sag tarafi 0’a gideceginden ispat tamamlanir.

Bir sonraki teorem bize Hardy’nin iinlii Tauber teoreminin yavas azalan fonksiyonlar

icin zaman skalas1 versiyonunu vermektedir.

Teorem 5.1.1. T, tlim% = 1 olacak sekilde bir zaman skalast olsun. f € 2 (A), T
—>00

zaman skalast iizerinde yavas azalan bir fonksiyon olmak iizere eger f fonksiyonu L

sayisina Cesaro toplanabilir ise

limf(t) =L (5.7)

t—roo
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dir.

Ispat. Lemma 5.1.1°den regiilerlik sart: saglandigindan L = 0 almak genelligi bozmaz.
Eger f fonksiyonu 0’a Cesaro toplanabilir ise,

lim (Crf) (t) =0 (5.8)

o0

yazabiliriz. Simdi (5.8) esitliginin ger¢eklesmedigini kabul edelim. Bu durumda

0 < limsupf (t) := A (5.9
t—ro0
veya

0 > liminf £ (¢)

{—roo
olmalidir. Sadece (5.9) durumunu incelemek yeterlidir, ¢linkii diger durumda (5.9) esit-

sizligine — f fonksiyonuna uygulamak yeterlidir. (5.9)’dan bir (k j) C T dizisi var-

jEN
dir dyle ki
li )=
jg{}of (kj) =2
ve her j € Ni¢in
o
f(kj) > 5 (5.10)
dir. Burada
Aif A <oo
o=
2ty if A=o

seklinde tammlanmaktadir. f yavas azalan bir fonksiyon oldugundan € := ¢ i¢in bir

o(s)

0 > 0 ve kj, € T vardir dyle ki her s > k; > kj, ve o(k,) <1+ i¢in
J
o
f(s)_f(kj) 2 _Z

gergeklenir. (5.10) esitsizligini kullanarak tim s > k; > kj, ve o) <1+ 9 igin,

o (k;)

f(s) Z% (5.11)



yazabiliriz. Simdi

sj ::min{ue’ﬂ‘:uz (H—g)d(kj)} (5.12)

olarak alalim. Ilk olarak s; > k; olacag1 acik¢a goriilebilir. Eger s; sola sagilmig ise

yani, p (s;) < s; seklinde ise

p(s)) < (1 +g) o (k) (5.13)

olur. (5.13) esitsizligini ve [le% = 1 olmas1 hipotezini kullanarak yeterince biyiik

J'ler ve 0 < 8 < 2i¢in

o (5;) = Gg;ngp(sj) < <1+g) <1+g) o) <(1+8)c(k)  (5.14)

elde edilir. Eger s; sola yogun ise yani p (s;) = s; seklinde ise bu durumda s; > 219

olmak iizere s; — o < B; < s; olacak sekilde bir 8; € T vardir. Buradan

o(sj) = (s —10) < ——2—B; (5.15)
() = T (o) < TS,
0 0
< (HZ) <1+§> o (kj) <(1+8)0 (kj)
yazabiliriz. Burada son esitsizlik i¢in lim pEys(;j )t = 1 olacagini hipotezden gorebiliriz.
Jj—eoP(8j) =0

s sola sa¢ilmig veya sola yogun iken (5.12), (5.14) ve (5.15) yardimiyla yeterince
biiytik j’ler icin

ki <o (kj) < <1+g) o (kj) <sj<o(sj) <(148)0o (k) (5.16)

37



olur. Buradan

~ ta ([0 k] )
Ha ([t0,57] 1)

= / 7 () ap
o (sj) —t0 sl
> 4(0(5)-:0)“((](]’”]?)
= (o (s(j) “10) [o(sj) —o (k)]

elde edilir. (5.16) esitsizligini kullanarak

ad

(Crf) (k) > x>0 (5.17)

ua ([10.k;] 1)
i) —4(249)

a ([10,55]7)

bulunur. Son esitsizlikte j — oo icin limit alirsak (5.17)’nin sag tarafi pozitif bir say1

(Crf) (s)) —

iken sol tarafi ise 0 a gider. Bu celigki ise ispat1 tamamlar.

5.2 Uygulamalar Ve Ozel Haller

Asagidaki sonug, Teorem 5.1.1°ten kolaylikla elde edilebilir.

Sonuc¢ 5.2.1. T, th_)m% = 1 olacak sekilde bir zaman skalasi olsun. f € % (A), T
zaman skalast iizerinde yavas salinimli bir fonksiyon olmak iizere eger f fonksiyonu L

sayisina Cesaro toplanabilir ise
limf (1) =L (5.18)
dir.

Burada belirtelim ki Teorem 5.1.1°teki lim p()

lim 5y = 1 sart1 pek ¢cok zaman skalasi tara-

findan gerceklenmektedir. Asagidaki durumlarda bazi zaman skalas1 6rnekleri incelen-
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misgtir.

o(n)

Durum 1: T = N alalim. ) = 1 olup lim = lim @ =1 elde edilir. Bu durumda
Nn—so0 P (1) n—sool—1
(5.5) esitligi
-
m s, L w=t

klasik Cesaro ortalamasina ve Tanim 5.1.1 ise

liminf  (x,;, —x,) >0
1<B =1, n—oo
klasik durumuna indirgenir. Burada x,, := f (n) seklinde tanimlanmis olan diziler goz

Oniine alinmaktadir.

Durum 2: a > 0 igin T =|[a,) alahm. Burada #) = a olup her 7 > a igin zaman
skalasinin her bir noktasi yogundur, yani o (t) = p (1) = ¢ seklindedir. Bu durumda
o(r)

llggp(t) ~ [lggt =1 olur. (5.5) esitligi

1=t —q

limL/f(s)ds:L

ve Tanim 5.1.1 ise

liminf (f(s)—f(¢)) >0

1<7 =1, 1=

haline gelir [12].

Durum 3: ¢ > 1 olmak iizere T :q‘/N = {q\/ﬁ ‘ne N} zaman skalasini alalim.

to = g olup
o <q\/ﬁ) vn+l
lim —lim? — =1
n—eo (q\/ﬁ) n—yeo g/n—1

sart1 saglanir. q*/N zaman skalasi iizerinde bir f fonksiyonunun Cesaro toplanabilmesi

ve yavas azalan olmasi tanimlari ise

veE
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seklini alir.

Durum4: 8 >0icin T = NP .= {nﬁ :neN } zaman skalasini alalim. 7o = 1 olup

sartin1 saglamaktadir. NP zaman skalasi iizerinde bir f fonksiyonunun Cesaro toplana-

bilmesi ve yavag azalan olmasi tanimlari ise

n

i ) ()

ve

dir.

Durum 5: & > 0 i¢in T =hAN = {hn:n € N} zaman skalasinin da Teorem 5.1.1°de

verilen limit sartin1 sagladig1 kolaylikla goriilebilir.

Durum 6: T = |J [2n,2n+ 1] zaman skalasim alalim. 7y = 2’dir. Herhangi bir 7 € T

n=1

icin bir n = n(t) € N vardir oyle ki
2n<t<2n+1

sart1 saglanir. Eger t yogun bir noktaysa yani 2n <t <2n+1ise 6 (t) =p (t) =t olur. 7
sacilmig bir nokta ise bu durumda da ¢ (2n) =2n,p (2n) =2n—1,0 2n+1) =2n+2,
p (2n+1) =2n+ 1 olur. Her durum i¢in

O

im
n— p (1)
sart1 saglanir.

Yukaridaki ornekler teoremde verilen limit sartinin pek cok zaman skalasi tarafindan
saglandigim gostermektedir. Ancak elbette bu sart1 saglamayan zaman skalalar1 bul-
mak da miimkiindiir. Asagidaki durum sz konusu limit sartinin saglanmadig1 bir za-

man skalasi1 ornegidir.
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Durum 7: ¢ > 1 icin T =¢" = {¢" : n € N} zaman skalasin1 géz oniine alalim. Bu
durumda
o (n) qn+1

— 2 — i _— 2
n—>oop(n) r}l—g}oqn_l g >1

olur.

Asagidaki lemma yardimiyla zaman skalalari tizerinde yeni bir Tauber sart1 elde ede-

cegiz.

Lemma 5.2.1. T, u sicrama fonksiyonu azalmayan olan bir zaman skalasi olsun. f €

P (A) ve A—tiirevlenebilen bir fonksiyon olmak iizere eer hert > ty, t € T icin

—B

A
P 2 o)

olacak gekilde bir B > 0 sayist varsa bu durumda f fonksiyonu T iizerinde yavas aza-

landir.

£

Ispat. Verilen bir € > 0icin § = 0 ve r € T vardir dyle ki

1+€)B
> (1 + 8)1‘0
£
a(s)

sayilar1 bulunabilir. Her s > ¢ > r,

p<1+ 0 olacak sekilde s,7 € T igin

ot

B B A B v
f&)—=f@) = [t{f (p)Ap > B[r{ ua ([to, plr)
~B
. #A([fo,f]qr)[[{ v
~B
TR ERSLERG
B —B
c(t)—to(s_t)

U sicrama fonksiyonu azalmayan oldugundan s —t < ¢ (s) — o (¢) olur. Buradan her
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1) =10 = B
> _ps_°W)
t)—ty

v
|
)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

B € Nigin T =NB 4> 0icin T = [a,0), h > 0icin T =hN, g > 1 icin T =¢" gibi
bir cok zaman skalast i¢in u sigrama fonksiyonu azalmayandir. Ancak elbette bu sart1
saglamayan zaman skalasi 6rnekleri bulmak miimkiindiir. ¢ > 1 i¢in T = q\/N, T =vN,
T = G [2n,2n + 1] gibi zaman skalas1 6rnekleri bu sart1 saglamamaktadir.

n=1

Sonuc¢ 5.2.2. T, u sicrama fonksiyonu azalmayan olan ve ZILm % = 1 olacak sekilde
bir zaman skalast olsun. f € 2 (A), A—tiirevlenebilen bir fonksiyon olmak iizere her
t € Tigin

(0.l | £ ()| < B (5.19)

sartint saglayacak sekilde bir B > 0 sayisi mevcut olsun. Bu durumda eger (5.5) sarti

saglaniyorsa (5.6) esitligi gerceklenir.

Ispat. Lemma 5.2.1°den (5.19) esitsizligi saglandiginda f fonksiyonunun yavas azalan

oldugu sonucuna ulasiriz. Dolayisiyla Teorem 5.1.1°ten istenen sonuca ulasiriz.

Asagidaki sonug, Teorem 5.1.1°teki (5.5) sartinin daha zayiflatilmis haliyle Hardy tipi

Tauber teoremin halen gecerli oldugunu gostermektedir.

o(t)

Teorem 5.2.1. T, u sicrama fonksiyonu azalmayan olan ve tlem = 1 olacak se-
kilde bir zaman skalast olsun. f € 2 (A), A—tiirevlenebilen fonksiyonu (5.19) sartini

saglasin ve hert > ty, t € T icin

ta ([to,t]T) ‘(C’]I‘f)A (f)‘ <M (5.20)
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olacak sekilde M > O sayist mevcut olsun. Eger

st (T) — lim (Cpf) (t) = L (5.21)

t—ro0

ise, bu durumda (5.6) gerceklenir.

ispat. (5.20) ve (5.21) ifadelerinden ve u, T iizerinde azalmayan oldugundan Teorem
3.1.1°de f yerine Ct f alirsak (5.5) ifadesini elde ederiz. Sonug¢ 5.2.2 yardimiyla ispat

tamamlanir.

Son olarak bazi temel zaman skalalarinda Teorem 5.2.1°teki (5.19) kosulu varken

(5.20) nin zaten saglanmakta oldugunu gosterecegiz.

Durum 1: T = N alalim. Bu durumda (5.19) ve (5.20) ifadeleri, B, M > 0 olmak iizere
B
|xn+1 _xn| < ; (5.22)

ve
1 n+1

1 n
n—i—lkg’lxk_zkg‘lxk

seklini alir. (5.22) ifadesi saglandiginda M = B segilerek (5.23) ifadesinin gerceklestigi

M
<= (5.23)
n

[9] Lemma 2.1°den goriilebilir. Gergekten

1 n+1 1

‘mk_ifk—;

n
 x
k=1

IN

IA

yazabiliriz. O halde Teorem 5.2.1, T = N olmasi durumunda [9] Lemma 2.1’e indirge-

nir.
Durum 2: a > 0 i¢in T =]a, ) zaman skalasin1 alalim. Bu durumda her 7 > a i¢in
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(5.19) ve (5.20) ifadeleri

}f'(f)|§£ (5.24)
(ol o
seklinde yazilabilir. Buradan
|<<r—1a)/atf(s>ds>‘ = |-
= == [ s
- = | v -re)as
_ (t—la)2 /at /St (u)duds
< (t_Ba)Z/at/:uiad”dS
_ ﬁ/ﬂt(ln(t—a)—ln(s—a))ds
— (-0 im (0-amp-a)})
-z

elde edilir. Bu durumda M = B secilerek (5.25) esitsizligi elde edilir. Boylece Teorem

5.2.1’den asagidaki sonuca ulasiriz.

Sonug 5.2.3. f : [a,0) — R diferensiyellenebilen bir fonksiyon olmak iizere (5.24)

esitsizligini saglasin. Eger

st ([a,o0)) —hm—/f

I—yoof —

ise

lim f(s) =L

t—o0

—~
~—

dir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda zaman skalalar1 tizerinde baz1 Tauber teoremler elde edilmis ve
lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami insa edilmistir. Literatiirde sadece kesikli
ve siirekli halleri mevcut olan bazi teoriler zaman skalas1 yardimiyla gelistirilmistir.
Elbette bu tezde elde edilen sonucglardan farkli olarak toplanabilme teorisine ait bagka
kavramlari zaman skalalarina dahil etmek ve bdylece teoriyi daha da ileri gotiirmek

miimkiindiir.

Toplanabilme teorisinin bir zaman skalasi tizerinde ¢alisilmasinda en biiyiik zorluk
zaman skalasinin kendisinden kaynaklanmaktadir. Ciinkii cogu zaman, klasik teoride
kolayca aldigimiz tiirevler ve integraller herhangi bir zaman skalas1 {izerinde elde edi-
lememektedir. Bu durumda zaman skalasina bazi kosullar ekleme ihtiyact dogmak-
tadir. Fakat burada da eklenecek kosullarin 6yle bir hassasiyetle secilmesi gerekir ki
klasik teoriyle de celisilmemelidir. Bu doktora tezinde miimkiin oldugu kadar sade ve
dogal kosullar kullanmaya calistik. Ornegin T iizerinde tlgg % = 1 olmas1 ve/veya u
sigcrama fonksiyonunun azalmayan olmasi gibi. Hem zaman skalasi ile ¢alismanin giic-
liigii hem de toplanabilme teorisindeki klasik ispatlarin teknik olmasi bizi cogu zaman
olduk¢a zorlamistir. Fakat uygun zaman skalalar {izerinde cesitli karakterizasyonlar

ile Tauber tipi teoremlere ulagilmis olmasi bizlere bu konuda gelecekte daha pek ¢ok

gelismenin olabilecegi sinyalini ve inancini vermistir.
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