TOBB EKONOMIi VE TEKNOLOJi UNiVERSITESI
FEN BiLIMLERIi ENSTITUSU

GENEL TOPLANABILME METODU iLE BERNSTEIN-CHLODOVSKY TiPi
OPERATORLERIN YAKLASIMI

YUKSEK LiSANS TEZi

Meryem Ece ALEMDAR

Matematik Anabilim Dah

Tez Damismani: Prof. Dr. Oktay DUMAN

NISAN 2020






Fen Bilimleri Enstitiisii Onay1

Prof. Dr. Osman EROGUL
Miidiir

Bu tezin Yiiksek Lisans derecesinin tiim gereksinimlerini sagladigini onaylarim.

Prof. Dr. Oktay DUMAN
Anabilimdali Bagkani

TOBB ETU, Fen Bilimleri Enstitisi'niin 172111003 numarali Yiiksek
Lisans 6grencisi Meryem Ece ALEMDAR’in ilgili yonetmeliklerin belirledigi
gerekli tim  sartlar1  yerine  getirdikten sonra hazirladifi  “ GENEL
TOPLANABILME METODU ILE BERNSTEIN-CHLODOVSKY TiPi
OPERATORLERIN YAKLASIMI” bashkl tezi 21.04.2020 tarihinde asagida
imzalar1 olan jiiri tarafindan kabul edilmistir.

Tez Danmismani: Prof. Dr. Oktay DUMAN
TOBB Ekonomi ve Teknoloji Universitesi

Juri ﬁyeleri: Prof. Dr. Cihan ORHAN (Baskan)
Ankara Universitesi

Prof. Dr. Mustafa BAYRAKTAR
TOBB Ekonomi ve Teknoloji Universitesi

il


Ece
Mühür

Ece
Mühür

Ece
Mühür

Ece
Mühür





TEZ BILDIRIMI

Tez icindeki biitiin bilgilerin etik davranig ve akademik kurallar cercevesinde elde
edilerek sunuldugunu, alint1 yapilan kaynaklara eksiksiz atif yapildigini, referanslarin
tam olarak belirtildigini ve ayrica bu tezin TOBB ETU Fen Bilimleri Enstitiisii tez

yazim kurallarina uygun olarak hazirlandigini bildiririm.

Meryem Ece Alemdar

/7% e

il


Ece
Mühür





OZET
Yiiksek Lisans Tezi

GENEL TOPLANABILME METODU ILE BERNSTEIN-CHLODOVSKY TIPI
OPERATORLERIN YAKLASIMI

Meryem Ece Alemdar

TOBB Ekonomi ve Teknoloji Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Tez Danigmani: Prof. Dr. Oktay Duman
Tarih: Nisan 2020

Bu yiiksek lisans tezinde toplanabilme teorisindeki yontemler ile 6zellikle de regiiler
toplanabilme matrisleri kullanilarak Bernstein-Chlodovsky operatorlerinin yaklagim

ozellikleri incelenmistir ve yaklasimdaki yakinsaklik oranlar1 hesaplanmugtir.

Bilindigi tizere Weierstrass Yaklasim Teoremi ifade etmektedir ki, kapali bir [a,b]
aralif1 iizerinde siirekli olan her fonksiyona, polinomlarla diizgiin olarak
yaklagilabilir. Bu teoremin ilk orijinal versiyonu 1885 yilinda Weierstrass tarafindan
verilmigtir. Daha sonra Bernstein, 1912 yilinda tamimladig1 polinomlarla bu teoremin
ingaya dayanan bir bagka ispatin1 vermistir. Bu yaklasim fikri pek cok arastirmaci
tarafindan uygulanmis ve bu durum yeni ve etkin yaklasim operatorlerinin

tanimlanmasina imkan saglamistir.

1937 yilinda Chlodovsky, [0,+c) araliginda tamimli olan fonksiyonlara
yaklagabilmek icin Bernstein’nin polinomlarini genellestirmistir. Daha sonra bu
alanda giiniimiize kadar literatiirde pek ¢ok calisma yapilmistir. Fakat bu ¢alismalarin
hemen hemen tamaminda yaklagimin gergeklenebilmesi i¢in
by

lim— =0

n—oo N
kosulunu saglayan pozitif reel sayilarin bir (b,) dizisine ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu tez

calismasinda, regiiler toplanabilme metotlar1 yardimiyla bu limit kosulunun
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zayiflatilmas1 amaglanmigtir. Hatirlatmaliy1z ki regiiler toplabilme metotlari, 6rnegin
aritmetik ortalama yakinsaklik metodu, yakinsak dizileri korudugu gibi klasik
anlamda yakinsak olmayan pek c¢ok diziyi de toplayabilmektedir. Dolayisiyla
toplanabilme metotlariyla elde edilecek yaklagim teoremleri, klasik sonuclari bir adim
daha ileriye gotiirmektedir. Literatiirde pozitif lineer operatorlerin yaklagimlarinda
toplanabilme metotlar1 siklikla kullanilmasina ragmen Bernstein-Chlodovsky
operatorlerinin yaklagimi iizerinde heniiz bu yonde bir inceleme yapilmamuistir. Bu tez

calismasinda literatiirdeki bu boslugun doldurulmasi hedeflenmistir.

Tezde oOncelikle klasik Bernstein-Chlodovsky operatorlerinin yaklagim o6zellikleri
hatirlatilacak, sonra bunlarin toplanabilme metotlar1 yardimiyla bir modifikasyonu
tanimlanacak ve daha sonra da bu yeni operatoriin klasik yaklasimdan daha genel ve
giiclii yaklasgim ozelliklerine ulagilacaktir. Yakinsaklik oranlari da hesaplanacaktir.
Bunun i¢in yaklagimlar teorisinde 6nemli bir ara¢ olan siireklilik modiilii kavrami
kullanilacaktir. Klasik durumu gerceklemeyen fakat bu yeni modifikasyona gore
yaklasima imkan saglayan bir uygulama verilecek ve sonuclar grafiksel olarak

gozlemlenecektir.

Tezin bir diger hedefi ise elde edilen sonuglarin ¢ok degiskenli fonksiyonlara
aktarilmasi iizerine olacaktir. Burada genel bir yaklagim teoremi verildikten sonra

ozellikle iki degiskenli fonksiyonlara yaklagim durumu grafiklerle desteklenecektir.

Son olarak, tezde elde edilen sonuclar tartisilacak ve gelecekte konuyla ilgili

yapilabilecek olas1 arastirmalar degerlendirilecektir.

Anahtar Kelimeler: Pozitif lineer operatorler, Bernstein-Chlodovsky operatorleri,

Regiiler toplanabilme metodu, Cesaro metodu, Agirlikli uzay, Siireklilik modiilii.



ABSTRACT
Master of Science

GENERAL SUMMABILITY METHODS IN THE APPROXIMATION BY
BERNSTEIN-CHLODOVSKY OPERATORS

Meryem Ece Alemdar

TOBB University of Economics and Technology
Institute of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Oktay Duman
Tarih: April 2020

In this master thesis, the approximation properties of Bernstein-Chlodovsky
operators has been investigated by using methods in summability theory, especially
regular summability matrices, and rate of convergences in the approximation have

been computed.

As is known, the Weierstrass Approximation Theorem states that any function that is
continuous on a closed interval [a,b] can be approximated uniforomly by
polynomials. The first original version of this theorem was introduced by Weierstrass
in 1885. Later, Bernstein gave another proof of this theorem in 1912, which was
based on the construction with the polynomials. The idea of this approach has been
applied by many researchers and this situation has enabled to determine new and

effective approximation operators.

In 1937, Chlodovsky generalized Bernstein’s polynomials to approximate the
functions defined in the interval [0, 4o0). Later, many studies in this field have been
conducted in the literature so far. However, in almost all of these studies, the

following limit condition on a given sequence (b,,) of positive real numbers

by,
Iim — =0
n—oo n
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is needed to achieve the approximation. In this thesis, it is aimed to weaken this limit
condition with the help of regular summability methods. We should remind that
regular summability methods, such as the method of arithmetic mean convergence,
preserve the usual convergence as well as able to sum many sequences that are not the
classical convergent. Therefore, the approximation theorems obtained with
summability methods take the classical results one step further. Although
summability methods are frequently used in the approximation by positive linear
operators in the literature, no approach has yet been made on the approximation by
Bernstein-Chlodovsky operators. In this thesis, it is aimed to fill this gap in the

literature.

In the thesis, first of all, the approximation properties of the classical
Bernstein-Chlodovsky operators will be reminded, then a modification of them will
be defined with the help of summability methods, and then more general and strong
approximation results for this new operators will be reached. Rate of convergences in
the approximation will also be calculated. For this, the concept of modulus of
continuity, which is an important tool in approximation theory, will be used. An
application that does not satisfy the classical situation but allows an approximation
according to this new modification will be given and the results will be graphically
observed.

Another aim of the thesis will be on extending the obtained results to multivariable
functions. After giving a general approximation theorem here, the situation of

approximation to functions of two variables will be supported with graphics.

Finally, the results obtained in the thesis will be discussed and possible future research
on the topic will be evaluated.

Keywords: Positive linear operators, Bernstein-Chlodovsky operators, Regular
summability methods, the Cesaro method, Weighted spaces, Modulus of continuity.
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burstan dolayr TOBB Ekonomi ve Teknoloji Universitesine tesekkiirlerimi sunarim.
Son olarak destekleri ile her zaman yanimda olan bu hayattaki en biiyiik sansim olan
kiymetli ailem ve sevgili arkadaslarima sonsuz tesekkiir ederim.
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SEMBOL LISTESI

Bu tezde kullanilan simgeler aciklamalar ile birlikte asagida yer almaktadir.

Simgeler

Aciklama

d boyutlu reel sayilar kiimesi

d boyutlu dogal sayilar kiimesi

I araliginda sinirhi fonksiyonlarin uzay1

I araligindaki siirekli fonksiyonlarin uzayi

[0, +o0) araliginda siirekli ve )}1_r>£10 f(x) limiti mevcut olan
fonksiyonlarin uzayi

[0, +0) arali§inda siirekli ve )}1_{20 f(x) =0 olan fonksiyonlarin uzay1
[0, 40) aralifinda siirekli ve )}1_r>£10 % limiti mevcut olan
fonksiyonlarin uzayi

[0, +e0) araliginda sinirh ve siirekli fonksiyonlarin uzay1
Bernstein polinomlari

Bernstein-Chlodovsky Operatorii

Modifiye Bernstein-Chlodovsky Operatorii

x' ile tanimlanan test fonksiyonlar

¢~ ile tanimlanan test fonksiyonlari

Alisilmis supremum normu

E5 uzayindaki norm

Cesaro matrisi

Siireklilik modiilii

(x1,%2,...,xg) € RY

(k1,k, ... kg) € N¢

Xii






1. GIRIS

Yaklasimlar teorisi, bir fonksiyona daha basit fonksiyonlarla (polinom ya da
operatorlerle) nasil yaklagsilabilecegi problemini incelemektedir. Bir kapali ve sinirli
[a, D] aralig1 tizerinde siirekli olan fonksiyona polinomlarla yaklagilabilecegi ilk olarak
1885 yilinda Alman matematik¢i Weierstrass tarafindan verilmistir. Daha sonra bunun
icin yapisal bir ispat, Rus matematik¢i olan Bernstein’in 1912 yilinda tanimladig:

polinomlarla verilmistir. Bilindigi iizere Bernstein polinomlari

Bu(fix) = kfof (S) (Z)xk(l Xk 0<x<1

ile tanimlanir (bkz. [14]). Buna gore, f, [0, 1] aralig1 iizerinde siirekli olan herhangi bir
fonksiyon olmak iizere (B,(f)) dizisiyle f fonksiyonuna diizgiin olarak yaklagmak
miimkiindiir. Bernstein’in bu ispatindan sonra 1937 yilinda Chlodovsky, [0,ec) aralig
tizerindeki fonksiyonlara yaklasabilmek icin yukaridaki operatorleri su sekilde

genellestirmistir:

> f(ﬁ) <”) (i)k (1 —i)nk x € [0,by] ise
Cou(f3bnsx) :== ¢ k=0 n k) \ b, b, ’ »On

f(x), x> b, ise,

burada (b,)

. . n
lim b, = ve lim — =0
n—soo n—e

kosullarin1 gercekleyen pozitif reel terimli bir dizidir. Bu operatorler literatiirde

Bernstein-Chlodovsky operatorleri olarak bilinir (bkz. [1, 8]).

Toplanabilme metotlar1 simdiye kadar operatorlerle fonksiyonlara yaklasimda siklikla
kullanilmig ve bu sayede klasik teoriden daha genel ve kuvvetli olan yaklasim
sonuclarina ulagilmistir  (bkz.[3-6, 15-17]). Fakat yukarida tamimlanan C,

Bernstein-Chlodovsky operatorleriyle ilgili literatiirde heniiz bu yonde bir ¢alisma



yapilmamustir. Bu yiiksek lisans tezinde, esas olarak regiiler toplanabilme metotlar
yardimiyla lim %" = 0 limit kosulu zayiflatilarak Bernstein-Chlodovsky operatoriiniin
n—soo

yaklagim ozellikleri yeniden ele alinacaktir.

Bu tez toplam bes boliimden olusmaktadir. Tk boliim giris kismina ayrilmustir. ikinci
boliimde, yaklasimlar teorisine ve toplanabilme teorisine iliskin tez boyunca ihtiyag
duyulacak bazi temel kavramlar, tanim, notasyon ve teoremler hatirlatilacaktir.
Uciincii boliimde, klasik Bernstein-Chlodovsky operatoriiniin yaklasim ozellikleri ve
yakinsaklik oranlar verilecektir. Tezin orijinal boliimii olan dordiincii boliimde, once
Bernstein-Chlodovsky operatorlerinin = regiiler toplanabilme metotlartyla  bir
modifikasyonu verilecek, sonra bu yeni operator dizisine iligkin yaklasim teoremleri
elde edilecek ve yakinsaklik oranlari hesaplanacaktir. Bu bdliimde ayrica ¢ok
degiskenli duruma iligkin sonuglara da yer verilecek olup elde edilen yaklagim
teoremlerinin uygulamalar1 Wolfram Mathematica programi yardimiyla grafiksel

olarak gosterilecektir. Tezin son boliimiinde ise sonug ve Onerilere deginilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, iizerinde ¢alisacagimiz fonksiyon uzaylarinin tanimi verilecektir. Ayrica
yaklasimlar teorisinden pozitif lineer operator ve siireklilik modiilii kavramlar ile
toplanabilme teorisinden regiiler matris metotlar1 ve aritmetik ortalama yakinsaklik

kavrami hatirlatilacaktir.

2.1 Yaklasimlar Teorisine iliskin Bazi Kavramlar

Oncelikle tez boyunca ihtiya¢ duyacagimiz bazi fonksiyon uzaylarini asagidaki gibi

siralamak miimkiindiir (bkz. [1]):

Cla,b): = {f|f:[a,b] — R sirekli},

Bla,b]: = {f|f:[a,b] > Rsmurh},
Cl0,4o0): = {f]f:]0,40)— Rsiirekli},
C*[0,+o0) 1 = { f € Cl0,40) | lim f(x) mevcut},
Col0,+e): = {F €Cl0+e) | im f(x) =0}
BIO+e): = {f|f:10,-+e0) = R simirh},
Cg[0,400): = C[0,400) NB[0,+o0).

B0, 4-00) uzay1 iizerinde aligilmig supremum normu gozoniine alinacaktir; yani

f € B[0,+e0) olmak iizere || f||.. := sup |f(x)]
x>0

seklindedir. Ayni norm, C*[0,+), Cy[0,+) ve Cpl0,4oo) altuzaylarinda da
gecerlidir. Ustelik, [a,b] arahig1 iizerinde supremum alinarak, benzer normu Cla,b] ve

Bla, b] uzaylari iizerinde de tanimlamak miimkiindiir.



Ayrica asagidaki agirlikli uzaya ve iizerinde tanimlanan norma ihtiyacimiz olacak:

. - f(x)
E, = {f € C[0,+eo) I)}grolcw mevcut
\(
N , S ()]
f S E2 olmak iizere ||f||E2 = )Sclzllgm

Simdi pozitif lineer operatorler lizerinde bazi bilgiler verelim.

Tanmm 2.1.1. X ve Y reel degerli fonksiyon uzaylart olmak iizere L : X — Y operatorii

verilsin. Eger her aj,a, € Rve f1, f, € X icin

L(ay fi +axf2;x) = a1 L(f1:x) + a2L(f2:x)

kosulu saglanirsa, L ye lineer operator adi verilir. [1|

Tanmm 2.1.2. L : X — Y bir lineer operatér olsun. f > 0 oldugunda L(f) > 0

gercgekleniyorsa, L ye pozitif lineer operator denir. [1|

Yaklagimlar teorisinde 6zellikle de yakinsaklik orani hesaplamasinda ihtiya¢ duyulan

stireklilik modiilii kavramini ve onun genel 6zelliklerini hatirlatalim.

Tanim 2.1.3. Reel sayilarin bir I aralig iizerinde sinirli bir f fonksiyonunun siireklilik

modiilii, 5 > 0 olmak iizere

o(f.8):= sup |f(x)= ()
iy

seklinde tammlanir. Burada I, reel sayilarin sinirli veya simirsiz bir araligi olabilir (bkz.

[1, 13, 14)).

Teorem 2.1.1. w(f, ) siireklilik modiilii icin asagidakiler gerceklenir:
(i) Herx#yx,y € [ab] igin |£(x) — ()] < O(f, v~ ) olur
(ii) o(f,08), 8 ya gore artandur.

(iii) f fonksiyonu I iizerinde diizgiin siirekli ise 5lim+ o(f,0) =0 olur.
—0



(iv) f' tiirevi mevcut ve I iizerinde sirlt ise, bu durumda bir M > 0 sabiti icin

o(f,06) <MJ olur.

(v) f Holder siirekli ise, yani o. € (0,1], M > 0, x,y > 0 olmak iizere | f(y) — f(x)| <
M|x —y|* gercekleniyorsa, bu durumda her 6 > 0 icin o (f,0) < MS% olur.

(vi) Hern € Nicin o(f,nd) <nw(f,d) dur; dolayistyla, her A > 0 icin o(f,A0) <
(1+A)o(f,0) olur.

(bkz.[1, 13)).
Simdi
ei(x)=x' (i=0,1,2) (2.1)
ve
fal)=e* (A =0,1,2) (2.2)

test fonksiyonlarini kullanarak, C[a, b] iizerindeki klasik Korovkin Teoremini ve onun

agirlikli uzaylara olan geniglemesini hatirlatalim.

Teorem 2.1.2. (Klasik Korovkin Teoremi)
L, : Cla,b] — Cla,b] pozitif lineer operatirler dizisi olmak iizere eger her biri =0,1,2
icin

Ln(e,-) = e

ise, bu durumda her f € Cla, b|
L,(f) = f

gerceklenir. Burada = sembolii, diizgiin yakinsakligi gostermektedir. [1, 13]

Teorem 2.1.3. (Agwrlikli Uzaylarda Korovkin Teoremi-1)

L, : E» — E, pozitif lineer operatorler dizisi olmak iizere eger her biri = 0,1,2 icin

lim (|2, (e;) — eillg, = 0,

5



ise, bu durumda her f € E;

5 12,(f) ~ fllg, =0

gerceklenir. [1]

Teorem 2.1.4. (Agwrlikli Uzaylarda Korovkin Teoremi-2)
L, : C*[0,+00) — C*[0,+o0) pozitif lineer operatorler dizisi olmak iizere eger her
A=0,1,2icin

Jim [|Z,(f2) = falle =0

ise, bu durumda her f € C*|0,+e0) i¢in
Jim (1) — £l = 0

olur. [1]
Son olarak, yakinsaklik orani iizerine asagidaki teorem bilinmektedir.

Teorem 2.1.5. [ reel sayilarda bir aralik olsun. C(I) uzaymun E alt vektor uzay,
eo, e ve ey test fonksiyonlarimin yam sira Cg(I) uzayw da icersin. Her bir x € I igin [
iizerinde Yy (t) =t — x ile tammlanan , fonksiyonunu gozoniine alalim. Eger
L : E — B(I) bir pozitif lineer operatir ise, bu durumda her f € Cg(I), 6 >0vex el

icin,

L0720 = £ < 7 Lleai) — oo (Llenin) + 4/LWEs2) VDl ) 0(10)
(2.3)

elde edilir. Ustelik, eger f fonksiyonu I araliginda tiirevlenebilir ve f' € Cp(I) ise,

() — £(0] < O Ile0:) — eo@)| + L 1L i)
ety (VI + 5/ L) )or'5)

(2.4)

gercgeklenir. [1, 13]



2.2 Toplanabilme Teorisine Iliskin Baza Kavramlar

Tamm 2.2.1. (y,) bir say: dizisi olmak iizere

1imliyk:K

n—oon =1

olacak sekilde bir K sayisi varsa, (y,) dizisi K ya aritmetik ortalama yakinsaktir (ya

da, Cesaro yakinsaktir) denir. [7, 10]

Asagida verilen teorem klasik yakinsaklik ile aritmetik ortalama yakinsaklik arasindaki

iliskiyi ifade etmektedir.

Teorem 2.2.1. (y,) dizisi icin li_r>n yn = K ise,
n—oo

n—soo n

=K

olur; yani yakinsak her dizi aynt sayrya aritmetik ortalama yakinsaktir. [7, 10)

Bu teoremin tersi her zaman dogru degildir. Ornegin ((—1)¥) dizisi klasik anlamda
yakinsak olmamasina ragmen 0 sayisina aritmetik ortalama yakinsaktir. Ayrica sinirsiz

oldugu halde Cesaro toplanabilen dizi ornekleri de vardir.
Tamm 2.2.2. Bir (y,) dizisi ve A = |a,| sonsuz matrisi verilsin ve
(Ay)n == kzl Ank Yk

seklinde tanimlanan serisinin her n icin yakinsak oldugunu kabul edelim. Eger lgn Vo=
Nn—yoo

K iken 1i_r>n (Ay), = K kosulu saglaniyorsa, A ya regiiler matris denir. [7, 10]
n—roo
Ornegin

Cnk 1= (2.5)

seklinde tanimlanan C; = (c,x) Cesaro matrisi regiilerdir. Asagidaki teorem regiiler

matrisleri karakterize etmektedir.



Teorem 2.2.2. (Silverman-Toeplitz Kosullart)
Bir A = [ay;] matrisinin regiiler olmast icin gerek ve sart
(i) sup ¥ fam| <ee,
n—eo k=1
(ii) Yk icin ai = ’}gl}oank =0,
(iif) ’111_r>£10k§1 A =1

kosullarmmn saglamasidir. |7, 10]



3. BERNSTEIN-CHLODOVSKY OPERATORU

Bu boliimde klasik Bernstein-Chlodovsky operatorii ve onun yaklasim o6zellikleri

izerine bilgiler hatirlatilacaktir.

3.1 Operatoriin Tanim

Bernstein polinomlari, yaklasimlar teorisinde ve analitik fonksiyonlar teorisinde 6nemli

bir yap1 tas1 niteligindedir. Bilindigi iizere

Ba(fix) = k:fof (S) (Z)f (1

esitligi ile verilen Bernstein operatorleri yardimiyla [0, 1] aralid1 iizerinde siirekli olan
fonksiyonlara (diizgiin olarak) yaklasabilmek miimkiindiir. Fonksiyonlarin tanim
kiimesini [0, 1] arahigindan [0,4-o0) aralig1 iizerine genisletebilmek igin Chlodovsky

1937 yilinda asagidaki operator dizisini tanimlamistir:

ff(%> (”) <1)k(1—ﬁ)nk x € [0,by] ise
Co(fibmix): =4 =0” \ n ) \k) \ by, by ’ o (3.1)

f(x), x> b, ise,

burada (b,),
lim b, = ve lim [2 =0 (3.2)

n—oo n—eo n
kosullarin1 gercekleyen pozitif reel terimli bir dizidir. (3.1) ile verilen C,, operatorleri,
literatiirde Bernstein-Chlodovsky operatorleri olarak bilinmektedir (bkz. [1, 8]).
Dikkat edilmelidir ki her bir n € N i¢in C,, pozitif ve lineer bir operatér olup,

yaklagilacak olan f fonksiyonunun tanim kiimesi [0, 4-o0) aralid1 iizerindedir.



C, operatoriiniin Ep, C*[0,+) ve Cy|0,+o0) uzaylarim kendi iizerlerine gotiirdiigii

bilinmektedir; yani her n € N i¢in

C, : Ehb—E
C, : C*[0,400) — C*[0,+o0)

C, : C0[0,+°°)—>C0[0,+°°)
gerceklenir.

3.2 Yaklasim Ozellikleri

Bernstein-Chlodovsky operatorlerinin yaklasim 6zelliklerini inceleyebilmek icin (2.1)
ve (2.2) de verilen test fonksiyonlarindaki degerlerinin hesaplanmasi gerekmektedir.
Oncelikle ep(x) = 1 test fonksiyonunu gozoniine alalim. Bu durumda 0 < x < b, i¢in

binom ag¢ilimindan yararlanarak

csmnen =5 0) () (- 2) -

bulunur. Simdi e (x) = x test fonksiyonunu kullanarak yine her 0 < x < b, i¢in

" pokon! x ) )"
Cn(el, nvx) k;) n (n—k)'k' (bn) ( b”>
_ i (-t o x\"
B = e NN A
U VI S AU S
& (n—k—1)%k! bk bn
(@00
= k bn b"‘

= x=e¢e1(x)

:h‘
,_.._

|
=

elde edilir. Son olarak e;(x) = X% test fonksiyonu dikkate alindiginda 0 < x < b,

olmak tizere
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Cale;bnsx) = ;ﬁf C n/l 'k'bk< lj)
= ék;I(n (Z_l bkkz( 771)
+ X T i (- bi)
= é%m_(%_(llc)!zwb" 2< _”i)
+ ;;1 % (n —<Z)T(/1<)§ 1! bg_z (1 B b£>

2 n—2 n—k—2
o= LD
k

k=0 n n
R
n &\ k )bk by
 (n—1)¥? byx
n n

elde edilir. Yukaridaki li¢ durum g6zoniine alindiginda her x > 0 icin

Cu(eosbp;x) = ep(x) =1
Culer;bnsx) = ej(x) =x

2 .
- ) € Oabn
Colexibpx) = 4 an * (0,6} ise (3.3)

x4, x> b, ise

sonucuna ulagilir. Simdi E, agirlikli uzaymi ve onun iizerinde tanimlanan normu

dikkate alirsak (3.2) kosullar1 altinda
r}l_rfolo |Ca(e0s bn) — eOHEz =0

ve

lim [|Cy(e13bn) — el g, =0

11



oldugunu gormek kolaydir. Yine aynm kosullar altinda

| 2o
nl_r&H n(€2;bn) —e2llg, nl_rgx:[ggn] (14+x2)n
b
< lim =2 =0
n—eo n

bulunur. Dolayisiyla Teorem 2.1.3 uyarinca asagidaki sonuca ulasiriz.

Sonu¢ 3.2.1. (3.1) ile tamumlanan (C,) operator dizisi igcin (3.2) kosullarimn
gerceklendigini kabul edelim. Bu durumda her f € E; icin

r}g{}o |Ca(f:bn) _fHEz =0

olur. [1, 8]

Simdi C*[0,4o0) uzayi iizerindeki fonksiyonlara (alisilmis supremum normuna gore
diizgiin olarak) yaklasabilmek icin f; (x) = e ** (1 = 0,1,2) test fonksiyonlarindan
yararlanacagiz. A = 0 iken C,(fo;bn;x) = 1 oldugundan durum aciktir. Diger A

cammen - £ () (2)' ()
A B = k) \ b, by

degerleri i¢in

olup buradan

BTRGL
Co(fr:bnsx) = [1 —Ax (1_;—%)]

elde ederiz. Simdi esitligin her iki tarafinda n — oo igin limit alinirsa [0, +eo) aralig

tizerinde

Ca(fa3bn) = f2
bulunur. Dolayisiyla Teorem 2.1.4 uyarinca asagidaki sonuca ulasiriz.
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Sonu¢ 3.2.2. (3.1) ile tammlanan (C,) operator dizisi icin (3.2) kosullarimn

gerceklendigini kabul edelim. Bu durumda her f € C*[0,+o0) icin
im [[Co(f3bn) = flle =0
n—oo

olur. [1, 8]

3.3 Yakinsaklik Oram

Yakinsaklik oranini hesaplayabilmek icin Teorem 2.1.5 ten yararlanacagiz. Oncelikle

her i =0, 1,2 i¢in e; € E; olup (3.3) ten her x € [0,b,] i¢in

Cn(‘l’f;bn;x) = Cn(92§bn§x)_zxcn<€l;bn§x)—x2Cn(eo§bn§X)

n
elde edilir. Dolayisiyla asagidaki sonuglar yazabiliriz.

Sonug 3.3.1. Her f € Cg[0,4o0) ve 0 < x < by, igin

byx — x2
Calf3bwi0) = ()] < 20 (f, = )

gerceklenir. [1]

Sonu¢ 3.3.2. f € Cg[0,+o0) fonksiyonu tiirevienebilir ve f' € Cpl0,4) ise, bu

durumda her 0 < x < b, icin asagidaki esitsizlik saglamr (bkz. [1]):

byx —x2 £ byx —x2
)

n n

Cu(f3busx) — f(x)| < 2

13






4. REGULER TOPLANABILME METOTLARI ILE YAKLASIM

Bu boliimde (3.1) ile verilen klasik Bernstein-Chlodovsky operatiiriiniin yaklasiminda
gerekli olan r}gl}o % = 0 limit kosulunun regiiler toplanabilme metotlar1 yardimiyla
zayiflatilmasi ve boylece olast yakinsaklik kaybini gidermek i¢in alternatif bir yontem
sunulmasi1 planlanmaktadir. Literatiirde bilinen yaklasim teoremlerinin hemen hemen
tamami1 s6z konusu limit kosuluna dayanmaktadir. Bu nedenle 6zellikle bu bolimde
yapacagimiz c¢aligmalarin  yaklasimlar teorisine orijinal katkilar sunacagini

diisiiniiyoruz. Oncelikle klasik Bernstein-Chlodovsky operatoriiniin bir modifikasyonu

tanimlanacak ve daha sonra onun yaklasim 6zellikleri incelenecektir.

4.1 Bernstein-Chlodovsky Operatoriiniin Bir Modifikasyonu

A = [aj,] (j,n € N) negatif olmayan bir regiiler toplanabilme metodu olsun. Bunun
yardimiyla verilen (3.1) deki C,, operatoriiniin yeni bir modifikasyonunu asagidaki gibi

tanimlayalim:

Z ajnCo(f3bp;x). 4.1)

Simdi (4.1) operatorleri i¢in (3.2) deki limit kosulundan daha zayif olan

lim Z a,n = 4.2)

]%‘X’

kosulunu goz Oniine alalim. Tez boyunca %, operatorlerinin E;, C*[0,+o0) ve
Co[0,+40) uzaylarin kendi tizerlerine doniistiirecek sekilde A = [aj,] negatif olmayan
regiiler toplanabilme metotlarin1 gézoniine alacagiz. Bu sekildeki regiiler metotlara
iliskin uygulamalara son béliimde deginilecektir. Oncelikle, her bir n € N icin C,
operatdrii pozitif ve lineer oldugundan, her bir j € N i¢in € operatorleri de dyledir.
Ustelik f € B[0,+o) oldugunda A = [aj,] j,n € N negatif olmayan bir regiiler
toplanabilme metodu oldugundan Teorem 2.2.2 ile verilen Silverman-Toeplitz

kosullar1 uyarinca her bir j € Nigin €j(f) € Cg[0,40) oldugunu gérmek zor degildir.
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4.2 Yaklasim Teoremleri

[k olarak [0, +oo) aralig1 iizerinde asagidaki noktasal yaklagim teoremini elde edecegiz.

Bu yaklagim [0, +o0) araliginin kompakt altkiimeleri iizerinde diizgiin olacaktir.

Teorem 4.2.1. lim b, = +oo olacak sekilde pozitif reel sayiarin bir (by,) dizisi

n—soo
verilsin. A = [aj,] negatif olmayan regiiler bir toplanabilme metodu olsun ve (4.2)

kosulu gerceklensin. Bu durumda her f € Cg[0,~+) ve her x € [0,+co) icin

lim €;(f;x) = f(x)

=

noktasal yaklagimi gecerlidir. Bu yaklasim [0,4+o0) araligimin kompakt altkiimeleri

iizerinde diizgiindiir.

Ispat. Teoremi ispatlayabilmek icin Altomare’nin [2] deki bir sonucundan
yararlanacagiz. Bu sonuca gore, eger bir (L) pozitif lineer operatir dizi ey, e] ve e

test fonksiyonlarinda tanimli ve her bir x € [0,+o0) icin

lim L, (e;;x) = ei(x) (i=0,1,2)

n—oo

oluyorsa, bu durumda her f € Cgl0,+o0) icin
Jim L, (fix) = /)

gerceklenir. Siiphesiz bu yaklagim [0,4c) araliginin kompakt altkiimeleri iizerinde
diizgiindiir.

Simdi bir onceki boliimden C,, klasik Bernstein-Chlodovsky operatorleri icin

Cu(eo,bn;x) = ep(x)=1

Culer,by;x) = ej(x)=x

Cn(627bn;x) = n n

16



oldugunu biliyoruz; yani C, operatorleri e;(x) = x' (i = 0,1,2) test fonksiyonlarinda
tammlidir. Yine (4.1) tamimindan, €; operatiorlerinin de ayni test fonksiyonlarinda
tamumly oldugunu gormek zor degildir. Simdi €; operatorleriyle bu test fonksiyonlarina

nasil yaklasilabilecegini gésterecegiz. Oncelikle her bir x € [0,+) ve j € N icin
Cjileo;x) ZaJ” ve €j(er;x —xZa]n

olacagindan

[€j(eosx) —eo(x)| =

Y ajn—

n=1

X i ajn—1
n=1

[Cjlersx) —ei(x)] =

seklinde yazmak miimkiindiir. Yukaridaki egitsizliklerin her iki yaminda j — oo icin limit
alimirsa ve A = [a,] matrisinin regiiler oldugu da gozoniinde bulundurulursa Teorem

2.2.2 deki Silverman-Toeplitz kosullart uyarinca

lim | (e0:x) — eo(x)| = O,
Jj—reo
lim [€(e1:x) €1 (¥)] = 0
Jj—reo

elde edilir. Ayrica her x > 0 ve n € N icin

2

b

Calersbasx) — ] < — 4220

n n

oldugundan

Cj(e2;x) —ea(x)| = Zam (€2;bn;x) — €2(x)

< Zajn|cn(92;bn;x) ‘+|62
n=1

elde edilir. Gerekli igslemler yapilarak
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[Eilexix) —ea)] < iafn<72+_> e

bulunur. Son egitsizligin her iki tarafinda j — o i¢in limit alimirsa, A = |a j,) matrisinin

regiilerliginden ve (4.2) kosulundan

lim [(e:) — ea(x)] =0
Jj—reo

elde edilir. Dolayisiyla tiim kosullar gerceklendiginden her f € Cp[0,+0) ve her x €
[0, 4-00) icin

lim @j(f1x) = f(x)
noktasal yaklagimi bulunur. Bu yaklagim [0,4o0) araligimin kompakt altkiimeleri

tizerinde de diizgiin olacaktir. Boylece ispat tamamlamir. ]

C*[0,0) uzaylari iizerinde yaklagim sonuglarini verecegiz.

Teorem 4.2.2. lgn b, = +eo olacak sekilde pozitif reel sayilarin bir (by,) dizisi
n—oo
verilsin. A = |aj,] negatif olmayan regiiler bir toplanabilme metodu olsun ve (4.2)

kosulu gerceklensin. Bu durumda her f € Ej icin
lim [|€5(f) — fllz, = 0
Jreo

elde edilir.

Ispat. Teorem 2.1.3 e gire her i =0,1,2 icin

lim |[€;(e) —eille, = 0
Jj—oo

18



oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun icin

i(e03x) Za]n

oldugundan

|€j(€03x) — eo(x)]
|€j(e0) —eoll,, = sup : Ol+x20

) ap-
n=1

bulunur. Egitsizligin her iki tarafinda j — oo igin limit alinirsa ve A = |a;,| matrisinin

regiilerligi kullanilirsa,

tim [4)(e0) —eo], =0

elde edilir. Benzer olarak

oldugundan

|Cj(e1;x) —e1(x)]
[iten=elly, = sup= IHXZI

Z djn —

= Su
x>131+

Y n
n=1

yazilabilir. Yine j — oo icin limit alinarak
im [[6e1) 1], =0

oldugu goriiliir. Son olarak Teorem 4.2.1 in ispatindaki

|G (ea;x) — ea(x)| < x* ZaJ" —|—xZa]n—+x

Z djn—
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esitsizliginden yararlanirsak,

1(e2) = ex|, <

Zajn—l
n=1

— [ — by
n=1 L n
elde ederiz. Buradan da
li - — =
lim [[65(e2) ], =0
bulunur. Sonug olarak Teorem 2.1.3 iin tiim kosullar: gerceklendiginden her f € E, icin
lim [|€5(f) — fllz, = 0
Jee

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. [
Bir diger yaklasim teoremimiz asagida verilmektedir.

Teorem 4.2.3. lim b, = +oo olacak sekilde pozitif reel sayilarin bir (by,) dizisi

n—yoo
verilsin. A = [aj,] negatif olmayan regiiler bir toplanabilme metodu olsun ve (4.2)

kosulu gerceklensin. Bu durumda her f € C*[0,+o0) icin
lim [[€5(f) = fll =0
Joe

elde edilir; yani [0,4-0) araligi iizerinde €;(f) = f saglamr.

ispat. f) (x) = e=** olmak iizere Teorem 2.1.4 uyarnca her A = 0,1,2 icin
lim [[€5(f2) = fall-=0
Joe

oldugunu gostermek vyeterlidir. Onceki teoremlerin ispatlarinda oldugu gibi A = 0
durumu actktir. Simdi diger A degerleri icin asagidaki esitsizligin Holhos tarafindan

ispatlandigini biliyoruz (bkz. [11], Lemma 3.1):

Ab,
2en’

1Co(fa3bn3x) — fr,(x)] <
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Boylece

€5 (fa:x) =) = Ca(fa3bn3x) — fa(x)

< Zajn|cn(fl§bn§x) |+|f7L
n=1

< u Lo

o)

Z Ajn —

elde edilir. A = [a,) matrisinin regiilerligi ve (4.2) kosulu gézoniine alindiginda,
lim ||€(f3) = falle =0
Jjoree
sonucuna ulasilir. Dolayisiyla Teorem 2.1.4 ten her f € C*[0,+o0) icin
lim [[€5(f) — fll =0
Jre

olup bu da ispati tamamlar. ]

Uyar14.2.1. Teorem 4.2.2 ve Teorem 4.2.3 te A = [a j,| matrisi yerine ozel olarak birim

matris alimirsa, bu durumda sirastyla Sonug 3.2.1 ve Sonug 3.2.2 elde edilir.

Uyar14.2.2. Teorem 4.2.2 ve Teorem 4.2.3 te A = [a ] matrisi yerine ozel olarak (2.5)

ile tamimlanan Cy = (¢, ) Cesaro matrisi alinirsa sirastyla asagidaki sonuglara ulagsilir.

Sonuc 4.2.1. lgn b, = + olacak sekilde pozitif reel sayilarin bir (by,) dizisi verilsin.
n—oo

Ayrica
i O/ D)+ (2/2) -+ (buf) _

n—oo n

oldugunu kabul edelim. Bu durumda (3.1) ile tamumlanan (C,) operatir dizisi i¢in

f € E> oldugunda

Ci(f301) +Ca(fsb2) + -+ Ca(fsbn)

n

lim

n—oo

gergeklenir.
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Sonug 4.2.2. (by,) dizisi Sonu¢ 4.2.1 deki gibi olsun. Bu durumda (3.1) ile tanumlanan
(Cp) operator dizisi icin f € C*[0,+o00) oldugunda

Ci(fib1) +Co(fib2) +---+Cu(f3by)

n

lim =0

n—soo

—f

(o)

gerceklenir.

4.3 Yakinsaklik Orani Hesabi

Simdi (4.1) ile tanimlanan (%) operator dizisi i¢in Teorem 2.1.5 te oldugu gibi

yaklasimdaki yakinsaklik orani hesaplanacaktir.

Teorem 4.3.1. A = [a,] negatif olmayan regiiler bir toplanabilme matrisi ve (b,)
pozitif reel saylarin bir dizisi olsun. Bu durumda her f € Cgl0,+) ve her j € N,

x> 0icin

Z Ajn —

| (fx {Zajn+ Zajn} (f, iam&,(x))
' V=l (4.4)

+1/(x)

(4.3)

6729) =) <2 L o (£,V/5,69) 1509

ve

yakinsaklik oranlart elde edilir; burada 8, (x) asagidaki sekilde tanimlanmaktadur:

x|by — x|

On(x) := 4.5)

n

Ozel olarak eger her j € N icin ¥ a jin = 1 saglaniyorsa ve f fonksiyonu o-inct
n=1

mertebeden Holder siirekli ise, yani o € (0,1, M > 0, x,y > 0 olmak iizere

lf(y) — f(x)] < M|x—y|* gercekleniyorsa, bu durumda

G(f0) — )] < 2M Y. an(B(0)) %2 4.6)

n=1
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ve

- /2
€i(f;x) — f(x)] <2M <Z ajny ) 4.7)

olur.

Ispat. (4.5) teki &,(x) kullamlarak Sonu¢ 3.2.1 wuyarmnca (C,) klasik

Bernstein-Chlodovsky operator dizisi icinn € N, x > 0 ve f € Cg[0, ) olmak iizere

Calf3bwsx) — F()] <20 (,/5,())

esitsizligi yazilabilir. Bunu €; operatorlerinin tanimunda kullanirsak

I(Kj(f,x)—f(x)\ = Zajn (fsbnix) — f(x)

< Y an|Ca(fsbusx) — F(X)|+ 1 f(x) Z“J"
n=1

IN

22ajnw<f,\/ )—|—|f

elde ederiz ki bu (4.3) esitsizligini verir. Diger yandan Teorem 2.1.5 teki (2.3)

yakinsaklik oramint dogrudan (6;) operator dizisine uygularsak 6 > 0 olmak iizere

6000~ 0 < 0(7.8) (@) + 5650506 enin) )
)4 ) — eo(x)

bulunur. €; operatoriiniin ozelliklerinden yararlanarak

’ng(f’x)_f(x)l < o(f,0 {Zajn+ “Z,lajn\/ (y— x }+|f |§,1a]n
< 5){i ajn+ < \/Zam\/Zam (y—x) bn,x}
FAI| L
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yazabiliriz. Simdi (C,) klasik Bernstein-Chlodovsky operator dizisi gdzoniine

alimdiginda her n € N ve x > 0 icin

Co ((y— %)% bn3x) < Xlbn =] _ 8, (x)

n

oldugundan dolay:

[0) — f0)] < a)(f,5){iajnﬂL%\/iajnSn(x)\/iajn}

n=1

[e)

Zajn—l

n=1

0=,/ i:’lajn&,(x)

yazacak olursak, (4.4) yakinsaklik oranini buluruz. Ozel olarak, eger her j € N icin

+If ()l

elde edilir. Bu son esitsizlikte

Zajn =1
n=1

saglaniyorsa ve f, a-inct mertebeden Holder siirekli ise, bu durumda Teorem
2.1.1 — (vi) uyarinca @(f,0) < MS* olup bunu (4.3) ve (4.4) esitsizliklerinde yerine
yazacak olursak, sirastyla (4.6) ve (4.7) yakinsaklik oranlarim elde ederiz. Biylece

ispat tamamlanmir. [
Bir diger yakinsaklik orani icin asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 4.3.2. A = [a,] negatif olmayan regiiler bir toplanabilme matrisi ve (b,)
pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun. f € Cg[0,+0) fonksiyonunun [0,0) araliginda
tiirevlenebildigini ve ayrica f' € Cg[0,+) oldugunu kabul edelim. Bu durumda her

j € Nvex>0icin,
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7 ( |<22ajl’l\/—w< \/—)+|f Za]l’l 1 (4.8)

|C5(f3x) — (\/ Y ajnt 1) \/ i ajn 6 (x) © (f/, i ajn5n(X)>
n=1 n=1 (49)

+1/(x)

ve

esitsizlikleri gerceklenir; burada &,(x) yine (4.5) teki gibi tammlanmaktadur.
Ozel olarak eger her j € N icin Z ajn = 1 saglantyorsa ve f tiirev fonksiyonu fB-inci

mertebeden Holder siirekli ise, yanl B € (0,1], K >0, x,y > 0 olmak iizere

£/0) = f' (0] < Klx =P

gercekleniyorsa, bu durumda

%(f32) = F()] <2K Y ajn(8a(x))" 5 (4.10)
n=1
ve
(ﬁ;l)
C(fx) — |<2K<Z ) 4.11)
olur.

Ispat. Hipotezdeki gibi f ve f' fonksiyonlarim gézoniine alalum. (4.5) te tammlanan
On(x) kullamilarak Sonug¢ 3.2.2 uyarinca (C,) klasik Bernstein-Chlodovsky operator

dizisi icinn € N, x > 0 oldugunda

Culfibwi) = ()] <2V/B, 000 (£, V/3,()

esitsizligi yazilabilir. Bir onceki teoremin ispatinda oldugu gibi €; operatorlerinin

tanimunt kullanarak
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€5(f30) = f)] = Co(f3bnsx) — f(x)

< Zajnlcn(ﬁbn;x) x)|+1f(x) Zajn

2Zafn\/—w<f \/—>+\f

IN

buluruz. Bu ise (4.8) yakinsaklik oranint verir. Diger taraftan, Teorem 2.1.5 teki (2.4)

yakinsaklik oramint dogrudan (€;) operator dizisine uygularsak 6 > 0 icin

600 1) < 0(78) (G teuin) + 5/ (=70 ) 5 (=27

Hf )1 (e0:x) = eo(x) [+ [ £/ (0) 1% ((y — x);x)]

olur. €; operatoriiniin tanimint kullanirsak

10— 1] < 0(f9) (,/i]ajﬁg\/ ) ajncn«y—x)%bn;x))

X \/i aan,,((y —x)z;bn;x)
.

+| £ (x) 1 +]f (x Z @jnCn )b x)

elde edilir ve buradan da

yazabiliriz. Son elde edilen esitsizligin sag tarafinda
= Z @ Op(x)
n=1
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alirsak (4.9) yakinsaklik oramina ulasiriz. Eger f' tiirev fonksiyonu B-inct mertebeden

[e)

Holder siirekli ve '), aj, = 1 ise, bu durumda
n=1

|€5(f5%) = F(x)|

[\ INA
[\ [\
>
£ > M
D
Q
8 E
= =
= s
~—
=
P
3
s
Q
~
S
=
=
v

elde edilir ki boylece ispat tamamlamr. [

4.4 Uygulama ve Grafiksel Gosterim

Bu bolimde daha once elde ettigimiz yaklasim sonuglarinin asikar olmayan bir

uygulamasi verilecek ve grafiksel olarak gosterilecektir.

(by) dizisini ve A = [a,] matrisini sirasiyla asagidaki sekilde tanimlayalim:

n, nciftise
. = Vi ¢ (4.12)

n, ntekise

veE

(4.13)

01 00O0O0O0 00
1 1

05057000 00
1 1 1

A 0 303030 00

1 1 1 1

0505050 50

seklinde yazilabilir.
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Dolayisiyla Teorem 2.2.2 ile verilen Silverman-Toeplitz kosullar1 uyarinca A negatif

olmayan regiiler bir matristir. Ayrica lim b, = o oldugunu ve
n—soo

> b 14 b
lim Y aj,— = lim-) =22
Joe =1 T on joe j 2= 2n

14 V2
— lim- ) X
]%oo]nzl 21’1
0

gerceklendigini gorebiliriz. Buna karsilik gelen &; operatorii ise

€(fi1) = <Con (£:/20)
| Ca(f: /i) +.Co (£3VEix) 4+ Coy (:/22)

J

4.14)

seklinde elde edilir. Her j i¢in € operatorii, E, , C*[0,+00) ve Cy[0,+-o0) uzaylarin
kendi iizerlerine gotiiriir. Yani, (4.14) ile verilen (¢’;) operator dizisi i¢in Teorem 4.2.1,

4.2.2 ve 4.2.3 teki tiim kosullar saglanir. Sonug olarak, asagidakileri elde ederiz:

(i) Her f € Cp[0,+o0) igin ve her x € [0,+c0) i¢cin }glgo%(f,x) = f(x) olur. Bu

yakinsama, [0, 4-o0) aralidinin her kompakt altkiimesi iizerinde diizgiindiir.
(ii) Her f € E, i¢in Jlgl; 1€ (f) — fllg, = 0 olur.
(iii) Her f € C*[0,e0) i¢in lim ||€;(f) — f]| = O gerceklenir.
oo

Simdi bu yaklagim sonuglarini

f(x) =xcosx (4.15)

fonksiyonu iizerinde test edebiliriz. Sekil 4.1 de ¢ operatorleriyle bu fonksiyona

yaklagim, j =5, 20 ve 60 parametre degerleri ile gosterilmektedir.
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0.5F

0.2

0.1F

0.0

L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

Sekil 4.1: (4.15) ile verilen f fonksiyonuna (4.14) teki €;(f) operatorleriyle yaklagim

Simdi aym ¢ operatorleri igin o-inc1 mertebeden Holder siirekli bir f fonksiyonu
verildiginde (4.6) ve (4.7) den sirasiyla asagidaki yakinsaklik oranlarini elde etmek

miimkiindiir:

(52()6))“/2—}— (54(x))0‘/2 et (52].()6))05/2

|65 (f+x) = f(x)| <2M J

veE

) Su () e S () X2
(/) — F0) szM(‘SZ( )+ % )J.* i >) :

buradan € N ve x > 0 i¢in
_ x|V2n—x]|

n

O (x) :

ile tanimlamr. Son olarak, (4.14) ile verilen %; operatorlerinin ey(x) = x* test

fonksiyonundaki degerini agsagidaki gibi hesaplamak miimkiindiir:

( .
J [ V2n—
x2+)_c‘z< n x)’ xG[O,\/E}

J n=1 2n

<. : — X J \/2n—x
](62 )C) xz_{__‘ Z ( ), xe(y2m,y2m+2 (m:l,z,...,j—l)
J n=m+1 2n
\ x2’ x>\/2_j.
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Fakat (3.1) ile verilen C, klasik Bernstein-Chlodovsky operatorleri (4.12) dizisiyle

birlikte gézoniine alindiginda

( x X
X+ =", ng¢iftve0<x</n
N
2 .
x ngift ve x > /n
Cu(ez;bnix) = ’ 2
4x—= ntekve0<x<n
n
X2, ntek vex >n

\

elde edilir. Buradan e; test fonksiyonuna (Cy(ez;b,)) dizisi ile (alisgilmig anlamda)
yaklasilamayacagin1 goriiriiz. Dolayisiyla, ornegin (4.13) teki gibi toplanabilme

metotlar1 yardimiyla bu yakinsaklik kaybinin giderilebilecegini gozlemlemis oluruz.

4.5 Cok Degiskenli Duruma Genisleme

Bu bolimde cok degiskenli reel degerli fonksiyonlara Bernstein-Chlodovsky
operatorleriyle nasil yaklasilabilecegi iizerinde incelemeler yapacagiz. Oncelikle cok
degiskenli Bernstein-Chlodovsky operatoriiniin taniminit verip daha sonra regiiler
toplanabilme metotlar1 yardimiyla bunun bir modifikasyonunu elde edecegiz.

Simdi (b,) pozitif reel sayilarin bir dizisi ve d pozitif bir tamsay1 olsun. Bu durumda

verilen bir n € N i¢in
Sd(bn) = {Xd = (.Xl,Xz,...,Xd) € R4 x;>0,i=1,2,....,d, |Xd| < bn}

ile tanimlanan d-boyutlu simpleksi gozoniine alalim. Bu boliimde asagidaki

notasyonlardan yararlanacagiz:

Xgq = (xl,xz,...,xd)E]Rd,

kg = (kl,kz,...,kd) ENd,

xa| = xi+x2+-+xq,
ka| = ki+ko+--+kg,
ka ki _k kg
Xa' = i exg
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kq! = kilkp!---k;!,
(n) B n!
kd kd!(l’l—’kd’)!‘

Buna gore ¢ok degiskenli Bernstein-Chlodovsky operatorleri

) (2) (5 e
Cn,d(f;bn;xd) - kdz<nf( n kd bn ( |Xd|) , Xd € d( n)
f(Xd)7 X4 € [O,+oo)d \ Sd (bn)

(4.16)

seklinde tanimlanir; burada [0, +-00) := [0, 4-0) X - - X [0, +0) (d-kez) olur.
Simdi 6nceki boliimde yaptigimiz gibi bir A = [a;,] regiiler toplanabilme metodu

yardimiyla (4.16) daki tanimi agagidaki sekilde genellestirmek miimkiindiir:
Cia(fiXa) ==Y ajnCpa(fibn:Xa)- (4.17)
n=1

Tek degiskenli duruma benzer bir yontem izlenerek asagidaki sonuca ulagiriz.

Teorem 4.5.1. 1i_r>n b, = oo olacak sekilde pozitif reel sayilarin bir (by,) dizisi
verilsin. A = [aj,]| negatif olmayan regiiler bir toplanabilme metodu olsun ve (4.2)

kosulu gerceklensin. Bu durumda her f € Cg[0,+40) ve her xq € [0, +o0)? icin
lim € 4(f;%a) = f(Xa)
Joree

noktasal yaklagimi gecerlidir. Bu yaklasim [0, +00)d nin kompakt altkiimeleri iizerinde

diizgiindiir.

Elbette Teorem 4.5.1 de A = I birim matrisi alinirsa, bu durumda (4.16) ile tamimlanan
Cy.q ¢ok degiskenli Bernstein-Chlodovsky operatorleri igin yakinsaklik sonucunu elde
ederiz. Simdi bu yaklasimi grafiksel olarak gozlemleyebilmek icin asagidaki ozel
durumlar1 gozoniine alalim. d = 2 olsun. Bu durumda, S,(b,) simpleksi ve Cup

operatorleri (yani A = I 6zel hali) asagidaki gibi tamimlanir (bkz. [12]):
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S2(bn) = { (x.¥) € R%:x,y>0vex+y> bn}
olmak iizere eger (x,y) € Sa(by) ise

x+y) ) n—k—m

(
n n—k bnk bn n'(1-— " k m
Cn,z<f;bn;x,y>=22f(—, m) kgm!(nfk_m)! (bi) (bl) (4.18)

k=0m=0 non

ve eger (x,y) € [0,40)2 \ S5 (by) ise Cy2(f;bn;x,y) = f(x,y) olur. Simdi
f(x,y) = cos(27mx) + sin(27my) 4.19)

fonksiyonu ve (b,) = (nl/ 3> dizisi tamimlansin. Buna gére (4.18) deki Cy2(f,bn)
operatorleriyle (4.19) daki f fonksiyonuna olan klasik yaklagim (yani A = I hali) Sekil
4.2 de n = 10, 25 ve 45 degerleri i¢in gosterilmektedir.
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(byn=25

(ayn=10

(d) f

(c)n=45

deki Cp, 2(f) operatorleriyle yaklasim

)

Sekil 4.2: (4.19) ile verilen f fonksiyonuna (4.18
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5. SONUC VE ONERILER

Bu yiiksek lisans tezinde klasik Bernstein-Chlodovsky operatorlerinin yaklasim
ozellikleri regiiler toplanabilme metotlar1 yardimiyla gelistirilmistir. Boylece alisilmig
anlamda yaklagimin gerceklenmedigi durumlar icin alternatif yaklasim metodu
sunulmugtur. Ayrica yaklagimdaki yakinsaklik oranlari da hesaplanmistir. Cok
degiskenli fonksiyonlara sonuclarin nasil genellestirilebilecegi gosterilmigtir. Son
olarak elde edilen yaklasim sonuclarini destekleyen uygulamalar verilmis ve bu

yaklasimlar grafiksel olarak gosterilmistir.

Buradaki yontemin uygun bagka operatorler iizerinde de gerceklenip
gerceklenmeyecegi problemi gelecek calismalar icin bir 151k tutmaktadir. Ornegin
yaklagimlar teorisinde yine Onemli bir yer tutan g-Bernstein operatorlerinin
yaklagiminda regiiler toplanabilme metotlarinin nasil uygulanabilecegi iizerinde

diistiniilmesi gelecekteki oncelikli ¢alismalarimiz arasinda olacaktir.
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EKLER

TURKCE-INGILiZCE MATEMATIK TERIMLERI SOZLUGU

Tiirkce terim Ingilizce Terim
Agirlikli Uzay Weighted Space

Dizi Sequence

Diizgiin Yakinsaklik Uniform Convergence
Fonksiyon Function

Lineer Linear

Matris Matrix

Noktasal Yakinsaklik Pointwise Convergence
Operator Operator

Pozitif Positive

Seri Series

Siireklilik Modiilii Modulus of Continuity
Toplam Sum

Toplanabilme Summability
Yakinsaklik Orani Rate of Convergence
Yaklasim Approximation
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