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Bu tezde, Bede ve arkadaslarn tarafindan 2008 yilinda tamimlanan
maksimum-minimum operatorlerinin  yaklasim  6zellikleri  sistematik  olarak
caligtlmigtir. Maksimum-minimum operatorleri lineerlikten daha zayif bir kavram
olan zayif-lineerlik (pseudo-linearity) kosulunu sagladigindan dolayi klasik Korovkin
yaklagim teoremi bu operatorler i¢in gerceklenmemektedir. Bu nedenle oncelikle,
maksimum-minimum operatorleri i¢in genel bir yaklagim teoremi elde edilmis ve bu
yaklagim igin yakinsaklik oranlari hesaplamistir. Ozellikle de Holder siirekli
fonksiyonlar i¢in hata tahmini verilmistir. Yaklasim teoreminin 6zel halleri goz 6niine
alimarak  maksimum-minimum Shepard ve maksimum-minimum Bernstein
operatorlerinin yaklagim 6zellikleri incelenmistir. Bu sayede hem tek degiskenli hem
de iki degiskenli siirekli fonksiyonlara maksimum-minimum operatorleriyle klasik
yaklagimin varlig1 ispatlanmis ve bu durum grafik gosterimleriyle desteklenmistir.
Ayrica  bu  operatorlerle  sozde-konkav  (pseudo-concave)  fonksiyonlara
yaklagilabilece8i de gosterilmis ve grafik gosterimleriyle dogrulanmistir. Daha sonra
baz1 sekil koruma ozellikleri de calisilmisti. Maksimum-minimum Bernstein
operatorlerinin monotonlugu korumasma ragmen, maksimum-minimum Shepard
operatorlerinin monotonlugu korumadigina dair Ornekler verilmistir. Uygulamalar
icin verilen orneklerde yaklagimin sadece [0, 1] aralig1 iizerinde siirekli fonksiyonlar
icin degil herhangi bir [a,b] kapali ve smirl aralifinda siirekli olan fonksiyonlar igin
de gerceklendigi gosterilmigtir. Bell tarafindan 1971 yilinda tanimlanan regiiler

toplanabilme metotlar1 yardimiyla elde edilen klasik yaklasim teoremleri
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geligtirilmistir. Boylelikle klasik yaklasimin ger¢eklenmedigi durumlar i¢in alternatif
¢oziim yollar1 sunulmustur. Ozel regiiler toplanabilme metotlar1 kullanilarak
maksimum-minimum Shepard operatorleri ile hem tek degiskenli hem de iki
degiskenli siirekli fonksiyonlara yaklasim yapilmustir. Artimetik ortalama yakinsaklik
ve hemen hemen yakinsaklik gibi klasik anlamdaki yakinsakliktan daha zayif
metotlar ile yaklagimin varligi ispatlanmistir. Bu yaklagimlar icin de yakinsaklik

oranlar1 toplanabilme metotlar1 yardimiyla hesaplanmistir.

Anahtar Kelimeler: Maksimum-minimum operatorler, Toplanabilme metodu, Cesaro

yakinsaklik, Hemen hemen yakinsaklik, Siireklilik modiilii, Yakinsaklik orani.
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In this thesis, we systematically study the approximation properties of the
maximum-minimum operators defined by Bede et.al. in 2008. Since the max-min
operators satisfy the pseudo-linearity condition that is a weaker concept than the usual
linearity, the classical Korovkin approximation theorem does not hold for these
operators. Hence, we first obtain a general approximation theorem for max-min
operators and compute the rates of convergence in this approximation. Especially we
give an error estimation for Holder continuous functions. By considering some
special cases of our approximation theorem, we investigate the approximation
properties of max-min Shepard and max-min Bernstein operators. In this way, we get
a classical approximation to univariate and bivariate continuous functions by means
of max-min operators and confirm it by graphical illustrations. We also approximate
to quasi-concave functions by these operators and verify it by graphs. Then, we also
study some shape preserving properties. We show that the max-min Bernstein
operators preserve the monotonicity while we give some examples indicating that the
max-min Shepard operators do not preserve the monotonicity. With some
applications, we also show that the approximation is valid for continuous functions
not only on the unit interval [0, 1] but also on any closed and bounded interval [a,b].
With the help of regular summability methods, we improve the classical
approximation results. Thus, we give some alternative ways where the classical
approach fails. By using some special regular methods, we approximate to both

univariate and bivariate continuous functions by max-min Shepard operators. We
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prove the existence of approximation for summability methods, such as the arithmetic
mean convergence and the almost convergence, which are weaker than the
convergence in the usual sense. We also compute the rates of convergence for this

approximation by summability methods.

Keywords: Max-min operators, Summability methods, Cesaro convergence, Almost

convergence, Modulus of continuity, Rate of convergence.

vii



TESEKKUR

Doktora egitimim boyunca yardimlari ve katkilariyla beni yonlendiren degerli hocam
Prof. Dr. Oktay DUMAN’a; kiymetli tecriibelerinden faydalandigim TOBB Ekonomi
ve Teknoloji Universitesi Matematik Boliimii 6gretim iiyelerine; desteklerinden otiirii
Matematik Boliimii asistanlarina; tez calismamdaki yardimlarindan dolay1 degerli tez
izleme kurulu iiyeleri Prof. Dr. Nurhayat ISPIR’e ve Prof. Dr. Mustafa
BAYRAKTAR’a tesekkiirlerimi sunarim. Destekleri ile her zaman yanimda olan
aileme, arkadaglarima cok tesekkiir ederim. Son olarak doktora egitimimde sagladig:
burstan dolay1 TOBB Ekonomi ve Teknoloji Universitesine tesekkiirlerimi sunarim.

viii



ICINDEKILER

OZET . . . . ..
ABSTRACT . . . . . .
TESEKKUR . . ... ... ... ... .. ... ... ... ..
ICINDEKILER . . . ... ... ... ... ... ... ...
SEKILLISTESI . . .. ... ... . ... . . ... ... .. .. .. ....
KISALTMALAR . . . . . e
SEMBOLLISTESI . ........... ... . ... .. ... .....
LGIRIS . ... . . . . .
2. TEMEL KAVRAMLAR . . . ... ... .. . .
2.1 Maksimum-Minimum Operatorleri . . . . . . ... ... ... ....
2.2 Toplanabilme Metotlar1 ve Toplam Siireci . . . . . . . ... ... ...

3. MAKSIMUM-MINIMUM OPERATORLERIYLE YAKLASIM . . . .
3.1 Maksimum-Minimum Operatorleriyle Diizgiin Yaklasgim . . . . . . . .
3.2 Diizgiin Yaklasim i¢in Yakinsaklik Oram1 . . . . . . . .. .. ... ..
3.3 Yaklagim Teoreminin Uygulamalart . . . . . .. ... ... ... ...
3.3.1 Maksimum-minimum Bernstein operatorleri . . . . . . . . . . ..

3.3.2 Tek degiskenli Maksimum-minimum Shepard operatorleri . . . .

3.3.3 iki degiskenli Maksimum-minimum Shepard operatorleri . . . . .

3.3.4 Diizgiin yaklasima iligkin sonu¢lar . . . . . . . .. .. ... ...

4. MAKSIMUM-MINIMUM OPERATORLERIYLE TOPLANABILME
4.1 Genel Toplanabilme Yaklagim Teoremi . . . . . . . ... ... .. ..
4.2 Toplanabilme Metoduyla Yakinsaklik Orant . . . . . .. ... .. ..
4.3 Toplanabilmeyle Verilen Yaklasim Teoremlerinin Uygulamalart . . . .
4.3.1 Modifiye Shepard operatorleriyle toplanabilme . . . . . . .. ..

4.3.2 Iki degiskenli modifiye Shepard operatorleriyle toplanabilme . . .

4.3.3 Toplanabilmeye iligkin sonu¢lar . . . . . . ... ... ... ...
5.SONUCLAR VEONERILER . . ... .. ... .............
KAYNAKLAR . . .
EKLER . . . . . .
OZGECMIS . . ... .. ... ...

iX



SEKIL LISTESI

Sayfa
Sekil 3.1: n =8 ve k = 0,2,5,7 degerleri icin (3.7) ile verilen K, ; ¢ekirdek
fonksiyonlarimin grafikleri . . . . . . ... ... oo oL 13
Sekil 3.2: n = 6,15,50 degerleri icin (3.10) ile verilen artan f fonksiyonuna
BE,m) (f) maksimum-minimum Bernstein operatérleriyle yaklagim . . . . . 14
Sekil 3.3: n = 6,25,64 degerleri (3.11) ile verilen sdzde-konkav g fonksiyonuna
B,(,’") (g) maksimum-minimum Bernstein operatorleriyle yaklagim . . . . . 15
Sekil 3.4: A =2, n =13 ve k=0,1,2,3 degerleri i¢in (2.3) ile verilen Kr%,k
cekirdek fonksiyonlarimin grafikleri . . . . . ... ... ... ... ..., 16

Sekil 3.5: A =3 ve n =5,10,25 degerleri i¢in (3.16) ile verilen periyodik f
fonksiyonuna Shf{ (f) maksimum-minimum Shepard operatorleriyle
yaklastm . . ... oL 17

Sekil 3.6: A =2 ve n = 5,10,25 degerleri i¢in (3.17) ile verilen s6zde-konkav
g fonksiyonuna Sh,}; (f) maksimum-minimum Shepard operatorleriyle

yaklastim . . . ... Lo 18
Sekil 3.7: A = 1 i¢in (3.18) ile verilen K,’} .m Sekirdek fonksiyonlarmin grafikleri
(K331, DK3 10 (K3 000 (DK350) oo 20

Sekil 3.8: A =5 ve n = 4,7,10 degerleri icin (3.28) ile verilen f(x,y)
fonksiyonuna Sh*(f;x,y) operatérleriyle yaklasim ((a)n = 4, (b)n = 7,

©n=10,(@)f(x,¥)) - - o o 24
Sekil 3.9: A =6 ve n = 4,9,16 icin f(x) = x*> fonksiyonuna Sh’(f;x)

operatorleri ile yaklastm . . . . . . . . ... Lo 25
Sekil 4.1: (4.9) ile verilen Mfl“’ « cekirdek fonksiyonlarinin grafikleri ((a)Mil,

OIMZ |, ©OM7 |, (MG ). o oo 33

Sekil 4.2: A =3 ve j=3,6,9,20i¢in (4.13) ile verilen f fonksiyonuna (4.11)’de
tanimlanan <7jk (f) operatorleri ile yaklagim ((a)A =3 ve j =3, (b)A =3
ve j=6,()A=3ve j=9,(dA =3vej=20) .. ... ... ...... 34
Sekil 43: A =2 ve j = 5,10,16,23 degerleri icin (3.17) ile verilen
sozde-konkav g fonksiyonuna (4.11)’de tanimlanan ﬂj}t (g) operatorleri ile
yaklasim ((a)A =2 ve j =5, (b))A =2 ve j =10, (c)A =2 ve j = 16,
(A =2vej=23) . . 35
Sekil 4.4: A =3 ve j =5,9,12 degerleri igin (4.19) ile verilen 4 fonksiyonuna
(4.18)’de tanimlanan ﬂj’l (h) operatorleri ile yaklagim ((a)A =3 ve j =5,
A =3vej=9,(c)A=3vej=12,(dh) . ... ... .. .. ..... 37



KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis olan kisaltmalar asagida sunulmustur.
d.d.: Diger durumlarda
lim : Limit
sup : Supremum

min : Minimum
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Bu calismada kullanilmis olan simgeler aciklamalari ile birlikte agagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

\V Maksimum

A Minimum

Cla,b] [a, D] arah@indaki siirekli fonksiyonlarin uzay1
L, Maksimum-minimum operatorii

Ok Kronecker delta fonksiyonu

Sh,’1l Maksimum-minimum Shepard operatorii
= Diizgiin yakinsaklik

Xn k Temsilci noktalar

o(f,90) Fonsiyonun siireklilik modiilii
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B,S’") Maksimum-minimum Bernstein operatorii
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1. GIRIS

Gercek hayat problemlerinin ve modellerinin c¢oziimlerinde ¢ogu zaman c¢oziim
fonksiyonun tam degerlerine ulasamayiz. Bu durumlarda dogal olarak c¢oziimiin
yaklagik degerlerine ihtiya¢ duyulur. Yaklagimlar Teorisindeki temel fikir, test
noktalart adi verilen fonksiyonun bazi noktalardaki degerleri biliniyor ise
fonksiyonun diger tiim noktalardaki degerlerini belli kosullar altinda tahmin etmek
miimkiin olabilmektedir. Bunun ic¢in fonksiyonun bilinen noktalardaki degerleri
kullanilarak lineer ya da lineer olmayan yapida operator ailelerinin insasina ihtiyag
duyulmakta ve bu operatorlerle fonksiyonlara yaklasilmaktadir. Buradaki amag¢ bir
fonksiyona daha basit fonksiyonlarla yaklasabilmektedir. Bu diisiincenin ilk temelleri
1885 yilinda Weierstrass tarafindan atilmistir. Weierstrass’in yaklasim teoremine gore
kapal1 ve sinirh bir aralikta siirekli bir fonksiyona polinomlarla yaklasilabilmektedir
[1]. Bu teoremin insaya dayanan ilk ispati Bernstein tarafindan 1912 yilinda
tanimlanan ve literatirde de Bernstein polinomlar: olarak bilinen operatorler ile
yapilmistir [2]. Bu polinomlar hem yaklagimlar teorisinin hem de operator teorisinin
gelismesine ciddi katki sunmustur. Yaklagimlar teorisi, tarihten giinlimiize pek ¢ok
tinlii matematikcinin odaginda bulunmus, 6zellikle gecmiste bu alanda Bernstein,
Erdos, Fejér, Haar, Hermite, Kolmogorov, Korovkin, Laguerre, Landao, Lebesgue,
Lorentz, Riesz, Rivlin, Stirling, Szasz, Weierstrass, Zygmund gibi isimler on plana
cikmistir ve halen de pek ¢ok bilim insani tarafindan aktif bir sekilde arastirilmaya
devam etmektedir.

Pozitif lineer operatorlerle ilgili genel bir yaklagim teoremi ise 1950’11 yillarda
Korovkin tarafindan verilmigstir [3]. Literatiirde bu alanda yapilan ¢calismalar Korovkin
tipi yaklasim teorisi olarak bilinmektedir [4]. Korovkin teorisi siiphesiz ki
operatdrlerin pozitifligine ve lineerligine ve de klasik limitin varligina dayanmaktadir.
Bu yonde yapilan zayiflatmalar ile Korovkin teorisi son 50 yilda onemli bir ivme
kazanmistir. Bu doktora tezinde 6zellikle de operatorlerin lineerliginin ve yaklasimda
kullanilan klasik yakinsakligin zayiflatilmasi tizerine odaklanacagiz.

Literatiirde lineer olmayan operatorler ile ilgili simdiye kadar pek ¢ok yaklasim
sonucu elde edilmistir [5—12]. Bununla birlikte, Bede ve arkadaslar1 tarafindan 2008
yilinda alisilmig lineerlik sarti zayiflatilarak zayif-lineer (pseudo-linear) olarak
adlandirilan yeni tipte yaklasim operatorleri tanimlamistir [13]. Bu operatorlerin
tamimlar1 maksimum-c¢arpim ve maksimum-minimum islemlerine dayanmaktadir.
Simdiye kadar bilinen pek cok lineer operatoriin maksimum-carpim islemleri
yardimiyla lineer olmayan versiyonlari inga edilerek yaklasim 6zellikleri incelenmis
olmasina ragmen [14-24], maksimum-minimum operatorleri ile ilgili yok denecek
kadar az calisma yapilmistir [13]. Bu tezdeki calismalarimizi esas olarak bu yonde
yogunlastiracagiz.

Tezde ilk olarak maksimum-minimum operatorleriyle ilgili genel bir yaklagim teoremi
elde edecegiz. Daha sonra da bu yaklagim teoremini regiiler toplanabilme



metotlar1 yardimiyla gelistirecegiz. Boylece yaklagim operatorlerinin hem lineerligini
hem de yakinsaklifin1 zayiflatmis olacagiz. Hemen belirtmeliyiz ki yakinsaklik
metodunun  zayiflatilmas1  fikrine yaklasimlar teorisinde siklikla ihtiyac
duyulmaktadir. Buna iligkin ilk ¢aligmalar 1900’lii yillarin baginda Fejér tarafindan
verilmigtir [25]. Fejér’in ilgin¢ fakat bir o kadar da etkin sonucuna gore siirekli ve
periyodik bir fonksiyona, Fourier serisi ile her zaman yaklasilamazken onun aritmetik
ortalamasiyla yaklasim miimkiindiir. Aslinda buradaki esas diisiince, toplanabilme
teorisinde 1iyi bilinen Cesaro yakinsakllk metoduna dayanmaktadir. Elbette
toplanabilme teorisinde buna benzer daha pek ¢ok yakinsaklik metodu bulunmaktadir
[26, 27]. Dolayisiyla bunlarin yaklagimlar teorisinde kullanilmasi, klasik yaklagimin
saglanmadig1 durumlarda dahi oldukg¢a kuvvetli sonuglar vermektedir. Son elli yilda
literatiirde bu yonde onemli bir gelisme olmustur [28-42]. Tez calismamizda Bell
tarafindan 1973 yilinda tanimlanan genel toplanabilme metodunu kullanacagiz [43].
Bu metot regiiler matrislerin dizilerinden olustugu ic¢in klasik yakinsaklik, aritmetik
ortalama yakinsaklik (Cesaro yakinsaklik), hemen hemen yakinsaklik gibi bilinen pek
cok yakinsaklik metodunu igermektedir [26-28, 44]. Bu nedenle Bell tipindeki
toplanabilme metotlar1 yaklasimlar teorisinde siklikla kullanilmigtir [45-54].

Bu doktora tezi bes ana boliimden olusmaktadir. Ik boliim giris kismina ayrilmistar.
Tezin ikinci boliimii tez igerisinde verilen teoremler ve ispatlar i¢in gerekli olan temel
kavramlar ve lemmalar1 igermektedir. Uglincii boéliimde, maksimum-minimum
operatorleri icin genel bir yaklasim teoremi elde edilecektir. Daha sonra bunun
yakinsaklik oranlar1 hesaplanacak ve bazi 6nemli 6zel halleri lizerinde durulacaktir.
Tezin dordiincii boliimiinde ise elde ettigimiz bu yaklasim teoremini Bell tipindeki
regiiler toplanabilme metotlar1 yardmiyla gelistirecegiz. Ozel toplanabilme metotlart
ile yaklasim sonuglar1 ve yakinsaklik oranlari tartigilacaktir. Uciincii ve dordiincii
bolimdeki yaklasimlar grafik gosterimleriyle desteklenecektir. Bunun igin
Mathematica ve Scientific WorkPlace gibi matematiksel yazilim programlarindan
yararlanilmistir. Tezin son boliimii ise sonug ve Oneriler kismina ayrilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tezin bu bolimiinde oOncelikle Bede ve arkadaslari [13] tarafindan verilen
maksimum-minimum operatorlerinin tanimi1  ve maksimum-minumum Shepard
operatorii icin elde edilen sonuglara deginilecektir. Daha sonra tez boyunca ihtiyag
duyacagimiz maksimum ve minimum iglemlerinin temel 6zelliklerine iligkin bazi
sonuglara yer verilecektir. Son olarak Bell tarafindan verilen .<7-toplanabilme kavrami
[43] ve onun baz1 6zel halleri hatirlatilacaktir.

2.1 Maksimum-Minimum Operatorleri

(X,d) kompakt metrik uzay olsun ve
C(X,[0,1)):={f:X —[0,1] | f stirekli}

fonksiyon ailesini goz oniine alalim. Maksimum-minimum operatdrlerinin genel formu

n

Lo(f1x) = \/ Kni(x) A f (tn ) 2.1

k=0
sekline tamimlamir [13]. Burada x,x,x € X, n € N ve f,K,; € C(X,[0,1])
(k=0,1,...,n) olarak alinir. (2.1) esitlifinde A ve \/ sembolleri sirasiyla minimum

ve maksimum iglemlerini temsil etmektedir. K, ; fonksiyonlarina ¢ekirdek fonksiyonu
ad1 verilir.

Tez boyunca islemlerde kolaylik olmasi1 amaciyla maksimum-minimum operatdriiniin
Ly(ep;x) =ep(x) :=1
sartin1 sagladigini kabul edecegiz.

Dikkat ediniz ki (2.1) formuna sahip maksimum-minimum operatorleri, pozitiftir
fakat lineer degildir. Aslinda, lineerlik sartindan daha zayif olan zayif-lineerlik
(pseudo-linearity) 6zelligini saglar; yani bir bagka ifadeyle her f,g € C(X,[0,1]) ve
her o, B € [0, 1] i¢in

Ly((a A )N (BNAg)) = (@ ALu(f,2)) \/ (B ALn(g;x))
gerceklenir [13].

X=100,1] ve x, 1 = % (k=0,1,...,n) secildiginde (2.1) formuna sahip en giizel 6rnek
maksimum-minimum Shepard operatorleridir ve su sekilde tanimlanir:

St (f3x) = \n/ Kik(x) Af (S) : (2.2)
k=0



Burada cekirdek fonksiyonu her A > 1 i¢in

= A7

-
—(r=0,1,....,n)1i
— x;én(r ,1,...,n) ise

Kol = Vi |v—1 (23)

Orks x=-(r=0,1,...,n) ise

,
n
ile verilir ve alisildigi gibi 6, sembolii Kronecker deltayr gosterir. Bede ve
arkadaslar1 [13]’te bu operatorlerinin yaklagim 6zelliklerini incelemiglerdir ve her bir
A > 1 ve her f € C([0,1],]0,1]) fonksiyonu i¢in {Sh*(f)} dizisinin [0,1] araligs
tizerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsadigini ispatlamiglardir; yani

[0, 1] iizerinde Sh* (f) = f (2.4)

gerceklenir. (2.2) ve (2.3) ten r =0, 1,...,n i¢in

K% B k —-A n j A 4 s
n’k(x)— x—; j/:\() x—; , x%;lse (2.5)

ve A r r
si (£,) =1 (3) 26

oldugu goriilebilir.

Yaklasim teoremlerimizi ispatlayabilmek icin asagidaki sonuglara da ihtiyacimiz
olacak.

Lemma 2.1. Herhangi bir ay,b, > ve k =0,1,2,... ,nicin

n n
Voa=\ b
k=0 k=0

n
<V lax — by
k=0

ifadesi gerceklenir [13].

Lemma 2.2. Herhangi bir x,y,z € [0, 1] olmak iizere
XAy —xAz] <xAly—2]

esitsizligi gerceklenir [13].

Lemma 2.3. Herhangi bir a; > 0 ve b > 0 olmak iizere

n n b
A dab) - ( A <ak>)

k=0 k=0

olur.

Yakinsaklik oranlar1 hesaplanirken siireklilik modiilii kavramina ve de Holder siirekli
fonksiyonlara ihtiya¢ duyacagiz. Simdi bunlara kisaca deginelim.
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Tanmim 2.1. Bir M > 0 ve her x,y € X icin
f () = f(0)] < Md(x,y)"

esitsizligini gercekleyen f fonksiyonuna o € (0, 1] olmak iizere (X ,d) iizerinde o-yinct
mertebeden Holder siireklidir denir [4].

Bu sarti saglayan tiim f : X — [0, 1] fonksiyonlarin kiimesini Lip (@) ile gosterecegiz.
Tanim 2.1 de verilen esitsizlikte o¢ = 1 durumu Lipschitz kosulunu verir.

Tanmm 2.2. (X,d) kompakt metrik uzay olsun ve f : X — R fonksiyonu verilsin. Bu
durumda f nin siireklilik modiilii & > 0 olmak iizere

o(f,8):= sup |f(x)—=f()|

d(x,y)<d

ile tamimlanmir [55].

Tezde maksimum-minimum Bernstein ve Shepard operatorlerinin sdzde-konvakligi
ve monotonlugu koruyup korumadigini gostermek icin asagida verilen tamim ve
lemmalardan yararlanilacaktir. Oncelikle s6zde-konkav fonksiyon tanimini verelim.

Tanmm 2.3. f : [0,00) — R siirekli bir fonksiyon olmak iizere her x,y € [0,1] ve her
A €[0,1] igin

F(Ax+(1=2)y) > min{f(x), f(y)}
esitsizligi gercekleniyorsa, f ye sozde-konkav fonksiyon denir [56-58].

Benzer olarak yukaridaki tanimda > isareti yerine < yazilarak sozde-konveks
fonksiyon tamimlanabilir. Bilinmektedir ki smirli bir [0,a] arahigi iizerinde f
fonksiyonunun s6zde-konveks olmasi suna denktir: Bir ¢ € [0,a]| noktas1 vardir dyle
ki f, [0,c] iizerinde artmayan ve [c,a] iizerinde ise azalmayan bir fonksiyondur.
Siiphesiz ki bu sonucun simetrigi sdzde-konkav fonksiyonlar i¢in de gecerlidir. Biz
caligmalarimizda [0, 1] aralig1 tizerinde siirekli ve sozde-konkav olan fonksiyonlara
odaklanacagimizi belirtelim.

Simdi de Bede ve arkadaslar tarafindan [59]’da verilen lemmalar1 hatirlatalim.

Lemma 2.4. Her x € [ﬁ,%] ,J=0,1,...,n, icin

V Pui(x) = puj(x)
k=0
ifadesi gerceklenir; burada

puat) = ( 1

ile verilir [59].
Lemma 2.5. Eger f : [0,1] — R azalmayan bir fonksiyon ise, her k, j € {0,1,...,n},
k<jvexe [,ﬂ?,%} icin

Jinj(X) = fi—1,j(%)
esitsizligi saglanir [59].



2.2 Toplanabilme Metotlar1 ve Toplam Siireci

Bu boliimde tezin dordiincii boliimiinde kullanilacak olan .o7- toplanabilme metodu,
aritmetik ortalama yakinsaklik ve hemen hemen yakinsaklik gibi bilinen bazi
toplanabilme metotlarinin tanimlarina ve 6zelliklerine yer verilecektir.

IIk olarak aritmetik ortalama yakinsaklik kavramiyla baslayalim.

Tanim 2.4. (x,,) bir say: dizisi olmak iizere

Jree

1 J
lim= Y x, =L
]nzl

olacak sekilde bir L sayist varsa (x,) dizisi L’ye “aritmetik ortalama
yakinsaktir”(baska bir ifade ile Cesaro yakinsaktir) denir [26, 27].

Asagidaki sonug iyi bilinmektedir.

Teorem 2.1. Yakinsak her dizi, ayni degere aritmetik ortalama yakinsaktir [26, 27].
Bu teoremin tersi her zaman dogru degildir. Yani aritmetik ortalama yakinsaklik
klasik yakinsakliktan daha zayif bir kavramdir. Bagka bir ifade ile bir dizinin

aritmetik ortalama yakinsak olmasi, onun klasik anlamda yakinsak olmasim
gerektirmez. Bunu asagidaki 6rnekte gormek miimkiiniidiir.

:{

seklinde tanimlansin. Bu dizinin alt dizileri n — o iken farkli iki noktaya
yakinsadigindan (x,) dizisi bilinen anlamda yakinsak degildir. Fakat tanimdan

goriilecegi iizere
Hol jtekise
2 =1,

Jj cift ise

Ornek 1. (x,) dizisi
, ntekise

0|t 0ol

, nciftise

oldugundan (x,) dizisi % sayisina aritmetik ortalama yakinsaktir.
Simdi de bir toplanabilme metodu olan hemen hemen yakinsaklik kavramina
deginilelim.

Tanmim 2.5. (x,,) bir say: dizisi olmak iizere

seklinde tanmimlansin. Eger

limc? =L (v ye gore diizgiin)
e !

olacak gekilde bir L sayisi varsa (x,) dizisi L'ye “hemen hemen yakinsaktir” denir
[44].



Ornek 2.

3, n=m?ise
Xp = i
0, n#m?ise

dizisini ele alalim. Bu dizinin alt dizileri n — oo iken farkli iki noktaya yakinsadigindan
(x) dizisi yakinsak degildir. Buna ragmen bu dizi i¢in

1]+v 1 1j+u—l lj—i—v—l
Z Xn—_. Z Xp+ - Z Xn
n=uv ] n=uv
n=m? n7vém2
Vi
-

oldugundan (x,) dizisi 0 sayisina hemen hemen yakinsaktir.

Yakinsak her dizinin ayni limit degerine hemen hemen yakinsak oldugunu belirtelim
ve bunun tersinin dogru olmadigini da yukaridaki 6érnek gostermektedir. Yine yakinsak
dizilerde oldugu gibi hemen hemen yakinsak diziler de sinirli olmak zorundadir. Fakat
aritmetik ortalama yakinsak diziler sinirli olmak zorunda degildir.

Simdi de Bell tarafindan verilen ve caligmamizda esas olarak kullanacagimiz toplam
siireci kavramindan bahsedecegiz.

Tamm 2.6. o7 = {A} = {[a},|} (j,n,v € N) sonsuz matrislerin bir dizisi olsun. O
halde x := (xy,) dizisi icin

lim Z djuxn =L, (U ye gore diizgiin ), (2.7)
Jore

olacak sekilde bir L sayust varsa, (x,) dizisi L’ye “<of -toplanabilirdir” denir. Burada

Y it
n=1
serisinin her n,v € N icin yakinsak oldugu kabul edilmektedir ve bu yakinsama kisaca
o —limx=1L

ile gosterilir [43].

(2.7)deki yakinsakli§in v ye gore diizgiin olmas1 demek,
Jim s (Z ) -

ifadesinin gerceklenmesi demektir.

e AV matrisleri yerine sabit / birim matrisi alimirsa, «7-toplam siireci klasik
anlamda yakinsaklia indirgenir.



* AV matrisleri yerine

1 ..
=, n=1,2,..., jise
- j? Pl ) 2.8
Cin {o, dd. 2.8)

ile verlen sabit C; = (cj,) Cesaro matrisi alinirsa, .o/ -toplam siireci aritmetik
ortalama yakinsakliga doniisiir.

* AV matrisleri yerine

, n=v,0+1,...,04+j—1ise
a}’n={ g ! 2.9)

ile tanimlanan (F’) = (a},) matris dizisi aliirsa, </-toplam siireci hemen
hemen yakinsaklik kavramina indirgenir.

~.|=

Tamm 2.7. o7 ={A"} ={[a', ]} toplanabilme metodu verilsin. Eger lgll (xn) = L iken
n—oo
&/ —limx = L oluyorsa, </ metoduna “regiilerdir”denir [43].

Bilindigi iizere Silverman-Toeplitz Teoremi, regiiler matrisleri karakterize etmektedir.
Buna benzer olarak, bir .27 -toplam siirecinin regiilerligini karakterize eden teorem Bell
tarafindan ispatlanmistir.

Teorem 2.2. o7 = {A"} = {[a},]} metodunun regiiler olmast igin gerek ve yeter kosul

(a) Vn=1,2,...i¢cin lim a =0 (v ye gore diizgiin)

j—>

(b) lim Z aj, = 1(v ye gore diizgiin)

Jop=1

(¢) Vj,v € N igin Z lay| < oo veVn> N ve Vv € N icin Z |a%,| <M olacak
sekilde N,M posz tam sayuari vardir

kosullarinin gerceklenmesidir [43].

Biz yaklasim teoremlerimizde negatif olmayan regiiler toplanabilme metotlarin1 goéz
Oniine alacagiz. Burada bir metodun negatif olmamasi ile, matrisin tiim terimlerinin
negatif olmamasin1 kastediyoruz. Yukarida bahsedilen tiim o©zel hallerin negatif
olmayan regiiler birer metot olduklari, bu teoremi uygulayarak kolayca goriilebilir.



3. MAKSIMUM-MINIMUM OPERATORLERIYLE YAKLASIM

Tezin bu boliimiinde, sdzde-lineer ve pozitif olan maksimum-minimum operatorleri
i¢in genel bir yaklasim teoremi elde edilecektir. Bu yaklasimin maksimum-minimum
Shepard operatorleriyle [13]’te yapilan ve (2.4) ile verilen diizgiin yaklagim da
icerdigi gosterilecektir. Daha sonra verilen diizgiin yaklasim icin yakinsaklik orani
hesaplanacaktir. Son olarak elde edilen teoremler icin uygulamalar verilecek ve
bunlar grafiklerle desteklenecektir.

3.1 Maksimum-Minimum Operatorleriyle Diizgiin Yaklasim

Bu kisimda, maksimum-minimum operatorleri ile siirekli bir fonksiyona yaklasim
teoremi verilecektir.

Tez boyunca, 6 > 0, n € N ve x € X olmak iizere
Bs,(x):={k=0,1,....,n:d(x,x,x) > 0} 3.1

kiimesini goz oniine alacagiz.

Simdi yaklagim teoremimizi verebiliriz.

Teorem 3.1. Herhangi bir 6 > 0 sabiti ve verilen negatif olmayan bir i tamsayist icin
X iizerinde (2.1) ile verilen L, operatorii

V  (d(xnpx) Koi(x) =0, (3.2)
kEBgﬁn(x)

kosulunu gerceklesin. Bu durumda, her f € C(X,|0,1]) i¢cin X iizerinde

Lu(f)=f (3.3)
elde edilir.



Ispat. x € X ve f € C(X,[0,1]) verilsin. f fonksiyonunun X kompakt kiimesi
lizerindeki diizgiin siirekliliginden, verilen € > 0 icin bir 8y = 8y(€) > 0 vardir dyle ki
d(xp 1, Xx) < 8 iken |f(x, 1) — f(x)| < € gerceklenir. Operatériin tamimindan ve ii¢gen
esitsizliginden

|L,(f3x) — k() A S (enge) = \/ Kni (%) A f(x)
k=0
+\"/z<nk ) AS() — £(2)
k=0
<[\ Kok A FCmg) — \ Kk () A F(0)
k=0 k=0
I\ Kux () A £ () — £(0)
k=0

bulunur. Burada Lemma 2.1 ve operatoriin tanimi goz oniine alindiginda

L (f5%) = @) <\ K (0) A F () — K () A f ()|
k=0
\H/Kmk(x)/\f(x)/\l—f(x)/\l

k=0

+

esitsizligi elde edilir. Lemma 2.2 goz oniine alinip tekrar diizenlendiginde

[La(f; |<\/I<nk YA f (i) = £ ()]
+ f() ATV Kuk(x) Aeo(x) —eo(x)
k=0

olur. 0 < f(x) <1ve Ly(eo) = e ozellikleri kullanildiginda ve (3.1) ile verilen B ,,(x)
kiimesinde 6 = &y olarak alindiginda, verilen negatif olmayan bir i tamsayist igin

La(fix) = f@I< |V Ku@Ae | vV Kue)

k¢B50,n(x) keBSO,n(x)

1 .
<EeVv 5 \/ (d(xn,bx))lKn,k(x)
0 kEBgoJ,(X)

bulunur. Burada son olarak n — oo i¢in limit alimir ve ayrica (3.2) hipotezi kullanilirsa,
(3.3) elde edilir. Boylece ispat tamamlanur.

3.2 Diizgiin Yaklasim icin Yakinsaklik Orani

Bu boliimde Teorem 3.1 ile verilen diizgiin yaklasim icin yakinsaklik oranim
calisacagiz ve sonrasinda X iizerinde Tanim 2.1 ile verilen Holder siirekli
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fonksiyonlar1 i¢in hata tahmini hesabin1 yapacagiz.

Bunun i¢in asagidaki durumlar1 g6z Oniine alacagiz:

e X iizerinde sinirli bir f fonksiyonun bilinen supremum normu || f|| ile gosterilsin.
o £:[0,00) — [0,0) fonksiyonu igin

a) t = 0 da siirekli,

b) ¢(0)=0,
¢) Vt > 0igin & (1) >0,

kosullar1 gerceklensin. Bu sekildeki tiim & fonksiyonlarinin kiimesi ¥ ile
gosterilsin [10, 51, 52].

* {x,} ve {y,} pozitif reel sayilar dizisi olmak iizere Iny € N ve C > 0 vardir dyle
ki her n > ng i¢in x, < Cy, kosulu gerceklensin. Biz bu durumu bundan sonra

Xp = O(yn) (n— oo igin)

ile gosterecegiz.

Simdi yakinsaklik orani i¢in agagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.2. {L,}, (2.1) de verilen maksimum-minimum operatérlerinin dizisi olsun.
Kabul edelim ki verilen bir & € ¥ ve negatif olmayan i tamsayist icin {8,} ve {a,}
pozitif reel sayilarin sifira yakinsayan dizileri olmak iizere

V' (@ ) Kas ()| = 0§ (@n))  (n— oo icin) 34
keBﬁn,n(')
kosulu saglansin. Bu durumda, her f € C(X,[0,1]) icin

ILa(f) — f =0 (w< .8y o)

n

) (n — oo igin) (3.5)

gerceklenir.

Ispat. x € X, n € Nve f € C(X,[0,1]) verilsin. Teorem 3.1’in ispatinda oldugu gibi,
n
L (f3%) = F(0)] <\ K () A f (o) — £ ()]
k=0

esitsizligi yazilabilir. Burada Tamim 2.2 ile verilen siireklilik modiilii tanimi
kullamlarak

[Ln(f12) = f()] < \/ Kni (%) A ©(f,d (X 1))
k=0

11



ifadesi elde edilir. Simdi (3.4) deki {8,} ve {a,} stfir dizileri kullanilir ve (3.1) de
tamumlanan B, ,,(x) kiimesi goz oniine alimirsa, verilen negatif olmayan bir i tamsayist
icin

L (f3x) = f(x)] S( V Kmk(X)Aw(f,d(xn,k,X)))

k¢35n,n(x)

\/< Vv Kn,k<x)/\w(f7d(xn,k»x))>

kEBgn,n (x)

S (w(f7 571)) V (il \/ (d(xn,kax))iKn,k(x)>

n kEBs, ,(x)

elde edilir. Son esitsizligin her iki tarafinda x € X iizerinden supremum alirsak ve
ayrica (3.4) hipotezini kullanirsak (3.5) sonucuna ulagsiriz.

Asagidaki 6zel durum Teorem 3.2°nin dogrudan bir sonucudur.

Sonug 3.1. a € (0,1] igin f € Lip() ise

1a(F) = Sl = 0 (@) (n— o igin) (3.6)
gerceklenir.

Ispat. (3.4) ifadesinde E(t) :=1t ve §, := ana%i alimirsa, Holder siirekliligin
tanimindan ve Teorem 3.2°den (3.6) elde edilir.

3.3 Yaklasim Teoreminin Uygulamalari

Bu boliimde, Teorem 3.1 ve Teorem 3.2°nin uygulamasini verecegiz. Daha sonra
maksimum-minimum Bernstein ve maksimum-minimum Shepard operatorleri ile
sozde-konkav fonksiyonlara yaklasim yapilabildigi gosterilecektir. Ayrica bu iki
operatorden sadece maksimum-minimum Bernstein operatorlerinin fonksiyonun
monotonluk 6zelligini korudugu gosterilecektir.

3.3.1 Maksimum-minimum Bernstein operatorleri

X = [0, 1] olarak alalim. Temsilci noktalari x,, = % (neN,k=0,1,2,...,n) seklinde
secelim ve K,  ¢ekirdek fonksiyonu

(Pt
Bnle) = G (Y (1—x)mr

r=0\r

(3.7

esitligi ile tanimlansin. Cekirdek fonksiyonu farkli k degerleri ve n = 8 i¢in Sekil 3.1°de
gosterilmektedir.

Buna gore f € C([0,1],]0, 1]) i¢in maksimum-minimum Bernstein operatorleri

B (fix) = \/ Kug(x) A f (S) (3.8)

k=0

12
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0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 3.1: n =8 ve k = 0,2,5,7 degerleri igin (3.7) ile verilen K, cekirdek
fonksiyonlarinin grafikleri

seklinde tanimlanir. Dikkat edilirse bu operatérler (2.1) formuna sahiptir. Burada
B (e03x) = eo(x) = 1
oldugu da kolayca goriiliir. Ayrica her n € N ve x € [0, 1] igin

Y QR -9 -5 6

VG = Vi

esitsizligi gerceklenir [56, 59]. Simdi sabit bir 6 > 0 i¢in

k 6
Vo Kk < g (3.9)

kEB&n(x)

ifadesi elde edilir. Bylece i = 1 i¢in Teorem 3.1%in (3.2) hipotezi saglanir. Dolay1siyla,
her f € C([0,1],[0,1]) i¢in

B ()= f
elde edilir. Bu diizgiin yaklagim

1 1

3
f(x)=§+4( —5) (3.10)

fonksiyonu secilerek n = 6, 15,50 degerleri icin Sekil 3.2’de gosterilmektedir.

Diger yandan yaklagimin yakinsaklik orani ig¢in Teorem 3.2°nin (3.4) sarti, i = 1,
E@) =1t ve ay = #1 almarak (3.9) esitsizliginden elde edilir. Ayrica (3.9)’da

1 n+
0=20,= (ﬁ) “T alimirsa, f € Lip(o) olmak iizere

(n — oo igin)

1B (f)—fl =0 <—a>
(I’l+ 1)2(a+1)

13
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Sekil 3.2: n = 6, 15,50 degerleri icin (3.10) ile verilen artan f fonksiyonuna B,(lm) (f)
maksimum-minimum Bernstein operatorleriyle yaklagim

bulunur.

[14]°deki gibi bulanik mantik teorisinde ©Onemli bir yeri olan sozde-konkav
fonksiyonlara da maksimum-minimum Bernstein operatorleriyle yaklasim
miimkiindiir. Bunun i¢in [0, 1] aralig1 tizerinde

1
8x3, 0<x< 3 ise
g(x) = | (3.11)
2(1—x), §<x§1 ise

ile tanimlanan s6zde-konkav g fonksiyonunu goz Oniine alalim, bu diizgiin yaklagim
n = 6,25,64 degerleri i¢in Sekil 3.3’te gosterilmektedir.

Simdi [59]’da oldugu gibi her bir k, j € {0,1,...,n} ve x € [nf? %} icin

(1 =+
(?)xf(l —x)"—J

Jien,j(xX) := myp j(X) A f (S) = % (1 fx)k_jAf (S) (3.13)
J

fonksiyonlarim1 tamimlayalim. Burada (3.13) ile verilen f, ;j(x) fonksiyonunun
[59)’daki c¢alismadan tek farki, carpim yerine minimum isleminin kullanilmig

olmasidir. Buna gore, her x € [#1,%] (j=0,1,...,n) i¢in (3.12) ve (3.13)

ifadelerini kullanir ve Lemma 2.4’ten yararlanirsak

My, j(X) i= (3.12)

ve

B (F3x) = \/ finj (%)
k=0

14
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Sekil 3.3: n = 6,25,64 degerleri (3.11) ile verilen sozde-konkav g fonksiyonuna
BS,’") (g) maksimum-minimum Bernstein operatorleriyle yaklagim

elde ederiz. Ustelik Lemma 2.5 uyarinca eger f : [0,1] — [0,1] azalmayan bir
fonksiyon ise herhangi k, j € {0,1,...,n}, k< jvex € [n]ﬁv flﬂ] icin
Jien,j (%) = fi—1,,j(%)
bulunur. Boylece )
BY (f52) = \/ fiem (%) (3.14)
k=j

esitligi yazilabilir. Dikkat edilirse, her bir k > j i¢in, f , ; fonksiyonu azalmayandir ve

buradan her bir [#, %] (j=0,1,...,n) alt arahiginda B,(lm) (f) in azalmayan oldugu

gozlemlenir. Ayrica lem) (f), [0,1] aralig1 iizerinde siirekli oldugundan asagidakiler
gerceklenir:

(m)

(i) eger f, [0,1] iizerinde azalmayan bir fonksiyon ise B, ' (f) de azalmayandir;

(m)

(if) eger f, [0,1] izerinde artmayan bir fonksiyon ise B, ' (f) de artmayandir.

Buradan (i) ile (i) ifadelerini birlestirerek maksimum-minimum Bernstein
operatorleri i¢cin agsagidaki sekil koruma 6zelligini elde ederiz.

Sonuc 3.2. Her n € N icin B"

monotonlugunu korur.

(f) operatorii [0,1] araliginda f fonksiyonun

3.3.2 Tek degiskenli Maksimum-minimum Shepard operatorleri

Bu bolimde Bede ve arkadaslari [13] tarafindan tanimlanan maksimum-minimum
Shepard operatorlerini kullanarak, elde ettigimiz teoremlerin bir diger uygulamasini
verecegiz. Bunun icin, asagida verilen 6zel durumlar dikkate alinacaktir:

15



* X =[0,1] alam ve x,4 = ; (n € N,k =0,1,2,...,n) temsilci noktalarini

secelim.

S =

* A > 1igin (2.3) ile tanimlanan Kj , cekirdek fonksiyonunu goz 6niine alalim.

« A > 1igin (2.2) ile tammlanan Sk} maksimum-minimum Shepard operatorleri
verilsin.

Sekil 3.4°te K;‘k cekirdek fonksiyonun A =2, n =3, ve k = 0,1,2,3 degerleri i¢in
grafikleri gosterilmisgtir.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 3.4: A =2, n=3 ve k=0,1,2,3 degerleri igin (2.3) ile verilen Kr%k cekirdek
fonksiyonlarinin grafikleri

Kolayca goriilebilir ki
Sh* (eg;x) = ep(x) = 1

esitligi gerceklenir. (2.3) ve (2.5) ifadelerinden herhangi bir sabit 6 > 0 igin,

k
VAR - K,ﬁ{k(f) =0 (r=0,1,...,n)
kegs, ()" " "
vex# 1 (r=0,1,...,n) icin
-2
k noolx— &
Vo e Kl < Yokl
kEBS,n(x) 7:0 ’x — ﬁ
olr—4

N Jx— &

16
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Sekil 3.5: A =3 ve n = 5,10,25 degerleri igin (3.16) ile verilen periyodik f
fonksiyonuna Sh,’1l (f) maksimum-minimum Shepard operatorleriyle yaklagim

bulunur. 2 > 1 oldugundan Lemma 2.3 uyarinca her x # © (r =0,1,...,n) igin

n

k| 4 k
\/ x=- Kn’k(x)g/\ x—-
keBs ,(x) k=0
esitizligi elde edilir. Ayrica
X, 0<x< 2—1n ise
N k
_ 2p—1 2p+1 .
N\x—=|= x—2|, L= <x<L(p=1,2,..,n—1)ise
n
k=0
1- ol cx <
X, 5, <X lise

oldugunu gormek zor degildir. Simdi yukaridaki sonuglar birlestirirsek herhangi bir
sabit 8 > 0ve A > 1 igin

V |-t

A
n Kn,k (X) <
kGB&n(x)

1
— 1
o (3.15)

esitsizligi, x € [0, 1] ve n € N i¢in gergeklenir. Bu ise i = 1 i¢in (3.2) hipotezini verir.
Boylece, Teorem 3.1 uyarinca her bir A > 1 i¢in f € C([0, 1], [0, 1]) oldugunda

SHE(f) = f

diizgiin yaklagimi elde edilir. Bu durum, A = 3, n =5, 10,25 degerleri ve

Flx) = 1+ siI;(an) (3.16)

fonksiyonu icin Sekil 3.5’te gosterilmektedir.
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Diger yandan, Teorem 3.2°de verilen yakinsaklik orani i¢in, eger (3.15) ifadesinde
i=1,&(t) =t ve a, = L alinirsa (3.4) sartin1 elde ederiz. Burada ayrica § = §, =

(l)l/(oH—l) U

n

olarak aldigimizda, f € Lip (a) oldugunda A > 1 i¢in

1 ..
I3~ 1= 0wtz ) (> isi)

elde edilir.

Maksimum-minimum  Shepard operatorleriyle, sozde-konkav  fonksiyonlara
yaklasabilmek te miimkiindiir. Bunun i¢in

2 <x<1j
dﬂ={4x’ Osxsjise (3.17)

4(1-x)2, J<x<lise

fonksiyonunu goz oniine alarak, A = 2 ve n = 5,10,25 degerlerine karsilik gelen
yaklagim grafikleri Sekil 3.6’da gosterilmektedir.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 3.6: A =2 ve n = 5,10,25 degerleri igin (3.17) ile verilen s6zde-konkav g
fonksiyonuna Sh;} (f) maksimum-minimum Shepard operatorleriyle yaklasim

Son olarak, maksimum-minimum Bernstein operatorlerinin aksine
maksimum-minimum  Shepard  operatorlerinin  verilen  bir  fonksiyonun
monotonlugunu her zaman korumadigini gérebiliriz. Bunun igin [0, 1] tizerinde azalan
f(x) = (x— 1)? fonksiyonu tanimlansin. Ayrica x; = %, Xy = % noktalarini segersek ve
A =1, n =2 alirsak, (2.2) ve (2.5)’ten

() 1)
()

degerleri bulunur ve bu da bize gosterir ki [0,
olmasina ragmen Sh}(f) azalan degildir.

Ve

[ =

Y

—_ W

| tizerinde f azalan bir fonksiyon

18



3.3.3 Iki degiskenli Maksimum-minimum Shepard operatorleri

Bu kisimda iki degiskenli siirekli bir fonksiyona maksimum-minimum Shepard
operatorleri ile yaklasim yapilacaktir. Oncelikle iki degiskenli maksimum-minimum
Shepard operatorlerini tamimlayabilmek icin asagida verilen kosullara ihtiyag
duyulmaktadr.

« X =[0,1]> =[0,1] x [0, 1] olmak iizere kartezyen diizlemdeki Oklid metrigini
g0z Oniine alalim.
* (XnjsYnm) = (%, ™) (n € N,k,m=0,1,...,n) temsilci noktalarini segelim.

* Verilen bir A > 1 sayisi icin [0, 1]? iizerinde p,q = 0,1,...,n olmak iizere iki
degiskenli Kr’} . (X:y) ¢ekirdek fonksiyonunu

( k|—A m| =
x__ L i
sl "= vt Dyey s D
n j_)b —A
jzo‘x_ﬁ (Vicolr— 4] )
k|
| | .TZIU x;é—vey_qlse
Vizo (3.18)
_m~t s
boal™ 6, ey O
- n
\/10’)’—‘|
] 1, k=pvem=qise P _q.
\ 5"”'6’"‘1_{0, k+ pveyam +# qise ’ rER Ve T e

olacak sekilde dort durumda tanimlayalim.

Buna gore her A > 1, n € N ve k,m = 0,1,...,n icin Kr)}km € C(X,[0,1]) oldugu
goriiliir. n = 3 ve A = 1 olmak tizere farkli k,m degerlerine karsilik gelen c¢ekirdek
fonksiyonun grafikleri Sekil 3.7°de verilmektedir.

Simdi bu ¢ekirdek fonksiyonu yadimiyla iki degiskenli maksimum-minimum Shepard
operatorleri

S (fr) =\ Klon(oy Af(— =) (3.19)
k,m=0

seklinde tanimlanir. Buradan
Shi (e0:x,y) = eo(x,y) = 1 (3.20)
oldugu agiktir. Teorem 3.17in (3.2) kosulunu dogrulamak igin oncelikle
T, = {(k,m) :k,m=0,1,....,n} (3.21)
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00 1.0

00 10

(d)

Sekil 3.7: A =1 i¢in (3.18) ile verilen K,’}km cekirdek fonksiyonlarinin grafikleri
((a)K§,3,1, (b)Kg},ljo, (C)Kg},ojz, (d)Ké,zﬂz)
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kiimesini goz oniine alacagiz. Simdi de verilen § > 0, n € N ve (x,y) € [0,1]? icin 1,
nin altkiimelerini

2
B, () = <k,m>ern:\/( S R (ot IR SCES

k 5}
>_7
nl— 2

xX— —

Csn(x,y) := {(k,m) €Tyt

o
Dy p(x,y) = {(k,m) €Ty ’y— %‘ > 5}

ile tammlayalim. Buna gore u,v > 0 olmak iizere vu?+1v? < u+ v esitsizligi
kullanilarak

B&n(xay) CC5,n(xuy)UD5,n(x7y) (3.23)

gerceklenir.

Asagida verilen lemma, Teorem 3.1°deki (3.2) kosulunun i = 0 i¢in saglandi81 gosterir.

Lemma 3.1. Sabit herhangi bir § > 0 ve A > 1 icin [0,1)? iizerinde

\/ K,}:k’m(x, y) =0 (3.24)
(k,m)€B5 (xvy)

kosulu gerceklenir.

Ispat. Cekirdek fonksiyonunun tanimindan sadece

P q

(I) X?é - vey7£ - (p,q:(),l,...,l’l),
n n

(Il) x # d vey= 4 (p,q=0,1,...,n),
n n

p q
(III) X = ; vey7£ Z (p,q:O,l,...,n)

durumlarint incelemek yeterlidir. Oncelikle (I) durumunu géz oniine alalim. (3.23) ten
asagidaki egitsizlik yazilabilir:

n

\/ Knl,k,m(x»y) S \/ ‘x_ n
ol

) B
(k;m)€Bs , (x.y) (km)€Cs , (x,) J ) (\/?:o ‘y_ ﬁ\ l)

-k

Vv \/ .
(k>m)eD3,n(x7Y) ( ‘7:0 ’x — %

_mrl
n

|y

) (Vo= 417)
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Son ifade diizenlendiginde

" et
\/ Kr)lL,k,m(xay) < \/ \/ .n—l . )
(kvm)EBﬁ,n(xLy) m=0 k:|x—% ’2% ( 7:0 ’x - % ) <V?:O ‘y — r%‘ )
—A -1
v \n/ \/ |~ §| -2
k=0 m:|y7%|2% < ?_0 ‘x_n > <v7:0 ‘y_% 71)

1-24
V Kn,k,m(x,y)ég \V =l —
(k;m)EBs ,(x.y) ek |>3 ;!:le_%
y v -
O\ mppomzg Vio =47
n x_lk " I A
2 | Mol Noly—4

2
T A=k 8 | Aoy

n

ifadesi bulunur. Boylece

1
Vo Khay) <+ (3.25)
(kvm) eBﬁ.n (xvy)

esitsizligi elde edilir. Simdi (II) durumunu inceleyelim. Bunun icin c¢ekirdek
fonksiyonun tamimu kullanilarak

\/ K'/;Ekm <x7£]>: \/ |x—]ﬂ7 .5mq

(kim) B () M kmeBs, ) [ [ a7
j=ol "
k=2
< e — %
o =2
k:|x—k Y
|x |>6 ( \/ x_% )
Jj=0
n J A
1 Ni=o ‘x_ﬁ
g kA1
Nizo|x— 7%
esitsizligi yazilir. Buradan
A q 1
K ( ,_) < 3.26
\/ nkm \*5 ) = 55, (3.26)

(kvm) eBﬁ,n (x,y)



ifadesi elde edilir. Simetriden dolayt (I1I) durumu icin de

V o Khw (f,y) < % (3.27)

(kvm) EBé,n (xvy)

yazilabilir. Dolayisiyla (3.25), (3.26) ve (3.27) ifadeleri birlestirildiginde (3.24)
sonucuna ulagilir ve boylece ispat tamamlanir.

Lemma 3.1 ve Teorem 3.1°den her f € C([0,1]?, 0, 1]) fonksiyonu icin

Shy (fix,y) = f(xy) (%) € [0,1]* igin)
yaklagimi elde edilir. Bu diizgiin yaklasim A = 5 ve n = 4,7, 10 degerleri ve

x2

2
flx,y) :1—3_% (3.28)

fonksiyonu icin Sekil 3.8’de gosterilmektedir.

3.3.4 Diizgiin yaklasima iliskin sonuclar

Simdiye kadar inceledigimiz 6zel hallerde X = [0,1] kiimesini ve x,; = £ € [0,1]
(k=0,1,...,n) temsilci noktalarim se¢mistik. Boylece f : [0,1] — [0,1] siirekli
fonksiyonuna maksimum-minimum Bernstein ve Shepard operatorleri ile yaklagim
yaptik. Burada belirtmeliyiz ki yaklagim yapilan f fonksiyonun tanim kiimesi a < b
olacak sekilde herhangi bir [a,b] kompakt araligina genisletilebilir. Gergekten,
f :]a,b] — [0, 1] siirekli fonksiyonu verildiginde temsilci noktalar

k(b—a)

n

Xpx =a+ € la,b] (k=0,1,...,n)

seklinde secerek A > 1 olmak iizere maksimum-minimum Shepard operatorlerini
asagidaki gibi modifiye edebiliriz:

SHEPYA (fx) = \/K[“bM ( +M>. (3.29)
n

Burada K,[la,’f’]"1 cekirdek fonksiyonu

| \H"M% (b-a)
i(b—a )
[a,b],A a0 x#a+ (i=0,1,...,n) 1se
S R ——
i
Ok x:a—i—l( %) (i=0,1,...,n) ise
n
\ (3.30)
olarak verilmektedir. Bu durumda daha 6nce yaptigimiz gibi ilerleyerek
la, b] tizerinde ShP* (f) = f (3.31)
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(b) ©

(d)

Sekil 3.8: L =5 ve n =4,7,10 degerleri igin (3.28) ile verilen f(x,y) fonksiyonuna
Sh*(f;x,y) operatorleriyle yaklasim ((a)n = 4, (b)n =7, (c)n = 10, (d) f(x,))
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Sekil 3.9: A = 6 ve n =4,9,16 icin f(x) = x* fonksiyonuna Sk} ( f;x) operatorleri ile
yaklagim

oldugunu gozlemleyebiliriz.

Ayrica, eger g fonksiyonu [a, b] tizerinde siirekli fakat x € [a, b] i¢in g(x) > 1 kosulunu
gercekliyor ise, (3.31)’de f = é alirsak,

1 1
la,b] iizerinde Sh"* (—) = -
8 8

elde ederiz.

Ornek olarak, tamim kiimesi [0,2] olan f(x) = x* fonksiyonunu goz oniine alalim.
Verilen f siirekli fonksiyonuna yaklagim yapabilmek i¢in

S ShPUA (%), x€0,1] ise
n\J>X) = 2],4 —1 .
(Sh,[l1 } (%,x)) , x€[1,2]ise

olacak sekilde maksimum-minimum Shepard operatorleri modifiye edelim. Dikkat
edilirse, A > 1 igin x € [1,2] oldugunda 1 < f(x) < 4 olmasina ragmen

[a,b] uzerinde Sh,,(f) = f

yaklasimi elde edilir. Burada yapilan diizgiin yaklasim Sekil 3.9°da A = 6 ve
n =4,9,16 degerleri icin verilmistir.

Son olarak, eger |a,b] aralig1 tizerinde f < 0 ise (3.31) de f fonksiyonu yerine —f

yazilarak
[a.b],A

—Shy (=) = f
[a, D] aralig1 iizerinde diizgiin yaklagimi elde edilir.
Burada dikkat edilirse, f fonsiyonun de8er kiimesine bagli olarak
maksimum-minimum Shepard operatorlerini modifiye etmek miimkiindiir. Bu tiir

modifikasyonlar [11, 14, 16, 18, 56, 59] ¢alismalarinda incelenen ve yine sozde-lineer
sartin1 saglayan maksimum-carpim operatorleri i¢in de gegerlidir.
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4. MAKSIMUM-MINIMUM OPERATORLERIYLE TOPLANABILME

Bu boliimde, negatif olmayan regiiler toplanabilme metodu kullanarak siirekli
fonksiyonlara (2.1) ile verilen maksimum-minimum operatorleri yardimiyla yaklagim
yapilacaktir. Bu sayede iigiincii boliimde elde ettigimiz Teorem 3.1 gelistirilerek,
klasik yaklasimin gerceklenmedigi durumlar i¢in alternatif bir yontem Onerilmis
olacaktir. Daha sonra elde edilen yaklasimin yakinsaklik orani hesaplanacak ve bazi
onemli 6zel halleri tizerinde durulacaktir.

4.1 Genel Toplanabilme Yaklasim Teoremi

Bu boliimde </ = {[a", ]} negatif olmayan regiiler toplam siirecinin
sup (Z a}?nxn> =B <o 4.1)
j7v€N n=1

kosulunu gercekledigini kabul edecegiz. Bu durumda (2.1) ile verilen
maksimum-minimum L,, operatoriinii </ metodu yardimiyla

Tiw(fix) =Y aj,L(f:x) (4.2)
n=1

olacak sekilde genellestirebiliriz. Burada (4.1) kosulu uyarinca her j,v € N, x € X ve
feC(X,[0,1]) igin
0< Tjv(fix) <P

gerceklenir; yani (4.2) ile verilen .7, (f) operatorii iyi tanimlidir.
Buna gore asagidaki yaklasim teoremini elde ederiz.

Teorem 4.1. 7 = {A"} = (a},) negatif olmayan regiiler toplanabilme metodu (4.1)
sarti saglasin. Herhangi bir sabit 8 > 0 ve negatif olmayan bir i tamsaytst i¢cin

lim i a})n \/ (d(xn,ka ‘))iKmk(') =0 (D ye gore db’izgiin) 4.3)

J=ree || =
n=1 keBg (1)

kosulunun gergeklendigini kabul edelim; burada Bs ,,(x) kiimesi (3.1) de tanimlandigi
gibidir. Bu durumda her f € C(X,0,1]) i¢in

}EEOHZU(JC) — f|| =0 (v ye gore diizgiin ) (4.4)

elde edilir; yani (2.1) ile verilen {L,(f)} dizisi X iizerinde f fonksiyonuna (diizgiin
olarak) <f -toplanabilirdir.
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Ispat. x € X, n € Nve f € C(X,]0,1]) verilsin. L,(eq;x) = 1 oldugundan
n
V Kuk(x) A f(x) = f(x) (4.5)
kf

esitliginin saglandigr aciknir. O halde (2.1), (4.2) ve (4.5) ifadelerinden

ajln(f;x) = f(x)

(\/Knk ) A S (o) = \/Knk )‘

})n \/ K i (x) A f(x) = f (x)

s

| Tio(f120) = f(x)| =

3
I
—_

IA
Mz

n:

n=1

\/Knk /\fxnk \/Knk

||M8

1)
]

+1f(x)

Z ajy, —

esitsizligi elde edilir. Lemma 2.1 ve Lemma 2.2 uyarinca

| Ty (Fix) = ;gi;}\/\ A F (k) — Kk (9) A £(2)]

+|f(x)| Za})n_l
n=1

i  V Kkln|f o) = 1)
+ Z
n=1

bulunur. f fonksiyonun X iizerinde diizgiin siirekli oldugundan verilen bir € > 0 icin en
az bir 6 > 0 vardur dyle ki d(x,, 1,x) < & iken | f(x, 1) — f(x)| < € gergeklenir. Boylece,

negatif olmayan bir i tamsayisi icin

)

| Tiw(fix) = fx)] < Z Vo Kk A f(xap) = f(3)]
n=1 kEB&n()
+ X @ Vo Kk ALfConi) = F(0)]
n=1 k¢36,n()
+ ia}’n—l
n=1




vazulabilir. Simdi de son esitsizligin her iki tarafinda x € X iizerinden supremum alirsak
ve (4.1) kosulunu kullanirsak

o)

|70~ Al <55 | Lt V(@) Knsl)

n=1 k€B5,n(')

+Be+

Z Ajn —
n=1

elde edilir. (4.3) hipotezinden ve <f regiiler oldugundan (4.4) sonucuna ulagilir.

Simdi genel yaklasim teoreminin bazi 6zel halleri {izerinde duracagiz.
[k olarak, Teorem 4.1°de ./ = {I} almirsa dogrudan Teorem 3.1 elde edilir.

Eger (2.8) ile verilen C; Cesaro metodu goz 6niine alinir ve Teorem 4.1’de 6zel olarak
o ={C1} = {[cjs] } alimirsa, bu durumda agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.1. Herhangi bir sabit 8 > 0 ve negatif olmayan i tamsayisi icin

11m— Z \/ Xnk, nk() =0

—oo |
J n=1 keBg ()

gergeklensin. Bu durumda her f € C(X,[0,1]) i¢in

Li(f) +La(f) +---+ Li(f)
J

lim

je

-

olur. Diger bir ifadeyle (2.1) ile tamumlanan {L,(f)} dizisi, X iizerinde f fonksiyonuna
(diizgiin olarak) Cesaro toplanabilirdir.

Teorem 4.1’in bir diger 6nemli 6zel hali ise (2.9) ile verilen {.# "} hemen hemen
yakinsaklik metodunun g6z Oniine alimmasidir. Buna gore Teorem 4.1°de

o ={FV} = { [ ] } alinirsa, asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.2. Herhangi bir sabit 8 > 0 ve negatif olmayan i tamsayisi icin

1 v+j—1
im=| Y \/ (d(xas-))Kuk(-)|| =0 (v ye gore diizgiin)
e ] n=v kGBé ()

gergeklensin. Bu durumda her f € C(X,[0,1]) igin

Lv(f) +Lv+1(f) +"'+LD+.i*1(f)
J

lim
jee

— f” = 0 (v ye gore diizgiin)

olur. Diger bir ifadeyle (2.1) ile tamumlanan {L,(f)} dizisi, X iizerinde f fonksiyonuna
(diizgiin olarak) hemen hemen yakinsaktir.

29



4.2 Toplanabilme Metoduyla Yakinsaklik Oram
Bu bolimde, Teorem 4.1’deki yakinsaklik oranimi hesaplayacagiz. Sonrasinda 6zel
olarak Holder siirekli fonksiyonlar i¢in de hata tahmini verilecektir.

Bunun i¢in oOncelikle iigiincii boliimde deginilen ¥ fonksiyon ailesini goz Oniine
alacagiz.

{xjv} ve {y;} pozitif reel sayilarin birer dizisi olmak iizere eger her j > jo ve v € N
icin x; , < Cy; olacak sekilde 3jy € N var ise, bunu

xjv=0(y;) (j— ocoigin, v ye gore diizgiin)

ile gbsterecegiz.

O halde, toplam siireci ile verilen yaklagimin yakinsaklik orani asagidaki gibidir.

Teorem 4.2. o = {A"} = {(a},)} negatif olmayan regiiler toplanabilme metodu (4.1)
sartim saglasin. {6}, {s;} ve {t;} pozitif reel sayilarin sifira yakinsayan dizileri olmak
iizere verilen & € ¥ fonksiyonu ve negatif olmayan bir i tamsayist igin

Yoah| V(@) Kak() | || = OCE(s)) (j — e igin, v ye gore diizgiin)
= keBﬁj,n(')

(4.6)

ve

= 0(t}) (j — oo igin, v ye gore diizgiin) 4.7)

)
Y =
n=1

kosullar gerceklensin. Bu durumda her f € C(X,[0,1]) i¢in

| Z50(f) = f]] = ( (f.8;)+ éi;j) ) (j — oo igin, v ye gore diizgiin) (4.8)

J

elde edilir.

Ispat. x€ X, j,v € Nve f € C(X,]0,1]) verilsin. Teorem 4.1 in ispatinda oldugu gibi,

730059) /0] < X

H<=

/\‘fxnk (x)}—f—

Y ap-
n=1

esitsizligi gecerlidir. Burada, siireklilik modiiliiniin taninu goz oniine alinarak

| To(f20)— £ < Y %\ Kuk @) A 0(f,d (xngox

=0

4| L

3
Il
_

~
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bulunur. Simdi de, 6 > 0 igin (3.1) ile verilen By ,,(x) kiimesi kullamlarak,
[ Tio(f0) = fW < X aj N Knilx) Ao(f,d (g x))

n=1
+ Za})n \/ Kmk(.X)/\(D(f,d(xn,kux))

ifadesi yazilabilir. (4.1) kosulu goz oniine alinarak, verilen negatif olmayan bir i
tamsayisi icin

1 To(f)—f@| <~ Y ab ) (dnen) Kni ()

elde edilir. Bu son ifadede 6 = {6;} alimir ve ayrica (4.6) ve (4.7) hipotezleri
kullanmilirsa, 3jo € N ve C1,Cy > 0 vardir oyle ki

§(s))
5

J

|50 (f) = f|| < Ci

+Bao(f,8;)+Catj

esitsizligi her j > jo ve v € N icin gerceklenir. Bu son egitsizlik (4.8) sonucu verir ve
boylece ispat tamamlanir.

Simdi Teorem 4.2’nin baz1 6zel hallerini inceleyecegiz.

Bunun i¢in ilk olarak asagidakileri gbz oniine alalim:

e o/ ={C}} olsun.

» &(t) =1t fonksiyonunu segelim.
1
* (4.6)’daki {90;} dizisi, negatif olmayan bir i tamsayisi i¢in §; = s¢*' seklinde
j g y y i =5
tanimlansin.

O halde, elde edilen sonu¢ v den bagimsiz olup asagidaki gibi verilir.
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Sonuc 4.3. Eger o7 = {C} ve §; = s " icin (4.6) sarti saglaniyorsa, her f € Lip (@)
icin

HLl(f)+L2(f)'+m+L —fH ‘”’) (j — oo igin)

elde edilir.

Benzer sekilde, (2.9) da verilen o/ = {#V} metodu alinirsa yakinsaklik orani,
asagidaki sonucta verildigi gibi elde edilir.

Sonug 4.4. Eger o/ = {F"} ve §; =5} o icin (4.6) kosulu saglantyorsa, her f €
Lip () igin

‘ Ly(f) + Lo 1 (f) + -+ Lovj—1(f)

J
bulunur.

_fH =0 <sj‘ﬁ> (j — oo igin , v ye gore diizgiin)

4.3 Toplanabilmeyle Verilen Yaklasim Teoremlerinin Uygulamalari

Bu bolimde Teorem 4.1 ve Teorem 4.2’nin uygulamalart olarak
maksimum-minimum Shepard operatorleri yardimiyla, hem tek degiskenli hem de iki
degiskenli fonksiyonlara toplanabilme metotlar1 kullanilarak yaklasim yapilacak ve
yakinsaklik oran1 hesaplanacaktir.

4.3.1 Modifiye Shepard operatorleriyle toplanabilme

Bu baghk altinda, modifiye edilmis maksimum-minimum Shepard operatorleri
yardimiyla yaklagim verilecektir. Bunun igin daha 6nce oldugu gibi X = [0, 1]
alinacak ve x,, x = % (k=0,1,...,n) temsilci noktalar segilecektir.

Ik olarak, A > 1 igin (2.3) de verilen K*, cekirdek fonksiyonu kullanarak
K* (x?), n=m?ise
M - n.k ’ ] 4.9
) { K,’ll?k(x), n#m? ise 49)

olacak sekilde yeni c¢ekirdek fonksiyonunu tanimlayalim. Farkli n ve k degerleri ve
A = 2 i¢in bu ¢ekirdek fonksiyonu Sekil 4.1°de gosterilmektedir.

Bu yeni ¢ekirdek fonksiyonlart yardimiyla (2.1) formuna sahip agagidaki maksimum-
minimum operatorlerini géz 6niine alalim:

LY (fix) = \/M (k> (4.10)

Buradaher A > 1,x€[0,1] ve n € Nigin L} (ep; x) = 1 oldugu aciktir. Ayrica o7 = {C, }
Cesaro metodu alindiginda
L} (f:2) + L3 (f22) + -+ L (1)

TH(fix) = ; @1
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Sekil 4.1: (4.9) ile verilen M,f . ekirdek fonksiyonlarinin grafikleri ((a)Mi], (b)M52 s
(©M3 |, (M3 )

operatoriinii tanimlayalim.

mmmzz1@m{zﬂﬁ}mmMMfec@Juamﬁmmwmmywmm
yapabilmesi i¢in Teorem 4.1’in (4.3) kosulunun gerceklendiginin gosterilmesi
gerekmektedir. Bunun igin oncelikle her x € [0,1], A > 1, § > 0 ve n € N igin
gerceklenen (3.15) esitsizligi dikkate alirsak, (4.9), (4.10), (4.11) ifadelerini
kullanarak, verilen herhangi bir 8 > 0 i¢in

1 k| a2 /2
= - Z \/ X—= Z Kmk (x )
J nef{l,...j} : n=m? \ keBj,(x)
1 k
S N VAR e
I nef1,j} : ntm? \ ke, (x)
1 &
</ lyl
J J n=1 n

sonucuna ulagiriz. Son esitsizlik yeniden diizenlendiginde

1 I+Inj
— + :
Vi 2

—0(j—oeoicin)  (4.12)

k
S LACIE
’/l 9
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08} 08}
06} j=3\ \ f os-
0.4 0.4+

02f 02l

(b)

(c) (d

Sekil 4.2: A =3 ve j = 3,6,9,20 icin (4.13) ile verilen f fonksiyonuna (4.11)’de
tanimlanan 9].1 (f) operatorleri ile yaklasim ((a)A =3 ve j =3, (b)A =3 ve j =6,
(©A=3vej=9,()L=3ve j=20)

bulunur ve bu da bize (4.3) kosulunu verir. Dolayisiyla Teorem 4.1’den her
fec([0,1],[0,1]) igin

ot
olur. Bagka bir ifadeyle (4.10) ile verilen {L,’lL (f )} dizisi [0, 1] tizerinde f ye (diizgiin
olarak) Cesaro toplanabilirdir. Bu Cesaro yaklasimi, A = 3 ve j = 3,6,9,20 degerleri

ve
Py = 1+ CO;(ZTC)C)

fonksiyonu icin Sekil 4.2°de gosterilmektedir.

(4.13)

Buna ragmen (2.2), (4.9) ve (4.10) ifadeleri dikkate alindiginda, her x € (0, 1) i¢in

lim L2 (f3x) = f(x°) # (%)

m-—yoo

olup {L% (f )} dizisi ile f fonksiyonuna klasik anlamda yaklagim yapilamaz.

Ayrica (4.11)’deki operatorlerle sozde-konkav fonksiyonlara yaklasim da
miimkiindiir. Bunun i¢in (3.17)’de verilen s6zde-konkav g fonksiyonunu géz Oniine
alalim. Bu durumda [0, 1] iizerinde her A > 1 igin Sh}(g) = g oldugu bir 6nceki

boliimde gosterilmisti. Burada {L,’} (g)} dizisinin tanimindan her x € (0, 1) igin

lim Lf;z(g;x) = lim Shjiz(g;xz) = g(x) #g(x)

m—soo m—soo
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08l g 08l j=23 g
06 06l
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02 04 06 08 10 02 0a 06 08 10
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Sekil 4.3: A =2 ve j =5,10,16,23 degerleri icin (3.17) ile verilen s6zde-konkav
g fonksiyonuna (4.11)’de tanimlanan ﬂjl (g) operatorleri ile yaklagim ((a)A = 2 ve
=5, (A =2ve j=10,(c)A =2 ve j= 16, (A)A =2 ve j = 23)

oldugundan g fonksiyonuna klasik yaklasim yapilamaz. Fakat Cesaro toplanabilme
metodu sayesinde Teorem 4.1°den

i 70 =
elde edilir. Bu Cesaro yaklasim Sekil 4.3’te A =2 ve j = 5,10,16,23 degerleri igin
verilmektedir.

Bu uygulamada elde edilen tim sonuglar Cesaro metodu yerine & = {F"}
alindifinda da gegerli olur. Bu durumda (4.11) operatorii

Ly (f0) + LA (fsx) -+ L2 (f3x)
J

T = @1

esitligi ile verilen operatdre doniisiir.

Son olarak, § > 0 icin, (3.1) ile verilen By ,(x) kiimesi dikkate alinirak (4.12)’de
oldugu gibi

. 1 v+j—1
1 V! k‘ . 1 5+1H<T>
= Z \/ x— =My (x) | < —=+ ;
Jon=v \kes,m! " Vi 2
1 1+Inj
Vi
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elde edilir. Daha sonra i = 1 ve s; = f + Hln] alinirsa, (4.14) ile tammlanan Z.)“v
operatorleri i¢in Sonug 4.4’deki tiim sartlar saglamr. Boylece her f € Lip () i¢in

L)+ Ly () ++ L, (f)
J

—fll=0 (s"‘j’> (j — oo icin, v ye gore diizgiin)

J

gerceklenir.

4.3.2 Iki degiskenli modifiye Shepard operatorleriyle toplanabilme

Bu kisimda iki degiskenli fonksiyonlara, toplanabilme metodu kullanarak uygun
operatorlerle yaklasim yapilacaktir. Bunun i¢in 6ncelikle asagidaki durumlart dikkate
alacagiz.

X =10,1]> = [0,1] x [0,1] olmak iizere kartezyen diizlemdeki Oklid metrigini
alalim.
o r k m
* Temsilci noktalar, her n € N ve k,m = 0,1,...,n igin (X4, Ynm) = | =, —
n' n
olarak secelim.

e Verilen A > 1 icin [0,1]? iizerinde (3.18) ile tanimlanan K*

nwkm(X,¥) gekirdek
fonksiyonunu kullanalim.

* (3.19) ile tanimlanan iki degiskenli maksimum-minimum Shepard operatoriinii
g6z Oniine alalim.

Simdi M* wk.m (%, y) gekirdek fonksiyonunu

K* (x,y), ntekise
Mﬂ, — n,k,m X, )
o (:3) { 1, n Giftise

olarak tanimlayalim. Bu durumda (2.1) formuna sahip asagidaki operatorleri elde
ederiz:

(4.15)

L (fix,y) = \/ M*km(xy)Af(E,%

l(f;X,Y) n tek ise (4.16)
= k
\/ f(— ﬂ) n cift ise.
km=0 \1 7
Ayrica
1 . )
=, n=13,...,2j—1lise
=10, o 4.17
“n {0, d.d. (4.17)

ile tammlanan ./ = {[a,| } Cesaro tipindeki toplanabilme metodunu goz 6niine alalim
ve bunun yardimiyla (4.16) operatoriinii

T (fixy) = Zam (f5x,y)

_ L’}(f;x,y)+L§(f;x,yj)+---+L%j1(f;x,y) wis)
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() (d)

Sekil 4.4: A =3 ve j = 5,9,12 degerleri icin (4.19) ile verilen h fonksiyonuna
(4.18)’de tanimlanan 9].7“ (h) operatorleri ile yaklasim ((a)A =3 ve j =5, (b)A =3
ve j=9,(c)A =3 ve j =12, (d)h)

seklinde modifiye edelim.

Burada, eger § > 0, n € N ve (x,y) € [0,1]? igin (3.21) ve (3.22) kiimeleri kullanilir
ve o/ metodunun regiilerligini de dikkate alirsak, Lemma 3.1°den [0, 1]? iizerinde

Zlaj” \/ Mli:k,m(xvy)
n=

(k,m)E€Bjs (x.y)
/ A
=-) V K mxy) | =0
n=1"\ (k;m)€Bs(x.y)
elde edilir. Boylece, Teorem 4.1’in (4.3) kosulu i = 0 igin saglanir. Dolayisiyla, her
f€C([0,1]%,[0,1]) icin [0, 1]* iizerinde
T (fix,y) = f(x,)

yaklagimi gerceklenir. Bagka bir ifadeyle (4.16)’da verilen {Lﬁ” (fsx, y)} dizisi f(x,y)

fonksiyonuna (4.17) anlaminda diizgiin 7 -toplanabilirdir. Bu toplam siireci Sekil
4.4°te . .
h(x,y) = e (724 0-37) (4.19)
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fonksiyonu ve A =3 ve j = 5,9, 12 degerleri i¢in gosterilmektedir.

4.3.3 Toplanabilmeye iliskin sonuclar

Boliim 3’te Sh* (f;x) maksimum-minimum Shepard operatorlerinin tammindaki f
fonkiyonun tamim kiimesi herhangi bir [a,b] kompakt aralifina genisletildiginde

temsilci noktalarin x,; = a + k(b—a) a) € [a,b] (k=0,1,...,n) sekilde alindigim

gostermistik. Ayrica buna karsilik gelen (3.30)’daki Kﬂb}’l cekirdek fonksiyonu
kullanilarak  (3.29) ile verilen maksimimum-minimum Shepard operatorii
tanimlanmigti. Simdi ayni ¢ekirdek fonksiyonlarini asagidaki sekilde modifiye
edelim:

,b], A .
[a,b],A L K}Lak ] (x2), n= m2 1S€
M, () =19 T .
K,i " (x), n#mise.

Bu durumda yeni operatorlerimiz

\/M’ab]/1 (cH—M)

olup bunlarin 6zel matris metotlarina gore karsiliklar: da sirasiyla

a,b|,A
L

T () = fix)+ 13" (]; ) o+ L (i)
ve

[a,b] A . [a,b]A /. la,bl,A [ .
L (fsx)+L (fsx)+--+L 777 (f3x)
a,bl, A ;. v 1 1

ile verilir. Yani yukarida elde edilen tiim yaklasim sonuglari bu yeni operatérler icin de
gecerlidir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde, (X,d) kompakt metrik uzay olmak iizere, herhangi f : X — [0, 1] siirekli
fonksiyonuna genel bir forma sahip olan maksimum-minimum operatorleriyle
yaklasim sonuglar1 elde edilmistir. Daha sonrasinda verilen cesitli uygulamalar ile
elde edilen sonuglar desteklenmigtir. Klasik yaklasgimin gerceklenmedigi durumlara
cevaplar bulunmas1 amaciyla negatif olmayan regiiler toplanabilme metotlar1 goz
Ontine alinmistir. BOylece klasik yaklasimdan daha genel ve giiclii sonuclara
ulasilmistir. Aritmetik ortalama yakinsaklik ve hemen hemen yakinsaklik gibi 6nemli
sonuclar lizerinde durulmustur. Yapilan bu c¢alisma ile yaklagimlar teorisinde az
calisiilmis olan lineer olmayan maksimum-minimum operatorleriyle siirekli bir
fonksiyona yaklasim, hem klasik yakinsaklik hem de toplam siireci yardimiyla
caligilmistir.

Istatiksel yakinsaklik gibi daha farkli yakinsaklik metotlar1 yardimiyla burada yapilan
caligmalar ele alinabilir. Bagka bir arastirma problemi olarak da lineer olmayan
operatorler ile siirekli olmayan fonksiyonlara yaklagimin incelenmesi onerilebilir.
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EKLER

EK 1: Tiirkce-Ingilizce Matematik Terimleri Sozliigii

Tiirkce terim

Aritmetik Ortalama Yakinsaklik
Cekirdek Fonksiyonu

Diizgiin Yakinsaklik

Hemen Hemen Yakinsaklik
Klasik Yakinsaklik

Kompakt Kiime
Maksimum-Minimum Operatorii
Metrik Uzay

Regiiler Toplanabilme Metodu
Sozde-Konkav Fonksiyon
Temsilci Noktalar

Yaklagimlar Teorisi

Yakinsaklik Oram

Zayif-Lineer Operator

Ingilizce Terim

Arithmetic Mean Convergence
Kernel Function

Uniform Convergence
Almost Convergence
Classical Convergence
Compact Set

Max-Min Operator

Metric Space

Regular Summability Method
Quasi-Concave Function
Sample Points
Approximation Theory

Rate of Convergence

Pseudo-Linear Operator
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