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Bu calismada, genel miidahaleli rasgele yiiriiyiis sireci ele almmustir. Incelenen
stirecin temel 6zelligi bazi durumlar disinda genel ifadeler elde edilmesidir. Siireg
matematiksel olarak insa edildikten sonra Siireg i¢in genel ergodik teorem ispat edilmis
ve slirecin ergodik dagilimi elde edilmistir. Bu dagilima ait karakteristik
fonksiyonunun asikdr sekli rasgele yiirliylisiin temel Ozdesligi yardimiyla
bulunmustur. Daha sonra siirecin sinir fonksiyonelinin momentleri i¢in kesin ifadeler
ve li¢ terimli asimtotik a¢ilimlar bulunmustur. Standartlastirilmis siirecin karakteristik
fonksiyonu icin iki terimli asimtotik agilimi elde edilmis ve bulunan ag¢ilim yardimiyla
zayif yakinsama teoremi ispatlanmigtir. Karakteristik fonksiyonlar igin streklilik
teoremine gore standartlagtirilmis siirecin ergodik dagiliminin miidahaleye karsilik
gelen rasgele degiskenler dizisi tarafindan iiretilen yenileme siirecinin kalan 6mriiniin
limit dagilimina yakinsadig ispatlanmistir. Ergodik dagilimimn ilk bes momenti igin
kesin ifadeler bulunmustur. Surecin ilk bes ergodik momenti igin tg¢ terimli, ilk dort
ergodik momenti igin ise dort terimli asimtotik agilimlar siirecin sinir fonksiyonelleri
icin bulunan asimtotik agilimlar yardimiyla elde edilmistir. Ergodik momentler igin
elde edilen asimtotik acilimlar yardimiyla siirecin degisim katsayisi, basiklik ve

carpiklik gibi karakteristikleri igin yaklasik formiiller bulunmustur. Ayrica, literatiirde



6zel durumlar icin ulasilan sonuglar bu caligmada bulunan genel asimtotik ifadeler
yardimiyla farkli dagilimlara sahip miidahaleler (Weibull, simetrik tggensel, Ustel,

Gamma) icin hesaplanmustir.

Anahtar Kelimeler: Rasgele yiiriiyiis siireci, Ergodik dagilim, Zayif yakinsama, Sinir
Fonksiyoneli, Ergodik moment, Asimtotik agilim.
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In this study, a random walk process with general interference of chance is
investigated. The main feature of the examined process is that general formulas are
obtained, except for some special cases. The process is mathematically constructed,
after that the general ergodic theorem is proved and the ergodic distribution of the
process is obtained. The exact form of the characteristic function of this distribution is
found with the help of the basic identity of random walk. Then, exact expressions and
three-term asymptotic expansions are found for the moments of the boundary function
of the process. Two term asymptotic expansion for the characteristic function of the
standardized process is found and the weak convergence theorem is proved by using
this expansion. It is been proved that the ergodic distribution of the standardized
process according to the continuity theorem for characteristic functions converges to
the limit distribution of the residual waiting time of the renewal process generated by
a sequence of random variables expressing the discrete interference of chance. Exact
expressions are found for the first five moments of the ergodic distribution. Three term
asymptotic expansions for the first five ergodic moments and four term asymptotic
expansions for the first four ergodic moments of the process are obtained with the help

of asymptotic expansions for the boundary functionals of the process. Approximate



formulas are found for the characteristics of the process such as coefficient of
variation, kurtosis and skewness with obtained asymptotic expansions of ergodic
moments. In addition, the results obtained in the literature for special cases are
calculated for the discrete interference of chances with different distributions (Weibull,
symmetric triangular, exponential, Gamma) with the help of found general asymptotic
expressions in this study.

Keywords: Random walk process, Ergodic distribution, Weak convergence,
Boundary functional, Ergodic moment, Asymptotic expansion.
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1. GIRIS VE LITERATUR ARASTIRMASI

Stokastik streg, temelde zaman iginde gelisen rasgele bir olayr tanimlayan
matematiksel bir aractir. Matematiksel bir bakis acisindan, stokastik siirecler teorisi
1950 civarinda literatiire yerlesmeye baslamistir. O zamandan beri stokastik siire¢ler;
matematikgiler, fizik¢iler, finansc¢ilar, mithendisler i¢in yaygin bir ara¢ haline gelmis
ve bu teori genis bir uygulama alanina sahip olmustur. Kapsamli bir sekilde incelenen
ilk stokastik silire¢, 1828'de parcaciklarin sivi veya gazdaki rastgele hareketini
g6zlemleyen ve ifade eden botanikci Robert Brown (1773-1858) onuruna kendi adi ile
adlandirilan Brown hareketi olarak anilmaktadir. Stokastik siire¢lerin ilk matematiksel
caligmalarindan biri, 1900 yilinda hisse senedi ve opsiyon piyasalarinin stokastik bir
modellemesini yapan Louis Bachelier'e (1870-1946) dayanmaktadir. Bununla birlikte,
o yillarda olasilik teorisinin gii¢lii bir temelinin olmamasi nedeniyle, Bachelier'in
calismasi bir siire goz ardi edilmistir. Diger yandan, Albert Einstein (1879-1955)
atomlarin ve molekiillerin varligint dolayli olarak dogrulamanin bir yolu olarak
stokastik siirecleri fizik¢ilerin dikkatine sunmustur. Stokastik siirecler ile ilgili
calismalar ciddi bir bigimde matematik¢i Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903-
1987) ile baglamistir. 1933'te Rusca olarak yayinlanan ¢alismasinda, olasilik teorisini
temel aksiyomlarini olusturmustur ve bu c¢alisma teoride ¢cok Onem tagimaktadir
(Kolmogorov, 1956). Kolmogorov, bu aksiyomatik yaklasim ile stokastik siireclerin
kesin bir tanimin1 vermistir. Joseph Doob (1910-2004), Kolmogorov’la tutarli ve Paul
Leévy (1886-1971) tarafindan yapilan ¢aligmalara paralel olacak sekilde giiniimiizde
yaygin olarak kullanilan stokastik siire¢ tanimini vermistir. Markov zincirleri en
onemli stokastik siirecler arasindadir. Yar1 Markov siirecleri, Markov zincirlerinin ve
varyasyonlarinin dogal ve dnemli genellemeleridir. Ayrica, yari-Markov streglerinin
Markov siireglerinin bir genellestirilmesi oldugu bilinmektedir. Bu genellestirme,
zaman araliklarinin iistel dagilimi yerine rasgele bir dagilim kullanilmasina imkéan
saglanmasiyla gerceklesmektedir. Zaman araliklarindaki iistel dagilim kosulunu
zayiflatan ve dolayisiyla yari-Markov siireglerin tanimi ilk olarak literatiire kazandiran

calismalar Lévy (1954), Smith (1955) ve Takécs (1954) tarafindan verilmistir. Markov



zincirlerinin bu genellestirilmesi, Markov o6zelligi olan istel dagilimin hafiza
eksikligine alternatif bulmak i¢in gergeklestirilmistir. Diger yandan, Markov yenileme
stireci, ilk once Pyke (1961) tarafindan tanimlanmistir. Yar1 Markov stiregleri, birgok
rastgele siire¢ smifinin tanimlanmasina yardimei olan ¢esitli modifikasyonlarin ve
genellemelerin yolunu agmaktadir. Yenileme siirecleri, 6diillii yenileme siirecleri,
rasgele yiirliyiis stiregleri, Markov ve yar1t Markov siiregleri; servis sistemleri, yedek
sistemleri, stok kontrol, matematiksel sigorta, kuyruk teorisi, matematiksel biyoloji,
guvenirlilik, stokastik finans ve fizik gibi alanlardaki problemleri modellemek igin
dogal bir yol sunmaktadir. Bu siire¢lerle ilgili bircok degerli ¢alisma bulunmaktadir
(Aliyev vd., 2016a; Alsmeyer, 1991; Brown ve Solomon, 1975; Borovkov, 1984;
Chang ve Peres, 1997; Feller, 1971; Gihman ve Skorokhod, 1975; Hanalioglu ve
Khaniyev, 2019; Janseen ve Leeuwarden, 2007; Khaniyev ve Mammadova, 2006;
Lotov, 1996; Siegmund, 1979; vb.). Daha eski ¢alismalarda siireclerin incelenmesi
daha cok analitik ve teorik iken, ilerleyen yillardaki ¢aligmalar uygulamaya yatkin
yaklagimlar icermektedir. Bahsi gecen siireclerle ilgili ¢aligmalar genelde, yenileme
fonksiyonu, rasgele yiiriiyiistin maksimumu, limitteki davranis, sinir fonksiyonelleri
ve ergodiklik gibi konular iizerine yogunlagmaktadir.

Yenileme fonksiyonu; yenileme strecleri, odulli yenileme siregleri ve rasgele
ylrliyiis siirecleri gibi siire¢lerde 6nemli bir rol oynamaktadir. Feller (1971), Laplace-
Stieltjes doniislimii yardimiyla kullanimi daha kolay olan Markov yenileme
denklemini vermistir. Brown ve Solomon (1975), yenileme siirecinin varyansi i¢in
asimtotik acilim elde etmistir. Yenileme fonksiyonu ile ilgili detayl bir arastirma ve
calisma tezin EK A boliimiinde bulunmaktadir. n4, 15, 3, ... rasgele degiskenleri — 8 <
0 negatif beklenen deger ve 1 varyansi ile Normal dagilsin. S,, =ny + -+ 1, S0 =
0 olsun. {S,,:n > 0} siireci Gauss rasgele ylriiyiis siireci olarak tanimlanmaktadir.
Janssen ve Leeuwaarden (2007a), rasgele yiiriylisin maksimumunun M =
max{S,:n = 0} beklenen degeri ve varyansi i¢in kesin ifadeler elde etmistir.
Bulduklari ifadeler, katsayilar1 Riemann zeta fonksiyonlarini barindiran § = 0’a gore
Taylor serisi seklindedir. Janssen ve Leeuwaarden (2007b), maksimumun tim
kiimiilantlar1 i¢in kesin ve asimtotik sonuclar elde etmistir. Ancak buldugu asimtotik
acilimlar ile kesin ifadeler arasindaki farklarin f > 0.5 oldugu takdirde arttig1 tespit
edilmistir. Bu baglamda, G6kpinar vd. (2013), 8 € (0.5, 3.2] oldugu durumda meta

modelleme teknigiyle Gauss rasgele yliriiylistiniin maksimumunun ilk dért momenti



icin yaklagik ifadeler elde etmistir. Ayrica, Y(B) = 28M doniisiimiiniin dagilimi i¢in
zayif yakinsama teoremini ispatlamis ve limit dagiliminin kesin ifadesini bulmustur.
M'nin dagilimi, uygulamali olasiligin ¢esitli alanlarinda 6nemli bir rol oynamaktadir.
Ozellikle kuyruk teorisinde, yiik kritik seviyenin hemen altinda oldugu, yogun trafik
diye adlandirilan durumlarda kullanilmaktadir. M'nin kuyruk dagilimi ise sirali analiz
ve risk teorisinde 6nemlidir. Khorsunov (1997), rasgele yiirliylisiin maksimumunun
kuyruk dagilimi ile ilgili sonuglar elde etmistir. Diger yandan, rasgele yiiriiyiisiin
maksimumu ve ilk merdiven yiiksekligi, 6zel bir durum olan Gauss rasgele yiiriiyiisiin
disinda keyfi dagilima sahip artiglt rasgele yiiriiyiisler i¢in de incelenmistir. Blanchet
ve Glynn (2006), Gauss olmayan rasgele yiiriiyiis siireglerinin ilk basamak yiiksekligi
ve maksimumun beklenen degeri i¢in Taylor serisi ac¢ilimlari vermistir. Buldugu
sonuglar, bir bakima Siegmund (1979) ve Chang ve Peres (1997)’in bulgularinin
genellestirilmisidir. Blanchet ve Glynn (2006)’nin sonuglarinin en biiyiik katkisi
rasgele yiirliylisiin maksimumunun yaklasik formiillerinin kesin ifadelere yakinligidir.
{Sp:m = 0} rasgele yiiriiyiis siirecinin ilk defa pozitif deger aldigi zaman v{ =

min{n > 1:S,, > 0} birinci basamak am1 olarak adlandirilmaktadir. Bu takdirde, y; =

+
Syt = 211'21 7; birinci basamak yiiksekligi olarak tanimlanmaktadir. Birinci basamak

yiiksekligi kavrami rasgele yiirliylis siireclerinin teorisi ve uygulamasi ile ilgili
literatlirtinde 6nemli bir yere sahiptir (Rogozin, 1964; Feller, 1971; Siegmund, 1979).
Bahsedilen g¢alismalarin énemli bir kisminda temel yaklasim olarak Wiener-Hopf

faktorizasyon yontemi kullanilmaktadir. Bazi bilinmeyen fonksiyonlar r,+(4) = 1 —
E {Z"1£ exp(/lxi—r) ; Vf < 00} seklinde yine bilinmeyen faktorizasyon bilesenleri olarak

ifade edilebilmektedir. Burada vi ve xI, sirasiyla birinci basamak ani ve yiiksekligidir.
r,+(4) fonksiyonu, Re(1) = 0, |z| < 1 kosullarm1 ve Wiener-Hopf faktorizasyonu
olarak adlandirilan 1, (1)1,_(1) = r,(1) = 1 — zE{exp(4An,)} iliskiyi saglamaktadir.
Bu baglamda, Spitzer (1964) literatiire Spitzer Ozdesligini kazandirmis ve asagidaki
ifadeyi elde etmistir:

o)
n

r,+(1) = exp {—2 %E{eXp(lSn); 1S, = 0}¢,Re(1) =0,|z| < 1.

n=1

Alsmeyer (1991) ve Griibel (1988), r,+(4)’nin gosterimini kolaylagtiran galigmalar
yapmis ve harmonik yenileme olgiitleri ile Wiener-Hopf faktorizasyonu uzerine

sonuclar bulmusturlar. Alsmeyer (1991), E(n, > 0) iken ve x sonsuza giderken



Uy(x) =log(x/u) +y +0(1) asimtotik agilimimi bulmustur. Burada, Uy(x)
harmonik yenileme fonksiyonu ve y Euler katsayisidir. Lotov (1996), Wiener-Hopf
faktorizasyonu gosterimi tizerine degerli bir ¢alisma yapmis ve normal dagilima sahip
(n,, € Normal(a,c?)) toplamlardan olusan rasgele yiiriiyiis siireci i¢in gdsterimi
sonsuz carpim ile ifade etmistir. Hadamard teoreminin uygulayarak buldugu ifade
asagidaki gibidir:

A a A2 i r
T, (; - 0—) =1-— zexp < > ) = exp(by + b4 )1_[< 12 (Z)> <l$l(z)>-

Faktorizasyon bilesenleri i¢in buldugu yeni gosterim birinci basamak yliksekligi

X7 ’nin momentlerini bulmak konusunda kolaylik saglamaktadir. Bu sekilde Lotov
(1996), Gauss rasgele yiiriiyiis slirecinin birinci basamak yiiksekliginin momentleri ile
ilgili sonuglar elde etmistir. Ozellikle Gauss rasgele yiiriiyiis siireglerinin birinci
basamak yiiksekliginin momentleri ile ilgili birgok degerli ¢alisma bulunmaktadir.
Siegmund (1979)’un bu konu iizerine 6nemli bir bulgusu bulunmaktadir. Birinci
basamak yiiksekliginin momentleri i¢in @ — oo iken asagidaki asimtotik ac¢ilimi elde

etmistir:

ur(a) = E, (Sf;r) =E, (Sf;) + -llc- 1EO (S{f;l) a+ o(a).

Burada,

+
1 (0) = E, (S{f;) = Eo(x*), xf = S,3 = X2 mi,vf = min{n = 1:S,, > 0}.
Lotov (1996), Hadamard acilimlarini kullanarak Gauss rasgele yiiriiyiis siirecinin
birinci basamak yiiksekliginin ilk ic momenti i¢in asagidaki kesin ifadeleri elde

etmistir:
V2 L
11(0) = Eo(S,1) = =~ = 0.707106 ..., 40 = Ey (55;) = =0.823916..,

Vi
3v2
13(0) = Eq (S2) = < (7 + 22) = 1.250307 ...

Burada L = lim (2\/_ yn_ 1J_) = 1.460313 ...’tiir

Chang ve Peres (1997), Riemann zeta fonksiyonunu kullanarak Gauss rasgele yiiriiyiis
slirecinin birinci basamak yiiksekliginin ilk dort momenti igin asagidaki kesin ifadeleri

elde etmistir:

V2
1(0) = Eo(S,1) = —-=0.707106 ...;



N——

(G

11,(0) = E, (sjf) =~ = 0823916 ..
1
15 (0) = E, (53;) = % %+ # = 1.250347 ...;

3/2) ¢3(1/2) 3¢(1/2
1a(0) = Eo (S ) = (;42) S 753//2 ) 52(\/% ) 2264330 ..

Burada {(z) = Y;-n~? Riemann zeta fonksiyonu, {(1/2) = —1.460313... ve
((3/2) =2.612226...”dr.

Nagaev (2010) ise bir adim daha ileriye tasimis ve Gauss rasgele ylriiyiis siirecinin
birinci basamak yiiksekliginin ilk bes momenti i¢in kesin ifadeleri bulmustur.
Yenileme sirecleri, 6dullli yenileme siiregleri, rasgele yiiriiyiis siiregleri, Markov ve
yart Markov stireglerin limitteki davraniglar1 stokastik siirecler teorisinin temel
problemlerinden biridir. X,,,n = 1,2, ... rasgele degiskenlerinin dagiliminin X rasgele
degiskeninin dagilimma yakinsamasi, olasilik teorisinde zayif yakinsama olarak
adlandirilmaktadir. Hem pratik hem de teorik bakimdan yari-Markov suregler igin
ergodik teoremler ve sureglerin ergodik dagilimlar1 oldukca 6nemlidir. Gihman ve
Skorohod (1975), yar1 Markov siiregleri i¢in genel ergodik teoremi ispatlamistir.

Bu calismada, genel miidahaleli rasgele yiiriiylis siireci incelenmistir. Literatiirde bu
stireglerle ilgili bircok ¢alisma yapilmistir. Yapilan ¢alismalar, farkli dagilimlara sahip
mudahaleli rasgele yiirliyiis siireglerin limitteki davraniglarini  ve asimtotik
yaklasimlarla elde edilen olasiliksal karakteristiklerini incelemek tizerinedir. Kesemen
vd. (2013), Weibull dagilimina sahip miidahaleli rasgele yiiriiyiis siirecini, Aliyev vd.
(2016b), yansitan bariyerli rasgele yiiriiylis siirecini ele alarak, zayif yakinsama
teoremini ispatlamis ve ergodik dagilimin limitteki formunu bulmustur. Gokpinar vd.
(2013), Gauss rasgele yiirlyiis siirecinin maksimumunun dagilimi igin zayif
yakinsama teoremini ispatlamigtir. Hanalioglu vd. (2015), normal dagilimli
miidahaleli rasgele yiiriiylis slirecini ele almis, standartlastirilmig siirecin ergodik
dagilimimin diizgiin dagilima zay1f yakinsadigini ispatlamustir. Ozel midahalelerin ele
alindigr diger c¢alismalar genel olarak ergodik momentlerin asimtotik acilimlari
uzerinedir. Khaniyev ve Kucuk (2004), 8 > 0 ve 0 seklinde iki bariyerli ve normal
dagilimli toplamlara sahip rasgele yiiriiylis siirecini ele almislardir. Burada, £ herhangi

bir pozitif reel sayidir. f = oo iken ergodik dagilimin ilk dort momenti igin asimtotik
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sonuglar elde etmis ve Monte Carlo simiilasyon ydntemiyle bulunan yaklagik
formiillerin kesin ifadelerle yakinligini test etmislerdir. Khaniyev ve Mammadova
(2006), genellestirilmis (s, S) tipli modeli Normal dagilima sahip miidahaleli rasgele
yiiriiyiis siireci ile incelemistir. S — s — oo iken siirecin ilk doért ergodik momenti igin
asimtotik agilimlar elde etmis, Monte Carlo simiilasyon denemeleriyle S — s kicuk
degerler aldiginda dahi kesin ifadelere ¢ok yakin sonuglar bulduklarin
gostermislerdir. Khaniyev vd. (2008), miidahalenin iistel dagilimina, Aliyev vd.
(2009), miidahalenin Gamma dagilima sahip oldugu durumda yari-Markov rasgele
yiirliylis siirecini ele almislar ve ergodik momentler i¢in asimtotik agilimlar elde
etmislerdir. Aliyev vd. (2010), (s,S) tipli kesikli sans karisimli bir yari-Markov
rasgele ylirliylis stirecini incelemislerdir. Kesikli sans karisimli rasgele degiskeninin
simetrik ti¢gensel dagildigi, [s,S] araliginda deger aldigi ve merkezinin (S + s)/2
oldugu durumu ele almiglardir. (S —s)/2 — oo iken ergodik dagilimm ilk dort
momenti i¢in Ui¢ terimli asimtotik agilimlar elde ederek gergek formiillerle de oldukca
yakin olduklarmi tespit etmislerdir. Aliyev vd. (2014), mudahalenin Weibull
dagilimina sahip oldugu durumda yari-Markov rasgele yliriiyiis siirecini incelemis ve
stirecin ergodikligini ispat etmislerdir. Basit 6zdesligi kullanarak siirecin karakteristik
fonksiyonunu, Sy, smir fonksiyonelinin karakteristikleri yardimiyla ifade
etmislerdir. Ayrica, siirecin ilk dort momentinin asimtotik acilimlarini elde etmislerdir.
Bu calismada, bahsi gecen calismalarin hepsinin bir cati altinda toplanmasi
amaglanmaktadir. Boylece, diger ¢alismalar bazi 6zel durumlar (normal dagilim gibi)

disinda bizim ¢alismamizin 6zel bir durumu haline gelmektedir.



2. X(t) SURECININ MATEMATIKSEL KURULUSU

{&.3 (na) ve {¢,}, n =1 aym (Q,F,P) olasilik uzayinda tanimlanmis bagimsiz
rasgele degisken dizileri olsunlar. &, ve {,, rasgele degiskenleri sadece pozitif degerler
alabilirken, n,, rasgele degiskeni hem pozitif hem de negatif degerler alabilsin. &,,, 1,

ve {, rasgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonlar1 agagidaki gibi verilmis olsun:
o(t) = P{§; <t} F(x) = P{ny < x};
m(z) =P{{; <z}t =0;z> 0;x € (—0, ).

{T,.} yenileme dizisini agagidaki tanimlansin:

n
TO - O;Tl =€1;T2 =51+$2; ...;Tn =Zfl,n= 1,2,...

{S,,} rasgele yiiriiyiis siirecini asagidaki tanimlansin:

n
SO :O,Sl :771;52 =T]1+T]2,,Sn :ZTIL, n= 1,2,...

Ayrica asagidaki tam degerli rasgele degiskenler dizisi tanimlansin:
No=0;N, =N(z) =inf{n>1:2z— S5, >0,k =1,n— 1,4z — S, < 0};
Ny = No(Agy) = inf{n = 1:18 — (Sy,4x — Sn,) > 0,k =1,n —1;

AGy — (SN1+n - 51v1) < 0};
N1 = N1 (W) = inf{n = 1: A0 — (Sp, 4k — S1,) > 0,k =1,n—1;

Al — (SLm+n - SLm) < 0},

burada L,, =N; + N, + -+ N,;m=12,.." dir ve inf(@) = +oo sart1i kabul
edilmistir. N,, rasgele degiskeninden yararlanarak asagidaki pozitif rasgele

degiskenler insa edilsin:



T0=0;7y =1,(42) = Tnoz) = z $iiTm =
i=1

N(Az)

Lm
TLm = zgl;m = 1,2,...
i=1

Ayrica, v(t) = max{n > 0:T,, < t},t > 0 olsun. Burada v(t), t anina kadar olan

sigrama sayisina karsilik gelir. v(t)’ye {&,} rasgele degiskenler dizisinin iirettigi

yenileme siireci de denir.

Verilen tanimlarla X (t) stokastik siirecini asagidaki gibi vermek mumkundur:

X(@) = Alm—y — (Sv(t) - SLm_l)»Tm—l St<Tm m=

1,2, ..

Burada, S,y = Sn,,,{o =z ve A > 0’dir. X(¢) siirecinin bir goriiniimii Sekil 2.1°

deki gibidir:
X(0 A2y
| S—
i ! Az
| S— | : o
| i AL PR O l
Az ——> ! i | i
M1 | | | | | | 5 |
— ; i — | i
' — o i i
' » G é 'e 5
. ! i 1 *. ZZ
: | | i —
&1 1 & | & £ EN,+1 |
¢ . . . . . ¢ ‘—
0 T-J Tz T3 »* TN:L =T ; Ty

Sekil 2.1. X(t) slrecinin bir géranimu

Bu ¢alismada, {(,},n = 1,2,...

rasgele degiskenler dizisi keyfi bir dagilima sahip

olabilecegi i¢in X(t) stokastik siireci “Genel Miidahaleli Rasgele Yiiriiylis Siireci”

olarak adlandirilmaktadir.




3. X(t) SURECININ ERGODIKLIiGi

t — oo iken bir boyutlu dagilimin davranisini incelemek igin X (t) strecinin ergodik
karakteristikleri bu boliimde incelenecektir. Bu nedenle siirecin bazi kosullar altinda
ergodik oldugu ispatlanacaktir.

Yardimer Teorem 3.1. (Aliyev vd. 2016a) Asagidaki kosullar saglansin:
(i) g(x) sinirhi ve 6lgiilebilir bir fonksiyon olsun,
(i) 9}1—{2} g(x) = 0 olsun.

Bu takdirde A — oo iken asagidaki asimtotik iliski yazilabilir:

[0e]

j g(Az)dn(z) — 0.
z=0

Ispat. Ispata gegcmeden 6nce kisalik igin asagidaki notasyon verilsin:

GA) = fg(/lz) dn(z). 3.1)
z=0

lim g(x) = 0 kosulu goz oniine alindiginda her &€ > 0 icin dyle bir sonlu T degeri
X—00

se¢mek mumkundur ki, |g(x)] < %esitsizligi her x > T i¢in saglansin. z* = gseklinde
tanimlansin. Bu takdirde,

(3.1) esitligi islemlerde kolaylik agisindan agagidaki gibi ikiye ayrilsin:
z* o
GQA) = f g(Az)dn(z) + f g(1z)dn(z). (3.2)
0 z*

G = [7 gOz)dn(2) ve G, () = [ g(Az)dn(2) olsun.

(3.2) esitligindeki G, (A) ifadesi asagidaki gibi incelenebilir:

1G,(D)| < flg(lz)ldn(z) < ;f dn(z) = ;(1 —n(z")) < ; (3.3)



(3.2) esitligindeki G, (4) fonksiyonu asagidaki gibi degerlendirilebilir:

|G, (D) Sflg(/lz)ldn(z) SHJ dn(z).

Burada m(0) = 0,T sabit ve A —> co oldugu i¢in A’y1 o kadar biiyiikk se¢mek
mumkindur ki m(T/A) < &/2H olur. Bu takdirde,

G,(D)| < Hr(z") = Hr (;) < H% - % (3.4)

Burada H = sup |g(x)| < oo’dur.

XERT

(3.3) ve (3.4) esitlikleri (3.2) esitliginde yerine yazildiginda asagidaki ifade elde edilir:

& &
G(A -t+t-==¢.
6N <5+5=¢

Dolayssiyla lim G(2) = 0 olur veya A - oo iken J,-,9(Az) dr(z) — 0 olur.

Boylece Yardime1 Teorem 3.1°1n ispati tamamlanmis olur. ]
Teorem 3.1. {¢,,}, {n.} ve {¢,,}, n = 1 baslangig rasgele degiskenler dizileri asagidaki
ek kosullart saglasin:

) 0 < E(&) < oo;

i) E@) >0;

i) EM7) <oo;

iv) 1, rasgele degiskeni aritmetik olmayan bir rasgele degisken,;

v) E({y) < .
Bu takdirde, X (t) sureci ergodiktir.
Ispat. incelenen X (t) siireci literatiirde “Kesikli sans karisimli yari-Markov siirecler
snifi” olarak bilinen genis bir simifin lyesidir. Bu 6nemli kavramin literatiire
kazandirilmasi A. N. Kolmogorov tarafindan yapilmis ve bircok degerli aragtirmaci
tarafindan calisilmig ve gelistirilmistir. Bu siire¢lerin ergodikligi biiylik 6nem arz
etmektedir. Bahsedilen sinif i¢in genel ergodik teoremi Gihman ve Skorohod (1975)
tarafindan ispat edilmistir. Genel ergodik teoremine gore asagidaki iki varsayimin
verilen kosullar altinda ispatlanmasi gerekmektedir (Gihman ve Skorohod, 1975, s.
243).
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Varsayim 1. Bu varsayimda X (t) surecinin i¢ine gémull bir ergodik Markov zinciri
olmalidir. Boyle bir Markov zinciri olusturabilmek i¢in monoton artan bir rasgele
degiskenler dizisi tanimlamak Onceliktir. Siirecin kurulusunda verilen 7, rasgele
degiskeni bu baglamda kullanilabilir ¢iinkii tanimi1 geregi 1 olasiligrile 0 < 7; < 7, <
v K Ty < Tpyq < - < oo’dur. Burada 1, rasgele degiskeni X(t) siirecinin ardisik
sekilde sifira diisme anlarina karsilik gelmektedir. X (t) slrecinin bu rasgele artan
zaman anlarinda aldigi degerler X(t,) = A{,’dir. Rasgele artan zaman anlari
0<T,<T, << Ty <Tpyq <+ <o) dizisi se¢ildigi takdirde, bu anlarda
stirecin aldigr degerler (X(t,) = Aly; X(t3) = A(y; ...; X (1) = Ap; ...) ergodik
Markov zinciri olusturur. Ciinkt {{,,},n = 1,2, ... bagimsiz ve ayn1 dagilima sahip
rasgele degiskenler dizisi siirecin tanimi geregi ergodik Markov zinciridir. Boylece
Teorem 1’in kosullar1 altinda birinci varsayim saglanmais olur.

Varsayim 2. Teorem 3.1’in kosullar1 altinda {z,},n = 1,2, ... Markov momentleri

arasinda gegen siirenin beklenen degeri sonlu olmalidir. Yani,

E(ty) = E(1,(A2)) < 0; E(tp — Tho1) < 0,n =2,3... (3.5)
olmalidir. Bir diger deyisle,

E(t, —Tp_1) = E(Tl(ﬂfl)) = f E(Tl(/lz))dn(z) ,n=23,.. (3.6)
0

olmalidir.

Wald 6zdesligi (Feller, 1971) kullanilarak asagidaki esitlik yazilabilir:

N(Az)

E(t)) = E(t;(A2)) = E Z & | = EEDE(NQ2)). 3.7)

i=1

(3.7) esitligi (3.6) esitliginde yerine yazilirsa asagidaki ifade elde edilir:

E(tp—tho1) S E(1,(A0) = E(El)J E(N(12)) dn(z),n = 2,3, .. (3.8)
0

Teorem 3.1’in varsayimlar1 incelenecek olursa E(&;) < oo’dur. (3.5) kosulunun
saglanmasi i¢in (3.7) ve (3.8) esitlikleri dikkate alinmalidir. Bu nedenle asagidaki

esitsizliklerin saglanmasi1 gerekmektedir:
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o

E(N(/lz)) < 00,f E(N(AZ)) drn(z) < oo, (3.9)
0
Bu asamada bazi tanimlar vermek gerekmektedir. {S,} rasgele yiiriiylis siirecinin
birinci basamak anm1 (v{) ve birinci basamak yiiksekligi (y;) asagidaki gibi ifade
edilebilir:
+

Vi

vi =min{n = 1:5, > 0}; x{ =S+ :Z"i
i=1

{(v; 0h),n = 2,3, ... }rasgele degisken ciftleri (v;; xi) rasgele degisken cifti ile ayn1
dagilima sahip ve bagimsiz rasgele degiskenler olsunlar (Feller, 1971). Bu tanimlarin

1s18inda Dynkin prensibine (Rogozin, 1964) gére N (Az) Ve Sy, sinir fonksiyonelleri
asagidaki gibi ifade edilebilir:

H(Az) H(Az)
N(Az) = Z Vi Sngz) = z xXi- (3.10)
i=1 i=1

Burada, H(1z) = min{n = 1:}1-, x;* > Az},z > 0’ tir. H(x) fonksiyonu {y;'},i =
1 basamak yiiksekliklerinin trettigi bir yenileme surecidir. (3.10) esitliginden
faydalanarak E(N(Az))’ye Wald 6zdesligi uygulandiginda asagidaki esitlik elde
edilir:
H(Az)
E(N(12)) = E z vt | = EWHE(H(AD) = EGH)U,(A2).  (3.11)
i=1
Burada U, (Az) = E(H(1z2))dir.
Her sonlu z icin E(H (Az)) = U, (Az) sonludur (Feller, 1971, s. 359). Teorem 3.1in
E(ny) > 0 kosuluna gore E(v{) < oo ’dur. U, (Az) yenileme fonksiyonu da sonlu
oldugu i¢in E(N(1z)) de sonludur.
(3.9) esitligindeki ikinci esitsizligin de saglandigini gostermek igin asagidaki

esitsizligin ispatlanmas1 gerekmektedir:

E(U+(A{1)) = J U,(1z) dr(z) < oo. (3.12)
0
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Teorem 3.1’in varsayimlar1 altinda p, = E(x;%) < oo’dur. Bu bilgiler 1s1ginda
yenileme teoremine (Feller, 1971) gére 1 — oo iken U, (Az) yenileme fonksiyonunun
acilimi agagidaki gibidir:

U

Az
U,(12) =—+—=+ g(12). 3.13
e T AR (3.13)

Burada, u, = E(x{™),n = 1,2 ve g(x) fonksiyonu Yardimc1 Teorem 3.1°de ifade
edildigi gibidir.
(3.13) esitligi (3.12) esitliginde yerine koyuldugunda,

(0] (0] oo

E(U,(A) = j U, (A2) dn(z) = f ‘u—jdn(z)+ J 2”—szn(z)+ f g(Az) dn(z)
1
0 0 0 0
elde edilir.

Yardimc1 Teorem 3.1°den faydalanildiginda A — oo iken fooo g(1z)dn(z) = o(1)

oldugu bilinmektedir. Bu takdirde, A — oo iken E (U+(/1(1))’in asimtotik agilimi

asagidaki gibidir:
ABy | 1o
E(U,(1 =—+—+o0(1).
(0:G80) =2+ 3 5 o)

Burada 5, = E({y) dir.

Teorem 3.1’in varsayimlarin birinin §; = E({;) < oo oldugu goriilmektedir. Ayrica
py = E(x{?) <  oldugu bilinmektedir. Bu takdirde, E(U,(2¢;)) de sonludur.
Dolayisiyla, E(t,) = E(rl(lz)) ve E(t, — Tp—1),n = 2,3 ... sonludur. Boylelikle
ikinci varsayim saglanmis olur. Iki varsayim da saglandigina gore genel erdodiklik
teoremi ispatlanmis olur. Sonug olarak X (t) slreci ergodiktir.

Teorem 3.1’in ispat1 tamamlanmis olur. [ ]
Teorem 3.1’in kosullar1 altinda X(t) siirecinin zaman ortalamasinin durum
ortalamasima 1 olasilig1 ile yakinsadigi gosterilebilmektedir. Bu 6zellik asagidaki
teorem yardimiyla ifade edilebilir.

Teorem 3.2. Teorem 3.1’ in kosullar1 saglansin. Bu takdirde her sinirli ve 6lgiilebilir

f(x)(f:[0,00) — R) fonksiyonu igin agsagidaki iliski 1 olasilig1 ile dogrudur:

lim % f F(X(W) du = J f () dy (E(AG,A00))).
0 0

1
E(N(A))
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Burada,

E(N(A{)) = f E(N(Az)) dn(2);

o)

E(A(x, /'l(l)) = f A(x,Az)dn(z); A(x,Az) = Z a,(x,Az);
0

n=0
a,(x,A1z2) =P{Az—S5;>0,i=1,mAz—S, <xhn=>1;x,z > 0.
Ispat. Kesikli sans karisimli yari-Markov siirecler icin genel ergodik teoremine

(Gihman ve Skorohod, 1975, s. 243) gore her smirli ve dlgiilebilir f(x) fonksiyonu
icin asagidaki esitlik 1 olasiligi ile saglanir:

1 g 1 Crr
lim f FO)du =5, = 50— f f f FOOPLIT > £ X(D) € dx}dtdn(z)
0] 0 0 O
=E(1T1)!Of!f(x)de(t,x,Az)dtdn(z). (3.14)

Burada G(t,x,Az) = Py {t; > t; X(t) < x} = P{t, > t; X(t) < x|X(0) = Az} dir
ve G(t, x,Az) icin hesaplamalar asagidaki gibidir:

G(t,x,Az) = Py {t; > t; X(t) < x}

[0e]

= Z P{v(t) = n; Ty > 6 X(¢) < x}

n=0

o)

= z P{T, <t < Toy1; Tvony > 6 X(8) < x}

n=0

o)

= 2 P{Tn St <Tpy1; N(A2) > n; Ty > 6 X () < x}

n=0

_ 2 PT, <t < Tyr; N(Az) > m; Az — S,y < x)

n=0
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=ZP{TnSt<Tn+1;/12—Si >0,i=1,m1z—S5, <x}

n=0

= ZP{Tn St <Tp}P{Az—S5;,>0,i=1,n;1z— S, < x}

n=0

- i (@) = ™D (0)) 4y (x, A2). (3.15)

n=0

Burada,
a,(x,Az) = P{Az—S; > 0,i =1,n; 1z — S,, < x}; ao(x,1z) = e(x — 12);

1, t=0

d(t) = P{T, < t}; ®*O(t) = () = {O, Zom

=12,..

(3.15) esitligine t parametresine gore Laplace doniisiimii uygulandiginda asagidaki
esitlik elde edilir:

- 1-— - n
G(y,x,Az) = %Z((p(y)) a,(x,Az),y > 0. (3.16)
n=0

Burada,

G(y,x,12) = f e G (t,x,Az) dt ve p(y) = E(e™7%1), (y > 0).
0
Not edelim ki, G(y,x,1z), G(t,x,Az)’nin Laplace doniisiimiinii; @(y) ise ®(t)
dagilimmin Laplace Stiltijes doniisiimiinii gostermektedir.

Teorem 3.1’in varsayimlarina gore E(&;) < o oldugu i¢in lir%%W):E (é1)
'}/—)

seklinde yazilabilmektedir. (3.16) esitliginin her iki tarafinda y — 0 iken limite

gecildigi taktirde asagidaki esitlik elde edilir:

o)

G(0,x,A2) = f G(t,x,Az) dt = E(&))A(x, 12). (3.17)
0
Teorem 3.1’in kosullar1 altinda her x >0, z>0 ve 1>0 icin A(x,Az) =

Yo an(x,1z) < E (N (AZ)) < oo’dur. (3.17) esitliginin her iki tarafinin 0’dan o’a

kadar (z)’ye gore integrali alindig1 takdirde asagidaki esitlik elde edilir:
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f G(0,x,Az)dn(2) = E(El)f A(x,Az) dr(2).

Bu asamada fOOOA(x, A7) dne(z) = E(A(x,1¢,)) bilgisi yardimiyla asagidaki esitlik

verilebilir:

f G(0,x,Az)dr(z) = E(&)E(A(x, A{y)). (3.18)

(3.18) esitligi (3.14) esitliginde yerine yazilirsa asagidaki ifade elde edilir:

Sf = E(fl)E(N(lfl))f f(x)E(&)dy (E(A(x /1(1)))

Teorem 3.2’nin ispati tamamlanmis olur. ]
Teorem 3.2°de elde edilen ifade birgok degerli bilgiye ulasilmasina yardimei
olmaktadir. Bunlardan bazilar1 asagida sonug olarak verilmistir.

Sonug 3.1. Teorem 3.1’in kosullar1 saglanmis olsun. Bu takdirde X(t) sirecinin

ergodik dagilim fonksiyonu Qy (x) asagidaki gibi verilebilir:

E(A(x,28y))

. 3.20
E(N(13)) .

Qx() = lim P{X(0) < x} =

Burada,

E(NGE)) = f E(N(12)) dn(z);
0

o0}

E(A(x )l(l)) J A(x,A2)dn(z); A(x,Az) = Z a,(x,Az);

n=0

a,(x,2z) = P{Az—S;>0,i=1,nAz—S, <x)n=>1;x,z>0.
Ispat. Teorem 3.2 yardimiyla ispat edilebilir. (3.19) esitliginde f(x) fonksiyonu
yerine indikator fonksiyonu koyularak (3.20) esitligi elde edilebilmektedir.
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Sonug 3.2. Teorem 3.1’in kosullar1 saglanmis olsun. Bu takdirde X(t) surecinin

ergodik dagiliminin karakteristik fonksiyonu ¢y (6) asagidaki gibi verilebilir:

E(A*(8,20))

. 3.21
E(N(A{)) (3:21)

px(0) = thl?o E(eX®) =

Burada,

E(A*(6,14,)) = f e d, (E(A(x,201))).
0

Ispat. Teorem 3.2 yardimiyla ispat edilebilir. (3.19) esitliginde f(x) fonksiyonu
yerine sirasiyla cos(8x) ve sin(6x) fonksiyonu koyularak ve cos(8x) + isin(6x) =
e!9* seklinde Euler esitligi uygulanarak (3.21) esitligi elde edilebilmektedir.

Not 3.1. Goriildiigi gibi X (t) surecinin ergodik dagilim fonksiyonu Qx (x)’in ve X (t)
stirecinin ergodik dagilimmin karakteristik fonksiyonu ¢y (8)’nin sirasiyla (3.20) ve
(3.21) esitliklerindeki ifadelerinde ortak olarak A(x, z) fonksiyonu gorilmektedir. Bu
fonksiyon 6zel ve kolay durumlarda bile elde edilmesi gii¢ bir fonksiyondur. ifadeyi
daha rahatlatmak amaciyla rasgele yiiriiyiis siirecinin temel 6zdesligi (Feller, 1971, s.
600) kullanilabilmektedir. Bu baglamda X(t) siirecinin ergodik dagiliminin
karakteristik fonksiyonu ¢@x(6), sinir fonksiyonelinin karakteristik fonksiyonu

yardimiyla Onerme 3.1 ile asagidaki gibi verilmistir.

Onerme 3.1. (Khaniyev, 2003) Teorem 3.1°in kosullar1 saglanmis olsun. Bu takdirde,
X(t) siirecinin ergodik dagiliminin karakteristik fonksiyonu, Sy, smr

fonksiyonelinin ve n, rasgele degiskeninin karakteristik fonksiyonlar1 yardimiyla
asagidaki gibi ifade edilebilir (6 €\{0}):

102z PSnaz) (=6) —

]
E(N(,lcl))0 ¢ op(—=0) — 1

. 1
x(6) = lim E(e!0%®) = dr(z). (3.22)

Burada,

N(A41) o

Swaeo = . MEWNGE) = [ E(NG2) dn(a)
i=1 0

@n(=6) = E(e™™); g, . (=6) = E(e™ V) n(z) = P{¢; < 2},2 > 0.
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Ispat. X(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu asagidaki gibi ifade
edilebilmektedir:

_ _E(A(x,240))
Qx(x) = lim PIX(t) < x} = —E(N(/lél)) :
Burada,
E (A(x AL )) A(x Az)dn(z); A(x,Az) = an(x Az);

a,(x,A1z2) =P{Az—5;,>0,i=1,n1z—-S, <x}n=>1;x,z>0.
Bu durumda,

t
Jms f f(X@)du = lim £ (f(X(t))) -
0

E(N(AQ )Oj Oj Zf(x) P{Az—-S;>0,i=1,n;Az - S, € dx}dn(z) (3.23)

n=0

elde edilir.

(3.23) esitliginde f(x) yerine e =% yazildiginda asagidaki esitlik elde edilir:

oo E(A7(8,22)
fim B(e™%) = ]E"(N(A(l)l))

Z e~0%p{iz — 8, > 0,i = T,m; Az — S, € dx}dn(z). (3.24)

n=0

) E(N(lm))oj Oj

Burada E(4"(6,13,)) = J, e"** d,. (E(A(x, /1(1))) “dir.

Bu asamada asagidaki notasyonlar1 dahil etmek gerekmektedir:
Ep, = (—00;22];
d,(I,Az) = P{S, € Ey,;k=1,n—1;S, €I};1 CEj,;
do(I,Az) = 0;1 C Ej,;

cn(I,A2) = P{S; € E;;; ...;Sp-1 EE;;;Sp €141 C Eyy;
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co(I,Az) = 0;1 S E},. (3.25)
Burada Ej,, E;, kimesinin timleyicisi olarak ifade edilmektedir.
(3.25) esitligindeki d,, (I, Az) ve c,, (I, Az) ifadelerinin {S,,}, n = 1 rasgele ylirtiyiisii ile
yakindan iligkilidir. d,(I,Az) aym zamanda d,(I,Az) = P{N(Az) = n; Sy, €
I};I C E,, olarak ifade edilebilmektedir. Burada N (1z) rasgele yiiriiyiis ile dogrudan
alakalidir; {S,},n = 1 rasgele yiirliylisiiniin E;, = (—o0; Az] zaman araligindan ilk
¢ikis anina karsilik gelir. d,, (I, Az) ve ¢, (I, Az) arasindaki iliskiyi daha iyi gorebilmek

adina asagida dontistimleri verilmistir:

[ee]

d*(s,—6,1z) = Zs" j e~0xd (dx,1z);
n=1 2z
0 Az
¢*(s,—0,1z) = Z s™ j e~c (dv,1z). (3.26)
n=0 —00

Burada 6 € (—o0, ) ve s € [—1,1] dir.
Bu asamada kilit bir kdprii gorevi goren rasgele yliriiyiis siirecinin temel 6zdesligi

kullanildiginda asagidaki esitlik elde edilir (Feller, 1971, s. 600):

1—d*(s,—0,12) = &"(s,—6,12) (1 — 50,(~6)). (3.27)
Burada ¢, (—6) = E (e‘ienl), 1, rasgele degiskeninin karakteristik fonksiyonudur.

(3.27) esitligine gore,

1—d*(s,—6,12)
1—s¢,(-0)

elde edilir. E(n1) > 0 ve z sonlu olduguna gore asagidaki esitsizlikler verilebilir:

¢*(s,—0,Az) =

(3.28)

d'(1,-6,12)| < 1;

16*(1,-0,22)| < E(N(z)) < +.

Burada,

d*(1,-0,1z) = lim d*(s,—6,22)¢*(1, -6, Az) =lim &*(1, -6, 12).
5 s>
Bu bilgiye dayanarak, (3.28) esitliginin s — 1 iken limiti alindig: takdirde asagidaki
esitlik elde edilir:
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1-d*(1,0,12)
1- Py (9)

¢*(1,6,1z) = (3.29)

Bu takdirde (3.26) esitliginin yardimiyla,

n=1

d*(1,-0,1z) = Z f e‘iexP{N(AZ) =1n;Sy0z) € dx}
0

= f e " P{Syizp) € dx} = E(e7%%Na2) = g5, . (=6). (3.30)
0
(3.30) esitligi (3.29) esitliginde dikkate alindig1 takdirde asagidaki esitlik elde edilir:

I Psnaz) (—6)

¢*(1,6,1z) = (3.31)
1- (0 (9)
(3.31) esitligi (3.24) esitliginde yerine koyuldugunda,
[ iors Psniin (0D = 1
E(A*(6,2 — f pibAz N2 dn(z
elde edilir.
Onerme 3.1’in ispat1 tamamlanmus olur. ]
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4. X(t) SURECININ SINIR FONKSIiYONELININ MOMENT CIKARAN
FONKSIYONU VE MOMENTLERI

Sinir fonksiyonelleri, stokastik sureclerin dnemli karakteristiklerindendir ve diger
karakteristiklerin bulunmasina yardimei1 olur. Literatiirde sinir fonksiyonelleri ile ilgili
caligmalar, birinci basamak yiiksekligi ve ani, birinci basamak yiiksekliginin dagilima,
belirli bir seviyeyi ilk gegis siiresi, siirecin maksimum degeri, bazi sinirlarin agilmasi
gibi konular iizerinde yogunlasmistir. Bu bolumde, Sy, smir fonksiyonelinin
moment ¢ikaran fonksiyonu ve momentleri i¢in kesin ifadelerin yaninda asimtotik

agilimlar da elde edilmistir. {S,,},n = 0 rasgele yliriiyiis siirecinin birinci basamak ani
+
v =min{n > 1:S, > 0} ve birinci basamak yiiksekligi x; =S,+ = Y

seklinde ifade edilmektedir (Feller, 1971, s.391). Dynkin prensibine gére N(z) ve

SN(z)»
H(z) H(z)
N(z) = Z Vi Sn) = Z){f
i=1 i=1

olarak gosterilmektedir (Rogozin, 1964). H(z) fonksiyonu, H(z) = min{n >
LY x> 2},z>0 seklinde gosterilen basamak yiiksekliklerinin iirettigi bir
yenileme sirecidir. {y;'},n = 1 bagimsiz ve ayn1 dagilima sahip rasgele degiskenler
dizisi y{ rasgele degiskeniyle aymi dagilima sahiptir. g} ise {y;},n =1 rasgele
degiskenler dizisinin iirettigi yenileme siirecinin kalan dmriidiir ve ¥, = Zfz(f) X -
z olarak gosterilir. 7 ’nin k. momenti E(7;%), z > o iken asagidaki limite sahiptir
(Rogozin, 1964):

Ur41
(k+ Duy

Burada fiy, {x;'},n = 1 rasgele degiskenler dizisinin iirettigi yenileme siirecinin kalan

lim E(77%) = fiy =
Z—00

émrunin momentleridir ve p, = E(x1%),k = 1,2, ...°du.

Bahsedilen degiskenlerin gorselleri Sekil 4.1°de verilmistir:
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Sekil 4.1: Sy(,) smir fonksiyonelinin bir gortiniimii
Verilen tanimlar yardimiyla Sy, smnir  fonksiyonelinin - moment ¢ikaran
fonksiyonunun Laplace doniisimii asagidaki teorem yardimiyla verilmistir. Bu
asamada, Khaniyev (2005) ¢alismasindan uyarlanan teoremin genis ve acik ispati
asagidaki gibidir:
Teorem 4.1. (Khaniyev, 2005) Sy(; smir fonksiyonelinin moment ¢ikaran

fonksiyonunun Laplace doniisiimii asagidaki gibidir:

(ke 900 =0+ B)
= -foe e RS())dZ_y{1—<p(y+k)}'

Burada, ¢(k) ve @(y + k) Laplace Stieltjes doniisiimleri ¢ (k) = E(e‘k)ff) ve
o(y + k) = E(e 7" e~kxi) geklinde ifade edilmektedir.

ispat. S N(z) siir fonksiyonelinin moment ¢ikaran fonksiyonunun Laplace dontistimii

asagidaki gibidir:

Yy, k) =

zZ

e V’E (e7*v@)dz =

Y-

(o] (e) 0 zZ
= je‘yz je"kxz fP{Sn_lEds}P{s<z<s+)(f;s+)(fde}

N
Il
o
x
Ul
N
S
1]
[

%)
Il
(=}
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= [e [avn.) [e*fpe-ir=Gmam. @D

=0
Burada, Gi(z) = [ e ™dF + (x), A{dz} =e™"dU,(2), E(H(2)) = Us(2) =
Yo F;? (z) ve Fox (z) = P{y{ < z}'tir. Ayrica Ek(y), Gy (z)’nin y parametresine

gore Laplace doniisiimii ve Ay (y), Ar{dz} nin y parametresine gore Laplace Stieltjes

dontisiimiine karsilik gelmektedir.

(4.1) esitligindeki Ek (y) terimi i¢in hesaplamalar asagidaki gibidir:

G = [ e Tz
z=0
— fe‘yz[ f e‘k"dFXIr(v)— Je"‘"dFX;(v)] dz
z=0 v=0 v=0

= [ e 100 - Gz
z=0

o Z

= @(k) fe‘yzdz— je‘yz Je"“’dFXIr(v)dz
z=0

z=0 v=0

o] Z
k
_ o) _ fe-ﬂ fe‘k”dFXIrdz

Y
z=0 v=0
o1 (
_e) 1 je"’ze‘kzdFXf(z)

voov J

K o1 [

Y v 1

z=0

= k) oy+k) o) —oly+k)
Gr(y) = T, - y . (4.2)

Burada,

X

Gy(x) = f e‘k”dFXIr(v),FX;r(z) = P{x{ < z},
0

p(k) = E(e7™) ve p(y + k) = E(e”*1i),y > 0,k > 0°dur.

(4.1) esitligindeki A, (y) terimi i¢in hesaplamalar agsagidaki gibidir:
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o

A (y) = fe_yszk(Z) = fe"”ze‘kszJr(z)
z=0

z=0

1

T ot 10 PO} (4.3)

~ [ e 0au. () = vir + 0 -

Burada, dA,(u) = e *dU,(u) ve Ui(y) ise U,(z)’nin y parametresine gore
Laplace Stieltjes doniistimiidiir.

Sonug olarak, (4.2) ve (4.3) esitlikleri (4.1) esitliginde yerine koyuldugu takdirde
asagidaki esitlik elde edilir:

o

Pk = [ eE (e dz = G
z=0
l<p(k) q)(y+k) _ o) —elr+ k) 44)
14 1 <p(y+k) vl =y +k)}
Boylece Teorem 4.1’in ispati tamamlanmis olur. ]

Khaniyev (2005), Teorem 4.1°de verilen Sy,) smir fonksiyonelinin moment ¢ikaran
fonksiyonunun Laplace doniisiimiiyle Sy, sinir fonksiyonelinin ilk ii¢ momenti i¢in
kesin ifadeler ve asimtotik agilimlar elde etmistir. Bu c¢alismada bulunan sonugclar
genisletilerek Sy(,) smir fonksiyonelinin ilk altt momenti igin kesin ifadeler ve
asimtotik agilimlar bulunmustur. Oncelikle asagidaki teorem ile Sn(z) smir
fonksiyonelinin ilk altt momentinin Laplace doniistimleri verilmistir.

Teorem 4.2. ug = E(x{°) < oo kosulu saglansmn. Bu takdirde, her sonlu z i¢in Sy,

sinir fonksiyonelinin ilk alti momentinin Laplace doniisiimleri asagidaki gibidir:

f e™V7E (Snen)dz = U, (),
j e V’E (S (z))dz = 2#1U+(V)U+(V)D1 (y) + ﬂ2U+(V)

eV’ E (Snp)dz = 6 U, (NUZ (D () + 31 U, (UL (D3 (v) +

N
L—3

3, U, (MU DI () + 13U, (p),

[ 7 (t)dz =

z=0
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= 24u, U, (DUEWID3 () + 24,0, U2 ()D; (¥)D5(y) +
+4u, U, UL ()D;(y) + 12,0, (U ()D2(y) +

+6u, U (UL (D5 (v) + 4 U, (WU )D; () + U1 (v),

| 7B (5)dz =

z=0

= 120u, U, U )D:*(y) + 180, U, (U (¥)D2(¥) D5 () +
+40u, U, U2 ()D; ()D;5(¥) + 30u, U (VU (¥)D52(v) +
+5u U, (DU IDi() + 60p, U, (DU (D () +
+60u, U, (VU W)D; (V)D;5 () + 1010, (U ()D; () +
+20u30, (VU W)D*(y) + 10u3U0, VUL (D5 () +

+5u U (MU DI () + s UL (y),
f e
z=0

= 720u, 0, U (¥)D;>(y) + 1440, U, (DU ()DE ()D; () +
+360u, U, (U (¥)D2(¥)D3 () + 540u, U, () U ()D1 (¥)D5* (v) +
+60u, U () U3 (y)D; ()D5(v) + 120u, U, (VU ()D;(¥)D3 () +
+6u, U (V)Us (V)D:(y) + 360u, U, (V) Us*(¥)D;*(y) +
+5401,0, )U(y)Dy* () D5 (v) + 1200, U, (U (y)D; (V)D5(v) +
+90u, U, (U W)D;*(y) + 15u, U, (VU (D (v) +
+120p30, (P)U(¥)D7> () + 120u3U, () U2 (¥)D; () D5 (¥) +

+20us U, (VUL (Y)D; () + 30T, (Y)U2(y)Di2(y) +

25



+15u, 0, (DU D5 (y) + 6usU. (UL ¥)D; () + e Ur ().

Burada U,(y), U,.(z) yenileme fonksiyonunun y parametresine goére Laplace
dontisiimii, U (y) ise U, (z) yenileme fonksiyonunun y parametresine gore Laplace

Stieltjes dontlistimiidiir. Ayrica,

xk _ * ks _ 1 * — ., iT — -vx7
UFm = Uim) Vi) == o) N =y Te) E(e7rxT),
E(H@) = U.() = ) F (). Fy(2) = Pt <),

* * k * — +
D) = (Dr(1)) ", Da(¥) = EQri™e ™), un = EQi™,n = 1,2,3,4,5,6.
Ispat. Teorem 4.1°den faydalanarak Sn(z) smir fonksiyonelinin moment ¢ikaran
fonksiyonunun asimtotik acilimi elde edilmeye calisilacaktir. Bu baglamda, y > 0 ve

k — 0 iken asagidaki Taylor agilimi1 verilmistir:

[0/0) 1 st
f e V’E (e ¥Svw)dz = - — k f e™"?E (Sn(»)dz +
z 14 z=0
k2 ( -Yz k3 [ —Yz 3
top | e E (Sk)dz = 30 f e (Suen)dz +
z=0 g
k* [ -yz k® [ -yz 5
+o | eE(Siw)dz -5 j e V?E (Syip)dz +

N
Il
o

z=0

6 [ee]
—' fe VZE (Sg (Z))dz+0(k6) (4.5)

(4.4) esitliginin a¢ilimu elde edilip (4.5) esitligiyle birebir karsilastirma yapilarak Sy )
sinir fonksiyonelinin ilk alti momentinin Laplace doniisiimii elde edilecektir.
Oncelikle, (4.4) esitligindeki ¢ (k) ve ¢(y + k) nim asimtotik acilimlar1 asagidaki gibi
elde edilebilir:

k — 0 iken ¢ (k)’nin agilimi asagidaki gibidir:

2 k3 k4 k5 k6

(k) = E(e7™) =1k k — + o(k®).
e H1 t+ 2,# 3,#3 4,11 5!#5 6,.“6 Y

Burada, p, = E(x™),n =1,2,3,4,5,6°drr.
y > 0vek — 0iken ¢(y + k)’nin agilim1 asagidaki gibidir:

k2
oy + k) = E(e e 1) = o(y) — kE(xf e 711) + EE(XTZB_VXT) -
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k? +3,—yxi k* +4 ,—yxT k® +5,—yxT
—EE()Q e YX1)+ZE(X1 e yxl)_aE(Xl e YX1)_|_

k6
+ aE()(f%‘VXIr) + o(k®).
D;(y) = E(x{"e 1) notasyonu dahil edildigi takdirde 1 — @(y + k) asagidaki
gibidir:
2

k
-y +k)=(1-9®) {1 + kUL (D1 (y) = 5 Uz (D3 () +

3 4 5 6

k k k
+3 —Ui()D;(y) — U+(V)D4(V) +to U+(V)Ds()/) U+()/)Ds()/)} + o(k®).

Burada, U% (y) = ve (y) = E(e™x ) dur.

1- w(y)

[1-oy+k)] "= {1-kUL(¥)Di(y) +

__lawr
1-o(@)

k
+57 U (D () + Uz (1D (1] =

3

k
~ 34 [6U(y)D:*(v) + 6U(y)D; (¥)D; (¥) + Ui (¥)D3 (1)) +

4

k
+—[24U*(y)D;* (v) + 36U (¥)Dy* () D5 (y) + 8U*(y)Ds () D5 (y) +

4|
+6U(y)D5*(y) + U (¥)Ds(¥)] —
5

—Tr = [120U3°()D;°(v) + 240U3* (VD ()D;5 (v) + 60U ()D1* (V) D3 () +

+90U3* ()Di (¥)D3%(y) + 10U2(y)D; () D5 () +

+20U*(y)D;(¥)D3 (v) + U (¥)Ds ()] +
6

k
o [720U36(y)D;°(y) + 1800U> (y)Ds*(y)D; (y) + 480U *(y)D3 (y) D3 (y) +

+1080U;*(y)Di2(y)D3%(y) + 90U (¥)Di2(y) Dz (v) + 360U (y)D5> (y) +
+20U32(y)D; (¥)Ds(y) + 90U (¥)D; () D5 (¥)D;5(y) + 30U, (V)U2(y)D32(y) +

+20U2(V)D; (1)Ds(v) + U (DN} + 0 (k). (4.6)

Burada,
U@ = Ui )", D3k ) = (05)",

D;(y) = E()(+ne Wfl) n=1,2,3,45,6.

1
Ui(y) =1——<p()/)
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(4.4) esitliginin pay1 @ (k) — @ (y + k) icin hesaplamalar asagidaki gibidir:
k? k3 k* k> k©

T T +— e — () +

o) —o(y +k)=1—ky, + T 2 TTHs T

k2 k3 Kt kS k6
+kD;(y) — Dz(Y)"‘ D3 () — D4(V)+ 7 Ds() — Ds()/)+0(k6)_

2

=(1-9W) {1 — k(us — DI (MU (V) + E(llz - D;(N)Ui(y) —

k3 k*
=37 (s = D3V + 77 (s = DiM)VL () =
k> k®
=57 (s = DsM) UL + 7 (w6 = DE(V))UI(V)} + 0 (k). (4.7)
(4.6) ve (4.7) esitlikleri (4.4) esitliginde yerine koyulursa Sy, sinir fonksiyonelinin
moment ¢ikaran fonksiyonunun Laplace donilisiimii i¢in agilim asagidaki gibi elde
edilir:

vz [ e (e o)z =

z=0

) —py+k) 1
yYI1-o(y+K)] v

= k/i1U+(V) +

k2 L ~
+ 57 (2T UMD W) + 12U ()] =

3

k
-3 (61, U (DU WD) + 31 U, (UL (¥)D3(y) +

+3u, U, (DU D (V) + U, ()] +
K _
+ 77 (240U (NUEWIDE @) + 24 U, (DU D ()D; () +

+4u, U, (UL (D3 (r) + 120, 0, (DU ()D(y) +

+6u, U, UL ()ID5 () + 43U (UL ID; () + pa U ()] -

k> - -
~& [120p,T, U*(y)Di*(y) + 180w, U, U (¥)D;2(¥)D5(y) +

+40u, U, (U (y)D; (¥)D5(y) + 30, U, (U (y)D32(y) +
+5u, U (VU ()D;(y) + 60, U, (NUE WD () +

+60u, U, (P)U2(y)D; (¥)D5(y) + 10p, U, (U (¥)D;(y) +
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+20u30, (VU W)D*(y) + 10u3U, (VUL (D5 () +

+5u, 0, (NU; D) + us T, (V)] +
6

k i —
+o [7200,0, (U (y)D3(y) + 1440u, U, () Us*(¥)D (y) D5 (y) +

+360u, U, (U (¥)D2(¥)D5 () + 540, U, () U (¥)D; (¥)D52(¥) +
+60u, U, (U ()i (1)D;(y) + 120u, U, (DU (ID; (r) D3 () +
+6u, U, (UL (D5 () + 360p, U, () Us*()Dy*(v) +
+540u, U, (U (¥)D;2(Y)D; () + 1200, U, () Us*(y)D; (¥)D;(¥) +
+90u U, (NUZ (D32 (v) + 1500, (U (D5 () +
+120u3 U, (DU (D () + 120p30, (U ()D; (1D (v) +
+20u30, (U (VD;(y) + 30u,0,. (1)U (¥)D*(v) +
+15u, U, (NULND; () + 6usU, (DU ID1 (1) + 16U, ()] + 0(k®). (4.8)

Burada,

UF) = (Ui ()", U5 = Ui () =y U, (), o) = E(e77%0),

1
1-o@)
D) = (Da) " Day) = E(xi e ™), 1y = EGri™),n = 1,2,3,4,5,6.
(4.8) esitligi (4.5) esitligi ile birebir eslestirildigi takdirde Sy, sinir fonksiyonelinin

ilk altt momentinin Laplace doniisiimleri elde edilir.

Boylece Teorem 4.2 nin ispati tamamlanmis olur. ]
Teorem 4.2°de elde edilen Sy(,) smir fonksiyonelinin ilk alt1 momentinin Laplace
doniigiimlerine  ters Laplace doniigimi  uygulandigi takdirde Sy, smr
fonksiyonelinin ilk alti momenti i¢in kesin ifadeler bulunabilmektedir. Asagidaki
sonug yardimiyla kesin ifadeler verilmistir.

Sonu¢ 4.1. Teorem 4.2’nin kosullar1 saglanmis olsun. Bu takdirde Sy, smir

fonksiyonelinin ilk alti momentinin kesin ifadeleri asagidaki gibidir:

E(Sne) = Uy (2),
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E(Sfp) = 211U (2) * D1(2) + U4 (2),
E(Si@) = 61U (2) * Di*(2) + 3w U (2) * D,(2) +
+3u,U3%(2) * D1(2) + u3U, (2),

E(Snw) = 24mUi*(2) * Di*(2) + 24u, U (2) + Dy (2) * D, (2) +
+4,U2(2) * D3(2) + 12U (2) * Di*(2) +
+60,U;(2) * D3 (2) + 4p3U3%(2) * D1(2) + pa U (2),

E( S,?,(Z)) = 120u,U35(2) * D;*(2) + 180u,U*(2) * D;2(2) * D,(2) +
+40p, U (2) * Dy (2) * D3(2) + 301, U (2) * D3%(2) +
+51,U2(2) * D4(2) + 60,U3* (2) * D> (2) +
+601,U33 (2) * Dy(2) * Do(2) + 101U (2) * D3 (2) +
+20p3U53(2) * Di(2) + 10u3U3%(2) * Dy(2) +
+5u,U3%(2) * D1(2) + usU, (2),

E(Sne) = 7201 U3 (2) * Di°(2) + 1440u,U35 (2) * D (2) * D3 (2) +
+360p, U3*(2) * Di*(2) * D3 (2) + 540p,Ui*(2) * D5 (2) * D3*(2) +
+60p,U33(2) * D (2) * D (2) + 1204, U (2) * D;(2) * D3(2) +
+6u,U%(z) * D5(z) + 360p,U>(2) * Dy*(2) +
+5404,U3* (2) * Di*(2) * D;(2) + 1201U3* (2) * D3 (2) * D3(2) +
+90p,U33(2) * D3%(2) + 151U (2) * Dj(2) +
+12043U3* (2) * D*(2) + 120p3U53(2) * Di (2) * D3 (2) +

+20p3U3(2) * D3(2) + 301,U3* (2) * Di*(2) +
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+15u,U3(2) » D3(2) + 6usU3*(2) * D1 (2) + pe U (2).

Burada,

Z

E(H®) = U, (2) = Z Fi2(2),D(2) = f SMdF(s),
n=0

0
Fy+(2) =P{x{ <z} pn =EQ{™,n=1,2,3456.

Not 4.1. Sy, smur fonksiyonelinin ilk altt momenti icin kesin ifadelerde bulunan
U,(z) yenileme fonksiyonunun kesin ifadeleri birka¢ dagilim (listel dagilim, 2.
dereceden Erlang dagilimi, vb.) disinda elde etmek ¢ok zordur. U, (z)’nin yaninda
Dy (z) ve konvoliisyonlar1 da kesin ifadelerde bulunmaktadir. Bu durum Sy, smnir
fonksiyonelinin kesin ifadesinin elde edilmesini imkansiz hale getirmektedir. Bu
nedenle U, (z) yenileme fonksiyonunun asimtotik 6zelliklerinden yararlanilarak Sy,
siir fonksiyonelinin ilk altt momenti icin {i¢ terimli asimtotik ac¢ilimlar asagidaki
teorem yardimiyla verilmistir. Bu teorem ile Khaniyev (2005)’in ¢alismasi
genisletilmistir.
Teorem 4.3. us = E(x{>) < o kosulu saglansin. Bu takdirde, her sonlu z icin Sy

siir fonksiyonelinin ilk alti momenti i¢in asimtotik a¢ilimlar agagidaki gibidir:
) 1
E(SN(Z)) =z+4+pu+o (E>,
E(Siw) = 2%+ 201z + i + o(1),
E(S,?,(Z)) =23+ 3,z% + 30,z + 0(2),
E(Syep) = z* + 401 2° + 6,2° + 0(22),
E(Sy) = 2° 4 50:2* + 101,2° + 0(2%),
E(Sgep) = 28 + 60,25 + 150,2* + 0(z*).

Burada, i, = (nu-:—:)lm'“n =E(yi™,n=1.23.

Ispat. Teorem 4.2°deki Sy(,) smir fonksiyonelinin ilk altt momentinin Laplace
doniisiimlerinin yerine acilimlar koyularak ters Laplace doniisiimii uygulanacaktir.

Sn(z) siir fonksiyonelinin birinci momentinin Laplace doniistimii asagidaki gibidir:
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f e V’E (SN(Z))dZ =m0, ). (4.9)
z=0

(4.9) esitliginde bulunan U, (y)’nin y — 0 iken Taylor serisi agilim1 asagidaki gibidir:
1 1

U+(Y) = = 2 3
r(1-em) V{l = (1 — i+ Ly — S + 0()/3))}
o R (L P Y) (4.10)
st 2
(4.10) esitligi (4.9) esitliginde yerine koyulursa asagidaki esitlik elde edilir.
[ _ 1 (., A
f e VZE (Syip)dz = iU, (y) = St 71 + (uf - 72) +o(1). (411

z=0
(4.11) esitligine Tauber Abel teoremi yardimiyla ters Laplace doniisiimii uygulanirsa
E (S N(Z)) icin z — oo iken asimtotik agilim asagidaki gibi elde edilir:
y 1
E(SN(Z)) =zZ+ i +o (E)

Sn(z) siur fonksiyonelinin ikinci momentinin Laplace doniisiimii asagidaki gibidir:

f e V7E (Siep)dz = 2u, U, (U 1)D; (v) + 12U, (7). (4.12)
z=0

(4.12) esitliginde bulunan D;(y)’nin y — 0 iken Taylor serisi agilimi asagidaki
gibidir:
2
Di() = E(xie ™) = uy —yup + %ua +o(r?. (4.13)
(4.10) ve (4.13) esitlikleri ile gerekli hesaplamalar yapilarak (4.12) esitliginde yerine
yazilirsa asagidaki esitlik elde edilir:

i 2 2 p, (1
e V’E (S35 \)dz=—+—+—+0 (—) (4.14)
] (Shea) y:oy? Ty Y

z=0

(4.14) esitligine Tauber Abel teoremi yardimiyla ters Laplace doniislimii uygulanirsa
z - oo iken E (S 1%,(2)) icin ti¢ terimli asimtotik agilim asagidaki gibi elde edilir:
E(SI%,(Z)) =z2+ 20,z + fi, + o(1).

Sn(z) sinir fonksiyonelinin liglincli momentinin Laplace doniigtimii asagidaki gibidir:
f e V?E (Sy(p)dz = 6u, U, (VU ¥)D2(y) + 3u, U, (UL (VD5 (v) +
z=0

+3u, U, (DU D () + us UL (). (4.15)
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(4.15) esitliginde bulunan D;(y)’nin y — 0 iken Taylor serisi agilimi asagidaki
gibidir:
+ )/2
D3(y) = E(x{*e™"™) =tz = yis + Sy pa + 0(r?). (4.16)
(4.10), (4.13) ve (4.16) esitlikleri ile gerekli hesaplamalar yapilarak (4.15) esitliginde

yerine yazilirsa agsagidaki esitlik elde edilir:

[ 6 60 9, 1207
— 3 _
fe VZE (Snp)dz = {)/4 BRE + vz y2 +

)

z=0

6y 1207 9\  (6A1) | (342
+{y3 t—r +{y3}+{y2}+o
6 60 3, 1
vE 3y (_)

y?/)
4.17) esitligine Tauber Abel teoremi yardimiyla ters Laplace doniisiimii uygulanirsa
g i y yg

(4.17)

E (S ,f,(z)) icin z — oo iken ti¢ terimli asimtotik a¢ilim asagidaki gibi elde edilir:
E(Syep) = 2° +3012% + 302 + 0(2).

Sn(z) smir fonksiyonelinin dordiincii momentinin Laplace doniisiimii asagidaki

gibidir:

J e Y4E (S;\L,(Z))dZ =

z=0

= 24u, U, (DUE WD () + 24,0, WU2()D; (¥)D5(¥) +
+4u, U, (UL )D;(y) + 12,0, (U ()D2(y) +
+61, U, (DU D5 () + 4us U (VUL ¥)D;(v) + U (). (4.18)

(4.18) esitliginde bulunan D3(y)’nin y — 0 iken Taylor serisi agilimi asagidaki
gibidir:
+ )/2
D3(y) = E(x{ ™) = 3 — yia + 5y ps + 0(y?). (4.19)

(4.10), (4.13), (4.16) ve (4.19) esitlikleri ile gerekli hesaplamalar yapilarak (4.18)

esitliginde yerine yazilirsa asagidaki esitlik elde edilir:

r 24 484, 600, 4842) (484, 4847 724,
_ 4 _
j e )/ZE (SN(Z))dZ = {ﬁ - )/4 + y3 - )/3 + )/4 + )/3 - y3 +

z=0
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120,) (24, 2402\  (2482) (124 1
[l i)
Y vty Y Y Y
24 24, 12§ 1
s ‘;2+o(_3). (4.20)
veoovt oy %

(4.20) esitligine Tauber Abel teoremi yardimiyla ters Laplace doniisiimii uygulanirsa

E (S,‘\L,(Z)) igin z — oo iken li¢ terimli asimtotik acilim asagidaki gibi elde edilir:
E(Syep) = 2* + 401 2% + 61,2° + 0(22).

Sn(z) smur fonksiyonelinin besinci momentinin Laplace dontistimii asagidaki gibidir:

| e (55)dz =
z=0
= 120, U, (U ()D;* (v) + 180p, U, (VU (¥)Di2(y) D5 () +
+40p, U, (VU2 (y)D (¥)D3(y) + 30, U, (U2 (¥)D32(y) +
+5u, U, (UL ¥)D;(y) + 60,0, (PUE(y)D3(y) +
+60p, U, (U (y)Di (¥)D; () + 10, U, (VUL ()D5(y) +
+20u3 U, (P)U*(y)Di2(y) + 10u3U, (V) UL (¥)D; () +
+5u,0, (DU @)D (¥) + us U, (y). (4.21)
(4.21) esitliginde bulunan Dj(y)’nin y — 0 iken Taylor serisi agilimi asagidaki
gibidir:

2
ern - 14
D;(y) = E(x{*e™ 1) = uy —yus + SThe + o(y?). (4.22)

(4.10), (4.13), (4.16), (4.19) ve (4.22) esitlikleri ile gerekli hesaplamalar yapilarak
(4.21) esitliginde yerine yazilirsa asagidaki esitlik elde edilir:

[ e (sianas =

z=0

120 12042) (1204, 24042) (24042) (60 1
+{ 4.“2}+{ 4#1}+{ 5#1_ 4#1}+{ 4#1}+{ l;lz}+0(_4>
Y 1 Y Y 14 14 Y
120 1204, 60,

1
pi e S +o(y—4). (4.23)

120 3604, 4204, 120;2% 3604, 5404,
y6_y5+y4_y4 +{)/5_)/4}+
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(4.23) esitligine Tauber Abel teoremi yardimiyla ters Laplace doniisiimii uygulanirsa
E (S 13(2)) igin z — oo iken li¢ terimli asimtotik acilim asagidaki gibi elde edilir:
E(Syep) = 2° + 50,2* + 100,2° + 0(2%).

Sn(z) smir fonksiyonelinin altinct momentinin Laplace déniisiimii asagidaki gibidir:

| 7B (5)dz =
z=0

= 720u, 0, U (¥)D;>(y) + 1440, U, (U ()D2 ()D; (v) +
+360u, U, (WU ()D;*(y)D5(y) + 5400, U0, (UE ()D; ()D32(y) +
+60u, U, (VU (y)D; (¥)D;(y) + 120p, U () U3 (¥) D5 () D5 () +
+6u, U, (UL (D: () + 360p, U, (V) Us*(¥)Dy*(v) +
+540u, U, (U (¥)D;2(Y)D; () + 120p, U, () U2 (y)D; ()D;(¥) +
+90u, U, (U W)D;*(y) + 15u, U, (U (VD () +
+120p0, (NUE D () + 120630, (DU DI () D3 () +
+20u30, (U (VD5 () + 3010, () U (¥)D*(v) +

+15u, 0, (NU; D5 () + 6usU, (DU ID; () + pUr (). (4.24)
(4.24) esitliginde bulunan DZ(y)’nin y — 0 iken Taylor serisi agilimi asagidaki
gibidir:

2

KON — —vxt )4
Ds(y) = E(xi°e™) = s — yis + 7 7 + o(y?). (4.25)
(4.10), (4.13), (4.16), (4.19), (4.22) ve (4.25) esitlikleri ile gerekli hesaplamalar

yapilarak (4.24) esitliginde yerine yazilirsa asagidaki esitlik elde edilir:

[RIC
z=0

28804, 43204, 288047 108041, 216042
+ 6 5 5 t { 5 } t 5 t
Y 4 4 4 4

720 28804, 3240p, 72042
I
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7200, 216042 216042) (3604 1
+{ yﬁul_ y5u1}+{ y5u1}+{ ysuz}ﬂ(ﬁ)
720 7204, 3604 1

= y6“1+ y5ﬂ2+0(ﬁ>' (4.26)

(4.26) esitligine Tauber Abel teoremi yardimiyla ters Laplace doniisiimii uygulanirsa

E (S 13(2)) igin z — oo iken li¢ terimli asimtotik acilim asagidaki gibi elde edilir:
E(Syep) = 2° + 60,25 + 150,2* + 0(z*).

Boylece Teorem 4.3’{in ispat1 tamamlanmuis olur. [ ]

Not 4.2. Teorem 4.2’de Sy(, smur fonksiyonelinin ilk altt momentinin Laplace

doniistimleri elde ediliyorken bulunan ifadelerde bir kural oldugu yapilan denemelerle

tespit edilmistir. Bu baglamda, ilk altt momente ek olarak Sy, smir fonksiyonelinin

onuncu momentine kadar Laplace dontisiimleri hesaplanmustir.

Sn(z) siir fonksiyonelinin yedinci momentinin Laplace doniisiimii asagidaki gibidir:

(o]

f e VZE (Syp))dz =
z=0
= 50404, U, (y)U;*(¥)D1°(y) + 126004, U, (y)U;*(¥)D*(¥)D;5 (¥) +
+840u, U, (N Us*(¥)D> ()D3(y) + 5670u, U, (DU (V) D2 () D52 () +
+630u, U, (U (¥)D;*(¥)D;(y) + 630, U0, (UE (¥)D3* () +
+210, U, (U (¥)D5 () D5 (v) + 25200, U, () U (¥)D; () D; (¥)D5 (v) +
+140p, U, () U (¥)D32(¥) + 84, U (U2 (¥)D; () Di(y) +
+7u U, (UL (D () + 2520, U, (VUL (¥) D> () +
+5040u, U, (n)Us*(¥)D1> ()D5(¥) + 1260u, U, (V) U (¥)D2 (V) D5 (v) +
+1890u, U, (U (¥)D; ()D5*(y) + 210, U, () U3*(¥)D; () D4 (v) +
+4201, 0, () U3*(¥)D; )D;5 () + 21, U () UL (¥)Di () +
+840u3 U, (N)U*()Di*(v) + 1260u3U, (N)UE (r)D1* () D5 () +

+280u3U, (Y)U2(y)D; (¥)D3(y) + 210p3U, (Y)U2(y) D32 (y) +
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+35u3 0, (MU ()D; () + 210p, U, (NUE (V)D () +
+210u, 0, (NUZ (DI () D; (1) + 351U, (UL (D5 () +
+42usU0, WU GID(y) + 21usU, (VUL (D5 () +
+7us U (MU D () + 17U, (). (4.27)

Sn(z) siir fonksiyonelinin sekizinci momentinin Laplace doniisiimii asagidaki
gibidir:

o

| 7B (s3)dz =

z=0

71 8l .
_ ﬁmﬂllh MUY @)D" (v) +

6! 8!
T BHan anansey
5! 8!
T @D anantey
5! 8!
T By Anani 2!
4! 8!
T BHan ananzan
3! 8!
T 2nan ananzen M
4! 8!
1NGEH ananeH: -
3! 8!
ey aanenEt
b e 0 U ID D) +
2! 8!
HIEDICHIEND)
41 81
T @Hanan ananzeEn@h
3! g
Tananan ananEh @)
3! 8!
T @2nan aneEED

m U (MUE WD) (y) +

w0, MUE @)D (D5 () +

2 iU (UMD (I () +

w0, (U @)DEW)Ds () +

U, NUE @)D (D5 (y) +

U.(U(y)D;()D53(y) +

M

U, (NUB D (r)D3*(y) +

w0, (U Y)D;()Di(y) +

T

w0, (U ()D2(y)D; (¥)D; (y) +

w U, (MUE WD (y)D;(¥)Di(y) +

w0, NUB@)ID2W)D; () +
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2! 8!
Tanan (10(2')(5') H
1! !
+ﬂm
6! 8!
TeiEnans e
5! 8!
T@nan @Hant @y
4! 8!
HEHICHEDHED)
4! 8!
T @nen @hanzenz
3! 8!
T @han @hanzan
3! 8!
T3
2! 8!
TaenaEnzte
21 8!
Tanan (20(2')(4')
3! !
Tananan (2!)(1!)(2!)(3!)
2! 8!
Tanan @anen t
1' 8!
T @nED
5! 8!
TEEHans
41 8!
HEDICHEDHED)
3! 8!
HEDIEDIEDIEDEED)
3! 8!
ey Ghanenzh
2! 8!
Tanan Gnan@n
21 8!
Tanan @GHeEnEh

U.(UZ)D;()Di(y) +
w T (UL GID;(y) +

U, (U ()De(y) +

w0, (MU ()Dy*(¥)D3(y) +

1 U, (DU )DL (y)D3(y) +

0. MU DD () +

1w, U, NUB WD (y)Ds () +

U.MUE D3 (y) +
U.(nUZG)DA(y) +

1 U, (DUZW)D;()D;(y) +

1 U, (DUE WD ()D;()D;(v) +

U.(MU2@)Di(y)Di(y) +
———u, U, (DU (D (y) +

U.MUS D (y) +

usU, (DU )DL (y)D5 (v) +

us U, (MU ()Dy2(¥)D;(y) +

U.(UE»)D;()D;2(y) +

U.(MU2@)D;()Ds () +

usU, (DUE()D;()D;(y) +
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1! 8!
+ﬂmﬂ3
4! 8! —~
T @ U WMUF@ID* () +
3! 8!
(2')(1') (4Hanz=2h
21 8!
(1')(1') (4HanaEy
2' 8!
Tar@nE
1! 8!
+FMM
3! 8!
TaGHan
2! 8!
(1')(1') (GHAHEy
1! 8!
+ﬁmﬂs
2' 8!
T (6')(1')
1! !
+?m

1|
ETIeD) (1,)M7U+ MU DI ) + usU (1) (4.28)

U, (Ui ()Di(y) +

1 U, (DUEG)D2(y)D; (y) +

w0, (NUZ DI (D3 () +
0, (NUZ @D () +
U,V () +

0, NUE @D () +

usU, (U W)D; )D;(y) +

U.(nU:y)D;(y) +
————us U, (U (y)Di*(y) +

10 (MU ()D; (y) +

Sn(z smir fonksiyonelinin dokuzuncu momentinin Laplace doniisiimii asagidaki

gibidir:
Jeretsiopac-
|

8!
~8r(anans
7! 9!
Tlenan ananeEy
6! 9!
T EHan anans@n
6! 9!
T@neEy anans
5! 9!
Tanan ananan

U.(UBy)DEWY) +

U.U(y)D:*()D5(y) +

w U, (MU @)D (D5 () +

DL w0 NUE @D (D32 () +

U.(MUE @)D ()D;(y) +
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4! 9!

T BEHan ananieh M

51 9!
+ GHhanah an@an32nhan

5! 91
T 2nGy ananzen

4! 91
T ey ananz@nzt
| |
T (2!){1};)(1!) (1!)(1!)92.(2!)(4!) w U, (MU )D2W)D;(V)D;(y) +
3! 9!
T @nan ananzen
2! 9!

TAnan ananay

4! 9!
1HE2H(AH @AH@aHEHz@3n

3! 9!
TAnanan ahaneEn e

3! 9!
Tananan ananan@En

4! 9! ~
eyl WUFWD* () +
3! 9!

T @Znan anenzan
+ (1!)3é2!) (1!)(;;(3!)2 mU.MUEGID; (D () +
2! 9!
Tanan anehien

2! 9!
Famnay

2! 9!
MEDIEDYEDIEDIED

1 9l ~ x
+ﬁmﬂlu+(Y)Ui(Y)D8(Y) +

U.UF)D3E()Di(y) +

wm U, (NUFEWDEW)D;()D;(v) +

U.UZ)D2()D33 () +

U, U (y)Di2(y)D3%(y) +

w0, MUEWIDEWID(Y) +

w0, U@ (y)D;(y) +

w0, (U )Di(Y)D32()D;(y) +

T

w0, UB @)D y)D;(¥)Di(y) +

U.MUEG)Di(y)D;()D;(y) +

U, NUE @)D ()Ds () +

w0, (U @)D;(y)De(y) +

U.(UZWDA() +

w0, (U y)D;()Di(y) +

7! 9!
Ty

6! 9!
TGO @Hansey

.U @)D (y) +

1 U, (DU ()D(y)D; (v) +
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5! 9!
T@nan @hanten
5! 91
T BHE) @A)
4! 9!
T BHAD @HanE@n
3! 9!
@D @Hanzey
4! 9!
TG @Hane!
3! 9!
@ @yanenzt
(1.)2('1,) (2,)(?,)(6,) w20 (U ()DI (r)Dg () +
21 9!
T anan @HEH@)
4! 9l
T @ZHanan @hanzenen L
3! 9!
Tananan @yaneh@n -2
+ (2';3(!1') (2!)(29!!)2(3!) 1U,(NUEG)D()D3 () +
21 9!
Taan @yeEnen
1: (2|)9(7,) H2U+ WUi(y)D;(y) +
6! 9!
HETEDIED s
5! 9!
T@han Gnanten
4! 9!
T BHAD BHADED
4! 9!
@@y Ghanzenz e
3! 9!
T @Zhan Ghanz@n

31 9l _ ) .
3@yl WMUEWD3 () +

U.(US@)D* (D3 (y) +

> U, (NUP D ()D2 () +

w0, (MU ()DPE()Di(y) +

1, U, (DUEG)D2(y)Di(y) +

)3H2U+()/)U *WD; (D3 (y) +

U.(MU@)D;()D3%(y) +

1 U,(NUZW)D;()D;(y) +

0. U D ()D; ()D3 () +

U.(nUEG)D;(y)D;()Di(y) +

U.(MU2@)D;(y)Di(y) +

U.(nU@)D(y) +

U.UE@)D* (D5 (y) +

usU, (DU )DE(y)D3(y) +

U, (MU @)D2()D2 () +

0. (MU DD () +
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2! 9!
T2EHEn e
2! 9!
T anan @GHanGh
2! 91
Tanan GHEHEy
3! 9!
+ @anan@ah aaeHanheHay

1 9! ~ " «
+Emﬂ3U+(V)U+(V)D6(V) +

U.(MUZW)D3A(y) +

us U, MU )D; (Y)Di(y) +

usU, (DUZ()D;()D;(y) +

us U, (NUB@)D; )D; )D; (v) +

5! 9! —
+ am#dh WMUE WD) +
4! 9!
HEDEDICOIEDHED)
3! 9!
2011 () (AD2(3D
3! 9!
Taney @ananenzt
2! 91
Tanan @an@)
2! 9!
101D @) (2H (3D
1! 9! -
+ ﬂmmm MUL)Ds(y) +
4! 9!
WTGHEDE

w0, MU )DP (v)D; () +

w0, MUB)Dy2(y)D3 () +

~

U (MU @)D ()D3%(y) +

w0, (NUZW)D; (V)D;(y) +

1 U, (DUEW)D; (D5 (y) +

M

usU, (DU (D*(y) +

3! 9!

HEDIEDICIEDEED)
2! 9!
Tanan Gnan@n
b sl DUZMDEM) +
1! 91! ~
+ﬁmM5U+(V)Ui(Y)DZ()’) +
3! 9!

T3t ans e

2! 9!
11D (6H (1D (2)

usU. (MU ()Dy2(y)D3(y) +

U.(UZ@W)D; )D;(y) +

U.(UEG)D3 ) +

usU,(NU2()D; (V)D5(y) +

M
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1! 9]
T

,mﬂsm MUi()D:(y) +

2! 9! ~ 2 *2
+§WM7U+(Y)U+ (r)Di*(y) +

1! 9!

LT

,mmm MU () +

1 9
T inanhe

Sn(z) siir fonksiyonelinin onuncu momentinin Laplace doniisiimii asagidaki gibidir:

(0]

f eE (Snt)dz =
z=0
91 10!
“oranant
8| 10!
Tanan anay @
7! 10!
DIEDIEDIEDEED
7! 10!
T D@D anansenz
6! 10! . W
+ GD(1Y) (1D (1)5(4) U, (MU W)D>(r)Di(y) +
6! 10!
AN ADAD*2ZHEY
5! 10!
T@nan anansn
6! 10!
MENEEDEDEEN
5! 10!
3D(2H AHAH3(
4 10!
T BHAn ananaen M
5! 10!
T BHANED DD 2H (@D
5! 10!
2D (DD ADADZ(ZH2(EN
41 10!
TEDANaH AanzeEn Gy

- 9
U,Ui»)Di(y) + grHeU+ ). (4.29)

U.UPDP(y) +

w0, (MUBEG)DT (D5 (y) +

w0, (MUY D ()D;(y) +

M

U, (U (y)D (VIDS2(y) +

w U, (NUE@)D*()D;(Y)D;5(y) +

T

U.(UZ@)D* (D (y) +

S U (NU WD WD () +

+7 D wm U, (NUE DR W)D3A(y) +

U.U)DE (D) +

w0, MUE)DEW)D;(V)Di(y) +

w0, (U )DE)D;2(y)D5(y) +

T

w0, (U ()D2(y)D; (Y)Di(y) +
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4! 10!
T @Hanan ananzEn ey
| |
+ (25&11) (1!)(1?).2(7!) wm U, NUEG)IDEW)D; () +
5! 10!
T an@y ananen M
4! 10!
* ANEHAD (IHANEDH2@E) M
4! 10!
+ an@anehanaheneas
3! 10!
" @an@anan ananehie!)
3! 10!
N AnAnan aAnan@EHEH ™
3 10t 7 *3 * *2
12D (1)(1D)(4))2 m Uy (U )Di(y)Di*(y) +
2! 10!
Tavan ananen
4! 10!
ENEDIEHICHEED
3! 10!
201D (1D(2D2(GY
3! 10!
* AnADIn ANEHBHE)
2! 10! - 5 . .
T ADan aneEnay m U, MU ()D;(v)D7(y) +
3! 10!
FaianEn
2! 10!
T anan ana@nen M
2! 10!
AN an@H ey

9! 10! ~ . .
+amu1U+(V)U+(V)D9()’) +

w0, (U )D2()D;()Di(y) +

U.(UE)D;()D3*(y) +

U.U* D (y)D;2(y)D;i(y) +

72 iU (UL (DI (D3 (D3 () +

m U, NUZEG)D;(ND;()Dg(y) +

U, (NUEWDi (D3 (D5 () +

~

U, (U )Di (¥)Ds (v) +

w0, (MU O)D3E (D5 () +

w0, WUB@)D2W)Di(y) +

M

U.MUEG)D;(y)D;()D;(y) +

U, (U WD3 () +

U.(UZ@)D;()De(y) +

w0, (U @)D;(y)Di(y) +

8! 10!
T eiznans

7! 10!
60 (1D (2D (162D

U, (NUBWDEWY) +

1, U, (U ()DIe(y)D; (v) +

T
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6! 10!

tEyan @yansan 2l MUF D MDK) +
o 10 i7 *6 *4 *2

+ (4)(2D) 2D (1)*(2D)2 pUs (MU )DI*()D3°(v) +
5! 10! _

@ Eyantan kel UL DD +
41 10! _ .

T Bhan @yaniey 2V WU WD (Y)Ds(y) +

>! 10! i7 %5 %3 x *

+ GHANI) DD (2D (3D 12U (VU (y)D* (v)D; () D3 (y) +
>! 10! i7 *5 *2 *3
+Znan ananzans F2Us MUE MDDz () +
& 10! i7 4 *2 *2
T (2D(2D) (2D (11)2(31)?2 12U (U ()D1*(v)D3=(y) +

4! 10! ~
* @Zyanan @yanzenay eV WUF MDD (i) +
3! 10! w &%
T 2D @Danzen 12U (WUE (r)D1*(¥)Ds (v) +
2! 10! 4
@an ayanan X2V MUZWD; (D5 (y) +
b T AT el (U B (DD +
3! 10! _
+ Ianan @anen ey A2l WUE MDID; (D () +
3! 10! _
* Ianan @yananan el UE DD (D) +
41 100 \
+Zmﬂ2U+(Y)Ui4(Y)D; () +
3! 10! _ .
T @nan anenzan Y2V MUFE (D (Di(y) +
3! 10! T *3 * 2
Taney (2!)(2!)(3!)2.‘12U+()’)U+ ("D;(Y)D3*(y) +
| |
b s s 1T (U D) +
20 100
+ZW‘MZU+(Y)U+ (r)Di*(y) +
2! 10! .
+ (A1) 2H(3H (Y t2Us (VU= (y)D3(v)Ds(v) +
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1! 10!

+ﬂmﬂzﬁ+ WU (Dg(y) +
7! 10! ~ v v
i anan Vs UMD +
6! 10t 7 *6 *5 *
+ (GHAN BH(1D5(2D 13U ()U(y)D1> (v)D2(v) +
5! 10! - . " .
5! 10! 7 *5 *3 *2
4! 10! 7 *4 *3 *
B BDADIED us UL (DU (Y)D" (V)D: () +
= 10! i7 *3 *2 *
T 2Dan GHANZEY usU(MUE (r)D1*(r)Ds(v) +
4! 10! ~ i i v
b (1H3H BHAHER2NH3 usU. (U ()Dr (V)D;>(y) +
3! o 7 *3 * *2
2! 10! ~
2! 10! ~ 5 . .
+ (1!)(1!) (3!)(3!)(4!) .u3U+ (V)U-T- ()/)D3 ()/)D4(]/) +
b 10! i7 4 *2 * *
+ 2H(AH(H 3H(1H2(2H (3B usU (VU (y)D*(v)D; () D3 (y) +
3! 10! _ . . .
+ (1!)(1!)(1!) (3!)(1!)(2!)(4!) .u3U+ (V)U-T-B ()/)Dl (V)DZ ()/)D4.()/) +
3! 10! ~
T @nan anenzan el MUF (D (D3 () +
2! 10! ~
1! 10! ~
T WUi()D; () +
6! 10! —~ i v
+5WM4U+(V)U+ (D> (y) +
>! 10t 7 %5 «4 .
4 10 i7 *4 *3 *
+ (3D (1) (4)(1)3(3D UL (U ()D* (v)D3 (v) +
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41 10!
T @ne) @nanzenz
3! 10!
T @2nan @Dz
3! 10!
MDD
2! 10!
Toran@nzt
2! 10!
T anan @Haney
2! 10!
T Anan @HEHEy
3! 10!
Tananan (40(1')(2')(3')”4

U, U )D2()D52(y) +

w U, (DUEGIDE()D;(y) +

U.MUEWD3(y) +
U.(nUy)D3A(y) +

w0, (DUZ@)D; (V)Di(y) +

1 U, (DUEWD;()D;(y) +

U.(nUEG)D;(y)D;()D;(y) +

1| 0!
T (4,)(6,)H4U+ WMUL(¥)De(y) +
5! 10! r
TSy ans AU+ UMD () +
4 10! 7 *4 *3 *
3| 10' 7 *3 *2 *
+ (2D (1) (5DH)(1H2(3D usU(MUE (r)D*()D3(v) +
3! 10! *3 * *2
(1|)(2|) (5|)(1|)(2|)2 M5U+()/)U+ (Y)Dl (Y)DZ (Y) +
2! 10! ~ I . .
2! 10! ~ v . .
1' 10! . .
1' (5|)(5|) M5U+()/)U+(Y)D5()/) +
41 100 o
"‘EW%UJY)UJ? (D" (y) +
3| 10' 7 *3 *2 *
+ D) 6H(1)2(2D 1sU+ (VU (y)D1*(v)D2(y) +
2! 10! ~
T anan enana@n eVt MUZGDI)IDi(y) +

2! 10!
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o100
+ﬂmﬂeU+()’)U+(Y)D4(V) +
3|

3'(7')(1')

2! 10!
Tanan mHane@y
1 10!
DG

+§Wﬂ8 +MUFEWID“(y) +

——— 1, U, (MU @D3 () +

1 U, (DUZ()D; (V)D5(y) +

1, U, (UL ()D; () +

1|
it (8')<2')“8”+ MU D) +

1! ! ~ * * 10!
+ﬁmM9U+(Y)U+(Y)D1 ) +— 10!

Not 4.3. Sy, smir fonksiyonelinin ilk on momentinin Laplace déniisiimleri elde

Hio U+ ). (4.30)

ediliyorken bulunan ifadelerde tespit edilen kural yardimiyla Sy, smr
fonksiyonelinin onuncu momentine kadar Laplace doniisiimleri hesaplanmistir ve
kurallarin dogrulugu test edilmistir. Bir sonraki momenti olusturmak icin kurallar
asagidaki gibi listelenebilmektedir:

1) Sn(z) smir fonksiyonelinin birinci momentinden baslayarak her momentte yeni
terimler eklenmektedir. Yani her momentin terim sayisit kiimiilatif olarak
artmaktadir. Ilk on moment i¢in birinci moment dahil olacak sekilde her bir
momentte eklenen terim sayis1 swrasiyla 1,1,2,3,5,7,11,15,22,30 dur.
Eklenen terimlerin igerdigi ifadelerin (D, (y),Ui(y)) de bir kurala gore
olusturuldugu goz 6niine alindiginda 1, 1, 2, 3,5, 7, 11, 15, 22, 30 serisinin say1
teorisinde p(n) parcalanis fonksiyonuna (partition function) karsilik geldigi
literatiir taramasi sonucunda fark edilmistir. p(n),n = 0,1,2, ... parcalanis
fonksiyonu n'nin siralanis diizenine bagli olmaksizin tamsayi toplamlarina
ayrilma sayisina karsilik gelmektedir (Abramowitz ve Stegun, 1972, s.825).
Ornegin, p(4) =5 yani toplam1 4 olan sayilarin kombinasyonu asagidaki
gibidir:

1+1+1+1,
1+1+2
1+3,
2+2,
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4,
Ayrica, Abramowitz ve Stegun (1972) p(n) fonksiyonu igin asagidaki yaklasik

formili vermistir:
1
n)~ e
p(n) 4n\3
2) Teorem 4.2°de ve (4.27) — (4.30) esitliklerinde Sy(,) smnir fonksiyonelinin ilk

n./2n/3

on momentinin Laplace doniisiimleri bulunmaktadir. Bir 6nceki maddede p(n)
fonksiyonunun kiimiilatif toplamlar ile ifade edilebilen terim sayisi agikca
anlatilmisti. Bu terimlerin genel formu asagidaki gibidir:

O T NUF @D WD () .. D (). (4.31)
Burada,

i=n—sj—mk—-—ylj*k+ - #1,D;(y) =1,
sjitmk+--+yl<n—-1Lv=s+m+--+y.

(4.31) esitligindeki i ve v; j, k, ..., L ve s,m, ...,y ile elde edilebilmektedir. Bu
nedenle j, k, ...,L ve s,m, ..., y’yi bulmak 6nemlidir. (4.31) esitligindeki C ve
K katsayilardir ve ayrica incelenecektir.
p(n) pargalanis fonksiyonu n'nin tamsayi toplamlarina ayrilma sayisina
karsilik geldigi bilinmektedir. j, k,...,l ve s,m, ...,y indisleri de p(n) ile
iligkilidir. Bu iliski 6rnek olarak Sy, smir fonksiyonelinin ilk dort

momentinin Laplace doniisiimleri ele alinarak gosterilecektir:

[0e]

p(0) = 1; ] e V7 E (Sn(n)dz = m U, (). (4.32)
z=0
(4.32) esitliginde Sy(,) smir fonksiyonelinin birinci momentinin Laplace
donlisiimii  verilmistir ve bir terime sahip oldugu gorilmektedir. p(0)
fonksiyonu ile ayni terim sayisina sahiptir. Burada D,(y) iceren terim
bulunmamaktadir ¢iinkii Dj(y) = 1’dir. (4.31) esitligindeni =n=1vev =
0’dir. Boylece, p, terimi de elde edilmis olur.

p(1) = 1,p(0) + p(1) = 2,

f eV E (Si)dz = 21U, (MU DI () + mUs(r). (4:33)
z=0
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(4.33) esitliginde p(1) = 1 oldugu igin (4.32) esitligindeki terim sayisina bir
terim daha eklenmistir. p(1) tanimi geregi toplami 1 yapan sayilarin
kombinasyonunu belirtmektedir. Bu nedenle eklenen terim Dj(y)
icermektedir. Bu durumda (4.31) esitliginden yola ¢ikilarak (4.33) esitliginin
birinci teriminde j = 1 ve s = 1 oldugu goriilmektedir. Ayrica i =n —sj =
2—1=1vev=s=1dir. Boylece, u; ve Ui (y) terimleri de elde edilmis
olur. Yine (4.31) esitliginden yola ¢ikilarak (4.33) esitliginin ikinci teriminde
i=n-—sj=2-—0=2dir, bu da pu,’yi agiklamaktadir. Not edelim ki, bir
onceki momentten gelen terimlerde y;’nin indisi bir artmaktadir, geriye kalan

parcalar ayn1 kalmaktadir.

p(2) =2,p(0) +p(1) +p(2) =4,
f e VZE (Syp)dz = 6u U, U WD) + 3w U, UL )D;(v) +
z=0

+3u, U, (U D (¥) + U, (p). (4.34)

(4.34) esitligine p(2) = 2 oldugu igin (4.33) esitligindeki terim sayisina iki
terim daha eklenmistir ve Sy, smir fonksiyonelinin iiglincii momentinin
Laplace doniigiimiiniin terim sayist dorde ¢ikmistir. p(2) tanimi geregi toplami
2 yapan sayilarin kombinasyonunu belirtmektedir (1 + 1,2). Bu nedenle
eklenen terimler D;2(y) = D; (y)D;(y) ve D;(y) icermektedir. Bu durumda
(4.31) esitliginden yola ¢ikilarak (4.34) esitliginin birinci teriminde j = 1 ve
s = 2 oldugu goriilmektedir. Ayrica i =n—sj=3—-2=1ve v=s=
2°dir. Boylece, u; ve U?(y) terimleri de elde edilmis olur. (4.34) esitliginin
ikinci teriminde ise j = 2 ve s = 1 oldugu goriilmektedir. Bu durumda, i =
n—sj=3—2=1vev =s = 1dir. Béylece, u; ve Ui (y) terimleri de elde
edilmis olur. (4.34) esitliginin iiclinci ve dordiincii terimleri ise Onceki

momentlerden gelmistir. Bu nedenle sadece y;’lerinin indisi bir artirilmistir.

r(3) =3,p(0) +p(1) +p(2) +p(3) =7,

[ 7 (t)dz =
=0

Z

= 24u, U, (DUE)ID3(y) + 24,0, (U ()D; (¥)D3(y) +

+4u, U, (DU Y)D;(y) + 12,0, (n)U2(y)D2(y) +
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+6u, U, (DU (D5 () + 4us U, VUL ¥)D;(v) + Uy (y).  (4.35)

(4.35) esitliginde p(3) = 3 oldugu i¢in (4.34) esitligindeki terim sayisina {i¢
terim daha eklenmistir ve Sy(,) smir fonksiyonelinin dordiincii momentinin
Laplace dontisiimiiniin terim sayis1 yediye c¢ikmustir. p(3) tanimi geregi
toplam1 3 yapan sayilarin kombinasyonunu belirtmektedir (1+ 1+ 1,1 +
2,3). Bu nedenle eklenen terimler D;3(y) = D;(y)D; (¥)D; (), Di (¥)D;(y)
ve D;(y) icermektedir. Bu durumda (4.31) esitliginden yola ¢ikilarak (4.35)
esitliginin birinci teriminde j =1 ve s =3 oldugu goriilmektedir. Bu
durumda, i =n—sj =4—3 =1 ve v =s = 3’tiir. Boylece, u; ve Ui3(y)
terimleri de elde edilmis olur. (4.35) esitliginin ikinci teriminde j =1, s = 1
ve k = 2, m = 1 oldugu goriilmektedir. Ayricai=n—sj—mk=4—-1-—
2=1vev =s+m =1+ 1= 2dir. Béylece, u; ve U;%(y) terimleri de elde
edilmis olur. (4.35) esitliginin {i¢iincii teriminde ise j = 3 ve s = 1 oldugu
gorilmektedir. Bu durumda, i=n—sj=4—-3=1 ve v=s=1dir
Boylece, u; ve Uji(y) terimleri de elde edilmis olur. (4.35) esitliginin
dordiincti, besinci, altinci ve yedinci terimleri ise 6nceki momentlerden
gelmistir. Bu nedenle sadece p;’lerinin indisleri {igiincii momentteki indislerine

gore bir artirilmistir.

3) Son olarak, ilk on moment hesaplanirken C ve K katsayilari igin elde edilen

kurallar asagidaki gibidir:

v! n!

Burada
i=n—sj—mk—--—ylj+k+--#I
sjitmk+--+yl<n—-1lLv=s+m+--+y.
(4.31) esitligindeki C ve K katsayillarinin elde edilisleri Sy smur

fonksiyonelinin altinc1 momentinin Laplace doniisiimii 6rnegi ile verilecektir.

[ e (s50)dz =
z=0

= (COEDmM T, UL @)D () + (C) KD U (MU )DE()D3 (v) +
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+(C3) (KD U, (NUE WD (D3 () + (C) (K U4 (NUE ()D; () D3 () +
+(Cs) K U, UZ)ID; V)Di(1) + (Co) (Ke)ur U (VU ()D;(1)D3 () +
+(C KD T, UL IDs () + (Co) (K U, )UK () Di*(v) +
+(Co) (Ko U () U ()D*(1)D5 (1) + (C10) (K1) 2 U (VIUZZ (¥) Dy (¥) D3 (v)
+(C1) Ki) U, DU @ID;2 () + (Cr2) (K1) U () U (1) Dz () +
+(C13) (K1) U, (NUE @D () + (Cra) Kiadus U U (r)D () D5 () +
+(C15) (K15)us U (DU (D3 (v) + (C16) (K16) U (U ()D2 () +

+(C17) (K1) s U, (VU ¥)D;5 (¥) + (C1g) (K19)us U (VUL (¥)D; (v) +
+(C10) (K19) s Uy (). (4.37)
(4.36) esitligi yardimiyla (4.37) esitligindeki (C, K) degerleri asagidaki gibi
kolaylikla hesaplanabilmektedir:

C, = g =1,K, = ﬁ = 720, C,K, = 720,
4! 6!
“ =5 = e = tapeay ~ 200G =140
3! 6!
C3 = 5= 3K = ADanaEn = 120, C3K;5 = 360,
3! 6!
C, = 7= 3,K, = W = 180, C,K, = 540,
2! 6!
=1 = 25 = anapan 2066 =6
21 6!
Co = 7777 = 2.Ke = OIDION 60, CsKy = 120,
1! 6!
G =g =LK = DED = 6,C,K, = 6,
4! 6!
Co=7;=1Ks = At - 360, CgKg = 360,
3! 6!
Cy = 5777 = 3, Ko = aan - 180, CoKy = 540,
2! 6!
Cip = T 2,K = W = 60, C10K19 = 120,
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2! 6!

Cll = = 1, Kll = = 90, CllKll = 90,

2 @H@D?
1! 6!
Clz = F = 1’K12 (2')(4') 15 612K12 15
3! 6!
G3 =377 LK = s T 120 Gsfas = 120,
2! 6!
C1s = ST =2,K14 = W = 60, 14K, = 120,
1t 6l ~
C15 - F - 1! K15 - (3')(3') - 20, C15K15 = 20,
2t B 6! B ~
Ci6 = 21 L Kie = @ananz 30, C16K16 = 30,
1 6!
€7 = Tl 1,Ki7 = @n = 15,C;,K;7 = 15,
_ 1! _ 6!
Cig Tl 1, K = GHAD =6,CgK,5 = 6,
0! 6!
19 = a r 1 K19 6' 1 CI9K19 = 1

(4.38)

(4.38) esitligindeki (C,K) degerlerini (4.37) esitliginde yerine koydugumuz

takdirde Teorem 4.2°de verilen Sy, simr fonksiyonelinin 6. momentinin

Laplace doniisiimii elde edilmektedir.

Not 4.4. Yukaridaki li¢ kural uygulandigi takdirde Sy, smir fonksiyonelinin n.

momentinin Laplace doniisiimii, dolayisiyla da kesin ifadesi elde edilebilmektedir.

Bulunan kurallarin gegerliligi Sy, sinir fonksiyonelinin ilk on momentinin Laplace

doniisiimii hesaplanarak test edilmistir. Bu baglamda, kurallar dahilinde Sy(,) smir

fonksiyonelinin n. momentinin Laplace doniisiimii i¢in genel formiil asagidaki gibidir:

:

Jerstn-

—-1n-1n-1n-1 n—1

M3

Burada,

j=0 k=0 s=0 m=0 =0 y=0
v! n!
=— K =— )
stm!..y! HGDs(kD™ (Y)Y
i=n—sj—mk—-—yl,j#k+--#1,Dj(y) =1,

si+mk+--+yl<n—-1Lv=s+m+--+y.
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5. X(t) SURECININ ZAYIF YAKINSAMA TEOREMI

X(t) slrecinin ergodik dagilminin  Kkarakteristik ~ fonksiyonu ¢4 (8) =

lim E(eiex(t))’nin kesin ifadesinin kullanimi zordur. Zor olmasinin nedeni,

t—>o0

@x(6)’nin kesin ifadesinin matematiksel olarak kompleks bir yapiya sahip olmasidir.
Bu zorluktan kurtulmanin etkili bir yolu A — oo iken @y (6) igin asimtotik a¢ilim elde
etmektir. Bu bolimde ¢y () igin iki terimli asimtotik elde edilmistir. Fakat asimtotik
yontemi kullanmadan 6nce X(t) siirecini standartlastirmak gerekmektedir. X(t)
stirecinin lineer bir doniisiimii olan W (t) siireci asagidaki gibi tanimlansin:

X(®)

W(t) = T

Bu bélimde ergodik dagilimin karakteristik fonksiyonu ¢y, (8) igin asimtotik agilim
bulunacak ve zayif yakinsama teoremi ispatlanacaktir. Bu bolimun geri kalan
kisminda 4. Boliimde ayrintili olarak incelenen {S,,},n = 0 rasgele yiiriiyiis siirecinin
basamak anlar1 ve basamak yiiksekliklerinden faydalanilacaktir. Ozetle, bu bélumiin
temel amac1 A — oo iken X(t) siirecinin lineer bir doniigiimii olan W (t) surecinin
limitteki ifadesini bulmaktir. Bu nedenle, asagidaki iki Onermeyi vermek
gerekmektedir.

Onerme 5.1. y, = E(x{?) < o kosulu altinda 1 — oo iken M;(1z) = E(Sy(az)) nin

iki terimli asimtotik agilim1 agagidaki gibi yazilabilir:
My(A2) = E(Syp) = Az + iy + o(1).
Burada g, = E(§,) = :ﬁve we = E(x%),k = 1,2°dir.
Ispat. E(Sy(1,)) tammi geregi asagidaki gibi yazilabilir:
H(Az)

My(A2) = E(Syap) = E Z xi |

i=1

Wald 6zdesligi yardimiyla asagidaki esitlik yazilabilir:
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H(Az)
Bl D i | = mE(HO®) = iU, 2. (5.1)

i=1
Burada U, (1z) = E(H(Az))’ tir.
U, (Az)’nin asimtotik agilimi asagidaki gibidir (Feller, 1971):

Az
Ui(Az) = —+—+ g(A2). (5.2)
+( M 2 g

(5.2) esitligini (5.1) esitliginde yerine yazilirsa,

Ml(AZ) = E(SN(AZ)) =Az+ ﬁl + g(AZ)
elde edilir.
Yardimct Teorem 3.1°den faydalanilarak, z — 0 ve A — oo iken asagidaki esitlik

yazilabilir:
M;(A2) = E(Syp) = Az + iy + o(1). (5.3)

Burada fi; = E(},) = 2% ve . = E(x%),k = 1,2°dir.

Boylece Onerme 5.1’in ispat: tamamlanmus olur. ]
Onerme 5.1°in yardimiyla Onerme 5.2 asagidaki gibi verilebilir.
Onerme 5.2. u, = E(x{?) < o0 ve B; = E({;) < o kosullar1 altinda 2 — oo iken

asagidaki iki terimli asimtotik a¢ilim yazilabilir:
E(M;(23,)) = 2By + A1 + o(D).

Burada, B; = E({), iy = E(}y) = 2“—:1ve we = E(x%),k = 1,2°dir.

Ispat. Onerme 5.1°den faydalanilarak M; (1z) asagidaki gibi yazilabilir:
M(Az) = Az + i + g(A2). (5.4)

Burada lim g(x) = 0’dur.
X—00

(5.4) esitliginin her iki tarafi dm(z) ile garpilarak 0’dan oo’a kadar integral
uygulandiginda takdirde asagidaki ifade elde edilir:

B(M,06)) = [ (2 + s + 902) dn(2)
0

56



[o0] [00]

= flzdn(z)+fﬁ1 dn(z)+fg(/12) dr(z).

0 0

fooo g(Az)dm(z) terimi i¢in Yardimci Teorem 3.1°den faydalanildigi takdirde

E (M1 ()l{l))’nin iki terimli asimtotik agilimi1 asagidaki gibidir:
E(M;(23)) = Ay + A1 + o(D).

Burada 8, = E(3y), fiy = E(#y) = ;ﬁve e = E(x%), k = 1,2°dir.

Boylece Onerme 5.2’nin ispati tamamlanmis olur. ]
Teorem 5.1. E(x{?) < o0, E(?) < 400 ve E({;) < o kosullar1 saglanmis olsun.
A — oo iken W (t) siirecinin ergodik dagiliminin karakteristik fonksiyonu ¢y, (6)’nin

iki terimli asimtotik a¢ilim1 asagidaki gibidir:

1 f 1
pw(0) = §7(6) + 7 [@((Q)Dl(é’) it (—)

B A
Burada,
. @ (0)—1 . .
¢;(0) = (WTKP((@) = E(e%%),D,1(6) = ioy —ﬁ—i.
. my U .
my = - 1 = _Z'mk = E(nf),yk = E(){fk),k = 1;2 ve ﬁ]_ = E((l) dir.
2my 21

Ispat. 3. Bolimde elde edilen X (t) siirecinin karakteristik fonksiyonunun alternatif

sekli asagidaki gibidir:

|
E(N(241) ) © o1

_ 1
¢x(6) = lim E(e!0%®) = dn(z),0 # 0.

W(t) = X(t)/A, X(t) siirecinin dogrusal bir doniisiimii seklinde ifade edilsin. Bu
durumda W(t) siirecinin ergodik dagiliminin karakteristik fonksiyonu ¢y, (6)

asagidaki gibi verilebilir:

) 0 0
ow(0) = E(e"®) = (elzX(t)) = oy (E)

Bu takdirde,

ow(0) = lim E(eW®) =
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i0z (pSN(ilz) (_ %) —1

=E(N(A§1))Of e (-9 -1

dn(z),6 # 0. (5.5)

(5.5) esitliginin paydasini ve payini sirasiyla I; (1) ve I, (A) seklinde pargalara ayirarak

asimtotik a¢ilimlar1 elde edilsin.

I (/1)

@ (5.6)

ow(6) = lim E(elew(t)) f

Burada, I; (1) = E(N(14,)) [q),, (— %) - 1] ve (1) = elf” [<psmz) (— %) - 1]’dir.

m, = E(n?) < +oo kosulunun altinda I, (1) asagidaki gibi verilebilir (Feller, 1971):
0
L@ = BN ey (-3) - 1]

17 )2 1
= E(N(A¢Y)) {1 —%ml + (;A)Z m, + o (/12) 1}

= -mE(NQ ))i {1 19 s -+ <1>}
- ml Zl 21 o A
Wald oOzdesligine gore E (Ml(/lfl)) =mE (N (/1(1)) oldugu bilinmektedir. Bu

durumda,

L(A) = —E(My(A3y)) %{1 - Tml +o0 G)} (5.7)

Onerme 5.2°de verilen E (M1 (A(l)) ‘nin iki terimli asimtotik acilimini (5.7) esitliginde

yerine koyarsak I; (1) nin asimtotik a¢ilimi i¢in hesaplamalar asagidaki gibidir:

L(A) = —(By + iy + 0(D} s {1 - %ml to (/11>}

, 0%B, 0 1
—110p; +Tm1 +7,u1 +o (I)
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_ oM, [ 1 { 1 1
=— 1-— — )t =—-i6p, 1 -=D =
l@ﬁl{ : +w1+o(/1)} i0p, {1 -3 1(9)+0<A>} (5.8)
Burada,
, fq |2%) m,
D,(0) = i0m, — ==, 0, = —, M, = —, w. = E(x}5),
1 1 Bl 1 2”1 1 zml k ( 1 )

my = E(n¥), k = 1,2 ve B, = E({y)'dir.

(5.6) esitliginin pay1 I, (1) nin asimtotik a¢ilimi i¢in hesaplamalar asagidaki gibidir:

; 0 . 0
L,(2) = e'” [QDSN(AZ) (— I) - 1] = ¢ibz [E (e_lISN(lZ)) — 1]

Sn@z) = Sn(az) — Az olsun. Bu durumda,

L,(A) = e'%” [E (e_i%@“gN(/lz))) r 1]

_ oibz [{e—iezE (e—igfzvuz))} _ 1] =F (e‘iggwuz)) — ez, (5.9)

iy = E(xi?) kosulu altinda 1 — oo iken $ N(1z) Stir fonksiyonelinin birinci momenti
sonludur (Rogozin, 1964). Bu takdirde, sinir fonksiyoneli SA’N(AZ)’nin karakteristik

fonksiyonunun Taylor ac¢ilimi (5.9) esitliginde yerine koyularak asagidaki gibi

yazilabilir:

0 § 1 i6z
L) = [1 — le(SN(AZ)) +ig(/12)] —e

iz -9 S 1
=1l-e —LI,u1+zg(/12). (5.10)

Burada, E(SN@Z)) =f;,+0(1),i, = 2”72 ve Uy = E()(f"),k = 1,2'dir.
1

(5.10) esitliginin her iki tarafim dm(z) ile ¢arpilip 0’dan oo’a kadar integrali
alindiginda asagidaki esitlik elde edilir:

o8] (o)

j L,(A)dn(z) = J [1 — iz _ i%ﬁl + %g(/lz) dn(z)
0 0
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= J.(l — eiez) dn(z) — l%f i, dr(z) + %f g(Az) dr(2). (5.11)
0 0 0

(5.11) esitliginin  son terimi Yardimci Teorem 3.1’e gore sifira gittigi

J, 9(Az) dm(z) = o(1) bilinmektedir. Bu takdirde,

o

J. LA dr(z) = f(l — %) dn(z) — i%ﬁl +o0 (%)
0

0

= (1- 0;(®) - i%ﬁl +o(3) (5.12)

Burada ¢;(6) = E(e'%%1) = f e%dn(2), i, = == - ve . = E(xi"%), k = 1,2'dir.

(5.8) ve (5.12) esitlikleri (5.6) esitliginde yerine koyuldugunda W (t) surecinin ergodik
dagilimimin karakteristik fonksiyonu ¢y, (6) nin iki terimli asimtotik agilimi A — oo

iken asagidaki gibi elde edilir:

I (/1)

ow(8) = lim E(e ") = ] 4@

_(1-ec@)—ifm+o(3)
—i6B, {1 —2D;(6) + 0 G)}

= (1= 0 @) - o ()} 0o ()

_9(0) —
B ié)[?l ,119/3

1
[(pz(6) — 1)D1(6) + i04,] + o (I)

1
ow(6) = ¢;(0) + 5 i [¢<(9)D1(9) +31 +o0 (—)
Burada

<P((9)
51

i

,97(0) = E(e%%1),D,(6) = iom, — 5.

¢;(0) =
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~ m, J2%)
m; = 2_ml»ll1 = 2_‘[11 ve f; = E(y)'dir.

Boylece Teorem 5.1°in ispati tamamlanmis olur. ]
Teorem 5.1’in yardimiyla W(t) siirecinin ergodik dagiliminin karakteristik
fonksiyonunun limit sekli asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 5.2. Teorem 5.1’in kosullar1 saglanmis olsun. Bu takdirde, A — oo iken W (t)
siirecinin ergodik dagilimmin karakteristik fonksiyonu ¢y, (8), @;(8) Karakteristik

fonksiyonuna yakinsar:

Pw(0) 75> 9 (6).
Burada,
] .
P:(0) = % 9;(0) = E(e'%%) ve p; = E({y)"dir.

Ispat. Teorem 5.1°de elde edilen W (t) siirecinin karakteristik fonksiyonunun iki

terimli asimtotik a¢ilim1 A — oo iken asagidaki gibidir:

A 1 1
ow(6) = P, (6) + ZR(e)) +o (Z) (5.13)
Notasyon kisalig1 igin R(8) = @,(6)D,(6) + VerIISIn

Burada

Dl(g) = l@ffll - ve ﬁl = E((l)’dlr

B,
(5.13) esitligindeki R(0) asagidaki gibi ele alinsin:

|<P((9)( my — %)4‘%

|R(O)| = |P;(6)D,(6) +

A

2
< om +ﬂ+#1 o, +

5B 5, e

Burada C,(8) = 07, + ﬂ’d1
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Teorem 5.1’in kosullar1 altinda her sonlu 6 iginm, < oo, u, < cove 0 < f; < co’dur.

Boylece C;(0) sonludur. Dolayisiyla C; (8) oldugu icin R(8) de sonludur. Ozetle her

sonlu 8, (V6 € R) icin A — oo iken @ — 0 olur. Yani,
ow(0) o ®¢(6)
olur. Burada,
~ @ (0) — 1 i0 U ' m; Ho
0) = —————,¢9;(0) = E(e'%¢1),D,(0) = i, — —, My = >—,[1; = >—.
‘P(( ) 108, (P{( ) (e ) 1(0) = iom, B, my 2m, Uy 21,
Boylece Teorem 5.2°nin ispat1 tamamlanmis olur. ]

Not 5.1. §;(8), {¢p},n=1,2,.. rasgele degiskenler dizisi tarafindan diretilen
yenileme siirecinin kalan Omriiniin limit dagilimimin karakteristik fonksiyonudur.
Teorem 5.2°de A — oo iken W(t) siirecinin ergodik dagilimmin Kkarakteristik
fonksiyonu ¢y, () nin @;(8) karakteristik fonksiyonuna yakinsadig1 gosterilmistir.
Karakteristik fonksiyonlar icin streklilik teoremine (Feller, 1971; Lukacs, 1970) gore
X (t) stirecinin dogrusal bir doniistimii olan W (t) siirecinin ergodik dagilimi, {{,},n =
1,2, ... rasgele degiskenler dizisi tarafindan tiretilen yenileme siirecinin kalan dmriiniin
limit dagilimina zayif yakinsamaktadir. Bu agiklama asagidaki teorem yardimiyla
verilmistir.

Teorem 5.3. Teorem 5.1’in kosullar1 saglanmis olsun. Bu takdirde, A — oo iken W (t)

stirecinin ergodik dagilimi Qy,(x), her x > 0 icin R(x) limit dagilimina zayif yakinsar:

Burada

Qw(x) = tlim P{W(t) < x},B1 = E({y) ve(v) = P{{; < v}, v >0,
R(x), {¢,},n=1,2,.. rasgele degiskenler dizisi tarafindan {iretilen yenileme

stirecinin kalan dmriiniin limit dagilimidir.
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6. X(t) SURECININ ERGODIiK DAGILIMININ MOMENTLERI iCIN
KESIN iFADELER

Calismanin 3. Boliminde X(t) siirecinin ergodik dagilimimin ¢y (6) karakteristik
fonksiyonun kesin ifadesi, 4. Bolimde ise Sy ;) sinir fonksiyonelinin ilk altt momenti
icin kesin ifadeler ve asimtotik ac¢ilimlar elde edilmistir. Bu bélimde X (t) strecinin
ergodik dagiliminin karakteristik fonksiyonunun kesin ifadesi yardimiyla siirecin ilk
bes ergodik momentinin kesin ifadesi Sy;,) sinir fonksiyonelinin ilk altt momenti ile
elde edilmistir. Ayrica, ilk dort moment i¢in bulunan kesin ifadeler yardimiyla E (X™)
icin genel bir form elde edilmistir. Bu genel formun gecerliligini test etmek i¢in besinci
ergodik momentin kesin ifadesi de hesaplanmis, genel formun dogrulugu bir bakima

onaylanmuistir.

Teorem 6.1. Teorem 3.1’in kosullarina ek olarak E (|n;|**1) < o kosulu saglansim.
Bu takdirde X(t) siirecinin ergodik dagiliminin n. momenti E(X™) mevcuttur ve
Sn(az) smr fonksiyonelinin momentleri ile asagidaki gibi verilebilir:

E(X™)

n+1
E(MM@)Z 1o m Z< Dk ( )E(Wl)m_kMle))-(6-1)

Burada M, (1z) = E(SN(AZ)), My = (k+'S:n1 ve my = E(U’f).k =1,2,3,4,5,6’dr,

E((A3)™ M (A8) = [,” (A2)"My (Az)dm(z) ,n = 1,2,3,4,5,k = 1,2,3,4,5'tir.
Ek olarak,

Co=1mM=1,i%jik+js=n

Not 6.1. C,, 4. Bolumdeki Sy, smir fonksiyonelinin n. momentinin Laplace
doniigiimii icin genel formiile benzer bir bakis acisiyla ifade edilmistir. ), nin terim
sayist 4. Bolimde tanimi verilen p(n),n = 0,1,2, ... pargalanis fonksiyonuna esittir.

Ayrica, i} ’lerin indisleri de p(n)’e gore olusturulmaktadir. p(n) nin n'nin siralanis
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diizenine bagli olmaksizin tamsay1 toplamlarina ayrilma sayisina ve dizilisine karsilik
geldigi bilinmektedir. Ornegin, C; = M5 — 6/, M, + 6/ ele alnsm. p(3) = 3’tir,
yani C3’in terim sayisi tgtir. p(3) diger yandan i)3,ii)1+2,iii)1+1+1
dizilimini vermektedir. Bu durumda, p(3)’in dizilimdeki i) 3 alternatifinin 7i;’e,
ii) 1+ 2 alternatifinin m,m,’e ve iii) 1+ 1+ 1 alternatifinin m,m,m, = Mm3’e
karsihik geldigi acgikca goriilmektedir. T/T\l{(ﬁ\l]s terimlerinin katsayilar1 ise yine 4.
Bollimde verilen C ve K katsayilar1 gibi hesaplanmaktadir.

Ispat. Onerme 3.1°de kesin ifadesi elde edilen X(t) siirecinin ergodik dagilimin
karakteristik fonksiyonunun 6 — 0 iken Taylor agilimindan faydalanilacaktir. X (t)

stirecinin ergodik dagilimin karakteristik fonksiyonu asagidaki gibidir:

i07z Psnin (70) — 1

1 co
E(N(Acl))of C o1

¢x(6) = lim E(eX®) = dn(z),0 # 0.(6.2)

@x(6)’nin Taylor agilim1 agagidaki gibi yazilabilir:

. I
px(0) =1+ i0E(X) + %E(XZ) + %E(Xﬂ +

. 4, . 5
OZ.) E(X*) + %E(XS) +0(6%). (6.3)

(6.3) ifadesinde E(X%), k = 1,2,3,4,5, X(t) surecinin ilk bes momentidir.

+

1, rasgele degiskeninin karakteristik fonksiyonun 6 — 0 iken Taylor agilim1 asagidaki

gibidir:

p,(—0) = E(e7®m) =1—i0m, + T I TR +
(i9)* (i6)° (i6)°
M o Ms + Mo + 0(6°). (6.4)

Burada m;, = E(nf¥), k = 1,2, ... dir.

1
¥y (_9) -1
1
: (i6)? (i6)3 @i6)* (i6)° @i8)s
—ifm; + 12! 2= 13! ms + 14—!m4 — 15—!m5 +le6 + 0(60%)
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1

—ifm, ( _Omy  @0Pms  (0)my  (0)ms  (0)°me 0(95)>
2! mq 3! mq 4! mq 5! mq 6! mq

1

. o~ 102 . (03 . (0)* . (i6)5 .
—ifm, (1 — 10y +—=1, —— =My +— =M, ———Ms + 0(05)>

1 U (7:) IR (1) L A ~
= o, {1 +i0m, + o1 [2mf — m,] + 3 [M; — 6m M, + 6m3] +
i6 4 io 5

+60MZM, — 10/, M, + 90, M2 — 240M3M, + 120M5] + 0(65)}. (6.5)

Burada m, = Uz:l';—;nl,k =1,2,.0dir. My, {n,},n=1,2,.. rasgele degiskenler

dizisinin Urettigi yenileme siirecinin kalan Omriiniin ergodik momentleri olarak
adlandirilmaktadir.

Sn(1z) siur fonksiyonelinin Karakteristik fonksiyonun 6 — 0 iken Taylor agilimi

asagidaki gibidir:
Py (—0) = E(e™'%Snun) =
. (i0)? (i0)° (i0)*
=1—-i0M,(1z) + T M,(Az) — T M;(Az) + 20 M,(Az) —
(i6)° (i6)° .
g Ms(Az) + TM6(/12) + 0(6°). (6.6)

Burada M (1z) = E(S§) k = 1,2,3,4,5,6°dur.

Psnozn — 1=

o i0 My(Az)  (i6)?Ms(Az)  (i6)3 M, (Az)
__leMl(AZ){l_ZMl(/lz) 31 M,(Az) 4 M,(12)

(i0)* Ms(Az)  (i0)° Mg(Az)
51 My(lz) 6! M,(Az)

+ 0(95)}
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(i6)°

3!

(i)
2!

= —i6M,(1z) {1 —i0M,(Az) + M,(Az) - M;(Az)

(i6)°
5!

(i0)*

41 MALQZ) -

+

M.(Az) + 0(95)}. (6.7)

Burada i, (Az) = % k =1,2,..dir.

(6.5) ve (6.7) esitlikleri yardimiyla asagidaki esitlik elde edilir:

(PSN(AZ)(—H) -1 _
Py (_6) -1

(i6)°
3!

(i6)*
2!

_ M, (Az)
==

M,(Az) - M;(2z)

{1 — i0M;(Az) +

. 4_ . 5
W) G (az) — %MS (12) + 0(95)}

+4!

@92 ., (i6)° . N )
5 [2m2 —m,] + 30 [M; — 6mM,Mm, + 6/M3]

i+ iom, +

(i6)° S

(i6)*
o [Ms — 20,5 +

4!

+60MZM; — 10/, M, + 907, M2 — 240M3M, + 120/M5] + 0(65)}

_ M, (Az)

my

i0)? i0)3
{1+iem1+(2') [sz—m2]+( ) m My m s

N ()"

+60M2m; — 10M, M, + 90M, M3 — 240m3m, + 120Mm3] —
_lHM]_(/lZ) - (le)zm]_Ml(/lZ) -

_aoy?

2l [mg - 67?111?12 + 61?1%]1\71(/12) -

[Zfr\l% - ﬁ\lz]Ml(/lz) -

(i0)*
3!

(i6)?

2!

(i6)°
4

[, + 8M, M3 + 6M3 — 36Mm2m, + 24mF|M,;(1z) + M,(Az) +
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(i6)° = (i6)*
4

+ 21 ﬁ\lle (AZ) + [21’7\1% - mz]Mz (AZ) +
(i6)° R PR (i6)3 e
1 [M; — 6m, M, + 6M3|M,(1z) — TM3 (Az) — TmlMg,(/lZ) —
i0)° i0)* _
(12) [2m2 — M, M3 (A2) +( ') M,(Az) +
(19)5 (i0)5 _
0 iy My (Az) — 41 Ms(Az) + 0(6°)
(pSN(Az) (_9) -1 _
Py (_6) -1
M;(Az _ i0)? _ _
= 1rr(11 ){1 +i0[my — M, (A2)] + ( 2') [22 — @, — 2y M, (Az) + M, (Az)] +
(19)3 A - _
T [ — 6m,m, + 6m3 — 3(2m? — my)M;(Az) + 3mM,(1z) — M3(/12)] +
@* PPN ~2 PPN =4
2 [—m, + 8M M3 + 6M5 — 36Mim, + 24m; —

—4(ﬁ\l3 - 6ﬁ\11ﬁ\l2 + 6@%)M1(AZ)+6(2@% — mz)Mz (AZ) - 4‘7?111’”3(12) + M;{_(AZ)]

(i6)°
5!

~ o~ ~3

[ 20m2m3 + 607’7\1%{7\1«3 - 107/7'\1,17?14 + 90m1m2 - 240m1m2 +

+120/3 — 5(—, + 8M,; M3 + 6M2 — 36M2m, + 24mi)M,(1z) +
+10(M5 — 6M, M, + 6M3)M,(Az) — 10(2M?2 — m,)M;(1z) +

+5m, M, (1z) — M5(Az)]+0(6°)}. (6.8)
e'22°nin @ — 0 iken Taylor agilim1 asagidaki gibidir:

pi027 _ @ ) LU )

——(2)° +

M ) L (A2)* + (9) =22 (12)° + 0(69). (6.9)
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(6.8) ve (6.9) agilimlar1 yardimiyla asagidaki agilim elde edilir:

104z (PSN(AZ)(—H) -1 _
¥y (_9) -1

M (A2)

my

(i6)?
2!

{1 +i0[my — My (A2)] + [22 — @, — 2y M, (Az) + M, (Az)] +

(i6)°

+3!

[R5 — 6y M, + 6M5 — 3(2M% — M,) M, (A2) + 3y M, (Az) — M3(Az)] +

(i0)*

Ay

+6(2M2 — My)M,(Az) — 4y M3 (12) + M, (A2)] +

i6)°

+120M5 — 5(—m, + 8M, M3 + 6M2 — 36M2M, + 24mT)M;(1z) +
+51y M, (Az) — Ms(Az)] + i0Az + (i0)Az[m, — My (Az)] +

(i6)°

+2!

AZ[ZT’Y\l% - ﬁ\lz - Zﬁ\llMl(AZ) + MZ (AZ)] +

(i0)*

+3!

Az[M; — 6y M, + 6MF — 3(2M2 — M,) My (Az) + 3y M,(Az) — M3(Az)]

(i6)°

+4!

Az[—1, + 8, s + 62 — 36M2M, + 24mF —

—4(M3 — 6M M, + 6M3)M,(1z) + 6(2M?2 — my)M,(1z) — 4m, M3 (1z) +

(i6)
2!

2 . 3
(A2)% + @) (A2)?[my, — My(A2)] +

+M,(A2)] + T
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i0)* _ _
+% (AZ)Z[ZT/Y\l% - T/ﬁ,z - ZmlMl(AZ) + MZ (AZ)] +

(19)5

(A2)?[Mg — 6y, + 6M5 — 3(2M7 — My) My (A2) + 3M, M, (A2) —

() (9) ()

5
~M5(22)] + —— (A2)® + —— (A2)*[®, — M, (A2)| + —— (A2)*[2/] — i, —

() (9)

(/12)4[m1 My(A2)] +

N
+(1;L|)(/12)5 + 0(05)}

10z <P5N(,—lz)(—9) - M1 (12)

n(—0) — 1 — {1+ 6], — #,02) + 42] +
n

(i6)? . . _ R -

+ o [Zm1 —m, — 2mM,; M, (Az) + M,(1z) + 22z (ml - Ml(/lz)) + (AZ)Z] +

(19)3
3!

[ — 6my M, + 6M5 — 3(2M2 — My) My (A2) + 3, M, (Az) — M3(Az) +
+31z (sz — My — 2@, M, (A2) + M, (Az)) +3(12)? (ml — M, (/12)) + (Az)3] +

ot o _ 5 PPN _
2 [—M, + 8, Ms + 6M3 — 36M2m, + 24m7 —

—4(M3 — 6m, M, + 6M3)M,(1z) +
+6(2m2 — ,)My(Az) — 47, Ma(Az) + M, (Az) +
+4)z (m3 — 6 T, + 63 — 3(2M2 — ,) M, (12) + 37, M, (12) — Ms (Az)) +
+6(12)? (sz — M, — 2/, M, (A2) + M, (/12)) +

+4(1z)3 (ml — M, (/12)) +(/12)4] +
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i6)°

+120/7 — 5(—, + 8M, M3 + 6mM2 — 36mim, + 24mH)M,(1z) +
+10(3 — 6, M, + 6M3)M,(Az) — 10(2M? — M,) M3 (Az) +
+5m, M, (1z) — M5(Az) + 51z(—i, + 8/, M3 + 6M2 — 362, + 24M; —
—4(Mz — 6M M, + 6M3)M,(1z) + 6(2M2 — My)M,(Az) — 4m, M;(Az) +
+1,(12)) + 10(A2)? (5 — 6y, + 673 — 3(2M3 — )M, (Az) +

+3, M (Az) — M5(12) ) + 10(Az)? (sz — My — 2, M, (Az2) + M, (/12)) +

+5(Az)* (i — Ml(Az)) + (/12)5] + 0(95)}

o Psyon (" -1 1 1
etz S(Z(A(Z)_H) r— d m_{Ml (Az) +i6 [r’fllMl (Az) — EMZ (Az) + AzM, (Az)]
n 1

(i6)?

2!

1
+ 2m2M; (Az) — m,M,(1z) — MM, (Az) + §M3(/12) + 2Azm; M, (Az) —

(i6)°

—AzM,(12)+(1z)*M;(12)] + T

[(Tﬁ3 - 67/7'\1,17?12 + 6m§)M1(AZ) —
3 5 R 1 PN
_E(Zml - mz)Mz (AZ) + m1M3 (AZ) - ZM4_(AZ) + 3/12(27111 - mz)Ml(AZ) -

—3AzM M,(Az) + A2zM3(Az)+3(Az)*m M, (1z) — ; (12)2M,(Az)+(Az)3M, (/12)]

()"

+4!

1
_ﬁ\llel,(ﬂ.Z) + EMS (AZ) +

+47z(M5 — 6M M, + 6M3 )M, (1z) — 64z(2M2 — My)M,(Az) + 4Azim M5 (Az) —
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—AzM,(12)+6(A2)%(2M2 — miy)M; (Az)—6(Az)*m,;M,(Az)+2(Az)*M3(1z) +
+4(Az)3m M, (Az)—2(A2)3M,(Az)+(A2)*M, (Az)] +

i0)°
( 5') [(Ms — 20M,M5 + 60M2M; — 107, M, + 90m, M2 — 240M3m, +

5
+120M3)M, (Az) — > (—, + 8M, M3 + 6M3 — 36Mim, + 24m7)M,(Az) +

10 5
+?(ﬁ\l3 - 67?’,17/7\12 + 67?’,%)1\43 (AZ) - 5 (Zﬁ\l% - ﬁ'\lz)le_(/lZ) + mlMs(/lZ) -

1
—EMG()LZ) + 5Az((—My + 8, M3 + 6M% — 36MZM, + 24m)M, (Az) —
—2(M3 — 6My M, + 6M3)M,(Az) + 2(2m? — My)M5(Az) — My M, (Az) +

1 3
1
+T’fl1M3 (AZ) — ZMLL(AZ)) + 10(AZ)3((27/7\1% — ﬁ\lz)Ml(AZ) — ﬁ\lle (AZ) +

+%M3 ()lz)) + 5(12)* <m1Ml(,1z) - %Mz (/12)) + (AZ)SMl(/lz)l +0(6°)}.(6.10)

(6.10) ag¢ilim1 dm(z) ile ¢arpilip 0°dan oo’a kadar integrali alinirsa asagidaki agilim

elde edilir:

j 007z Psnan (70) — 1
Py (_9) -1

dn(z) =

1 1
= m_l{E(Ml(m)) +i6 [ffllE(Ml(A{l)) — EE(M2 (A)) + E(Ag, lel))] n

(i6)?
|

+
2!

1
| @ — ) B (M, (24) = B (M (26)) + 5 E(M3 (26)) +

+2My E (A8, M;(A8))) — E(A M2 (A8)) + E((A4)* M, (A8))] +
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+

(i6)°
3!

3
[(R; — 671, + 6MDE(My (A1) — 5 (21 — M) E(M2(28)) +

1
+i1, E(M3(141)) — 7 E(Ma(A8)) + 32t — ) (A0 My (A0) —
=3, E(A$,M,(A41)) + E(A4:M5(28,)) + 3, E((A81)* My (A4,)) —

3
- S E((8)2M,(280) + B((5)*M, (46) | +

(i6)*
41

[(—, + 8y M5 + 6/ — 36MEM, + 24MPE(M,(A0,)) —
—2(g — 6My M, + 6M3)E(My(A4,)) +
+2(2mf — mz)E(M3 (/1(1)) - 7711E(M4(/1(1)) +
1 ~ PP ~3
+§E(M5(/1§1)) + 4(m; — 6my M, + 6m1)E(/1(1M1(/1(1)) -
—6(2mf — ﬁ\lz)E(ﬂﬁMz (/1(1)) + 47?115(/1(11\43(/1(1)) -

—E(A8:M4(281)) + 6(2mF — M,)E ((A8)2 My (A3,)) —

—6m4 E((18,)?M,(13,)) + 2E((A8,)?M5(A8y)) + 4m, E((A8,)3 M, (A8y)) —

+

—2E((21)*M,(A40)) + E((A3)*M; (A3)] +

(i6)°
5!

[(Ms — 20M,M5 + 60M2M; — 10M, M, + 907m, M2 — 240m3m, +
~5 5 o~ A~ ~ 7 D A~
+120M37)E(My(14,)) — > (—, + 8,713 + 6M% — 36Mim, +
~4 10 ~ o~ o~ ~3
+24mDE(M,(A8)) + ?(m3 — 61y M, + 6M3)E(M3(A0y)) —

5 1
=5 (M = M)E(M,(28) + M E (M5 (A61)) — 2 E(Mo(A61)) +
+5(—1, + 8y M5 + 6M3 — 36MZM, + 24M1)E (A5 M, (A0)) —
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—10(m; — 6m,;m, + 67?1%)5'(/1(11\’[2 (/151)) +10(2mf — T’ﬁz)E(AﬁMs (/1(1)) -
=51, E(A My (A8)) + E(A8: M5 (A4,)) +
+10(M; — 6y M, + 6M3)E((A31)2M1(A4,)) —

—15(2mf — My)E((A81)2M,(A4,)) + 107, E((A41)*M3(A1)) —
5 S S 3
-3 E((281)*M4(28y)) + 1022 — my)E((A81)*M; (A4,)) —
10
—10m,E((A41)° Mz (28)) + = E((A6)° M3 (48)) + 57 E((A4)* My (A4)) =

5
~ 2 B8 M(40) + E(06)° M) | + 009} (6.11)
(6.11) agilimunin her iki tarafi E(N(A{y))’e béliiniirken Wald 6zdesligi yardimiyla
E (M1 (AC 1)) =myE (N (AL 1)) esitligi dikkate alindiginda asagidaki agilim elde edilir:

_ 1 [ i1z Pswan (70 — 1 _
O =gz T

— .9

i 1 ~
=1+ W{E(AﬁMl(lﬁ)) - EE(MZ (/1{1)) + mlE(Ml (/1(1))} +

N (i6)?
21E(My(24y))

{B(00)M,0060)) ~ B(GM,(26) + 3 E(M2(46) +

+2ﬁ11E(A(1M1(A(1)) - m1E(M2 (151)) + (2m$ — mZ)E(Ml(;{Zl))} +

(i6)°
* 31E(M, (A,

3
) {E((A8)*M1(A8)) = S E((A6)?* Mo (A8) + E(AG M5 (A5) +

1
—ZE(M4(A<1)) + 3y E((A1)* M, (A8y)) — 37y E(A4 M5 (A4y)) + 4 E(M3(A4y))

3
+3Q2mE — M) E(AG My (A4) — 5 (2mf — o) E(M(A41)) +
+(M3 — 6My M, + 6M3)E(M;(A0,))} +
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(i6)*
4 E(My (A4,

D) {E((A¢)*M;(A8)) — 2E((A81)3M,(A8))) + 2E((A81)2M5 (A7)

1
—E(A6My(261)) + 2 E(Ms5(A0) + 4, E((A6)° M, (A40) —

—6m,E((A181)?M5(A8y)) + 4m, E(A M3 (A0y)) —
—My E(My(A41)) + 6(2MF — M,)E((A61)* M, (A,)) —
—6(2m% — My)E(A{1M4(A4,)) + 222 — M,)E (M3 (A0y)) +
+4(M; — 6m M, + 6M3)E(A M, (A8,)) — 2(M3 — 6MyM, + 6M3)E (M, (A4,))
+(—1y + B, My + 6ME — 36M2M, + 24mI)E(M, (A8))} +

(i6)°
* 51E(M, (A,

5
y (B0 M) =3 E(G6)*M; (6) +

10 5
+ ?E((/K1)3M3 (/1{1)) 3 E((/151)2M4(/1(1)) + E(/151M5(/1{1)) -

—%E(Mé()lfl)) + 51y E((61)*M1 (A1) — 10/, E((A41)* Mo (A41)) +
+107, E((A:)2M3(A8,)) — 5, E(A8 M, (A41)) + M, E(Ms (A4,)) +
+10(2mF — M,)E((A61)*My (A41)) — 15(2F — ,) E((A61)* M2 (A61)) +
+102m? — M) E(AG M3 (A3,)) — g (2M2 — My)E(M,(A4y)) +

+10(M3 — 6/, M, + 6m3)E((A0)2M1(A8)) —
—10(ty — 6, + 6M3)E (A1 My (A1) +

10
+? (3 — 6My M, + 6M3)E(Ms(A4,)) +

+5(—1, + 8y My + 6M3 — 36MZM, + 24M)E (A5 M, (A0)) —
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5
—E(—rm + 8y My + 6M3 — 36MZM,+24MT)E(M,(A0)) +

~D A~

+(ﬁ\l5 - 20m2m3 + 60m1m3 - 107/7\117?',4 + 907?',17/7\1% -

—240M3m, + 120M3)E (M1(A4))} + 0(6%). (6.12)

(6.12) agilimini kisaltmak amaciyla asagidaki notasyonlar1 verelim:
C1 = ml, CZ = 2m1 - mz; C3 = m3 - 6m1m2 + 6m1,

~D o~ ~ D ~3 A~

Cs = Mg — 20M,M3 + 60M2Mm; — 107, M, + 90Mm, M2 — 240M3m, + 1203,

Burada /i, = OZHT); vem, = EmP),n = 1,2,3,4,5,6°drr.

Bu takdirde asagidaki esitlik elde edilir:

L P50 — 1
O =5y

drn(z) =

l 1
1+ W{E(lfﬂ\/ﬁ(lﬁ)) - EE(MZ(A(l)) + ClE(Ml(/lﬁ))} n

N (i6)?
21E(My(28y))

1
{E((002M,(00)) = EQGM; (06)) + 5 B(M3 (46)) +

+C1[2E(/151M1(AC1)) - E(Mz(/lﬁ))] + CzE(M1(/1€1))} +

(i6)°
* 31E(My (A4,

5 E(00°1,08)) =3 E(US)M:08)) + EGEM;05) ~

1
- ZE(M4(151)) + C1[3E((/1§1)2M1(A€1)) —3E(AiM,(A,)) + E(M; (1(1))] +

1
+36, [B(6M(180)) = 5 B(M,(060) | + CE (M, (460) | +

(i6)*
41 E(My (A4,

) {E((A¢)*M1(28y)) — 2E((A1)3 M, (24,)) +
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1
+2E((/1€1)2M3 (/1(1)) - E(/151M4(/1(1)) + EE(MS (/151)) +

+C1[4E((A4)3M1(A4y)) — 6E (A1) *Mp(A4y)) +
+4E (A M3(131)) — E(M,(A3))] +
+26,[3E((A)2M; (A4))) — 3E(A M, (A4))) + E(M5(A3)] +
+2C5[2E(AG M, (A8)) — E(Ma(A0))] + CLE(M1 (A1)} +

(i6)°
* 51E(M, (A,

5
) {E((AQ)SMl (A1) - EE(()151)4M2(/1(1)) +

10 5

+ ?E((/151)3M3 (/1{1)) 3 E((/151)2M4(/1(1)) " E(/1§1M5 (/1{1)) -
1

—EE(M6(7151)) + 5C, [E((A<1)4M1(/1(1)) - ZE((/1§1)3M2(/1(1)) +

1
+2B((6)°M5(330)) = E(AG M, (A4)) + 2 E(Ms(46) | +
+5C,[2E((24)° M1 (241)) = 3E((AG1)* M2 (A8)) + 2B (A8 M5 (A%)) —

~ S E(M,G))] + 106, [E(06)M,006)) - B(16M,(26)) + 5 E(M3(460)|

1
+5C, [E()l{lMl (1%)) - EE(M2 (,1(1))] +CSE(M1(/1(1))} + 0(6%).(6.13)

Burada,
E(A{M(A4y)) = f Az"M,,(Az)dr(z);n = 0,1,2, ..; k = 1,2, ...;
0

Mk(AZ) = E(SII\CI(AZ)),
C1 = fr\ll, CZ = 27?1% - T/ﬁz, C3 = T/T\l3 - 67:!\117?12 + 67?1%,
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~ A~ ~3

Cs = Mg — 20M,M5 + 60MZM; — 10M, M, + 90M, M3 — 240M3Mm, + 120M3
(6.3) agilimiyla (6.13) acilimu ilgili terimleriyle eslestirildigi takdirde X (t) strecinin
ilk bes momentinin kesin ifadesi elde edilir.

Yapilan islemlerde gozlenen kurallar ile X (t) strecinin n. momentinin kesin ifadesinin

genel formu asagidaki gibidir:

E(Xn)_E(MiMl)){nH Z( pes () s ae) +

S

(1) D o () E(@gm*meag)) +

k=1

) Z(—l)k“ (" ) E(Gayma0) + }
k=1

Burada M, (12) = E(Skp), i = U:’;;nl ve my = E(n¥),k =1,2,3,4,5,6°drr.

Ayrica,

E((A{)™ M (AL) = f (A2)"M, (Az)dn(z) ,n = 1,2,3,4,5,k = 1,2,3,4,5.
Ek olarak,
b abeh (s+k) nl!
_ (i+1) s(j+1) =~ As
C —Zzzz( R T ]

Co=1myg=1,i #j,ik+js=n.

Boylece Teorem 6.1’in ispati tamamlanmis olur. |
X(t) surecinin ilk bes momentinin kesin ifadeleri asagidaki sonug ile verilmistir.
Ayrica ayni sonuglar (6.1) esitligi ile verilen X(t) siirecinin ergodik dagilimmin n.
momenti E(X™)’ nin kesin ifadesinde n yerine 1,2,3,4,5 degerleri sirasiyla verilerek
elde edilebilir.

Sonug 6.1. Teorem 3.1’in kosullarina ek olarak E(|n,]|%) < o kosulu saglansin. Bu
takdirde X (t) siirecinin ergodik dagilimimin ilk dért momenti meveuttur ve Sy ;) sinir

fonksiyonelinin ilk bes momenti ile asagidaki gibidir:

1
FCO = tE(6M,(00)) - S E(LG50)} + ¢,

1
E(M,(24y))
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1
E(X?) = E((A40)*M:(240) = E(A6 Mz (A40) + 3 E(Ms(A41) +

E 1 {
(Ml(Afl))
+C1[2E (/1(1M1(/1(1)) —E (MZ(AQ))]} + C,,

3
E(X?) = y (M (A6) =5 E((A6)*M,(A40) +

E(My (A,
1
+E(AM;(A0)) — 7 E(M,(A8) +
+C1[3E((/1(1)2M1@{1)) - 3E(/1<1M2 (/1{1)) + E(M3(/1(1))] +

1
+36, [E(16,M,(350) — 5 E(M(60) |} + €5

E(X*) = {E((14)*M1(18,)) — 2E((A8)* M, (23))) +

1
E(Ml(/lﬁ))
1
+2E((/1(1)2M3 (/1{1)) - E(/151M4(/151)) + gE(Ms (/1{1)) +

+C; [4E((AC1)3M1(A{1)) - 6E((/1{1)2M2 (/1{1)) +
+4E (A3, M; (/151)) - E(M4(/1(1))] +
+2C2[3E((/1§1)2M1(AZ1)) - 3E(A(1M2 (/1(1)) + E(Ms (/1(1))] +

+2C3[ZE(AZ1M1(A(1)) - E(Mz ()1(1))]} + Cy,

5
E(X®) = ) {E(A0)* M (A40) — 5 E((AG)* Mo (A40) +

E(M, (A,

10 5

+ ?E((A{1)3M3 (151)) 3 E((A€1)2M4(A€1)) + E(AQMS(AQ)) -
1

_EE(Ms(AQ)) +5C; [E((A{1)4M1(A€1)) - 2E((l{1)3M2(l(1)) +

1
+ ZE((A€1)2M3(A€1)) - E(A{1M4()l{1)) + EE(MS(AQ))] +
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+5C[2E((A6:)* My (A41)) = 3E((A61)* Mo (A41)) + 2E(AG M3 (A1) —
1 1
~ 3 B(M,8)) | + 1065 |[B((16)*My(38) = E(R3uMo(330) + 5 E (M5 (350) |

+50,[E(26M,000) - 5 EM00) ||+

Burada Mk(AZ) = E(SIIG(AZ))’ Cl = T?ll, CZ = Zr/ﬁ% - T?lz, C3 = T?l3 - 6fr\llfﬁ,2 + 6T/r\l%,

Cy = —My + 8T + 6M3 — 36M2M, + 24M%,Cs = Mg — 2073 +
60Mii; — 10/, + 90M M3 — 240MiM, + 120M3F, My = -5t ve my =
1

E(nf),k = 1,2,3,4,5°dir. Ayrica, E((A8)"M (A1) = [,”(A2)" My (Az)dn(z) ,n =
1,2,3,4,5k = 1,2,3,4,5°tir. My, {n,},n = 1,2, ... rasgele degiskenler dizisinin tirettigi

yenileme siirecinin kalan émriiniin ergodik momentleri olarak adlandiriimaktadir.
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7. X(t) SURECININ ERGODIK DAGILIMININ MOMENTLERI iCiN UC
TERIMLI ASIMTOTIK ACILIMLAR

Bu bolimde, X(t) stirecinin ergodik dagilimimin ilk bes momenti igin U¢ terimli
asimtotik a¢ilimlar elde edilmistir. Ergodik dagilimin momentlerinin kesin formiiliinde
(Teorem 6.1) basamak yiiksekliklerinin momentleri bulunmaktadir, dolayisiyla
ergodik dagilimin momentlerinin asimtotik agilimlarinda da basamak yiiksekliklerinin
momentleri bize yardimci olacaktir. Bu nedenle, hatirlatma amacli basamak
degiskenlerinin tanimlar1 asagidaki gibidir:

{S,} rasgele yiiriiyiis siirecinin birinci basamak am v; = min{n > 1: S, > 0} ve
birinci basamak yiiksekligi y; = Syt = Zgl n; seklinde ifade edilebilir.
{(v; x0h),n = 2,3, ... }rasgele degisken ciftleri (vi; xi) rasgele degisken cifti ile ayn1
dagilima sahip ve bagimsiz rasgele degiskenlerdir (Feller, 1971). Dynkin prensibine
gbre N(Az) Ve Sy(az) stnir fonksiyonelleri N(1z) = Z?ﬁz) vi' ve Sy = Zi(fz) X
seklinde ifade edilebilir (Rogozin, 1964). H(x) fonksiyonu, H(x) = min{n >
LY xi > x},x > 0 seklinde gosterilebilen basamak yiiksekliklerinin iirettigi bir
yenileme fonksiyonudur.

Teorem 6.1°de ergodik dagilimm momentleri icin bulunan kesin ifadelerin gercek
hayatta kullaniminin zorlugu asikardir. Diger yandan, Sy(,,) siir fonksiyonelinin ilk
altt momentinin 1 — oo iken asimtotik agilimlar1 yardimiyla X(t) strecinin ergodik
dagiliminin ilk bes momenti i¢in asimtotik agilim elde etmek miimkiindiir. Bu
bolimiin temel amaci, X(t) slrecinin n. dereceden ergodik momentleri i¢in A — o
iken ti¢ terimli asimtotik acilimlarini elde etmektir. Bu baglamda, asagidaki yardimei
teoremin verilmesi gerekmektedir.

Yardimei Teorem 7. 1. (Aliyev vd. 2016a) Asagidaki kosullar saglansin:

(1) g(x) smirh ve dlgiilebilir bir fonksiyon ve sup|g(x)| = H < o olsun,

(i) lim g(x) =0,
(i) mw(0) =0,
(iv) E({{") < o olsun.
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Bu takdirde asagidaki asimtotik iliski yazilabilir:

)ltim f z"g(Az)dn(z) =0,n=0,1,2, ... (7.1)

z=0
Ispat. Kosullara bakildiginda x sonsuza giderken g(x) sifira yakinsamaktadir. Her
€ > 0icindyle bir T; = T, () secmek mimkiindirki (0 < T; < o), (T;) < €olsun.
Her z € (0,T;) icin m(z) < € olur. (7.1) esitligi I, (1) ve I, (1) seklinde asagidaki gibi

iki parcaya ayrilsin:

jz"g(/lz)dn(z) = f z"g(Az)dn(z) + J z"g(Az)dn(z). (7.2)
0 0 Ty

L) = [} 2"g(A2)dn(2) ve L(2) = Iy, 2"g(Az)dm(z) olsun.

sup |g(x)| = H < oo kosulunun yardimiyla (7.3) esitsizligi asagidaki gibi elde edilir:

x€ERT

T, T
LD = fz"g(/lz)dn(z) SHf z"dmn(2)
0 0
T,
< HTlnj dn(z) = HT{*n(T,) < HT . (7.3)
0

Simdi ikinci kisim olan I, (1) ele alsin. Oyle bir T, < oo sayis1 vardir ki, her x > T,

icin |g(x)| < ¢ esitsizligi yazilabilir. z > T; ise A - oo iken Az > AT; > 1 olur.

ATy =T, ise |g(AT;)| < € olacaktir. Yani, her z > T; ve her 1 = A(¢) = ?—Eg icin
1
|g(12)| < € olur.
(D] = f z"g(Az)dn(z)| < f z"|g(Az)|dn(z)
T T
<e& f z'dn(z) < ef z"dn(z) = €fy. (7.4)
Ty 0
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Burada, 8, = E({{") dir.

(7.3) ve (7.4) ifadeleri (7.2)’de yerine koyulursa agsagidaki sonug elde edilmis olur:

(0]

f z"g(Az)dn(z)

0

< HT{*¢ + Bpe = e(HT{* + By).

Burada H ve B, =E({{") sonludur. Her & >0, |fO°° z”g(lz)dn(z)| < &’dur.
/{im fooo z"g(1z)n(z) = 0 saglanmis olur.

Boylece Yardimc1 Teorem 7.1’in ispati tamamlanmus olur. [ ]

Onerme 7.1. X(¢t) siirecinin birinci basamak yiiksekliginin ilk {ic momenti sonlu, yani
E(xi?) < +o kosulu saglansin. Bu takdirde, M, (1z),k = 1,6’in 1 — oo iken (i¢
terimli asimtotik agiliminin genel ifadesi agagidaki gibidir:
4 K k ko (K 5 k-1
M (Az2) = E(SK ) = ( o) (A2)* + ( 1) 4, (Az2)F1 +

K
+ (2) 0,(A2)2 + 0(1%-2), k = T6.

Burada, /i, = m‘:"—:)lh ty = E(ri™),n = 1,2,3,tiir.

Ispat. Teorem 4.3 ile 4. Boliimde verilmistir.

Sonu¢ 7.1. Onerme 7.1'in kosullari saglansmm. Bu takdirde, Sn(az) Smir
fonksiyonelinin ilk altt momenti i¢in A — oo iken asagidaki ii¢ terimli asimtotik

acilimlar yazilabilir:

1
Ml(AZ) = E(SN(AZ)) =Az+ ﬁl +o0 (_),

A
M, (A2) = E(Sf1p)) = (A2)? + 242z + i, + 0(1),
M3(A2) = E(Sys) = (A2)* + 3001 (A2)* + 30,4z + 0(A),

M4(A2) = E(Spp) = (A2)* + 41, (12)% + 62, (A2)* + 0(2%),

Ms(1z) = E(S,?,(AZ)) = (12)° + 54,(12)* + 104, (12)3 + 0(23),
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Mg(A2) = E(S§0) = (A2)® + 6011 (12)° + 150,(A2)* + 0(AY).

Burada, /i, = (n‘:‘—;)lul iy = EQri™),n = 1,2,3’tiir.

Onerme 7.2. E(x{3) < +o0 ve E({M1) < o0;n = 0,1,2, ... kosullar1 saglansin. Bu
takdirde, E ((/1{1)”M (AL 1))’in ti¢ terimli asimtotik agilimi1 A — oo iken agagidaki gibi
yazilabilir:
n k n+k k 5 nt+k—1
E(O6)" M 25) = () 7" B + () 2™ B +

Kk
+ (2) QAmR2R 4 o(AnR2) | = T6.

Burada, My (12) = E(S§z). k = 15, B = E((]), fin = m":—;m fn =E({™),n=
1,2,3’tiir.

Ispat. Sonu¢ 7.1°deki M;(Az)’nin acilimi  yardimiyla her n =0,1,2,...
icin E (()l( "My (/1(1)) asagidaki sekilde yazilabilir:

1

M;(1z) = E(SN(AZ)) =Az+ [, + PP

91(12).

Burada, lim g,(1z) = 0’dur.
Z—>00

‘ 1
E((A(1)nM1(/151)) = J (Az)" <AZ + 4, + E‘%(AZ)) dn(z)
0

= f A2)™rdn(2) + i, f (Az)"dn(z) + f (12)" 1g,(1z) dn(z)
0 0 0

= IMEQE) + MAEQT) + 0. EQETY) + 0" )

= A" By + A" By + oM7)
Yardime1r Teorem 7.1’in yardimiyla | 000(/12)"_1 g1(A2) dn(z) = o(A* 1) oldugu
gorilmektedir.
Sonug 7.1°deki M, (Az)’nin acilimi yardimiyla  her n=2012,..
icin E ((/1(1)”M2 (Afl)) asagidaki sekilde yazilabilir:
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M;(A2) = E(Sfp) = (A2)? + 2142z + i, + g, (22).
Burada, lim g,(4z) = 0’dur.
Z—>00

E((A)"My(A3,)) = f A2 ((A2)? + 222 + iy + g2(12)) dr(2)
0
_ f (A2)"™? dn(2) + 24, ] (12)"™1 drr(z) +
0 0

s f ()" du(2) + f (D)9, (Az) d(2)
0 0

= AM2E({PF2) + 20, MHE(TY) + L AE (D) + o(A™)

= A" 2B + 2047 By + @A By + 0(AM).
Yardimcr Teorem 7.1’in yardimiyla | Ooo(/lz)” g2(Az) dn(z) = o(A") oldugu
gorulmektedir.
Sonug 7.1°deki M5(Az)’nin ac¢ilimi yardimiyla her n=2012,..
icin E (()l(l)”M3 (¢ 1)) asagidaki sekilde yazilabilir:

Ms(2z) = E(Syop) = (A2)% + 30, (A2)? + 31,z + Azg3(A2).
Burada, lim g;(1z) = 0’dur.
Z—00

E((A(1)nM3(AC1)) = J(Az)”((/lzf + 31, (A2)? + 3fl,Az + Azg; (AZ)) dmr(z)
0
= f (A2)"*3dn(z) + 34, f (A2)"*2 dn(z) +
0 0

+3/12f(lz)n+1 dn(z) +J(/12)"+1g3(lz) dr(z)
0 0

= SE(G) + 3 A2 E(G12) + 3 A" (G + 0o (M)
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= A" Bis + 30 AN By + 31,24 By + 0 (D).
Yardime1 Teorem 7.1°in yardimiyla [ 000(/12)"+1 g3(1z) dm(z) = o(A™*1) oldugu
gorulmektedir.
Sonug 7.1°deki M,(Az)’nin  agthmi1  yardimiyla  her n=0,1,2,...
icin E((A41)™"M,(18,)) asagidaki sekilde yazilabilir:

M,(Az) = E(S;\*,(AZ)) = (A2)* + 4(,(A12)3 + 6/1,(12)? + (12)? g, (A2).

Burada, lim g,(4z) = 0’dur.
Z—00

E((/151)nM4(151)) =

= [ 02" (G2)* + 4,02 + 6,02 + (22 0,0) dn(2)
0
= f(/’lz)"+4 dr(z) + 44, f (A2)"*3 dn(z) +
0 0

+6/22](AZ)”+2 dr(z) +J(/12)”+2g4(/12) dr(2)
0 0

= AE(G) + 4 AV E (G + 614" 2E (G + 0 (M)

= A" Brys + 4 AM Brys + 60,472 By + 0(AMF).
Yardime1 Teorem 7.1°in yardimiyla [ Ooo(/lz)"+2 g.(12) dn(z) = 0(A™*2) oldugu
gorulmektedir.
Sonug 7.1°deki Mz (Az)’nin acilimi yardimiyla  her n=012,..
icin E ((/1(1)”M 5 (Afl)) asagidaki sekilde yazilabilir:

Ms(Az) = E(Syas) = (A2)5 4 50, (A2)* + 10, (12)* + (12)% g5 (A2).

Burada, lim g5(1z) = 0’dur.
Z—00

E((AG)TLMS (/1(1)) =
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- f QD™ ((A2)° + 5, (A2)* + 104, (A2)? + (A2)2gs (1)) de(2)
= f (A2)"*> dn(z) + 54, f (Az2)"* dr(2) +
0 0

+1Oﬁ2f(/12)”+3 dr(z) +f(/12)"+3g5(/12) dr(z)

— An+5E(€1n+5) + 5‘[21/1n+4E(({L+4) + 10!22/1n+3E(({1+3) + 0(/17”'3)

= "5 Bns + SA Bryg + 100,473 B3 + 0(A7F3).
Yardimer Teorem 7.1°in yardimiyla | Ooo(/lz)”+3 gs(1z) dm(z) = o(A"*3) oldugu

gorulmektedir.
Burada, fi; = 2“72 t, =EQi™),n=1,2; B, = E((T),r =0,1,2,..’dir.
1

Sonug 7.1’dekd Mg (Az) nin acilimi yardimiyla  her n=012..
icin E (()Ifl)”M6 (AC 1)) asagidaki sekilde yazilabilir:

Ms(22) = E(Sys) = (A2)° + 61, (A2)° + 150,(12)* + (A2)* g¢(A2).

Burada, lim g4(1z) = 0’dur.
Z—>00

E((AQ)nMe (/151)) =

= j (A2)™((A2)° + 641, (12)° + 15/, (A2)* + (A2)*g6(12)) dn(2)
0

= f(/lz)"+6 dr(z) + 6/, f (Az)™5 dm(z) +
0 0

+15/, f A2)"dr(z) + f (A2)"**g.(1z) dn(z)
0 0
= AMCETT®) + 60, A E((10) 4+ 150, A" E (1) + 0(AH)
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= " Bnse + 60 A Brys + 150,44 B ps + 0 (A,
Yardime1 Teorem 7.1°in yardimiyla | Ooo(/lz)’1+4 ge(12) dm(z) = o(A™**) oldugu
gorulmektedir.

Burada, fi; = 2“71 ty =EQi™),n=1,2; B, = E({),r =0,1,2,..°dir.

Boylece Onerme 7.2’nin ispat1 tamamlanmis olur. ]

Sonug 7.2. Onerme 7.2°nin kosullart saglansin. Bu takdirde, E((1;)"M(A{y))’in

k = 1,6 icin 1 > oo iken ii¢ terimli asimtotik agilimlar asagidaki gibi yazilabilir:
E((A0)"M1(A81)) = A" By + @1 A" B + 0. 24771 + 0 (A" 1);
E((A0)"M3(281)) = A™*2 By + 204 A By + 022" B + 0(A);
E((A)"M5(281)) = A" Brys + 3 A™ 2 By + 304" Bryg + 0(A™);
E((AG)"My(A31)) = A Brrg + 401 A" Bz + 604" By + 0(A"*2);
E((A0)"M5(A31)) = A"*>Brys + S A™*Bryg + 100,472 By + 0(A™3);

E((AG)"M6(A81)) = A" Bprg + 601" Brys + 1504 By + 0(A™H).

Burada, M;(1z) = E(S§uz) k=16, Bn=EWD); fin= m’f—l")lul; Uy =

E(x{™),n = 1,2,3’tiir.

Teorem 7.1. E(n;) >0, EMm?) <0, E(x{3) <o ve E({"1) < o0;n=10,1,2, ...
kosullar1 saglansin. Bu takdirde, 4 — oo iken X(t) siirecinin ergodik dagiliminin n.

dereceden (n = 1,2,3,4,5) momentinin ¢ terimli asimtotik agilimi asagidaki gibi

Al 1 1
E(X) = A8, + ( ulgl)+—<“2§ 2”;1>+o<1>,

Tll) mlﬁn—l (Tl) H1 [;j +

yazilabilir:

By = () g, + 2 [(
M A n n ,gn ” .Bn
#2072 (0) s = () ot 54 () 2 22| 4 oG = 2345

B ' Bz
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s Bn A A ~ —~ mp A HUn —
oot f, = 255 =1, = 20— 1, = S, = 2, =

E(M), m, = EMY) veu, = EQ™),n=1,2,..dir.

Ispat. Calismanin 6. Béliimiinde elde edilen X (t) siirecinin ergodik dagilimmin birinci

momentinin kesin ifadesi asagidaki gibidir:

1
ECO = QoM G0) -5 EMO) +6 79

1
E(M,;(241))

Burada, E(A{;My(A4y)) = f0°° AzMy(Az) dn(z), M(Az) = E(S§uz) k=12 ve

A~ A~ m .
C, = m,, M, = —="dir.
2m1

Sonug 7.2°de elde edilen E ((A{;)"M,,(1{,))’in asimtotik agiliminda ilgili rakamlar n

ve k’nin yerine verildigi takdirde ag¢ilimlar asagidaki gibidir:
E(/151M1(/1{1)) = /12,82 + A1 + 0(1);
E(Mz(/151)) = /12,32 + 201 A8, + i + 0(1);
. 1
E(M(3)) = 1 + i + 0 (5): (7.6)
(7.5) esitliginde (7.6) esitligi yerine koyuldugunda asagidaki esitlik elde edilir:

1
{AB1 + 4y + 0(1/2)}

EX) = {[/12,32 + (1B, + o(1)] —

1
=S D28, + 20128, + i + o (D1} + 7y =

ST R Ly

1 {A B2 i Aﬁ1,32+#1ﬁ2

~ B, 2 2B 282

Mo (B 1(B ). 1
=28, <m1_2ﬁf)+i<233_2_ﬁ1>+0(1)

Y B A231 Uz 1
E(X)—/'l,31+<m1—ulz>+—< x 2_31>+0(Z)
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5 — Bny1i 5 _— ~ _ Mnt1  ~ _  Hn+a — n — n
Buradaﬁn - (n+1)51’ﬁ0 - 1’mn - (n_l_l)ml’y'n - (n+1)uliﬁn - E(Zl)imn - E(nl)

ve i, = E(x{™),n = 1,2,.. dir.

X (t) siirecinin ergodik dagiliminin ikinci momentinin kesin ifadesi asagidaki gibidir:

1
E(X?) = E((28)?M;(A8,)) — E(AL My (A4,)) + §E(M3 (A¢)) +

1 {
E(Ml(/lfl))
+(21[2E(A(1M1(Ml)) - E(M2 (/1(1))]} + C,. (7.7)

Burada, E((A3)™M(13y)) = fooo(/lz)an(/lz) drn(z),n = 1,2, M, (A2) =
E(Skan) k =123, C; = My ve C, = 2 — My, dir.
Sonug 7.2°de elde edilen E ((/1( )™M, (AL 1))’in asimtotik agiliminda ilgili rakamlar n

ve k’nin yerine verildigi takdirde a¢ilimlar asagidaki gibidir:
E((Afl)zMﬂﬂﬁ)) = 13B3 + 11°B, + 0(A);
E(A3M, (/1(1)) = B3 + 20, A% B, + B + o(D);
E(M3(21)) = 23B3 + 3, A%B, + 31,481 + 0(A);
E(A:My(A81)) = A2B; + Ay + 0(1);
E(MZ(AQ)) = 22By + 204 AB1 + i, + 0(1);

1
E(My(AL)) = 2B, + iy + 0 (Z) (7.8)

(7.7) esitliginde (7.8) esitligindeki ifadeleri yerine koyarsak,

E(X*) = {[13,33 + .ﬁ1/12,32 +o(D)] —

{AB1 + Ay +0(1/A)}
1
_[13ﬁ3 + 2.11112,32 + A6, + o(D)] + 3 [1333 + 312112,32 + 3,481 + 0(D)]

+214 [A2B, + @y ABy + o(1)] — My [A2B, + 204 AB1 + iy + o (D]} + C,

_ 1 A1 a1 2 1 1333 PN
_A_ﬁl{l_)l_ﬁl+(/1_[>’1) +0(ﬁ)}{ 3 +m1/12[32+o(/1)}+62
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B3 BBy A, ARiBs }
= — + My A% B, — — + +oM)i+C
Aﬁl{ 3 AT e gy TG
A2 m 0 mq [ (2
_ B3 n /1< 182 _ #1;823) n <Cz _ 11121,32 n #1333) +o(1)
3B B1 381 Bi 381

E(X?) = 228, + A(Zmlﬁl BZ) (cz zmlulﬁ + 2 ﬁ2> + o(1).
g B 5

Mp41 A Hn+a ,B —
n

5 — Pt 5 — =2/ — A, 7. =
Burada f, = —=—, [, =1, C, = 2mf — My, M, = m+Dmy' T T epg T T

(n+1)ﬁ1’
EQM), m, = EMY) ve u, = E(xi™),n = 1,2, ...°dir.

X (t) stirecinin ergodik dagiliminin {i¢lincii momentinin kesin ifadesi asagidaki gibidir:

3
E(X®) = {E(A0)*M,(28) — 5 E((A61)* M2 (A8) +

1
E(M;y (1))
1

+E(A(1M3 ()151)) - ZE(M4(/1(1)) +
+C, [BE((A81)2M1(A8y)) — 3E(A8, M5 (28,)) + E(M5(23y))]

1
+3C, [E(MlMl(Ml)) - EE(M2 (/1(1))]} + Cs. (7.9)

Burada,  E((A0)"M(A0)) = [ (A2)"M,(Az) dm(z),n = 1,23, My (Az) =
E(Sxon) k =1,2,3,4,C, =My, C, = 2% — M, ve C3 = Mz — 6/, M, + 65 tiir.
Sonug 7.2°de elde edilen E ((/1( )™M, (A¢ 1))’in asimtotik agiliminda ilgili rakamlar n

ve k’nin yerine verildigi takdirde agilimlar asagidaki gibidir:
E((A31)>M1(A81)) = 2* By + 01 A%B5 + 0(A%);
E((A31)*M2(AG1)) = A*By + 2[4, 2% B3 + [124° B, + 0(A%);
E(A5M3(A81)) = 2By + 34 A% B3 + 3[124% B, + 0(2%);

E(M4(/1(1)) = 1434 + 4.‘211333 + 6.‘221232 + 0(2%);
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E((A41)*M1 (A1) = 2*B5 + 4122 B, + 0(A);
E(AGM2(AG1)) = 233 + 21 A% B, + 2481 + 0(R);
E(M5(281)) = A*Bs + 3012, + 31241 + 0(2);
E(A{M1(A4y)) = A2B, + 0y 4By + o(1);

E(MZ(AQ)) = A2By + 21 AP + fi + 0o(1);

1
E(My(A81)) = A1 + fis + 0 (i) (7.10)
(7.9) esitliginde (7.10) esitligindeki ifadeler yerine koyuldugu takdirde asagidaki
esitlik elde edilir:
E(X?) = {[A*B4 + 11 2°B3 + 0(27)] —

{161 + 4y + 0(1/2)}

3
_E [/14,34 + 2.121/13,33 + ﬁ2/12,32 + 0(/12)] + [/1434 + 3ﬁ113ﬁ3 + 3ﬁ2/12ﬁ2 + O(Az)]

1
- Z [/1434 + 4.&11333 + 612212,32 + 0(/12)] + 3m, [/1333 + /21/1232 +o()] -
=314 [A3Bs + 20442 B, + [, APy + 0(D)] +

+114 [A3 B3 + 303 A% By + 3,481 + o(D)] +

3
+3CB, + 1Ay + 0] =5 ColA%By + 2026 + iz + o (DI} + G

B = 5 {1_f51+(;;1)2+0(;2)}

2By
4

3
+ M A36; + 562/1232 + o(/lz)}

92



1B, 3C,%8, [uABs  MumA2Bs | AEAZB,
=7 + 265 + - - + +0(4%)
Aﬁl{ g P T T T T T T T

2B, <m1ﬁ3 ﬁ1ﬁ4> <362ﬁz s ﬁ%&)
Sy e L p - p
TP\ Th g ) M s T T ) TV

E(X3) = 23B;5 + 22 (37?11/?2 -y %) + 2 <3cz/?1 — 3,y ? + p? §3> +o().
1

Mp41 A Hn+a ,B —
n

5 — Pt 5 — =2/ — A, 7. =
Burada f, = —=—, [, =1, C, = 2mf — My, M, = m+Dmy' T T epg T T

(n+1)ﬁ1’
EQM), m, = EMY) ve u, = E(xi™),n = 1,2, ...°dir.

X(t) siirecinin ergodik dagilimmin dordiincii momentinin kesin ifadesi asagidaki

gibidir:

E(X*) = ){E((Acl)“Ml(Ml)) —2E((241)3M,(13)) +

E(M;(21)
1
+ZE((/1(1)2M3 (/1(1)) - E(/151M4(/1(1)) + EE(MS (/1(1)) +

+C1[4E((A4)3M1(A4,)) — 6E (A1) 2 M (A4,)) +
+4E(A{iM5(A3,)) — E(M4(A3)] +
+2G,[3E((A¢1)2M1(Ay)) — 3E (AL Mo (A4y)) + E(M5(24y))]
+2C5[2E(A My (18,)) — E(M3(A3)]} + Co. (7.11)

Burada,  E((A0)"M(A41)) = [, (A2)"My(Az) dm(z),n = 1,2,3,4, My (Az) =
E(Sxon) k =12345, C, =My, C, = 2% —M,, C3 = M3 — 6/ M, + 65 ve
C, = —1, + 8 iy + 6M2 — 36M2M, + 24m tiir,

Sonug 7.2°de elde edilen E ((/1( )™M, (A 1))’in asimtotik agiliminda ilgili rakamlar n

ve k’nin yerine verildigi takdirde agilimlar asagidaki gibidir:

E((/lcl)‘lMl(A(l)) = 1535 + ﬁ1/14ﬁ4 +0(2%);
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E((A1)3M5(A31)) = A°Bs + 241 2* By + (1,43 B3 + 0(2%);
E((A81)*M3(A0y)) = A5Bs + 301 4* B, + 32,435 + 0(23);
E(A5M4(A81)) = 2°Bs + 4l A*By + 6[2,2°B3 + 0(A%);
E(Ms(Ag,)) = 25Bs + 5, A%, + 10,4385 + 0(A3);
E((A41)*M1 (A1) = 2*By + 1143B5 + 0(2%);
E((A41)*M;(A31)) = A*By + 201 4%B3 + (1A% B, + 0(2?);
E(ALiM5(A4y)) = A*By + 31 A3 B3 + 32,42 B, + 0(A%);
E(M4(241)) = A*By + 411 A°Bs + 60,2° B, + 0(2%);
E((A61)*M1 (A1) = A*B5 + 4122 B, + 0(A);
E(AGM2(A61)) = 223 + 21 A% B + 2481 + 0o(A);
E(M5(13,)) = 235 + 31142, + 30,A0; + 0(A);
E(A51M1(281)) = A2Bz + [ 4By + o(1);

E(MZ(AQ)) = 22By + 204 AB1 + i, + 0(1);

1
E(My(A81)) = 4B, + iy + 0 (Z) (7.12)
(7.11) esitliginde (7.12) esitligindeki ifadeler yerine koyuldugu takdirde asagidaki
esitlik elde edilir:
4 1 5 A 94 3
EX®) = {[P°Bs + ayA* By + 0(A°)] —

{AB1 + 4y + 0(1/2)}

—2[A°Bs + 21 A* By + 12 A3B3 + 0(A3)] + 2[A°Bs + 31 A* B, + 31,2385 + 0(23)]

1
—[2°Bs + 40, 2* By + 601,2° B3 + 0(A%)] + T [2°Bs + 5014* By + 1001,2° B3 + 0(2%)]
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+4m, [/1434 + li1/13,33 + 0(/12)] — 6m, [/1434 + 2ﬁ113,83 + ,122/12,82 + 0(/12)] +

+4m, [A*By + 30343 B3 + 30,42 B, + 0(A*)] —
—11 [A*By + 40,3 B3 + 60,42 B, + 0(A*)] +

+6C, [/13& + li1/12,32 +0(A1)] — 6C, [/1333 + 2/2112,82 + [i,AB; + o(A)] +
+C,[A3 B3 + 31147 By + 31, AP + o(D)] +

+4C3[A2 By + 11 ARy + 0(D)]=C3[A%B, + 20,AB1 + i + o(D)]} + Cy

E(X*) = A};,l {1 p fﬁll +( f;l)z o (%)}

’1535 4 3 3
= + M A% B, + 2C,A° B3 + 0(4°)

2°Bs 2 Bs My, AEA°Bs }
+ MyA*B, + 20,73 — + + o023
Aﬂl { 1 ﬁ‘l- 2 ﬁ3 Sﬁl ﬁl Sﬁlz ( )
A% m J 2C my [ 02
_ Bs n /13< 1B4 _ #1[25) n AZ< 283 _ 1/121/34 n #1335) +0(1?)
5B B 5B B Bi 5Bi
4\ _ 14 3 34- 2 ﬁ3 D ﬁ‘l— 2
E(X*) = A*B, + 23 4m, 5 — + 22( 6C, B3, — 4y fi, — + (2 — | + 0(1?).
", B Bt
3 = Bn+1 s S — 9252 _ 5 ~ _ Mp41 A Hn+a —
Burada ﬂn = (Tl+1)ﬁ1’ ﬁo = 1, CZ = 2m1 msy, mn = (n+1)m1’ Un = —(n+1)ul, ﬁn =

E(M, m, = EMY) ve u, = E(xi™),n = 1,2,.. dir.

X (t) stirecinin ergodik dagiliminin besinci momentinin kesin ifadesi asagidaki gibidir:

5} — 1 _E 4
EX) = 2 Wl)){E((Acl)SMl(Acl)) S E((A6)*M2(241)) +

10 5
+?E((/1€1)3M3(/1§1)) ) E((A{1)2M4(A(1)) + E(/1€1M5(/1(1)) -
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1
— 2 E(Ms(28) + 5G[E((AG)* M1 (A8) — 2B ((A61)° Mo (A41) +

1
+2B(Q5*Ms(A6) — E(AG ML (30)) + 2 E(Ms(A6) | +
+56,[28((6)°My(340)) = 3B((A4)?M(340)) + 2B (461 M5(440)) -

1 1
- S E(My0)| + 1065 [E(0602M,280) ~ E(auMo(330)) + 5 B (M5 (26))|

1
+5C, [15(,1{11\41 (460) -5 E(M, (/151))]} +C. (7.13)

Burada, E((A31)"M(A4y)) = fooo(/lz)"Mk(Az) drn(z),n = 1,2,3,4,5, M,(Az) =
E(SII\CI(AZ)),k == 1,2,3,4,5,6, Cl = ffll, CZ = 21?1% - mz, C3 = m3 — 67?117%2 + 67/71% ve

C, = —M, + 8, Mz + 6M3 — 36M2M, + 24m%, Cs = M5 — 20M, M3 +

3

Sonug 7.2°de elde edilen E ((A{;)"M,,(1¢,))’in asimtotik agiliminda ilgili rakamlar n

ve k’nin yerine verildigi takdirde a¢ilimlar asagidaki gibidir:
E((A81)°M1(A81)) = 2°B6 + f112°B5 + 0(A1*);
E((A81)*M2(A¢1)) = A°Be + 2014°Bs + o2y + 0(A*);
E((A81)*M5(AG1)) = A°B6 + 314°Bs + 3[4* By + 0(1*);
E((A81)*M4(AG1)) = A°Be + 421 4°Bs + 6{1,4* By + 0(1*);
E(A{M5(A0))) = A°B6 + 501 2° s + 100,2% B, + 0(A);
E(Mg(28))) = 2°B¢ + 6[,A°B5 + 15,4*B, + 0(A*);
E((A5)*M1(241)) = A°Bs + i A*Ba + 0(A%);
E((A6)*My(A81)) = A°Bs + 2[4 2* By + 124°B5 + 0(A);

E((A€1)2M3 (/1(1)) = )1535 + 3ﬁ114ﬁ4 + 3.122}L3.33 + 0(13)J
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E(A61M4(281)) = 2°Bs + 41 A4* By + 6[1,2° B3 + 0(2%);
E(Ms(18)) = A5Bs + 50,4%B, + 103,4° B5 + 0(A);
E((A6)°M1(A41)) = 2*Bs + 0123 B5 + 0(A%);
E((A41)*M3(A1)) = A*By + 24124 B + 02° B, + 0(22);
E(AiM5(A8y)) = A*By + 33 A3 s + 31,42 B, + 0(22);
E(M4(A31)) = 2*By + 441 2%B3 + 6[1,4*B, + 0(2);
E((281)°M1(41)) = A*Bs + 1,4%B, + 0(A);
E(A81M5(281)) = 2°B3 + 20142 B + [l 4By + 0(A);
E(M5(21)) = A*B5 + 30122, + 312 APy + 0(2);
E(A1M;(261)) = 2B, + [y Ay + 0(1);

E(MZ(AQ)) = 2*By + 204 AP + i, + 0(1);

1
E(My(A81)) = 4B, + fis + 0 (i) (7.14)
(7.13) esitliginde (7.14) esitligindeki ifadeler yerine koyuldugu takdirde asagidaki
esitlik elde edilir:
5 1 6 A 25 4
E(X>) = {[2°Bs + 1 A°Bs + 0(A*)] —

{AB1 + 4y + 0(1/2)}
> [1°B6 + 204, 4° Bs + [i,A* By + 0(AM)] +

2

10
+? [/1636 + 3ﬁMLS,Bs + 3/2214& + 0(/14)] -

5
=5 [2°Be + 411 2° Bs + 6[2" By + 0(A1)] +
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+[A%B + 5147 Bs + 10,4 By + 0(AM)] —

1
— 2 [A%Bs + 6 4%B5 + 151, 2*, + 0 ()] +
5 [A°Bs + 4By + 0(A)] = 107, [5Bs + 2 4By + 1247 Bs + 04D)] +
+107, [A°Bs + 3 A% By + 31,43 B3 + 0(A3)] —
—5 [A°Bs + 4 A% By + 68,23 B5 + 0(AD)] +
+171, [A5Bs + 5By + 100,435 + 0(A%)] +

+10C, [/14,34 + ﬁ113ﬁ3 + 0(/12)] — 115G, [/1434 + 2ﬁ1ﬂ3ﬁ3 + ﬁzﬂzﬁz + 0(/12)] +

+10C, [/14,34 + 3.121/13.33 + 3ﬁ212ﬁ2 + 0(/12)] -
5 4 .
- ECZ [/14,34 + 4#113:33 + 6.“2/125’2 + 0(/12)] +
+10(5 [/13,33 + ﬁ1/12,32 +o0()] - 10G; [/13,33 + 2ﬁ1/12,32 + i +o(D)] +
10 3 Y N 2 S
+?C3 (4 Ps + 301 A°B, + i + o(D)] + 5C,4[2 P2 + (AP + o(1)] -

5
+2 CuIA%By + 20028, + iy + o (D1} + G,

2

E(X5) = /1—;1{1 _A (ﬁ> +o (%)} {A Po . 235, +§cz/14ﬁ4 + 0(14)}

ABr \1By 6
1 (A%, 5 A Bs My A*Bs  AFA*PBe
=— + A5 Bs + = CLA* B, — - + +o(/14)}
,wl{ 6 Whs +5 1R~ g B 67
e 0 f 5C [ 17
_ Bs ! <m1,35 _ .U1,326> n Ag( 2Ba _ m1ll2135 + H1ﬁ36> +0(23)
6p1 B 6B 2B Bi 6p1
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E(X®%) = 2545 +/’14<5m1,84 ﬁ’5>

g,
+13 <1OC2ﬁ3 My — ﬁ4 + 2 ﬁs) +0(23).
B i
5 _Bn+1 — — oA o— M+l oA Hn+l =
Burada £,, = 1B, ,B 1,6 = 2Tnl My, My = n+1)m,’ Hn = n+Du,’ Pn

E(N), m, =EMmY) veu, = E(xi™),n=1.2,..dir.
Boylece Teorem 7.1’in ispati tamamlanmis olur.

Sonug 7.3. Teorem 7.1’in kosullar1 saglansin. Bu takdirde, A — oo iken X (t) strecinin
ergodik dagiliminin ilk bes dereceden momentinin ii¢ terimli asimtotik agilimlar

asagidaki gibi yazilabilir:

R 3\ 1 ) 1
169 =Aﬁl+(ml—nl%>+;<ﬁ%ﬁ—§—2“—;1>+o(i),
1

E(X?) = 22f, + A (Zm& f;l) + (cz - zmlﬁ1%+ it gz) +0(1),
1
E(X3®) = 23B;5 + A2 <3m1ﬁ2 >+/1<3 C,py — 'g +ﬁ%g3>+o(/1),
1
EX*) = 2*B, + 23 <4T7l1/~?3 - > + A2 <6czﬁz 4m, iy ﬁs + ff §4> +0(2?),
1

E(X%) = 258 + 2 <5m1ﬁ4 ?—,)
1

Bs ., PBs
+ a2

3
B '31>+0(l ).

+A3 <1OC2,B3 5y —

. B _ ~ ~ m ~ |
Burada £, = ﬁ Bo =1, C, = 2} — My, My, = (n+7;11nl’ Hn = (n::)llll, Pn

E(Y), m, =EMm") veu, =E(xi™),n=1,2,..dir.
Sonug 7.4. Teorem 7.1’in kosullart saglansin. Bu takdirde, varyans, standart sapma,
degisim, basiklik ve carpiklik katsayilart i¢in yaklasik ifadeler asagidaki gibi

yazilabilir:
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Var(X) ~ 2*(f, — B2); o(X) ~ 1 /Bz - BE;
a(X) ~ /[?z —/?12

DK(X) = AR
— 3 2. —3B. B 23
v = B Eog)) L3 3BB + 267
(o) (B - B2)?
vy = EEZEXD) By = 4BsPy + 6Ba67 — 351
(o) (B2 - £7)
Burada, £, = (nﬁ";)} -, Bu = EGP), n = 1,2, dir
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8. GENEL FORMULLERIN FARKLI DAGILIMLARA SAHIP
MUDAHALELI SURECLER iCIN UYGULAMASI

Calismanin 7. Boliimiinde X (t) strecinin n. dereceden ergodik momentleri i¢in A —
oo iken (¢ terimli asimtotik ac¢ilimlar elde edilmistir. Bir bakima keyfi dagilima
(Normal dagilim v.b. disinda) sahip miidahaleler i¢in genel formiiller bulunmustur.
Diger bir deyisle, bu tez ¢alismasi daha 6nce farkli dagilimlara sahip miidahalelere
sahip benzer siirecleri ele alan ¢aligsmalari bir ¢at1 altinda toplamaktadir. Bu baglamda
Khaniyev vd. (2008), Aliyev vd. (2009), (2010), (2014) ¢alismalar1 6zel durumlar

olarak alinip sonuglar1 bu ¢alismadaki genel formiillerle elde edilmistir.

Uygulama 8.1. Aliyev vd. (2010) simetrik tiggensel dagilima sahip kesikli sans
karisimli miidahaleli bir stok kontrol problemini ele almistir. s stok kontrol seviyesi,
S maksimum stok seviyesi ve (S + s)/2 ise dagilimin tepe noktasina karsilik gelecek
sekilde bir simetrik ticgensel dagilim kullanilmistir. Bu calismada, {icgensel
miidahalenin se¢ilme amaci {; rasgele degiskeninin alacagi degerlerin s stok kontrol
seviyesi ve S maksimum stok seviyesine yakin olma olasiliklarinin diisiik olmasinin
istenmesidir. Clnki ¢;’in S’ye yakin deger almasi ortalama stok seviyesinin yiiksek
olmasi anlamina gelmektedir. Stok seviyesinin S’ye yakin deger almasinin istenmeme
nedeni, stoktaki Uriinlerin daha uzun siire kalmasi stok tutma maliyetinin artmasina
neden olmaktadir. Diger yandan, {; rasgele degiskeni s’ye yakin degerler aldiginda
ortalama stok seviyesi diisiik olacagindan daha sik siparis verme gerekliligi dogacaktir.
Boylelikle, siparis ve tasima maliyetlerinin artmasi ve miisterilerin bekleme siirelerin
artmasiyla miisteri kayb1 gibi problemlerin ortaya ¢ikmasit ongoriilmektedir. Bu
nedenle, liggensel dagilima sahip miidahalenin uygun olacag: diistiniilmiis ve ergodik
momentler i¢in sonuglar elde edilmistir. Teorem 7.1’de verilen X (t) surecinin ergodik
momentlerin asimtotik acilimlar1 i¢in genel ifade yardimiyla, Aliyev vd. (2010)
calismasinda simetrik ti¢cgensel dagilim igin bulunan o&zel ifadeler elde
edilebilmektedir.

Bizim ¢aligmamizda, stok kontrol seviyesi s = 0 oldugu durum i¢in hesaplamalar

yapilmistir. Bu durumda, kesikli sans karisimli miidahaleye karsilik gelen A{; €
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Uggensel(0,S5/2,5)’ya denk olan {; € Ucgensel(0; 1;2) ve A = S/2 parametreleri
kullanilarak hesaplamalar yapilmistir.

Ik dért ergodik momentin asimtotik acilimlarr hesaplanmustir. Teorem 7.1°e gore
E(X™)’nin asimtotik a¢iliminin genel ifadesinden yola ¢ikilmistir. Hesaplamalarda

kullanilacak olan tiggensel dagilim fonksiyonu ve momentleri asagidaki gibidir:

P{(; <z} =mn(z) = !

_1p T3, 3L,
Bi=LB=z.Bs =5, ="z, =3

Bu durumda E (X)’in asimtotik a¢ilimi genel durumda asagidaki gibidir:

_ /1,82 ~ ﬁ1,32 Il ﬁ%ﬁZ .aZ 1
E(X) = 2_'81+ <m1 —2—312> +Z<E—2—ﬁ1> +O(z).

N o— _Mn+l T _Hnt+1 = n = n =
Burada’ my = (n+1)m1’ Un (n+1)”11 ﬁn > E((l )’ my = E(nl) ve Un =

E(xi™),n =1,2,.. dir.
¢, rasgele degiskeni simetrik ticgensel dagilimina sahip oldugu durumda ve 4 = §/2
iken momentleri yerine koyuldugunda E (X)’in ii¢ terimli asimtotik agilim1 asagidaki

gibi olur (A — o0):

7

7
_ S 6 ~ ~ g
B0 =(3)| 1)+ (m-ng

=535+ (- 3i) + 5 (54 -5) + o 5)
T2 T\ T ) T T ) TOs)
E(X?)’nin asimtotik acilim1 genel durumda asagidaki gibidir:
A? m Ui myfi 02
B3 +A< 152 _.U1,323> n <Cz _ 11182 +#133
3p1 B 3Bi

E(X?) = >+ o(1).

Bt 3p7

Burada, C, = 2m? — fi,; M, = (ﬁnﬁ fn = (n’f—:)lm pn = E({), my, = E(nT) ve

Uy = EQi™),n = 1,2,.. dir.
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¢, rasgele degiskeni iicgensel dagilimina sahip oldugu durumda ve A = S5/2 iken
momentleri yerine koyuldugunda E (X?)’nin ii¢ terimli asimtotik a¢1limi1 asagidaki gibi

olur (A » 0):

1, (7 1 7 1,
:§5 +5<12m1—zﬂl) (Cz—gm1l11+§ll1>+0(1)-
E(X3)’iin asimtotik a¢ilim1 genel durumda asagidaki gibidir:
A3 m ) 3C My 13
E(X3) = ,34 4 )2 < 183 _.U1,34> +/1< 2B2 _ 1l1Bs | 1B

A).
a5, B ap? 26 B +4ﬁ13>+0()

Burada, C, = 2% — i, i, = oﬁﬁ fin = (n‘f:—m Bn = E((M), m, = E(T) ve

Un = EQri™),n = 1,2, .. dir.
¢, rasgele degiskeni ti¢cgensel dagilimina sahip oldugu durumda ve A =S/2 iken
momentleri yerine koyuldugunda E (X3)’{in {i¢ terimli asimtotik a¢1lim1 asagidaki gibi

olur (A —» »):

of ER

_3153 52(3 31“>+S(7C 3 . 31 >+ ).
~ 280 g™ T a0t gle — g+ ook ) o

E(X*)’iin asimtotik acilim1 genel durumda asagidaki gibidir:
A% m 0 2C my 02
ﬁs 423 ( 1Ba _ H1,35> 4 )2 < 283 _ 11 Bs AiPs

53 B, 552 + ) + 0(22).

4 =
EX%) = B, B s

A~ A~ o~ mn A n f—
Burada, C, = 2% — m,, M,, = m, fn = (ni—l")l“l, Bn = E((]), m, = E(m}) ve

Un = EQi™),n = 1,2,.. dir.
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¢, rasgele degiskeni iicgensel dagilimmna sahip oldugu durumda ve A = S5/2 iken

momentleri yerine koyuldugunda E (X*)’{in {i¢ terimli asimtotik a¢1lim1 asagidaki gibi

olur (1 - x):
31
S\*3  /5\3 = 3
o _ (2) =2 = ~ 15 A T
E(X)_<2) 5+(2) M —hg |t
2 3 31
+(£) ZCZA_mlﬁll_S‘l'ﬁZE +0(SZ)
2 1 1 15

_ D gty (iml - iﬁl) + 52 (E Gy — sy + iﬁ%) +o(52).
20 120 40 4 60 20

Uygulama 8.2. Aliyev vd. (2014), kesikli sans karisgimli miidahalenin Weibull
dagilimina sahip oldugu bir sigorta modelini ele almistir. Kesikli sans karigimh
midahale i¢cin Weibull dagiliminin secilme motivasyonu, Weibull dagiliminin
genellikle bir nesnenin davranisinin “en zayif halka” ile tanimlandigi durumu ifade
eden olasilik modellerinin insasinda kullanilmasidir. {3, {5, ..., {, bagimsiz ve ayni
dagilima sahip rasgele degiskenler olsun. Ayrica, {(;y = min{{y, {3, ..., {n} V€ {(ny =
max{{y, {3, ..., {} olarak ifade edilsin. Bu durumda, {(;y ve () rasgele degiskenleri
literatiirde “en zayif halka” olarak tanimlanmaktadir. n’nin biiylik degerleri igin {4
Ve {() 'nin dagilimlart i¢in Weibull dagiliminin uygun diisebilecegi belirtilmistir.
Ifade edilen durumlar icin kesikli sans karisimli miidahale icin Weibull dagilimi
kullanilmistir.

Teorem 7.1°de verilen X(t) siirecinin ergodik momentlerin asimtotik agilimlari i¢in
genel ifade yardimiyla, Aliyev vd. (2014) ¢aligmasinda Weibull dagilim i¢in bulunan
Ozel ifadeler elde edilebilmektedir. Bu durumda, kesikli sans karisimli miidahaleye
karsilik gelen AJ; € Weibull(a; 8)’ya denk olan {; € Weibull(a; 1), > 1 ve 4 =
1/B parametreleri kullanilarak hesaplamalar yapilmustir. Ilk dért ergodik momentin
asimtotik ac¢ilimlar1 hesaplanmistir. Teorem 7.1°¢ gére E (X™) ’nin asimtotik agiliminin
genel ifadesinden yola ¢ikilmistir. Hesaplamalarda kullanilacak olan Weibull dagilim

fonksiyonu ve momentleri agsagidaki gibidir:

P{(y<z}=mn(z)=1—-exp(—2z%),a>1,z=0,
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pu=EGD =T(1+2),n=12,..

Bu durumda E (X)’in asimtotik a¢ilimi genel durumda asagidaki gibidir:

_ ABZ ~ /11.82 1 .‘2%:82 .‘22 1
E(X) _2_ﬁ1+ <m1 —2—'812>+1<E—2—ﬁl>+0(z>

~  _ Mpyq A Hn+a — n — n —
Burada' mn - (n+1)m1’ l’tTl - (Tl+1)ﬂ1, 187'1 - E((l )’ mTl - E(nl) Ve l’l"l'l -

E(xi™),n =1,2,.. dir.

¢, rasgele degiskeni Weibull dagilimina sahip oldugu durumda ve A =% iken

momentleri yerine koyuldugunda E (X)’in ii¢ terimli asimtotik agilim1 asagidaki gibi

olur (A — ):
E(X):lr(l-l-é) +|[T?l1_ﬁ1 F(1+§) 2]|+
Pl 7 ()
+18|[/2% F(1+§) 3 A ]|+O(ﬁ)
[ 2(F(1+§)) 2r (1 1)J

1 ~ . Waq o War o
EX) = EW21 + (m1 _”1W1> +B <M%W_12_2_W1 + o(B).
k )1
Burada Wi, = Wi/kW; ve W =T (1+2),k = 1,2dir.
E(X?)’nin asimtotik acilim1 genel durumda asagidaki gibidir:
A? m Ui myfi 02
B3 A( 152 ﬂ1.33> n <Cz _ 1182 " 21 B3

2y A P3 _
EXD =35 M5 "3 FAREET:

>+0(1).

A~ ~ o~ mn A n [ —_
Burada, C; = 2/ — ly; My = o 20, fin = o2, B = E(G]), my, = E(n) ve

Un = EQi™),n = 1,2,.. dir.
¢, rasgele degiskeni Weibull dagilimima sahip oldugu durumda ve 4 =1/f iken
momentleri yerine koyuldugunda E(X?)’in {i¢ terimli asimtotik agilimi asagidaki gibi

olur (A - »):
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E(Xz)z(l)z (1) +1'[m F(1+§)—ﬁ r(i+3) ]I+
B/ 3r(1+2) ﬁll 1[‘(1_{_%) 13(F(1+§)>2J|
[ ¥ 3 |
+|CZ_A1ﬁ1 r‘(14_10()2_""21% F(1+0;) 3|+O(1)
l (F(l‘i‘;)) 3(1"(1_'_; J

1 1/ - Wiy A W21 ., Waq
E(X?) = 72 — W3, + 3 <2m1W21 A, ) + <Cz — 2mMy fiy + i — W2 + o(1).

Burada Wi, = Wi /kW; ve W =T (1+2), k = 1,2,3"tiir.

E(X3)’iin asimtotik agilim genel durumda asagidaki gibidir:

2By (ﬁhﬁa y ﬁ1/34> <3CZ,32 M1 1153 ﬁf&)
43 + A2 B 452 + A + + o(A).

E(X?) =

26, BE 4B}

_ ~ P ~ m N HUn — —
Burada, CZ = Zm% —m,, m, = ﬁ; Un = ﬁ! ﬁn = E((ﬁ?)’ m, = E(T’;_l) ve

Un = E(xi™),n = 1,2,.. dir.
¢, rasgele degiskeni Weibull dagilimma sahip oldugu durumda ve A = 1/f iken
momentleri yerine koyuldugunda E(X?3)’in {i¢ terimli asimtotik acilimi asagidaki gibi

olur (1 = oo):

3r(1+§) (1)Zrﬁ1m—ﬁ F(1+§)

=) ey

2 3 4
+1 3C2F(1+;) - F(1+;)2+A% F(1+E) 3 +0<l)
Bl ar(1+7) (r(1+§)> 4(r(1+§)) g
E(X?) = ;3 Wy + ;2 (3m1W31 fa Mvﬁll) +

+l 3C, W,y — 3y 4 %+“2% +0<l>
B 2Whq 141 W, 251 le ﬁ'
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Burada W, = W, /kW, ve W, =T (1 + g)k = 1,2,3,4"tiir.

E(X*)’iin asimtotik acilim1 genel durumda asagidaki gibidir:

A4ﬁ5 (fﬁlﬁ‘} ﬁlﬁs) <2C2183 T/ﬁlﬁlﬁ4 la%ﬁ5>
—2 423 — 2 12).
T T tagz) T o)

o .
E&X) B, g top

Burada, C; = 2/f — 1Ly, My, = o2, Iy, = o720 B, = E({), my, = E(nf) ve
Un = E(i™),n = 1,2,.. dir.
{; rasgele degiskeni Weibull dagilimima sahip oldugu durumda ve A =1/f iken

momentleri yerine koyuldugunda E(X*)’in {i¢ terimli asimtotik agilimi asagidaki gibi

olur (A — ):
oo r(+) el r(+d)  r(1+) |
E(X )_<E) WJr([_?) lmlr(1+i)_#15(r(1+1)>2 '

4 1 1 - Ws,q
E(X):FWM ,33 dmWy —h—— ) +

1 Wi W51 1
ﬁz 6C, W3y — 4my iy — W, +H1 +0</32)

Burada W, = Wye/kW; ve Wy =T (1+ g) k= 1,2,3,4,5ir.

Uygulama 8.3. Khaniyev vd. (2008) iistel dagilima sahip kesikli sans karigimli
miidahaleli rasgele yliriiyiis slirecini ele almistir. Teorem 7.1°de verilen ergodik
momentlerin asimtotik acgilimlari i¢in genel ifade yardimiyla, Khaniyev vd. (2008)
calismasinda listel dagilim i¢in bulunan 6zel ifadeler elde edilebilmektedir.

Bu durumda, kesikli sans karisimli miidahaleye karsilik gelen Ag; € Ustel(a)’ya denk
olan ; € Ustel(1) ve A = 1/a parametreleri kullanilarak hesaplamalar yapilmistir.
Ik dért ergodik momentin asimtotik agilimlar1 hesaplanmistir. Teorem 7.1°e gdre
E(X™)’nin asimtotik a¢iliminin genel ifadesinden yola ¢ikilmistir. Hesaplamalarda

kullanilacak olan tistel dagilim fonksiyonu ve momentleri asagidaki gibidir:
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P{(y<z}=mn(z)=1—-e7%2z2=>0,

Bn = EH) =nln=12,..

Bu durumda E (X)’in asimtotik a¢ilimi genel durumda asagidaki gibidir:

E(X) = @ N <m1 ﬁlﬁz) n %(ﬁygz &) T (%)

2B 27 267 2By
~  _ Mpyq A Hn+a — n — n —
Burada' mn - (n+1)m1’ l’tTl - (Tl+1)ﬂ1, BTL - E(Zl )’ mTl - E(nl) Ve l’l"l'l -

E(xi™),n =1,2,.. dir.
¢, rasgele degiskeni istel dagilimina sahip oldugu durumda ve A =1/a iken
momentleri yerine koyuldugunda E (X)’in ii¢ terimli asimtotik agilim1 asagidaki gibi

olur (A - o0):

=

12
E(X)=>5+

2
a? 2

2) + o(a)

|

iy o M
=+ —u1)+a(u% —72) + o(a).
E(X?)’nin asimtotik acilim1 genel durumda asagidaki gibidir:
A? m 7] myfi (2
B3 +A< 152 .U1.33> n <Cz _ 1B 11B3

2y _ _
EXD =35 M5 "3 GAREET:

>+0(1).

Burada, C, = 2m? — M,; M, = (ﬁ”ﬁ fin = (n’:l—:)lm Bn = E({), my, = E(n) ve

Un = EQi™),n =1,2,.. dir.
¢, rasgele degiskeni istel dagilimma sahip oldugu durumda ve A =1/a iken

momentleri yerine koyuldugunda E (X?) nin ii¢ terimli asimtotik acilim1 asagidaki gibi

olur (A —» »):
1\%6 1 2 6 2 6
B0 = (3) 3+ 5 (Mg —iug)+ (G- Mg+ id3) o)
2 1 ~ A ~ A ~2
=27 E(2m1 — 2f1y) + (C; — 2mMy iy + 207) + o(D).

E(X3)’iin asimtotik acilim1 genel durumda asagidaki gibidir:

E(X?) = % L (mﬁﬁs _ Z;f) N <3czﬁz _TufaBs | 2B

26 p2 g ) + ol
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A~ A~ o~ mn A n j—
Burada, C, = 2m? — m,, M, = m fn = (n'i—f)l#l Brn = E({"), my, = E(mY) Ve

Un = EQi™),n = 1,2,.. dir.
¢, rasgele degiskeni istel dagilimina sahip oldugu durumda ve A =1/a iken
momentleri yerine koyuldugunda E (X3)’{in {i¢ terimli asimtotik a¢1lim1 asagidaki gibi

olur (1 - x):

E(X3)—(1)324+(1)2(’\6 “24>+1(362 - 6+ 24>+ (1)
&) % M=l )tgBhy Mk thp)to(g

6 1 . 1 A 2 1
=3 + —(6m1 6/,) + 5(362 — 6Mmyfi; +6/17) + o0 (E)

E(X*)’iin asimtotik acilim1 genel durumda asagidaki gibidir:
A% m J 2C My [ 12
Bs 423 ( 1Ba H1ﬁ5> 4 )2 < 2P3 1f1Ba | 11PBs

56, B SR B B2 +SBE>+M)'

E(X%) =

Burada, C, = 2% — i, M, = oﬁW i, = (;fj—w Bn = E((M), m, = E(T) ve

Uy = EQi™),n = 1,2,.. dir.
¢, rasgele degiskeni istel dagilimina sahip oldugu durumda ve A =1/a iken
momentleri yerine koyuldugunda E (X*)’{in {i¢ terimli asimtotik ag1lim1 asagidaki gibi

olur (A - o):

3

. 1\*120 /(1\*/_ 24 120
=) 5+ () (T -a)+

1\2 6 _ . 24 120 1
+(z) (og-maT <) vo(z) =

_ 24 1
=—+— (24m1 - 24) +— (1zc2 241, 0y + 2402 + 0 (ﬁ)

Uygulama 8.4. Aliyev vd. (2009), Gamma dagilima sahip kesikli sans karigimli
miidahaleli rasgele yliriiylis siirecini ele almistir. Teorem 7.1°de verilen ergodik
momentlerin asimtotik agilimlar1 i¢in genel ifade yardimiyla, Aliyev vd. (2009)
calismasinda Gamma dagilim i¢in bulunan 6zel ifadeler elde edilebilmektedir.

Bu durumda, kesikli sans karigimli miidahaleye karsilik gelen A{; € Gamma(a, 8)’ya
denk olan ¢; € Gamma(a,1) ve A = 1/ parametreleri kullanilarak hesaplamalar

yapilmustir.

109



Ik dort ergodik momentin asimtotik agilimlar1 hesaplanmistir. Teorem 7.1°e gore
E(X™)’nin asimtotik agiliminin genel ifadesinden yola ¢ikilmistir. Hesaplamalarda

kullanilacak olan Gamma dagilim fonksiyonu ve momentleri asagidaki gibidir:

Za—l -az

T T@

,a>0,z>0,

fr=E@) =(a+n—-1D(@+n-2)..(a+Dan=12,..

Bu durumda E (X)’in asimtotik agilimi genel durumda asagidaki gibidir:

E() =252 4 <m1 /21,82) i1 <ﬁ1ﬁ2 ﬁ) +o (1)

2p4 27 ) A\2B7 2B A
2 I — M I M — n — n —
Burada’ mTl - (n+1)m1’ Un = (n+1)u1’ ﬁn — E((l )’ mn - E(nl) ve Un =

E(xi™),n = 12,.. dir.
¢, rasgele degiskeni Gamma dagilimina sahip oldugu durumda ve 1 = 1/f iken
momentleri yerine koyuldugunda E (X)’in ii¢ terimli asimtotik agilimi asagidaki gibi

olur (A » o):

1(a+ Da (a+1Da (a+Da g,
EX)=———+|m, — i, ——— j2— =
a+1 a+1 a+1 [,

_ = n 20T P2
28 +(m1 Mo ) (‘ul 2a? 2a)+o(ﬁ)'

E(X?)’nin asimtotik acilim1 genel durumda asagidaki gibidir:

pE M 1) 7091 )2
B3 +A<m1ﬁ2 ﬂ1ﬁ3>+<62 _m1ﬂ152 A1 B3

E(X?) = >+ o(1).

36, B 382 g2 T 3p

Burada, C, = 2% — m,; M, = (ﬁ"ﬁ fin = (npf—f)lm Bn = E(('), my, = E(m7) Ve

Un = EQi™),n =1,2,.. dir.
¢, rasgele degiskeni Gamma dagilimma sahip oldugu durumda ve A = 1/f iken
momentleri yerine koyuldugunda E (X?) nin ii¢ terimli asimtotik acilim1 asagidaki gibi

olur (A - »):

3a B i = 3a?

E0) = (5

N (@a+2)(a+Da 1 (a+Da | (@a+2)(a+ Da
7) ) l+

. (@+Da (a+2)(@+Da
+ (1

+ lCZ - mlﬂl az 3“3 ] + 0(1)
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(a+2)(a+1) (a+2)(a+1)
2y — 1) —
(a+1) ,(@+2)(a+1)
+ lcz myfly + ff > + o(1).
a 3a
E(X3)’iin asimtotik acilim1 genel durumda asagidaki gibidir:
23 ~ . = ~2
/34 <m1,83 .U1/34> <36252 miflifs | [y 4)
E(X3) = + 22 ——]+2 - + + o(A).
4By Pr 4APF 2B, i 4p3
Burada, C, = 22 — My, My, = — 22 [, = L2 8 = E((M), m, = E(Y) ve

(n+1)m,’ (m+1Dp,’

Un = E(xi™),n = 1,2,.. dir.
¢; rasgele degiskeni Gamma dagilimina sahip oldugu durumda ve A = 1/f iken
momentleri yerine koyuldugunda E (X3)’iin {i¢ terimli asimtotik agilim1 asagidaki gibi

olur (A - o0):

3
E(X?) = (%) (a+3)(a IQZ)(a +Da N

1\2 2 1 3 2 1
+(E) lfﬁ1(a+ )ia+ )a_ﬁl(a+ )(a;—az)(a+ )al_l_

(a+Da . (a+2)(a+Da
/3 [362 —mily o2

3 2 1 1
e (a + )(a;—ag)(a + )al o (_)

B

(a+3)(a+2)(a+1) N

E(X?) = v

(a +3)(a+2)(a+ 1)
4a

+ﬁ1 lml(cx + D(a+2)—

1 3(a+1) _ , (@a+2)(a+1) _(a+3)(a+2)(a+1) 1
3 — — My - + 45 102 +o0 —).
E(X*)’iin asimtotik acilim1 genel durumda asagidaki gibidir:
A% m J 2C. My f1 42
ﬁs 2 Ps /13< 1Ba _ .U1.325> n AZ< 283 _ 1#21ﬁ4 n IJ1535
5B Bi 5B B Ith 5B

E(XY = >+ 0(1?).
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o~ o o~ mn A n —_ j—
Burada, C, = 2M? — i, M, = m fn = (:Jr—f)l#l Brn = E({"), my, = E(mY) Ve

Un = EQi™),n = 1,2,.. dir.
¢; rasgele degiskeni Gamma dagilimina sahip oldugu durumda ve 4 = 1/f iken

momentleri yerine koyuldugunda E (X*)’iin {i¢ terimli asimtotik a¢ilim1 asagidaki gibi

olur (1 - x):

(XY = (%)4 (a +4)(a + 3)5(66: +2)(a + Da N

N[ (@+3)a+2)(@+Da | (a+4)(a+3)(a+2)(a+1Da
+(_) lml a ~h 5a? l+

B

B

141

+(1) [262 (a+2)(a+1)a_m (e +3)(a +22)(a+1)a+
a a

S(a+d)(a+3)(a+2)(a+Da 1
M S5a3 lo (ﬁ)

(a+4)(a+3)(a+2)(a+1)
584 b

E(X%) =

+%[fﬁl(a D) (a+2) @+ 3)— g, ETHDET 35)2“ RG]

(a+3)(a+2)(a+1) N
a

1

S(a+d)(a+3)(a+2)(a+1) 1
+hi S5a? l+o(—)

p*/
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9. X(t) SURECININ ERGODIiK DAGILIMININ MOMENTLERI iCIN
DORT TERIMLI ASIMTOTIK ACILIMLAR

Simdiye kadar yapilan benzer ¢aligmalarda en fazla ilk dort ergodik moment igin (¢
terimli asimtotik ac¢ilimlar elde edilirken, bu ¢alismanin 7. Boliimiinde X (t) surecinin
ergodik dagiliminin ilk bes momenti icin (g terimli asimtotik agilimlar elde edilmistir.
Ayrica, yine yenilik olarak bu bélimde, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ilk dort
momenti igin dort terimli asimtotik agilimlar elde edilmistir. Bu baglamda, ergodik
dagilimin momentlerinin kesin formiiliiniin elde edildigi 6. Bolim ve Sy, smir
fonksiyonelinin  momentlerinin asimtotik agilimlarinin  bulundugu 4. Bolim
hesaplamalarda yardimci olacaktir. Ozetle, bu bdliimiin temel amaci X (t) sirecinin n.
dereceden ergodik momentleri igin A — oo iken dort terimli asimtotik agilimlarini elde
etmektir.

Teorem 9.1. u, = E(x{*) < o kosulu saglansin. Bu takdirde, her sonlu z icin Sy
sinir fonksiyonelinin n. dereceden (n = 1,2,3,4,5) momentinin dort terimli asimtotik

acilimlarinin genel ifadesi asagidaki gibidir:

M, (2) = E(S§(») = (g) z" + (111) izt + (Tzl) [,z 2% + (:) fsz" 3 + 0(2"73).

Burada, fi,, = m":—gm i, = E(ri™),n = 1,2,3,4.

Ispat. 4. Bolimde Teorem 4.2°de Sy(,) smir fonksiyonelinin ilk alti momentinin
Laplace doniisiimleri ve Teorem 4.3’te de {i¢ terimli asimtotik agilimlari bulunmustur.
Bu teoremin ispatinda, asimtotik agilimlara bir terim daha ekleyerek ve Laplace
doniistimlerinin her bir kisminda agilimlar yerine koyulup ters Laplace doniisiimii
uygulanarak Sy, smir fonksiyonelinin dort terimli asimtotik agilimlari elde
edilecektir.

Sn(z) smur fonksiyonelinin birinci momentinin Laplace doniisiimii asagidaki gibidir:

f e V7 E (Sn(p)dz = m U, (). (9.1)
z=0
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(9.1) esitliginde bulunan U, (y)’nmn y — 0 iken dort terimli Taylor serisi agilim1
asagidaki gibidir:
1 1

r(1-e®) y{1- (1 — v A~ Dy + 0()/4))}

ﬁ+ ) =

1 . o fis
% {1 +yiy +y? (ﬂf - 7) +vy? (E = fqfi + llf) + 0()’3)}- (9.2)
1

(9.2) esitligi (9.1) esitliginde yerine koyulursa asagidaki esitlik elde edilir:

f e V°E (SN(Z))dZ =m0, ()
z=0

1 ,121 n laZ :a3 A A ~
=F+7+(u%—7)—y(g— 1uz+uf)+0(y)- (9.3)

(9.3) esitligine Tauber Abel teoremi yardimiyla ters Laplace doniisiimii uygulanirsa

E (S N(Z)) ‘nin dort terimli asimtotik agilimi1 asagidaki gibi elde edilir:

) 1 1 1
E(Sye) =z+ 1 + 0.-+0.—+o0 (Z—2>

Sn(z) smur fonksiyonelinin ikinci momentinin Laplace doniisiimii asagidaki gibidir:

f e V’E (Sh)dz = 2u, U, (U (D5 () + Uy (7). (9.4)
z=0
(9.4) esitliginde bulunan D (y)’'nin y — 0 iken dort terimli Taylor serisi agilimi
asagidaki gibidir:
2 3
Di(y) = E(xfe ™) =y —ypp + %Hs —grkatol?.  (95)

(9.2) ve (9.5) agilimlan ile gerekli hesaplamalar yapilarak (9.4) esitliginde yerine
yazilirsa agsagidaki esitlik elde edilir:

[ 2 2, (20 . .
] e V7E (S2,))dz = S+ y—; + 72 - <T3 — 30,0, + zug) +0(1). (9.6)

z=0

(9.6) esitligine Tauber Abel teoremi yardimiyla ters Laplace doniisiimii uygulanirsa

z - oo iken E (S ﬁ(z))’nin dort terimli asimtotik agilimi asagidaki gibi elde edilir:

2 2 N A 1 1
E(Sn(n) =2* + 2z + i, + 0.-+0 (Z>

Sn(z) sinir fonksiyonelinin tliglincli momentinin Laplace doniigtimii asagidaki gibidir:

J e VE (Syp)dz = 6u U, MU WD) + 3u U (DU (D5 () +
z=0
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+31 U, (UL DL (V) + 13U, (). (9.7)
(9.7) esitliginde bulunan D; (y)’nin y — 0 iken Taylor serisi agilimi agagidaki gibidir:

2 3
e _ Y
D;(v) = E(xi%e ™) = p, — yus + us+o(@¥®.  (9.8)

21k T3
(9.2), (9.5) ve (9.8) agilimlari ile gerekli hesaplamalar yapilarak (9.8) esitliginde yerine
yazilirsa asagidaki esitlik elde edilir:

6 64; 94, 1242 503 1844, 1243
A Oz 1205 Sfs 18, u1}+

[ e (sianas = -

I A R T 4 v
z=0
6, 1207 9, 603 24,4, 1843) (64, 3iid, 643
+{ ‘L;1+ étl B llzz+ Hs H1H2+ H1}+{ l131+ Halz #1}+
Y y 14 14 14 14 1 14 14
30, | 3ff N_6_ 6M 34 fs (1
+{%+ ﬂ1ﬂ2}+0(_)=_4+%+#+&+0<—>_ (9.9)
Y Y v/oovtov: vty 14

(9.9) esitligine Tauber Abel teoremi yardimiyla ters Laplace donilisiimii uygulanirsa

E(S ,f,(z)) icin z — oo iken dort terimli asimtotik acilim asagidaki gibi elde edilir:
E(Syep) = 2% +3Mz% + 30,2 + 3 + o(1).

Sn(z) smir fonksiyonelinin dordiincii momentinin Laplace doniisiimii asagidaki

gibidir:

J e Y4E (S;\L,(Z))dZ =

z=0

= 24U, MUB WD () + 24p, 0, U (W)ID; )D;(y) +
+4u, U, (UL ()D;5(y) + 12,0, (U (Y)D2(y) +
+6u, U, (UL (D5 () + 4us U, UL WD; () + o U(y).  (9.10)

(9.10) esitliginde bulunan D;(y)’nin y — 0 iken Taylor serisi agilimi asagidaki
gibidir:
+ y2 oy
D3(y) = E(xie™"™) = 3 = yia + 5 ps = 3r#e +0(r?). (9.11)
(9.2), (9.5), (9.8) ve (9.11) esitlikleri ile gerekli hesaplamalar yapilarak (9.10)

esitliginde yerine yazilirsa asagidaki esitlik elde edilir:

24 484, 604, 48Af 48uf, 32/

f e YZE (S,t(z))dz = {ﬁ + + } +

vt y3 y3 y? y?

z=0
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480, 48F 720, T72p.f1, 48[ 124, 240,40, 1643
+ T T3 T3 >t (t 3 T 2 2 (T
Y Y Y Y Y Y 14 14
240, 2402 36, 4843\ (2442 36M,0, 4843
+ T o3 T > 2 (T 3 >t (Tt
14 Y Y Y 14 14 14

120 | (43 1
o)

24 24, 124, 44 1
T s ”23+o(—2>.

vS oy v: oy v

(9.12) esitligine Tauber Abel teoremi yardimiyla ters Laplace doniisiimii uygulanirsa

(9.12)

E(Sy(») igin z - oo iken dort terimli asimtotik agilim asagidaki gibi elde edilir:
E(Syep) = 2* + 401 2° + 61,2° + 4132 + 0(2).

Sn(z) siur fonksiyonelinin besinci momentinin Laplace doniisiimii asagidaki gibidir:

| 7B (5)dz -
z=0
=120, U, ()U*()D;* (v) + 180p, U, (V) UE (¥)Di2(y) D5 () +
+40u, U, (U (y)Di(Y)D3 () + 30, U, (U2 ()D32(y) +
+5u, U, (UL Y)D;(y) + 60,0, (n)UE(y)D3(y) +
+60u, U, (U ()D; (¥)D; () + 10p, U, (UL ()D5(y) +
+20u30, U G)DA(y) + 10u3U, VUL (D5 () +
+5u,0, (DU @)D (¥) + usU, (y). (9.13)
(9.13) esitliginde bulunan D;(y)’nin y — 0 iken Taylor serisi agilimi asagidaki
gibidir:

2 3

D) = E(xi*e™ ) = g — dts + 57 e — 5717 + 0%, (9.14)

(9.2), (9.5), (9.8), (9.11) ve (9.14) esitlikleri ile gerekli hesaplamalar yapilarak (9.13)

esitliginde yerine yazilirsa asagidaki esitlik elde edilir:

[ 7 (550)dz =

z=0
120 3604, 4204, 12042 22045 1204,40, 36043
= Vo - V5 + v - v - e - e + e +
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360/ 540/ 360 36041 [ 72043
+{ ysul_ y4.“2 N y3u3 N ylélluz_ y3ﬂ1} N
1204, 16045 120444, 12042 36044/, 360ﬁf
+{ 4 3+ 3 }+ 4 3 + 3 +
Y Y Y Y Y Y
1204 24042 300444 24043 24002  360f,4 24043
+{ K1 251 N Hila M1}+{ Hi Ui la N M1}+

y® a y3 y3 a y3 y3
204 600, 604,/ 604, [ 20 1
s e - e 5 e ()
120 1204, 604, 204 1
S e ’;3+o(—>
14 14 14 14

=) (9.15)

(9.15) esitligine Tauber Abel teoremi yardimiyla ters Laplace doniisiimii uygulanirsa

E(S ,f,(z)) icin z — oo iken dort terimli asimtotik acilim asagidaki gibi elde edilir:
E(Syw) = 2° 4 50:2* + 101,2° + 104322 + 0(2?).

Boylece Teorem 9.1’in ispati tamamlanmus olur. ]

Sonug 9.1. Teorem 9.1’in kosulu saglansin. Bu takdirde, Sy, smnir fonksiyonelinin

ilk bes momentinin dort terimli asimtotik agilimlar1 asagidaki gibidir:

1
M,(Az) = E(Swam) = A2 + Ay + 0 (ﬁ)

— 2 2 A A 1
M,(Az) = E(SN(Z/D) =A2)*+ 204z + i, + 0 (Z)'
M;(1z) = E(S,?,(AZ)) = (A2)3 + 3[4,(12)? + 3fi,Az + fi3 + 0(1),
M,(Az) = E(S,‘\‘,(AZ)) = (A2)* + 4, (12)3 + 6/i,(12)? + 43z + 0(1),

Ms(Az) = E(Syip) = (A2)° + 5/, (A2)* + 10/3,(12)° + 1043(12)? + 0(2?).

Burada, fi,, = m":—gm i, = E(ri™),n = 1,2,3,4.

Onerme 9.1. E(xi*) < 4+o0 ve E({**1) < oo;n = 0,1,2, ... kosullar1 saglansin. Bu
takdirde, E ((/1(1)"M (AL 1))’in dort terimli asimtotik agilimlart A — oo iken asagidaki

gibi yazilabilir:
E((A)"M1(281)) = A" By + 412" Bp + 0(2"2),

E((AGD"M2(A81)) = A2 By + 200 A" By + Ao A" By + 0 (A7),
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E((/151)nM3(/1(1)) = /1n+3ﬁn+3 + 3ﬁ1/1n+2ﬁn+2 +
+30 A Bryq + 1327y + 0 (A1),
E((/151)nM4(A(1)) = A" B s + 4By +
+60,4"2 By + 43 A By + 0 (M),
E((/lﬁ)nMs(lﬁ)) = /1n+5ﬁn+5 + 5ﬁ1/1n+4ﬁn+4 +
+10/,A™3 B3 + 10434215 + 0(A7F2).

Burada, My (1z) = E(SII\{I(AZ))' k=15, Brn=EQ]), fin = P o =EQ{™),n =

(n+D)pq’
1,2,3,4’tir.
Ispat. Teorem 9.1 yardimiyla M; (Az) nin agilim1 asagidaki gibidir:

1 1
M;(Az) = E(SN(;LZ)) Az + [, + 0 (/1 E ——g,1(12).
Burada, lim g,(4z) = 0’dur.
Z—>00

Bu takdirde,

1 1
E((25)"M3(26) = f (/12)”</12+u1+0 o )zgluz))dﬂz)

= ] A2)" Y dr(z) + i, J Az2)"dn(z) + J (12)"%g,(1z) dn(z)
0 0 0

= MEQE) + MATEQT) + 0. 2E ) + o(1h?)

= A" Bppr + A" B + 0(A"72).
Yardime1r Teorem 7.1°in yardimiyla | 000(/12)"_2 g1(A2) dr(z) = 0(A""2) oldugu
gorilmektedir.

Teorem 9.1 yardimiyla M, (Az) nin agilhimi asagidaki gibidir:

1
— g.(A2).

M,(A2) = E(Sfp) = (A2)* + 2 Az + i, + P
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Burada, lim g,(1z) = 0’dur.
Z—>00

Bu takdirde,

‘ 1
E((Azl)an (/1(1)) = f (Az)" <(/12)2 + 20,4z + 1, + A_Zgz (AZ)> dm(z)
0
= f (A2)"*2dn(z) + 24, f (A2)"ldn(2) +
0 0

0, f QD)™ dn(z) + f (2" g,(12) dn(2)
0 0

= AMRE(R) + 2 A BT + @ ATE Q) + 0.7 + 0(m)

= 2 Bniz + 20 7 Brgy + 1247 By + 0 (A1),
Yardimer Teorem 7.1°in yardimiyla | 000(/12)”_1 g,(1z) dm(z) = o(A" 1) oldugu
gorulmektedir.

Teorem 9.1 yardimiyla M5 (Az) nin agihmi asagidaki gibidir:
Ms(1z) = E(Sygn) = (A2)* + 31, (A2)? + 31,z + i3 + g5(22).

Burada, lim g;(1z) = 0’dur.
Z—>00

Bu takdirde,

E((A8)"M3(24y)) = f(/lz)"((lzf +301(A2)? + 3,2z + i3 + g3(A2)) dn(z)
0
= j(/’lz)”+3 dr(z) + 34, J (A2)"*2dn(z) + 3, J (A2)" 1t dr(z) +
0 0 0

+ﬁ3f(lz)" dn(z) +f(/12)“g3(ﬂz) dn(z)
0 0

— An+3E(€1n+3) + 3ﬁ11n+2E({{l+2) + 3ﬁzln+1E(€{l+1) + [23lnE(({l) + O(An)
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= A3 Bss 4 3 A2 By + 31 A" By + i3 A7 By + 0(A™).

Yardimci Teorem 7.1’in  yardimiyla fooo(/’lz)"g3 (A2) dn(z) = o(A™) oldugu
gorulmektedir.

Teorem 9.1 yardimiyla M, (Az) nin agilhimi asagidaki gibidir:
M,(Az) = E(S;\*,(AZ)) = (A2)* + 404, (A2)3 + 6/1,(12)? + 4fi3Az + 1zg,(Az).

Burada, lim g,(4z) = 0’dur.
Bu takdirde,
E(QQ)”’W@Q)) =

= f A2 ((A2)* + 41, (A12)° + 6fi,(12)? + 4322 + A2g4(A2) ) dre(2)
0
— f(/lz)’“’“ dr(z) + 44, f (A2)"*3 dr(2) +
0 0
+6/, f (A2)"2dn(z) + 4/, f (12)"dn(z) + f (A2)"*1g,(1z) dn(z)
0 0 0

= MHEQT) + 40, A" BE (1) 4 60,A"P2E((1) +
+4ﬁ3/1"+1E(C{”1) + O(/ln-"l)
= " Bia + AL A3 B s + 60, A2 B n + 403 By + 0 (A,

Yardimer Teorem 7.1°in yardimiyla | Ooo(/lz)"+1 ga(12) dm(z) = o(A™*1) oldugu
gorulmektedir.

Teorem 9.1 yardimiyla Mg (Az)’nin agilhimi asagidaki gibidir:
Ms(AZ) = E(SI?I(AZ)) =
= (12)° + 50, (A2)* + 1042, (12)3 + 1045(12)? + (1z)%gs(12).

Burada, lim gs(1z) = 0’dur.
Z—00

E((Afl)nMs (/1(1)) =
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- f QD™ ((A2)° + 5, (A2)* + 104, (A2)° + 1045 (12)? + (A2)2gs (1)) de(2)
= f (A2)"*> dn(z) + 54, f (Az2)"* dr(2) +
0

+104, f (A2)™3 dn(z) + 10/, f A2)"*2 dn(z) + f (A2)"*2gc(1z) dn(z)

_/111+5E(Zn+5) +5,[11/1n+4E(( +4-)+ 10#2){n+3E(€n+3) +
+10‘a3/1n+2E(q1+2) + 0(/1”+2)

= By + S By + 1002 By + L0A 2P + 0(AT).
Yardime1 Teorem 7.1°in yardimiyla | Ooo(/lz)”+2 gs(1z) dn(z) = 0(A™*2) oldugu
gorulmektedir.
Burada, fi; = 2“72 = EQi™),n=1,2; B, = E((T),r =0,1,2,..’dir.
Boylece Onerme 9.1’in ispat1 tamamlanmis olur. ]
Teorem 9.2. E(n;) >0, E(}) < oo, E(x{*) <0 ve E((*!) < 0;n =0,1,2, ...
kosullart saglansin. Bu takdirde, A — oo iken X(t) siirecinin ergodik dagilimmin n.

dereceden (n = 1,2,3,4) momentinin dort terimli asimtotik ag¢iliminin genel ifadesi

asagidaki gibi gibidir:
3) ( By ﬁz> 1<ﬁ1ﬁz ﬁi’ﬁl) 1
B0 =4 b f), L (0 @A), 1)
(%) =38+ ( ~h, B 2p) T\ 2R T B 22

E(X?) =2%B, + A (2"11,31 ﬁi) + (Cz 2m1.u1§ + i §2> +
1

S

1<ﬂ3 Mafl,  2M, 05, ﬁ%ﬁz) <1>
+ol=)

A

Tl) mlﬁn—l (Tl) H1 Bnl +

Q) = () A 4+ A [(1 5
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+ A2 l(;l) CoPn-2 — (711) My fy ﬁ;;;l + (Z) i %l *

5| s = () ot Bt ()i ot - () i 3] +

+o(A"3),n = 3,4.

Burada £, = L™ i =1, C, = 22 — iy, Cs = iy — 6, My, + 6M3, M, =

(n+1)B,’
Mp+1  ~ _ _Hn+a — n — n — +n _ > 1:
(n+1)m1’ Un = (n+1)ﬂ1’ ﬁn - E((l )’ mn - E(’h) ve Un = E(Xl )l n= 1'2' dlI'.

Ispat. Calismanin 6. Boliimiinde elde edilen X (t) siirecinin ergodik dagilimimin birinci
momentinin kesin ifadesi asagidaki gibidir:

1
EQO B (26,M,280) = 3 E(M,50)} + €. 9.16)

1
~ E(My(A3)))

Burada, E(A{Mi(A8,)) = [, AzM;(Az) d(z), My(Az) = E(Sy,) k = 1,2 ve

A~ A~ m .
C, = m,, M, = —="dir.
2m1

Onerme 9.1°de elde edilen E ((Afl)an (Afl))’in asimtotik agiliminda ilgili rakamlar
n ve k’nin yerine verildigi takdirde bulunan agilimlar (9.16) esitliginde yerine

koyuldugu takdirde,

E(X) = {[12,32 + 4B, + o(1/)] —

{AB1 + 4y +0(1/2%)}

1
~ S V2B, + 20,28, + i, + o1/ D]} + 7y

A A 2 ~ 3 ~
~m i Gg) ~G) @ F @) e

1 {Azﬁz iy Al:hﬁz_l_l:hl:lz ﬁ%ﬁz ljfﬁz (1>}+

2 2 2B, 2B 282  22B? e

"B "\

:%4_ fﬁ _% +1 @_ﬁ +l %_% +0(i>
260\ 2p7) A\287 2B) A2\2B7 2B} A2
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BAl A )81 ‘122 1 .‘21!22 ﬁ::l))ﬁl 1
00 = + () 5 (231 e w500+ (3)

HH 5 — Bn+1 h o — Mp41 A Hn+a —
elde edilir. Burada f8,, = DAL Bo =1, M, = Gaoms fn = —(nﬂ)# = E({),

my, = E(mY) ve u, = EQ{™),n =1,2,.. dir.

X (t) siirecinin ergodik dagiliminin ikinci momentinin kesin ifadesi asagidaki gibidir:

1
E(X?) = E((28)?M;(18,)) — E(AL My (A4,)) + §E(M3 (A¢)) +

;{
E(M1(/1(1))
+C1[ZE (/1(1M1 (/1(1)) —E (Mz()l(1))]} + C,. (9.17)

Burada, E((/l{l)"Mk(/Ml)) = fooo(/lz)”Mk(/lz) drn(z),n = 1,2, M, (Az) =
E(Skan) k =123, C; = My ve C, = 2} — My dir.
Onerme 9.1°de elde edilen E ((A(l)"Mk (A(l))’in asimtotik agiliminda ilgili rakamlar

n ve k’nin yerine verildigi takdirde bulunan agilimlar (9.17) esitliginde yerine

koyuldugu takdirde,

E(X?) = {[A%B3 + 11,4°B, + o(D)] -

1
{AB1 + g +0(1/2%)}
1
—[A3B5 + 20, 2% B, + 12281 + o(D)] + 3 [A3B5 + 30, 4%B, + 33,481 + fiz + 0(1)]
+2m, [/12,32 + ARy + o(1/D)] — My [/1232 + 204 AP + iy + o(1/D]} + G,
_ 1 A (N 1
~ B, {1 TR (,1,31> (/1/31> o ( )}

/13
{ Bs | A28, + % — My, + 0(1)} +C,

1 (23 Ui A2 mqyAl
_ { B3 + A28, + H3 iy fiy — 153 _ 15, n
3p1 B

AZBs  MipiB,  A3Bs }
+ + — +o(1)¢+C
32 Bz 3B} ?
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_ /12:83 mlBZ ﬁ1183 T/ﬁ'liallBZ ﬁ%ﬁ3
=38, ”( B 3ﬁf>+<C2_ gz " 3,313>+

1<ﬁ3 7’7\11122_1_7?11!2%[?2 lﬁﬁ3>+ <1>

+_ —_ _ ol—
A\3B1 B B: 3B+ A
E(X?) = 2B, + 2 (27?1131 — &) + (Cz — 2myfy & + A} ﬁ_§> +
:81 ,81 ﬁl

1<ﬁ3 Mufly 2036, ﬁ%ﬁz)_l_ <1>

+= - + - o)
A3 B th By A

A

elde edilir. Burada £, = Of':—w Bo=1,C, = 2 — iy, Ty = ooy iy =

ni g = B, my = EGR) Ve iy = EGE™,n =12, . dir.

X (t) stirecinin ergodik dagiliminin {i¢lincii momentinin kesin ifadesi asagidaki gibidir:

3
E(X?) = ) {E(A0)° My (A40) = S E((A61)* Mo (A41) +

E(M, (25,
1
+E (A M; (/151)) - ZE(MAI-(A(I)) +
+C,[3E((A01)*M; (A1) — 3E (A M,(A8,)) + E(M3(A31))] +

1
+3C, [E(/l(lMl (A¢)) — EE(M2 (,1(1))]} + Cs. (9.18)

Burada,  E((A{)"M(13y)) = fooo(/lz)”Mk(/lz) dr(z),n =123, M,(1z) =
E(Sxon) k =123,4,C, =My, C, = 2% — M, Ve C3 = My — 6/ M, + 65 tiir.
Onerme 9.1°de elde edilen E ((A{l)”Mk (A{l))’in asimtotik agiliminda ilgili rakamlar

n ve k’nin yerine verildigi takdirde bulunan agilimlar (9.18) esitliginde yerine

koyuldugu takdirde,

1
{AB1 + Ay + 0o(1/1)}

E(X®) = {[A*Bs + 02 A°B3 + 0 (V)] —
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3
) [A*By + 202,23 B3 + 1,42, + 0(A)] +
+[/14,84 + 3.&113,83 + 3ﬁ2/12ﬁ2 + 346 + o(A)] -
Lo, A a3 A 22 R
2 [A*Bs + 401 4° B3 + 6[i,A° B, + 4i3AB; + 0(A)] +

+3m [ + 322, + o(D)] —
=3y [A3B5 + 20, A% B, + 1A + o(D)] +

+11 [A3 B3 + 303 A% By + 3l A1 + iz + o (D] +

N 3 1
+3C, (228, + 1,78, + 0 (I)] -6, [/1232 + 20,8y + fiy + 0 (Z)]} 4G

)

E(X®) = /1;31 {1 N /1[2[;1 * (,{21)2 N (%)3 O

A4 3
{ f‘* + Ay + 5 G2, + 0(/1)} +Cy

3C,1%8;  MABs MaliABs  3CaiuAB;
2 4B, 2 2B

1 (BB
_Tﬂl{ 4 +mllﬁ3+

ATA%By N M AT AiAB,
4p7 B 4p7

+ 0(/1)} + C;

_ABs T (T?hﬁs _/1134) +/1<36232 My fi1 s ﬁf[ﬁ) 4

15, B 4B 26, B ap

3C, 4 My 03
+<C3 _ 2017 14583 A7 P4

287 T ‘431*)*"(”

E(X3) = 23ps + 22 (31?111?2 — %) + (36231 = 3y g + i ?) +
1
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3C,0 B, 3ma2B, [3B
+<C3 _ 2011 N 141 B> _H153

5, B >+ o)

elde edilir. Burada £, = B Bo =1,C, = 2m% — M, C3 =My — 6/, +

(n+1)B,’
~ ~ mn A Un — — —
6y, My = 5 fin = Gy B = B, ma = EMT) Ve pn = EGH™)m =
1,2,..’dir.

X(t) siirecinin ergodik dagilimimin dordiincii momentinin kesin ifadesi asagidaki

gibidir:

E(X") = ) {E((A¢)*M,(18y)) — 2E((A81)3M,(A3)) +

E(My (24,
1
+2E((A(1)2M3 (/1(1)) > E(AQM:}(AQ)) + EE(MS(AQ)) +

+C1[4E((A4)3M1(A4,)) — 6E((A)*Mo(A8,)) +
+4E (A3 M5(28,)) — E(M4(A3)] +
+2G,[3E((A01)2M1 (A1) — BE(AL Mo (A4y)) + E(M5(A41))] +
+2C5[2E(A My (18,)) — E(M3(A3)]} + Ca. (9.19)

Burada, E((A0)"M(A0))) = ["(A2)"My(Az) dm(z),n = 1,234, My (Az) =
E(Sxon) k =12345, C, =My, C, = 2% —M,, C3 = Mz — 6/ M, + 65 Ve
C, = —M, + 8M, M3 + 6M3 — 36M2Mm, + 24m; tiir.

Onerme 9.1°de elde edilen E ((A{l)”Mk (A{l))’in asimtotik agiliminda ilgili rakamlar

n ve k’nin yerine verildigi takdirde bulunan agilimlar (9.19) esitliginde yerine

koyuldugu takdirde,

E(X*) = {[A°Bs + @ A* By + 0(22)] —

{AB1 + 4y + 0(1/2)}
—2[°Bs + 201 2* By + [1,2° B3 + 0(AH)] +
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+2[2°Bs + 31 A* By + 30,43 B3 + 1347 B, + 0(AD)] +

—[A5Bs + 41 A* By + 61,23 B3 + 41322 B, + 0(AD)] +
1 s I ~ 23 " 22 2
+§ [A°Bs + 5014% By + 10£1,A° B3 + 10/i34%F;, + 0(A%)] +

+41 [A1By + 0y A3 B3 + 0 ()] — 67 [A*B, + 20,23 B3 + 0,228, + o(D)] +
+41, [A*By + 30423 B3 + 311,42, + fisAB; + 0(D)] —
— 1, [A* By + 40,235 + 61,42 B, + 41318, + o(D)] +
+6C,[1°B5 + 1A%, + o(1)] = 6C,[1° B3 + 24,4 B, + [1,AB; + o(1)] +
+2C,[2Bs + 3 A B, + 30,48, + fis + o(D)] +

+4C; [/12,32 + Ay +0(1/2)]-2C5 [/1232 + 24Py + iy + o(1/D)]} + Cy

A A~ 2 A 3
E(xY) = /1;1 {1 N /1[21 + (/{l[;) N (/1”_/31) o (%)}

/15
{—Sﬁ >+ A, + 20,2385 + 2C5 228, + 0(/12)}
1 (2Bs
= e+ ARy + 20,436 + 20322, —
ABi{ 5
_ A1 A*Bs B My 2 By _ 20,04 A%B;  iABs | M7, — A" Ps + O(AZ)}
561 B1 P 561 pi 56

2 Bs (mm ﬁ1/>’5> <zcz/>>3 iy By n%ﬁ5>
=05y 3 (e 22 -
sp, T\ spz) T T TR tee) T

" (26332 2CuPBs MGy A3Bs

BB TR ‘sm*)*"“)
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E(X*) = 28, + A3 <4m1/33 ?‘) + 22 <6CZBZ A fiy §3 + %g ) +
1 1
s 6CMpB,  Amipifs  @3P
+2 <4C3ﬁ1 - 2/311 2+ ;121 > _ ;;) +0o(})

elde edilir. Burada 3, = (n/i—l)ﬁ Bo=1,C, = 22 — Ry, C3 = My — 6P, +
1

~3 o~ _ Mpya A Hn+4a — n n =
6m1' mn - (n+1)m1' .un - (n+1)#1’ BTL E((l) mn - E(Tll) Ve :un - E(X ) n=

1,2, .. dir.

Boylece Teorem 9.2°nin ispat1 tamamlanmis olur. ]

Sonug 9.2. Teorem 9.2°nin kosullar1 saglansin. Bu takdirde, 4 — oo iken X(t)
stirecinin ergodik dagilimimin ilk dort momentinin dort terimli asimtotik agilimlari

asagidaki gibi yazilabilir:
5 Bl) ( Bl .‘22 1 .ﬁlﬁZ ﬁ::lgﬁl 1
E(X) =1 +<m T | L B | e NGe —|—o<—>,
(=g BT 28,) T \28T T R 2

E(X?) =22, + 1 <2m1,81 ﬁz) (cz 2mlulg + 2 §2> +
1

+_

1 < fi3 _ M, N 27, 3 B _ ﬁfﬁz) Lo (1)
A\3B1 B p B '

E(X3) = 23f; + 22 <3m1ﬁ2 g"“) +2 (36231 3, fly '/;2 + 2 ?) +
1 1

3C,0 B, 3my a8, p3f
+<C3— 2H1ﬁ1+ 14182 1P

5, g7 p >+ o),

E(X*) = 2*B, + A3 (41?111?3 — i &) + 22 <6Czﬁz — 4y fiy —~ b + 2 A 4) +
p1 p1 Bi
. 60,00, 4m0%B. 438
) <4C3,81 _ 20102 n 1#21,33 _ H1§4> +o().
p1 Bi Bi
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Burada £, = 2L By =1, C, = 22 — iy, Cs = fily — 6/ M, + 6M3, M, =

(n+1)B;’
Mnp+1 A Hn+a — n — n — +n _ 5 12
(n+1)m1’ M‘n - (n+1)#1’ ﬁn - E((l )’ mn - E(’h) ve .un - E(Xl )l n= 1'2' dlI'.
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10. SONUCLAR

Bu tez calismasinda stokastik sureclerin 6nemli bir modifikasyonu olan genel
miidahaleli rasgele yiiriiyiis siireci ele alinmustir. Incelenen X (t) streci literatiirde
“Kesikli sans karisimli yari-Markov siiregler siifi” olarak bilinen genis bir sinifin
uyesidir. Bu ¢alismada ele alinan siiregle bir bakima daha dnce yapilan kesikli sans
karisimli rasgele yiiriiyiis siireclerinin genellemesi yapilmistir. Onceki ¢alismalarda
miidahaleler sadece 6zel dagilimlar (simetrik tiggensel dagilim, Gamma dagilimu, tistel
dagilim, Weibull dagilim...) alabilmekteyken bu g¢alismada miidahale keyfi bir
dagilima sahip olabilmektedir. Bulunan sonuglar yardimiyla bazi durumlar diginda
(normal dagilim gibi) 6nceki ¢alismalar, bu ¢alismanin 6zel durumu haline gelmistir.
Elde edilen sonugclar, literatiiriin bir kismin1 bir ¢ati altina toplamaktadir. Analitik
sonugclar literatiirde biiyiik 6nem tasimaktadir, ancak uygulamada kullanimlar1 zorluk
yaratmaktadir. Bu nedenle bu ¢aligmada yaklasim yontemi olarak asimtotik yontem
kullanilmistir. Baz1 asimtotik agilimlarin ve kesin ifadelerin genel formiilleri
bulunmustur. Rasgele yiirliyiis siiregleri sinifi igin literatiirdeki ¢alismalar siireglerin
duragan karakteristikleri, yenileme fonksiyonu, siir fonksiyonelleri ve limit
dagilimlar1 olarak gruplanabilmektedir. Bu ¢aligmada, bu temel konularla ilgili
bulgular elde edilmistir.

Ik olarak, genel miidahaleli rasgele yiiriiyiis siirecine karsilik gelen X(t) sireci
matematiksel olarak insa edilmistir. Calismanin 3. Boliimiinde, genel ergodik teoremi
iki 6nemli varsayimin saglandigi gosterilerek ispatlanmistir (Gihman ve Skorohod,
1975, s. 243). X (t) siirecinin ergodik dagiliminin ve karakteristik fonksiyonunun kesin
ifadeleri bulunmustur. Rasgele yiiriiyiis siireclerinde X (t) strecinin karakteristik
fonksiyonu biiylik 6nem tagimaktadir. Siirecin duragan karakteristiklerinin kesin
ifadelerinin ve asimtotik ac¢ilimlarinin elde edilmesinde giiclii bir rolii vardir. Bu
nedenle kullanimi daha kolay olan kdprii gorevi gorecek olan karakteristik fonksiyonu
ihtiyact dogmaktadir. Bu baglamda, Khaniyev (2003)’in bu alanda degerli
calismasinin 1s1ginda, rasgele yiiriiyiis siirecinin temel 6zdesligi (Feller, 1971, s. 600)
yardimiyla X (t) siirecinin ergodik dagilimimin karakteristik fonksiyonu Sy, sinir

fonksiyonelinin ve n; rasgele degiskeninin karakteristik fonksiyonlar1 ile ifade
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edilebildigi gosterilmistir. X (t) siirecinin ergodik dagiliminin karakteristik fonksiyonu
bu calismanin agirlik merkezini olusturmaktadir. Bu nedenle, ¢aligmanin geriye kalan
kisminda etkili bir bi¢imde kullanilmis ve sonuglarin elde edilmesinde yardimci
olmustur.

4. Bolimde smir fonksiyonelleri stokastik siireglerin énemli karakteristiklerinden
olmas: sebebiyle ayrmtili bir sekilde incelenmistir. Sy(y,) simir fonksiyonelinin
moment ¢ikaran fonksiyonu ve momentleri i¢in kesin ifadelerin yaninda asimtotik
acilimlar da elde edilmistir. Bu ¢alismada, Laplace ve Laplace Stieltjes doniisiimleri
kesin ve asimtotik ifadelerin elde edilmesinde etkin olarak kullanilmis, 6nemli birer
matematiksel ara¢ olmustur. Sy(;,) sinir fonksiyonelinin ilk on momentinin Laplace
doniistimlerinin kesin ifadeleri elde edilmis, elde edilen ifadeler ve pargalanis
fonksiyonu (Abramowitz ve Stegun, 1972, s.825) yardimiyla genel bir formiil
bulunmustur. Bulunan kesin ifadeler yardimiyla Sy(,,) smir fonksiyonelinin ilk alti
momentinin (¢ terimli asimtotik agilimlar1 elde edilmis, X(t) slrecinin ergodik
dagilimimnin  momentlerinin  asimtotik  ac¢ilimlarinin  hesaplanmasina  zemin
saglanmstir.

Calismanin 5. Boliimiinde, 1 — oo iken X (t) siirecinin lineer bir doniisiimii olan W (t)
strecinin limitteki ifadesini bulunmus, zayif yakisama teoremi ispatlanmistir. Ozetle,
W (t) siirecinin ergodik dagiliminin karakteristik fonksiyonunun ¢, (8) karakteristik
fonksiyonuna yakinsadig1 gosterilmistir. Bu asamada, karakteristik fonksiyonlar igin
streklilik teoremi (Feller, 1971; Lukacs, 1970) yardimiyla W (t) surecinin ergodik
dagiliminin, miidahaleye karsilik gelen rasgele degiskenler dizisinin tirettigi yenileme
stirecinin kalan 6mrindn limit dagilimina zayif yakinsadigi ispatlanmustir.

6. BOlimde, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ilk bes momenti, Sy, smir
fonksiyonelinin ilk alti momenti ile ifade edilmistir. Bu asamada, daha 6nce 6nemi
vurgulanan X(t) surecinin karakterisitik fonksiyonun momentler tzerinden Taylor
acilimi kullanilarak elde edilen agilimlarin birebir eslestirilmesiyle sonuglar
bulunmustur. Ayrica, simdiye kadar yapilan benzer ¢aligmalarda en fazla ilk dort
ergodik moment igin kesin ifade elde edilmistir. Bu boliimde, X (t) slrecinin ergodik
dagiliminin n. momenti igin genel bir ifade elde edilmis ve genel ifadenin gegerliligi
besinci ergodik moment hesaplanarak gosterilmistir. Bu baglamda, daha yiiksek
dereceli ergodik momentlerin kesin ifadelerinin bulunmasinin yolu agilmistir. Ciinkdi,

ergodik momentlerin hesaplanmasinda yardimci olan ve temel bir 6nem tastyan Sy ;)
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siir fonksiyonelinin yiliksek dereceli momentleri i¢in kesin ifadeler hali hazirda
calismanin 4. Boliimiinde elde edilmis bulunmaktadir.

Calismanin 7. Boliimiinde, bir dnceki boliim ve 4. Béliimiin bulgular1 yardimiyla X (t)
siirecinin ergodik dagiliminin ilk bes momentinin ii¢ terimli asimtotik agilimlar1 elde
edilmis, E(X™)’in ¢ terimli asimtotik a¢ilimi i¢in genel bir formiil bulunmustur.
Ergodik momentlerin kesin ifadeleriyle benzer sekilde, simdiye kadar yapilan
caligmalarda en fazla ilk dort ergodik moment i¢in ii¢ terimli asimtotik agilimlar elde
edilmistir. Calismanin bu bdliimiinde, asimtotik acgilimlar yine ii¢ terimli alinarak
ergodik momentlerin derecesi bir adim ileriye taginmistir.

8. Bolimde, X(t) siirecinin ergodik dagilimimin ilk dért momentinin U¢ terimli
asimtotik acilimlari ile calismamizin 6zel durumlari olan Khaniyev vd. (2008), Aliyev
vd. (2009), (2010), (2014) makalelerinin sonuglar1 karsilastirilmistir. Genel durumda
bulmus oldugumuz agilimlarin dogrulugu ve kullanighiligi gosterilmistir. Boylece,
calismamizin farkli dagilimlara sahip miidahaleli rasgele yiiriiyiis siiregleri ile ilgili
calismalarin bir bakima genellemesi oldugu anlasilmaktadir.

Calismanin 9. Bolimiinde ise, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ilk dért momenti
icin dort terimli asimtotik agilimlar elde edilmis ve E(X™)’in dort terimli asimtotik
acilimi ic¢in genel bir formiil bulunmustur. Bu asamada, hesaplamalarda yardime1
olmasi agisindan Sy, sinir fonksiyonelinin ilk bes momentinin dort terimli asimtotik
acilimlart bulunmustur. Sinir fonksiyonelinin dort terimli asimtotik aciliminin
hesaplanmas1 ergodik mometlerin dort terimli asimtotik agilimlarin elde edilmesinin
ontinii agmaktadir. DOrt terimli asimtorik agilimlarin bulunmasi, bu konunun
literattirlinde yeniliktir. Clink, daha dnceki ¢alismalarda ilk dort ergodik moment igin
en fazla ¢ terimli asimtotik agilimlar elde edilmistir. Bu baglamda, dort terimli
asimtotik acilim elde etmek 6nem tasimaktadir. Ergodik momentlerin G¢ terimli
asimtotik ac¢ilimlarinin kesin ifadelere yakinligi bu ¢alismanin 6zel bir durumu olan
Aliyev vd. (2010) calismasinda gosterilmistir. Bu durum, dort terimli asimtotik
acilimlarin kesin ifadelere ¢ok daha yakin sonuglar vereceginin igaretidir.

Calismanin Ek Boltiimiinde, yenileme ve 6diillii yenileme siiregleri ve rasgele yiiriiyiis
stiregleri gibi siireglerde biiylik nem tasiyan yenileme fonksiyonunun 6zel bir durumu
incelenmistir. Bu c¢alismanin hesaplamalarinda g¢okga kez yenileme fonksiyonu
kullanilmistir. Bu baglamda, n. dereceden Erlang dagilimma sahip rasgele

degiskenlerin tirettigi yenileme fonksiyonu i¢in genel ve kesin ifadeler elde edilmistir.
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Ayrica, ilk ti¢c dereceden Erlang dagilimina sahip rasgele degiskenler tarafindan

Olusturulan yenileme siirecinin varyansi i¢in kesin ifadeler bulunmustur.
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EK A: OZEL BiR DURUMDA YENILEME SURECINIiN BEKLENEN
DEGERI VE VARYANSI iCiN KESIN iFADELER

Laplace doniisiimii yontemi yenileme siireclerinde yenileme sayilarinin olasiliksal
karakteristiklerini bulmak i¢in sik¢a kullanilmaktadir. Yenileme sayilarinin beklenen
degeri olan yenileme fonksiyonu bu siirecler i¢in biliylik 6nem arz etmektedir. Bu
calismada Erlang dagilimina sahip rasgele degiskenlerin tirettigi yenileme fonksiyonu
icin genel ve yenileme siirecinin varyansi kesin ifadeler elde edilmistir. Stok kontrol,
guvenilirlik, kuyruk ve sigorta gibi siire¢ler 6nemli ve yaygin stokastik siireglerdir. Bu
strecler icin toplam maliyet, dongu sireleri, eksiklik gibi temel hesaplamalarda
yenilemelerin sayisi yani yenileme fonksiyonu kullanilmaktadir. Literatiirde yenileme
fonksiyonlarmin kesin ve yaklasik ifadeleri lizerine birgok degerli ¢aligma
bulunmaktadir. Smith ve Leadbetter (1963), Weibull dagilimina sahip rasgele
degiskenlerin {irettigi yenileme fonksiyonu i¢in kapali bir formda asimtotik a¢ilim elde
etmistir. Baxter ve Scheuer (1982), genellestirilmis kiibik dondiirme algoritmasi
yardimiyla gesitli dagilim fonksiyonlari igin yinelemeli konvoliisyon integralleri
hesaplamislardir. Bu algoritmayla yenileme fonksiyonu, varyans fonksiyonu ve farkl
parametrelerle bazi dagilimlarin (Gamma, ters Gauss, Lognormal, kesik normal)
yenileme fonksiyonu integralleri i¢in yaklasimlar elde etmislerdir. Smeitink ve Dekker
(1990), calismasinda oOnerdikleri yaklagimin ana fikri, yenileme fonksiyonunun,
gelisler arasinda gegen siirenin kiigiik oldugu durumda dagilim fonksiyonuna
neredeyse esit olmasidir. Buna ek olarak, gelisler arasinda gecen siire arttiginda
yenileme fonksiyonunun rasgele degiskenin birinci ve ikinci momentleri yardimiyla
asimtotik yollarla ifade edilebilmesidir. Ayrica, daha yakin sonuglar elde etmek igin,
gii¢ serisi agilimlart ve kiibik dondiirme algoritmasini da calismalarinda tavsiye
etmektedirler (Baxter ve Scheuer, 1982). Frees (1986), yenileme fonksiyonu i¢in farkli
bir yaklagim izlemistir. Frees (1986) yenileme fonksiyonu i¢in parametrik olmayan bir
tahminci Onermis ve tahmin edicinin tutarlilifini ve asimptotik normalligini
kanitlamistir. Xie (1989), yenileme fonksiyonu ile ilgili caligmasinda RS yontemini
kullanmistir. Bu yontem numerik Reimann-Stiltjes integrasyonu lizerine kurulmus

yenileme tipli integral denklemleri ¢6zmek iizerinedir. Kullanimindaki kolaylik,
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yakinsama ve uygulanabilirlik bakimidan 6nemli bir yontemdir. RS yonteminin
ozellikle olasilik yogunluk fonksiyonunun aykir1 oldugu durumlarda kullanigh oldugu

sOylenebilir. Yenileme denklemi asagidaki gibi verilebilir:

M(t) = F(t) +fM(t—s)dF(s).

Burada, F(t) yenileme fonksiyonunu ireten rasgele degiskenin dagilim
fonksiyonudur. RS y6netiminin temelinde fabf(x)dg(x) integralinin ¢6zimdi icin
yaklasimlar yatmaktadir. Xie (1989), giivenilirlik teorisinde de sik kullanilan Weibull
dagilimi igin farkli parametrelerle RS yontemiyle niimerik caligsmalar yapmustir.
Buldugu sonuglarin performansi iyi olmakla birlikte, kesin ifadeler elde etmemistir.
Jiang (2008), Weibull dagilimina sahip rasgele degiskenlerin iirettigi yenileme
fonksiyonu hesaplamak icin seri kesme yaklasim yontemi Onermistir. Onerilen
modelde, Weibull dagilim fonksiyonunun n katli konvoliisyonu yaklasik olarak
Gamma ve Normal dagilim fonksiyonlarmin bir karmasi olarak ifade edilmistir. Ug
cesit modeli ele almistir. Bu modeller sirasiyla, Normal seri modeli (NS), Gamma seri
modeli (GS) ve Gamma-Normal seri modeli (GNS) seklindedir. Cui ve Xie (2003),
Normal seri (NS) yaklasim modelini asagidaki gibi ifade etmistir:

Ng
np o [ET T . t—nu
F(t) ~ CD[—\/HU ],M(t) ;cb[ =
Burada,  u=al(1+1/B),0% = a?[T(1 +2/B) — T2(1 + 1/B)], F(t) = 1 —

B
exp [— (é) ], a ve B ise Weibull dagiliminin parametreleridir.

N 'f{ cb[t_n” <}
= Inryn: E¢.
€ Vno

Burada, ¢ literatiirde genellikle 1076 veya 10~7 seklinde kullanilmaktadir. N, ise seri
modelinin yakinsama hizin1t gostermektedir. Gamma seri modelindeki (GS)
motivasyon ise Gamma dagilimmin Weibull dagilimma benzerlikleridir. Bu
benzerlikler, iki dagilimin da carpik olmasi ve (0,0) arasinda tanimli olmasi,
parametreleri 1’e esit olunca iki dagilimin da iistel dagilima indirgenmesi ve olasilik
yogunluk fonksiyonlarinin azalan ve tek tepeli olmasi seklinde listelenebilmektedir.

Gamma serilerinden Weibull serilerine ulagsmaktaki ana fikir ise bagimsiz n tane
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Gamma rasgele degiskeninin toplaminin bagimsiz n tane Weibull rasgele degiskeninin
toplamina yakinsamasidir. Jiang (2008), NS ve GS yaklasimlarinin bir kombinasyonu
olan Gamma-Normal seri modelini (GNS) 6nermis ve farkli parametrelerle Weibull
dagilimina sahip rasgele degiskenlerin iirettigi yenileme fonksiyonu i¢in daha yakin
yaklagimlar elde etmistir. Yenileme fonksiyonunun Laplace doniisiimii baz1 durumlar
icin rasyonel olarak ifade edilebiliyorken, bazi durumlarda rasyonel olarak ifade
edilememektedir. Chaudhry v.d. (2013), yenileme fonksiyonunun Laplace
doniistimiinlin rasyonel olmadiglr durum i¢in Pade yaklasim yontemini kullanmis ve
diger calismalarla karsilastirma analizleri yapmislardir. f(s) = [ 0+O° e StdF (t)
Laplace doniisiimiiniin rasyonel olmadigi durum i¢in Pade yontemini asagidaki gibi

ifade etmislerdir:

Burada M,, = f0+°° x™dF (x), F(x) yenileme fonksiyonunu Ureten rasgele degiskenin

dagilim fonksiyonudur. Bu tanimlar yardimiyla rasyonel yaklasim fonksiyonunu

asagidaki gibi vermislerdir:

N(s) =0 bns™
D(s) YL_,a,s™

fo =

Erlang, Gamma, Weibull, Lognormal gibi dagilimlara sahip rasgele degiskenlerin
Urettigi yenileme fonksiyonlari i¢in parametre varsayimlariyla yaklagik formiiller elde
etmislerdir. Gortilebilecegi gibi simdiye kadar belirli dagilimlara sahip rasgele
degiskenlerin tirettigi yenileme fonksiyonlar1 i¢in yaklasik ifadeler elde edilmis, ancak
kesin ifadeler elde edilememistir. Bu g¢alismada, 6zel bir durum olarak Erlang
dagilimina sahip X,, rasgele degiskenlerin tirettigi yenileme fonksiyonu icin kesin ve
acik formiiller elde edilmistir. Ayrica yenileme siirecinin iki momenti ve varyansi igin
bazi durumlarda kesin ifadeler bulunmustur.

Yenileme fonksiyonunun tanimi asagidaki gibidir (Feller, 1971):

Ut = E(N(@®) = Z nP{N(t) = n} = Z E.(0). (4.1)
n=1 n=0
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Burada, N(t) bir yenileme surecidir ve N(t) = min{n > 1:T,, > t} seklinde ifade
edilir. Ayrica, T, = Yjw, X;; F(t) = P{X; < t} ve F,(t) = P{T,, < t}’dir. E,(¢t), F(¢t)
dagilim fonksiyonun kendisiyle n katli konvoliisyon ¢arpimidir.

(A.1) esitliginden goriilebilecegi gibi yenileme fonksiyonu sonsuz seriden ve kesin
ifadesinin elde edilmesi olduk¢a zor olan n katli konvoliisyonu igermektedir.
Yenileme fonksiyonlari ile ilgili ¢alismalarda kullanilan bir¢ok yontemin igerisinde
Laplace yontemi de bulunmaktadir. Bu calismada, kesin ifadeleri elde ederken de
Laplace yontemi kullanilmistir. Bu baglamda, (A.1) esitliginde t’ye gore Laplace
dontisiimii uygulandig: takdirde asagidaki esitlik elde edilir:

~ 1 _ _ 2
i) =£,(U@) = o+ FN+FOFm+FWM(F @) + -

N 4
y(1-F())

Burada, U(y)zfoooe_th(t)dt yenileme  fonksiyonu U(t)’nin  Laplace

Uy = (A.2)

dontistimiidiir. Ayrica, F*(y) Laplace Stieltjes doniigiimiine karsilik gelmektedir ve
F*(y) = E(e"1) = | Ome_ytdF (t) seklinde gosterilmektedir. Ek olarak, F*(y) =
yF(y)’dir ve F(y), F(t) dagilim fonksiyonunun Laplace déniisiimiidiir.

Yenileme fonksiyonunun kesin ifadesinin kullanimi zor oldugu igin asimtotik
acilmlarin elde edildigi calismalar yapilmistir. Bu baglamda, u, = E(X?) < o

varsayimi altinda yenileme fonksiyonunun t — oo iken asimtotik acilimi asagidaki

gibidir (Feller, 1971):

U ==+ %+ o(1).

1 M1
Burada u,, = E(X{"),n = 1,2, ...dir.
Alsmeyer (1991) harmonik yenileme siireglerini incelemis ve p; = E(X;) < o

varsayimi altinda t — oo iken asagidaki asimtotik acilimi elde etmistir:

Uy(t) = log (i) +vy+o0(1).

Burada, Uy(t) bir harmonik yenileme fonksiyonudur. y = lim (2113:1%_ ln(n))
n—-o0o

Euler katsayisidir ve yaklasik degeri 0,557 dir.
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Yenileme siirecinin beklenen degeri olan yenileme fonksiyonunun yaninda, yenileme
sirecinin varyansi lizerine de degerli ¢alismalar bulunmaktadir. Yenileme siirecinin
varyansini incelemek i¢in N(t) slrecinin ikinci momentini yenileme fonksiyonu
U(t)’nin yardimiyla elde edilebilmektedir. Yenileme siirecinin tanimina gore

asagidaki esitlik yazilabilir:

U,(t) = E(N%(t)) = ) n?P{N(t) =n}= ) n?P{T,_; <t <T,}
= ) (R (®) ~ (D). (4.3)

Burada, E,(t), F(t) dagilim fonksiyonun kendisiyle n katli konvoliisyon ¢arpimidir.

(A.3) esitliginin her iki tarafina t’ye gore Laplace doniligiimii uygulanirsa asagidaki

esitlik elde edilir:
g ARy & . 1-F O .,
D) = ) w3 (F ()" = F ) = —— = ) k()™
n=1 n=1

(1=F| 1+F( | 1+F ()

_ = . (A.4)
4 (1-F®m)) v(1-F®m)

Burada, U,(y) = foooe‘VtUz(t)dt, U,(t) = E(N2(t)) ve F*(y) = E(e77%) =

J, e YtdF () dir.

(A.1) esitligi (A.4) esitliginde dikkate alindig1 takdirde N (t) yenileme surecinin ikinci

momentinin Laplace déniisiimii U, (y) asagidaki gibidir:

0,() =200U* ) + T). (A.5)
(A.5) esitligine ters Laplace doniisiimii uygulandigi takdirde asagidaki esitlik elde
edilir:
U, () = E(N2()) = 2U(t) » U(E) + U(0). (A.6)
Burada, U(t) x U(t) = fot U(t —s)dU(s) ve U(t) = E(N(p)) dir.
(A.6)’nin yardimiyla N(t) yenileme siirecinin varyansi Var(N(t)) nin kesin ifadesi

asagidaki gibidir:
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Var(N(t)) = 2U(t) = U(t) + U(t) — U%(¢).
us = E(X3) < oo varsaymm altinda Var(N(t))’nin t — oo iken iki terimli asimtotik

acilimi asagidaki gibidir (Feller, 1971):

2 2
Ox M2 203
Var(N(t) =—t+5< ) - - +o0(1).
(N(®) T 2u)  3ud 28

Burada p, = E(Xf),k = 1,2, ... ve 6 = Var(X,) dir.

Bu ¢alismada, temel olarak (A.2) esitligi kullanilarak n. dereceden Erlang dagilimina
sahip rasgele degiskenlerin olusturdugu yenileme fonksiyonu icin kesin ve genel
ifadeler elde edilmistir. Bu 6zel durum i¢in, yenileme fonksiyonu Erlang dagiliminin
derecesi artirilarak hesaplanmis ve ¢ikan ifadelerde benzerlikler fark edilmistir.
Calismanin o6ziinde yenileme fonksiyonunun Laplace doniisiimii kullanilmistir.
Yenileme fonksiyonunun Laplace doniisiimii rasyonel olarak ifade edildikten sonra
ters Laplace doniisiimiiyle yenileme fonksiyonunun kesin ifadesi elde edilmistir.
Oncelikle ilk 5. dereceden Erlang dagilimina sahip rasgele degiskenlerin olusturdugu
yenileme fonksiyonunun Laplace doniistimleri ve kendileri i¢in kesin ifadeler
asagidaki gibi hesaplanmistir. n. dereceden a parametreli Erlang dagilimina sahip X;

rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibidir:

antn—le—ax

= x> 0.
fx (@) = D) ,x 20
F*(y) asagidaki gibi hesaplanir:
(00} a n
F* = —rx d = ( ) .
0= [ e hedx = (=

0
Bu takdirde, (A.2) esitliginden faydalanildiginda 1. dereceden a parametreli Erlang

dagilmma (Ustel(a)) sahip rasgele degiskenlerin olusturdugu yenileme

fonksiyonunun Laplace doniisiimii asagidaki gibidir:

Do) = oy =~ = g
O TVA-FOY -2

a+y

1
+- (A.7)
y

(A7) esitligine y parametresine gore ters Laplace déniisiimii uygulaninca Uy (t)

asagidaki gibi elde edilir:
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Ugy(t) = at + 1.
Burada Ugy(t), 1. dereceden « parametreli Erlang dagilimina sahip rasgele
degiskenlerin olusturdugu yenileme fonksiyonudur.
(A.2) esitliginden faydalanildiginda 2. dereceden « parametreli Erlang dagilimina
sahip rasgele degiskenlerin olusturdugu yenileme fonksiyonunun Laplace doniisiimii

asagidaki gibidir:

_ 1 3 1 a
{1-F} y{1 _ (L)Z} " i 20 2y

Up() = >. (A.8)
a+y
(A.8) esitligine y parametresine gore ters Laplace doniisiimii uygulaninca Uy (t)
asagidaki gibi elde edilir:
at

3 1
U(Z)(t) = 7 + Z + Ze—Zat.

Burada Up)(t), 2. dereceden a parametreli Erlang dagilimma sahip rasgele
degiskenlerin olusturdugu yenileme fonksiyonudur.

(A.2) esitliginden faydalanildiginda 3. dereceden a parametreli Erlang dagilimina
sahip rasgele degiskenlerin olusturdugu yenileme fonksiyonunun Laplace doniigiimii

asagidaki gibidir:

1 1
v{1 - F*(y)} :)/{1— (L)S}

aty

Uy () =

_2+ a 4 y +2a
"3y 32 3(y2+3ay +3y2)

2 o« v+ ‘/i— ﬂ)
I @] e (]
2 2 2 z

(A.9).
(A.9) esitligine y parametresine gore ters Laplace doniisiimii uygulaninca U(s)(t)

asagidaki gibi elde edilir:

at 2 1 _3at

Us(t) =5 +5+5e 2 [cos(\/gat/Z) + %sin(\/gat/Z)].
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Burada Uy (t), 3. dereceden « parametreli Erlang dagilimina sahip rasgele
degiskenlerin olusturdugu yenileme fonksiyonudur.
(A.2) esitliginden faydalanildiginda 4. dereceden a parametreli Erlang dagilimina

sahip rasgele degiskenlerin olusturdugu yenileme fonksiyonunun Laplace doniisiimu

asagidaki gibidir:
oo () = oo = ——
@ = A F o) y{l _ (L)4}
a+y
5 1 o Y + 2a
=—+ +—+
8y 8(y+2a) 4y? 4(y?+2ay + 2a?)
U () =t 2y . + A.10
ONE 8y 8O +2a) 4y? 4[(y+ )%+ a?] 4[(y + a)? + o?] -(A-10)

(A.10) esitligine y parametresine gore ters Laplace doniisiimii uygulaninca Uy (t)
asagidaki gibi elde edilir:
at 5 1

1
Uy (t) = T + g + ge_z‘” + Ze‘“t [cos(at) + sin(at)].

Burada Ugy(t), 4. dereceden « parametreli Erlang dagilimina sahip rasgele
degiskenlerin olusturdugu yenileme fonksiyonudur.

(A.2) esitliginden faydalanildiginda 5. dereceden a parametreli Erlang dagilimimna
sahip rasgele degiskenlerin olusturdugu yenileme fonksiyonunun Laplace doniisiimii

asagidaki gibidir:

1 ~ 1
YA—-FO)) y{1 B (L)s}

a+y

U 5) (y) =

_ v +a)°
y2{y* +5y3a + 10y2a? 4+ 10ya3 + 5a*}

_ 3 + a + y + 2a + y + 2a
" S5y 5y2  5(y2+aay+aa?) 52+ bay + ba?)

3 a + 2a + 2a
=— 4+ 4 + Y

5y  5y? 5 {(y + %)2 _aa? aaz} 5 {(V + %a)z _ba? baz}

2 4 4
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14
+ 22 N 2
s{ir+5) + (55} s+ (5]
Buradaa = (5 —V5)/2ve b = (5 + v/5)/2’dir.

(A.11) esitligine y parametresine gore ters Laplace doniisiimii uygulaninca Ugs)(t)

asagidaki gibi elde edilir:

Ve () at+3+1 _aat <\/Eat>+ 3445 (\/Eat)l
H\X)=—T T <€ 2 |COS Sin
> 5 2 2] sJ10+2v5 2

e o) ()
5 510 — 2v5

Burada Ug)(t), 5. dereceden « parametreli Erlang dagilimina sahip rasgele

degiskenlerin olusturdugu yenileme fonksiyonudur.

Not A.1. 4. dereceden a parametreli Erlang dagilimina sahip rasgele degiskenlerin
olusturdugu yenileme fonksiyonunun Laplace doniisiimiine kadar rasyonel kesirlere
ayirmanin nispeten daha kolay oldugu goézlenmektedir. Ancak 5. dereceden «
parametreli Erlang dagilimma rasgele degiskenlerin olusturdugu yenileme
fonksiyonunun Laplace doniisiimiine gelindiginde kompleks koklerle karst karsiya
kalinmaktadir. Bu durum yenileme fonksiyonunun Laplace doniisiimiinii rasyonel
kesirlere ayirirken giigliik yaratmaktadir. Bu baglamda ilk 4. dereceden a parametreli
Erlang dagilim i¢in bulunan ifadelerdeki ortakliklar gézlenmis ve rasyonel kesirlere

ayrilirken bir yol bulunmustur. Bu agsamadaki islemler asagidaki gibidir:

P, (z) = (z+ 1" -1 — 1+ Z;‘lzlz(’l:)zk —1 _ z": (Z) Zk=1 =0

Z
k=1

(z+1)" =1 = ei?mk

z+1—enkk—1 -1
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2T 27‘[ 27'[
2™ = 1+ efn® = -1+ cos ==k + isin [—k
k n n

¢ = min{|Re(zM)|,i =1,..,n — 1}

21 T
(n) _ ny _ 1 = a2 — _
Xy = Re(z]") = cos(n k) 1 = 2sin (nk)'k =1,..,n—1. (A4.12)
Burada y ™ denklemin kokleridir,

. 2
Ornegin, (A.9) esitliginin son iki rasyonel kesrinin paydasinda bulunan (y + 37(1)
ifadesindeki a’nin katsayist olan 3/2’yi bulmak 6nem arz etmektedir, bu sayede geri

kalan kisimlar igin genel bir formiil verilebilmektedir. Bu baglamda, (A.12)

esitliginden faydalanilarak bu katsay1 asagidaki gibi elde edilebilir:

X1 —zsmz(g)—z,)(z —Zst(? =gic=minjz, ¢ ==

Benzer sekilde (A.10) son iki rasyonel kesrinin paydasinda bulunan (y + o)?
ifadesindeki a’nin katsayisi olan 1 (A.12) esitligi ile asagidaki gibi hesaplanabilir:

@ _ o 2(MY 1 @ _ 52 (2T
X1 —251n2(Z)—1,)(2 = 2 sin? (T)_Z'

3
X3(,4) = 2sin? (T) =1c= m1n{1,2,1} = 1.
(A.10) son dort rasyonel kesrinin paydasinda bulunan (y + az_“) ve (y ¥ b;“)

ifadelerinki a’nin katsayisilari % = (5_4—\/—5) ve g = @, (A.12) esitligi ile asagidaki

gibi hesaplanabilir:

2 = 4 = 252 (g) _ #.){55) O 5+T\/§_

Not A.2. Yapilan hesaplamalarda n. dereceden a parametreli Erlang dagilimina sahip
rasgele degiskenlerin olusturdugu yenileme fonksiyonunun Laplace doniisiimii ve
kendisi i¢in bulunan formal n. derece tek degerler aldiginda ve ¢ift degerler aldiginda
farklilik gostermektedir. Oncelikle, Laplace doniisiimii icin genel formiiller asagidaki
gibidir:

(A.12) esitliginin yardimiyla Erlang dagiliminin derecesi olan n tek degerler aldiginda

yenileme fonksiyonunun Laplace doniisiimii i¢in kesin ifade asagidaki gibidir:
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r

i ()_n+1+a+z y + 2a (A.13)
WY = 2ny T ny? n(y? + Apmay + Apma?)’ '

m=1

Burada, Y01 Apm = N Apn = 4 sin? (%),m =12,..,rver =(n—1)/2dir.

(A.12) esitliginin yardimiyla Erlang dagiliminin derecesi olan n ¢ift degerler aldiginda

yenileme fonksiyonunun Laplace doniisiimii i¢in kesin ifade asagidaki gibidir:

r

i ()_n+1+ 1 +a+z y + 2a
)= 2ny  2n(y +2a) ny? n(y? + A may + A,ma?)

m=1

(A.14)

Burada, Y1 _1Apm =1 — 2; Apm = 4sin? (%),m =12,...,r ve r=(mn-1)/
2’dir.

(A.13) ve (A.14) esitliklerinin ters Laplace doniisiimleri alindigi takdirde n. dereceden
a parametreli Erlang dagilimina sahip rasgele degiskenlerin olusturdugu yenileme
fonksiyonu elde edilebilir. Bu takdirde, Erlang dagiliminin derecesi olan n tek degerler

aldiginda yenileme fonksiyonunun kesin ifadesi asagidaki gibidir:

at n+1
Uy (t) = —t=

T
1
+ z e ~Anm/2 [cos(wmat) + Qum Sin(wpmat)].
m=1

(A.15)
Burada, Qnm = (4' - Anm)/zwnm; Wpm = Anm\/(l/Anm) - (1/4); Z¢n=1Anm =n,

Anm = 4sin? (Z2),;m = 1,2, .., ver = (n — 1)/2'dir.

Erlang dagilimimin derecesi olan n ¢ift degerler aldiginda yenileme fonksiyonunun
kesin ifadesi asagidaki gibidir:
at n+1 e 2

U(")(t)=7+ 2n + 2n

T
1
+- Z e ~Anmet/2 [cos(wpmat) + Qum sin(wymat)]. (A.16)
m=1

Burada, Qnm = (4 - Anm)/zwnm; Wnm = Anm\/(l/Anm) - (1/4); an=1Anm =
n—2; A,y = 4sin? (%),m =1,2,..,rver = (n—1)/2dir.

Ik 5. dereceden a parametreli Erlang dagilimina sahip rasgele degiskenlerin
olusturdugu yenileme fonksiyonlar1 yukarida elde edilmistir. Bu agsamada, (A.15) ve

(A.16) esitliklerinde kesin ifadeler yardimiyla 10. dereceye kadar a parametreli Erlang
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dagilimina sahip rasgele degiskenlerin olusturdugu yenileme fonksiyonlar1 elde
edilmistir. (A.16) esitligi kullanilarak hesaplanan 6. dereceden a parametreli Erlang
dagilimma sahip rasgele degiskenin olusturdugu yenileme fonksiyonu asagidaki

gibidir:

at 7 1 1
U (t) = - ETRET] e 2at 4 ‘ e A612t/2[cos(wg at) + Qgq sin(wg,at)] +
1 —Agrat/2 ;
+ i 620/2[cos(weat) + Qg Sin(wgat)].

Burada Qem = (4 — Aem)/2Wem;  Wem = A6m\/(1/A6m) - (1/4),m = 1,2’dir.
Ayrica, Agy = 4sin® (3) = 1; Ag, = 4sin? (5) = 3ve Agy + A, = 4t
(A.15) esitligi kullanilarak hesaplanan 7. dereceden a parametreli Erlang dagilimina

sahip rasgele degiskenin olusturdugu yenileme fonksiyonu asagidaki gibidir:

at 4 1
U (t) = 7 + = + ;e‘Aﬂ“t/Z [cos(wsqat) + Q4 sin(w,qat)] +

1
+ 7e_A72“t/2 [cos(w,at) + Q75 sin(w,,at)] +

1
+ = e ~A732/2[cos(wzat) + Q3 sin(wozat)].

Burada Q= (4 — A7) /2W7m; Wy = Az (1/ A7) — (1/4),m = 1,2,3’tiir.

Ayrica, A7, = 4sin® (g) ~ 0.753; A7, = 4sin? (27n) ~ 2.445; Az3 = 4sin® (37”) ~

3.802 Ve Ay + Ayy + Apg = 77dir.
(A.16) esitligi kullanilarak hesaplanan 8. dereceden a parametreli Erlang dagilimina
sahip rasgele degiskenin olusturdugu yenileme fonksiyonu asagidaki gibidir:

9 e—Zat

at 1 —Agjat/2 ;
U (t) = r + 16 + 16 + ge 812t/ [cos(wg,at) + Qgq sin(wg,at)] +

1
+3 e A829t/2[cos(wg,at) + Qg, sin(wg,at)] +

1
+3 e ~A83%t/2[cos(wgsart) + Qg sin(wgzat)].
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Burada ng = (4‘ - Agm)/za)gm, Wgm = ASm\/(l/ASm) - (1/4‘),m = 1,2,3’tﬁr.

T

. : 5 (3
Ayrica, Ag; = 4sin? (E) ~ 0.586; Ag, = 4sin? (g) =2; Agz = 4sin? (?n) ~
34‘14‘ ve A81 + A82 + A83 = 6’dir.

(A.15) esitligi kullanilarak hesaplanan 9. dereceden a parametreli Erlang dagilimina

sahip rasgele degiskenin olusturdugu yenileme fonksiyonu asagidaki gibidir:

at 5 1
U (t) = 5 + 5 + 5 e ~A91%/2[cos(wgq at) + Qgq sin(we; at)] +

+ — e7892%t/2[cos(wg,at) + Qq, sin(wg,at)] +

O| -

+ — e7893%/2[cos(wozat) + Qos sin(wezat)] +

O| -

1
T e A1at/2[cos(wgsat) + Qoy sin(woyat)].

Burada Qo = (4 — Agp)/2Wom; Wom = Agmrl (1/Agn) — (1/4),m = 1,2,3,4’tiir.

Ayrica, Agy = 4sin? (3) ~ 0.468; Ag; ~ 4sin? (2) = 1.653; Ags = 4sin? (5) =

3; Agy = 4sin? () ~ 3.879 ve Agy + Agy + Agg + Agy = 9'dur.
(A.16) esitligi kullanilarak hesaplanan 10. dereceden a parametreli Erlang dagilimina

sahip rasgele degiskenin olusturdugu yenileme fonksiyonu asagidaki gibidir:

at 11 e7?*t 1 > _
U(lO) (t) = E + % + 20 + E e 101 [COS(wlo'lat) + Q10,1 Sln(wlo’lat)]

1
+ E e_Alo‘zat/z [COS((A)lO’Zat) + QlO,Z Sin(wlolzat)]

1
+ E e_A10‘3at/2 [COS((A)lO’:;at) + 010’3 Sin(w10’3at)]

1
+ 0 e ~A10498/2[cos(wqg 4at) + Q104 Sin(wygqat)].

Burada Qiom = (4 — Aiom)/2W10m; @iom = AlO,m\/(l/Alo,m) —(1/4),m =

s s

1,2,3,4°tir.  Ayrica, Ay, = 4sin? (E) ~ 0.382; Ajq, = 4sin? (E) ~ 1.382;
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3 21T

Aoz = 4sin? (E) ~ 2.618; Ay = 4sin? (?) ~3.618 Ve Aj;+A,+

Ajo3 + Ajpq = 8dir.

Yenileme siirecinin varyansi igin kesin ifade elde edebilmek i¢in kullanilacak olan
Laplace doniisiimii (A.4) esitliginde bulunmaktadir. (A.4) esitligi kullanilarak 3.
dereceye kadar a parametreli Erlang dagilimina kadar N (t) strecinin ikinci momenti
icin kesin ifadeler elde edilmistir.

Bu takdirde, (A.4) esitliginden faydalanildiginda 1. dereceden a parametreli Erlang
dagilimina (Ustel(a)) sahip rasgele degiskenlerle olusturulan yenileme siirecinin ikinci

momentinin Laplace déniisiimii U,(1y(y) asagidaki gibidir:

a
_ 1+ F*(y) I+——  2a% 3a 1
Uyiy(y) = - > = a;y — 3 +F+;. (A.17)
]/(1 —F ()/)) ]/{1 — a_+y}

Burada, Upq)(¥) = [," e V' Uwy()dt, F'(y) = E(e7*1) = [” e ' dF (¢) dir.
Ayrica, Uqy(t) 1. dereceden a parametreli Erlang dagilimima (Ustel(er)) sahip rasgele
degiskenin olusturdugu yenileme fonksiyonudur.

(A.17) esitligine A parametresine gore ters Laplace doniisiimii uygulaninca Uy(p)(t)

asagidaki gibi elde edilir:

Uyy(t) = a?t? + 3at + 1. (A.18)
Burada, U,)(t) 1. dereceden a parametreli Erlang dagilimima (Ustel(a)) sahip
rasgele degiskenlerle olusturulan yenileme siirecinin ikinci momentidir.
(A.4) esitliginden faydalanildiginda 2. dereceden a parametreli Erlang dagilimima
sahip rasgele degiskenlerle olusturulan yenileme siirecinin ikinci momentinin Laplace

doniistimii ﬁz(z)(y) asagidaki gibidir:

2
) 1+ F 1+(ai+y) -
Uz (v) = A(1-F) ) y{l - (L)Z}Z )
a+y
a’> a 5 ’ -

— b —+—+ - . A.19
2y3 y?2 8y 8QRa+y) 4Qa+y)? ( )

(A.19) esitligine y parametresine gore ters Laplace doniisiimii uygulaninca Uy () (t)

asagidaki gibi elde edilir:
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5 3 1
2 +at+§+§e‘2“t—zate‘2“t. (A.20)

Burada, U,(;)(t) 2. dereceden a parametreli Erlang dagilimina sahip rasgele

a
Uz (t) =

degiskenlerle olusturulan yenileme siirecinin ikinci momentidir.
(A.4) esitliginden faydalanildiginda 3. dereceden a parametreli Erlang dagilimina
sahip rasgele degiskenlerle olusturulan yenileme siirecinin ikinci momentinin Laplace

doniisimii 172(3)()/) asagidaki gibidir:

3
a
- 1+ F(y) 1+ (5)
U2(3)(Y) = 7= 312 =
y(1-F*()) y{l -(2) }
a+y
20> 5a 14 24a + 13y 6a + 4a’y

- .(A.21
9y3 T 9y 2 + 27y + 27(3a? + 3ay +y?) 9(Ba?+ 3ay +y?)? ( )

(A.21) esitligine y parametresine gore ters Laplace doniisiimii uygulaninca Uy (s)(t)
asagidaki gibi elde edilir:
a’t? Sat 14 43

9 + T + ﬁ = Wate‘wt/zsin(\/gat/Z) +

Uz3)(t) =

+ % e~3@/2[3+/3sin(V3at/2) + 13cos(V3at/2)]. (A.22)

Burada, U,s)(t) 3. dereceden a parametreli Erlang dagilimina sahip rasgele
degiskenlerle olusturulan yenileme siirecinin ikinci momentidir.

(A.18), (A.20) ve (A.22) esitlikleri yardimiyla 3. dereceye a parametreli Erlang
dagilimina sahip rasgele degiskenlerden olugan yenileme siirecinin varyansi i¢in kesin

ifadeler asagidaki gibi elde edilmistir:

2
Vary(N®) = E (NG (®) = {E (Noy®)} = Uz () = Uy @) =
=a’t’?+3at+1—{at+1}*> =a?t?+3at+1—a?t? —2at— 1=

Var(l)(N(t)) = at.
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Burada, E (N(zl)(t)) = Uypyy(t) 1. dereceden « parametreli Erlang dagilimima

(Ustel(a)) sahip rasgele degiskenlerle olusturulan yenileme siirecinin ikinci momenti,

E (N(l)(t)) = Uy (t) ise yenileme fonksiyonudur.

Varg(N®) = E (N(Zz)(t)) - {E (N(z)(t))}z = Uy () — {Ugz) (t)}z =
a’t? 5 3 ., 1 2
= 4 +(Zt+§+§€2t—zat€2t—{

a’t? 5 3 1
g tattodt ge—zm - Zate‘zat —

242
_att 3at 9 3 a1 sar _ 1, 0w
4 4 16 8 16 )

+—+ -2t
2 4

at31}

1
_ _ —4at _ _ 4,—2at
Var(z)(N(t)) 2 + 6 1€ 2ate .
Burada, E (N(ZZ)(t)) = Up(p)(t) 2. dereceden a parametreli Erlang dagilimina sahip

rasgele degiskenlerle olusturulan yenileme siirecinin ikinci momenti, E (N(z)(t)) =

U (t) ise yenileme fonksiyonudur.

Vare(N®) = E (N ©) - {E (N(3)(t))}2 = Uy (D) — (U () =

a’t? Sat 14 43
= +—+— ———ate >%/2sin(\3at/2) +

+ie‘3“t/2[3\/§sin(\/§at/2) + 13cos(V3at/2)] —

27

at+2+1 _3at V3at 4 1 . (V3at 2
—{— — —_— 2 P — =

713 36 cos 5 \/gsm >

+—+ == — ——ate 3%/2%sin(V3at/2) +

+%e‘3“t/2[3\/§sin(\/§at/2) + 13cos(V3at/2)]| —

- 9 9 —5— 57 ate 2 sin

a?t? 4at 4 243  sat <\/§at>
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443 _3at vV3at V3
—_— o~ ; _ Y -3atg; _
27 e 2 sm< > ) 7 e sm(\/3at)

2 g V3at\ 4 _sa V3at
JR— 2 —_—— 2 -
905 e CoS 2 98 COS 2

1 2
_ __ ,-3at _ _— ,—3at
5 ¢ cos(V3at) Tk

at 2 2 V3 _sat V3at
Vars) (N(t)) = 5 + —e 3% — —e™2 sin<

57 " 77 77 >[6at+1]—

1 _3sat V3at
_— 2
>7 e cos 5

1 .. _ (V3at V3at
—ﬁe I@sm( > >+cos< > )

)[6at— 1] —

Burada, E (Né)(t)) = Upz)(t) 3. dereceden a parametreli Erlang dagilimina sahip

rasgele degiskenlerle olusturulan yenileme siirecinin ikinci momenti, E (N(3)(t)) =

U (t) ise yenileme fonksiyonudur.
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