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OZET

Yiksek Lisans Tezi
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Oyun kuraminda, ¢6zimlemeler igin denge konseptleri biiyiik 6nem tagimaktadir.
Oyun kuraminin bir dali olan koalisyonel oyun kurami oyuncularin aralarinda
koalisyonlar kurabildigi varsayimi altinda tanimlanan denge konseptlerini kullanir.
Stratejik formda bir oyunda, kurulu olan higbir koalisyonun stratejilerini ortaklasa
degistirerek “refahin1” artiramadigi strateji profillerine (koalisyonel) denge denir.
Daha zayif veya gli¢lii denge konseptleri koalisyonlarin formasyonu {izerine yapilan
cesitli smirlamalarla tanimlanabilir. Ornegin, bir Nash dengesinde, sadece tek bir
oyuncudan olusan koalisyonlarin kuruldugu varsayilmaktadir. Diger zit duruma
karsilik gelen giiclii Nash dengesinde ise her koalisyonun (yani oyuncularin bos
olmayan her alt kiimesinin) kuruldugu kabul edilmektedir. Ancak, her koalisyonun
kuruldugu varsayimi ¢alismaya deger cogu oyun i¢in fazla zorlayicidir ve dolayisiyla
cogu oyunda gii¢lii Nash dengesi yoktur. Ote yandan, bir partisyon dengesinde,
koalisyon formasyonu oyuncularin partisyonlar: ile sinirlanmaktadir. Bunun giiglii
Nash dengesine gore ¢cok daha az zorlayici olduguna dikkat ediniz (zira bir partisyon
dengesinde kurulu koalisyon sayist @(n) iken gucli Nash dengesinde 2™ — 1°dir).
Ornegin, bir partisyon dengesi kaynak se¢gme oyunlarinda her zaman varken,

bir gii¢lii Nash dengesi bu oyunlarin ¢ok basit durumlarinda bile yoktur.
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Koalisyon formasyonu uzerine daha sofistike sinirlamalar iletisime, kordinasyona ve
kurumlagsmaya bagl kisitlar ile motive edilebilir. Bu tezde, genelgecer sosyal
yapilasmalardan ilhamla koalisyon formasyonu iizerine cesitli sinirlamalar ve
bu esasla tamimlanmis ¢esitli denge konseptleri tanitiyoruz. Bu denge konseptlerini
kaynak se¢me oyunlarinda ¢alisiyoruz ve bu oyunlarin hem genelinde hem de 6nemli
6zel durumlarinda varlik garantisinin olup olmadigimi her denge konsepti igin
eksiksiz bir sekilde gosteriyoruz. Ayrica varlik garantisi olan durumlarda dengeyi

bulmak igin verimli algoritmalar sunuyoruz.

Anahtar Kelimeler: Algoritmik oyun kurami, Koalisyonel denge konseptleri,
Partisyon dengesi, Kaynak segme oyunlari
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In game theory, the centerpiece of analysis is the notion of equilibrium. A branch of
game theory (called coalitional game theory) uses equilibrium notions that are
defined under the assumption that agents can form coalitions between themselves.
In a strategic form game, a strategy profile is a (coalitional) equilibrium if no viable
coalition of agents benefits from jointly changing their strategies. Weaker or stronger
equilibrium notions can be defined by considering various restrictions on formation
of coalitions. In a Nash equilibrium, for instance, the assumption is that viable
coalitions are simply singletons. In a strong Nash equilibrium, which lies at the other
extreme, every possible coalition (i.e., every non-empty subset of agents) is viable.
However, deeming every coalition viable is too demanding for most games that are
worth to study; and hence, a strong Nash equilibrium rarely exists in those games.
On the other hand, in a partition equilibrium, viable coaliations are restricted to
partitions of agents, which is much less demanding then strong Nash equilibrium
(since notice that the number of viable coalitions is ©(n) in the case of a partition
equilibrium, and it is 2™ — 1 in the case of a strong Nash equilibrium). For example,
a partition equilibrium always exists in resource selection games, whereas a strong

Nash equilibrium does not exist even in most simple instances of these games.
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More sophisticated restrictions on coalition formation can be justified by
communicational, coordinational or institutional constraints. In this thesis, inspired
by social structures in various real-life scenarios, we introduce certain restrictions on
coalition formation, and on their basis, we introduce various equilibrium notions.
We study our equilibrium notions also in resource selection games, and we present
a complete set of existence and nonexistence results for general reseource selection
games and their important special cases. We also provide efficient algorithms to

compute an equilibrium for the cases where one exists.

Keywords: Algorithmic game theory, Coalitional equilibrium concepts, Partition
equilibrium, Resource selection games
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1. GIRIS

Oyun kurami, farkli amaglari olan insanlarin birbirleriyle olan etkilesimlerini
incelemek amaciyla 20. yiizyilda ortaya ¢ikmis matematiksel bir disiplindir.
Ekonomi [1], sosyoloji [2], psikoloji [3], davranissal biyoloji [4] gibi akilli
varliklarin etkilesimini konu edinen bir¢ok disiplinde yaygin olarak kullanilmaktadir.
Oyun kuraminin bilgisayar biliminde kullanimi; internetin ortaya ¢ikmasindan once,
bazi yapay zeka uygulamalari [5] ile sinirliydi, ¢linkl yazilim sistemleri tek bir kisi
veya kurum tarafindan yurGtilmekteydi. Internetin yayginlasmasindan sonra ise
ag problemlerine gelistirilen merkezi ¢oziimlerin [6, 7] gergek hayat uygulamalari ile
olan iliskisi azaldi. Bu durumun aragtirmacilar1 stratejik davramiglara duyarh
algoritmalar [8, 9] gelistirmeye itmesiyle, “algoritmik oyun kurami” [10-12] adinda

yeni bir disiplinin ortaya ¢ikmistir.

Son yillarda ¢ok etmenli sistemlerde [13, 14] bas dondiiriici gelismeler olmast,
cevrimigi agik arttirmalarin hayatin olagan bir pargasi haline gelmesi, arama motoru
ve sosyal aglardaki sponsorlu reklamlarin milyarlarca liralik biit¢elere ulagmasi, ve
kripto para birimlerinin konusulur olmasindan dolay1, bilgisayar sistemleri oyun
kuraminin en dnemli uygulama alani haline gelmistir. Boylece oyun kuramina dair

konular teorik bilgisayar biliminde yayginlikla ¢alisiimaya baslamistir.

Tezin katkilarin1 ayrintili bir sekilde sunabilmek icin gerekli formal tanimlar ve

literatiirdeki ilgili calismalar ilerleyen alt basliklarda sirasiyla tartisilmaktadir.

1.1 Stratejik Formda Oyunlar

Stratejik formda bir oyun asagidaki sekilde tamimlanan bir (N, S,U) Uclisiinden
meydana gelir:

- N =1{1,2,...,n} sonlu bir oyuncu kiimesidir.
- §=5; X8, XX §, bir strateji uzayidir.

— u:S — R" bir fayda fonksiyonudur.



Acgmak gerekirse, her i € N oyuncusunun bir strateji kiimesi S; vardir. Oyunu
oynamak icin her i oyuncusu bir strateji s; € S; secer. Her oyuncunun Segtigi
stratejilerden olusan s = (s, S5, ..., Sp) profiline bir strateji profili denir. S strateji
uzayinin miimkiin olan her strateji profilinin kiimesine denk geldigine dikkat ediniz.
u fayda fonksiyonu ise her s € S strateji profili i¢in (oynandig: takdirde) her i € N

oyuncusunun alacagi fayday: ifade eder. Bu degeri u;(s) ile gosteriyoruz.

Bu tanima gore i oyuncusunun oyunun sonucunda (yani bir strateji profilinde)
aldig1 faydanin sadece kendi sectigi stratejiye degil, ayn1 zamanda diger oyuncularin
sectikleri stratejilere de bagl olduguna dikkat ediniz. Her oyuncunun kendi faydasini
encoklamak istedigi varsayimi altinda, bu basit tanim oyuncularin yaptiklari tercihler
ile birbirlerini etkiledigi stratejik senaryolart modeller. Oyun kuraminin temelini

olusturan bu modele literatiirde normal formda oyunlar da denmektedir.

1.2 Cozim Konseptleri

Yukarida verilen oyun tanimi hakkinda biraz diisiinecek olursak, iizerine sayisiz
calismalarin yapildig1 su temel problem akla gelecektir: Eger her oyuncu “rasyonel”
tercihler yapiyorsa, bir oyunun sonucunun ne olacagini bilebilir miyiz? Bu problemi
yanitlayabilmek i¢in Oncelikle rasyonalitenin bigimsel bir ifadesine ihtiyacimiz
oldugu ortadadir. Oyun kuraminda bu tur ifadelere ¢6ziim konsepti denmekte olup,

gercek hayattan esinlenerek ortaya atilmis sayisiz ¢6ziim konsepti mevcuttur.

Ileri bélumlerde daha ayrintili tartisacagimiz Nash dengesi, mesela en yaygin
kullanilan ¢6ziim konseptlerinden biri olup, birgok farkli disiplinde genelgecerlige
nail olmustur. Algoritmik oyun kuraminin bu konuda ortaya attig1 6nemli fikirlerden
biri, oyuncularin da en nihayetinde hesaplama giiciniin sinirl oldugu ve bu hususa

¢coziim konseptlerinin incelenmesinde yer verilmesi gerektigidir.

Oyuncularin hesaplama giicliniin yanm1 sira denge konseptlerinin tasarimi ve
analizinde dikkate alinan daha bircok olgit literatiirde yer almaktadir. Bu tezde

odaklanacagimiz ana dlciit ise oyuncularin birbirleri ile olan koordinasyon giictidir.

Zira bir grup oyuncu alacaklari stratejilere ortaklasa karar verebildikleri koalisyonlar
olusturma yetisine sahip ise bunu avantajlarina kullanabilirler. Bu konsept en basit

haliyle asagidaki sekilde formalize edilebilir.



Oyuncular kimesinin bos olmayan her alt kiimesini birer koalisyon olarak
atfediyoruz. Ornegin, N =1{1,2,3,4,5} ise c¢=1{2,3,5} var olabilecek
koalisyonlardan biridir. Herhangi bir ¢ € N koalisyonu igin, S, = X;¢. S; uzayina
¢’nin sapma uzay: ve bu uzaydaki her elemana c’nin bir sapmas: diyoruz. Bir s € S
strateji profili i¢in, i € N oyuncusunun segtigi stratejiyi s; ile gosterdigimiz gibi, ¢ €
N koalisyonunun sectikleri stratejilerin timini s, = (s;);e. dizisi ile gosteriyoruz
(sc € S¢ olduguna dikkat ediniz). Ayrica bazen bir s strateji profilini belirtirken, c
koalisyonunun sectikleri stratejiler ile diger oyuncularin segtikleri stratejileri ayirt

edebilmek icin s = (sc, SN\C) seklinde yaziyoruz.

Eger bir ¢ € N koalisyonu, bir s €S strateji profili oynandigi takdirde,
stratejilerini ortaklasa degistirerek “refahini” artirabiliyorsa, ¢ koalisyonu s strateji
profilini bloklar diyoruz. (Zira ¢ koalisyonu var oldugu takdirde oyunun s strateji
profili ile sonuglanmasina engel olacaktir.) Bir koalisyonun refahinin artmasi ile

kastedilen literaturde gesitlilik gosterse de en yaygin ii¢ tanim asagidaki gibidir:

— Toplam Refah Artisi: Bir ¢ € N koalisyonunun bir s € S strateji profilini
bloklamas1 i¢in, ¢ koalisyonunun 0yle bir sapmasi s. € S, olmali ki
Yiecui(St Sne) > Tiecui(s) olsun. Diger bir deyisle, ¢’deki oyuncularin
toplam faydasi s, sapmasini aldiktan sonra artmalidir. Bu tanim sadece

faydanin transfer edilebildigi (para gibi) senaryolarda kullanilir.

— Giiclii Refah Artisi: Bir ¢ € N koalisyonunun bir s € S strateji profilini
bloklamasi igin, ¢ koalisyonunun 6yle bir sapmasi s, € S, olmali ki her i € ¢
oyuncusu igin u;(sz, sy\c) > u;(s) olsun. Diger bir deyisle, c’deki her

oyuncunun faydasi s, sapmasini aldiktan sonra artmalidir.

— Pareto (veya Zayif) Refah Artisi: Bir ¢ € N koalisyonunun bir s € S
strateji profilini bloklamasi i¢in, ¢ koalisyonunun Oyle bir sapmasi s; € S,
olmali ki her i € ¢ oyuncusu igin u;(sf, sy\¢) = u;(s) ve en az bir jec
oyuncusu igin u; (sé,sN\c) > u;(s) olsun. Diger bir deyisle, c’deki en az bir
oyuncunun faydasi s sapmasini aldiktan sonra artarken, ayni zamanda c’deki

hicbir oyuncunun faydasi azalmamalidir.

Bu tez boyunca kullanilacak tanim Boliim 1.4°de tartisacagimiz sebeplerden dolay1

Pareto refah artisidir.



Hangi koalisyonlarin var olup hangilerinin var olmadigi bu tez ¢ergevesinde ele
alinmayacaktir. Zira koalisyonlarin nasil kuruldugu oyun kurami ve yapay zeka
alanlarinda koalisyon formasyonu olarak anilan basli basina ayri bir disiplindir.!
Onun yerine, var olan her koalisyonun bulundugu bir kiimenin, yani literaturdeki
adiyla bir koalisyon yapismin, halihazirda verildigini varsayiyoruz. Ornegin, yine

N ={1,2,3,4,5}ise C = {{1, 2},{2,3,5}, {4}} verilen bir koalisyon yapisi olabilir.

Bir s € S strateji profilini, verilen bir C koalisyon yapisindaki hi¢bir koalisyon
bloklamiyorsa, bu s strateji profiline C-stabil diyoruz. Cozim konseptleri Uzerine
olan tartismamiza donersek, C-stabilite tanimi verilen koalisyon yapisi Uzerine
kisitlamalar yapilarak gesitli ¢6ziim konseptlerini tanimlamak igin bir ara¢ olarak
kullanilabilir. Literatiirde oldugu gibi bu tezde de siklikla bahsi gecen Nash dengesi
[17] ve glgli Nash dengesi [18] ¢ozum konseptlerinin tanimi asagida verilmistir.

— Nash Dengesi: P_;(N) = {c S N : |c| = 1} olsun. Bir s € S strateji profili
P_,(N)-stabil ise s’ye Nash dengesi denir.

— Gugcli Nash Dengesi: Po1(N) = {c S N : |c| = 1} olsun. Bir s € S strateji
profili P, (N)-stabil ise s’ye gucli Nash dengesi denir.

Bir oyun sinifinda her zaman bir Nash dengesi (dolayisiyla bir gii¢clii Nash

dengesi) olmak zorunda degildir.

1.3 Sosyal Koalisyon Yapilari

Yukarida verilen ¢6ziim konseptleri, tanimlarinda kullanilan koalisyon yapilari
acisindan bakilacak olursa, iki u¢ durumu temsil etmektedirler. Zira ilki oyuncularin
sadece teklik koalisyonlar kurdugunu (yani aslinda baskalariyla hi¢ “koalisyon”
kurmadiklarin1)  varsayarken, ikincisi ise her koalisyonun kuruldugunu
varsaymaktadir. Birbiri ile c¢esitli kisitlar altinda koordine olabilen “sosyal”
oyuncular agisindan bakildiginda, bu iki varsayim da gerceklikten oldukca uzak

kalacaktir. Bundan dolayi, bu tezde takip edilen ana vaklasim, cesitli sosyal

vapilasmalardan esinlenerek tanimlanmis koalisyon vapisi siniflari ile bir orta yol

bulmaktir.

! Yiiksek lisansim sirasinda bu disiplin iizerine yaptigim diger ¢alismalarim igin bkz. [15, 16].
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Bu yaklasim ile yapilan ilk calisma Feldman & Tennenholtz’a aittir [19]. Ele
aldiklar1 koalisyon yapist sinifi partisyonlar olmustur. Bir C koalisyon yapisina gore
her oyuncu tek bir koalisyonda yer aliyorsa C’ye partisyon denir. Sekil 1.1°de
partisyon koalisyon yapisina bir 6rnek verilmistir. Verilen bir C partisyon koalisyon

yapist igin, bir s € S strateji profili C-stabil ise s’ye partisyon dengesi denir.

Sekil 1.1 : Partisyon koalisyon yapis1 6rnegi.

Bu tez kapsaminda sosyal acidan partisyonlardan daha komplike koalisyon

yapilarini modelleyen ¢ yeni simif tanimlanip ¢alisilmaktadir. Simdi bu Ug yeni

koalisyon yapisi sinifini tanitip, altlarinda yatan motivasyonu tartisiyoruz.

Laminar Koalisyon Yapis1 Simifi: Bir C koalisyon yapist laminar ise C’deki ayrisik
olmayan her koalisyon giftinin biri digerinin alt kiimesi demektir (yani her c¢,c’ € C
ciftiicinyac c ¢’ yac' c cyadacnc' = @ saglanmaktadir). Sekil 1.2°de laminar
koalisyon yapisina bir 6rnek verilmistir. Verilen bir C laminar koalisyon yapisi igin,

bir s € S strateji profili C-stabil ise s’ye laminar dengesi denir.

Sekil 1.2 : Laminar koalisyon yapis1 rnegi.

Bu sinif neredeyse her kurum ve sirkette gozlemlenen hiyerarsik organizasyon
yapisin1 modellemektedir. Universite drneginden hareket edersek, bir iiniversitede
biitiin akademik birimler en tepede rektorliikk ¢atisi altindadir. Rektorliigiin altinda
fakiilteler, fakiiltelerin altinda boliimler ve boliimlerin altinda ise arastirma gruplari
(ana bilim dallar1) bulunmaktadir. Ayrica, Anshelevich ve ark. partisyon dengesini
calistiklar1 makalede, laminar koalisyon yapilarini ¢alismanin da ilging olacagindan

bahsetmis ve bu tezde ¢iirlitecegimiz bazi hipotezler ortaya koymustur [20].



Dogrusal Koalisyon Yapis1 Smnifi: Bir C koalisyon yapisi dogrusal ise C’deki her
koalisyon ardisik oyunculardan meydana gelecek sekilde oyuncular bir dogru {izerine
siralanabiliyor demektir (yani N’nin Oyle bir permutasyonu o vardir ki her ¢ € C
o’ya gbre N’nin bir araligina denk gelmektedir). Sekil 1.3’de dogrusal koalisyon
yapisina bir 6rnek verilmistir. Bu drnekte her koalisyonun oyuncularin dogal sirasina
gore bir araliga denk geldigine dikkat ediniz. Verilen bir C dogrusal koalisyon yapisi

icin, bir s € S strateji profili C-stabil ise s’ye dogrusal dengesi denir.

G_2(D

Sekil 1.3 : Dogrusal koalisyon yapisi drnegi.

Bu smnifin tanimi gesitli 6rneklerle motive edilebilir: i) Komsuluk aracilig: ile
sosyallesen sokak sakinleri, ii) Arabulucular olmadan bir koalisyon kuramayan ve
siyasi goriislerine gore soldan saga yerlestirilmis oyuncular, veya iii) Aralarindaki
iletisim bir kuyrukta bulunduklari i¢in sinirlanan oyuncular dogrusal koalisyon

yapilar1 ile modellenebilir.

Merkezi Koalisyon Yapis1 Simifi: Bir C koalisyon yapisi merkezi ise her koalisyon
merkezinde bir oyuncusunun bulundugu bir daire ile ¢evrilebilecek sekilde oyuncular
iki boyutlu bir diizleme yerlestirilebiliyor demektir (yani her i € N 0yle bir (x;, y;)
koordinatina yerlestirilebilir ve de her ¢ € C igin dyle 0. € U;e{(x;,y:)} ve 1. €
R. degerleri segilebilir ki O, merkezli ve r, yarigapli daire i¢inde c’deki tim
oyuncular1 ve sadece bu oyuncular1 barindirmaktadir). Sekil 1.4’de merkezi
koalisyon yapisina bir 6rnek verilmistir. Verilen bir C dairesel koalisyon yapisi igin,

bir s € S strateji profili C-stabil ise s’ye merkezi dengesi denir.

Bu sinifin tanimi ¢esitli orneklerle motive edilebilir: i) Smirli bir mesafe
icerisinde sosyallesen mahalle sakinleri, ii) Siyasi pusula iizerindeki farkli goriislere
kars1 belirli bir toleransi olan oyuncular, veya iii) Aralarindaki iletisim kullanilan
iletisim cihazinin kapsama alaniyla sinirlanan oyuncular merkezi koalisyon yapilari

ile modellenebilir.



Sekil 1.4 : Dairesel koalisyon yapis1 6rnegi.

Bir partisyon koalisyon yapisinda O (n) koalisyon varken laminar, dogrusal veya
merkezi bir koalisyon yapisinda O(n?) koalisyon olduguna dikkat ediniz. Partisyon
dengesi ile bizim tanimladigimiz ¢6zim konseptleri arasindaki diger bir bariz fark
bazi koalisyonlarin kesisebilmesidir. Bu agidan benzer ¢oziim konseptleri ve diger

ilgili caligmalara bir sonraki boliimde yer verilmistir.

1.4 Tlgili Cahsmalar

Partisyon dengesi ilk olarak Feldman & Tennenholtz tarafindan kaynak segme
(“resource selection”) oyunlar lizerinde ¢alisilmigtir [19]. Bu oyunlarda her oyuncu
verilen m kaynaktan bir tanesini secer. Yani her oyuncunun strateji kiimesi oyunda
verilen kaynaklarin kiimesidir. Her kaynagin o kaynagi se¢en oyuncu sayisina bagli
daima artan bir maliyet fonksiyonu vardir. Her oyuncu sectigi kaynak igin maliyet
fonksiyonunun aldigr deger kadar bir maliyete (yani negatif faydaya) sahiptir.
Kaynak se¢cme oyunlar1 ag yonlendirme (“routing”) [21], ag olusum (“network
formation™) [22] ve yuk dengeleme (“load balancing™) [23] gibi bircok problemin

modellenmesinde kullanilmaktadir.

Aragtirmacilart partisyon dengesini kaynak se¢mek oyunlarinda ¢aligmaya iten
ana motivasyon su sekilde 6zetlenebilir: Bu oyunlarda giiglii Nash dengesi sadece
iki kaynak varken ve bu kaynaklar esdegerken (yani ayni maliyet fonksiyonuna
sahipken) bile yoktur [19]. Ancak bu oyunlar konjesyon (“congestion”) oyunlarinin
[24] bir alt sinifi oldugu i¢in her zaman bir (saf) Nash dengesi vardir. Diisiinecek
olursak, gucli Nash dengesinin her zaman var oldugu (muhtemelen oldukg¢a basit)
bir oyun smifinda partisyon dengesini ¢alismanin bir anlami yoktur. Ayn1 sekilde,
Nash dengesi bile olmayan bir oyun sinifinda partisyon dengesini ¢alismanin da bir
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anlami yoktur. Bu bakimdan kaynak se¢gme oyunlar1 partisyon dengesini (ve benzer
sekilde bu tez kapsaminda tanimlanan ¢6ziim konseptlerini) ¢alismak i¢in hem basit,
hem genellestirmeye miisait, hem de uygulamalar1 olan ideal bir cerceve
sunmaktadir. Bu yiizden bu tezde de gelistirilen ¢6ziim konseptleri de kaynak se¢me

oyunlar lizerinde c¢alisilmistir.

Kaynak se¢gme oyunlarinda her zaman bir partisyon dengesinin var oldugu, hatta
her zaman hem Nash dengesi hem partisyon dengesi olan bir strateji profilinin var
oldugu ve boyle bir profilin polinom zamanda bulunabildigi bilinmektedir [20].
Ayrica, bizim bu tezde kullandigimiz Pareto refah artisi tanimi yerine giiclii refah
artist tanimi1 kullanildigi takdirde her zaman bir gii¢lii Nash dengesinin var oldugu da

bilinmektedir [25]. Gucli Nash dengesi iizerine olan ¢alismalar i¢in bkz. [26-29].

Benzer sekilde, partisyon dengesi de daha dnce toplam refah artig1 tanimi ile
calisilmigtir. Bu tanim altinda partisyon dengesinin kaynak se¢me oyunlarinda
maliyet fonksiyonlart konveks iken her zaman var oldugu gosterilmistir [30]. Kaynak
secme oyunlarinda, toplam refah artis1 tanimi altinda partisyon dengesi daha basit
olarak su sekilde de diistiniilebilir: Her koalisyon c yerine verilen kaynaklara |c| tane
is atamas1 gereken ve maliyeti bu atadig islerin maliyetinin toplami olan oyuncular
verildigini diisiinelim. O zaman bu oyunun bir Nash dengesi toplam refah artisi
tanimi altinda bir partisyon dengesine denk gelir. Bu oyunlara daha genel haliyle
atomik boliinebilir (“atomic splitable”) konjesyon oyunlart denir. Bu oyunlar
hakkinda daha ayrintili bilgi almak icin bkz. [31, 32]

Bu tezde tanimlanan ¢6ziim konseptlerinde oldugu gibi kesisen koalisyonlara izin
veren bir diger ¢6ziim konsepti iSe diisiinceli dengesidir (“considerate equilibrium”).
Bu ¢6ziim konsepti oyuncularin sosyal bir aga gomiilii oldugu ve sadece kliklerin
koalisyon kurabildiklerini varsayimi altinda arkadaslarina kars1 “diistinceli” davranan
oyunculart modellemektedir. Disiinceli dengesinin de kaynak se¢gme oyunlarinda

her zaman var oldugu bilinmektedir [33].

1.5 Tezin Katkilar1 ve Organizasyonu

Boliim 2°de laminar, dogrusal ve merkezi koalisyon yapist siniflar1 arasindaki

iligkileri calistyoruz. Gosteriyoruz ki dogrusal koalisyon yapist sinifi laminar



koalisyon yapisi smifinin bir genellemesidir (Teorem 1) ve merkezi koalisyon yapist

simifi dogrusal koalisyon yapisi sinifinin bir genellemesidir (Teorem 2).

Bolim 3’e kaynak se¢me oyunlarin1 formal olarak tanitarak basliyoruz. Zira
(yukarida bahsettigimiz gibi) arastirmacilarin partisyon dengesini kaynak seg¢me
oyunlarinda g¢aligmaya baslamasi ile ayni sebeplerden dolayi, biz de bu tezde

gelistirdigimiz ¢6ziim konseptlerini kaynak se¢gme oyunlarinda ¢alisacagiz.

Boliim 3.1°de Anshelevich ve ark. tarafindan gdsterilen ve bu tezde bize yardimci
olacak iki teoremi veriyoruz [20]. Bunlardan ilki kaynak se¢gme oyunlarinda Nash
dengesini karakterize etmektedir (Teorem 3). ikincisinde ise yine kaynak secme
oyunlarinda bir koalisyonun bir strateji profilini bloklamamas1 i¢in yeterli sartlar
verilmektedir (Teorem 4). Ardindan, kaynak segme oyunlarinin ele alacagimiz bazi
6zel durumlarini tanitiyoruz ve bu 6zel durumlar igin Teorem 4’teki yeterli sartlarin
sadelestirilmis hallerini veriyoruz. Bu o6zel durumlari ¢alismamizin altinda yatan
motivasyon kaynak se¢me oyunlarinda sadece iki kaynak varken ve bu kaynaklar
esdegerken (yani ayni maliyet fonksiyonuna sahipken) bile guicli Nash dengesinin
olmamasina dayanmaktadir. Diger bir deyisle, gelistirdigimiz ¢6ziim konseptlerini
i) iki kaynakl, ii) esdeger kaynakl ve iii) iki esdeger kaynakli 6zel durumlar icin

caligmanin denge varlik garantileri agisindan bir getirisi olabilir.

Boliim 3.2°de verilen bir koalisyon yapist C igin C-stabil bir strateji profilin var
olup olmadigina karar vermenin kaynak se¢me oyunlarinda sadece iki esdeger

kaynak varken bile NP-zor oldugunu gosteriyoruz (Teorem 5).

BOlum 4’de laminar, dogrusal ve merkezi koalisyon yapilari i¢in kaynak segme
oyunlarinda dengenin var olup olmadigini ve dengenin varsa ne kadar verimli bir
sekilde bulunabilecegini calisiyoruz. Bu boliimde oncelikle kaynak se¢me oyunlari
genelinde bu sorulara yanit veriyoruz (B6lum 4.1). Ardindan da iki kaynakli (Boliim
4.2), esdeger kaynakli (Bolim 4.3) ve iki esdeger kaynakli (Bolim 4.3) Ozel
durumlar igin bu sorulara yanit veriyoruz. Bu boliim ayrica tezin ana katkilarimi

sundugumuz yer olarak diisiintilebilir.

Bo6lim 4.1°de kaynak se¢gme oyunlarinda her zaman bir laminar (dolayisiyla
dogrusal ve merkezi) dengesinin olmasi gerekmedigini gosteriyoruz (Teorem 6).
Boylece, laminar dengesinin kaynak se¢cme oyunlarinda varlik garantisinin oldugu

yonindeki 10 yillik hipotezi c¢iirtitmiis oluyoruz [20]. Bunu gostermek igin



kullandigimiz &rnek oldukga karmasik olup 14052 oyuncudan ve 2001 kaynaktan

meydana gelmektedir.

Bolim 4.2°de iki kaynakli 6zel durumda laminar dengesinin her zaman var
oldugunu (Teorem 7), dogrusal dengesinin her zaman var olmasa da (Teorem 8) eger
iki biiyiikliigiinde koalisyonlar yoksa her zaman var oldugunu (Teorem 9)
gosteriyoruz. Ayrica dengenin var oldugu bu durumlarda verimli bir sekilde
bulunabildigini gosteriyoruz. Bunun igin fit kiime adin1 verdigimiz ve cesitli

koalisyon yapilari i¢in kullanilabilecek genel bir teknik gelistiriyoruz (Lemma 2).

Boliim 4.3’de esdeger kaynakli 6zel durumda dogrusal (ve dolayisiyla laminar)
dengesinin her zaman var oldugunu ve a¢g0zIli bir algoritma ile verimli bir sekilde

bulunabildigini gosteriyoruz (Teorem 10).

Bolim 4.4°de iki esdeger kaynakli 6zel durumda merkezi dengesinin her zaman
var olmadigin1 gosteriyoruz (Teorem 11). Bdylece, daha genel koalisyon yapisi
smiflarin1 kaynak se¢gme oyunlarinda ¢alismanin denge varlik garantileri agisindan

bir getirisi olmadigini da gostermis oluyoruz.

Cizelge 1.1 : Varlik garantileri.

Koalisyon Yapisi | Genel | [ki Kaynakli | Esdeger Kaynakh | Iki Esdeger Kaynakl:
Laminar - + + +
Dogrusal — D + +
Merkezi - - - -

Bolim 4’de verdigimiz sonuglart 6zetlemek gerekirse Cizelge 1.1°de + ile
isaretlenen yerlerde varlik garantisi oldugunu, — ile isaretlenen yerlerde olmadigini,
@ ile isaratlenen yerde sadece iki biiyiikligiinde koalisyonlar yokken oldugunu

gdstermis oluyoruz.

Béliim 5°de ise son olarak tezin sonug ve onerileri tartigiimaktadir.?

2 Bu tezdeki galigmalarin yer aldig1 ve yiiksek lisansim sirasinda basilan yayinlar igin bkz. [34, 35].
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2. KOALISYON YAPILARI ARASINDAKI ILISKIiLER

Bu bolimde tez kapsaminda tanitilan partisyon, laminar, dogrusal ve merkezi
koalisyon yapilar1 arasindaki iliskileri inceliyoruz. Bunun igin 6ncelikle verilen bir N
oyuncu kiimesi ic¢in biitliin partisyon, laminar, dogrusal ve merkezi koalisyon
yapilarinin kiimelerini sirasiyla P(N), L(N), D(N) ve M(N) olarak gosteriyoruz.
P(N) € LL(N) olduguna dikkat ediniz, ¢linkii tanim1 geregi her partisyon koalisyon
yapisi ayni zamanda bir laminar koalisyon yapisidir. Diger bir deyisle, laminar
koalisyon yapisi sinifi partisyon koalisyon yapisi sinifinin bir genellemesidir. Simdi

ise sirastyla L(N) € D(N) ve D(N) € M(N) oldugunu gésteriyoruz.

Teorem 1. Dogrusal koalisyon yapist sinifi laminar koalisyon yapist sinifinin bir
genellemesidir. Diger bir deyisle, L(N) € D(N).

Ispat. L(N) € D(N) oldugunu |N| iizerinden giiclii tiimevarim teknigi ile
ispathyoruz. |N| =1 iken L(N) € D(N) bagintisinin saglandigi asikardir. Simdi
IN| <k iken de L(N) € D(N) bagmtisinin saglandigin1 varsayalim. O zaman
gOstermemiz gereken |N| = k + 1 iken de L(N) € D(N) bagmtisinin saglandigidur.

IN| = k + 1 oldugunu farz edelim. C € IL(N) laminar bir koalisyon yapisi olsun.
C € D(N) oldugunu gosterirsek, ispatimiz bitmis olacaktir. Bunun igin N’nin 6yle
bir permutasyonu ¢ olmali ki her ¢ € C o’ya gore N’nin bir araligina denk gelsin.
N’nin her permiitasyonu o i¢in N, tanimi geregi o’ya gore N’ nin bir araligina denk

geldigi i¢in genelligi kaybetmeden N ¢ C diye varsayabiliriz.

Hicbir st kiimesi C’de yer almayan bir ¢ € C koalisyonu secelim. C laminar
oldugu icin €t ={c’ € C: ¢’ cc} ve C? =C\ C?! koalisyon yapilar1 da laminar
olmakla beraber, her ¢! € C! ve ¢? € C? koalisyon ifti de ayrigiktir. Ayrica N & C
oldugu i¢in ¢ # N oldugunu hatirlaymiz. Bu yizden de |c| < k ve [N \ c| < k olur.
O zaman tiimevarimsal hipotezimize gore C*,C? € D(N). € = C! U C? oldugu igin

ayni zamanda C € D(N). Boylece, L(N) € D(N) oldugunu ispatlamis olduk.
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Teorem 2. Merkezi koalisyon yapisi sinifi dogrusal koalisyon yapisi sinifinin bir
genellemesidir. Diger bir deyisle, D(N) € M(N).

Ispat. Bu teoremi bir algoritma araciligiyla ispatlayacagiz. C € D(N) verilmis olsun.
Kolaylik saglamasi acisindan, C’deki her koalisyonun oyuncularin dogal siralarina
gore N’nin bir araligina denk geldigini genelligi kaybetmeden varsayabiliriz. Ayrica
eger C‘deki bir ¢ koalisyonunun en kiiclik ve en biiyiik indekse sahip oyuncular

sirasiyla i ve j ise c’yi [i, j] olarak gosteriyoruz.

Simdi, asagida verilen algoritmay1 kullanarak elemanlar1 N’deki oyuncular ve
bosluk karakterlerinden olusan bir L listesi insa ediyoruz. (Bosluk karakteri icin U
sembollini kullaniyoruz.) Algoritma bos bir L = () listesi ile baslayip asagidaki
sekilde ¢alismaktadir.

Sirasiyla her j = 1,2,---,n igin:
1. L’ninsonuna j’yi ekle.

2. C’de [i,j] formunda (i # j) bir koalisyon yoksa sonraki iterasyona (yani
siradaki j degerine) atla.

3. Aksi takdirde, C’deki [i,j] formunda (i # j) koalisyonlar arasindan
en kiguk i degerine i*de.

4. L’de i*’dan baglayarak j’ye kadar olan (j hari¢) eleman sayisina r de.

5. L’nin sonuna pes pese r tane LI ekle ve sonraki iterasyona atla.

Bu algoritma sonlandigi zaman C’deki [i, j] formunda (i # j) her koalisyon igin
L’de i’den baslayarak j’ye kadar (j dahil degil) kag eleman varsa L’de j’den hemen

sonra pes pese o kadar U olduguna dikkat ediniz.

Simdi L’yi kullanarak ¢ € M(N) oldugunu gosteriyoruz: 1’den n’e kadar biitiin
oyunculari sirastyla bir dogrunun iizerine, ardisik oyunculart arasindaki mesafe L’de
aralarinda yer alan U sayisindan 1 fazla olacak sekilde, yerlestirelim. C’deki [i, ]
formunda (i # j) her koalisyon igin j merkezli ve yarigap1 i ile j arasindaki mesafeye
esit olan daireler ¢izelim. C’deki [j, j] formunda her koalisyon igin ise j merkezli ve
€ < 1 yarigaph daireler ¢izelim. L’nin sagladig1 yukaridaki 6zellikten dolay1 €’deki
her ¢ koalisyonu i¢in ¢izdigimiz dairenin i¢inde c¢’deki biitiin oyuncular1 olduguna ve
bagka hicbir oyuncunun olmadigina dikkat ediniz. Boylece, D(N) € M(N) oldugunu

ispatlamis olduk.
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Teorem 1 & 2 ile P(N) € L(N) € D(N) € M(N) oldugunu gostermis olduk.
Yani bu tezde partisyondan sonra tanimlanan her koalisyon yapisi sirayla bir
oncekini genellemektedir. Boylece, ilerleyen bolumlerde bir ¢ozim konsepti
hakkinda edindigimiz sonuglar diger ¢6ziim konseptleri i¢in bazi sorularin

yanitlanmasinda kullanilabilmektedir.
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3. KAYNAK SECME OYUNLARI

Bir kaynak se¢me oyunu (KSO) asagidaki sekilde tanimlanan bir (N, M, f)

uclisunden meydana gelir:

- N ={1,2,...,n} sonlu bir oyuncu kiimesidir.
- M ={1,2,...,m}sonlu bir kaynak kiimesidir.

- f = (fi)%, daima artan maliyet fonksiyonlar1 profilidir.

Oyun oynanirken her i € N oyuncusu tam olarak bir tane j € M kaynagi seger.
Yani her i € N oyuncusunun strateji kiimesi S; = M. Bir j € M kaynagimi q oyuncu
sectiyse, j’yi secen her oyuncu f;(q) kadar bir maliyet (yani negatif fayda) gordr.
Her oyuncu maliyetini minimize etmeye ¢aligmaktadir.

Bu oyundaki strateji profillerinin oyunculardan kaynaklara olan bir atamaya denk
geldigine dikkat ediniz. Bir atama asagidaki sekilde tanimlanan bir a = (a;)1%,
profili ile gosterilebilir:

— HerieMigina; S N.

— Heri,j € Migin (i #j)a; na; = 0.

— Sonolarak U;ep a; = N.

a; ile a atamasinda i kaynagmna atanmis oyuncularin kiimesi belirtilmektedir.
Boylece, a atamasinda a;’deki her oyuncunun f;(|a;|) kadar maliyet gordiigiini

sOyleyebiliriz. Bu oyunun strateji uzayimi, yani mimkiin olan biitiin atamalarin

kimesini ise A ile gosteriyoruz.

Sirada tez boyunca kaynak se¢me oyunlari {izerine olan tartigmamizda bize

kolaylik saglayacak bazi terim ve notasyonlar1 tanimliyoruz.

Bir a atamasiin maks-maliyetini a’da bir oyuncunun sahip oldugu en yiiksek

maliyet, yani max fi(la;|), olarak tanimliyoruz.
l

Bir KSO’nun min-maks-maliyetini (« ile gosteriyoruz) biitiin atamalar arasindan

en diisilk maks-maliyet, yani a = mi(zl max fi(la;]), olarak tanimliyoruz.
[0S e
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Bir i € M kaynaginin kotasini q; = max fi(@) < a olarak tanimliyoruz. Kisacasi,
qe€

bir kaynagin kotas: a maliyetini agmadan atanabilecek maksimum oyuncu sayisidir.

a maliyetine erisebilen ve erisemeyen kaynaklar1 agagidaki sekilde ikiye ayiriyoruz:
— Eger f;(q;) = a ise i kaynagini tip 1 olarak siniflandiriyoruz.
— Eger f;(q;) < a ise i kaynagin tip 2 olarak siniflandirtyoruz.

Tip 1 ve tip 2 kaynaklarin kiimesini sirastyla T; ve T, ile gosteriyoruz. Tanimi geregi
T, # @ olduguna dikkat ediniz. Tip 1 kaynaklar icin §; ile i kaynagmnin kotasina

ulagsmasina bir oyuncu kala sahip oldugu maliyeti gosteriyoruz, yani 5; = f;(q; — 1).

3.1 Denge i¢in Yeterli Sartlar

KSO’lar konjesyon oyunlarinin bir alt sinift oldugu i¢in her zaman bir Nash dengesi
oldugunu hatirlaymiz [24]. Asagida KSO’lar icin Anshelevich ve ark. tarafindan
bulunan Nash dengesi karakterizasyonunu, yani bir a atamasinin Nash dengesi

olmasi i¢in yeterli ve gerekli sartlari, veriyoruz.

Teorem 3 (Anshelevich ve ark. [20]). KSO’larda bir atama a eger ve sadece eger

asagidaki sartlart saglyorsa bir Nash dengesidir:
1. Heri€T,icin|a;| = q;.
2. HerieT,icin|a;| € {q; — 1, q;}.
3. Enazbiri €T, igin|a;| = q;.
a atamas1 bir Nash dengesi olsun. O zaman Teorem 3’e gore tip 1 kaynaklar
asagidaki sekilde ikiye ayirabiliriz:
— L(a) ={i €Ty : |a;| = q; — 1}, yani kotasina ulasamamis kaynaklar kiimesi.
— H(a) ={i €Ty : |a;| = q;}, yani kotasina ulagsmig kaynaklar kiimesi.
L(a) ve H(a) kumelerindeki kaynaklar: sirasiyla diisiik ve ylksek kaynaklar olarak

adlandiriyoruz. Teorem 3’{in 3. sartindan dolayr H(a) # @ olduguna dikkat ediniz.

Ayrica, Teorem 3’°Un daha sonra isimize yarayacak bir korolarisi asagida verilmistir.

Korolari 1. KSO’larda Nash dengesi olan her a atamast igin |L(a)| = Yiem @i — 1
ve |H(a)| = |Ty| — |L(a)|. Bu da her Nash dengesinde diisiik ve dolayisiyla yiiksek

kaynak sayilari ayni demektir.
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KSO’larda Teorem 3’de verilen sartlar acgozlii bir algoritma ile kolaylikla

saglanabilecegi i¢in Teorem 3’iin diger bir korolarisi ise su sekildedir.
Korolari 2. KSO’larda bir Nash dengesi polinom zamanda bulunabilir.

Korolari 2 sayesinde a ve her i € M icin g; (ve dolayisiyla ;) degerlerinin
polinom zamanda bulunabilecegine dikkat ediniz. Bu sayede ileriki bdlumlerde
verecegimiz verimli algoritmalarda bu degerlerin verilmis (veya daha Onceden

hesaplanmis oldugunu) genelligi kaybetmeden varsayabiliriz.

Simdi ise KSO’larda bir koalisyonun bir atamayi bloklamamasi i¢in yine
Anshelevich ve ark. tarafindan bulunan yeterli sartlar1 asagida veriyoruz. Bu sartlar
Teorem 3’teki sartlarin aksine ayni zamanda gerekli degildir, yani bir koalisyon bir

atamay1 asagida verilen sartlar1 saglamasa dahi bloklamiyor olabilir.

Teorem 4 (Anshelevich ve ark. [20]). KSO larda bir a atamas: Nash dengesi ise ve
verilen bir ¢ koalisyonu her [ € L(a) ve h € H(a) icin asagidaki sartlar: saglyorsa,

¢ koalisyonu a atamasini bloklamaz:

1. Egerla;nc|=0ise|a,nc| <1.
2. EgerBp=pBvelanc|l>0isela,nc|<l|anc|+1.

3. Egerﬁh <,Bl ve Ial nCI > 0ise |ah ﬂCI < Ial nCI.

Teorem 4’teki sartlara dikkat edecek olursak, L(a) = @ (yani Korolari 1’den
dolay1 X;epm q; — n = 0) oldugu takdirde biitiin sartlar otomatik saglanmaktadir. Bu

yizden Teorem 4 asagidaki korolariye sahiptir.

Korolari 3. Bir KSO'da eger Y., q; — n = 0 ise oyundaki her Nash dengesi ayrica

bir guicli Nash dengesidir.

Iki kaynaklh KSO’lar (yani M = {1,2} oldugu 6zel durum) i¢in Teorem 4’te
verilen sartlar su sekilde sadelestirilebilir: Diyelim Ki a atamasi bir Nash dengesi ve
bir kaynak diisiik iken digeri yiiksek. Teorem 4’iin ifadesindeki gibi diisiik ve yiiksek
kaynaklara sirasiyla [ ve h diyelim. Varsayalim ki S, > ;. O halde dikkat edilecek
olursa bir ¢ koalisyonu a’y1 eger ve sadece eger |a; Nc| =0 ve |apNc| > 1 ise

bloklar. Bu yiizden, Teorem 4’{in diger bir korolarisi su sekildedir.
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Korolari 4. Iki kaynakli KSO larda bir a atamas: Nash dengesi ise ve verilen bir ¢
koalisyonu her I € L(a) ve h € H(a) i¢in asagidaki sartlar: sagliyorsa, ¢ koalisyonu

a atamasini bloklamaz:

1. Eger|la;ncl=0ise|a,nc| <1.
2. EgerBp=pBvelasnc|>0iselaync|<|anc|+1.

3. Egerﬁh <,8[ ve |al ﬂC| > 0 ise |ah ﬂC| < |al ﬂC|

Benzer sekilde, esdeger kaynakli KSO’lar (yani her i,j € M igin f; = f; oldugu

0zel durum) i¢in Teorem 4’teki sartlar asagidaki korolari ile sadelestirilmistir.

Korolari 5. Esdeger kaynakli KSO larda bir a atamasi Nash dengesi ise ve verilen
bir ¢ koalisyonu her [ € L(a) ve h€ H(a) icin |apnc| <l|anNc|+1 sartim

saghyorsa, c koalisyonu a atamasint bloklamaz.

Bu alt baslikta gegen sonuglar1t Bolim 4’te verecegimiz varlik garantileri ve
verimli algoritmalarda kullaniyoruz. Ama 6ncesinde bu oyunlarda dengenin verimli

hesaplanabilirligi hakkinda dnemli bir konuya deginiyoruz.

3.2 Dengenin Verimli Hesaplanabilirligi

Korolari 2’den bildigimiz iizere KSO’larda bir Nash dengesi polinom zamanda
bulunabilmektedir. Bu yiizden, Korolari 3’den goriildigii gibi eger Y;epyq; —n =0
ise bir glcli Nash dengesi de polinom zamanda bulunabilmektedir. Ayni1 zamanda,
eger Yiemqi —n # 0 ise (her i € H(a) i¢in g; = 1 olan bir a Nash dengesinin var
oldugu basit durum haricinde) gicli Nash dengesinin var olmadigi bilinmektedir
[20]. Bu yuzden, bir gucli Nash dengesinin var olup olmadigi (ve varsa bulma)
problemi de polinom zamanda ¢6zulebilmektedir.

Ozetleyecek olursak, ele alinan koalisyon yapilari agisindan bu iki u¢ durumda da
bir dengenin var olup olmadigi (ve varsa bulma) probleminin polinom zamanda
¢oziilebildigini bilinmektedir. Bu bdliimde, bu problemin genel haline bakiyoruz.
Yani bir C koalisyon yapist verildigi takdirde C-stabil bir atamanin olup olmadigi
problemini ¢alistyoruz. Asagida, bu problemin iki esdeger kaynakli KSO’larda (yani
M = {1,2} ve f; = f, oldugu 6zel durumda) dahi her ¢ € C igin |c| = 2 iken bile

P = NP degil ise polinom zamanda ¢6ziilemedigini gosteriyoruz.
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Teorem 5. Jki esdeger kaynakli KSO’larda dahi verilen bir C koalisyon yapist icin
C-stabil bir atamanin olup olmadigina karar vermek NP-zor 'dur ve her ¢ € C igin

|c| = 2 olsa bile, bu problem hala NP-zor kalmaktadir.

Ispat. NP-zor oldugu bilinen yarim kose ortme (“half vertex cover”) problemi
tizerinden bir indirgeme veriyoruz. Yarim kose ortme probleminde bize yonsiz basit
bir ¢izge G = (V, E) verilmektedir. Genelligi kaybetmeden, |V|'nin tek oldugunu
varsayabiliriz, zira problem bu halde bile NP-zor’dur. Diyelim ki pozitif bir tam say1
k icin V = {vy,v,, ..., v 41} Olsun. Bu girdilere gore yarim kose 6rtme problemi

asagidaki sekilde tanimlanabilir.

Yarim Kose Ortme Problemi: En fazla k biiyiikliigiinde éyle bir kése alt kiimesi

V' € V var midwr ki her (v;,v;) € E kenaru igin v; € V' veya v; € V' olsun?

Simdi verilen bir yarim kdse ortme problemi i¢in, iki esdeger kaynakli bir KSO
(N, M, f) ve bir koalisyon yapisi C olusturuyoruz:

- M ={1,2}ve fi(x) = f,(x) = x olsun.
— Herv; € V kosesi igin bir i € N oyuncusu olsun.

— Her (vi, vj) € E kenari i¢in bir {i, j} € C koalisyonu olsun.

Verilen yarim kdse Ortme probleminin cevabinin eger ve sadece eger yukaridaki
yapiya gOre C-stabil bir atama varsa “evet” oldugunu gosterebilirsek ispat

tamamlanmis olacaktir. Simdi tam olarak bunu yapiyoruz.

(=) Diyelim ki verilen yarim kdse probleminin cevab1 “evet”, yani en fazla k
biiytikliigiinde 6yle bir kose alt kiimesi V' < V var ki her (vi,vj) € E kenart i¢in
v; €V’ veya v; € V'. Simdi gosteriyoruz ki a = (V',N \ V') atamas1 C-stabil’dir.
Oncelikle, |a;| < k ve dolayisiyla |a,| = k + 1 olduguna dikkat ediniz. Bu yiizden,
a’da 1. kaynaga atanmis oyuncularin maliyeti 2. kaynaga atanmis oyuncularin
maliyetinden daima azdir. Her {i,j} € C icin biliyoruz ki i ve j’den en az biri 1.
kaynaga atanmustir, ¢lnkil hatirlaymiz ki v; € V' veya v; € V'. Eger hem i hem de j
1. kaynaga atanmuis ise bu iki oyuncunun da 1. kaynakta kalmayi 2. kaynaga gegmeye
yegleyecegi aciktir. Bu iki oyuncudan biri (diyelim ki j) 2. kaynaga atanmis ise 1.
kaynaga gecerek maliyetini diistirmesi mimkindur. Ancak j bu strateji degisikligine
gittigi takdirde i 1. kaynakta kalsa da 2. kaynaga gecse de maliyeti artacaktir. Bu

yuzden hicbir ¢ € C koalisyonu a atamasin1 bloklamaz. Yani a atamasi C-stabildir.
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(&) Simdi ise diyelim ki yukaridaki yapiya gore C-stabil bir a atamas: var.
IN| = 2k + 1 oldugu i¢in a’da kaynaklardan birine en fazla k oyuncu atanmustir.
Genelligi kaybetmeden |a;| < k ve dolayisiyla |a,| = k + 1 oldugunu varsayalim.
Bir {i,j} € C koalisyonundaki iki oyuncunun 2. kaynaga atanmis oldugunu
diisiinelim. Iglerinden biri (diyelim ki i) 1. kaynaga gecerse i’nin maliyeti
yukselmeyecektir ve j’nin maliyeti diisecektir. Ancak a atamasi C-stabil oldugu igin
bu mumkin olamaz, yani her ¢ € C koalisyonundaki en az bir oyuncu a’da 1.
kaynaga atanmistir. O zaman, a,’deki oyunculara denk gelen koselerin kiimesi
(diyelim ki V') her (v, vj) € E icin v; € V' veya v; € V' sartim saglamakla beraber
biiyiikliigii en fazla k’dir. Bu da verilen yarim kdse 6rtme probleminin cevabi “evet”

demektir.

Boylece, eger iki esdeger kaynakli KSO’larda verilen bir C koalisyon yapisi igin
(her ¢ € C igin |c| = 2 iken bile) C-stabil bir atamanin var olup olmadigi polinom
zamanda ¢ozilebilirse, yukaridaki indirgeme ile NP-zor olan yarim kose Ortme

probleminin de polinom zamanda ¢oziilebildigini gostermis olduk.
O

Teorem 5, herhangi bir duzen olmaksizin kurulan koalisyon yapilari altinda,
oldukga basit senaryolarda bile, dengenin hesaplanabilirliginde kati sinirlar oldugunu
gostermektedir. Bu bakimdan, koalisyon yapilarini sosyal bir diizen ile sinirlamak
hesaplanabilirlik ile de motive edilebilir. Bir sonraki boliimde gorecegiz ki bu tiirden
kisitlamalar altinda tanimladigimiz ¢6ziim konseptleri verimli hesaplanabilirlik

sonuclara firsat vermektedir.

20



4. DENGE VARLIK GARANTILERI VE VERIMLI ALGORITMALAR

Bu bolimde laminar, dogrusal ve merkezi dengesi ¢6ziim konseptlerini KSO’lar ve
KSO’larin 6zel durumlarn iizerinde c¢alisiyoruz. Bu ¢oziim konseptlerinin hepsinin
partisyon dengesi ¢o6ziim konseptinin bir genellemesi oldugunu ve KSO’larda
partisyon dengesinin varlik garantisi oldugunu hatirlaymmz [20]. Ilk olarak bu
sonucun laminar, dogrusal ve merkezi dengesi ¢oziim konseptlerine genellenip

genellenemeyecegini ¢alisiyoruz.

4.1 Genel Durum

Bu alt baghgi genel olarak KSO’larda her zaman bir laminar dengesinin var olmasi
gerekmedigini gostermeye adiyoruz. Bunu gostermek icin kullandigimiz 6rnek
olduk¢a karmasik olup ¢ok sayida oyuncu ve kaynak gerektirmektedir. Bu kadar
karmagik bir 6rnegi bulmanin zorlugundan olsa gerek ki Anshelevich ve ark.
partisyon dengesini ¢alistiklari makalenin sonunda KSO’larda laminar dengesinin de
varlik garantisi oldugu hipotezini ortaya koymustur [20]. BOylece Uzerinden yaklasik
on yil gectikten sonra bu hipotez bu tezde cliriitiilmiis olacaktir. Simdi kullandigimiz

ornegi tarif ediyoruz.
Ornek 1. Asagida 14052 oyunculu ve 2001 kaynakli bir KSO tarif edilmektedir.

— Kaynaklarm hepsi tip 1 olarak siniflandirilmis olsun.
— Kaynaklar kimesi M = M, U M,, U M, olsun, dyle ki:
o M, ={x}veq, =53 olsun.
o M, = {y1,¥2,.,Y1000} V€ hery € M,, icin q,, = 8 olsun.
o M, ={zy,2,,..,Z1000} Ve her z € M, igin q, = 7 olsun.
o Ayrica, hery € My, ve z € M, icin B, > B, > B, > f,(qx — 2) olsun.
O

Simdi ise gosteriyoruz ki Oyle bir C € L(N) laminar koalisyon yapist vardir ki

Ornek 1°de tarif edilen KSO’da C-stabil bir atama yoktur.
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Teorem 6. Bir KSO nun verilen bir C € L(N) laminar koalisyon yapist i¢in C-stabil

bir atamas: olmayabilir. Yani, KSO 'larda laminar dengesinin varlik garantisi yoktur.

Ispat. KSO’larda laminar dengesinin varlik garanatisi olmadigini gdstermek icin
Ornek 1°de verilen KSO’nun asagida verilen C € IL(N) laminar koalisyon yapisi i¢in
C-stabil bir atamas1 olmadigini gosteriyoruz. ilk olarak, 14052 oyuncuyu 6 tana esit
buydklikteki cq,cy, ..., cg koalisyonlara ayirtyoruz. Yani bu koalisyonlarin her biri
farkli 14052 + 6 = 2342 oyuncu igermektedir. C = {c;,¢; ...,c} U P-1(N) U {N}
olarak tanimladigimiz koalisyon yapisinin laminar olduguna dikkat ediniz. Simdi
olmayan ergi (geliski) yontemini kullanabilmek icin, C-stabil bir a atamasinin

oldugunu varsayiyoruz.

P_1(N) c C oldugu i¢in a atamasinin ayni zamanda P_,(N)-stabil olduguna,
yani bir Nash dengesi olduguna, dikkat ediniz. Bu yuzden a atamasinin Teorem 3’de
verilen sartlar1 sagladigini not ediniz. Ayrica, Korolari 1’den dolay1 |L(a)| = 1001
ve |H(a)| = 1000 olduguna dikkat ediniz. Ispatin geri kalanin1 6 pargaya ayiriyoruz:

(1) x € L(a) oldugunu gosteriyoruz.

Eger x € H(a) ise N € C koalisyonu a’y1r blokladig1 i¢in a’nin C-stabil
olamayacagimi gosteriyoruz. Varsayalim ki x € H(a), yani tim disiik kaynaklar
M,, U M, dedir. Diisiik olan iki kaynak (diyelim ki i ve j) ele alalim. Dikkat ediniz ki

la;| + |aj| = (: — 1) + (q; — 1) < 14. Ardindan, Gyle N; € a, ve N; € a, oyuncu
alt kumeleri secelim ki |N;| = q;, |N;| = q; ve N; N N; = @ olsun. Simdi a (izerinde
oynayarak yeni bir a’ atamasi tarif ediyoruz:

a;, aj, N; ve N;’deki oyuncular1 atanmis olduklari kaynaklardan kaldiralim.

— Nj;’deki oyunculari i kaynagina, N;’deki oyunculari j kaynagina ve son olarak

a; U a;'deki oyuncular1 x kaynagina atayalim.
— Diger tiim oyuncular bulunduklar1 kaynaklarda kalmaya devam etsin.
a' atamasinda a; U a;’deki oyuncularin a atamasina gore maliyetlerinin daha
disiik olduguna dikkat ediniz, ¢iinkii hatirlayacak olursak By, > B, > fi(qx — 2).
Diger oyuncularin ise a’ atamasindaki maliyetinin a atamasindaki maliyetlerinden

fazla olmadigi agiktir. Bu ylizden N € C koalisyonu a’y1 bloklar. Ancak a atamasi

C-stabil oldugu i¢in bu miimkiin degildir. Bu da demektir ki x € L(a).
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2) |H(@) n My| < 7 (ve dolayisiyla |H(a) N M,| = 993) oldugunu gosteriyoruz.

(1)’den biliyoruz ki M,, U M,’de toplam 1000 disiik ve 1000 yiiksek kaynak var.
Sirada |H(a) N My| > 8 ise N € C koalisyonu a’y1 blokladig: i¢in a’nin C-stabil

olamayacagini gosteriyoruz. Varsayalim ki |H (a)ﬂMy| > 8. Bu demektir ki

|L(a) N M,| = 8. Simdi a zerinde oynayarak yeni bir a’ atamasi tarif ediyoruz:

— M, den 7 yiiksek kaynak seciyoruz. Diyelim ki yy,y,, ...,y; € H(a) N M,,.

— M, den 8 diisiik kaynak segiyoruz. Diyelim Ki z;, z, ..., zg € L(a) N M,.

— a’da x’e atanmis 49 oyuncu seciyoruz. Diyelim ki N,, c a, ve |N,| = 49.

- (ay1 U--u ay7) U (a21 U--u a28) U N,.’deki oyunculart atanmig olduklari
kaynaklardan kaldiralim.

— N,’deki 49 oyuncuyu yj,...,¥; kaynaklarina, her kaynakta 7’ser oyuncu
olacak sekilde atayalim.

- ay U-U ay7’deki 56 oyuncuyu zy, ..., Zg kaynaklarina, her kaynakta 7’ser
oyuncu olacak sekilde atayalim.

— @y, U--Ua,g’deki 48 oyuncuyu x kaynagina atayalim.

— Diger tiim oyuncular bulunduklar1 kaynaklarda kalmaya devam etsin.

a' atamasinda, x kaynagina atanmis oyuncularin a’ya gére maliyeti daha
diistiktiir (¢cUnkU x’de g, — 2 oyuncu vardir). a’ atamasinda, vy, ..., y, kaynaklarina
atanmis olan oyuncularin da a’ya gore maliyeti daha diisiiktiir (¢linkii hatirlayaniz ki
Bx > By). Diger oyuncularin ise a’ atamasindaki maliyetinin a atamasindaki
maliyetlerinden fazla olmadig1 agiktir. Bu yiizden N € C koalisyonu a’y1 bloklar.
Ancak a atamasi C-stabil oldugu igin, bu demektir ki |H(a) n My| <7.

(3) Gosteriyoruz ki oyle bir ¢ € {cy, ..., c¢} vardir ki ¢ koalisyonundaki en az 1159

oyuncu a atamasinda H(a) N M,’deki kaynaklara atanmustir.

(2)’den biliyoruz ki a atamasinda M,’deki kaynaklarin en az 993’0 yiiksektir.
Hatirlayimiz ki a’da bu kaynaklarin her birine 7 oyuncu atanmistir. Bu yuzden, a’da
M, deki yiiksek kaynaklara atanmis oyuncu sayist en az 993 X 7 = 6951°dir. Genel
giivercin yuvast prensibini uygulayarak gorebiliriz ki 6yle bir ¢ € {cy, ..., c¢}
koalisyonu vardir ki c¢’deki en az [6951/¢] =1159 oyuncu a’da M,’deki yiiksek

kaynaklara atanmustir.
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(4) Yukarida (3)’de tarif edildigi gibi bir ¢ € {cy, ..., c¢} koalisyonunu ele alalim.
Gosteriyoruz ki 6yle bir z € H(a) N M,, vardir ki ¢ koalisyonundaki en az iki oyuncu

a atamasinda z kaynagina atanmistir.

a atamasinda M,’de en fazla 1000 yiiksek kaynak olabilir ve (3)’den bildigimiz
Uzere ¢ koalisyonun en az 1159 oyuncusu M,’deki yuksek kaynaklara atanmustir.
Boylece, giivercin yuvasi prensibini kullanarak c¢’nin en az iki oyuncusunun a’da

M,’deki kaynaklardan birine atanmis oldugunu séyleyebiliriz.

(5) Yukarida (3)’de tarif edildigi gibi bir ¢ € {cy, ..., ¢s} koalisyonunu ele alalim.
Gosteriyoruz ki her y € L(a) n (M, U M,) igin c koalisyonunun en az iki oyuncusu
a atamasinda y kaynagina atanmaistir.

(4)’de tarif edildigi gibi bir z € H(a) N M, kaynagi ele alalim. Biliyoruz ki ¢’nin
iki oyuncusu (diyelim ki i ve j) a’da z’ye atanmistir. Simdi eger ¢ en fazla tek bir
oyuncusunun atanmis oldugu bir y € L(a) N (M, U My) kaynag varsa, ¢ koalisyonu
a’y1 blokladig1 i¢in a’nin C-stabil olamayacagini gosteriyoruz. Varsayalim ki Oyle
bir kaynak y € L(a) n (M, U M,,) var, yani |a, nc| < 1. Simdi |a, nc|=0 ve

|ay N c| = 1 ihtimallerini sirayla inceliyoruz.

Varsayalim ki |ay N ¢| = 0. O zaman ¢ koalisyonu a’y1 su sekilde bloklayabilir:
i oyuncusu z’den kaldirilip y’ye atanirsa, i’nin maliyeti ayn1 kalirken j’ninki diiser

ve ¢’deki diger oyuncularin maliyeti de artmaz. Bu yuzden, |a, N ¢| = 0 olamaz.

Varsayalim ki |ay n c| = 1. a, N c’deki oyuncuya k diyelim. Bu durumda yine
¢ koalisyonu a’y1 su sekilde bloklayabilir: i ve j oyuncular1 z’den kaldirilip y’ye ve
k oyuncusu da y’den kaldirilip z’ye atanirsa, i Ve j’nin maliyeti ayni1 kalirken z’ninki

diiser ve c’deki diger oyuncularin maliyeti de artmaz. Bu ytizden, |ay N c| =1 de

olamaz. Bu da demektir ki |a, N c| > 2.

(6) Ispat: tamamliyoruz: (3)’de tarif edildigi gibi bir ¢ € {cy, ..., cg} ele alalim. (1) ve
(2)’den biliyoruz ki |L(a) N (M, U M,,)| = 994. (5)’den ise biliyoruz ki c’nin en az
2 X 994 = 1988 oyuncusu a’da L(a) N (Mx U My)’deki kaynaklara atanmistir.

(3)’den ise biliyoruz ki c¢’nin en az 1159 oyuncusu a’da H(a) N M,’deki kaynaklara
atanmustir. O halde |c| = 1988 + 1159 = 3147. Ancak biliyoruz ki |c| = 2342.
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Teorem 6’dan KSO’larda laminar dengesinin varlik garantisi olmadigini

bildigimize gore Teorem 1 & 2’den dolay1 dogrusal ve merkezi dengesinin de yoktur.

Korolari 6. Bir KSO 'nun verilen bir C € D(N) veya C € M(N) koalisyon yapist igin
C-stabil bir atamasi olmayabilir. Yani, KSO’larda dogrusal ve merkezi dengesinin de

varlik garantisi yoktur.

4.2 1ki Kaynakl Ozel Durum

Bu alt baslig1 laminar, dogrusal ve merkezi dengesi ¢6ziim konseptlerini iki kaynakli
KSO’larda calismaya adiyoruz. iki kaynakli KSO’larda eger i) C € L(N) ise ya da
ii) C € D(N) ve her c € C igin |c| # 2 ise, her zaman C-stabil bir atamanin var
oldugunu ve bdyle bir atamanin polinom zamanda bulunabildigini gosteriyoruz. Yani
iki kaynakli KSO’larda genel durumun aksine her zaman bir laminar dengesi
oldugunu goteriyoruz. Bir dogrusal dengesinin ise her zaman var olmadigini ancak
dengeyi aslinda sadece iki oyunculu koalisyonlarin bozdugunu ve bdyle koalisyonlar
olmadig1 takdirde dogrusal dengesinin de her zaman var oldugunu gosteriyoruz.
Ayrica bu durumlarda dengeyi polinom zamanda bulabilmek i¢in gelistirdigimiz “fit”
kiime teknigini tanitiyoruz. Ama oncelikle okuyucuya kolaylik saglamasi igin

genelligi kaybetmeden asagidaki varsayimlari yapiyoruz.

Iki kaynakli KSO’larda q; + g, € {n,n + 1} olduguna dikkat ediniz. Ancak eger
q1 + q; =n ise Korolari 3’den biliyoruz ki bir giiglii Nash dengesi vardir ve
polinom zamanda bulunabilir. Bu yiizden genelligi kaybetmeden q; +q, =n+1
oldugunu varsayabiliriz. Korolari 1’den dolay1 bu demektir ki bir Nash dengesinde
kaynaklardan biri diisiiktiir, digeri de dolayisiyla yiiksektir (hatirlaymiz ki tanimi
geregi en az bir kaynak yiiksek olmalidir). Ayrica genelligi kaybetmeden S, < f3,
oldugunu varsayiyoruz. Yukarida bahsettigimiz fit eden kiimeler teknigi ; = [,
oldugu durumda ise yaramamaktadir. Once bu esitlik durumunu aradan ¢ikartmak
icin dogrusal ve dolayisiyla laminar dengesinin, 8; = 3, iken iki kaynakli KSO’larda

her zaman var oldugunu ve polinom zamanda bulunabildigini gosteriyoruz.

Lemma 1. 7ki kaynakli bir KSO’da eger B, = B, (Ve q; + q; = n+ 1) ise verilen
her C € D(N) dogrusal koalisyon yapist icin C-stabil bir atama vardir ve boyle bir

atama polinom zamanda bulunabilir.
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Ispat. Bir C € D(N) dogrusal koalisyon yapist verilmis olsun. Kolaylik saglamasi
icin C’deki her koalisyonun oyuncularin dogal siralarina gére N’nin bir araligina
denk geldigini genelligi kaybetmeden varsayabiliriz. Yine genelligi kaybetmeden
q1 < q, oldugunu varsayiyoruz. Asagida verilen algoritmanin C-stabil bir atama

olusturdugunu gdsteriyoruz:

— 1. kaynaga tam olarak q; oyuncu atanana kadar, oyuncular1 dogal sirasiyla

teker teker alip bir 1. kaynaga bir 2. Kaynaga ait olacak sekilde atayalim.
— Heniiz atanmamis oyuncularin hepsini 2. kaynaga atayalim.

Yukaridaki algoritmanin sonucunda ortaya cikan atamaya a dersek a, =
{1,3,5,--,2q; — 1} ve a, ={2,4,6,--,2q; — 2} U {2q4,2q; + 1,---,n} olduguna
dikkat ediniz. Toplamda ise 1. kaynaga q, ve 2. kaynaga q, — 1 oyuncu atandigina,
yani 1. kaynak yiiksek iken 2. kaynagin diisiik olduguna dikkat ediniz. O zaman
Teorem 3’te gegen karakterizasyondan dolay1r a’nin bir Nash dengesi oldugunu
biliyoruz. Bu sayede Korolari 4’te iki kaynakli KSO’larda bir koalisyonun bir
atamay1 bloklamamasi i¢in verilen yeterli sartlar1 a atamasinin C-stabil oldugunu

gostermek icin asagidaki sekilde kullanabiliriz:

Diyelim ki ¢c={i,i+1,---,j}€C ve i <j. Eger la,nc| =0 ise |c|]=1
olduguna dikkat ediniz. Bu yiizden Korolari 4’deki 1. sart a ve c i¢in saglanmaktadr.
Simdi bir k € ¢ oyuncusunu ele alalim, yani i < k < j olsun. Eger k < j ve k € a,
ise k + 1 € a, olduguna dikkat ediniz. O zaman |a; N c| < |a, N c| + 1 diyebiliriz,
yani Korolari 4’teki 2. sart da a ve c igin saglanmaktadir. Korolari 4’teki 3. sart §; =
B, oldugudan a ve c i¢in baglayici degildir. Boylece yukaridaki algoritma ile

polinom zamanda olusturabilecek a atamasinin C-stabil oldugunu géstermis olduk.

4.2.1 Fit kiimeler ile denge hesabi

Iki kaynakli KSO’larda B; = B, iken dogrusal ve dolayisiyla laminar dengesinin
varlik garantisi oldugunu ve polinom zamanda bulunabildigini gosterdik. Simdi ise
B1 # B2 (yani B; < B,) iken verilen bir C koalisyon yapisi i¢in C-stabil bir atamanin

varligini garanti eden fit kiime kavramini tanitiyoruz.

26



Fit Kiime: F < N oyuncu alt kimesinin verilen bir koalisyon yapist C igin fit kiime

olmasitherc e C\ P-;(N)icin1 < |Fnc| < [%J saglaniyor demektir.

Verilen bir C koalisyon yapisi i¢in her zaman bir F fit kiimesinin var olmak
zorunda olmadigina dikkat ediniz. Ancak simdi gosteriyoruz ki eger Oyle bir F varsa
C-stabil bir atama da vardir. Dahasi, F verildigi takdirde C-stabil bir atamanin

polinom zamanda bulunabildigini gdsteriyoruz.

Lemma 2. Iki kaynakli bir KSO’da eger 1 < B, (Ve q; + q, = n + 1) ise ve verilen
bir C koalisyon yapusi icin bir F fit kimesi varsa C-stabil bir atama da vardir.

Dahasi, F verildigi takdirde C-stabil bir atama polinom zamanda bulunabilir.
Ispat. Asagida verilen algoritmanin C-stabil bir atama olusturdugunu gésteriyoruz:

(1) Eger |F| < qq — 1 ise F’deki her oyuncuyu 1. kaynaga, kalan oyuncular1 ise
1. kaynak diisiik ve 2. kaynak yiiksek olacak sekilde rastgele atayalim.

(2) Aksi takdirde, N \ F’deki her oyuncuyu 2. kaynaga, kalan oyunculari ise bu
sefer 1. kaynak yuksek ve 2. kaynak diisiik olacak sekilde rastgele atayalim

Yukaridaki algoritmanin sonucunda ortaya ¢ikan atamaya a diyelim. Teorem
3’de gegen karakterizasyondan dolay1 her iki durumda da a’nin bir Nash dengesi
olduguna dikkat ediniz. Bu sayede Korolari 4’de iki kaynakli KSO’larda bir
koalisyonun bir atamay1 bloklamamasi i¢in verilen yeterli sartlari, a atamasinin C-

stabil oldugunu gdstermek icin asagidaki sekilde kullanabiliriz:

(1) ik |F| < q; — 1 oldugunu varsayalim ve bir ¢ € C koalisyonunu ele alalim.
|c| = 1 ise a bir Nash dengesi oldugu i¢in c¢’nin a’y1 bloklamadigina dikkat ediniz.
Bu yiizden genelligi kaybetmeden |c| > 1 diye varsayabiliriz. O halde |[Fnc| > 1
oldugu i¢in |a; N c| # 0 olduguna dikkat ediniz. Bu ylizden de Korolari 4’iin 1. sarti
a ve c igin saglanmaktadir. Korolar1 4’tin 2. ve 3. sartlar1 ise ; < 8, oldugundan
dolay1 a ve c igin baglayici degildir. Boylece bu durumda a’nin C-stabil oldugunu

gostermis olduk.

(2) Simdi ise |F| > g; — 1 oldugunu varsayalim ve yine bir ¢ € C koalisyonunu
ele alahm. |[c|] = 1 ise a bir Nash dengesi oldugu i¢in ¢’nin a’y1 bloklamadigina

dikkat ediniz. Bu yiizden genelligi kaybetmeden |c| > 1 diye varsayabiliriz. O halde

IFnc| < llzﬂj oldugu icin |a; N c| < llzﬂj ve dolayisiyla da |a, N c| = [%] > 1°dir.
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Bu demektir ki Korolari 4’iin 1. sart1 a ve ¢ i¢in saglanmaktadir. 2. sart1 ise ff; < [5,
oldugundan a ve c i¢in baglayici degildir. |a, N ¢c| = Pzﬂl > l%] > |ay N c| oldugu

icin Korolari 4’iin 3. sart1 da a ve c i¢in saglanmaktadir. Boylece bu durumda da

a’nin C-stabil oldugunu gostermis olduk.

Son olarak dikkat ediniz ki F verildigi takdirde yukaridaki algoritma C-stabil

oldugunu gosterdigimiz bir a atamasini polinom zamanda olusturmaktadir.

4.2.2 Laminar koalisyon yapilari icin fit kime hesabi

Simdi her C € L(N) laminar koalisyon yapisi icin bir F fit kiimesinin oldugunu ve

F’nin polinom zamanda bulunabildigini gostererek Teorem 7’yi ispatlamis olacagiz.

Teorem 7. Iki kaynakli KSO’larda verilen her C € L(N) laminar koalisyon yapisi
icin C-stabil bir atama vardir ve boyle bir atama polinom zamanda bulunabilir. Yani
iki kaynakli KSO’larda laminar dengesinin varlik garantisi ve bulanabilmesi igin

verimli bir algoritmasi vardir.

Ispat. iki kaynakl bir KSO (N, M, f) verilmis olsun. Hatirlayacak olursaniz genelligi
kaybetmeden g; + g, =n+ 1 ve f; < [, diye varsaymistik. Yine hatirlaymiz ki
B1 = B, ise Lemma 1’den dolay1 ispat tamamlanmis olacaktir. Bu yilizden ayrica

B1 < B, diye varsaytyoruz.

Bir C € L(N) laminar koalisyon yapist verilmis olsun. C igin bir F fit kiimesi
oldugunu ve F’nin polinom zamanda bulunabildigini gosterebilirsek, Lemma 2’den

dolay1 ispat tamamlanmis olacaktir.

Her c € C igin Lo,(c) ={c € C: ¢ ccve|c'| > 1} olsun, yani C koalisyon
yapisindaki (biiyiikliigii bir olmayan) koalisyonlar arasindan ¢’nin alt kiimesi olanlar1
L 1(c) kiimesi ile gosteriyoruz. R, ={c € C : L5,(c) = @ ve |c| > 1} olsun, yani

bir ¢ € C koalisyonunun (birden buyik) hicbir alt kimesi C’de yoksa ¢ € R.;.

R-1’deki her koalisyondan rastgele bir oyuncu segelim ve bu oyuncularin
kiimesine F diyelim. F’nin polinom zamanda olusturulabilecegini not ediniz. Simdi

gosteriyoruz ki C koalisyon yapisi igin F bir fit kiimedir, yani her ¢ € C \ P-,;(N)

icinl<|Fnc| < [lzilJ saglanmaktadir:
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— € laminar oldugu i¢in (birden biiyiik) her ¢ € C koalisyonu igin ya ¢ € R+,

ya da dyle bir ¢’ € R+, vardirki ¢’ € L.,(c). Buylzden |[F nc| = 1.

— € laminar oldugu i¢in R~ ’deki koalisyonlar ayrisiktir. Ayrica R+’ deki her
koalisyonda en az iki oyuncu oldugu ve bunlardan yalnizca biri F’de oldugu
icin sunu gozlemleyiniz: bir ¢ € C \ P-,(N) koalisyonunun F’ye eklenen her

oyuncusu i¢in F’ye eklenmeyen 6zgiin bir oyuncusu daha vardir. Bu yiizden

lc] =2 - |F nc|vedolaysiyla |F N c| < l'ZﬂJ

Bdylece C icin F’nin bir fit kiime oldugunu gostermis ve ispati bitirmis olduk.

4.2.3 Dogrusal koalisyon yapilari i¢in fit kime hesabi

Teorem 7’y1 ispatlamak icin kullandigimiz fit kiime yontemi dogrusal dengesi
¢ozim yontemi icin iki oyunculu koalisyonlar varken kullanilamaz. Zira Sekil 4.1°de

verilen dogrusal koalisyon yapisi i¢in bir fit kiime yoktur.

OO0 O0G ©

Sekil 4.1 : Fit kiime olmayan dogrusal koalisyon yapis1 6rnegi.

Oncelikle, Sekil 4.1°de verilen koalisyon yapisi icin dogrusal dengesinin iKi

oyunculu KSO’larda her zaman olmadigin1 gosteriyoruz.

Teorem 8. Iki kaynakli bir KSO 'nun verilen bir C € D(N) dogrusal koalisyon yapist
icin C-stabil bir atamasi olmayabilir. Yani, iki kaynakli KSO’larda dogrusal

dengesinin varlik garantisi yoktur.

Ispat. N = {1,--,6} ve M = {1,2} olan iki kaynakl1 bir KSO ele alalim. 1. kaynagin
maliyeti 1,2,4 diye artsin, yani f;(1) =1, f1(2)=2 ve f,(3) =4 olsun.
2. kaynagin maliyeti ise 1,2, 3,4 diye artsin, yani f,(1) =1, f,(2) =2, £,(3) =3
ve f,(4) = 4 olsun. Simdi gosteriyoruz ki bu KSO’nun Sekil 4.1°de verilen dogrusal
koalisyon yapist (diyelim ki C) i¢in C-stabil bir atamasi yoktur.
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Olmayana ergi (¢eliski) yontemini kullanabilmek i¢in, C-stabil bir a atamasinin
oldugunu varsayiyoruz. P_;(N) < C oldugu igin a bir Nash dengesidir. O zaman
Teorem 3’de verilen karakterizasyondan dolayi biliyoruz ki ya |a,| = 3 ve |a,| =3

yada|a,| = 2 ve |a,| = 4. Simdi bu iki durumu da ele aliyoruz.

Farz edelim ki |a;| = 3 ve |a,| = 3, yani 1. kaynak yiiksek ve 2. kaynak diisiik.
Bir c € C \ P-,(N) koalisyonunun en az [%] oyuncusu 2. kaynaga atanmis degil ise

¢’nin a’y1 blokladigina dikkat ediniz. O zaman en az 4 oyuncu (mesela 2, 3,4 ve 5)

2. kaynaga atanmis olmalidir ama |a,| = 3 oldugu i¢in bu miimkiin degildir.

Farz edelim ki |a;| = 2 ve |a,| = 4, yani 1. kaynak diisiik ve 2. kaynak yuksek.
Bir ¢ € C \ P-;(N) koalisyonunun en az bir oyuncusu 1. kaynaga atanmis degil ise
¢’nin a’y1 blokladigina dikkat ediniz. O zaman en az 3 oyuncu (mesela 1,3 ve 5)

1. kaynaga atanmis olmalidir ama |a,| = 2 oldugu i¢in bu miimkiin degildir.

Boylece her iki durumda da ¢eliskiye ulastik. Bu demektir ki yukarida verilen
KSO’nun C-stabil atamas1 yoktur.

O

D.,(N) ={C e D(N) : ¢ € C ise |c| # 2} olsun. Simdi ise her C € D,,(N)
koalisyon yapist i¢in bir F fit kiimesinin oldugunu ve F’nin polinom zamanda
bulunabildigini gostererek Teorem 8’y1 ispatlamis olacagiz. Sekil 4.1°deki koalisyon
yapisinda iki biiyiikliigiinde birgok koalisyon (mesela {3, 4}) oldugu i¢in D, (N)’nin
icinde yer almadigina dikkat ediniz.

Teorem 9. Iki kaynakli KSO'’larda verilen her C € D.,(N) koalisyon yapist icin
C-stabil bir atama vardwr ve bdyle bir atama polinom zamanda bulunabilir. Yani
iki kaynakli KSO'larda iki buyukligiinde koalisyonlar yokken dogrusal dengesinin

varlik garantisi ve bulanabilmesi igin verimli bir algoritmast vardir.

Ispat. iki kaynakl bir KSO (N, M, f) verilmis olsun. Hatirlayacak olursaniz genelligi
kaybetmeden q; + g, =n+ 1 ve B; < B, diye varsaymistik. Yine hatirlayiniz ki
B1 = B, ise Lemma 1’den dolay1 ispat tamamlanmis olacaktir. Bu yilizden ayrica

B1 < B, diye varsayiyoruz.
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Bir C € D.,(N) dogrusal koalisyon yapist verilmis olsun. Kolaylik saglamasi
icin C’deki her koalisyonun oyuncularin dogal siralarina gére N’nin bir araligina
denk geldigini genelligi kaybetmeden varsayabiliriz. C igin bir F fit kiimesi oldugunu
ve F’nin polinom zamanda bulunabildigini gosterebilirsek, Lemma 2’den dolay1

ispat tamamlanmis olacaktir.

e(i)={ceC:i€cwvelc|# 1} olsun, yani C’deki (biiylikligii bir olmayan)
koalisyonlar arasinda i oyuncusunu igine alanlart e(i) ile g0steriyoruz.
Bir i oyuncusu bir ¢ koalisyonunu orter dersek c¢ € e(i)’yi kastediyor olacagiz.

Ayrica E(F) = U;er e(i) olarak tanimliyoruz.

Simdi C koalisyon yapisinin bir F fit kiimesini bulmak icin polinom zamanda
calisan bir algoritma veriyoruz. Bu algoritma bos bir oyuncu kiimesi F = { } ile
baslayip asagidaki sekilde calismaktadir:

Sirastyla heri = 1,2,-+,n igin:

— e(i) = @ ise sonraki iterasyona atla.
— F = Qisei’yi F’ye ekle ve sonraki iterasyona atla.
— F # @ ise F’ye eklenen son oyuncuya j de. Ardindan:

- E(Fu{i} = E((F \{yhu {i}) ise j’yi F’den ¢ikar ve i’yi ekle
ve sonraki iterasyona atla.

— e(i) £ E(F) isei’yi F’ye ekle ve sonraki iterasyona atla.

Simdi gosteriyoruz ki C koalisyon yapist i¢in yukaridaki algoritmanin
olusturdugu F bir fit kiimedir, yani her c € C\ P_;(N) i¢cin 1< |Fnc| < l%]
saglanmaktadir. Bir ¢ € C \ P~ (N) koalisyonunu ele alalim.

[k 6nce gosteriyoruz ki |F N c| = 1.

Celigki ugruna farz edelim ki |[Fnc¢| <1, yani Fnc =@. O halde ¢ ¢ E(F).
Bu demektir ki ¢’nin hi¢bir oyuncusu algoritma boyunca F’ye eklenmemis, zira dyle
olsaydi dikkat ediniz ki algoritmanin sonunda F’deki bir oyuncu c’yi ortiiyor olurdu.
Simdi bir i € ¢ oyuncusu ele alalim. Algoritmanin i. iterasyonunda e (i) & E (F) sart1

saglandig1 i¢in i mutlaka F’ye eklenmistir. Bu ¢eliskiden dolay1 |F N ¢c| > 1.
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Simdi ise gosteriyoruz ki |F N ¢| < l'zﬂj

Bir ¢ift i, j € F oyuncusu ele alalim. Genelligi kaybetmeden varsayalim ki j > i.
Once gosteriyoruz ki j > i + 2. Celiski ugruna farz edelim ki j € {i + 1, i + 2}.

Asagida sirasiyla j # n ve j = n durumlarini inceliyoruz.

[k olarak farz edelim ki j #n. O halde j+ 1 € N. Algoritmanin (j + 1).
iterasyonunu ele alalim. Ayrica bir ¢’ € e(j) koalisyonunu ele alalim (j € F oldugu
icin e(j) # @ olduguna dikkat ediniz). Tamim geregi |c| = 3 oldugunu bildigimiz
icin diyebiliriz ki ya ¢’ € e(i) yadac' € e(j + 1). Ama o zaman i € F oldugu igin

F’den j ¢ikarilip yerine j + 1 eklenmistir. Bu ¢eliski bize demektedir ki j > i + 2.

Simdi farz edelim ki j = n. Bir ¢’ € e(j) koalisyonunu ele alalim (j € F oldugu
icin e(j) # @ olduguna dikkat ediniz). Tanim geregi |c| = 3 oldugunu bildigimiz
icin diyebiliriz ki ¢’ € e(i). Ama 0 zaman i € F oldugu i¢in j’nin F’ye eklenmis

olamaz. Bu ¢eliski bize demektedir ki j > i + 2.

Boylece j > i + 2 oldugunu gostermis olduk. Diger bir deyisle eger i € F ise
i+1¢Fvei+2¢F.Buylzden |[Fnc| < [%] Son olarak |c| = 3 oldugu igin
[c] [c] - . .. N c| - . 9 ,
[?] < l;J olduguna dikkat ediniz. Bu yilizden |F N ¢| < l;J Boylece C igin F’nin

bir fit kiime oldugunu gostermis ve ispati bitirmis olduk.

4.3 Esdeger Kaynakl Ozel Durum

Bu alt basligi esdeger kaynakli KSO’larda dogrusal (ve dolayisiyla laminar)
dengesinin varlik garantisinin ve bulunabilmesi i¢in verimli bir algortimanin var
oldugunu gostermeye adiyoruz. Merkezi dengesinin varlik garantisininin olmadigin
ise esdeger kaynaklardan da daha 6zel KSO’lar1 galistigimiz bir sonraki alt bagliga

sakliyoruz.

Teorem 10. Esdeger kaynakli KSO’larda verilen her C € D(N) dogrusal koalisyon
yapist i¢in C-stabil bir atama vardir ve boyle bir atama polinom zamanda
bulunabilir Yani esdeger kaynakli KSO’larda dogrusal dengesinin varlik garantisi ve

bulanabilmesi i¢in verimli bir algoritmasi vardir.
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Ispat. 1ki kaynakli bir KSO (N, M, f) ve bir C € D(N) dogrusal koalisyon yapisi
verilmis olsun. C’deki her koalisyonun, oyuncularin dogal siralarina goére, N’nin
bir araligina denk geldigini genelligi kaybetmeden varsayabiliriz. C-stabil bir atama
olusturmak i¢in asagida verdigimiz basit algoritmanin yeterli oldugunu gosteriyoruz

(bu algoritmanin polinom zamanda ¢alistig1 agiktir):
Sirasiylaheri = 1,2, -+, n igin:
— ioyuncusunu (i —1 mod m) + 1 kaynagina ata.

Diger bir deyisle, yukaridaki algoritma 1. kaynaktan baglayarak biitliin oyunculari
birer birer kaynaklara atar ve her kaynaga bir oyuncu atadiktan sonra 1. kaynaga
geri doniip kalan oyuncular i¢in bunu tekrar eder. Sonda olugan atamaya a diyelim.
O halde dikkat ediniz ki a’da her kaynak ¢iftine atanan oyuncu sayisi arasindaki fark
en fazla bir olabilir. Bu yizden, a atamasi1 Teorem 3’de gegen karakterizasyona goére

bir Nash dengesidir. O halde H(a) = {1,-:-,|H(a)|} ve L(a) = {|H(a)| + 1,---,m}.

Her h € H(a) ve l € L(a) icin h < [ oldugundan dolay1, algoritma bir oyuncuyu
diisiik bir kaynaga atamadan once yiiksek her kaynaga bir oyuncu atar. Bu yiizden
algoritma bir ¢ € C koalisyonunun bir oyuncusunu yiiksek bir kaynaga atamadan
once her diisiikk kaynaga c’den en fazla bir oyuncu eklemis olabilir. Diger yandan,
algoritma bir ¢ € C koalisyonunun bir oyuncusunu yuiksek bir h € H(a) kaynagina
ilk defa atadiktan sonra, h kaynagina c’nin bir oyuncusunu daha atamadan Once
her | € L(a) kaynagina c’den birer oyuncu atar. O halde, her h € H(a) ve | € L(a)
icin lapNc| <|a;Nnc|+ 1. Boylece, Korolari 5°de esdeger kaynakli KSO’larda
bir koalisyonun bir atamayi bloklamamasi i¢in verilen yeterli sartlar a atamasinin

C-stabil oldugunu gostermektedir.

Teorem 1°den dolay1 Teorem 10 ayrica asagidaki korolariye sahiptir.

Korolari 7. Esdeger kaynakli KSO’larda verilen her C € L(N) laminar koalisyon
vapist igin C-stabil bir atama vardir ve boyle bir atama polinom zamanda
bulunabilir. Yani esdeger kaynakli KSO’larda laminar dengesinin varlik garantisi ve

bulanabilmesi icin verimli bir algoritmast vardur.
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4.4 ki Esdeger Kaynakh Ozel Durum

Bu alt baghgi tipki giicli Nash dengesi gibi merkezi dengesinin de iki esdeger
kaynaklt KSO’larda bile varlik garantisinin olmadigin1 gostermeye adiyoruz.
Bdylece daha genel koalisyon yapisi siniflarin1 kaynak segme oyunlarinda ¢alismanin

denge varlik garantileri agisindan bir getirisi olmadigin1 géstermis olacagiz.

Teorem 11. Iki esdeger kaynakli bir KSO’nun verilen bir C € M(N) merkezi
koalisyon yapist i¢in C-stabil bir atamasi olmayabilir. Yani, iki esdeger kaynakl

KSO'’larda merkezi dengesinin varlik garantisi yoktur.

Ispat. N = {1,---,5} ve M = {1,2} olan iki esdeger kaynakli bir KSO ele alalim.
C =P_,(N) U {{1,2},{3,4},{5,4},{1,2,3,5},{5,2,3,4}} olsun. Bu koalisyon yapisinin
merkezi oldugunu gérmek ic¢in Sekil 4.2’ye bakiniz. Bu sekilde anlagsilabilirlik i¢in
koalisyonlar daireler yerine oklar ile temsil edilmistir. Oklarin kuyruklar1 dairelerin
merkezlerine, uzunluklar1 ise yarigcaplarina karsilik gelmektedir. (Sekilin basitligini

korumak igin tek oyunculu koalisyonlar belirtilmemistir.)

Sekil 4.2 : C-stabil bir atamanin olmadig1 bir C merkezi koalisyon yapisi.

Simdi C-stabil bir atamanin var olmadigin1 gosteriyoruz. Celiski ugruna, C-stabil
bir a atamasinin var oldugunu farz edelim. Dikkat ediniz ki P_;(N) < C oldugu igin
a bir Nash dengesidir. O zaman Teorem 3’de verilen karakterizasyondan dolay1
biliyoruz ki a’da kaynaklardan birine 2 digerine ise 3 oyuncu atanmis olmalidir.

Genelligi kaybetmeden |a;| = 2 ve |a,| = 3 diye varsayalim.
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1 €a, ise {5,2,3,4} koalisyonunun, 4 € a, ise de {1,2,3,5} koalisyonunun
a’y1 bloklayacagina dikkat ediniz. Bu yiizden 1,4 € a,. O zaman 2 € a, ise {1, 2}
koalisyonunun, 3 € a, ise {3,4} koalisyonun, 5 € a, ise de {4,5} koalisyonunun
a’y1 bloklayacagina dikkat ediniz. Bu yiizden 2,3,5 € a;. Ama bu |a;| =2 ile

celismektedir. Boylece C-stabil bir atamanin olmadigini géstermis olduk.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde sosyal agidan partisyonlardan daha komplike koalisyon yapilarimi
modelleyen laminar, dogrusal ve merkezi dengesi ¢oziim konseptleri kaynak secme
oyunlar1 tizerinde g¢alisilmistir. Partisyon dengesinin aksine laminar (dolayisiyla
dogrusal ve merkezi) dengesinin varlik garantisinin olmadig1 gosterilmistir. Belirli
0zel durumlarda ise laminar ve dogrusal dengesinin varlik garantisinin oldugu ve
verimli bir algoritma ile bulunabildigi gosterilmistir Ancak merkezi dengesinin
tipk1 giigli Nash dengesi gibi iki esdeger kaynakli 6zel durumda bile olmadigi

gosterilmistir.

Eger bir s strateji profili {N}-stabil ise s’ye Pareto verimli denmektedir. Oyleyse
kaynak se¢gme oyunlarinda Pareto verimli, partisyon dengesi ve Nash dengesi olan
bir atamanin her zaman var olmadigin1 Teorem 6’da gosterdigimize dikkat ediniz. Eger
kaynak se¢me oyunlarinin aksine her oyuncunun her kaynaga erisimi yoksa (yani
her oyuncu belirli bir kaynak kiimesine erisebiliyorsa) bu oyunlara asimetrik kaynak
se¢me oyunlar: denir. Yakin bir ¢alismada esdeger kaynakli asimetrik kaynak se¢me
oyunlarinda Pareto verimli, partisyon dengesi ve Nash dengesi olan bir atamanin her

zaman var oldugu da gosterilmistir [36].
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