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1
GIRIS

Miihendislik sistemleri, davranislart enerji tarafindan belirlenen elemanlardan olusan
sistemlerdir. Bu sistemler tek enerji tiirli igeren 6teleme mekanik, donel mekanik, akiskanli,
elektrik veya 1s1l elemanlardan olusabilecegi gibi, farkli tiirde enerjileri i¢eren hibrid sistemler
de olabilir. Sistem dinamigi mihendislik sistemlerinin  modellenmesini, dinamik
denklemlerinin c¢ikarilmasint ve davranislarim1 inceleyen bilim dalidir. Miihendislik
sistemlerinin modellenmesinde temel yaklasim mekanik, akigkanli, elektrik ve 1s1l sistemlerin
degiskenleri ve elemanlar: arasindaki benzesimleri belirlemek ve enerji tiiriinden bagimsiz
olarak ortak yontemler kullanmaktir. Yaygin olarak kullanilan yontem, 6nce sistemin yapisini
yansitan bir grafik olusturmaktir. Bu amagla lineer grafik ya da bag (bond) grafigi kullanilir.
Sonra bu grafikten elemanlarin dinamigini tanimlayan denklemler, siireklilik denklemleri ve
uyarlik deklemleri yazilarak sistemin dinamik denklemleri elde edilir. Grafik yontemlerin
ayrintilar, bazilari bu kitabin kaynak¢a kisminda verilen eserlerde bulunabilir [6, 14, 15, 17].

Mekanik dalinin temelini olusturan hipotezlerden en yaygin olan1 Newton Kanunlaridir.
Bu kanunlar “bir kiitle par¢acigi her hangi bir kuvvet uygulanmadik¢a hareketsiz kalir ya da
diiz bir dogru boyunca sabit hizla hareket eder”, “bir kiitle parcacigimin momentumunun
degisme hiz1 uygulanan kuvvete esittir ve kuvvet yoniindedir” ve “etki esit tepkidir” temel
varsayimlarina dayanir. Bu varsayimlarin (hipotez) gecerliligini teorik olarak ispat etme olanag:
yoktur. Herhangi bir deneyde aksi gézlemlenmedigi siirece dogrulugu kabul edilir. Biitiin
mekanik bilimi bu hipotezlerin {izerine inga edilmistir. Bilimin tarihi gelisimi incelendiginde
mekanik biliminin {izerine oturtulabilecegi baska hipotezlerin de One siriildiigli goriliir.
Bunlardan birisi Hamilton tarafindan One siiriilen ve bugiin HamiltonPprensibi olarak
adlandirilan hipotezdir. Bu hipotez Lagrange’in katkilariyla daha kolay uygulanabilir hale
gelmis, daha sonra korunumlu olmayan elemanlara sahip sistemlere de genisletilmistir. Newton
kanunundan baslayarak Hamilton prensibinin tiiretilmesi, Hamilton prensibinden baslayarak
Newton kanununun tiiretilmesi miimkiindjir.

Bu kitabin amac1 mekanik sistemlerin dinamik denklemlerinin bulunmasinda Newton
Kanunu’nun bir alternatifi olarak kullanilan Hamilton prensibini elektrik, akiskanli ve 1s1l
sistemlere de genellestirmektir. Bu kitabin anlagilmasinda, okuyucunun sistem dinamiginin
temel kavramlarmi bilmesi ¢ok yardimci olacaktir. Okuyucunun bu konulari hatirlamasi
amaciyla sistem dinamigiyle ilgili temel bilgiler kitabin ikinci boliimiinde dzetlenmistir.

Ucgiincii béliimiin ilk kisminda Hamilton prensibinin klasik ifadesi sunulmus ve
uygulamasiyla ilgili 6rnekler verilmistir. Uglincii bolimiin ikinci kisminda ise Hamilton
prensibinin alternatif bir ifadesi sunulmus ve buna iliskin 6rnekler verilmistir.



Kitabin doérdiinci bolimiinde Hamilton prensibi mekanik olmayan miihendislik
sistemlerine genellestirilmistir. Daha 0nce mekanik Oteleme ve mekanik donel sistemlere
uygulanan Hamilton prensibinin sadece elektriksel ya da akiskanli ya da 1s1l elemanlardan
olusan sistemlere nasil uygulanacagi anlatilmistir. Bu bolimde de Hamilton prensibinin iki
alternative ifadesi gelistirilmis ve ¢esitli uygulama 6rnekleri verilmistir.

Kitabin besinci bolimiinde Hamilton prensibinin mekanik, elektrik, akiskanli veya 1s1l
elemanlart bir arada barindiran hibrid sistemlere uygulanmasi incelenmis ve Hamilton
prensibinin iki alternatif ifadesinin bu sistemlere uygulanisi 6rneklerle anlatilmistir.

Altinc1 boliimde yayili parametresi olan mekanik, elektriksel, akiskanli ve 1s1l elemanlar
da dikkate alinmistir. Yayili parametreli ve kiimesel parametreli elemanlarin bir arada oldugu
ornekler incelenmis ve Hamilton prensibi kullanilarak bunlarin dinamigini tanimlayan kismi
diferansiyel denklemler ve dogal sinir sartlar1 elde edilmistir.

Bu kitap lisansiistii diizeydedir. Bu yiizden okuyucunun temel konularda yeterince bilgi
sahibi oldugu kabul edilerek uzun tiiretme islemlerinden ve agiklamalardan kag¢iilmistir.
Okuyucu eksikliklerini duydugu konularda kitabin arkasinda verilen sistem dinamigi, ileri
dinamik ve Hamilton prensibi konularindaki kaynaklara basvurabilir.
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DEGISKENLERIN VE DINAMIK SISTEM
ELEMANLARININ GENELLESTIRILMESI

2.1 Degiskenlerin Genellestirilmesi

Miihendislik sistemlerinin modellenmesinde kolay ¢oziilebilen denklemler verdiginden
ve sistemin dinamigini tanimlamakta genellikle yeterli oldugundan saf ve lineer elemanlar
kullanilmas: tercih edilir. Bu elemanlarin davranislar: iki temel degisken tiirli arasindaki bir
iliskiyle (eleman denklemi) tanimlanir. Bu degiskenlerden birisi bir potansiyel farkidir.
Akiskanl sistemlerde basing farki (p21), elektrik sistemlerinde elektrik gerilimi (voltaj) farki
(v21) ve 1s1l sistemlerde sicaklik farki (T21) olarak goriiliir. Potansiyel farki 6teleme mekanik
sistemlerde dogrusal hiz farki (v21), donel mekanik sistemlerde ise agisal hiz farkidir (w21). Bu
tir degiskenlerin ortak adi1 gerilim degiskeni’dir. Bu Kitapta gerilim degiskenleri
genellestirilmis olarak V21 ile gosterilecektir.

Eleman denkleminde yer alan ikinci temel degisken ise akim degiskeni’dir. Bu degisken
elektrik sistemlerinde elektrik akimi (i), akigskanli sistemlerde hacimsel debi (Q), 1sil
sistemlerde 1s1 debisi (Q), 6teleme mekanik sistemlerde kuvvet (f), donel mekanik sistemlerde
ise moment (T) olarak goriiliir. Bu kitapta akim degiskenleri genellestirilmis haliyle f ile
gosterilecektir.

Yukarida tanimlanan iki temel degisken tiirline ek olarak, bunlarin integralini alarak iki
tiir degisken daha tanimlanir. Integral gerilim degiskeni farki (X21), gerilim degiskeni v21’in
zamana gore integralini alarak, integral akim degiskeni (h) ise akim degiskeni f ’nin zamana
gore integralini alarak bulunur.

Yukarida sozii edilen degiskenlerin enerji tiirlerine gore bir listesi Cizelge 2.1°de
verilmistir.

2.2 Enerji Kapilar

Sistemin ¢evresiyle enerji alisverisi yaptigi yerler enerji kapisi olarak anilir. Enerji
tiirlerine gore enerji kapilar1 6teleme mekanik, donel mekanik, elektrik, akigkan veya 1s1l enerji
kapilar1 olabilir. Her enerji kapisinin iKi u¢ noktasi, ya da terminal’i vardir. Kapi tizerinden bir
giic akis1 olabilmesi i¢in iki ug¢ arasinda bir gerilim degiskeni farkive bu uglarin birinden



Cizelge 2.1 Degisik Tiir Sistemlerde Degisken Tanimlari

Sistem Gerilim Akim Integral Gerilim | Integral Akim Giig
Tiirii Degiskeni (v21) | Degiskeni (f) | Degiskeni (X21) | Degiskeni (h) P)
Oteleme Konum Fark1 B
Mekanik Hiz Farki (v21) Kuvvet (f) (%) Momentum (p) P=v,f
Donel Agcisal Hiz Agisal Konum Agisal B
Mekanik Farki (w21) Moment (T) Farki (621) Momentum (h) P =@l
Elektrik Elektrik 0 e
Elektrik | Gerilimi Farki |  Akimi Aki Farki (o) | PleKwk Yk gy, 5
: (@)
(Va1) (i)
. Basing
Akiskanli BaSI(n ¢ sarkl gzcl:;irr(lge)l Momentumu I—ﬁ lélrilfl(n) P = p,Q
P21 Farki (/%1) v
. Sicaklik
Isil Slcallelk)F arki Ist ]()Qe)b 181 Momentumu Is1 Enerjisi () P=Q
2 Farki (y21)

digerine dogru akan bir akim degiskeni olmasi1 gerekir. Isil enerji kapist disindaki enerji
kapilarindan akan gii¢ (P), kapmin iki ucu arasindaki gerilim degiskeni farki ile bu uglar
arasinda akan akim degiskeninin ¢arpimina esittir. Isil enerji kapisindan akan gii¢ ise akim
degiskeninin kendine esittir. Cizelge 2.1’in son siitiinunda degisik tiir enerji kapilari i¢in giig
ifadeleri goriilmektedir.

Miihendislik sistemlerinin modellenmesinde bir ve iki enerji kapili saf elemanlar yap1
tas1 olarak kullanilir.

2.3 Bir Enerji Kapih Saf Elemanlar

Bir enerji kapili elemanlar pasif elemanlar ve aktif elemanlar olarak iki ana gruba
ayrilir. Pasif elemanlarin dinamik davranisi kendilerine disaridan saglanan enerjinin etkisiyle
olusur. Bu grup enerji depolayan ve enerjiyi istya doniistiiren elemanlar olarak iki alt gruba
ayrilir. Enerji depolayan elemanlar da endiiktif (T-Tipi) ve kapasitif (A-Tipi) elemanlar olarak
ayrilir. Aktif saf elemanlar gerilim ya da akim degiskeni saglayan kaynak elemanlaridir. A-tipi
(gerilim kaynaklarr) ve T-tipi (akim kaynaklart) olarak ikiye ayrilirlar. (Sekil 2.1)

Gerilim Kaynag1
. | (A-Tipi)
| Aktif Elemanlar
(Kaynaklar)
Akim Kaynagi
Bir Enerji (T-Tipi)
Kapili — Kapasitif
Elemanlar - -Tipi
Enerji (A-Tipi)
. Depolayan
] Pasif potay Endiiktif
Elemanlar — (T-Tipi)
Enerjiyi Isiya
Déniistiiren (D-Tipi)

Sekil 2.1 Bir Enerji Kapili Elemanlar



2.3.1 A-Tipi (Kapasitif) Enerji Depolayan Elemanlar?

A-tipi, enerji depolayan bir dinamik eleman gerilim degiskeni dolayisiyla enerji depolar.
Oteleme mekanik sistemlerde kiitle, donel mekanik sistemlerde atalet momenti, elektrik
sistemlerinde elektrik kapasitansi, akiskanli sistemlerde akiskan kapasitansi, 1s1l sistemlerde 1s1l
kapasitans A-tipi enerji depolayan eleman olarak modellenir.

Bu tiir elemanlarda integral akim degiskeni (h) ile gerilim degiskeni (v21) arasinda,
h =h(v,,) (v21 =0 iken h =0) (2.1)
gibi tek degerli bir iliski vardir, Bu iliskiye elemanin yapisal iliskisi denir (Sekil 2.2). Bu iliski,

h=Cv,, (2.2)

gibi lineer ise, eleman da lineerdir. Bu ifadede gegen C sabiti genellestirilmis kapasitans’tir.
Genellestirilmis kapasitans, Oteleme mekanik sistemlerde kiitle (M), donel mekanik
sistemlerde atalet momenti (J), elektrik sistemlerinde kapasitans (C), akiskanli sistemlerde
akiskan kapsitansi (Cy), 1s1l sistemlerde 1s1l kapasitans (Ct)’dir.

Lineer bir A-tipi, enerji depolayan elemanin yapisal iligkisinin tiirevi alinirsa, elemanin
akim ve gerilim degiskenleri arasinda elde edilen,

dv,,
dt

ifadesine elemanin eleman denklemi denir.

f=C (2.3)

A-tipi, enerji depolayan bir elemana verilen gii¢ (1s1] sistem hari¢), p = fv,, olduguna
gore, eleman tarafindan depolanan enerji (E) asagidaki gibidir.

E(h) = j fu,,dt = _TVZl(h)dh (2.4)

Elemana yapilan is, yani elemanin depoladigi enerji integral akim degiskeninin bir
fonksiyonu olup, Sekil 2.2°deki yapisal iliski egrisi ile h-ekseni arasinda kalan alana esittir.
Eleman lineer ise, elemanin depoladigi enerji asagidaki ifadeden bulunur.

E(h)=— (2.5)
Yapisal iliski egrisiyle vo1-ekseni arasinda kalan alan ise elemanin ko-enerjisidir. (Ko-
enerji eleman tarafindan depolanan enerjiyle karistirllmamalidir.) Ko-enerji,

Va1

E*(V21) = Ih(vzl)dvzl (2'6)

!Boliim 2.3’de verilen denklemler genellestirilmis degiskenler cinsinden yazilmigtir. Degiskenlerin yerine Tablo
2.1°de goriilen karsitlar1 koyulursa, degisik tiirdeki sistemlerin denklemleri elde edilir.



Integral Akim
Degiskeni, h Nonlineer Eleman
h =h(va)
Depolanan Linﬁe_r Eleman
Enerji, E(h) =Cva
C
1
— Ko-enerji, E*(v21)
Gerilim

Degiskeni, Vo1
Sekil 2.2 A-Tipi Enerji Depolayan Elemanin Yapisal Iliskisi

denkleminden bulunur. Eleman lineer ise ko-enerji asagidaki gibidir:

. 1
E"(V,) =ECV221 (2.7)

2.3.2 T-Tipi (Endiiktif) Enerji Depolayan Elemanlar

T-tipi, enerji depolayan bir eleman enerjiyi akim degiskeni dolayisiyla depolar. Oteleme
mekanik sistemlerde yay, donel mekanik sistemlerde donel yay, elektrik sistemlerinde elektrik
endiiktansi, akigkanli sistemlerde ise akigskan inertansi T-tipi enerji depolayan eleman olarak
modellenir. (Isil sistemlerde endiiktif eleman yoktur.)

Bu tiir elemanlarda, integral gerilim degiskeni farki (X21) ile akim degiskeni (f) arasinda,
X, = Xp () (f=0iken x21 = 0) (2.8)
gibi tek degerli bir iliski vardir (Sekil 2.3). Bu ifadeye elemanin yapisal iliskisi denir. Bu iliski,
X,, = Lf (2.9)
gibi lineer ise, eleman da lineerdir. Bu ifadede gegen L sabiti genellestirilmis endiiktans’tir.
Genellestirilmis endiiktans, Oteleme mekanik sistemlerde yay sabitinin tersi (1/k), donel
mekanik sistemlerde donel yay sabitinin tersi (1/ki), elektrik sistemlerinde endiiktans (L),

akigkanli sistemlerde akiskan inertansi (1)’dir.

Lineer bir T-tipi, enerji depolayan elemanin yapisal iliskisinin tiirevi alinirsa, o elemanin
eleman denklemi bulunur:



V, =L (2.10)

dt

T-tipi, enerji depolayan bir elemana verilen gii¢ (1s1l sistem hari¢), p = fv,, olduguna
gore, eleman tarafindan depolanan enerji (E),

X21

t
E (%) = [ fvyydt = [ felx,, (2.11)
0 0

olarak elde edilir. Bu ise, Sekil 2.3°de yapisal iliski egrisi ile X21-ekseni arasinda kalan alana
esittir. Eleman lineer ise, elemanin depoladigi enerji asagidaki gibi olur:

2

1x
E(x,) = E% (2.12)

Yapisal iliski egrisiyle f-ekseni arasinda kalan alan ise elemanin ko-enerjisidir. (Ko-
enerji eleman tarafindan depolanan enerjiyle karigtirillmamalidir.) Ko-enerji,

E*(f) :jxn(f)df (2.13)

denkleminden bulunur. Eleman lineer ise ko-enerji asagidaki gibidir.

E*(f):%sz (2.14)

Integral Gerilim

Degiskeni, Xz Nonlineer Eleman
X21 = X21(f)
Depolanan Lineer EIE;nan
Enerji, E(X21) Xo1 =
/ ]
%
% :
| —Ko-enerji, E*(f)
Akim Degiskeni,
f

Sekil 2.3 T-Tipi Enerji Depolayan Elemanin Yapisal Iliskisi



2.3.3 D-Tipi, Enerjiyi Istya Doniistiiren Diren¢ Elemanlar:

D-tipi elemanlar direng tipi elemanlardir. Mekanik sistemlerde sontimleyiciler, elektrik
sistemlerinde direngler, akigkanli sistemlerde akiskan direnci, 1s1l sistemlerde 1s1l direng D-tipi
eleman olarak modellenebilir. D-tipi elemanlarda gerilim degiskeni farki (v21) ile akim
degiskeni (f) arasinda,

Vy =V, () (215)
gibi bir yapisal iligki vardir (Sekil 2.4). Eger bu iliski,
V,, = Rf (2.16)

gibi lineer ise, eleman da lineerdir. Bu ifade lineer elemanin yapisal iliskisi ve ayn1 zamanda
eleman denklemi’dir. Bu denklemde R terimi genellestirilmis diren¢’dir. Mekanik sistemlerde
genellestirilmis direng soniim sabitinin tersine (1/b, 1/by), elektrik sistemlerinde elektrik
direncine (R), akiskanli sistemlerde akiskan direncine (Ry), 1s1l sistemlerde 1s1l dirence (Rt)
esittir.

Gerilim
Degiskeni, Va1 Nonlineer Eleman
Va1 = Vou(f)
Lineer Eleman
Vo1 = Rf
R
1
Akim

Degiskeni, f
Sekil 2.4 D-Tipi Elemanin Yapisal liskisi
D-tipi elemanlarda 1s1ya doniistiiriilen gii¢ (1s1l eleman harig),
P=v, f>0 (2.17)
olur. Lineer eleman tarafindan 1siya doniistiiriilen gii¢ ise asagidaki gibi bulunur.

P=Rf2=V—é120 (2.18)



2.3.4 Aktif Elemanlar (Kaynak Elemanlari)

Saf kaynak elemanlar1 gerilim kaynaklar: (A-tipi kaynak) ve akim kaynaklar: (T-tipi
kaynak) olarak iki gruba ayrilir.

Saf gerilim kaynagi akim degiskeninin degerine bagli olmaksizin, uglar1 arasindaki
gerilim degiskeni farkini vo1 = v(t) gibi bir zaman fonksiyonu olarak verir. Kaynaktan akan
akim degiskenin degeri, kaynak elemanina bagh diger elemanlar tarafindan belirlenir.
Sistemlere uygulanan hiz, voltaj, basing ve sicaklik girisleri gerilim kaynagi olarak modellenir.

Saf akim kaynagi uglan arasina uygulanan gerilim farkina bagli olmaksizin, iki ucu
arasinda f = f(t) gibi bir akim degiskeni saglar. Saf akim kaynaginda kaynagin iki ucu arasindaki
gerilim farkini kaynaga bagl olan elemanlar belirler. Sistemlere uygulanan kuvvet, moment,
elektrik akimi, akigskan debisi ve 1s1l debi girisleri akim kaynagi olarak modellenir.

2.4 iki Enerji Kapih Elemanlar

Eger modellenen sistemde farkli, ya da ayn1 tiirden enerjiler arasinda doniisiim oluyorsa,
bu déniisiimiin modellenmesi icin iki kapili elemanlar’dan yararlamlir. iki kapili bir elemanda
her bir kapinin iki ucu, bu uglar arasinda bir gerilim degiskeni farki ve bir ugtan diger uca dogru
akan bir akim degiskeni vardir. Saf bir iki kapili elemanin enerji depolama ya da enerjiyi 1s1ya
dontistiirerek kaybetme 6zelligi olmadigindan, bir kapidan verilen enerji herhangi bir kayba
ugramadan diger kapidan aynen alinir. Eger bir kapinin gerilim ve akim degiskenleri (vi, f1) ile
diger kapinin gerilim ve akim degiskenleri (vo, f2) arasinda lineer bir iligki varsa iki kapili
eleman lineerdir. Lineer, saf iki kapili elemanlar transformatéor’ler ve jirator’ler olarak ikiye
ayrilir.

Transformatorlerde kapilarin degiskenleri arasindaki iligki transformator sabiti T
cinsinden agagidaki gibidir:

\'A T 0 V,
e A =

v, =Tv, (2.20)

ya da,

1
fi=-21, (2.21)

Transformatorlerin 6zelligi karsilikli kapilarin gerilim degiskenlerinin kendi aralarinda,
akim degiskenlerin de kendi aralarinda orantili olmasidir.

Jiratorlerde iki kapinin degiskenleri arasinda jirator sabiti G cinsinden asagidaki gibi bir
iliski vardir.
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0 G
HEEH
f, S f,
ya da,
v, = Gf, (2.23)
1
f, = _EVZ (2.24)

Jiratorlerde bir kapinin gerilim degiskeni digerinin akim degiskeniyle; akim degiskeni
ise diger kapinin gerilim degiskeniyle orantilidir.

Iki kapili elemanlarda kapilardaki enerji tiirleri ayni, ya da farkli olabilir. Kaldirag
kollar, disli kutulari, kremayer-pinyon mekanizmasi, makara-halat, elektro-mekanik
doniistiiriicii, hidro-mekanik — doniistiiriicti, elektrik transformatorii  gibi  elemanlarin
modellenmesinde iki kapili elemanlardan yararlanilir.
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MEKANIK SISTEMLER ICIN
HAMILTON PRENSIBININ KLASIK VE
ALTERNATIF FORMLARI

Mekanik sistemlerde dinamik denklemlerin elde edilmesinde neredeyse daima iki temel
yaklagimdan biri kullanilir. Bunlardan biri Newton kanunun dogrudan uygulanmasidir. Diger
yaklasim ise Hamilton prensibi ad1 verilen dolayli bir yaklagimdir. Newton kanunu ve Hamilton
prensibi biri digeri yerine kullanilabilen hipotezlerdir. Yani bunlar kanitlanmaz, dogruluklar
varsayilir. Dinamikte kullanilan biitiin denklemler bu hipotezlerin birinden ya da digerinden
tiretilebilir. Ancak, Newton kanunu uygulanirken atalet eksen takimi kullanilmasi ve ivmelerin
belirlenmesi gerekir. Atalet eksen takiminda ivmelerin bulunmasi ise ¢ok karmasik bir hal
alabilir. Bu durum Newton kanununun karmasik sistemlerde kullanilmasinin 6niindeki en
onemli engeldir. Hamilton prensibi ise ivmelere gerek duymaz; sadece hizlarin ve konumlarin
belirlenmesi yeterlidir. Bu yiizden 6zellikle karmasik sistemlerde kullanilmasi daha kolaydir.

3.1 Varyasyon

Bir x(t) fonksiyonu ve bunun komsusu olan bir X, (t) fonksiyonu olsun (Sekil 3.1). Bu

iki fonksiyonun birbirinin komsusu olmalari demek, biitiin t degerleri i¢in X=X, ve X=X,
terimlerinin ¢ok kiigiik olmalar1 demektir. X’in varyasyonu Jx asagidaki gibi tanimlanir:

K =X—X, (3.1)

X(t), Xo(t) i

Sekil 3.1 Varyasyonun Tanimi
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V(x) ise X(t)’nin scalar bir fonksiyonu olsun. Argiimani bir fonksiyon olan fonksiyonlara
fonksiyon fonksiyonu ya da kisaca fonksiyonel denir. V(x)’in argiiman1 X’den x_ ’a
degistirildiginde V’nin degerinde olan AV degisikligine V’nin toplam varyasyonu denir ve
asagidaki ifadeyle tanimlanir:

AV =V (X) =V (X)) =V (X, + X) =V (X,) (3.2)

Eger V (X, +X) terimi Taylor serisiyle agilirsa, AV asagidaki gibi yazilabilir:

oV 1 0%V , 1 oV 3
W V)] e X taae] XV @9
1., 1
A =NV+=—6V+=6V+ - (3.4)
2! 3!
Yukaridaki ifadede gegen &V, sV, &%, . . . terimlerine sirasiyla V’nin birinci

varyasyonu (ya da kisaca V’nin varyasyonu), V’nin ikinci varyasyonu, V’nin {ig¢iincii
varyasyonu, . . denir. Bu terimler asagidaki gibi tanimlanir:

v =M (3.5)
OX |

N = o X’ (3.6)
ox? . '

oV = N x° (3.7)
ox® '

oV ’'nin tanimi incelendiginde, bir fonksiyon fonksiyonunun varyasyonunu alirken

uygulanan kurallarla, bir fonksiyonun diferansiyelini alirken uygulanan kurallarin ayni oldugu
goriiliir. Ornegin, v bir fonksiyon ise,

5(% mvzj = mvév (3.8)
olur. Eger yukaridaki denklemde v hiz ise, v = X olacagindan asagidaki ifadeler yazilabilir:

5(% mvzj = mvév = mvo(X) = mxS(X) (3.9)
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3.2 Mekanik Sistemler i¢in Hamilton Prensibi — Klasik Form

Daha once de belirtildigi gibi Hamilton prensibi Newton kanunu gibi dogrulugu
varsayilan bir hipotezdir. Dolayisiyla kanitlanmasi1 beklenmez. Hamilton prensibi de Newton
kanunu gibi sadece dinamik denklemleri verir; bu denklemlerin ¢6ziimlerini vermez.

Hamilton prensibi asagidaki gibi ifade edilir.

Hamilton Prensibi:

Bir dinamik sistem t1 zamaninda sabit bir konfigiirasyondan t; zamaninda baska bir
sabit bir konfigiirasyona giderken yaptigi tabii hareketten olan rastgele, kabul edilebilir, kii¢iik
varyasyonlar i¢in asagidaki Hamilton Integralini sifir yapar.

t

H.l.= j(z fi5xijdt (3.10)

5]

Bu integralin altindaki terimler, sistemdeki biitiin kuvvet elemanlari, kuvvet alanlart,
atalet kuvvetleri ve dis kuvvetler tarafindan yapilan is terimleridir.

Bir sistemde kiitle ve atalet momentleri varsa Hamilton integralindeki bunlarla ilgili is
terimleri Kinetik ko-enerji varyasyonlari olarak; korunumlu iki-kuvvet elemanlari (yaylar) veya
korunumlu kuvvet alanlari (yergekimi) varsa bunlarin is terimleri potansiyel enerji
varyasyonlar1 olarak da ifade edilebilir. Bu segenek uygulamalarda biiyiik kolaylik
sagladigindan tercih edilir. Bu tiirden terimler,

6L= 6T = &V, (3.11)
i k

seklinde bir araya toplanir. Bu denklemdeki £ terimi Lagrange Fonksiyoneli olarak anilir ve
asagidaki gibi tanimlanir:

L= ZT: -V, (3.12)

Kiitleler, atalet momentleri, korunumlu iki-kuvvet elemanlar1 ve korunumlu kuvvet
alanlar1 ile ilgili is terimleri Lagrange fonksiyoneli cinsinden ifade edilirse, mekanik sistemler
icin Hamilton prensibinin klasik formdaki genel ifadesi agagidaki hali alir:

Bir dinamik sistem t1 zamaninda sabit bir konfigiirasyondan t» zamaninda baska bir
sabit konfigiirasyona giderken yaptigi tabii hareketten olan rastgele, kabul edilebilir, kii¢ciik
varyasyonlar i¢in asagidaki Hamilton integralini sifir yapar.

H.I.:]{é(zj:ﬁ—Zk:VkJ+Zi:éWi}dt (3.13)

2
4
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Burada terimler agagidaki gibi tanimlanmaigtir:

ZT j* (v): Korunumlu elemanlarin Kinetik ko-enerjileri (kiitle ve
J atalet momentlerinin kinetik ko-enerjileri)

ZVk (%) : Korunumlu elemanlarin potansiyel enerjileri (yay ve
k kuvvet alanlarinin potansiyel enerjileri)

ZéWi = Z f,0X, : Korunumlu olmayan elemanlar tarafindan yapilan is
i i

terimleri (soniimleyiciler, sisteme disaridan uygulanan
kuvvet ve moment zorlamalari)

Bu yontemde hiz/konum zorlamalar1 geometrik sinirlamalar dikkate alinarak sistem
kabul edilebilirlik sartlar1 iginde ele alinir.

Hamilton prensibinin uygulanmasinda sisteme disardan uygulanan kuvvet girisleri de
is yaptiklarindan ayr1 birer eleman olarak kabul edilir ve bunlara ait is terimleri Hamilton
integralinin Z f,X; kismma dahil edilir. Cizelge 3.1°de 6teleme ve donel tiirde lineer mekanik

i
elemanlarm yapisal iliskileri ve Hamilton integraline katkilar1 verilmistir. Cizelgeden
goriildigii gibi, kinetik ko-enerji terimleri hizlarin (gerilim degiskenlerinin), potansiyel enerji
terimleri ise konumlarin yani integral gerilim degiskenlerinin fonksiyonudur.

Hamilton integrali sadece Lagrange fonksiyoneli vasitasiyla ya da dogrudan ifade
edilmis is terimlerini icerdiginden is yapmayan kuvvetler, Newton kanunu uygulamasinin
aksine, problem formiilasyonuna girmez. Ornegin, siirtiinmesiz yataklardaki reaksiyon
kuvvetleri, yuvarlanan yiizeylerdeki kuvvetler, kiitlesiz rijit baglanti elemanlari (kollar, halatlar,
vb.) tarafindan aktarilan kuvvetler Hamilton integraline katkida bulunmaz. Bu elemanlar ileride
goriilecegi gibi geometrik kabul edilebilirlik sartlarina katkida bulunurlar.

Hamilton prensibinin mekanik sistemlere klasik uygulamasinda kabul edilebilirlik
sartlar1 iki cinstir. Eleman kabul edilebilirlik sartlar1 olarak adlandirilan birinci grup kinematik
iliskilerden olusur. Konumlarin tiirevlerinin hiza esit oldugu gergegine dayanir. Ornegin, bir
kiitlenin konumu X, hiz1 v ise, X =v oldugundan bunlarin varyasyonlari arasida da &(x) = ov
iliskisi vardir. Ikinci gruba giren kabul edilebilirlik sartlari ise, sistemin yapisi ve geometriden
kaynaklanan sartlardir. Ornegin, bir kremayer disli mekanizmasinda kremayer dislisinin
konumu x ile pinyon disli ¢arkinin agisal konumu ¢ arasinda &r = x gibi bir iligki varsa,
ro=Vv, réof=0& Ve row=d sartlar1 yazilabilir. Kabul edilebilirlik sartlart Hamilton
integralinin argliimanindaki varyasyon alma isleminden dnce ya da sonra uygulanabilecegi gibi,
burada ayrintist verilmeyen Lagrange ¢arpanlar1 yontemiyle dolayli olarak da uygulanabilir.

Hamilton prensibinin uygulanmasi asagidaki asamalar igerir:
a)  Sistem elemanlarmin tanimlanmasi. (Dis kuvvet ve moment girisleri de
birer eleman olarak kabul edilir.)
b)  Eleman ve sistem kabul edilebilirlik sartlariin yazilmasi.



15

c) Lagrange fonksiyoneli ve is terimlerinin yazilmasi.

Cizelge 3.1 Lineer Mekanik Elemanlar ve Hamilton integraline Katkilar1 (Klasik Form)

Eleman Tipi | Fiziksel Eleman Diyagram Yapusal iliski Hamilton Integraline Katki
) X X 1
Ocleme Yayi | bW | F =k -x) V= Lx, - 1)
F K F 2
Korunumlu
Tki-kuvvet Py a
Eleman .. T T 1 2
Dénel Yay —)03—’3“663',}'(— T=k(6,-64) V=— kt (92 - 91)
ke 2
Oteleme F B2V =mv * 2
Halinde Kiitle P T =-mv
Kiitle
I T « 1.5
Dénel Kiitle —> — h=lw T ==lo
o 2
Yergekimi Yergekimi gl R V =mgz
Alant Alaninda Kiitle z
T
. X2, V2 Xy, V
Oteleme — >0 _ .
Sonimleyici ?.—E_«— F =bvy, D fi8G =—Fdkg = —bXp Ky
Sontimleyici
. &, w; 6, w1
Dénel ' _ - .
Soniimleyici [ . <—T T = by, Z fiok =TS0, =—0,0,,60,,
t
X
Dis Kuvvet F(t) I_’ F=F(t) > fiox = F(t)ox
R
Dis Zorlama D1s Moment — _O_ T=T (t) Z fi 5Xi =T (t)549
ALllrs]:f ;(\(l)?lﬁn Hamilton integralinde is terimi olarak yer
QVeya Hiz N X=X(t), v=Vv(t) almaz. Kabul edilebilirlik sartlar1 olarak
Zorlamas1 0=0(t), o= o(t) islem gorir.
F = kuvvet T = moment p = momentum h = agisal momentum
V=hiz o = agisal hiz X = konum 6 = ag1sal konum
k = 6teleme yay sabiti ki = agisal yay sabiti m = kiitle | = atalet momenti

b = dteleme soniim sabiti

Ornek 1:

d)
e)
f)

by = agisal soniim sabiti

Is terimlerinde gegen kuvvetlerin eleman denklemlerinden yazilmast.
Kabul edilebilirlik sartlarinin uygulanmasi.
Hamilton prensibinin uygulanmas.

Sekil 3.1’de verilen sistemin dinamik denklemini Hamilton prensibini uygulayarak elde

edelim.

F— x

M —

F(t)
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Sekil 3.1
Sistem elemanlari:  Kiitle, M; yay, K; soniimleyici, B; zorlama kuvveti, F(t).

Lagrange fonksiyoneli:

r-1 Mv? — 1 Kx; (3.14)
2 2
Is terimleri:
D £ =F (). — F,&, (3.15)

Soniimleyici i¢in eleman denklemi.:

F, =Bv, (3.16)
Eleman kabul edilebilirlik sartlari:

X=V,; X, =V, : X, =V, ; X =V (3.17)
Sistem kabul edilebilirlik sartlar::

X=X, =X, =X (3.18)

V, =V, =V, =V (3.19)

Hamilton integrali:
HINE! 1
j {5(5 Mv?2 — > Kxﬁj + F(t)oXe — F, 0%, } dt (3.20)
4

Sonilimleyicinin eleman denklemi kullanilir ve kabul edilebilirlik sartlari uygulanirsa,
Hamilton integrali x cinsinden asagidaki hali alir:
3 (1 1
j HE Mx? —EKx2j+ F(t)ox — B>’<5x}dt (3.21)

4]

Varyasyon islemi uygulanirsa, Hamilton integrali asagidaki hali alir:

t
[ [Mxx — Kxdx + F (1) — Biax]dt (3.22)

4

Integralin altindaki birinci terimin kismi integrali almirsa asagidaki ifade elde edilir:

t, t
j M)‘(%(ﬁx)dt = MX3X|; — [ MXoxdt (3.23)
t Lt
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Hamilton prensibine gore t1 Ve t> zamanlarinda sistem konfigiirasyonunun sabit oldugu
kabul edilir. Bu yiizden t1 ve t2’de sisteme varyasyon uygulanamaz, yani ox(t,)=0 ve

X(t,) =0 sart1 vardir. Bu sart dolayisiyla denklem (3.23)’iin sag tarafindaki ilk terim sifira

esittir. Denklem (3.23)’den elde edilen sonug, denklem (3.22)’de kullanilirsa Hamilton integrali
asagidaki hali alir:

tf[- MX — BX — Kx + F () Joxdt (3.24)

4

Hamilton prensibine gore rastgele X varyasyonlari icin bu integralin sifir olmasi
gerekir:

t
j [- Mx—Bx—Kx+F(t)|dt =0 (Rastgele &x iin) (3.25)

4

Yukaridaki integralin rastgele ox varyasyonlari igin sifir olabilmesi, ancak &X’in
katsayisinin yani koseli parantez i¢indeki terimin sifir olmastyla miimkiin olacagindan, sistemin
dinamik denklemi bu terimi sifira esitleyerek asagidaki gibi elde edilir:

M5 + BX + Kx = F(t) (3.26)

Ornek 2:

Sekil 3.2°de verilen sistemdeki kiitle yatay diizlem {iizerinde siirtiinmesiz olarak
kaymaktadir. Bu sisteme Hamilton prensibini uygulayarak dinamik denklemini elde edelim.

X

—

B y(t) (D1s konum
7 Ko ] zorlamasi)
M —
(@) (@) = VVVYV

; Ki

Sekil 3.2

Sistem elemanlari: Kiitle, M; yay, Ki; yay, Kz; soniimleyici, B.

Bu sistemde y(t) kuvvet zorlamasi1 olmadigindan sistem elemani olarak alinmaz. Fakat
kabul edilebilirlik sart1 olarak probleme girer.

Lagrange fonksiyoneli:

1 1 , 1
L==Mv2 —ZK, [x—y@®) | —-=K, x? 3.27
> Mvs =2 Kilx=y®]" - 2K, (3.27)

X =V, (kabul edilebilirlik sart1) oldugundan denklem (3.27) asagidaki hali alir:
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1 1 > 1
L==MX2-ZK |x=y®)|? -=K,x? 3.28
> M =S K-y - 2K, (3.28)

Is terimleri:

Y fok, =—F,o = —B[x - y(t) o (3.29)

Denklem (3.29) yazilirken, y(t) dis zorlama oldugundan &y(t) =0 alinmustir.
Hamilton integrali:

oy(t) = 0 oldugunu dikkate alarak, denklemler (3.28) ve (3.29)’dan Hamilton integrali
asagidaki gibi yazilabilir:

TPG Mx? —% K,[x-y@®[ —% szz)— B[x - y(t)]&}dt

. (3.30)
= [ [Mxax — K, [x = y(t) Jox — K, xox — B[x - y(t) b ]at

o]

Integralin altindaki ilk terime kismi integral formiilii uygulanir, terimler diizenlenir ve
Hamilton prensibi uygulanirsa,

t
j [- M — Bx — (K, + K,)x+ K, y(t) + By(t)]oxdt =0 (Rastgele & igin)  (3.31)

4

olur ve sistemin dinamik denklemi asagidaki gibi bulunur:

MX + Bx + (K, + K, )x = K, y(t) + By(t) (3.32)
Ornek 3:
Sekil 3.3’de verilen sistemin dinamik denklemini Hamilton prensibini uygulayarak elde
edelim. (y = 0 iken ve yay serbest boydayken x = 0.)
Sistem elemanlari: Kiitle, M; yay, K; soniimleyici, B; kuvvet girisi, F(t).

Bu sistemde y(t) kuvvet zorlamasi olmadigindan sistem elemani olarak alinmaz. Fakat
kabul edilebilirlik sart1 olarak probleme girer.

' F(t)

X M ‘Q’

B ==

K
l ‘JY('[)
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Sekil 3.3
Lagrange fonksiyoneli:
1. ., 1 2
E:EMvm —EK[X— y(t)]? — Mgx (3.33)

X =V, (kabul edilebilirlik sart1) oldugundan denklem (3.33) asagidaki hali alir:

£:%M>'<2 —%K[x—y(t)]z _ Mgx (3.34)

Is terimleri:

Z f ok = —F o+ F (t)ok = —B[x — y(t) |5 + F (t) (3.35)

Denklem (3.35) yazilirken, y(t) dis zorlama oldugundan dy(t) =0 alinmustir.

Hamilton integrali:

oy (t) = 0 oldugunu dikkate alarak, denklemler (3.34) ve (3.35)’den Hamilton integrali
asagidaki gibi yazilabilir:

T[d(% Mx? — % K[x - y(t)]2 - ng} — B[)‘( — y(t)]5x + F(t)5x} dt

(3.36)

:T{mxax — K[x = y(t)]ox — Mgox — B[x — y(t) | + F (t)x}dt

o]

Integralin altindaki ilk terime kismi integral formiilii uygulanir, terimler diizenlenir ve
Hamilton prensibi uygulanirsa,

j [- M — Bx — Kx + Ky (t) + By(t) — Mg + F (t) [5dt =0  (Rastgele &x i¢in) (3.37)

°]

olur ve sistemin dinamik denklemi asagidaki gibi bulunur:

MX + Bx + Kx = Ky(t) + By(t) — Mg + F (t) (3.38)

3.3 Mekanik Sistemler i¢cim Alternatif Hamilton Prensibi

Mekanik sistemler igim Hamilton prensibinin alternatif formu asagidaki gibidir:

Bir dinamik sistem t1 zamaninda sabit bir konfigiirasyondan t; zamamnda baska bir
sabit konfigiirasyona giderken yaptigi tabii hareketten olan rastgele, kabul edilebilir, kii¢iik
varyasyonlar i¢in asagidaki Hamilton integralini sifir yapar.



20
t
H1.=| {5(Zvj*—ZTkJ+ZéWi}dt (3.39)
Y j k i
Burada terimler agagidaki gibi tanimlanmaigtir:

ZV j*(f ) Korunumlu elemanlarin potansiyel ko-enerjileri (yaylar)
J

ZTk (py) : Korunumlu elemanlarin kinetik enerjileri (kiitle ve atalet
K
momentlerinin Kinetik enerjileri)
Zé\Ni =V, : Korunumlu olmayan elemanlar tarafindan yapilan is

terimleri (soniimleyiciler, sisteme disaridan uygulanan
hiz zorlamalart)

Bu yontemde kuvvet ve moment zorlamalari, kuvvet ve moment denge denklemlerini
kullanarak sistem kabul edilebilirlik sartlar icinde ele alinir.

Cizelge 3.2’de 6teleme ve donel tiirdeki lineer mekanik elemanlarin yapisal iligkileri ve
Hamilton integralinin alternatif formuna katkilar1 verilmistir. Cizelgeden goriildiigii gibi,
potansiyel ko-enerji terimleri kuvvet ve momentlerin (akim degiskenlerinin), kinetik enerji
terimleri ise momentum ve agisal momentumun (integral akim degiskenlerinin) fonksiyonudur.

Ornek I:

Sekil 3.1°de verilen mekanik sistemin dinamik denklemlerini elde etmek i¢in alternatif
Hamilton prensibi ifadesini kullanalim.

Potansiyel ko-enerji terimi:

VE(fK)%%:%p—f (3.40)
Kinetik enerji terimi:

T(p,) -1 En (3.42)

2 M

Is terimi:

MW, =V, fodt =V, :—%épB :—%deB (3.42)
Sistem kabul edilebilirlik sartlart:

fy =—"F— Tz +F(t) (3.43)

ya da
Ps =—Px — Py +F (1) (3.44)

&B :_&K _éplvl (3'45)
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Eleman Tipi Fiziksel Eleman Diyagram Yapisal Tliski Hamilton Integraline Katk1
|—) X2 |—) X1 2
Oteleme Yay1 —eAMWW\—e<— F=k(x;—X) E; = lF_
F k F 2 k
Korunumlu
Iki-kuvvet Py
Eleman1 T o T - 172
Donel Ya ’.3 666669‘,}.(— =
Y ki T =kt(92_91) T 2 kt
. >V 2
Halinde i p=rmv L
alinde Kiitle 2m
Kiitle
T h2
Donel Kiitle = h=lw E=
w
X2, V. X1, V
" |—> 2y V2 1, V1 F
Oteleme | _,q 71 ge— F =bvy, W =——4p
Soniimleyici E b b
Sontimleyici
&, wr 6, o1 T
Donel — - -
Soéniimleyici T b T T =bawy W= by o
t
v(t)
Hiz Kaynag1 v=Vv(t) W =v(t)Pp
.
t)
Agisal H o
Dis Zorlama Kgl;?agl 1z —_— w=o(t) MW = w(t)oh
Kuvvet veya F=F(t), Hamilton integralinde is terimi olarak
Moment ) T=T() yer almaz. Kuvvet ve moment denge
Zorlamast; denklemlerini kullanarak sistem kabul
Agirlik Kuvveti Fy =mg edilebilirlik sartlar1 olarak iglem goriir.
F = kuvvet T = moment p = momentum h = agisal momentum
vV=hiz o = agisal hiz X = konum 6 = agisal konum
k = Gteleme yay sabiti ki = agisal yay sabiti m = kiitle | = atalet momenti

b = 6teleme soniim sabiti

by = agisal soniim sabiti

Hamilton Integrali:

= f o LB 1P P e (L sp L p - Pep, i
2k 2m ) B TP kTS oM T R

51 1 '
=£(_? pK5pK _V pMapM _%djsjdt

(3.46)



22

Sistem kabul edilebilirlik sartlar1 uygulanirsa,

t

H.|.=J[—% Py P _ﬁ PPy — (_ Py~ pBM i F(t))(_5pK — Py ):|dt

ML b Pu  FO _bw 1B FO _
_l{{ K™ B B B }$K+[ B M™ B B }%M}“_O

(Rastgele &, ve &p,, icin.) (3.47)

Integralin altindaki kdseli parantezler sifira esitlenirse dinamik denklemler bulunur:

1 . N Pk . Pu F(t)

KpK 5t g B (3.48)
Py , 1 P _F()

Pw 1 P _ P 3.49
B+MpM+B 3 (3.49)

Bu denklemler sistemin akim degiskenleri cinsinden (kuvvetler) asagidaki gibi de
yazilabilir.

L it fw _FO (3.50)
K B B B

f, 1 f.  F()

fw 1 T _FO 3.51
sty Mg (3.51)

Denklem (3.50)’de kuvvetler eleman denklemleri kullanilarak X cinsiden yazilirsa,

in+Q+W=_F(t) (3.52)
K B B B

Denklemin iki tarafi B ile ¢arpilip terimler diizenlenirse, Sistemin X cinsinden daha dnce
denklem (3.26) olarak elde edilmis olan dinamik denklemi bulunur.
MX + Bx + Kx = F(t) (3.53)

Denklem (3.51)’deki kuvvetler eleman denklemleri kullanilarak x cinsiden yazilirsa,
1 1 1 F(t)

—MX+—MX+—=Kx=—+ (3.54)
B M B B

bulunur. Bu denklemin bir defa integrali alinir ve iki tarafi B ile ¢arpilirsa X cinsinden asagidaki
ifade bulunur:
MX + Bx + Kx = F(t) (3.55)

Goriildigi gibi hem denklem (3.50) hem de denklem (3.51), x cinsinden ayn1 dinamik
denklemi verir.
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Ornek 2:

Sekil 3.2°de verilen mekanik sistemin dinamik denklemlerini elde etmek icin alternatif
Hamilton prensibi ifadesini kullanalim.

Potansiyel ko-enerji terimleri:

. 112 1p:
VKl(fK1)=§%=§% (3.56)
1 1
. 12, 1pk
VKz(sz)=§%=§ ﬁ)(“ (3.57)
2 2

Kinetik enerji terimi:

T(py)= 1 O (359
Is terimleri:

MW, =—v, foot =—-v P, :—%BépB :—%Eps (3.59)

MW, =v f &=yPh, (3.60)
Sistem kabul edilebilirlik sartlar::

fu=—T,—To—Ts (3.61)

f,=—fn—fg (3.62)

Ayrica y disaridan giris olarak verildiginden, bilinen bir X i¢in f,, ve f,, birbirine
bagimlidir. Zira,

o =Ki(X=Y) (3.63)

fr, = K,X (3.64)

Teo _ fa +y (3.65)

K
fia =K—1fK2—Kly (3.66)
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fy = —[ K1K+ szsz —f,, + K,y (3.67)
2
foof +f (3.68)
y K2 M

Sistem kabul edilebilirlik sartlar1 integral akim degiskenleri cinsinden asagidaki gibi
yazilabilir:

. K, .
Pu1 = K—l Py — Ky (3.69)
2
. K, +K,
Pg = _( ]pKz pM + Kly (3-70)
K,
py = P2+ Pu (3.71)

Varyasyonlar arasindaki sartlar ise asagidaki gibidir:

K,
Py = K_25pK2 (3.72)
%, - —{ o jﬁpm -y 673
épy = @Kz +5p|\/| (3.74)

Hamilton Integrali:

t, .2 .2 2 .
1 pKl 1 pKZ 1 pM pB v
Hl=||o| >k 42 tk2 _~2M 128 50 dt
ﬂ (2 K, 2K, ZMJ B5|OB y5py}

= J.(_ pK15 Pr1 + pK2§ Pz — pM 5prv| _%5% + y§pyjdt (3-75)

1

. 1 ¢ .
J.( pKlngl pK25pK2 _M Pm @M _%éps + y5pdet
2

Sistem kabul edilebilirlik sartlar1 uygulanirsa,

t
p 1(K, . K 1 1
H-|-=I{—?[K_lpKz_KlyJK_lngz_K_zpsz:’Kz_MpM&)M

t, 1 2

1 K, +K, |, o . K, + K, _ y
—E{—[ <. ]pm pw&v)}{( < Jépm 5pd+y(5pKz+5pM)}dt

(3.76)




25

t 2

¢ 1 (K 1 1{ K, +K 1 K, +K
H.I.= - 2xb.,-Ky|l-—p,,——| 2 2l p,, ——| L2215

I{ Kz{Kz P2 1yj K, P2 B( K, JpKZ B[ K, ij

K, [ K +K, _ 1 1K, +K, ). 1. K, .
+—| —= Y+ +—— Py ——= ——py +t—=Yy+ dt=0
B( K Jy y}ﬂom { v Py B( <, P2 = Pu g Yy My

(Rastgele &, , Ve &p,, icin.) (3.77)

Integralin altindaki koseli parantezler sifira esitlenirse asagidaki dinamik denklemler
bulunur:

1 . 1K, +K, |, 1. K, .

— +—= +—=py =—VY+ 3.78
K2 pK2 B( K2 ]pKZ B pM B y y ( )
1. 1 1K, +K, ). K )

EpM +M Pwm +E( 1K2 ZJPK2=EIY+V (3.79)

Yukaridaki iki denklem sistemin akim degiskenleri cinsinden (kuvvetler) asagidaki gibi
yazilabilir:

1 . 1K, +K 1 K .
K—fK2 +E( lK ZJfKZ +EfM :Ely-l'y (380)
2 2
%fM +ﬁfM +%(K1;K2jf,<2:%y+y (3.81)
2

Denklem (3.80)’de kuvvetler eleman denklemleri kullanilarak X cinsiden yazilirsa,

KXt —
K B

2

1k x 1(—K1+KZJK2x+éMX‘=%y+y (3.82)

2

bulunur. Bu denklemin iki tarafi B ile ¢arpilip terimler diizenlenirse, sistemin x cinsinden daha
once denklem (3.32) olarak elde edilmis olan dinamik denklemi bulunur.

MK + BX + (K, + K,)x = By + K,y (3.83)
Denklem (3.81)’deki kuvvetler eleman denklemleri kullanilarak X cinsiden yazilirsa,

lM X‘+ﬁMX+£(—K1+K2

. KL
5 JKZX:Ely+y (3.84)

2

olur. Bu denklemin bir defa integrali alinir ve iki tarafi B ile ¢arpilirsa X cinsinden asagidaki
ifade bulunur:
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MX +Bx+ (K, + K,)x =By + K,y (3.85)

Goriildigi hem denklem (3.80) hem de denklem (3.81), x cinsinden ayni dinamik
denklemi verir.

Ornek 3:

Sekil 3.3°de verilen mekanik sistemin dinamik denklemlerini elde etmek i¢in alternatif
Hamilton prensibi ifadesini kullanalim.
Potansiyel ko-enerji terimleri:
1fe _1p

Vi () K Tk (3.86)

Kinetik enerji terimi:

2

T(pw) =%p—M (3.87)
Is terimleri:

W, = v, Fo & = v, P, :_%85% :_%@B (3.88)

S, =v, f &=y, (3.89)
Sistem kabul edilebilirlik sartlar::

Ft)="f, +f.+f; +Mg (3.90)

f,+ f +fy =0 (3.91)

Ayrica y disaridan giris olarak verildiginden, bilinen bir X i¢in f, ve f_ birbirine
bagimlidir. Zira,

f, =K(X-Y) (3.92)
fg =B(X—Y) (3.93)
oldugundan asagidaki esitlik gecerlidir.

fK fB
T _To 3.94
K "B (3.94)

Sistem kabul edilebilirlik sartlar integral akim degiskenleri cinsinden asagidaki gibi
yazilabilir.



F(t):pM +pK+pB+Mg

py+pK+pB:O
Pc _Ps
K B

Yukaridaki ti¢ denklemden asagidaki esitlikler yazilabilir.

B,
Ps = K Pk
B

My :E5pK

__, _B.
py pK KpK

B

aoy :_&)K _Eé‘pK

Py =F (1) —Mg—pe — Pe
pu = [ F(t)dt— [ Mgdt—p By
M K K K

B ..
5prv| :_5p|< _Eé‘pK

Hamilton Integrali:

t .
(1., .. 1 .
:;':(E pK5pK _M pM5pM _pT;épB +yé‘pyjdt

Denklemler (3.98), (3.99), (3.101), (3.103) ve (3.104) kullanilirsa,

27

(3.95)

(3.96)

(3.97)

(3.98)

(3.99)

(3.100)

(3.101)

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)
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1,
RpKé‘pK

1 B .

. —MUF(t)dt—ngdt—pK—EpK}
H.1.= | dt (3.106)
4 oIx —5p _Eé‘p J_EEP Eé‘p

K KOTY) BK K OTK

n y(t)(—épK 25 pK]

Varyasyonlarin tiirevini igeren terimlerin kismi integrali alinirsa ve Hamilton prensibi
uygulanirsa asagidaki denklem bulunur.

1
_EpK&)K
1 B
. +M{J‘F(t)dt—ngdt_pK_EpK}é‘pK
H1.=] dt
y|_B1 F(t)-Mg-p —E'D ey
K M D O

B .. . B .
+F pKé‘pK - Y(t)5pK +E y(t)de

1 .
K P
t, +%|:IF(t)dt_J‘Mgdt_pK_EpK:|
= 5, dt=0
| FO-Ma- -2
KM K

B .. . B .
+F P — Y1) +EY(t)
(Rastgele &, icin.) (3.107)

Parantez i¢indeki terim sifira esitlenirse, denklem (3.103) kullanilirsa ve terimler
diizenlenirse asagidaki denklem bulunur.

1 . B® B .
FpK—l—MpM _EpK+K2M pK+K|\/| pK
B B

o B
g FO+ Mg = y() + - §(©) =0

(3.108)



29

pe = fr, T =K(x—y) ve p,, = Mx oldugu dikkate alinirsa asagidaki denklem elde

edilir.
B . . 1 1 . . B? o
FK[X—Y(t)]+MMX—EK[X—Y(t)]+ Y K[x-y(®)] 2100
B B B . B . (3.109)
+ o Khoy©] - 2RO+ 2 Mg = Y0+ - §(0) =0

Birbirini gotiiren terimler yok edilir ve terimler diizenlenirse dinamik denklem X
cinsinden agagidaki gibi elde edilir.

MX + Bx + Kx = Ky(t) + By(t) — Mg + F (t) (3.110)

Bu denklem daha 6nce ayni sistem i¢in bulunan denklem (3.38) ile aynidir.






4

HAMILTON PRENSIBININ
MEKANIK OLMAYAN SISTEMLERE
GENELLESTIRILMESI

4.1 Hamilton Prensibini Genellestirilmesi

Boliim 3’de Hamilton prensibinin mekanik sistemlere uygulanmasinda kullanilan klasik
formun Ozelligi Lagrange fonksiyonelinin argiimaninda kinetik ko-enerji ve potansiyel
enerjinin kullanilmasidir. Kinetik ko-enerjiler hizlarin, potansiyel enerjiler konumlarin
fonksiyonudur. Is terimleri de hizlar ve konumlar cinsinden ifade edilir. Dolayisiyla Hamilton
integrali sistemin gerilim (hizlar) ve integral gerilim degiskenleri (konumlar) cinsindendir.
Daha sonra gerilim degiskenleri integral gerilim degiskenlerinin tiirevleri olarak alinir ve
dinamik denklemler integral gerilim degiskenleri cinsinden elde edilir. Bu yontemde kuvvet ve
moment zorlamalari is terimlerine katkida bulunur, hiz ve konum zorlamalari ise sistem kabul
edilebilirlik sartlar1 i¢inde ele alinir.

Mekanik sistemlerde Hamilton prensibinin alternatif formu kullanildiginda ise
potansiyel ko-enerji ve kinetik enerji kullanilir. Potansiyel ko-enerjiler kuvvet ve momentlerin,
kinetik enerjiler momentum ve agisal momentumun fonksiyonudur. Is terimleri de kuvvet ve
momentler ile momentum ve agisal momentumlar cinsinden ifade edilir. Bu yontemde
Hamilton integrali sistemin akim degiskenleri (Kuvvetler ve momentler) ve integral akim
degiskenleri (lineer ve agisal momentumlar) cinsindendir. Daha sonra akim degiskenleri
integral akim degiskenlerinin tiirevleri olarak yazilir ve dinamik denklemler integral akim
degiskenleri cinsinden bulunur. Bu yontemde hiz ve konum zorlamalari is terimlerine; kuvvet
ve moment zorlamalari ise kuvvet ve moment denge denklemlerinden elde edilen sistem kabul
edilebilirlik sartlarina katkida bulunur. Alternatif form kullanilarak elde edilen dinamik
denklemlerdeki integral akim degiskenleri eleman denklemlerinden yararlanarak integral
gerilim degiskenleri cinsinden yazilirsa Hamilton prensibinin klasik formundan bulunan
denklemler elde edilir.

Hamilton prensibinin mekanik olmayan sistemlere genellestirilmesinde énemli olan,
klasik ve alternatif formiilasyonlar sirasinda kullanilan fiziksel degiskenlerin kendileri degil,
benzesim karakteristikleridir. Yani bu degiskenlerin akim, gerilim, integral akim ya da integral
gerilim tiiriinde olmalar1 hususudur. Zira daha 6nce Boliim 2’de farkli enerji tiirline sahip
sistemlerin degiskenlerinin akim, gerilim, integral akim ve gerilim degiskenleri olarak
gruplanabilecegini, ayn1 gruptaki degiskenlerin fiziksel olarak farkli olsalar dahi benzesim
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icinde olduklar1 goriilmiistii. Bir enerji kapisina sahip farkli tiirde enerjiye sahip elemanlar ortak
gruplara toplanmis ve ayni gruptaki elemanlarin dinamik davranis yoniinden benzesim halinde
oldugu goriilmiistli. Farkli enerji tiiriine sahip sistemlerin degiskenleri ve elemanlar1 arasindaki
benzesim, Hamilton prensibinin mekanik olmayan sistemlere genellestirilmesine olanak saglar.

Mekanik sistemlerde kullanilan Hamilton prensibinin klasik ve alternatif form
uygulamalart mekanik olmayan sistemlere genellestirilebilir. Klasik formdan genellestirilen
Hamilton prensibi asagidaki gibi ifade edilebilir. Bu yontem bundan sonra Hamilton
prensibinin integral gerilim degiskeni formu olarak anilacaktir.

Hamilton Prensibi — Integral Gerilim Degiskeni Formu:

Bir dinamik sistem t1 zamaninda sabit bir konfigiirasyondan t; zamanminda baska bir
sabit konfigiirasyona giderken yaptigi tabii hareketten olan rastgele, kabul edilebilir, kiiciik
varyasyonlar icin asagidaki Hamilton integralini sifir yapar.

H.I.=]{5(Z(E;)j —Z(ET)k}Za\Nidt 4.1)

4
Burada terimler asagidaki gibi tanimlanmistir:

Z [E:\ (v A)] i Sistemdeki A-tipi enerji depolayan elemanlarin gerilim
i
degiskenleri cinsinden yazilan ko-enerjileri.

Z[ET (X, )]k ; Sistemdeki T-tipi enerji depolayan elemanlarin integral
K
gerilim degiskenleri cinsinden yazilan enerjileri.

Z&Ni =f,(X;)o%; : D-tipi elemanlarin akim degigkenleri ve integral gerilim

degiskenlerinin varyasyonlar1 cinsinden is terimleri
(akim degiskenleri elemanlarin yapisal iliskileri
kullanilarak integral gerilim degiskenleri cinsinden ifade
edilecek)

T-tip1 kaynaklarin kaynak fonksiyonlar1 ve integral
gerilim degiskenlerinin varyasyonlari cinsinden is
terimleri.

Yukaridaki ifade belli enerji tiiriine sahip bir sistem i¢in kullanilirken genellestirilmis
degiskenlerin simgeleri yerine fiziksel sistemin karsilik gelen degiskenleri yazilir. Bu yontemde
sistem kabul edilebilirlik sartlar1 sistemin uyarlik denklemlerinden tiiretilir. A-tipi kaynaklarin
(gerilim kaynaklar1) zorlamalar1 sistem kabul edilebilirlik sartlari icinde ele a