KESIRLI BROWN HAREKETININ MAKSIMUM KAYIP VE
SUPREMUM DEGISKENLERI

HATICE CAKAR

YUKSEK LISANS TEZi

MATEMATIK BOLUMU

TOBB EKONOMI VE TEKNOLOJI UNIVERSITESI

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

AGUSTOS 2012

ANKARA



Fen Bilimleri Enstitii onay1

Prof. Dr. Unver KAYNAK
Midiir

Bu tezin Yiiksek Lisans derecesinin tiim gereksinimlerini sagladigini onaylarim.

Prof. Dr. Mustafa BAYRAKTAR
Anabilim Dali Bagkani

HATICE CAKAR tarafindan hazirlanan KESIRLI BROWN HAREKETININ
MAKSIMUM KAYIP VE SUPREMUM DEGISKENLERI adli bu tezin Yiiksek

Lisans tezi olarak uygun oldugunu onaylarim.

Yrd. Dog. Dr. Ceren VARDAR ACAR

Tez Danigmani

Tez Jiiri Uyeleri

Bagkan : Dog¢. Dr. Hiiseyin MERDAN

Uye : Yrd. Doc. Dr. Ceren VARDAR ACAR

Uye @ Yrd. Doc. Dr. Yeliz YOLCU OKUR

i



TEZ BILDIRIMI

Tez igindeki biitiin bilgilerin etik davranig ve akademik kurallar gergevesinde elde
edilerek sunuldugunu, ayrica tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu

caligmada orijinal olmayan her tiirlii kaynaga eksiksiz atif yapildigimi bildiririm.

Hatice CAKAR

il



Universitesi : TOBB Ekonomi ve Teknoloji Universitesi

Enstitiisii : Fen Bilimleri
Anabilim Dalh : Matematik Boliimii
Tez Danigmani : Yrd. Dog. Dr. Ceren VARDAR ACAR

Tez Tiirii ve Tarihi : Yiiksek Lisans — Agustos 2012

Hatice CAKAR

KESIRLI BROWN HAREKETININ MAKSIMUM KAYIP VE
SUPREMUM DEGISKENLERI

OZET

Finansal piyasalarda, bir varligin fiyatinin supremum degeri ve bir risk dl¢iisii olan
maksimum kayip degeri yatirimcilar icin 6nemlidir. Literatiirde, kesirli Brown
hareketinin supremum degiskeninin ve maksimum kayip degiskeninin beklenen
degerleri iizerine bazi sinirlar mevcuttur. Fakat, bilinen tekniklerle supremum
degiskeninin ve maksimum kayip degiskeninin beklenen degerleri icin tam deger-
ler hesaplanamamaktadir. Bu tezde, Sudakov-Fernique esitsizligi kullanilarak
kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskeninin beklenen degeri iizerine
teorik {ist sinir bulunmugtur. Kesirli Brown hareketini kesikli hale getirme
yontemi ile kesirli Brown Hareketinin supremum degigskeninin ve maksimum
kayip degiskeninin beklenen degerleri iizerine niimerik alt sinirlar bulunmusgtur.
Cholesky benzetimler yontemi kullanilarak kesirli Brown hareketinin supremum
degiskeninin ve maksimum kayip degiskeninin beklenen degerleri i¢in simiilasyon
sonuclar elde edilmistir. Kesirli Brown hareketinin supremum degiskeninin ve
maksimum kayip degiskeninin beklenen degerleri iizerine elde edilen niimerik
alt simirlar, teorik sinirlar ve benzetim yontemleri sonuglar literatiirde yer alan

sonuclar ile kargilagtirilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Kesirli Brown Hareketi, Maksimum Kayip, Sudakov-
Fernique Esitsizligi, Markov Esitsizligi, Cholesky Benzetimler Yontemi.
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THE MAXIMUM LOSS AND THE SUPREMUM OF
FRACTIONAL BROWNIAN MOTION

ABSTRACT

In financial markets, the supremum of the price of an asset and the maximum
possible loss as a measure of risk are important variables for investors. In
literature, there are some bounds on the expected value of supremum and of
maximum possible loss of fBm. For now, there are no exact solutions because
with today’s techniques, exact values are not possible to obtain. In this thesis,
we provide a new theoretical bound on the expected value of maximum loss using
Sudakov-Fernique inequality. Using discretization method and considering order
statistics of multivariate normal variables, we obtain some numerical bounds on
the expected value of maximum loss and of supremum of fBm. We also obtain
some simulation results on the expected value of maximum loss and of supremum
of fBm using Cholesky method. Finally we provide comparison of the established
bounds.

Keywords: Fractional Brownian Motion, Maximum Loss, Sudakov-Fernique
Inequality, Markov Inequality, The Cholesky Method.
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SIMGE LISTESI

Bu ¢aligmada kullanilmig olan simgeler agiklamalari ile birlikte agagida verilmigtir.

Simgeler Aciklama

Q Bir stokastik deneyin 6rnek uzayi

F Bir (2’nin alt kiimeleri iizerinde inga edilmig o-cebir
P(A) A olaymnin olma olasilig

(Q,F,P) Olasilik uzay1

E(X) X rastgele degigkeninin beklenen deger

EX|Y =y) X rastgele degiskeninin kogullu beklenen degeri

w Brown Hareketi

Pt Yansitilmis Brown hareketinin olasilik fonksiyonu
E* Yansitilmig Brown hareketi i¢cin beklenen deger operatorii
H Hurst parametresi

BH Kesirli Brown Hareketi

S Kesirli Brown hareketinin supremum degigkeni

" Kesirli Brown hareketinin infemum degiskeni

R Kesirli Brown hareketinin menzil degigkeni

MH Kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskeni
T Ustel dagilima sahip rastgele degisken

FDSB Farkli dagilima sahip ve bagimli Gauss degiskeni
FDSBS Farkli dagilima sahip ve bagimsiz Gauss degiskeni
FDSTB Farkli dagilima sahip ve tam bagimh Gauss degigkeni
g Standart Brown hareketinin iireteci

H, Siirecin a seviyesine ilk ulagtiglr zaman

xiil



1. GIRIS

Kesirli Brown hareketi,

1. Zamanmin bir fonksiyonu olan nehirdeki su seviyesinin,
2. Zamanin bir fonksiyonu olan belli bir yerin sicakhiginin,
3. Bir varhigin getirisinin,

4. Serbest piyasadaki elektrik fiyatlarinin

modellemesinde kullanilmaktadir [4]. Finans matematigi uygulamalarinda ise bir

edilen Black-Scholes Modeli,
Y, = Ybe(r—&-u)t—&-UBtH 0<t<r

ile verilir. Burada Y; baglangic degerini, r sabit faiz oranini, © € R, genel
fiyvat artig veya diislis egilimini, ¢ € R, ise oynaklik olarak adlandirilan
sapma katsayisini gosterir. Literatiirde, Brown hareketi gibi Markov siirecler
ile kurulmug Black-Scholes modelleri vardir. Fakat, kesirli Brown hareketi ile
modellenen Black-Scholes modeli, kesirli Brown hareketi uzun siireli bagimlilik
ozelligi gosteren bir siire¢ olmasi ve bu bagimliligin gercgek fiyat verilerinde goriilen
bagimhlikla ortiigmesi nedeni ile Markov siirecleri ile modellenen Black-Scholes
modeline gore gercek hayata daha uygundur. Gergek fiyat verilerindeki bu 6zellik
piyasalarda fiyatlarin artmaya bagladigi zaman uzun bir siire artmasi, diigmeye
bagladigi zaman ise fiyatlarin uzun bir siire diisiiste olmasi seklinde kendini

gosterir.



Finansal piyasalarda, hisse senedi fiyatinin supremum degeri yatirimcilarin hisse
senedini ne zaman satacagl, infemum degeri ise yatirimcilarin hisse senedini ne
zaman alacag konusunda bilgi verdigi i¢in 6nemlidir. Ayrica, yatirimci riskini
azaltmasini ve/veya riskten korunmasinm saglayacak her tiirlii bilgi ile ilgilenir.
Bu nedenle, bir risk 6l¢iisii olan olasi maksimum kayip yatirimcinin ilgisini ¢eker
ve yatirimcilarin karar verme siireclerine etki eder.

Finansal piyasalarda, hangi durumlarda maksimum kayip degigskenin yatirimcinin
fon se¢gme problemini etkiledigi iizerine Daehwan [14] tarafindan yapilan ¢aligmaya
gore, nakit akiginda olagandis: fazlalik olmasi durumunda yatirimei fonu en diigiik
fivattan alma ve en yiiksek fiyattan satma durumu haricindeki diger durumlar icin
olasiliklar sifir kabul eder. Yani, yatirimcinin fon {izerindeki kararlart maksimum
kayip degiskenine baghdir. Daehwan [14] yatirimcimin faydasiin maksimum kayip

degiskeninin beklenen faydasina bagh oldugunu agagidaki teoremle ifade etmistir:

Teorem 1. Kazang¢ tamamen riskli oldugunda nakit akis belirsizligi oldugunu
farzedelim. O halde, nakit akis belirsizligi asiry ise yaturimecinin faydasy sadece

maksimum kayrp degiskenin beklenen faydasina baglidar.

Literatiirde, kesirli Brown hareketinin supremum degiskeninin beklenen degeri ve
maksimum kayip degiskeninin beklenen degeri iizerine varolan yontemlerle ancak

sinir degerler bulunabilmektedir.

{BE :t >0}, (2, F,P) olasilik uzay: iizerinde tanimlanmig kesirli Brown hareketi

olmak iizere;

o SH := sup B, kesirli Brown hareketinin supremum degiskeni olsun.
0<v<t

o [T := inf B kesirli Brown hareketinin infemum degigkeni olsun.
0<v<t

o RA = SH _ 1 kesirli Brown hareketinin menzil degiskeni olsun.

e MH := sup (B — BY), kesirli Brown hareketinin maksimum kayip
0<u<wv<t
degigkeni olsun.

Yukarida belirttigimiz degigskenler grafik {izerinde Sekil 1.1°de gosterilmistir.

Yukarida belirtigimiz degiskenler iizerine literatiirde var olan sinirlar,
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Sekil 1.1: Maksimum Kayip ve Supremum Degigkenleri

. Supremum degiskeninin beklenen degeri icin

E(SH) < %tlf

seklinde bir tist sinr elde edilmistir [27].

. 1.’de verilen st simir kullanilarak siirecin infemum degiskeninin beklenen
degeri ve menzil degiskeninin beklenen degeri i¢in asagidaki sinirlar elde
edilmigtir (8],

V2 2v2

2
——=t" < B, E(R") < =—%=t".
ﬁ — ( t )7 ( t ) — ﬁ

. 1 zamanina kadar taniml olan kesirli Brown hareketinin maksimum kayip

degigskeninin beklenen degeri i¢in

ﬁ<E(M1H> <

N

alt ve iist smirlar elde edilmistir [8].

5%

. Sudakov-Fernique esitsizligini kullanilarak siirecin supremum degiskeninin

beklenen degeri igin agagidaki alt ve iist sinirlar elde edilmistir [20],

V2 V2

—~—t" < B(SH) < ~=t".

Ve VT



Bu tez calismasiin amaci, literatiir taramasi yapmanin yanisira, kesirli Brown
hareketinin supremum degiskeninin beklenen degeri ve maksimum kayip degiskeni-
nin beklenen degeri i¢in kesikli Gauss siireci kullanarak yeni niimerik alt sinirlar
elde etmek, yeni teorik sinirlara ulagmak ve bu simirlar1 kargilagtirmaktir.
Bu amaglar dogrultusunda c¢aligmamizda literatiire katkilarimizi agagidaki gibi

siralayabiliriz:

1. Kesirli Brown hareketinin supremum degiskeninin beklenen degeri igin

kesikli Gauss siireci kullanmilarak Min-z alt sinir1 olugturulmustur.

2. Kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskeninin beklenen degeri

icin kesikli Gauss siireci kullanilarak Min-z alt sinir1 olugturulmustur.

3. Farkli Hurst parametreleri, farkli zamanlar ve farkh simiilasyon degerleri
kullamilarak bilgisayar ortaminda benzetimler yontemi ile kesirli Brown
hareketi iiretilmis ve fretilen kesirli Brown hareketlerinden supremum
degiskeninin ve maksimum kayip degiskeninin beklenen degerleri gozlem-

lenmigtir.

4. Kesirli Brown hareketini kesikli hale getirme yontemi ile siirece Gauss
degigkenleri kullanilarak yaklagilmigtir. Ross [22] tarafindan bagimh Gauss
degiskenlerinin maksimum degiskeninin beklenen degeri iizerine kullanilmig
hesaplama yontemi kesirli Brown hareketinin supremum ve maksimum kayip

degiskenlerine uyarlanmigtir.

5. Sudakov-Fernique esitsizligi kullanilarak kesirli Brown hareketinin maksi-
mum kayip degiskeninin beklenen degeri i¢in teorik iist sinir olugturulmus-

tur.

6. Yukarida bahsedilen niimerik alt sinirlarimiz, teorik sonuclarimiz, liter-
atlirde varolan smirlar ve simiilasyon sonuclarimiz ile kargilagtirilarak elde

ettigimiz sinirlarin performanslar1 degerlendirilmigtir.

Béylece kesirli Brown hareketinin supremum degiskeninin beklenen degerinin ve
maksimum kayip degiskeninin beklenen degerinin ulagabilecegi en biiyiik ve en

kiiciik degerler hakkinda bilgilere sahip olunabilir. Bu bilgiler 1s181inda yatirimecilar



kesirli Brown hareketi kullanilarak modellenen varliklar ile ilgili yatirimlarinda
kazanclarmi ve risklerini kontrol edebilirler. Ornegin; maksimum kayip degiskeni,
portfolyo performansinin riske gore uyarlanmig Olciilerinden biri olan Calmar
oraninin tanimlanmasinda kullamilmaktadir. Calmar orani; R., [0,7] zaman
araligindaki kazang ve M., [0, 7] zaman araligindaki maksimum kayip olmak iizere

agagidaki formiil ile verilmektedir:

R,
Calmar(t) = I

Finansal piyasalarda Calmar orani kullanilarak portfolyolarin performansi deger-
lendirilebilmektedir [2, 18].

Bu tez ¢aligmamiz asagidaki sekilde diizenlenmigtir;

Ikinci boliimde, standart Brown hareketinin ve kesirli Brown hareketinin tanim-
lar1 ile standart Brown hareketinin ozellikleri ve kesirli Brown hareketinin
ozbenzerlik, uzun siireli bagimlilik, iki artig arasindaki kovaryans gibi 6zellikleri
verilecektir.

Uciincii boliimde, standart Brown hareketinin supremum degiskeninin dagilim ve
beklenen degeri i¢in hesaplama yontemleri verilecektir [5]. Ayrica, kesirli Brown
hareketinin supremum degigkeni icin literatiirde var olan sinirlar 6zetlenerek sinir
degerleri ifade edilecektir [27, 20].

Dordiincii boliimde, kesirli Brown hareketinin supremum degiskeninin beklenen
degeri icin elde ettigimiz niimerik alt sinirlardan bahsedilecektir. Oncelikle,
kesirli Brown hareketini kesikli hale getirme yontemi ile siirece Gauss degiskenleri
kullamlarak yaklagim yapilacaktir. Ross [22] tarafindan bagimh Gauss degisken-
lerinin maksimum degiskeninin beklenen degeri iizerine kullanilmig hesaplama
yontemi kesirli Brown hareketinin supremum degiskeninin beklenen degeri icin
uyarlanarak niimerik alt sinirlar elde edilecektir. Ayrica, kesirli Brown hareketinin
supremum degiskeninin beklenen degeri icin hesaplanan simiilasyon sonuclar
ifade edilecektir.

Besinci boliimde, standart Brown hareketinin maksimum kayip degiskeninin
dagilimi ve beklenen degeri igin literatiirde var olan sonuclar verilecektir [5].
Ayrica, kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskenin beklenen degeri
icin literatiirde var olan sinirlar 6zetlenecektir [8].

Altinc1 boliimde, dordiincii boliimde kesirli Brown hareketinin supremum degigke-

ninin beklenen degeri iizerine alt simir elde etmek icin kullamlan Ross [22]



hesaplama yontemi kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskeninin
beklenen degeri icin yeniden diizenlenerek niimerik alt sinirlar elde edilecektir.
Kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskeninin beklenen degeri igin
kesikli Gauss siireci kullanilarak bulunan Min-z alt sinir1 ifade edilecektir. Ayrica,
Sudakov-Fernique esitsizligi kullanilarak kesirli Brown hareketinin maksimum
kayip degiskeninin beklenen degeri icin bulunan yeni teorik iist sinirdan bahsedile-
cektir. Son olarak, kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskeninin
beklenen degeri i¢in hesaplanan simiilasyon sonuclarina yer verilecektir.

Sonug¢ boliimiinde ise dordiincii ve altinci boliimlerde elde edilen sinir degerleri

karsilagtirilarak bu tez calismasinin sonuclar: sunulacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tamim 1. (Q, F,P) olasilik uzayr ve 7 C R olsun. f:Q x 7 — R dlgilebilir bir
fonksiyon olsun. Bu takdirde f(w,t) fonksiyonuna rastgele fonksiyon denir. Eger

T =1[0,00] ve t € T zaman olarak yorumlamirsa f(w,t) ye stokastik sire¢ denir.

Tanimm 2. {X; : t > 0}, (2, F, P) olasilik uzay: tizerinde tanvml ve R™ de degerler
alan bir stokastik sire¢ ve Fy = 0(X,: 0 < s <t), X tarafindan iretilen o-cebir
olsun. T < oo, Fy'ye gore durma zamans olsun. B, R™ tizerinde tanimli Borel

o-cebir ve A € B olmak tizere; her s > 0 i¢in
P(X, s € AlF,) = P(X,s € A|X,)
esitligi saglanyor ise X stokastik siirecine Markov stireci denir.

Tanim 3. f: R — R fonksiyon olsun. Her x € R i¢in

(Af)(z) = 15% ; = EExf(Xt”t:O

limiti mevcut olsun. O halde, (Af)(x), x’in bir fonksiyonudur. A’ya X ’in dretici

denir.

f ikt kez tirevlenebilen stirekls bir fonksiyon ise

]. 1

(Af)(z) = n(@)f'(@) + 50% (@) f

dir.

2.1 Standart Brown Hareketi

Tanim 2.1.1. (Q,F, P) olasilik uzayr dzerinde tanimlanmis x noktasindan

baslayan standart Brown harekets,



1. Wy =z dir.
2. s — W, stireklidir.

8. Bitin0=tyg<ti <ty <..<t, zgm th — th_l, th_l — th_2, cen th —
Wy, artiglary normal dagilima sahiptir. E(W;,, — W, ) =0 ve
E(Wtz - Wti—1)2 =t; —t;_q dir.

sartlarine saglayan bir stokastik strectir.

Standart Brown Hareketi asagidaki 6zelliklere sahiptir:

o Cov(Wy, Wy) = min(s,t) dir.

o 7, W tarafindan dretilen filtrasyona bagls durma zamans ve F,, T zamanin-
dan dnce olan olaylarin olusturdugu o-cebir olsun. Buna gére hert > 0 i¢cin
Ae Fr e Ae Fue{An{r <t}} € F dir. Brown hareketi i¢in Markov
ozelligi saglanar:

E(f(Wt‘i‘T)“FT) - EWT<f(Wt))

Burada f él¢ilebilir ve sinarly bir fonksiyondur.

ot > 0 olmak dzere, {Wy : 0 < s < t} ve {W; — W5 : 0 < s <t}
degiskenlerinin dagilimlar: ozdestir. Bu dzellige duragan araliklar 6zelligi

denir.

o Herc > 0igin {\/cWy. : t > 0} siireci de bir Brown hareketidir. Bu ézellige

yeniden ol¢eklendirme ézelligi denir.

o —W siireci de bir Brown hareketidir. Bu ozellige simetri ozelligi denur.

{|Wy| : t > 0} sdrecine yansitilmis Brown hareketi denir.



2.2 Kesirli Brown Hareketi

Tamim 2.2.1. Hurst parametresi H € (0,1) olsun. Kesirli Brown hareketi
(B (t))i>0, Vs,t > 0 i¢in kovaryans fonksiyonu
1
E [B"(t)B"(s)] = §(t2H + 8 — |t — 5?1

olan, 0’da ortalanmas, sirekli bir Gauss sirecidir [4].

Tamim 2.2.1’den standart kesirli Brown hareketinin asagidaki ¢zellikleri sagladig:
sOylenebilir:
1. B(0) =0 ve E[BH(t)] =0, Vt > 0.

2. BY homojen artig araliklarina sahiptir; yani, Vs, t > 0 igin B (t4s)— B (s)
ile B (t) aym dagihima sahiptir.

3. BH Gauss siirecidir ve VH € (0,1) igin E[(BH(t))?| = t*# ¢ > 0.

4. B siirekli yoriingelere sahiptir.

2.2.1 Stokastik Integral Gosterimi

Kesirli Brown hareketi, 1968 yilinda Mandelbrot ve Van Ness [19] tarafindan

asagidaki integral gosterimi ile verilmigtir.

Bf(t) = mfk((t—s)fm — (=o)L %)dw,
1 0 H-1/2 H-1/2
- T = s Eaw,

t
+ /(t—s)H‘l/QdWs
0

Wy, standart Brown hareketi ve I', gamma fonksiyonu olmak iizere Hurst

parametresi H € (0, 1) olan kesirli Brown hareketidir.



2.2.2 1ki Artig Arasindaki Kovaryans

H = 1/2 igin B standart Brown hareketidir ve siirecin artiglar1 bagimsizdir.
Fakat, H # 1/2 icin artiglar bagimhdir. Kesirli Brown hareketinin tanimindan,
s+ h <tvet—s=mnholmak iizere BY(t + h) — B (t) ve B (s + h) — BH(s)

arasindaki kovaryans fonksiyonu

pr(n) = %hZH[(n 12 4 (n— 1) — 202

ile verili. B2 (t + h) — BH(t) ve B (t + 2h) — BY(t + h) formundaki iki artigin
arasindaki iliski H > 1/2 iken pozitiftir, H < 1/2 iken negatiftir.

2.2.3  Ozbenzerlik

Kesirli Brown hareketi 6zbenzerlik 6zelligine sahiptir, yani herhangi bir ¢ > 0
sabiti i¢in

(B)iz0 = (" B )iz
H = 1/2 alimarak standart Brown hareketi (W}):>¢ i¢in 6zbenzerlik 6zelligi elde
edilir:

(Wat)e=o = (Gl/th)tzo

2.2.4 Uzun Siireli Bagimhhk

Tanimm 2.2.2. Sabit bir (X,,)nen strecinin kovaryans fonksiyonu
p(n) = cov(Xg, Xiin), ¢ sabit ve o € (0,1) olmak iizere
tim 20 _

n—ooCcn_— %

esitligi saglamyorsa X, uzun sireli bagimlilik ozelligi gosterir denir [4].

Kesirli Brown hareketinin uzun siireli bagimlilik 6zelligini sagladigi kovaryans
fonksiyonu kullanilarak gosterilebilir. Artiglar arasindaki kovaryans fonksiyonu
pr(n) = E[(B"(t+h)—B"(t))(B" (s +h) — B"(s))]

hQH

= T[(n + 1) 4 (n — 1)2# — 2n?H]

10



ile verilir.

— 122
(I1+x) = 1+ax+w+...
— 1?2
(1—2)* = 1—am+u—...
2
acilimlar kullanilarak
1 2H(2H-1) 1 1 2H(2H-1) 1
oy = 1eomd  HEHZD L HGH-) 1
n 2 n? n 2 n?
_ nH 1

n
= H(2H — 1)n*"2

seklinde yazilir. Uzun siireli bagimhilik 6zelliginin taniminda, ¢ = H(2H — 1) ve
a =2 — 2H olmak iizere H > 1/2 i¢in

lim p(n)

=1
nHOOH(ZH — 1)n2—24

elde edilir. Yani H > 1/2 igin kesirli Brown hareketinin artiglar1 uzun siireli

bagimhlik ozelligi gosterir.

2.3 Bazi Onemli Esitsizlikler

Teorem 2.3.1. (Jensen Esitsizligi) X, (0, F, P) olasilik uzay: tizerinde tanimls,

integrallenebilir ve reel degerli bir rastgele degisken ve ¢ konveks bir fonksiyon
olsun. O halde,

P(E(X)) < E(p(X))
dir.

Teorem 2.3.2. (Markov Egitsizligi) X negatif degerler almayan rastgele bir
degisken olsun. Her ¢ > 0 i¢in

esitsizligi saglanar.

11



Teorem 2.3.3. (Sudakov-Fernique FEsitsizligi) X wve Y, 7 dzerinde tanwml

ortalanmis Gauss stirecleri olsun. s,t € T olmak tizere
E(X, - X,)* < E(Y, - Y,)?

sarty saglaniyor ise

E(supX;) < E(supY;)

esitsizligi saglanur [5].

12



3. SUPREMUM DEGISKENI
UZERINE LITERATUR OZETI

3.1 Standart Brown Hareketinin Supremum

Degiskeni

Bu boliimdeki amacimiz, standart Brown hareketinin supremum degiskeninin
dagilimi ve beklenen degeri {izerine literatiirde var olan sonuclari ayrintih

anlatmaktir.

Teorem 3.1.1. W, (2, F, P) olasilik uzayr tzerinde tanymlanmas standart Brown

hareketi ve S1 = sup W, standart Brown hareketinin supremum degiskeni olsun.

0<v<1
O halde,

E(S)) = % (3.1)

dir [5].

ispat. W, 0 zamanindan baslayan standart Brown hareketi ve T', A parametreli
istel dagilima sahip ve W Brown hareketinden bagimsiz bir rastgele degisken
olsun. T zamammna kadar tanimlh olan standart Brown hareketinin supremum
degiskeni

St i=sup{W,;: 0 <t < T}

seklinde tanimlanir. Standart Brown hareketinin supremum degigkeninin dagilim

13



fonksiyonu
P(Sr>b) = PH,<T)= / P(H, <t|T =t)P(T =t)dt
0
- / EI(Hb<t|T:t)P(T - t)dt
0

= E/ I(Hb<t|T=t)P(T - t)dt
0

= EP(T > Hy) = E(e ™)

dir. Burada [ indikatér fonksiyonudur ve H,, := inf{t > 0 : X; = b} siirecin belirli
bir b > 0 seviyesine ulagtig1 ilk zamandir.
b

Hy'nin olasihik yogunluk fonksiyonu fg, (t) = \/—27t_3/26_b2/2t,t > 0 oldugundan

supremum degiskenin dagilim fonksiyonu
<} 0o —b2
P(Sp >b) = E(e M) = / ——=t"Pe N = ¢V
( T ) ( ) 0 \/5%

dir. T zamanina kadar tanimli olan standart Brown hareketinin supremum

degiskeninin beklenen degeri, olasilik yogunluk fonksiyonu kullanilarak
E(Sy) = / bV2 eV db
0

seklinde hesaplanir. O halde, kismi integrasyon yontemi ile beklenen deger

kolaylikla hesaplanir ve

olarak bulunur.
Simdi Brown hareketinin 6l¢eklendirme 6zelligi kullanilarak 1 zamanina kadar
tanimli olan Brown hareketinin supremum degiskeninin beklenen degeri bulun-
abilir. Standart Brown hareketinin 6l¢eklendirme 6zelliginden
E(Sr) = E(sup W,)=E( sup W,)
0<v<T 0<v/T<1

= E(sup Wur) = E( sup VTW,) (3.2)

O<u<1 O<u<1

= E(VT)E( sup W,) = E(VT)E(S))

O<u<1
yazilir.

T, X parametreli iistel dagilima sabit bir rastgele degisken oldugundan

)

\p/2

B(T/2) = A / /26N g — (3.3)

0

14



dir. O halde, 1 zamanmma kadar tamimli olan Brown hareketinin supremum

degigkeninin beklenen degeri (3.2) ve (3.3) esitlikleri kullanilarak

_ E(Sr) _ V2
BS) = g =

olarak bulunur. O

Teorem 3.1.1 ve dlgeklendirme 6zelligi kullanilarak herhangi bir ¢ zamanina kadar
tanimlh olan kesirli Brown hareketinin supremum degiskeninin beklenen degeri

icin agagidaki egitlik elde edilir:

V2t

E(S,) = E(V1S)) = N

3.2 Kesirli Brown Hareketinin Supremum

Degiskeni

Bu béliimde, literatiirde kesirli Brown hareketinin supremum degiskeninin bekle-
nen degeri igin var olan iist sinirlardan bahsedilecektir. {Bf : ¢ > 0}, (2, F,P)

olasilik uzay1 iizerinde taniml kesirli Brown hareketi ve S = sup B kesirli
O<v<t
Brown hareketinin supremum degiskeni olsun. Sabit bir a zamanina kadar tanimh

olan kesirli Brown hareketinin supremum degigkeninin beklenen degeri icin

/32
Jr

tist sinirt elde edilmigtir [27]. Asagida verilen teorem ile kesirli Brown hareketinin

E(SI) <

supremum degiskeninin dagilimi i¢in bir {ist sinir ifade edilmistir [27].

Teorem 3.2.1. Hurst parametresi H > 1/2 olan ve a zamanina kadar tansml

olan kesirli Brown hareketini ele alalim. O halde,

V2a"
/T

P(SH > 1) <

esitsizligi saglanar.

15



ispat. T, )\ parametreli iistel dagihma sahip ve T zamammna kadar tanmimh
olan kesirli Brown hareketinden bagimsiz bir rastgele degisken olmak iizere, T
zamanina kadar tanimli olan kesirli Brown hareketini ele alalim.
H, :=inf{t > 0 : BY = a} siirecin belirli bir a > 0 seviyesine ulagtig1 ilk zaman
olmak iizere

E(e My < emov (3.4)

esitsizligi saglanir [13]. Kesirli Brown hareketinin 6zbenzerlik 6zelligi ve (3.4)

esitsizligi kullanilarak

P(H2M <T)=P(S, 4 >a)= E(e M) < gmavEA (3.5)

yazilir. (3.5) esitsizligi kullanilarak

E(S 1):/0 P(S, Za)daﬁL

T2H
esitsizligi elde edilir.
Yine kesirli Brown hareketinin 6zbenzerlik 6zelliginden

B( suwp B,) = E( suwp (T'"?B,)) = B(T)E(S))

0<u<TZH 0<v<l
oldugu goriiliir. Burada, T iistel dagilima sahip rastgele degisken oldugundan

B(T7?) = "2 dir. O halde,

E(S) <

ii (3.6)

egitsizligi saglanir.
Markov egitsizliginden, her x > 0 icin
E(S) _ V2

> <

yazilabilir.
Kesirli Brown hareketinin 6zbenzerlik 6zelligi ve Markov esitsizligi kullanilarak

herhangi bir sabit a zamani ic¢in

P(sup BY >2) = P(a" sup B > 2)
0<u<a 0<v<1

= P(a"S{ > 2)
T

= P(S{' > )

at’\/2

T/

esitsizligi elde edilir. O

16



Ozbenzerlik 6zelligi ve (3.6) esitsizligi birlestirilerek sabit bir a zamanmna kadar
tanimli olan kesirli Brown hareketinin supremum degiskeninin beklenen degeri

icin agagidaki iist simira ulagilir [27],

H

IS

E(SH) = E( sup BY) = E(a" sup BY) = a" E(S,) < &

0<u<a 0<v<1 ﬁ

Kesirli Brown hareketinin supremum degiskeninin beklenen degeri i¢in Norros
[20] tarafindan alt sinir degeri hesaplanmigtir. Bu sonuca ulagmak i¢in agagida

verilen énerme kullanilmigtir.

Onerme 3.2.1. {X, : 0 <u <t}, beklenen degeri p ve varyansy o* olan rastgele

degiskenler olmak tzere

T — i

P{maksX, >z} > 1 — ®( min

0<u<t 0<u<t g2

) (3.7)
dir [22].

Teorem 3.2.2. {BY : t > 0}, (0, F, P) olasihk uzay: iizerinde tanamh kesirli
Brown hareketi ve SH = sup BE kesirli Brown hareketinin supremum degiskeni

O<u<t
olsun. O halde,
tQH

75 < E(S{)

esitsizligi saglanr [20].

Ispat. E(sup BY) = [ P(sup B > z)dz dir. E(B}') =0,t >0 ve

o<u<t o<u<t

Var(BF) = t*# t > 0 oldugundan Onerme 3.2.1’den

E(SH) = /OOP(supBH>x)d

o<u<t
x
> min —-))dx
0 O<u<tu2
& T
= P(z > min ——)dx
0 o<u<t
o
= P(z> ———)dx
/0 maksuQH
o<u<t

= / P(z tZde

17



esitsizligi yazilir. Burada z € N(0,1) oldugundan

B(ST) > /mPu>iimx

t2H
/m/m L %
= e 2dzax
0 QLH vV 21
tQH

V2T
elde edilir.
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4. KESIRLI BROWN
HAREKETININ SUPREMUM
DEGISKENI UZERINE
SONUCLARIMIZ

Bu boéliimde, kesirli Brown hareketinin supremum degiskeni icin elde ettigimiz

niimerik sinirlar1 ve simiilasyon sonuglarini inceleyecegiz.

4.1 Kesikli Siire¢ ve Birlikte Gauss Dagilimi ile

Sinirlar Hesaplanmasi

{BF .t > 0}, (Q,F,P) olasihk uzay1 iizerinde tanmimh kesirli Brown hareketi

ve SH := sup B} kesirli Brown hareketinin supremum degigkeni olsun. Kesirli
O<u<t
Brown hareketini kesikli hale getirme yontemi ile, yani [0,¢] zaman arahigini n

tane zaman araligina bolerek siirece Gauss degiskenleri kullanarak yaklagilmigtir.
Béylece supremum degiskeninin degerine yaklagmak amaclanmigtir. n — oo iken
sirece daha da yaklagihr. [0,¢] zaman araligim n tane zaman arahigina bolerek,
§ = t/n olmak iizere elde edilen {B/ : i = 1,2,...,n} degiskenlerinin her biri
farkh varyansli, 0’da ortalanmig birlikte Gauss dagilimina sahiptir. Kesirli Brown

hareketinin kovaryans tanimindan birlikte Gauss dagihmimin kovaryans matrisi
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agagidaki fonksiyon ile olugturulur:
1
Cov(Bys, Bjs) = E(Bjs Bjs) = 5[(i0)* + (j0)™ — i — Jo[*]

Burada ¢« = 1,2,...,n;5 = 1,2,...n seklinde alinmigtir. Kovaryans matrisine
baktigimizda goriiyoruz ki, { Bf : i = 1,2, ...,n} degigkenleri birbirinden bagimsiz
degildir. {Bf : i = 1,2,...,n} Gauss degiskenleri kullanilarak kesirli Brown

hareketinin supremum degigkeni icin agagidaki alt sinir yazilabilir:

maks(Bj) < SH. (4.1)

0<i<n

Yukarida verilen (4.1) egitliginde her iki tarafin beklenen degeri alinirsa,

E(maks(B;5)) < E(S;")

0<i<n

elde edilir.

Literatiirde, bagiml Gauss degiskenlerin maksimum degerinin dagilimi ve bekle-
nen degeri hakkinda pek ¢ok calisma vardir, fakat acik bir teorik cevap mevcut
degildir. Bu konu ile ilgili ilk ¢aligmalar Tippett [25],Teichroew [24], Clark ve
Williams [10], Bose ve Gupta [6] tarafindan yapilmigtir. Bagimli ancak ayni
dagilima sahip Gauss degigkenleri ile ilgili sonuglar [21]’de verilmigtir. Clark
[11] farkh dagilima sahip ve bagimh iki Gauss degigkeninin ilk dért momentini
hesaplamigtir. Ross [23]| farkh dagihma sahip ve bagimh Gauss degigkenleri igin
bir iist sinir elde etmistir. Lai ve Robbins [17] tarafindan ayni dagilima sahip
ve bagimh Gauss degigkenleri igin smir olugturulmugtur. Brodtkorb [7] singular
kovaryans matrisine sahip Gauss degigkenleri iizerine bir yontem geligtirmigtir.
Ross [22] tarafindan farkli dagilima sahip ve bagimh (FDSB) Gauss degigken-
lerinin maksimum degigkeninin beklenen degeri i¢in alt ve iist siir olustur-
mak iizere niimerik hesaplama yontemleri geligtirmistir. Ross [22] tarafindan
geligtirilen hesaplama yontemleri [28]'de verilen agagidaki teorem kullanilarak

olusturulmustur.

Teorem 4.1.1. {V;, X;,Y;;1 = 1,2,....,n} 0°da ortalanmas, farkl dagilima sahip

ve bagimly Gauss degiskenleri olsun. Biitin i ve j degerleri i¢in
E((V; - V))?) < E(X; — X;)*) < BE((Y; - Y;)?)
esitsizligi saglanyor ise herhangi bir sabit {m;, i =1,2,....,n} i¢in

E(maksV; +m;) < E(maksX; +m;) < E(maksY; + m;)
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esitsizligi saglanir. m;, )}1 nin beklenen degeri olarak alinirsa,

E(maksV;) < E(maksX;) < E(maksY;)
esitsizligi de yazlir. Burada )}Z = X; +my; dir.

Ross [22]|, ¢aligmasinda maksimum degigkeninin beklenen degeri kolay hesa-
planabilen yeni Gauss degigkenleri kiimesi belirlemis (farkh dagihma sahip ve
tam bagimli (FDSTB) Gauss degigkenleri ile farkh dagilima sahip ve bagimsiz
(FDSBS) Gauss degiskenleri) ve yeni Gauss degigkenleri ile Teorem 4.1.1 kul-
lanilarak elde edilen degerler FDSB Gauss degigkenlerinin maksimum degigkeninin
beklenen degeri i¢in simirlar olugturmustur.  Ross [22] hesaplama yontemi

agagidaki adimlardan olugmaktadar:
e F'DSB Gauss degigkenlerinin maksimum degiskeninin beklenen degeri hesa-
planmak isteniyor, fakat bu deger teorik olarak hesaplanamiyor.

e F'DSTB Gauss degiskenlerinin ve FDSBS Gauss degiskenlerinin supremum

degigskenlerinin beklenen degerleri teorik olarak hesaplanabilir.

e Teorem 4.1.1°e gore
Elmaks(FDSTB,)] < Elmaks(FDSB)| < E[maks(FDSTB,)]
ve
Elmaks(FDSBS;)] < E[maks(FDSB)] < E[maks(FDSBS,)]

sartlarini saglayan FDSTB ve FDSBS Gauss degiskenleri bulunabilir.

Oncelikle ikinci adimda bahsedilen FDSTB Gauss degiskenlerinin ve FDSBS
Gauss degigkenlerinin supremum degigkenlerinin beklenen degerlerinin nasil

hesaplandigindan bahsedilecektir.
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4.1.1 FDSBS Gauss Degiskenleri

{Y;,1 = 1,2,...,n} farkh beklenen degerlere ve farkh varyans degerlerine sahip
bagimsiz degiskenler olsun. Y; degiskenlerinin maksimum degiskeninin kiimiilatif

dagilim fonksiyonu

P(maksY; < w) = H P(Y; < w) (4.2)
i=1
dir.
David [12] tarafindan verilmig olan moment hesaplama yontemine gore bir rastgele

degiskeninin n. momenti kiimiilatif dagilim fonksiyonu kullanilarak
E[X,] - / " (P{X > 2} + (=1)"P{X < —a})da (4.3)
0

esitligi ile elde edilir. (4.2) ve (4.3) esitlikleri kullanilarak Y; degigkenlerinin
maksimum degiskenin beklenen degeri

n

E[m%kSYﬂ = /OO (1 - ﬁP(YQ > w) — HP(Y% < —w)> dw (4.4)

i=1
seklinde hesaplanabilir. Esgitlik (4.4) kullamilarak FDSBS Gauss degigkenlerinin

maksimum degiskeninin beklenen degeri kolayca hesaplanabilir.

4.1.2 FDSTB Gauss Degiskenleri

{Vi;i = 1,2,..,n} tam bagimh ve farkh normal dagilhima sahip rastgele
degiskenler olsun. Bu degigkenler standart normal dagilima sahip Z degiskeni
kullanilarak

Vi=s,2+my

seklinde olusturulabilir. Burada s; € R’dir. V; degiskenleri tam bagimh
olduklarindan ikili kovaryanslart +1 veya —1'dir. V; degiskeninin supremum
degiskenin beklenen degeri Z’ye kogullandirilarak hesaplanabilir.

E[maksV;|Z = z] deterministik bir fonksiyondur ve bu fonksiyon h(z) olsun.
Ayrlga, h(z) konveks ve parcali dogrusal bir fonksiyondur. V; degigkenlerinin
maksimum degiskenin beklenen degeri

E[m%kSV;] = E[E[mzzks\/;]Z =z]] = /OO h(z)p(z)dz (4.5)

—00
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seklinde hesaplanabilir. Egitlik (4.5) kullanmilarak FDSTB Gauss degigkenlerinin

maksimum degiskeninin beklenen degeri kolayca hesaplanabilir.

4.1.3 Ross Hesaplama Yontemi

Bu béliimde, FDSBS ve FDSTB Gauss degiskenleri kullanilarak FDSB Gauss
degigskeninin supremum degiskeninin beklenen degeri i¢in nasil sinir olugturdugu
anlatilacaktir. {X;,i = 1,2...,n}, 0’da ortalanmig FDSB Gauss degigkeni olsun.
O halde,
E[(X, — X, = 0%, + 0% —20x,0x, = by
dir. FDSTB Gauss degigkenleri i¢in F(X;) =m; = 0,7 =1,2...,n oldugundan
E[(V; = Vj)!] = El((siZ +my) — (5,2 +my))*] = (si — 5;)°
ve FDSBS Gauss degigkenleri i¢in
E[(Y; = Y;)*] =0} + 012/7_ — 20y,0y, = 0y, + 052/],

olarak hesaplanir.

e F'DSTB Gauss degiskenleri kullanilarak alt sinir olugturmak icin ¢oziilmesi
gereken matematiksel program
maks E[maksVj]
> VZ,j : <Sl' — Sj)2 S bij
Vi s; >0
dir. Buna gore, ilk olarak Teorem 4.1.1 gartin ((s; — s;)? < b;;) saglayan
s; degerleri bulunur ve bu degerlere gore hesaplanan FE[maksV;] degeri
maksimize edilir. Yani, s; degerlerinin herbiri icin Béliim 4.1.2’de verilen

yontemle E[maksV;] degeri hesaplanir ve E[maksV;] degerlerinin maksimum

degeri aradigimiz alt sinir1 verir.
e FDSTB Gauss degigkenleri kullanilarak iist sinir olugturmak igin
min E[maksV;]
> VZ7] . (Si — Sj)2 2 bij

Vi:s; >0
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matematiksel programi ¢oziilmelidir. Buna gore, ilk olarak Teorem 4.1.1
sartin1 ((s; — s;)? > by;) saglayan s; degerlerinin herbiri i¢in E[maksV]
degeri Boliim 4.1.2°de verilen yontemle hesaplanir ve E{maksV;| degerlerinin

minimum degeri aradigimiz iist sinir1 verir.

e FDSBS Gauss degigkenleri kullanilarak alt sinir olugturmak icin

maks E[maksY]]

> \VIZ,]O‘%/Z‘FO')Q/JSZ?U

matematiksel programi ¢oziilmelidir. Buna gore, ilk olarak Teorem 4.1.1
sartini (0324_ + 0126' < b;;) saglayan oy, degerleri bulunur ve bu degerlere gére
Boliim 4.1.1°de verilen yontemle E[maksY;] degerleri hesaplanir. E[maksY}]

degerlerinin maksimum degeri aradigimiz alt sinir1 verir.

e F'DSBS Gauss degigkenleri kullanilarak iist sinir olugturmak igin ¢oziilmesi

gereken matematiksel program

min E[maksY]

> \V/Z,jU}Qfl‘i‘U%wa

dir. Buna gére, ilk olarak Teorem 4.1.1 sartim (032/1_ + 032/3_ > b;;) saglayan
oy, degerleri bulunur ve bu degerlere gére Boliim 4.1.1’de verilen yontemle
E[maksY;| degerleri hesaplanir ve E[maksY;] degerlerinin maksimum degeri

aradigimiz iist sinir1 verir.

Ross [22] hesaplama yonteminde oy, ve s; degerleri Matlab programinda lineer
programlama ile hesaplanmigtir. Hesaplanan bu degerler kullanilarak F[maksY}]
ve E|maksV;] degerlerini hesaplamak i¢in Matlab programinda niimerik inéegral
hesaplarzna yontemleri kullanilmigtir.

1 zamanina kadar tanmimli olan kesirli Brown hareketini kesikli hale getirme
yontemi ile, yani [0, 1] zaman araligin1 n tane zaman araligina bolerek, § = 1/n
olmak iizere {Bf : i = 1,2,...,n} degiskenleri elde edilmigtir. Elde edilen
{BH i =1,2,..,n} degiskenlerinin her biri farkh varyansh, 0’da ortalanmus
birlikte Gauss dagihmina sahiptir. {BZ : i = 1,2,...,n} Gauss degigkenleri

kullanilarak kesirli Brown hareketinin supremum degiskeninin beklenen degeri
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icin agagidaki alt sinir yazilabilir:

E(maks(Bjf

0<i<n

) < E(SH).

0

{Bf :i=1,2,..,n} degiskenleri, FDSB Gauss degiskenleri oldugundan Ross
[22] hesaplama yontemi ile { BX : i =1,2,...,n} Gauss degigkenlerinin maksimum
degiskeninin beklenen degeri i¢in, dolayisiyla kesirli Brown hareketinin supremum
degigskeninin beklenen degeri i¢in alt sinir degerleri hesaplanabilir. Ross [22]
hesaplama yonteminde kullamlan b;; degerleri {Bf : i = 1,2,...,n} degiskenleri
icin
bij = E [(Bg ) ]
= E((Bj) +(Bj;)* - 2B;; Bjj]

= E((Bj)’] + E[(Bj;)*] - 2E(Bj; Bj;] (4.6)
— (i) 4 (0 — [(i0) + (jo)* — lid — jo "]
= i6 — jo[*"

seklinde hesaplanir.

Esitlik (4.6) ile verilen b;; degerleri kullanilarak Ross |22] hesaplama yontemi ile
farklh Hurst parametrelerine sahip ve 1 zamanina kadar tanimli olan kesirli Brown
hareketinin supremum degiskeninin beklenen degeri {izerine alt simir degerleri
hesaplanmigtir. Elde ettigimiz bu sonuclar Cizelge 4.1’de gosterilmigtir.

Cizlege 4.1’de verilen FDSBS alt sinir degerleri, Ross [22]| hesaplama yonteminde
farklh dagilima sahip ve bagimsiz Gauss degiskenleri kullanilarak elde edilmistir.
FDSTB alt sinir degerleri ise Ross [22| hesaplama yonteminde farkh dagihima
sahip tam bagimh Gauss degiskenleri kullanilarak hesaplanmigtir. Hesaplamalar
farkh orneklem sayilari i¢in yapilmigtir. Cizelge 4.1’den goriilecegi {izere alt sinir
degerleri 6rneklem sayisi arttikca azalmaktadir. Yani, alt sinir degerleri érneklem
sayist arttikca iyi bir performans gostermemektedir. Siirekli bir siire¢ olan
kesirli Brown hareketinin supremum degiskenine kesikli bir siirecin supremum
degigkeni ile yaklagildiginda iyi sonuclar elde edilmedigi goriilmiigtiir. Sinir
degerleri kendi aralarinda kargilagtirildiginda FDSBS sonuglarinin daha iyi oldugu

gozlemlenmigtir.

25



Cizelge 4.1: Ross [22] hesaplama yontemi ile 1 zamanmma kadar tanimli olan
kesirli Brown hareketinin supremum degiskeninin beklenen degeri icin elde edilen
sonuclar

n=10 n=20 n=30 n=40 n=50 n=60
FDSBS Alt Smmir  0,3679 0,3177 0,2756  0,2522 0,2347 0,2217
FDSTB Alt Sinir  0,1979 0,1559 0,1347 0,1223 0,1111 0,1032
FDSBS Alt Sinir  0,2955 0,2338 0,2009 0,1760 0,1599 0,1474
FDSTB Alt Simir  0,1673  0,1249 0,1035 0,0902 0,0806 0,0728
FDSBS Alt Sinir 0,2389 0,1736  0,1428 0,1236 0,1101 0,0991
FDSTB Alt Smmir  0,1395 0,0995 0,0800 0,0669 0,0583 0,0523
FDSBS Alt Sinir 0,1906 0,1308 0,1036 0,0873 0,0758 0,0672
FDSTB Alt Simnir 0,1171  0,0790 0,0612 0,0511 0,0436 0,0384
FDSBS Alt Simir  0,1526  0,0954  0,0729 0,0595 0,0501 0,0447
FDSTB Alt Smir 00,0982 0,0623 0,0471 0,0387 0,0329 0,0296

0,8| H=0,7| H=0,6| H=0,5

H-0,9| H

Min-z Alt Sinira

-
b

{BE :t >0}, (Q, F,P) olasihk uzay1 iizerinde tammh kesirli Brown hareketinin

supremum degigkeni

S/t = sup (B,)
0<u<t

seklinde tanimlanir. Kesirli Brown hareketini kesikli hale getirme yontemi ile
stirece Gauss degigkenleri kullanilarak yaklagilmigtir. [0,¢] zaman araligini n tane
zaman araligina bolerek, § = t/n olmak iizere {BH :i =1,2,...,n} kesikli Gauss
degiskenleri elde edilmigtir. Elde edilen {BZ : i = 1,2,...,n} degiskenlerinin
her biri farkli varyansh, 0’da ortalanmig Gauss dagilmina sahiptir. {Bf : i =
1,2,...,n} degigkenleri kullamlarak kesirli Brown hareketinin supremum degigkeni
icin asagidaki alt sinir yazilabilir:

maks(Bj) < SH. (4.7)

0<i<n

(4.7) esitsizliginde her iki tarafin beklenen degeri alinirsa,

E(maks(BI)) < E(S!") (4.8)

0<i<n
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egitsizligi elde edilir.
Kesirli Brown hareketinin supremum degiskeninin beklenen degeri icin bir
bagka alt sinir kiimiilatif dagihm fonkisyonu ve standardize edilmis degiskenler

kullanilarak bulunabilir.

Onerme 4.2.1. {X;:i=1,2,...}, beklenen degeri ji; ve varyanst a? olan rastgele

degiskenler olmak tizere;

P{maksX; >z} >1— <I>(mingj _2'ui) (4.9)

1 0'7;

dir [22].

Teorem 4.2.1. {BF : t > 0}, (Q, F, P) olasilik uzay iizerinde tanyml kesirli
Brown hareketi ve 6 = t/n olmak iizere {BX : i =1,2,....,n} Gauss degiskenleri,
kesirli Brown hareketini kesikli hale gelirme yontems ile elde edilen degiskenler

olsun. O halde,
t2H

< E(maks(B))

\ 21 1<i<n

esitsizligi saglanar.

Ispat. E(BY)=0,i=1,2,....nve Var(BY) = (i6)*" i = 1,2, ..., n oldugundan
Onerme 4.2.1’den

E(maks(Bj)) = / P(maksB) > z)dx
0

1<i<n 1<i<n

1<i<n

— 1—P(———
/0 ( (maks

2'5>2H
1<i<n
& T
_ /0 (1~ @ ()

o x
0

esitsizligi yazilir. Burada z € N(0,1) oldugundan

> /Ooo(l—cID(min iéx)w))dm

—~

8

))dx

—~

E(maksBj) > / P(z>i)dx
0

1<i<n t2H
/Oo/oo L % dzd
= e 2dzdxr
o Jg V2T
t
t2H

V2r
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elde edilir. O

Teorem 4.2.1 ve (4.8) esitsizligi kullanilarak t zamanina kadar tanimh olan kesirli
Brown hareketinin supremum degiskeninin beklenen degeri igin

tQH " I
7oz < Plaks(Bis)) < E(S7)

egitsizligi elde edilir.

4.3 Simiilasyon Sonuclari

Kesirli Brown hareketinin supremum degiskenin beklenen degeri i¢in bilgisayar
ortaminda simiilasyon degerleri hesaplanmigtir. Farkli Hurst parametreleri,
farkli zamanlar ve farkh simiilasyon sayist kullanilarak Matlab programinda
Abry ve Sellan [1] tarafindan verilen benzetimler yontemi ile kesirli Brown
Hareketi iiretilmistir. Uretilen her bir kesirli Brown hareketinin supremum
degeri gozlemlenmistir ve gozlemlenen supremum degerlerinin beklenen degeri
hesaplanmigtir. 100000 adimli ve 100000 benzetimli kesirli Brown hareketinden

elde edilen sonuclar Cizelge 4.2°de verilmistir.

Cizelge 4.2: 100000 adimli ve 100000 benzetimli kesirli Brown hareketinin
supremum degigkeninin beklenen degeri icin simiilasyon sonuclari

Hurst Parametresi Simiilasyon Sonuclari

0,5 252,3
0,6 5244
0,7 1051,2
0,8 1976

0,9 3321,8

Sabit bir ¢ zamanina kadar taniml olan kesirli Brown hareketinin supremum
degiskeninin beklenen degeri ve 6zbenzerlik 6zelligi kullanilarak 1 zamanina kadar
tanimli olan kesirli Brown hareketinin supremum degiskeninin beklenen degeri i¢in

E(S1)

B(st) = =2

(4.10)
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esitligi elde edilir. Cizelge 4.2'de verilen simiilasyon sonuglar1 ve (4.10) egitligi
kullanilarak 1 zamanina kadar tanimli olan kesirli Brown hareketinin supremum
degiskeninin beklenen degeri icin elde edilen simiilasyon sonuglar1 Cizelge 4.3’te

verilmigtir.

Cizelge 4.3: 1 zamanina kadar tanimh olan kesirli Brown hareketinin supremum
degigskeninin beklenen degeri i¢in simiilasyon sonuclari

Hurst Parametresi Simiilasyon Sonuclari

0,5 0,79784
0,6 0,52440
0,7 0,33242
0,8 0,19760
0,9 0,10504

Cizelge 4.3’ten ulagtigimiz gozlemler:

1. Cizelge 4.3'ten goriildiigi iizere E(S?’E’) degeri 0, 7978 olarak bulunmugtur

ki bu deger literatiirde var olan teorik deger ile ortiigmektedir [5].

2. Qizelge 4.3ten gorildiigii lizere H = 0,9 parametreli kesirli Brown
hareketinin supremum degiskeninin beklenen degeri, 1 zamanina kadar
tanimli olan kesirli Brown hareketinin supremum degiskeninin beklenen
degeri icin alt smnir ve H = 0,5 parametreli kesirli Brown hareketinin
supremum degigkeninin beklenen degeri, 1 zamanina kadar tanimli olan
kesirli Brown hareketinin supremum degiskeninin beklenen degeri icin iist

sinir olugturmaktadir. Bu sonug [20]’de ifade edilmigtir.

3. Kesirli Brown hareketinin supremum degigkeninin beklenen degeri i¢in
|20]’de verilen

VI o V3
— < E(S) < —=
2\/m NZS
sinirlar kullanarak alt sinir 0,39904 ve iist siir 0,79809 olarak hesa-
planir. Cizelge 4.3’e bakildiginda teorik {ist sinirin simiilasyon sonuclari
ile ortiigtiigii, fakat teorik alt sinirin simiilasyon sonuclar: ile ortiismedigi

goriilmektedir.

29



Abry ve Sellan [1] tarafindan verilen benzetimler yontemi kesirli Brown hareke-
tinin simiilasyonu i¢in kullamilan yaklagik bir yontemdir ve H > 1/2 igin
hata paymin oldugu bilinmektedir. Bu sebeple, kesirli Brown hareketinin
simiilasyonu icin kesin bir yontem olan Cholesky benzetimler yontemi kullanilarak
sonuglar elde edilmistir. Cholesky benzetimler yontemi kesirli Brown hareketinin
simiilasyonu i¢in kesin yontem oldugundan, Abry ve Sellan [1] benzetimler

yontemine gdre daha kesin sonuclar verir.
Cholesky Benzetimler Yontemi

Xo, Xj... kesirli Gauss degigkenleri ve {X; : i =0, 1...} degiskenlerinin kovaryans
matrisi ['(n) olsun. Kovaryans matrisi I'(n), L(n) (n + 1)x(n + 1) alt iicgensel

matris olmak tizere

seklinde yazilabilir. L(n)'nin (i,j) elemani l;, L(n)L(n) ile I'(n)'nm (4, )

elemanlar1 egit oldugundan
J
V(i—j)= Zlikzljkza J<t
k=0

esitligi kullanilarak hesaplanabilir. ¢ = j = 0 igin v(0) = 3, ve 1 = j = 1
igin y(1) = ligloo, ¥(0) = 12, + {?, denklemleri elde edilir. Bu sekilde L(n)nin
elemanlar1 hesaplanabilir.

Vi(n) = (Vi)i=o
rastgele degigkenler olan bir n+1 siitun vektorii olsun. O halde X (n) = L(n)V (n)

n, €lemanlar1 bagimsiz ve farkli dagilima sahip standart normal

-----

seklinde yazilabilir. Her n > 0 i¢in E(X(n)) = 0 ve X (n)'nin kovaryans matrisi
Cov(X(n)) = Cov(L(n)V(n)) = L(n)Cov(V(n))L(n)" = L(n)L(n) =T(n)

dir [15].

Farkli Hurst parametreleri, farkli zamanlar ve farkli simiilasyon sayis1 kullanilarak
Matlab programinda Cholesky benzetimler yontemi ile Kesirli Brown Hareketi
firetilmistir. Uretilen her bir kesirli Brown hareketinin supremum degeri gézlem-
lenmigtir ve gézlemlenen supremum degerlerinin beklenen degeri hesaplanmigtir.
10000 adimli ve 10000 benzetimli kesirli Brown hareketinden elde edilen sonuglar

Cizelge 4.4’te verilmigtir.
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(izelge 4.4: Cholesky benzetimler yontemi ile tiretilen 10000 adimli ve 10000
benzetimli kesirli Brown hareketinin supremum degiskeninin beklenen degeri icin
simiilasyon sonuclari

Hurst Parametresi Cholesky Simiilasyon Sonuclari

0,5 79,4
0,6 163,5
0,7 363,1
0,8 776,3
0,9 1740,8

Cizelge 4.4’te verilen simiilasyon sonuglar ve (4.10) egitligi kullamlarak 1
zamanina kadar tanimli olan kesirli Brown hareketinin supremum degiskeninin

beklenen degeri icin elde edilen simiilasyon sonuclari1 Cizelge 4.5’te verilmistir.

Cizelge 4.5: Cholesky benzetimler yontemi ile iiretilen 1 zamanina kadar tanimh
olan kesirli Brown hareketinin supremum degiskeninin beklenen degeri igin
simiilasyon sonuclari

Hurst Parametresi Cholesky Simiilasyon Sonugclari

0,5 0,79400
0,6 0,65091
0,7 0,57547
0,8 0,48981
0,9 0,43727

Cizelge 4.5’ten ulagtigimiz gozlemler:

1. Cizelge 4.5’ten goriildiigii tizere E(S)"°) degeri 0,794 olarak bulunmugtur ki

bu deger literatiirde var olan teorik deger ile ortiigmektedir [5].

2. Qizelge 4.5ten gorildiigi lizere H = 0,9 parametreli kesirli Brown
hareketinin supremum degigskeninin beklenen degeri, 1 zamanina kadar
tanimli olan kesirli Brown hareketinin supremum degiskeninin beklenen
degeri icin alt smnir ve H = 0,5 parametreli kesirli Brown hareketinin

supremum degigkeninin beklenen degeri, 1 zamanina kadar tanimli olan
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kesirli Brown hareketinin supremum degiskeninin beklenen degeri icin iist

siir olugturmaktadir. Bu sonug [20]’de ifade edilmigtir.

. Kesirli Brown hareketinin supremum degigkeninin beklenen degeri icin
[20]'de verilen

2 2

i < E(Sff) < £

2\/m VT
sinirlar kullanilarak alt sinir 0, 39904 ve {ist sinir 0, 79809 olarak hesaplanir.
Cizelge 4.5e bakildiginda teorik alt ve iist sinirlarin simiilasyon sonuglari

ile ortiigtiigii goriilmektedir.
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5. MAKSIMUM KAYIP
DEGISKENI UZERINE
LITERATUR OZETI

5.1 Standart Brown Hareketinin Maksimum Kayip
Degiskeni

Bu béliimde, standart Brown hareketinin maksimum kayip degiskenin dagilimi

ve beklenen degeri ile ilgili literatiirde yer alan sonuclar 6zetlenecektir.

Teorem 5.1.1. W, 1 zamamna kadar taniml standart Brown hareketi ve
M :=sup{W, — W, : 0 < u < v < 1} standart Brown hareketinin maksimum
kaywp degiskeni olsun. O halde,

E(M;)=1,25331
dir [5].
ispat. W, 0 zamanindan baslayan standart Brown hareketi ve T, A parametreli
iistel dagihma sahip ve W degigkeninden bagimsiz bir rastgele degigken olsun.
T zamanina kadar taniml olan standart Brown hareketinin maksimum kayip

degiskeni
My :=sup{W, =W, :0<u<v<T}

seklinde tanimlanir. Standart Brown hareketinin maksimum kayip degiskeninin
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dagilim fonksiyonu

P(My>a) — Pr(H,<T)— / P(H, < t|T = t)P(T = t)dt
0
— / E(—]FI(Ha<t|T:t)P(T — t)dt
0

= E(J)r/ I(Ha<t|T=t)P(T = t)dt
0
= EfP(T > H,) = Ef (e )

dir. Burada P,", 0 zamanindan baglayan yansitilmig Brown hareketinin olasilik
fonksiyonunu ve EJ, 0 zamanmmdan baglayan yansitilmis Brown hareketi igin
beklenen deger operatoriinii ifade etmektedir.

0 zamanindan baglayan yansitilmig Brown hareketi Markov siirecidir ve 0 < b < a
i¢cin m = H, olmak iizere H, = H, + H,(w;}) dir. m, F,, 6lgiilebilir oldugundan
W(w), m = H, zamaninda W,, = b konumunda yeni bir baglangic yapar. O
halde,

Ef (¢7e) = B (e By (¢ V)| F,,)) = B (e ) B (e7)

dir. A > 0 igin

E (e M) .= ¢ o

seklinde tanimlansin. O halde, 0 < b < a i¢gin

0)
Et (e Ma) — 91(
0 ( ) 91(a)
elde edilir.

Ito ve McKean [16] tarafindan homojen difiizyon siirecinin a > 0 seviyesine ilk

ulastigi zamanin Laplace doniigiimii i¢cin asagidaki teorem verilmistir.

Teorem 5.1.2. X;, bir Xo = v € R noktasindan baslayan homojen difiizyon
stireci olsun ve bu stirecin sonsuz kii¢ik treticini L ile gosterelim. O halde, x < a
olmak iizere H, = inf{t > 0 : X; = a} mn Laplace diniisimi u(z,\) := E,[ef7]
asagidaks Sturm -Liouville sinwr deger problemini ¢ozer.
Lu(z,\) = du(x, )
Uz, A)|pma = 1
lim u(z,A) = 0.

T—r—00
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G, standart Brown hareketinin iireteci olmak iizere Teorem 5.1.2’ye gdre g1,
gg1 = \pn

denkleminin ¢6ziimiidiir. Denk olarak gy,

1d?g, dg
L 1
2 da? TH dx =0 (5-1)

denkleminin de ¢oziimiidiir. Yukarida verilen (5.1) diferensiyel denklemi ikinci

mertebeden sabit katsayili bir diferensiyel denklemdir ve karakteristik denklemi
72 4+ 2ur —2X =0
dir. O halde, (5.1) diferensiyel denkleminin ¢6ziimii
g = cre VIR o (ue i)
olarak bulunur. Baglangi¢ kogullar1 ¢;(0) = 1 ve ¢/(0) = 0 oldugundan
g+ =1

ve
a(—p+Vp*+20) +ea(—p— V2 +2X0) =0
dir. Buradan

I

C = —+_

Yoo /iEran 2
1 1

Cop —= = —

2 2\/pu+2)\

elde edilir. O halde, maksimum kayip degiskeninin dagilim fonksiyonu

1
¥ala; )

Py(Mr > a) = EJ(e’AH“) =

olarak bulunur. Burada

1 H .
Pa(a; p) == 6Tﬂ(cosh(a\/Q)\ + p?) + \/TT/L? sinh(av/2\ + p2))

dir. E(Wy)i>0 = p = 0 oldugundan Py(Mr > a) = m elde edilir. T, A
parametreli iistel dagilima sabit bir rastgele degisken oldugundan
00 2+
E(Tp/2) — )\/ tp/2€f)\t _ F( gp)
0 A2
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dir. O halde, T" zamanima kadar tamiml olan standart Brown hareketinin
maksimum kayip degigkeninin olasilik yogunluk fonksiyonu ve Brown hareketinin
olceklendirme 6zelligi kullanilarak 1 zamanina kadar tanimli olan standart Brown

hareketinin maksimum kayip degiskeninin beklenen degeri

E(Mp) 2V [ 2V [ 1
B = E(VT) V7 /o PMr > b)db = VT /o cosh(b\/ﬁ)db

seklinde hesaplanir. bv/2\ = u degisken degigtirmesi yapilarak

E(Mr)
E(M;) = = — —_— 5.2
(M) EWT) 7Jo cosh(u) (52)
elde edilir. COS}L(M) = lieeiu esitligi (5.2) esitliginde yerine yazilirsa,
2"
E(M,)
2 T T / T4e2u du
elde edilir. e™ = z degisken degistirmesi yapildiginda
2\/§ T
E(M;) = — —=1,25331
olarak bulunur. O

5.2 Kesirli Brown Hareketinin Maksimum Kayip

Degiskeni

Bu béliimde, 1 zamanina kadar taniml olan kesirli Brown hareketinin maksimum
kayip degiskeninin beklenen degeri icin literatiirde var olan alt ve {ist sinirlardan
bahsedilecektir.

Teorem 5.2.1. 1 zamanina kadar tanymls olan BY kesirli Brown hareketinin

maksimum kayp degiskent icin

L < EB(M]) <

775 <

SIS

esitsizligi saglanur [8].
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Ispat. E(SF) < \/i% oldugu biliniyor [27|. Ortalanmig Gauss siirecinin simetri

ozelliginden E(I) > —\/ii oldugu goriiliir. RY = S — I oldugundan yukardaki

iki sonug birlegtirilirse siirecin menzil degiskenin beklenen degeri i¢in

2v/2
B(r) < 22
NZS
esitsizligi yazilir.
Acikca goriilecegi iizere, V t > 0 igin
I .= — inf BY < sup (sup (B — BY)) = M' <RI

0<u<t T 0<w<t 0<u<v

dir. Boylece

23

~B(I") < E(M{") < B(RY') < Nz (5.3)

elde edilir.
Kesirli Brown hareketinin supremum degiskeninin beklenen degeri icin

% < E(S{) < %
esitsizligi verilmigtir [20]. E(Sf) = —E({!) oldugundan (5.3) esitsizligi
kullanilarak

% < E(M{") < ¥
elde edilir. O

Teorem 5.2.1 ve kesirli Brown hareketinin 6zbenzerlik 6zelligi kullamilarak
herhangi bir ¢ zamanina kadar tanimh olan kesirli Brown hareketinin maksimum

kayip degiskeninin beklenen degeri i¢in asagidaki sonug bulunur.

Sonug 5.2.1. Herhangi bir t zamamna kadar tansmb olan BY kesirli Brown

hareketinin maksimum kayip degiskent i¢in

V2

——t" < EBEM]") <

2\/§tH
NG

N3

esitsizligi saglanar.

Kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degigkeninin beklenen degeri igin
Caglar ve Vardar |8| tarafindan alt sinir degeri hesaplanmigtir. Bu sonuca ulagmak

icin agagida verilen énerme kullanilmigtir.
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Onerme 5.2.1. {X,:0<wu<t}, beklenen dejeri . ve varyansi o olan rastgele

degiskenler olmak tizere

P{maksX, > 2} > 1 — &(min —"

0<u<t 0<u<t o2

) (5.4)
dir [22].

Teorem 5.2.2. {BX : t > 0}, (Q, F, P) olasilik uzay tizerinde tanymh kesirli

Brown hareketi ve MF = sup (BH — BH) kesirli Brown hareketinin maksimum
O<u<wv<t

kaywp degiskeni olsun. O halde

esitsizligi saglanur [8].

ispat.
MtH = sup (Bf — Bf) = sup sup (Bf — Bf) (5.5)

O<u<v<t O<v<tO<u<wv
seklinde yazilir. (5.5) esitliginin her iki tarafimin beklenen degerini alinarak ve
Jensen esitsizligi kullanilarak

E(M/[")y = E(sup sup (B — Bl")) > sup E( sup (BY — Bl))

O<v<tO<u<v o<v<t O<u<v

elde edilir. Caglar ve Vardar [8] kayip siirecinin dagilimi i¢in agagidaki 6nermeyi

vermislerdir.

Onerme 5.2.2. {B : t > 0}, (Q,F, P) olasilik uzays iizerinde tanumly kesirli
Brown hareketi ve {X, :== sup (BY — BH) v > 0} kaywp siireci olsun. O halde,

0<u<v

{XH v >0} ve {S” :v >0} ayns daglima sahiptir [8].

Onerme 5.2.2'den

E(M)y > sup E( sup (BY — Bl))

o<v<t O<u<wv

= sup E( sup (BY))

o<v<t O<u<wv

= sup / P( sup (B > 2)dx
0

o<v<t O<u<v
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esitsizligi yazilir. E(Bf) = 0,t > 0ve Var(Bf) = t*# + > 0 oldugundan Onerme
5.2.1 kullanilarak

EMT) > sup/ P( sup BY > 2)dx

o<wv<t O<u<v
A

> 1—d( ——)d
= g, 1

x
= sup P(z > min —)dx

O<v<t 0<u<vu?f
= sup/ - 2H)alx
o<v<t Jo maksu

O<u<wv

= sup / da:’
O<wv<t
yazilir. Burada z € N(0, 1) oldugundan

EM") > Sup/ z>—dx

0<v<t U2H
22
= sup e 2dzdx
0<v<t/0 /;H 2
v t2H
0<vgt 27 V2T
elde edilir. n
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6. KESIRLI BROWN
HAREKETININ MAKSIMUM
KAYIP DEGISKENI UZERINE
SONUCLARIMIZ

Bu bdliimde, kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskeni icin elde

ettigimiz teorik ve nlimerik sinirlar ile simiilasyon sonuclari incelenecektir.

6.1 Kesikli Siire¢ ve Birlikte Gauss Dagilim ile

Sinirlar Hesaplanmasi

{BE .t > 0}, (Q,F,P) olasilik uzay1 iizerinde tanimlh kesirli Brown hareketi
olmak {izere maksimum kayip degiskeni
Mf' = sup (B - B])
0<u<v<t

seklinde tamimhdir. Kesirli Brown hareketini kesikli hale getirme yontemi ile
siirece Gauss degiskenleri kullanilarak yaklagilmigtir. n — oo iken siirece daha da
yaklagihir. [0,¢] zaman araligini n tane zaman araligina bolerek, 6 = ¢t/n olmak
iizere {BY :i=1,2,...,n} Gauss degigkenleri elde edilmistir. Elde edilen { B} —
B(’ij)a 1 = 1,2,..,n;j = 1,2,...,i} degigskenlerinin her biri farkl varyansl,
0’da ortalanmig Gauss dagilimina sahiptir. Kesirli Brown hareketinin kovaryans

tanimindan {Bf — B(I;I_j)(; ci=1,2,..,n;5 = 1,2,...,1} degiskenleri arasindaki
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kovaryans matrisi

COU(Bg - Bg_j)a» B,ff; - B{z—m) =

=

(Bjs _6)(Bis — Bli_ps))
Bké) E(B Bi_1s)
B 5Bk6> +E(B(z ])JB(k 0s)

Lol

(1= 4)6 — (k= D3[*™)
= 10— (k= D™ + (i — )0 — ko[
— | 6 — ko[* —|(i — §)6 — (k — 1)o]*")

= %(u&)?ﬂ (RO — Ji5 — o)
(P (kD))
58— (ko)
(= 9P+ (ko))
gl — )5 — k)
£ 0P+ (kD3

1

2

1

ile olugturulur. Burada ¢ = 1,2,...n, 7 = 1,2,..4, k = 1,2,...n, | =
1,2, ...k §eklinde alinmigtir. Kovaryans matrisine baktigimizda goriiyoruz ki,
{BH (Z e = 1,2,..,n;7 = 1,2,...,i} degigkenleri birbirinden bagimsiz
degildir. {BH — B(If_m ci=1,2,..,n;7 = 1,2,...,i} degigkenleri kullanilarak
kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskeni icin agagidaki alt sinir
yazilabilir:

maks (B — Bl ;) <M. (6.1)

STV S >

(6.1) esitsizliginde her iki tarafin beklenen degeri alinirsa,

E( maks (B — B{;f_j)é)) < E(MF)

esitsizligi elde edilir.

1 zamanina kadar taniml olan kesirli Brown hareketini kesikli hale getirme
yontemi ile, yani [0, 1] zaman araliim n tane zaman arahgna bolerek, § = 1/n
olmak iizere {BX : i = 1,2,...n} degiskenleri elde edilmigtir. Elde edilen
{BH — Bgfj)(; 1= 1,2,..,n;7 = 1,2,...,i} araliklarimin her biri farkh
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varyansli, 0’da ortalanmig birlikte Gauss dagilimina sahiptir, yani FDSB Gauss
degiskenleridir.

{BH — B{{ peit=12.,n7=12 ., i} degigkenleri kullanilarak kesirli Brown
hareketinin maksimum kayip degiskeninin beklenen degeri i¢in asagidaki alt sinir

yazilabilir:
H_ pH H
E(ngrgnnz?(l){gsggz(Bi‘s B(z_ﬂ)‘S)) S E(Ml )
{BH - (Z peit=12..mj=12 ., i} degigkenleri, FDSB Gauss degigkenleri

oldugundan Ross [22] hesaplama yontemi ile {BY — B(Il{j)& ci=1,2,...,n;j =
1,2, ...,1} degigkenlerinin maksimum degigkeninin beklenen degeri i¢in, dolayisiyla
kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskeninin beklenen degeri icin alt
simr degerleri hesaplanabilir. Ross [22] hesaplama yonteminde kullanilan b;;

degerleri, { B — Bgfj)(; ci=1,2,...,n;j =1,2,...,i} degiskenleri i¢in

bij = E[((Bg - B(H— ')5) - (Blg - B{Z_m))z]

= B((BY B@ 16)%) = 2E((Bf — B{L;5)(Bf — Bli_))5))
+ E((Bf — Bli_)s)?) (6.2)
= fHHQH (!us (k= D3P + (i — )6 — ko

— |i6 — k6P — |(i — )6 — (k — DS

seklinde hesaplanir.

Esitlik (6.2) ile verilen b;; degerleri kullanilarak Boliim 4.1’de agiklanan Ross [22]
hesaplama yontemi ile farkli Hurst parametrelerine sahip ve 1 zamanina kadar
tanimh olan kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskeninin beklenen
degeri icin niimerik alt sinir degerleri hesaplanmigtir. Elde ettigimiz bu sonuclar

(izelge 6.1’de gosterilmigtir.
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Cizelge 6.1: Ross [22]| hesaplama yontemi ile 1 zamanima kadar tanimh olan kesirli
Brown hareketinin maksimum kayip degiskeninin beklenen degeri icin elde edilen
sonuclar

n=10 n=20 1n=30 n=40 n=50 1n=60

% FDSBS Alt Smir  0,6551 0,5753 0,5171 0,4753 0,4434 0,4180
= FDSTB Alt Smir 0,1621 0,1294 0,1056 0,0903 0,0872 0,0735
?\:T“ FDSBS Alt Smir  0,4855 0,3954 0,3407 0,3040 0,2772 0,2566
= FDSTB Alt Smir  0,1250 0,0956 0,0579 0,0624 0,0535 0,0487
S FDSBS Alt Smir 0,3550 0,2645 0,2179  0,1886 0,1680 0,1526
= FDSTB Alt Smir  0,1055 0,0695 0,0491 0,0425 0,0305 0,0320
S FDSBS Alt Smir 0,2688 0,1830 0,1432 0,1196 0,1038 0,0922
= FDSTB Alt Smir  0,0859 0,0478 0,0357 0,0274 0,0192 0,0199
% FDSBS Alt Smir  0,2010 0,1324  0,1005 0,0819 0,0696 0,0609
-

FDSTB Alt Smir 0,0674 0,0348 0,0201 0,0200 0,0127 0,0138

Cizelge 6.1'de verilen FDSBS alt smir degerleri Ross [22| hesaplama yonte-
minde farkli dagihima sahip ve bagimsiz Gauss degigskenleri kullanilarak elde
edilmigtir. FDSTB alt sinir degerleri ise Ross [22| hesaplama yonteminde farkli
dagilima sahip ve tam bagimli Gauss degiskenleri kullanilarak hesaplanmigtir.
Hesaplamalar farkli 6rneklem sayilar icin yapilmigtir. Cizelge 6.1’den goriilecegi
izere alt siir degerleri 6rneklem sayisi arttikca azalmaktadir. Yani, alt sinir
degerleri 6rneklem sayisi arttikga iyi bir performans gostermemektedir. Siirekli
bir siire¢ olan kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskenine kesikli bir
siirecin maksimum kayip degiskeni ile yaklasildiginda iyi sonuclar elde edilmedigi
goriilmiigtiir. Fakat, H = 0,5 ve H = 0,6 i¢in hesaplanan FDSBS alt sinir
degerleri literatiirde var olan en iyi alt sinirlardir. Sinirlar kendi aralarinda

kargilagtirildiginda FDSBS alt sinir sonuclarinin daha iyi oldugu gézlemlenmistir.
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6.2 Min-z Alt Sinir1

{BE .t >0}, (Q, F,P) olasihk uzay iizerinde tamimh kesirli Brown hareketinin
maksimum kayip degiskeni
Mt = sup (B - B])
0<u<uv<t

seklinde tanimhdir. Kesirli Brown hareketini kesikli hale getirme yontemi ile
siirece Gauss degigkenleri kullanilarak yaklagilmigtir. n — oo iken siirece daha da
yaklagilir. [0,¢] zaman araligimi n tane zaman araligima bolerek, 6 = ¢/n olmak
iizere {Bf 11 =1,2,...,n} Gauss degiskenleri elde edilmigtir. Elde edilen {B} —
Bg_j)l; ci=1,2,...,n;5 =1,2,...,i} degiskenlerinin her biri farkli varyansl, 0’da
ortalanmig Gauss dagihmina sahiptir. { B _Bg—j)5 i=1,2,...n;5=1,2,....i}
degiskenleri kullanilarak kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskeni icin
agagidaki alt sinir yazilabilir:

maks (Bjf — B{l_;5) < M. (6.3)

IV S >

(6.3) esitsizliginde her iki tarafin beklenen degeri alinirsa,

E( _maks (Bf — Bl ;) < E(M[) (6.4)

esitsizligi elde edilir.
Kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskeninin beklenen degeri i¢in bir
bagka alt sinir kiimiilatif dagilhim fonkisyonu ve standardize edilmig degiskenler

kullanilarak bulunabilir.

Onerme 6.2.1. {X;:i=1,2,...}, beklenen degeri ju; ve varyanst o? olan rastgele

degiskenler olmak tzere

P{maksX; >z} >1— CID(m_inx _Q'Mi) (6.5)

() O'Z

dir [22].

Teorem 6.2.1. {B : t > 0}, (0, F, P) olasihk uzay: iizerinde tanimih kesirli
Brown hareketi ve 6 = t/n olmak iizere {B : i =1,2,....,n} Gauss degiskenleri,
kesirli Brown hareketini kesikli hale getirme yontemi ile elde edilen degiskenler

olsun. O halde,
t2H

< E(_maks (B — B ;)

1<i<n,1<j<i

&

esitsizligi saglanar.
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i H H
Ispat. E(Bj5 — B(;_j;s

1,2, ...,7 oldugundan Onerme 6.2.1’den

) =0 ve Var(B — Bg_j)(;) = (jO)*"i=1,2,..,n,j =

E( maks (Bg—Bg_j)d)) = /0 P( maks (Bg—Bg_j)d))>:B)da:

I B e I B e

o) ' T
2 /0 (1- (I)(1<z'<nr}11n<j<i (j(S)QH))dx

el >/ >

T

- /Ooo(l_q)( maks (j5)2H))dx

1<i<n,1<5<s

STl ) >

S ACELTCE

o x
0

vazilir. Burada z € N(0, 1) oldugundan

E(_maks (BY—BlL,;) > /O P(z> —)dx

1<i<n,1<j<i t2H
/ h / Tl s
= e zdzdx
0 = V4T
tQH
B V2T
elde edilir. n

Teorem 6.2.1 ve (6.4) esitsizligi kullanilarak t zamanina kadar tanimh olan kesirli
Brown hareketinin maksimum kayip degiskeninin beklenen degeri i¢in

t2H

\/2— < E(OSZI%E%ESJSZ(B;? - B(I;Ifj)é» < E<MtH)

egitsizligi elde edilir.

6.3 Sudakov-Fernique Esitsizligi ile Teorik Ust

Sinir

Bu boéliimde, 1 zamanina kadar tamimli olan kesirli Brown hareketinin maksi-
mum kayip degiskeninin beklenen degeri icin elde ettigimiz teorik iist sinirdan
bahsedilecektir.
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Teorem 6.3.1. (2, F, P) olasilik uzay: tzerinde, 1 zamanina kadar tanimly olan

kesirli Brown hareketinin maksimum kayp degiskeni i¢in

E(M{")=E( sup (B - B]')) < E( sup vV2B,/*) =

O<u<v<1 O<u<l1

3

esitsizligi saglanar.

ispat. {BH — BH 0 < u < v} ve {v/2BY?,u > 0} ortalanmis Gauss siirecleri
oldugundan Sudakov-Fernique egitsizliginden, her 0 <u < v <1 ve
0<u <v<1igin

E((BF — BHy— (BY — B\ < E(V2B2 . 2B )2

maks{u,v,u’ ,u'} min{u,v,u’ u’}

egitsizliginin saglandigi gosterilirse ispat tamamlanmig olur.
Oncelikle E((BY — BH) — (BE — BH))2 ve E(v2B./> — v2BY*)? degerlerini

hesaplayalim.

E((B) - B)) = (B — B)))* = E((B)/ - B})")
E((B, - B)')(

|
)

B, = By))

+
&

(By — By)?)

u

(
(B))") —2E(B,'B,") + E((B,")?)

|
&

— 2B(BZBE) +28(BY BH)

+ 2E(B”BE) - 2B(BYBH)

+ ((35)2) - 2E(BHBH) +E((By)?)
= — (! — Ju—o|*)
i (T —|u — '[P

+ @+ — =)

+ (WP — o — T

— (W 4 |y — 'U’]QH) + o?H

N (U/QH /2H |u' - U/|2H) + UIQH

= Ju—o + = o
— Ju—= o = o=+ o= (6.6)
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dir. Her 0 <u < v <1 i¢in

E(V2B/* —V2B,%)? = EQ(B,?)) + E(2(B,*?) - 2E(2B,/*B,?)

= 2u+2v —4min(u,v) = 2 |u — v|
dir. 0<u<v<1ve % < H < 1 oldugundan V u,v € [0, 1] igin
lu — o] < u+v—2min(u,v) (6.7)

esitsizligi saglanir. O halde (6.6) ve (6.7) esitsizlikleri kullanilarak

E((BY — B~ (B = BT = Ju—vP | — " + u— o P
— Ju—= 0P == o=
< Ju—of 4 =P
+ Ju—u " o=
< u+v—2min(u,v)
+ o+ = 2min(u,0)
+ u+u — 2min(u,u’)
+ v+v = 2min(v,v) (6.8)

esitsizligi elde edilir. Buradan sonra u, v, u’, v’ nin durumlarina gére
E((B) = B)Y) = (Bl = B < EV2B [ty = VBt

esitsizliginin saglandigini gosterecegiz. u < v ve v’ < v’ oldugu biliniyor.

e u<wv<u <o olsun. O halde (6.8) egitsizligi kullamlarak V0 < u <o’ <1

icin
E(BY — B"y —(BE — BH)? < u+v—2min(u,v)
+ '+ v = 2min(u’,v)
+ wu+u —2min(u,u)
+ v+ v = 2min(v,v")

= v—u+v —u+u —u+v —v
= 20— 2u
= 20+ 2u — dmin(v', u)

— E(V2B!* —\2Bl?)?
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egitsizligi elde edilir.

e u<u <wv <o olsun. O halde (6.8) esitsizligi kullamlarak V0 < u <o <1
icin

/

E(BY — B! —(BY — BH))? < w+4v—2min(u,v) +u
+ v = 2min(u’,v")
+ u+u — 2min(u,u’)
+ v+v = 2min(v,v)

/ / /
v—u+v —u+u —u+v —v

= 2 —2u

= 20"+ 2u — dmin(v', u)

- B(VEBY - V3B
egitsizligi elde edilir.

e u<u <v <wolsun. O halde (6.8) esitsizligi kullanilarak V0 < u < v < 1

icin

E((B, — B)') = (B, — By))*

IN

u~+ v — 2min(u,v)
u + v = 2min(u,v")

u—+u' — 2min(u,u')

+ o+ o+

v+ v — 2min(v,v)

v—u+v —u 4+ —ut+v—+0
= 2v—2u

= 20+ 2u — dmin(v,u)

= E(V2B}? —\/2BY?)?

egitsizligi elde edilir.
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e v <v' <wu<wolsun. O halde (6.8) egitsizligi kullamlarak V0 < o' < v <1

icin

E((BY — By —(BE — BH))? < wu+v—2min(u,v)
+ o + v = 2min(u,0v")
+ u+u = 2min(u,u’)
+ v+ —2min(v,v")

v—u+v—u+u—u+v—1

= 20—2u

= 2v+2u' — dmin(v,u)
= E(V2B)/* — V2B,
esitsizligi elde edilir.

e v <wu<v <wvolsun. O halde (6.8) egitsizligi kullamlarak V0 < o' < v <1

i¢in

E((BY — BYy —(BE — BM)? < w+v—2min(u,v)
+ o + v = 2min(u,v')
+ u+u = 2min(u,u’)
+ v+ = 2min(v,v")

v—u+v—u+u—u+v—1

= 20—2u

= 2v+2u' — dmin(v,u)

= B(V2B)” - V2B,

esitsizligi elde edilir.
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o v <wu<w<v olsun. O halde (6.8) esitsizligi kullanilarak
VO<u <v <1igin
B(BY — BY) — (B — BE)?] < utv—2min(u,v)
+ '+ = 2min(u’,v")
+ u+u —2min(u,u’)
+ v+v = 2min(v,v)

= v—u+v—u4u—u+J -0
= 22 =2
= 20" +2u" — dmin(v’, u')

= E(W2B? —V2B.*)?

egitsizligi elde edilir.

Sonug olarak V u,v,u’, v € [0, 1] igin

BE((BI — B — (B - B < E(V2B)/: V2B)/? )?

maks{u,v,u’ u'} min{u,v,u’ u’}

egitsizliginin saglandigini gosterdik. O halde, Sudakov-Fernique egitsizliginden

EM{")=E( suw (B) - B})) < E( sup V2B,/?)

O<u<v<1 O<u<1

egitsizligi elde edilir. O]

6.4 Simiilasyon Sonuclari

Kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskenin beklenen degeri igin
bilgisayar ortaminda simiilasyon degerleri hesaplanmigtir. Farkli Hurst parame-
treleri, farkli zamanlar ve farkli simiilasyon sayisi kullanilarak Matlab pro-
graminda Abry ve Sellan [1]| tarafindan verilen benzetimler yontemi ile kesirli
Brown Hareketi iiretilmistir. Uretilen her bir kesirli Brown hareketinin maksimum
kayip degerleri gozlemlenmistir ve gozlemlenen maksimum kayip degerlerinin
beklenen degeri hesaplanmigtir. 100000 adimli ve 100000 benzetimli kesirli Brown

hareketinden elde edilen sonuglar Cizelge 6.2’de verilmigtir.
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CQizelge 6.2: 100000 adimli ve 100000 benzetimli kesirli Brown hareketinin
maksimum kayip degiskeninin beklenen degeri icin simiilasyon sonuclari

Hurst Parametresi Simiilasyon Sonuclari

0,5 395,1
0,6 854,6
0,7 1708,6
0,8 3200,9
0,9 5403,3

Sabit bir ¢ zamanina kadar tanimli olan kesirli Brown hareketinin maksimum
kayip degiskeninin beklenen degeri ve 6zbenzerlik 6zelligi kullanilarak 1 zamanina
kadar tanimli olan kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskeninin

beklenen degeri i¢in
E(M{")

tH

E(M") = (6.9)

esitligi elde edilir. Cizelge 6.2’de verilen simiilasyon sonuglari ve (6.9) egitligi
kullanilarak 1 zamanina kadar taniml olan kesirli Brown hareketinin maksimim
kayip degiskeninin beklenen degeri icin elde edilen simiilasyon sonuglari Cizelge

6.3'te verilmigtir.

(izelge 6.3: 1 zamanina kadar tanimli olan kesirli Brown hareketinin maksimum
kayip degigkeninin beklenen degeri i¢in simiilasyon sonuglari

Hurst Parametresi Simiilasyon Sonuclari

0,5 1,24942
0,6 0,85460
0,7 0,54031
0,8 0,32009
0,9 0,17087

Cizelge 6.3’ten ulagtigimiz gézlemler:

1. Cizelge 6.3’ten goriildiigii gibi F (M) degeri 1,24942 olarak bulunmustur
ki bu deger literatiirde standart Brown hareketinin maksimum kayip

degigkeni i¢in hesaplanan 1,25331 degeri ile 6rtiigmektedir [5].
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2. Qizelge 6.3'ten goriilecegi iizere H = 0,9 parametreli kesirli Brown
hareketinin maksimum kayip degiskeninin beklenen degeri, 1 zamanina
kadar tanimli olan kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskeninin
beklenen degeri icin alt simir ve H = 0,5 parametreli kesirli Brown
hareketinin maksimum kayip degiskeninin beklenen degeri, 1 zamanina
kadar tanimli olan kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskeninin
beklenen degeri i¢in iist sinir olugturmaktadir. Bu sonug teorik olarak heniiz

gosterilmemistir.

3. Kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskeninin beklenen degeri
i¢in [8]’de verilen
% < E(M{') < %
sinirlar kullanilarak alt sinir 0, 39904 ve tist sinir 1, 59617 olarak hesaplanir.
(izelge 6.3’e bakildiginda teorik iist sinir simiilasyon sonuclari ile drtiigmek-

tedir, fakat teorik alt sinir simiilasyon sonuclari ile értiigmemektedir.

Bu durumun sebebi Abry ve Sellan [1] tarafindan verilen yonteminin yaklagik
bir yontem olmasidir. Bu sebeple alternatif ve kesin bir yontem olan Cholesky
yontemi ile benzetimler elde edilmigtir.

Farklh Hurst parametreleri, farkli zamanlar ve farkh simiilasyon sayisi kullanilarak
Matlab programinda Cholesky benzetimler yontemi ile kesirli Brown hareketi
iiretilmistir. Uretilen her bir kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degerleri
gozlemlenmigtir ve gozlemlenen maksimum kayip degerlerinin beklenen degeri
hesaplanmigtir. 10000 adimli ve 10000 benzetimli kesirli Brown hareketinden

elde edilen sonuclar Cizelge 6.4’te verilmigtir.
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(izelge 6.4: Cholesky benzetimler yontemi ile tiretilen 10000 adimli ve 10000
benzetimli kesirli Brown hareketinin supremum degiskeninin beklenen degeri icin

simiilasyon sonuclari

Hurst Parametresi

Cholesky Simiilasyon Sonuglari

0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

123,9
253
520,6
1107,3
2429.1

Cizelge 6.4’te verilen simiilasyon sonuglari ve (6.9) esitligi kullamlarak 1 zamanina

kadar tanmimli olan kesirli Brown hareketinin maksimim kayip degiskeninin

beklenen degeri i¢in elde edilen simiilasyon sonuclari Cizelge 6.5'te verilmigtir.

(izelge 6.5: Cholesky benzetimler yontemi ile iiretilen 1 zamanina kadar tanimh
olan kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskeninin beklenen degeri igin

simiilasyon sonuclari

Hurst Parametresi

Cholesky Simiilasyon Sonuglar

0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

1,239
1,00721
0,82509
0,69865
0,61016

(izelge 6.5’ten ulagtigimiz gozlemler:

1. Cizelge 6.5’ten goriildiigii gibi E(M"*) degeri 1,239 olarak bulunmugtur.

Literatiirde ise bu beklenen deger teorik olarak 1,25331 olarak hesaplan-

mugtir [5]. Bu simiilasyonlarimizin dogru oldugunu onaylamaktadir.

2. Qizelge 6.5'ten goriilecegi iizere H = 0,9 parametreli kesirli Brown

hareketinin maksimum kayip degiskeninin beklenen degeri, 1 zamanina

kadar tanimli olan kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskeninin
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beklenen degeri icin alt sinir ve H = 0,5 parametreli kesirli Brown
hareketinin maksimum kayip degiskeninin beklenen degeri, 1 zamanina
kadar tanimli olan kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskeninin
beklenen degeri i¢in iist sinir olugturmaktadir. Bu sonug teorik olarak heniiz

gosterilmemistir.

. Kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskeninin beklenen degeri

i¢in [8]’de verilen

sinirlar kullanilarak alt sinir 0, 39904 ve {ist sinir 1, 59617 olarak hesaplanir.
(izelge 6.5’e bakildiginda teorik alt ve iist sinirlarin simiilasyon sonuglari

ile Ortiigtiigii goriilmektedir.

. Cholesky simiilasyon sonuclari, Cholesky benzetimler yontemi kesin bir
yontem oldugundan Abry ve Sellan [1| yontemi ile elde edilen sonuglara

gore daha giivenilirdir.
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7. SONUC

Bu boliimde, elde ettigimiz teorik ve niimerik sinirlar ve literatiirde var olan sinir-

lar simiilasyon sonuclari ile karsilagtirilarak elde edilen sonuclara yer verilecektir.

7.1 Supremum Degiskeni Uzerine Kargilagtirma

ve Sonuclar

Literatiirde, 1 zamanina kadar tanimh olan standart Brown hareketinin supre-

mum degiskeninin beklenen degeri

V2
E(S)) = —
NZS
olarak hesaplanmigtir [5].
Literatiirde, kesirli Brown hareketinin supremum degiskeninin beklenen degeri

uzerine alt ve st simirlar meveuttur.

1. Sudakov-Fernique esitsizligi kullanilarak siirecin supremum degiskeninin

beklenen degeri igin agagidaki alt ve {ist sinirlar elde edilmistir [20]:

V2 V2

——t" < B(SH) < =7

2\/m NZa
2. Siirecin supremum degigskeninin beklenen degeri igin [27]'de

E(SH) < QtH

N

seklinde bir iist sinir verilmigtir.
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Literatiirde var olan bu smirlara goére 1 zamanina kadar tanmimli olan kesirli
Brown hareketinin supremum degiskenin beklenen degeri i¢in [20]’de bulunan
sinirlar kullanilarak alt sinir 0,39904 ve iist siir 0, 79809; [27|’de bulunan sinir
kullanilarak iist siir 0, 79809 olarak hesaplanir.

Bu tez calismasinda, kesirli Brown hareketinin supremum degiskeninin beklenen

degeri icin niimerik alt sinirlar ve simiilasyon sonuclar elde edilmigtir.

1. 1 zamammna kadar tanimli olan kesirli Brown hareketini kesikli hale getirme
yontemi ile, yani [0, 1] zaman araligini n tane zaman arahgna bolerek, § =
1/n olmak iizere {B;s : ¢ = 1,2,...,n} degiskenleri elde edilmigtir. Elde
edilen {B;s : © = 1,2,...,n} degigkenlerinin her biri farkh varyansl, 0'da
ortalanmig birlikte Gauss dagilimina sahiptir. {B;s : i = 1,2,...,n} Gauss
degiskenleri kullanilarak kesirli Brown hareketinin supremum degiskeni icin
asagidaki alt sinir yazilabilir:

maks(B;;) < Sy (7.1)

0<i<n

(7.1) esitsizliginde her iki tarafin beklenen degeri alinirsa,

E(maks(B;5)) < E(SH)

0<i<n
egitsizligi elde edilir.
Boliim 4.1’de aciklanan Ross [22] hesaplama yontemi ile {B;s : i =
1,2,...,n} Gauss degigkenlerinin maksimum degigkeninin beklenen degeri
icin, dolayisiyla 1 zamanina kadar tanimli olan kesirli Brown hareketinin
supremum degigkeninin beklenen degeri icin alt sinir degerleri hesapla-
nabilir. Elde ettigimiz niimerik alt sinir degerleri Cizelge 7.1’de goster-

ilmigtir.
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Cizelge 7.1: Ross [22] hesaplama yontemi ile 1 zamanmma kadar tanimli olan
kesirli Brown hareketinin supremum degiskeninin beklenen degeri icin elde edilen

sonuclar

n=10 n=20 n=30 n=40 n=50 n=60
% FDSBS Alt Smmir  0,3679 0,3177 0,2756  0,2522 0,2347 0,2217
T FDSTB Alt Siir 0,1979  0,1559 0,1347 0,1223 0,1111  0,1032
% FDSBS Alt Sinir  0,2955 0,2338 0,2009 0,1760 0,1599 0,1474
= FDSTB Alt Smir  0,1673  0,1249 0,1035 0,0902 0,0806 0,0728
;“ FDSBS Alt Sinir 0,2389 0,1736  0,1428 0,1236 0,1101 0,0991
T FDSTB Alt Siir  0,1395  0,0995 0,0800 0,0669 0,0583 0,0523
g“ FDSBS Alt Sinir 0,1906 0,1308 0,1036 0,0873 0,0758 0,0672

FDSTB Alt Smir 0,1171  0,0790 0,0612 0,0511 0,0436 0,0384

H-0,9| H

FDSBS Alt Smir  0,1526 0,0954 0,0729 0,0595 0,0501 0,0447
FDSTB Alt Smir  0,0982 0,0623 0,0471 0,0387 0,0329 0,0296

(izelge 7.1’de verilen sinir degerleri kendi aralarinda karsilagtirildiginda

FDSBS sonuclarinin daha iyi oldugu goézlemlenmigtir.

2. Kesirli Brown hareketinin supremum degiskenin beklenen degeri i¢in bil-

gisayar ortaminda simiilasyon degerleri hesaplanmistir.

(a)

Farklhh Hurst parametreleri, farkli zamanlar ve farkh simiilasyon sayisi
kullanilarak Matlab programinda Abry ve Sellan [1] tarafindan verilen
benzetimler yontemi ile kesirli Brown hareketi iiretilmistir. Uretilen
her bir kesirli Brown hareketinin supremum degeri gozlemlenmistir ve
gbzlemlenen supremum degerlerinin beklenen degeri hesaplanmigtir.
100000 adimli ve 100000 benzetimli kesirli Brown hareketinden elde
edilen simiilasyon sonuclar1 ve (4.10) esitligi kullanilarak 1 zamanina
kadar tanimli olan kesirli Brown hareketinin supremum degigkeninin

beklenen degeri icin simiilasyon degerleri hesaplanmigtir.

Farklhh Hurst parametreleri, farkli zamanlar ve farkh simiilasyon sayisi
kullanilarak Matlab programinda Cholesky benzetimler yontemi ile

kesirli Brown hareketi iiretilmistir. Uretilen her bir kesirli Brown
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hareketinin supremum degeri gozlemlenmistir ve gdzlemlenen supre-
mum degerlerinin beklenen degeri hesaplanmigtir. 10000 adiml ve
10000 benzetimli kesirli Brown hareketinden elde edilen simiilasyon
sonuglart ve (4.10) esitligi kullanilarak 1 zamanina kadar tanimh olan
kesirli Brown hareketinin supremum degiskeninin beklenen degeri icin

simiilasyon degerleri hesaplanmigtir.

1 zamanina kadar tanimli olan kesirli Brown hareketinin supremum degiske-
ninin beklenen degeri icin elde edilen simiilasyon sonuglar1 Cizelge 7.2’de

verilmigtir.

Cizelge 7.2: 1 zamanina kadar taniml olan kesirli Brown hareketinin supremum
degiskeninin beklenen degeri i¢in simiilasyon sonuclari

Hurst Cholesky Abry ve Sellan
Parametresi Simiilasyon Sonuclar1 Simiilasyon Sonuglar:
0,5 0,79400 0,79784
0,6 0,65091 0,52440
0,7 0,57547 0,33242
0,8 0,48981 0,19760
0,9 0,43727 0,10504

Cizelge 7.2°den goriildiigii lizere E(S?’5) degeri Cholesky benzetimler yon-
temi ile 0,79400 ve [1]’de verilen benzetimler yontemi ile 0,79784 olarak
bulunmugtur. Literatiirde ise bu beklenen deger teorik olarak 0, 7978 olarak
hesaplanmigtir [5]. Bu simiilasyonlarimizin dogru oldugunu onaylamak-
tadir.

Kesirli Brown hareketinin supremum degiskeninin beklenen degeri icin elde
ettigimiz niimerik alt sinirlar, simiilasyon sonuglar: ve literatiirde var olan sinirlar

Cizelge 7.3’te gosterilmigtir.

(izelge 7.3’te verilen Norros iist sinir1 ve Norros alt sinir1 kesirli Brown hareketinin
supremum degigkeninin beklenen degeri i¢in [20]’de bulunan simr degerleridir.
Vardar {ist sinir1 kesirli Brown hareketinin supremum degiskeninin beklenen

degeri i¢in [27)’de hesaplanan {ist sinir degeridir. Cizelge 7.3’te goriildiigii iizere
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FDSBS ve FDSTB alt sinir degerleri simiilasyon sonuglar: i¢in birer alt sinir
olugturmaktadirlar. Fakat n degerleri arttikca FDSBS ve FDSTB alt sinirlarinin
uzaklagtigt goriilmektedir. Siirekli bir siire¢ olan kesirli Brown hareketinin
supremum degigskenine kesikli bir siirecin supremumu ile yaklagmak var olan
yontemlerle kargilagtirildiginda zayif kalmaktadir. (izelge 7.3’e bakildiginda
Cholesky simiilasyon sonuclarinin literatiirde var olan alt ve {ist sinir degerleri
ile Ortiistiigii goriiliirken; Abry ve Sellan simiilasyon sonuclarinin H > 0,7 icin
literatiirde varolan alt sinir ile Ortiigmedigi goriilmektedir. Abry ve Sellan [1]
tarafindan verilen benzetimler yontemi kesirli Brown hareketinin simiilasyonu
icin kullanilan yaklagik bir yontemdir ve H > 1/2 i¢in hata paymnin oldugu
bilinmektedir. ~ Cholesky benzetimler yontemi ise kesirli Brown hareketinin
simiilasyonu igin kesin bir yontem oldugundan, Abry ve Sellan [1] benzetimler
yontemine gore daha kesin sonuclar verir. Sonug olarak, kesirli Brown hareketinin
supremum degigkeninin beklenen degeri i¢in en iyi alt sinir Norros [20] alt sinir1

ve en iyi iist sinir Norros, Vardar |20, 27| iist siniridir.

7.2 Maksimum Kayip Degiskeni Uzerine

Karsilagtirma ve Sonuclar

Literatiirde, 1 zamanina kadar tamimh olan standart Brown hareketinin maksi-
mum kayip degigkeninin beklenen degeri E(M;)=1,25331 olarak hesaplanmigtir
[5].

Literatiirde, kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degigkeninin beklenen

degeri icin alt ve iist sinirlar meveuttur [8].

e 1 zamanina kadar tanimli olan kesirli Brown hareketinin maksimum kayip

degiskenin beklenen degeri icin

Y2 g <

Nl

alt ve iist smirlar elde edilmigtir [8].

5%
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Literatiirde var olan siirlara goére 1 zamanina kadar taniml olan kesirli Brown
hareketinin maksimum kayip degiskenin beklenen degeri icin alt sinir 0,39904 ve

iist sinir 1,59617 olarak hesaplanir.

Bu tez caligmasinda, kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskeninin
beklenen degeri iizerine niimerik alt smirlar, teorik iist smir ve simiilasyon

sonuclari elde edilmigtir.

1. 1 zamanmna kadar tanimli olan kesirli Brown hareketini kesikli hale getirme
yontemi ile, yani [0,1] zaman araligini n tane zaman araligina bolerek,
§ = 1/n olmak iizere {BZ : i = 1,2,....,n} degiskenleri elde edilmistir.
Elde edilen {Bf — Bg_j)é ci=1,2,...,n;5 = 1,2,....i} araliklarinn her
biri farklh varyansh, 0’da ortalanmig birlikte Gauss dagilimina sahiptir,
yani FDSB Gauss degiskenleridir. {BZ — Bé{j)& 1= 1,2,....n;5 =
1,2,...,1} degigkenleri kullanilarak kesirli Brown hareketinin maksimum
kayip degiskeni icin agagidaki alt sinir yazilabilir:
maks (B — B{l_;5) < M{". (7.2)

0<i<n,0<j<i

(7.2) esitsizliginde her iki tarafin beklenen degeri alinirsa,

E( maks (Bjf — B{{_j)&)) < BE(M

0<i<n,0<j<i

esitsizligi elde edilir. Boliim 4.1°'de agiklanan Ross [22] hesaplama yontemi
ile {BH — Bg_j)a 1= 1,2,...,n;5 = 1,2,...,i} Gauss degigkenlerinin
maksimum kayip degigkeninin beklenen degeri i¢in, dolayisiyla 1 zamanina
kadar tanimh olan kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskeninin
beklenen degeri i¢in alt smir degerleri hesaplanabilir. Elde ettigimiz

niimerik alt sinir degerleri Cizelge 7.4’te gosterilmigtir.
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Cizelge 7.4: Ross [22]| hesaplama yontemi ile 1 zamanina kadar tanimh olan kesirli
Brown hareketinin maksimum kayip degiskeninin beklenen degeri icin elde edilen
sonuclar

n=10 n=20 1n=30 n=40 n=50 1n=60

FDSBS Alt Smir  0,6551 0,5753 0,5171 0,4753 0,4434 0,4180
FDSTB Alt Smir 0,1621  0,1294 0,1056 0,0903 0,0872 0,0735

FDSBS Alt Smir  0,4855 0,3954 0,3407 0,3040 0,2772 0,2566
FDSTB Alt Smmir  0,1250 0,0956 0,0579 0,0624 0,0535 0,0487

FDSBS Alt Smir  0,3550 0,2645 0,2179 0,1886 0,1680 0,1526
FDSTB Alt Smmir  0,1055 0,0695 0,0491 0,0425 0,0305 0,0320

0,8| H=0,7| H=0,6| H=0,5

FDSBS Alt Smir  0,2688 0,1830 0,1432 0,1196 0,1038 0,0922
FDSTB Alt Smir  0,0859 0,0478 0,0357 0,0274 0,0192 0,0199

H-0,9| H

FDSBS Alt Smir  0,2010 0,1324 0,1005 0,0819 0,0696 0,0609
FDSTB Alt Smir 0,0674 0,0348 0,0201 0,0200 0,0127 0,0138

Cizelge 7.4’te verilen alt sinir degerleri kendi aralarinda karsilagtirildiginda
FDSBS alt siirlarinin, FDSTB alt sinirlarindan daha iyi oldugu gozlem-
lenmigtir. Ayrica, FDSBS alt simirlari, H = 0,5 ve H = 0,6 igin var olan

en iyi alt sinir1 vermektedir.

Kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskenin beklenen degeri i¢in

bilgisayar ortaminda simiilasyon degerleri hesaplanmigtir.

(a) Farkh Hurst parametreleri, farkli zamanlar ve farkl simiilasyon sayisi
kullanilarak Matlab programinda Abry ve Sellan [1] tarafindan verilen
benzetimler yontemi ile kesirli Brown hareketi iiretilmistir. Uretilen
her bir kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degeri gbzlemlen-
mistir ve gozlemlenen maksimum kayip degerlerinin beklenen degeri
hesaplanmistir. 100000 adimli ve 100000 benzetimli kesirli Brown
hareketinden elde edilen simiilasyon sonuclari ve (6.9) egitligi kul-
lanilarak 1 zamanina kadar tanmimh olan kesirli Brown hareketinin
maksimum kayip degigkeninin beklenen degeri i¢in simiilasyon degerleri

hesaplanmigtir.
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(b) Farkli Hurst parametreleri, farkli zamanlar ve farkli simiilasyon sayisi
kullanilarak Matlab programinda Cholesky benzetimler yontemi ile
kesirli Brown hareketi iiretilmistir. Uretilen her bir kesirli Brown
hareketinin maksimum kayip degeri gozlemlenmigtir. Go&zlemlenen
maksimum kayip degerlerinin beklenen degeri hesaplanmigtir. 10000
adimli ve 10000 benzetimli kesirli Brown hareketinden elde edilen
simiilasyon sonuglar1 ve (6.9) esitligi kullanilarak 1 zamanina kadar
tanimli olan kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskeninin

beklenen degeri icin simiilasyon degerleri hesaplanmigtir.

1 zamanina kadar tanimh olan kesirli Brown hareketinin maksimum kayip
degiskeninin beklenen degeri icin elde edilen simiilasyon sonuclar1 Cizelge

7.5’te verilmigtir.

Cizelge 7.5: 1 zamanina kadar tanimli olan kesirli Brown hareketinin maksimum
kayip degigkeninin beklenen degeri i¢in simiilasyon sonuclari

Hurst Cholesky Abry ve Sellan
Parametresi Simiilasyon Sonuclar1 Simiilasyon Sonuglar
0,5 1,239 1,24942
0,6 1,00721 0,85460
0,7 0,82509 0,54031
0,8 0,69865 0,32009
0,9 0,61016 0,17087

(izelge 7.5'ten goriildiigii {izere E(S?’5) degeri Cholesky benzetimler yon-
temi ile 1,239 ve [1]'de verilen benzetimler yontemi ile 1,24942 olarak
bulunmugtur. Literatiirde ise bu beklenen deger teorik olarak 1,25331
olarak hesaplanmigtir [5]. Bu simiilasyonlarimizin dogru oldugunu onay-

lamaktadar.

3. 1 zamanina kadar tanimh olan kesirli Brown hareketinin maksimum kayip
degigkeninin beklenen degeri icin Sudakov-Fernique esitsizligi kullanilarak

teorik {ist siir elde edilmigtir.
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Teorem 7.2.1. (0, F, P) olasilik uzay: tizerinde, 1 zamanina kadar tanimls
olan kesirli Brown hareketinin maksimum kaywp degiskeni i¢in

9
E(M{")y=E( sup (B —B[")) < E( sup V2B)?) = ﬁél, 12837

O<u<v<1 O<u<l1

esitsizligi saglanar.

4. Kesirli Brown hareketini kesikli hale getirme yontemi ile § = ¢/n olmak
iizere elde edilen {BJ : i = 1,2,....,n} Gauss degiskenleri ile kesirli Brown
hareketinin maksimum kayip degiskeninin beklenen degeri igin alt sinir elde

edilmigtir.

Teorem 7.2.2. {BF :t > 0}, (O, F,P) olasibk uzay tzerinde taniml
kesirli Brown hareketi ve § = t/n olmak dizere {BH :i =1,2,....,n} Gauss
degiskenleri, kesirli Brown hareketini kesikli hale getirme yontemi ile elde

edilen degiskenler olsun. O halde,

t?H

H H H
Vo < Bl Bioks, o B = Biy) < B

esitsizligi saglanar.

Kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degigkeninin beklenen degeri igin
elde ettigimiz niimerik alt sinirlar, teorik iist sinir ve simiilasyon sonugclari ile
literatiirde var olan sinirlar Cizelge 7.6’da gosterilmigtir.

Cizelge 7.6’da verilen Caglar ve Vardar iist sinir1 ve Caglar ve Vardar alt siniri
kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskeninin beklenen degeri igin [8]’de
verilen sinir degerleridir. Vardar ve Cakar {ist sinir1 kesirli Brown hareketinin
maksimum kayip degiskeninin beklenen degeri i¢in Teorem 7.2.1’de elde edilen
ist siir degeridir. Vardar ve Cakar alt sinin ise maksimum kayip degiskeninin
beklenen degeri icin Teorem 7.2.2’de elde edilen alt sinir degeridir. Cizelge 7.6’da
goriildiigii iizere FDSBS ve FDSTB degerleri simiilasyon sonuglari icin birer alt
sinir olugturmaktadirlar. n degerleri arttikca FDSBS ve FDSTB alt sinirlarinin
uzaklagtigl goriilmektedir. Siirekli bir siire¢ olan kesirli Brown hareketinin mak-
simum kayip degigkenine kesikli bir siirecin maksimum degigkeni ile yaklagmak
var olan yontemlerle kargilagtirildiginda zayif kalmaktadir. Fakat, FDSBS alt

sinirlart, H = 0,5 ve H = 0,6 icin var olan en iyi alt sinir1 vermektedir. Ayrica,
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bu sinir degerleri bize Sudakov-Fernique egitsizligi ile teorik sinirlar olugtururken
bagimsiz degigkenler kullanmamiz yoniinde 6ngdrii saglamigtir. Cizelge 7.6’ya
bakildiginda Cholesky simiilasyon sonuclarinin literatiirde var olan alt ve {ist sinir
degerleri ile Ortiistiigii goriiliirken, Abry ve Sellan simiilasyon sonuclarinin H >
0, 8 i¢in literatiirde varolan alt sinir ile 6rtiigmedigi goriilmektedir. Abry ve Sellan
[1] benzetimler yontemi kesirli Brown hareketinin simiilasyonu i¢in kullanilan
yaklagik bir yontemdir ve H > 1/2 igin hata payinin oldugu bilinmektedir.
Cholesky benzetimler yontemi ise kesirli Brown hareketinin simiilasyonu i¢in kesin
bir yontem oldugundan, Abry ve Sellan [1] benzetimler yontemine gore daha kesin
sonuclar verir.

Sonug olarak, kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskeninin beklenen
degeri icin en iyi alt sinir 0,5 < H < 0,7 icin FDSBS alt sinir degerleri iken,
H > 0,7 iken Caglar ve Vardar [8] alt simir1 ile Vardar ve Cakar alt sinir1 daha
iyi sonu¢ vermektedir. Kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskeninin
beklenen degeri i¢in en iyi iist sinir Teorem 7.2.1 ile elde edilen Vardar ve Cakar

iist sinir1 olarak gézlemlenmigtir.
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