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KES�RL� BROWN HAREKET�N�N MAKS�MUM KAYIP VE
SUPREMUM DE���KENLER�

ÖZET

Finansal piyasalarda, bir varl�§�n �yat�n�n supremum de§eri ve bir risk ölçüsü olan
maksimum kay�p de§eri yat�r�mc�lar için önemlidir. Literatürde, kesirli Brown
hareketinin supremum de§i³keninin ve maksimum kay�p de§i³keninin beklenen
de§erleri üzerine baz� s�n�rlar mevcuttur. Fakat, bilinen tekniklerle supremum
de§i³keninin ve maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§erleri için tam de§er-
ler hesaplanamamaktad�r. Bu tezde, Sudakov-Fernique e³itsizli§i kullan�larak
kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§eri üzerine
teorik üst s�n�r bulunmu³tur. Kesirli Brown hareketini kesikli hale getirme
yöntemi ile kesirli Brown Hareketinin supremum de§i³keninin ve maksimum
kay�p de§i³keninin beklenen de§erleri üzerine nümerik alt s�n�rlar bulunmu³tur.
Cholesky benzetimler yöntemi kullan�larak kesirli Brown hareketinin supremum
de§i³keninin ve maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§erleri için simülasyon
sonuçlar� elde edilmi³tir. Kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin ve
maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§erleri üzerine elde edilen nümerik
alt s�n�rlar, teorik s�n�rlar ve benzetim yöntemleri sonuçlar� literatürde yer alan
sonuçlar ile kar³�la³t�r�lm�³t�r.
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Fernique E³itsizli§i, Markov E³itsizli§i, Cholesky Benzetimler Yöntemi.
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THE MAXIMUM LOSS AND THE SUPREMUM OF
FRACTIONAL BROWNIAN MOTION

ABSTRACT

In �nancial markets, the supremum of the price of an asset and the maximum
possible loss as a measure of risk are important variables for investors. In
literature, there are some bounds on the expected value of supremum and of
maximum possible loss of fBm. For now, there are no exact solutions because
with today's techniques, exact values are not possible to obtain. In this thesis,
we provide a new theoretical bound on the expected value of maximum loss using
Sudakov-Fernique inequality. Using discretization method and considering order
statistics of multivariate normal variables, we obtain some numerical bounds on
the expected value of maximum loss and of supremum of fBm. We also obtain
some simulation results on the expected value of maximum loss and of supremum
of fBm using Cholesky method. Finally we provide comparison of the established
bounds.
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S�MGE L�STES�
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xiii



1. G�R��

Kesirli Brown hareketi,

1. Zaman�n bir fonksiyonu olan nehirdeki su seviyesinin,

2. Zaman�n bir fonksiyonu olan belli bir yerin s�cakl�§�n�n,

3. Bir varl�§�n getirisinin,

4. Serbest piyasadaki elektrik �yatlar�n�n

modellemesinde kullan�lmaktad�r [4]. Finans matemati§i uygulamalar�nda ise bir

hisse senedinin getirisi için kesirli Brown hareketi (H > 1/2) kullan�larak elde

edilen Black-Scholes Modeli,

Yt = Y0e
(r+µ)t+σBHt 0 ≤ t ≤ τ

ile verilir. Burada Y0 ba³lang�ç de§erini, r sabit faiz oran�n�, µ ∈ R+ genel

�yat art�³ veya dü³ü³ e§ilimini, σ ∈ R+ ise oynakl�k olarak adland�r�lan

sapma katsay�s�n� gösterir. Literatürde, Brown hareketi gibi Markov süreçler

ile kurulmu³ Black-Scholes modelleri vard�r. Fakat, kesirli Brown hareketi ile

modellenen Black-Scholes modeli, kesirli Brown hareketi uzun süreli ba§�ml�l�k

özelli§i gösteren bir süreç olmas� ve bu ba§�ml�l�§�n gerçek �yat verilerinde görülen

ba§�ml�l�kla örtü³mesi nedeni ile Markov süreçleri ile modellenen Black-Scholes

modeline göre gerçek hayata daha uygundur. Gerçek �yat verilerindeki bu özellik

piyasalarda �yatlar�n artmaya ba³lad�§� zaman uzun bir süre artmas�, dü³meye

ba³lad�§� zaman ise �yatlar�n uzun bir süre dü³ü³te olmas� ³eklinde kendini

gösterir.
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Finansal piyasalarda, hisse senedi �yat�n�n supremum de§eri yat�r�mc�lar�n hisse

senedini ne zaman sataca§�, infemum de§eri ise yat�r�mc�lar�n hisse senedini ne

zaman alaca§� konusunda bilgi verdi§i için önemlidir. Ayr�ca, yat�r�mc� riskini

azaltmas�n� ve/veya riskten korunmas�n� sa§layacak her türlü bilgi ile ilgilenir.

Bu nedenle, bir risk ölçüsü olan olas� maksimum kay�p yat�r�mc�n�n ilgisini çeker

ve yat�r�mc�lar�n karar verme süreçlerine etki eder.

Finansal piyasalarda, hangi durumlarda maksimum kay�p de§i³kenin yat�r�mc�n�n

fon seçme problemini etkiledi§i üzerine Daehwan [14] taraf�ndan yap�lan çal�³maya

göre, nakit ak�³�nda ola§and�³� fazlal�k olmas� durumunda yat�r�mc� fonu en dü³ük

�yattan alma ve en yüksek �yattan satma durumu haricindeki di§er durumlar için

olas�l�klar� s�f�r kabul eder. Yani, yat�r�mc�n�n fon üzerindeki kararlar� maksimum

kay�p de§i³kenine ba§l�d�r. Daehwan [14] yat�r�mc�n�n faydas�n�n maksimum kay�p

de§i³keninin beklenen faydas�na ba§l� oldu§unu a³a§�daki teoremle ifade etmi³tir:

Teorem 1. Kazanç tamamen riskli oldu§unda nakit ak�³ belirsizli§i oldu§unu

farzedelim. O halde, nakit ak�³ belirsizli§i a³�r� ise yat�r�mc�n�n faydas� sadece

maksimum kay�p de§i³kenin beklenen faydas�na ba§l�d�r.

Literatürde, kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen de§eri ve

maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§eri üzerine varolan yöntemlerle ancak

s�n�r de§erler bulunabilmektedir.

{BH
t : t ≥ 0}, (Ω,F ,P) olas�l�k uzay� üzerinde tan�mlanm�³ kesirli Brown hareketi

olmak üzere;

• SHt := sup
0≤v≤t

BH
v , kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keni olsun.

• IHt := inf
0≤v≤t

BH
v , kesirli Brown hareketinin infemum de§i³keni olsun.

• RH
t = SHt − IHt , kesirli Brown hareketinin menzil de§i³keni olsun.

• MH
t := sup

0≤u≤v≤t
(BH

u − BH
v ), kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p

de§i³keni olsun.

Yukar�da belirtti§imiz de§i³kenler gra�k üzerinde �ekil 1.1'de gösterilmi³tir.

Yukar�da belirti§imiz de§i³kenler üzerine literatürde var olan s�n�rlar,
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�ekil 1.1: Maksimum Kay�p ve Supremum De§i³kenleri

1. Supremum de§i³keninin beklenen de§eri için

E(SHt ) ≤
√

2√
π
tH

³eklinde bir üst s�n�r elde edilmi³tir [27].

2. 1.'de verilen üst s�n�r kullan�larak sürecin infemum de§i³keninin beklenen

de§eri ve menzil de§i³keninin beklenen de§eri için a³a§�daki s�n�rlar elde

edilmi³tir [8],

−
√

2√
π
tH ≤ E(IHt ), E(RH

t ) ≤ 2
√

2√
π
tH .

3. 1 zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p

de§i³keninin beklenen de§eri için
√

2

2
√
π
≤ E(MH

1 ) ≤ 2
√

2√
π

alt ve üst s�n�rlar� elde edilmi³tir [8].

4. Sudakov-Fernique e³itsizli§ini kullan�larak sürecin supremum de§i³keninin

beklenen de§eri için a³a§�daki alt ve üst s�n�rlar elde edilmi³tir [20],
√

2

2
√
π
tH ≤ E(SHt ) ≤

√
2√
π
tH .
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Bu tez çal�³mas�n�n amac�, literatür taramas� yapman�n yan�s�ra, kesirli Brown

hareketinin supremum de§i³keninin beklenen de§eri ve maksimum kay�p de§i³keni-

nin beklenen de§eri için kesikli Gauss süreci kullanarak yeni nümerik alt s�n�rlar

elde etmek, yeni teorik s�n�rlara ula³mak ve bu s�n�rlar� kar³�la³t�rmakt�r.

Bu amaçlar do§rultusunda çal�³mam�zda literatüre katk�lar�m�z� a³a§�daki gibi

s�ralayabiliriz:

1. Kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen de§eri için

kesikli Gauss süreci kullan�larak Min-z alt s�n�r� olu³turulmu³tur.

2. Kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§eri

için kesikli Gauss süreci kullan�larak Min-z alt s�n�r� olu³turulmu³tur.

3. Farkl� Hurst parametreleri, farkl� zamanlar ve farkl� simülasyon de§erleri

kullan�larak bilgisayar ortam�nda benzetimler yöntemi ile kesirli Brown

hareketi üretilmi³ ve üretilen kesirli Brown hareketlerinden supremum

de§i³keninin ve maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§erleri gözlem-

lenmi³tir.

4. Kesirli Brown hareketini kesikli hale getirme yöntemi ile sürece Gauss

de§i³kenleri kullan�larak yakla³�lm�³t�r. Ross [22] taraf�ndan ba§�ml� Gauss

de§i³kenlerinin maksimum de§i³keninin beklenen de§eri üzerine kullan�lm�³

hesaplama yöntemi kesirli Brown hareketinin supremum ve maksimum kay�p

de§i³kenlerine uyarlanm�³t�r.

5. Sudakov-Fernique e³itsizli§i kullan�larak kesirli Brown hareketinin maksi-

mum kay�p de§i³keninin beklenen de§eri için teorik üst s�n�r olu³turulmu³-

tur.

6. Yukar�da bahsedilen nümerik alt s�n�rlar�m�z, teorik sonuçlar�m�z, liter-

atürde varolan s�n�rlar ve simülasyon sonuçlar�m�z ile kar³�la³t�r�larak elde

etti§imiz s�n�rlar�n performanslar� de§erlendirilmi³tir.

Böylece kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen de§erinin ve

maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§erinin ula³abilece§i en büyük ve en

küçük de§erler hakk�nda bilgilere sahip olunabilir. Bu bilgiler �³�§�nda yat�r�mc�lar
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kesirli Brown hareketi kullan�larak modellenen varl�klar ile ilgili yat�r�mlar�nda

kazançlar�n� ve risklerini kontrol edebilirler. Örne§in; maksimum kay�p de§i³keni,

portfolyo performans�n�n riske göre uyarlanm�³ ölçülerinden biri olan Calmar

oran�n�n tan�mlanmas�nda kullan�lmaktad�r. Calmar oran�; Rτ , [0, τ ] zaman

aral�§�ndaki kazanç veMτ , [0, τ ] zaman aral�§�ndaki maksimum kay�p olmak üzere

a³a§�daki formül ile verilmektedir:

Calmar(τ) =
Rτ

Mτ

.

Finansal piyasalarda Calmar oran� kullan�larak portfolyolar�n performans� de§er-

lendirilebilmektedir [2, 18].

Bu tez çal�³mam�z a³a§�daki ³ekilde düzenlenmi³tir;

�kinci bölümde, standart Brown hareketinin ve kesirli Brown hareketinin tan�m-

lar� ile standart Brown hareketinin özellikleri ve kesirli Brown hareketinin

özbenzerlik, uzun süreli ba§�ml�l�k, iki art�³ aras�ndaki kovaryans gibi özellikleri

verilecektir.

Üçüncü bölümde, standart Brown hareketinin supremum de§i³keninin da§�l�m� ve

beklenen de§eri için hesaplama yöntemleri verilecektir [5]. Ayr�ca, kesirli Brown

hareketinin supremum de§i³keni için literatürde var olan s�n�rlar özetlenerek s�n�r

de§erleri ifade edilecektir [27, 20].

Dördüncü bölümde, kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen

de§eri için elde etti§imiz nümerik alt s�n�rlardan bahsedilecektir. Öncelikle,

kesirli Brown hareketini kesikli hale getirme yöntemi ile sürece Gauss de§i³kenleri

kullan�larak yakla³�m yap�lacakt�r. Ross [22] taraf�ndan ba§�ml� Gauss de§i³ken-

lerinin maksimum de§i³keninin beklenen de§eri üzerine kullan�lm�³ hesaplama

yöntemi kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen de§eri için

uyarlanarak nümerik alt s�n�rlar elde edilecektir. Ayr�ca, kesirli Brown hareketinin

supremum de§i³keninin beklenen de§eri için hesaplanan simülasyon sonuçlar�

ifade edilecektir.

Be³inci bölümde, standart Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin

da§�l�m� ve beklenen de§eri için literatürde var olan sonuçlar verilecektir [5].

Ayr�ca, kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³kenin beklenen de§eri

için literatürde var olan s�n�rlar özetlenecektir [8].

Alt�nc� bölümde, dördüncü bölümde kesirli Brown hareketinin supremum de§i³ke-

ninin beklenen de§eri üzerine alt s�n�r elde etmek için kullan�lan Ross [22]
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hesaplama yöntemi kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin

beklenen de§eri için yeniden düzenlenerek nümerik alt s�n�rlar elde edilecektir.

Kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§eri için

kesikli Gauss süreci kullan�larak bulunan Min-z alt s�n�r� ifade edilecektir. Ayr�ca,

Sudakov-Fernique e³itsizli§i kullan�larak kesirli Brown hareketinin maksimum

kay�p de§i³keninin beklenen de§eri için bulunan yeni teorik üst s�n�rdan bahsedile-

cektir. Son olarak, kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin

beklenen de§eri için hesaplanan simülasyon sonuçlar�na yer verilecektir.

Sonuç bölümünde ise dördüncü ve alt�nc� bölümlerde elde edilen s�n�r de§erleri

kar³�la³t�r�larak bu tez çal�³mas�n�n sonuçlar� sunulacakt�r.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Tan�m 1. (Ω,F ,P) olas�l�k uzay� ve τ ⊆ R olsun. f : Ω x τ → R ölçülebilir bir

fonksiyon olsun. Bu takdirde f(w, t) fonksiyonuna rastgele fonksiyon denir. E§er

τ = [0,∞] ve t ∈ τ zaman olarak yorumlan�rsa f(w, t) ye stokastik süreç denir.

Tan�m 2. {Xt : t ≥ 0}, (Ω,F ,P) olas�l�k uzay� üzerinde tan�ml� ve Rn de de§erler

alan bir stokastik süreç ve Ft = σ(Xs : 0 ≤ s ≤ t), X taraf�ndan üretilen σ-cebir

olsun. τ < ∞, Ft'ye göre durma zaman� olsun. B, Rn üzerinde tan�ml� Borel

σ-cebir ve A ∈ B olmak üzere; her s ≥ 0 için

P (Xτ+s ∈ A|Fτ ) = P (Xτ+s ∈ A|Xτ )

e³itli§i sa§lan�yor ise X stokastik sürecine Markov süreci denir.

Tan�m 3. f : R→ R fonksiyon olsun. Her x ∈ R için

(Af)(x) = lim
t→0

Exf(Xt)− f(x)

t
=

d

dt
Exf(Xt)|t=0

limiti mevcut olsun. O halde, (Af)(x), x'in bir fonksiyonudur. A'ya X'in üretici

denir.

f iki kez türevlenebilen sürekli bir fonksiyon ise

(Af)(x) = µ(x)f ′(x) +
1

2
σ2(x)f

′′

dir.

2.1 Standart Brown Hareketi

Tan�m 2.1.1. (Ω,F ,P) olas�l�k uzay� üzerinde tan�mlanm�³ x noktas�ndan

ba³layan standart Brown hareketi,
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1. W0 = x dir.

2. s→ Ws süreklidir.

3. Bütün 0 = t0 < t1 < t2 < ... < tn için Wtn −Wtn−1 ,Wtn−1 −Wtn−2 , ...,Wt1 −
Wt0 art�³lar� normal da§�l�ma sahiptir. E(Wti −Wti−1

) = 0 ve

E(Wti −Wti−1
)2 = ti − ti−1 dir.

³artlar�n� sa§layan bir stokastik süreçtir.

Standart Brown Hareketi a³a§�daki özelliklere sahiptir:

• Cov(Ws,Wt) = min(s, t)'dir.

• τ , W taraf�ndan üretilen �ltrasyona ba§l� durma zaman� ve Fτ , τ zaman�n-

dan önce olan olaylar�n olu³turdu§u σ-cebir olsun. Buna göre her t ≥ 0 için

A ∈ Fτ ⇔ A ∈ F ve {A ∩ {τ ≤ t}} ∈ Ft'dir. Brown hareketi için Markov

özelli§i sa§lan�r:

E(f(Wt+τ )|Fτ ) = EWτ (f(Wt))

Burada f ölçülebilir ve s�n�rl� bir fonksiyondur.

• t ≥ 0 olmak üzere, {Ws : 0 ≤ s ≤ t} ve {Wt − Wt−s : 0 ≤ s ≤ t}
de§i³kenlerinin da§�l�mlar� özde³tir. Bu özelli§e dura§an aral�klar özelli§i

denir.

• Her c > 0 için {
√
cWt/c : t ≥ 0} süreci de bir Brown hareketidir. Bu özelli§e

yeniden ölçeklendirme özelli§i denir.

• −W süreci de bir Brown hareketidir. Bu özelli§e simetri özelli§i denir.

• {|Wt| : t ≥ 0} sürecine yans�t�lm�³ Brown hareketi denir.
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2.2 Kesirli Brown Hareketi

Tan�m 2.2.1. Hurst parametresi H ∈ (0, 1) olsun. Kesirli Brown hareketi

(BH(t))t≥0, ∀s, t ≥ 0 için kovaryans fonksiyonu

E
[
BH(t)BH(s)

]
=

1

2
(t2H + s2H − |t− s|2H)

olan, 0'da ortalanm�³, sürekli bir Gauss sürecidir [4].

Tan�m 2.2.1'den standart kesirli Brown hareketinin a³a§�daki özellikleri sa§lad�§�

söylenebilir:

1. BH(0) = 0 ve E[BH(t)] = 0, ∀t ≥ 0.

2. BH homojen art�³ aral�klar�na sahiptir; yani, ∀s, t ≥ 0 için BH(t+s)−BH(s)

ile BH(t) ayn� da§�l�ma sahiptir.

3. BH Gauss sürecidir ve ∀H ∈ (0, 1) için E[(BH(t))2] = t2H , t ≥ 0.

4. BH sürekli yörüngelere sahiptir.

2.2.1 Stokastik �ntegral Gösterimi

Kesirli Brown hareketi, 1968 y�l�nda Mandelbrot ve Van Ness [19] taraf�ndan

a³a§�daki integral gösterimi ile verilmi³tir.

BH(t) =
1

Γ(H + 1/2)

∫
R
((t− s)H−1/2

+ − (−s)H−1/2
+ )dWs

=
1

Γ (H + 1/2)

∫ 0

−∞
((t− s)H−1/2 − (−s)H−1/2)dWs

+

∫ t

0

(t− s)H−1/2dWs

Ws, standart Brown hareketi ve Γ, gamma fonksiyonu olmak üzere Hurst

parametresi H ∈ (0, 1) olan kesirli Brown hareketidir.
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2.2.2 �ki Art�³ Aras�ndaki Kovaryans

H = 1/2 için BH standart Brown hareketidir ve sürecin art�³lar� ba§�ms�zd�r.

Fakat, H 6= 1/2 için art�³lar ba§�ml�d�r. Kesirli Brown hareketinin tan�m�ndan,

s + h ≤ t ve t − s = nh olmak üzere BH(t + h) − BH(t) ve BH(s + h) − BH(s)

aras�ndaki kovaryans fonksiyonu

ρH(n) =
1

2
h2H [(n+ 1)2H + (n− 1)2H − 2n2H ]

ile verilir. BH(t+ h)− BH(t) ve BH(t+ 2h)− BH(t+ h) formundaki iki art�³�n

aras�ndaki ili³ki H > 1/2 iken pozitiftir, H < 1/2 iken negatiftir.

2.2.3 Özbenzerlik

Kesirli Brown hareketi özbenzerlik özelli§ine sahiptir, yani herhangi bir c > 0

sabiti için

(BH
ct )t≥0

law
= (cHBH

t )t≥0

H = 1/2 al�narak standart Brown hareketi (Wt)t≥0 için özbenzerlik özelli§i elde

edilir:

(Wat)t≥0
law
= (a1/2Wt)t≥0

2.2.4 Uzun Süreli Ba§�ml�l�k

Tan�m 2.2.2. Sabit bir (Xn)n∈N sürecinin kovaryans fonksiyonu

ρ(n) := cov(Xk, Xk+n), c sabit ve α ∈ (0, 1) olmak üzere

lim
n→∞

ρ(n)

cn−α
= 1

e³itli§i sa§lan�yorsa Xn uzun süreli ba§�ml�l�k özelli§i gösterir denir [4].

Kesirli Brown hareketinin uzun süreli ba§�ml�l�k özelli§ini sa§lad�§� kovaryans

fonksiyonu kullan�larak gösterilebilir. Art�³lar aras�ndaki kovaryans fonksiyonu

ρH(n) := E[(BH(t+ h)−BH(t))(BH(s+ h)−BH(s))]

=
h2H

2
[(n+ 1)2H + (n− 1)2H − 2n2H ]
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ile verilir.

(1 + x)α = 1 + αx+
α(α− 1)x2

2
+ ...

(1− x)α = 1− αx+
α(α− 1)x2

2
− ...

aç�l�mlar� kullan�larak

ρH(n) = 1 + 2H
1

n
+

2H(2H − 1)

2

1

n2
+ 1− 2H

1

n
+

2H(2H − 1)

2

1

n2
+ ...

=̃
n2H

2
(2H(2H − 1))

1

n2

= H(2H − 1)n2H−2

³eklinde yaz�l�r. Uzun süreli ba§�ml�l�k özelli§inin tan�m�nda, c = H(2H − 1) ve

α = 2− 2H olmak üzere H > 1/2 için

lim
n→∞

ρ(n)

H(2H − 1)n2−2H
= 1

elde edilir. Yani H > 1/2 için kesirli Brown hareketinin art�³lar� uzun süreli

ba§�ml�l�k özelli§i gösterir.

2.3 Baz� Önemli E³itsizlikler

Teorem 2.3.1. (Jensen E³itsizli§i) X, (Ω,F ,P) olas�l�k uzay� üzerinde tan�ml�,

integrallenebilir ve reel de§erli bir rastgele de§i³ken ve ϕ konveks bir fonksiyon

olsun. O halde,

ϕ(E(X)) ≤ E(ϕ(X))

dir.

Teorem 2.3.2. (Markov E³itsizli§i) X negatif de§erler almayan rastgele bir

de§i³ken olsun. Her c > 0 için

P (X ≥ c) ≤ E(X)

c

e³itsizli§i sa§lan�r.
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Teorem 2.3.3. (Sudakov-Fernique E³itsizli§i) X ve Y , τ üzerinde tan�ml�

ortalanm�³ Gauss süreçleri olsun. s, t ∈ τ olmak üzere

E(Xs −Xt)
2 ≤ E(Ys − Yt)2

³art� sa§lan�yor ise

E(sup
τ
Xt) ≤ E(sup

τ
Yt)

e³itsizli§i sa§lan�r [3].
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3. SUPREMUM DE���KEN�

ÜZER�NE L�TERATÜR ÖZET�

3.1 Standart Brown Hareketinin Supremum

De§i³keni

Bu bölümdeki amac�m�z, standart Brown hareketinin supremum de§i³keninin

da§�l�m� ve beklenen de§eri üzerine literatürde var olan sonuçlar� ayr�nt�l�

anlatmakt�r.

Teorem 3.1.1. W , (Ω,F ,P) olas�l�k uzay� üzerinde tan�mlanm�³ standart Brown

hareketi ve S1 = sup
0≤v≤1

Wv standart Brown hareketinin supremum de§i³keni olsun.

O halde,

E(S1) =

√
2√
π

(3.1)

dir [5].

�spat. W , 0 zaman�ndan ba³layan standart Brown hareketi ve T , λ parametreli

üstel da§�l�ma sahip ve W Brown hareketinden ba§�ms�z bir rastgele de§i³ken

olsun. T zaman�na kadar tan�ml� olan standart Brown hareketinin supremum

de§i³keni

ST := sup{Wt : 0 ≤ t ≤ T}

³eklinde tan�mlan�r. Standart Brown hareketinin supremum de§i³keninin da§�l�m
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fonksiyonu

P (ST > b) = P (Hb < T ) =

∫ ∞
0

P (Hb < t|T = t)P (T = t)dt

=

∫ ∞
0

EI(Hb<t|T=t)P (T = t)dt

= E

∫ ∞
0

I(Hb<t|T=t)P (T = t)dt

= EP (T > Hb) = E(e−λHb)

dir. Burada I indikatör fonksiyonudur ve Hb := inf{t > 0 : Xt = b} sürecin belirli

bir b > 0 seviyesine ula³t�§� ilk zamand�r.

Hb'nin olas�l�k yo§unluk fonksiyonu fHb(t) = b√
2π
t−3/2e−b

2/2t, t > 0 oldu§undan

supremum de§i³kenin da§�l�m fonksiyonu

P (ST > b) = E(e−λHb) =

∫ ∞
0

b√
2π
t−3/2e

−b2
2t
−λtdt = e−b

√
2λ

d�r. T zaman�na kadar tan�ml� olan standart Brown hareketinin supremum

de§i³keninin beklenen de§eri, olas�l�k yo§unluk fonksiyonu kullan�larak

E(ST ) =

∫ ∞
0

b
√

2λe−b
√

2λdb

³eklinde hesaplan�r. O halde, k�smi integrasyon yöntemi ile beklenen de§er

kolayl�kla hesaplan�r ve

E(ST ) =
1√
2λ

olarak bulunur.

�imdi Brown hareketinin ölçeklendirme özelli§i kullan�larak 1 zaman�na kadar

tan�ml� olan Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen de§eri bulun-

abilir. Standart Brown hareketinin ölçeklendirme özelli§inden

E(ST ) = E( sup
0<v<T

Wv) = E( sup
0<v/T<1

Wv)

= E( sup
0<u<1

WuT ) = E( sup
0<u<1

√
TWu) (3.2)

= E(
√
T )E( sup

0<u<1
Wu) = E(

√
T )E(S1)

yaz�l�r.

T , λ parametreli üstel da§�l�ma sabit bir rastgele de§i³ken oldu§undan

E(T p/2) = λ

∫ ∞
0

tp/2e−λtdt =
Γ(2+p

2
)

λp/2
(3.3)
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dir. O halde, 1 zaman�na kadar tan�ml� olan Brown hareketinin supremum

de§i³keninin beklenen de§eri (3.2) ve (3.3) e³itlikleri kullan�larak

E(S1) =
E(ST )

E(
√
T )

=

√
2√
π

olarak bulunur.

Teorem 3.1.1 ve ölçeklendirme özelli§i kullan�larak herhangi bir t zaman�na kadar

tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen de§eri

için a³a§�daki e³itlik elde edilir:

E(St) = E(
√
tS1) =

√
2t√
π
.

3.2 Kesirli Brown Hareketinin Supremum

De§i³keni

Bu bölümde, literatürde kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin bekle-

nen de§eri için var olan üst s�n�rlardan bahsedilecektir. {BH
t : t ≥ 0}, (Ω,F ,P)

olas�l�k uzay� üzerinde tan�ml� kesirli Brown hareketi ve SHt = sup
0<v<t

BH
v kesirli

Brown hareketinin supremum de§i³keni olsun. Sabit bir a zaman�na kadar tan�ml�

olan kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen de§eri için

E(SHa ) ≤ aH
√

2√
π

üst s�n�r� elde edilmi³tir [27]. A³a§�da verilen teorem ile kesirli Brown hareketinin

supremum de§i³keninin da§�l�m� için bir üst s�n�r ifade edilmi³tir [27].

Teorem 3.2.1. Hurst parametresi H > 1/2 olan ve a zaman�na kadar tan�ml�

olan kesirli Brown hareketini ele alal�m. O halde,

P (SHa > x) ≤
√

2aH

x
√
π

e³itsizli§i sa§lan�r.
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�spat. T , λ parametreli üstel da§�l�ma sahip ve T zaman�na kadar tan�ml�

olan kesirli Brown hareketinden ba§�ms�z bir rastgele de§i³ken olmak üzere, T

zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketini ele alal�m.

Ha := inf{t > 0 : BH
t = a} sürecin belirli bir a > 0 seviyesine ula³t�§� ilk zaman

olmak üzere

E(e−λH
2H
a ) ≤ e−a

√
2λ (3.4)

e³itsizli§i sa§lan�r [13]. Kesirli Brown hareketinin özbenzerlik özelli§i ve (3.4)

e³itsizli§i kullan�larak

P (H2H
a ≤ T ) = P (S

T
1

2H
≥ a) = E(e−λH

2H
a ) ≤ e−a

√
2λ (3.5)

yaz�l�r. (3.5) e³itsizli§i kullan�larak

E(S
T

1
2H

) =

∫ ∞
0

P (S
T

1
2H
≥ a)da ≤ 1√

2λ

e³itsizli§i elde edilir.

Yine kesirli Brown hareketinin özbenzerlik özelli§inden

E( sup
0≤u≤T

1
2H

Bu) = E( sup
0≤v≤1

(T 1/2Bu)) = E(
√
T )E(S1)

oldu§u görülür. Burada, T üstel da§�l�ma sahip rastgele de§i³ken oldu§undan

E(T p/2) =
Γ( 2+p

2
)

λp/2
'dir. O halde,

E(S1) ≤
√

2√
π

(3.6)

e³itsizli§i sa§lan�r.

Markov e³itsizli§inden, her x > 0 için

P (S1 ≥ x) ≤ E(S1)

x
≤
√

2

x
√
π

yaz�labilir.

Kesirli Brown hareketinin özbenzerlik özelli§i ve Markov e³itsizli§i kullan�larak

herhangi bir sabit a zaman� için

P ( sup
0≤u≤a

BH
u ≥ x) = P (aH sup

0≤v≤1
BH
v ≥ x)

= P (aHSH1 ≥ x)

= P (SH1 ≥
x

aH
)

≤ aH
√

2

x
√
π

e³itsizli§i elde edilir.
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Özbenzerlik özelli§i ve (3.6) e³itsizli§i birle³tirilerek sabit bir a zaman�na kadar

tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen de§eri

için a³a§�daki üst s�n�ra ula³�l�r [27],

E(SHa ) = E( sup
0≤u≤a

BH
u ) = E(aH sup

0≤v≤1
BH
v ) = aHE(S1) ≤ aH

√
2√

π
.

Kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen de§eri için Norros

[20] taraf�ndan alt s�n�r de§eri hesaplanm�³t�r. Bu sonuca ula³mak için a³a§�da

verilen önerme kullan�lm�³t�r.

Önerme 3.2.1. {Xu : 0 ≤ u ≤ t}, beklenen de§eri µ ve varyans� σ2 olan rastgele

de§i³kenler olmak üzere

P{maks
0≤u≤t

Xu > x} ≥ 1− Φ( min
0≤u≤t

x− µ
σ2

) (3.7)

dir [22].

Teorem 3.2.2. {BH
t : t ≥ 0}, (Ω,F ,P) olas�l�k uzay� üzerinde tan�ml� kesirli

Brown hareketi ve SHt = sup
0<u<t

BH
u kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keni

olsun. O halde,
t2H√

2π
≤ E(SHt )

e³itsizli§i sa§lan�r [20].

�spat. E( sup
0<u<t

BH
u ) =

∫∞
0
P ( sup

0<u<t
BH
u > x)dx dir. E(BH

t ) = 0, t ≥ 0 ve

V ar(BH
t ) = t2H , t ≥ 0 oldu§undan Önerme 3.2.1'den

E(SHt ) =

∫ ∞
0

P ( sup
0<u<t

BH
u > x)dx

≥
∫ ∞

0

(1− Φ( min
0<u<t

x

u2H
))dx

=

∫ ∞
0

P (z > min
0<u<t

x

u2H
)dx

=

∫ ∞
0

P (z >
x

maks
0<u<t

u2H
)dx

=

∫ ∞
0

P (z >
x

t2H
)dx

17



e³itsizli§i yaz�l�r. Burada z ∈ N(0, 1) oldu§undan

E(SHt ) ≥
∫ ∞

0

P (z >
x

t2H
)dx

=

∫ ∞
0

∫ ∞
x

t2H

1√
2π
e−

z2

2 dzdx

=
t2H√

2π

elde edilir.
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4. KES�RL� BROWN

HAREKET�N�N SUPREMUM

DE���KEN� ÜZER�NE

SONUÇLARIMIZ

Bu bölümde, kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keni için elde etti§imiz

nümerik s�n�rlar� ve simülasyon sonuçlar�n� inceleyece§iz.

4.1 Kesikli Süreç ve Birlikte Gauss Da§�l�m� ile

S�n�rlar Hesaplanmas�

{BH
t : t ≥ 0}, (Ω,F ,P) olas�l�k uzay� üzerinde tan�ml� kesirli Brown hareketi

ve SHt := sup
0<u<t

BH
t kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keni olsun. Kesirli

Brown hareketini kesikli hale getirme yöntemi ile, yani [0, t] zaman aral�§�n� n

tane zaman aral�§�na bölerek sürece Gauss de§i³kenleri kullanarak yakla³�lm�³t�r.

Böylece supremum de§i³keninin de§erine yakla³mak amaçlanm�³t�r. n→∞ iken

sürece daha da yakla³�l�r. [0, t] zaman aral�§�n� n tane zaman aral�§�na bölerek,

δ = t/n olmak üzere elde edilen {BH
iδ : i = 1, 2, ..., n} de§i³kenlerinin her biri

farkl� varyansl�, 0'da ortalanm�³ birlikte Gauss da§�l�m�na sahiptir. Kesirli Brown

hareketinin kovaryans tan�m�ndan birlikte Gauss da§�l�m�n�n kovaryans matrisi
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a³a§�daki fonksiyon ile olu³turulur:

Cov(BH
iδ , B

H
jδ) = E(BH

iδB
H
jδ) =

1

2
[(iδ)2H + (jδ)2H − |iδ − jδ|2H ]

Burada i = 1, 2, ..., n; j = 1, 2, ...n ³eklinde al�nm�³t�r. Kovaryans matrisine

bakt�§�m�zda görüyoruz ki, {BH
iδ : i = 1, 2, ..., n} de§i³kenleri birbirinden ba§�ms�z

de§ildir. {BH
iδ : i = 1, 2, ..., n} Gauss de§i³kenleri kullan�larak kesirli Brown

hareketinin supremum de§i³keni için a³a§�daki alt s�n�r yaz�labilir:

maks
0≤i≤n

(BH
iδ ) ≤ SHt . (4.1)

Yukar�da verilen (4.1) e³itli§inde her iki taraf�n beklenen de§eri al�n�rsa,

E(maks
0≤i≤n

(BH
iδ )) ≤ E(SHt )

elde edilir.

Literatürde, ba§�ml� Gauss de§i³kenlerin maksimum de§erinin da§�l�m� ve bekle-

nen de§eri hakk�nda pek çok çal�³ma vard�r, fakat aç�k bir teorik cevap mevcut

de§ildir. Bu konu ile ilgili ilk çal�³malar Tippett [25],Teichroew [24], Clark ve

Williams [10], Bose ve Gupta [6] taraf�ndan yap�lm�³t�r. Ba§�ml� ancak ayn�

da§�l�ma sahip Gauss de§i³kenleri ile ilgili sonuçlar [21]'de verilmi³tir. Clark

[11] farkl� da§�l�ma sahip ve ba§�ml� iki Gauss de§i³keninin ilk dört momentini

hesaplam�³t�r. Ross [23] farkl� da§�l�ma sahip ve ba§�ml� Gauss de§i³kenleri için

bir üst s�n�r elde etmi³tir. Lai ve Robbins [17] taraf�ndan ayn� da§�l�ma sahip

ve ba§�ml� Gauss de§i³kenleri için s�n�r olu³turulmu³tur. Brodtkorb [7] singular

kovaryans matrisine sahip Gauss de§i³kenleri üzerine bir yöntem geli³tirmi³tir.

Ross [22] taraf�ndan farkl� da§�l�ma sahip ve ba§�ml� (FDSB) Gauss de§i³ken-

lerinin maksimum de§i³keninin beklenen de§eri için alt ve üst s�n�r olu³tur-

mak üzere nümerik hesaplama yöntemleri geli³tirmi³tir. Ross [22] taraf�ndan

geli³tirilen hesaplama yöntemleri [28]'de verilen a³a§�daki teorem kullan�larak

olu³turulmu³tur.

Teorem 4.1.1. {Vi, Xi, Yi; i = 1, 2, ..., n} 0'da ortalanm�³, farkl� da§�l�ma sahip

ve ba§�ml� Gauss de§i³kenleri olsun. Bütün i ve j de§erleri için

E((Vi − Vj)2) ≤ E((Xi −Xj)
2) ≤ E((Yi − Yj)2)

e³itsizli§i sa§lan�yor ise herhangi bir sabit {mi, i = 1, 2, ..., n} için

E(maks
i
Vi +mi) ≤ E(maks

i
Xi +mi) ≤ E(maks

i
Yi +mi)
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e³itsizli§i sa§lan�r. mi,
−
Xi nin beklenen de§eri olarak al�n�rsa,

E(maks
i

−
Vi) ≤ E(maks

i

−
Xi) ≤ E(maks

i

−
Yi)

e³itsizli§i de yaz�l�r. Burada
−
Xi = Xi +mi dir.

Ross [22], çal�³mas�nda maksimum de§i³keninin beklenen de§eri kolay hesa-

planabilen yeni Gauss de§i³kenleri kümesi belirlemi³ (farkl� da§�l�ma sahip ve

tam ba§�ml� (FDSTB) Gauss de§i³kenleri ile farkl� da§�l�ma sahip ve ba§�ms�z

(FDSBS) Gauss de§i³kenleri) ve yeni Gauss de§i³kenleri ile Teorem 4.1.1 kul-

lan�larak elde edilen de§erler FDSB Gauss de§i³kenlerinin maksimum de§i³keninin

beklenen de§eri için s�n�rlar olu³turmu³tur. Ross [22] hesaplama yöntemi

a³a§�daki ad�mlardan olu³maktad�r:

• FDSB Gauss de§i³kenlerinin maksimum de§i³keninin beklenen de§eri hesa-

planmak isteniyor, fakat bu de§er teorik olarak hesaplanam�yor.

• FDSTB Gauss de§i³kenlerinin ve FDSBS Gauss de§i³kenlerinin supremum

de§i³kenlerinin beklenen de§erleri teorik olarak hesaplanabilir.

• Teorem 4.1.1'e göre

E[maks(FDSTB1)] ≤ E[maks(FDSB)] ≤ E[maks(FDSTB2)]

ve

E[maks(FDSBS1)] ≤ E[maks(FDSB)] ≤ E[maks(FDSBS2)]

³artlar�n� sa§layan FDSTB ve FDSBS Gauss de§i³kenleri bulunabilir.

Öncelikle ikinci ad�mda bahsedilen FDSTB Gauss de§i³kenlerinin ve FDSBS

Gauss de§i³kenlerinin supremum de§i³kenlerinin beklenen de§erlerinin nas�l

hesapland�§�ndan bahsedilecektir.
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4.1.1 FDSBS Gauss De§i³kenleri

{Yi, i = 1, 2, ..., n} farkl� beklenen de§erlere ve farkl� varyans de§erlerine sahip

ba§�ms�z de§i³kenler olsun. Yi de§i³kenlerinin maksimum de§i³keninin kümülatif

da§�l�m fonksiyonu

P (maks
i
Yi ≤ w) =

n∏
i=1

P (Yi ≤ w) (4.2)

dir.

David [12] taraf�ndan verilmi³ olan moment hesaplama yöntemine göre bir rastgele

de§i³keninin n. momenti kümülatif da§�l�m fonksiyonu kullan�larak

E[Xn] =

∫ ∞
0

nxn−1(P{X > x}+ (−1)nP{X < −x})dx (4.3)

e³itli§i ile elde edilir. (4.2) ve (4.3) e³itlikleri kullan�larak Yi de§i³kenlerinin

maksimum de§i³kenin beklenen de§eri

E[maks
i
Yi] =

∫ ∞
0

(
1−

n∏
i=1

P (Yi ≥ w)−
n∏
i=1

P (Yi ≤ −w)

)
dw (4.4)

³eklinde hesaplanabilir. E³itlik (4.4) kullan�larak FDSBS Gauss de§i³kenlerinin

maksimum de§i³keninin beklenen de§eri kolayca hesaplanabilir.

4.1.2 FDSTB Gauss De§i³kenleri

{Vi, i = 1, 2, ..., n} tam ba§�ml� ve farkl� normal da§�l�ma sahip rastgele

de§i³kenler olsun. Bu de§i³kenler standart normal da§�l�ma sahip Z de§i³keni

kullan�larak

Vi = siZ +mi

³eklinde olu³turulabilir. Burada si ∈ R'dir. Vi de§i³kenleri tam ba§�ml�

olduklar�ndan ikili kovaryanslar� +1 veya −1'dir. Vi de§i³keninin supremum

de§i³kenin beklenen de§eri Z'ye ko³ulland�r�larak hesaplanabilir.

E[maks
i
Vi|Z = z] deterministik bir fonksiyondur ve bu fonksiyon h(z) olsun.

Ayr�ca, h(z) konveks ve parçal� do§rusal bir fonksiyondur. Vi de§i³kenlerinin

maksimum de§i³kenin beklenen de§eri

E[maks
i
Vi] = E[E[maks

i
Vi|Z = z]] =

∫ ∞
−∞

h(z)φ(z)dz (4.5)
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³eklinde hesaplanabilir. E³itlik (4.5) kullan�larak FDSTB Gauss de§i³kenlerinin

maksimum de§i³keninin beklenen de§eri kolayca hesaplanabilir.

4.1.3 Ross Hesaplama Yöntemi

Bu bölümde, FDSBS ve FDSTB Gauss de§i³kenleri kullan�larak FDSB Gauss

de§i³keninin supremum de§i³keninin beklenen de§eri için nas�l s�n�r olu³turdu§u

anlat�lacakt�r. {Xi, i = 1, 2..., n}, 0'da ortalanm�³ FDSB Gauss de§i³keni olsun.

O halde,

E[(Xi −Xj)
2] = σ2

Xi
+ σ2

Xj
− 2σXiσXj = bij

dir. FDSTB Gauss de§i³kenleri için E(Xi) = mi = 0, i = 1, 2..., n oldu§undan

E[(Vi − Vj)2] = E[((siZ +mi)− (sjZ +mj))
2] = (si − sj)2

ve FDSBS Gauss de§i³kenleri için

E[(Yi − Yj)2] = σ2
Yi

+ σ2
Yj
− 2σYiσYj = σ2

Yi
+ σ2

Yj

olarak hesaplan�r.

• FDSTB Gauss de§i³kenleri kullan�larak alt s�n�r olu³turmak için çözülmesi

gereken matematiksel program

maks E[maks
i
Vi]

3 ∀i, j : (si − sj)2 ≤ bij

∀i : si > 0

dir. Buna göre, ilk olarak Teorem 4.1.1 ³art�n� ((si − sj)2 ≤ bij) sa§layan

si de§erleri bulunur ve bu de§erlere göre hesaplanan E[maks
i
Vi] de§eri

maksimize edilir. Yani, si de§erlerinin herbiri için Bölüm 4.1.2'de verilen

yöntemle E[maks
i
Vi] de§eri hesaplan�r ve E[maks

i
Vi] de§erlerinin maksimum

de§eri arad�§�m�z alt s�n�r� verir.

• FDSTB Gauss de§i³kenleri kullan�larak üst s�n�r olu³turmak için

min E[maks
i
Vi]

3 ∀i, j : (si − sj)2 ≥ bij

∀i : si > 0
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matematiksel program� çözülmelidir. Buna göre, ilk olarak Teorem 4.1.1

³art�n� ((si − sj)
2 ≥ bij) sa§layan si de§erlerinin herbiri için E[maks

i
Vi]

de§eri Bölüm 4.1.2'de verilen yöntemle hesaplan�r ve E[maks
i
Vi] de§erlerinin

minimum de§eri arad�§�m�z üst s�n�r� verir.

• FDSBS Gauss de§i³kenleri kullan�larak alt s�n�r olu³turmak için

maks E[maks
i
Yi]

3 ∀i, j : σ2
Yi

+ σ2
Yj
≤ bij

matematiksel program� çözülmelidir. Buna göre, ilk olarak Teorem 4.1.1

³art�n� (σ2
Yi

+ σ2
Yj
≤ bij) sa§layan σYi de§erleri bulunur ve bu de§erlere göre

Bölüm 4.1.1'de verilen yöntemle E[maks
i
Yi] de§erleri hesaplan�r. E[maks

i
Yi]

de§erlerinin maksimum de§eri arad�§�m�z alt s�n�r� verir.

• FDSBS Gauss de§i³kenleri kullan�larak üst s�n�r olu³turmak için çözülmesi

gereken matematiksel program

min E[maks
i
Yi]

3 ∀i, j : σ2
Yi

+ σ2
Yj
≥ bij

dir. Buna göre, ilk olarak Teorem 4.1.1 ³art�n� (σ2
Yi

+ σ2
Yj
≥ bij) sa§layan

σYi de§erleri bulunur ve bu de§erlere göre Bölüm 4.1.1'de verilen yöntemle

E[maks
i
Yi] de§erleri hesaplan�r ve E[maks

i
Yi] de§erlerinin maksimum de§eri

arad�§�m�z üst s�n�r� verir.

Ross [22] hesaplama yönteminde σYi ve si de§erleri Matlab program�nda lineer

programlama ile hesaplanm�³t�r. Hesaplanan bu de§erler kullan�larak E[maks
i
Yi]

ve E[maks
i
Vi] de§erlerini hesaplamak için Matlab program�nda nümerik integral

hesaplama yöntemleri kullan�lm�³t�r.

1 zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketini kesikli hale getirme

yöntemi ile, yani [0, 1] zaman aral�§�n� n tane zaman aral�§�na bölerek, δ = 1/n

olmak üzere {BH
iδ : i = 1, 2, ..., n} de§i³kenleri elde edilmi³tir. Elde edilen

{BH
iδ : i = 1, 2, ..., n} de§i³kenlerinin her biri farkl� varyansl�, 0'da ortalanm�³

birlikte Gauss da§�l�m�na sahiptir. {BH
iδ : i = 1, 2, ..., n} Gauss de§i³kenleri

kullan�larak kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen de§eri
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için a³a§�daki alt s�n�r yaz�labilir:

E(maks
0≤i≤n

(BH
iδ ) ≤ E(SH1 ).

{BH
iδ : i = 1, 2, ..., n} de§i³kenleri, FDSB Gauss de§i³kenleri oldu§undan Ross

[22] hesaplama yöntemi ile {BH
iδ : i = 1, 2, ..., n} Gauss de§i³kenlerinin maksimum

de§i³keninin beklenen de§eri için, dolay�s�yla kesirli Brown hareketinin supremum

de§i³keninin beklenen de§eri için alt s�n�r de§erleri hesaplanabilir. Ross [22]

hesaplama yönteminde kullan�lan bij de§erleri {BH
iδ : i = 1, 2, ..., n} de§i³kenleri

için

bij = E[(BH
iδ −BH

jδ)
2]

= E[(BH
iδ )2 + (BH

jδ)
2 − 2BH

iδB
H
jδ ]

= E[(BH
iδ )2] + E[(BH

jδ)
2]− 2E[BH

iδB
H
jδ ] (4.6)

= (iδ)2H + (jδ)2H − [(iδ)2H + (jδ)2H − |iδ − jδ|2H ]

= |iδ − jδ|2H

³eklinde hesaplan�r.

E³itlik (4.6) ile verilen bij de§erleri kullan�larak Ross [22] hesaplama yöntemi ile

farkl� Hurst parametrelerine sahip ve 1 zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown

hareketinin supremum de§i³keninin beklenen de§eri üzerine alt s�n�r de§erleri

hesaplanm�³t�r. Elde etti§imiz bu sonuçlar Çizelge 4.1'de gösterilmi³tir.

Çizlege 4.1'de verilen FDSBS alt s�n�r de§erleri, Ross [22] hesaplama yönteminde

farkl� da§�l�ma sahip ve ba§�ms�z Gauss de§i³kenleri kullan�larak elde edilmi³tir.

FDSTB alt s�n�r de§erleri ise Ross [22] hesaplama yönteminde farkl� da§�l�ma

sahip tam ba§�ml� Gauss de§i³kenleri kullan�larak hesaplanm�³t�r. Hesaplamalar

farkl� örneklem say�lar� için yap�lm�³t�r. Çizelge 4.1'den görülece§i üzere alt s�n�r

de§erleri örneklem say�s� artt�kça azalmaktad�r. Yani, alt s�n�r de§erleri örneklem

say�s� artt�kça iyi bir performans göstermemektedir. Sürekli bir süreç olan

kesirli Brown hareketinin supremum de§i³kenine kesikli bir sürecin supremum

de§i³keni ile yakla³�ld�§�nda iyi sonuçlar elde edilmedi§i görülmü³tür. S�n�r

de§erleri kendi aralar�nda kar³�la³t�r�ld�§�nda FDSBS sonuçlar�n�n daha iyi oldu§u

gözlemlenmi³tir.
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Çizelge 4.1: Ross [22] hesaplama yöntemi ile 1 zaman�na kadar tan�ml� olan
kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen de§eri için elde edilen
sonuçlar

n=10 n=20 n=30 n=40 n=50 n=60

H
=
0,
5

FDSBS Alt S�n�r 0,3679 0,3177 0,2756 0,2522 0,2347 0,2217

FDSTB Alt S�n�r 0,1979 0,1559 0,1347 0,1223 0,1111 0,1032

H
=
0,
6

FDSBS Alt S�n�r 0,2955 0,2338 0,2009 0,1760 0,1599 0,1474

FDSTB Alt S�n�r 0,1673 0,1249 0,1035 0,0902 0,0806 0,0728

H
=
0,
7

FDSBS Alt S�n�r 0,2389 0,1736 0,1428 0,1236 0,1101 0,0991

FDSTB Alt S�n�r 0,1395 0,0995 0,0800 0,0669 0,0583 0,0523

H
=
0,
8

FDSBS Alt S�n�r 0,1906 0,1308 0,1036 0,0873 0,0758 0,0672

FDSTB Alt S�n�r 0,1171 0,0790 0,0612 0,0511 0,0436 0,0384

H
=
0,
9

FDSBS Alt S�n�r 0,1526 0,0954 0,0729 0,0595 0,0501 0,0447

FDSTB Alt S�n�r 0,0982 0,0623 0,0471 0,0387 0,0329 0,0296

4.2 Min-z Alt S�n�r�

{BH
t : t ≥ 0}, (Ω,F ,P) olas�l�k uzay� üzerinde tan�ml� kesirli Brown hareketinin

supremum de§i³keni

SHt = sup
0≤u≤t

(BH
u )

³eklinde tan�mlan�r. Kesirli Brown hareketini kesikli hale getirme yöntemi ile

sürece Gauss de§i³kenleri kullan�larak yakla³�lm�³t�r. [0, t] zaman aral�§�n� n tane

zaman aral�§�na bölerek, δ = t/n olmak üzere {BH
iδ : i = 1, 2, ..., n} kesikli Gauss

de§i³kenleri elde edilmi³tir. Elde edilen {BH
iδ : i = 1, 2, ..., n} de§i³kenlerinin

her biri farkl� varyansl�, 0'da ortalanm�³ Gauss da§�l�m�na sahiptir. {BH
iδ : i =

1, 2, ..., n} de§i³kenleri kullan�larak kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keni

için a³a§�daki alt s�n�r yaz�labilir:

maks
0≤i≤n

(BH
iδ ) ≤ SHt . (4.7)

(4.7) e³itsizli§inde her iki taraf�n beklenen de§eri al�n�rsa,

E(maks
0≤i≤n

(BH
iδ )) ≤ E(SHt ) (4.8)
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e³itsizli§i elde edilir.

Kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen de§eri için bir

ba³ka alt s�n�r kümülatif da§�l�m fonkisyonu ve standardize edilmi³ de§i³kenler

kullan�larak bulunabilir.

Önerme 4.2.1. {Xi : i = 1, 2, ...}, beklenen de§eri µi ve varyans� σ
2
i olan rastgele

de§i³kenler olmak üzere;

P{maks
i
Xi > x} ≥ 1− Φ(min

i

x− µi
σ2
i

) (4.9)

dir [22].

Teorem 4.2.1. {BH
t : t ≥ 0}, (Ω,F ,P) olas�l�k uzay� üzerinde tan�ml� kesirli

Brown hareketi ve δ = t/n olmak üzere {BH
iδ : i = 1, 2, ..., n} Gauss de§i³kenleri,

kesirli Brown hareketini kesikli hale getirme yöntemi ile elde edilen de§i³kenler

olsun. O halde,
t2H√

2π
≤ E(maks

1≤i≤n
(BH

iδ ))

e³itsizli§i sa§lan�r.

�spat. E(BH
iδ ) = 0, i = 1, 2, ..., n ve V ar(BH

iδ ) = (iδ)2H , i = 1, 2, ..., n oldu§undan

Önerme 4.2.1'den

E(maks
1≤i≤n

(BH
iδ )) =

∫ ∞
0

P (maks
1≤i≤n

BH
iδ ) > x)dx

≥
∫ ∞

0

(1− Φ( min
1≤i≤n

x

(iδ)2H
))dx

=

∫ ∞
0

(1− Φ(
x

maks
1≤i≤n

(iδ)2H
))dx

=

∫ ∞
0

(1− Φ(
x

t2H
))dx

=

∫ ∞
0

P (z >
x

t2H
)dx

e³itsizli§i yaz�l�r. Burada z ∈ N(0, 1) oldu§undan

E(maks
1≤i≤n

BH
iδ ) ≥

∫ ∞
0

P (z >
x

t2H
)dx

=

∫ ∞
0

∫ ∞
x

t2H

1√
2π
e−

z2

2 dzdx

=
t2H√

2π
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elde edilir.

Teorem 4.2.1 ve (4.8) e³itsizli§i kullan�larak t zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli

Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen de§eri için

t2H√
2π
≤ E(maks

0≤i≤n
(BH

iδ )) ≤ E(SHt )

e³itsizli§i elde edilir.

4.3 Simülasyon Sonuçlar�

Kesirli Brown hareketinin supremum de§i³kenin beklenen de§eri için bilgisayar

ortam�nda simülasyon de§erleri hesaplanm�³t�r. Farkl� Hurst parametreleri,

farkl� zamanlar ve farkl� simülasyon say�s� kullan�larak Matlab program�nda

Abry ve Sellan [1] taraf�ndan verilen benzetimler yöntemi ile kesirli Brown

Hareketi üretilmi³tir. Üretilen her bir kesirli Brown hareketinin supremum

de§eri gözlemlenmi³tir ve gözlemlenen supremum de§erlerinin beklenen de§eri

hesaplanm�³t�r. 100000 ad�ml� ve 100000 benzetimli kesirli Brown hareketinden

elde edilen sonuçlar Çizelge 4.2'de verilmi³tir.

Çizelge 4.2: 100000 ad�ml� ve 100000 benzetimli kesirli Brown hareketinin
supremum de§i³keninin beklenen de§eri için simülasyon sonuçlar�

Hurst Parametresi Simülasyon Sonuçlar�

0,5 252,3

0,6 524,4

0,7 1051,2

0,8 1976

0,9 3321,8

Sabit bir t zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin supremum

de§i³keninin beklenen de§eri ve özbenzerlik özelli§i kullan�larak 1 zaman�na kadar

tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen de§eri için

E(SH1 ) =
E(SHt )

tH
(4.10)

28



e³itli§i elde edilir. Çizelge 4.2'de verilen simülasyon sonuçlar� ve (4.10) e³itli§i

kullan�larak 1 zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin supremum

de§i³keninin beklenen de§eri için elde edilen simülasyon sonuçlar� Çizelge 4.3'te

verilmi³tir.

Çizelge 4.3: 1 zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin supremum
de§i³keninin beklenen de§eri için simülasyon sonuçlar�

Hurst Parametresi Simülasyon Sonuçlar�

0,5 0,79784

0,6 0,52440

0,7 0,33242

0,8 0,19760

0,9 0,10504

Çizelge 4.3'ten ula³t�§�m�z gözlemler:

1. Çizelge 4.3'ten görüldü§ü üzere E(S0,5
1 ) de§eri 0, 7978 olarak bulunmu³tur

ki bu de§er literatürde var olan teorik de§er ile örtü³mektedir [5].

2. Çizelge 4.3'ten görüldü§ü üzere H = 0, 9 parametreli kesirli Brown

hareketinin supremum de§i³keninin beklenen de§eri, 1 zaman�na kadar

tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen

de§eri için alt s�n�r ve H = 0, 5 parametreli kesirli Brown hareketinin

supremum de§i³keninin beklenen de§eri, 1 zaman�na kadar tan�ml� olan

kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen de§eri için üst

s�n�r olu³turmaktad�r. Bu sonuç [20]'de ifade edilmi³tir.

3. Kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen de§eri için

[20]'de verilen √
2

2
√
π
≤ E(SH1 ) ≤

√
2√
π

s�n�rlar kullanarak alt s�n�r 0, 39904 ve üst s�n�r 0, 79809 olarak hesa-

plan�r. Çizelge 4.3'e bak�ld�§�nda teorik üst s�n�r�n simülasyon sonuçlar�

ile örtü³tü§ü, fakat teorik alt s�n�r�n simülasyon sonuçlar� ile örtü³medi§i

görülmektedir.
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Abry ve Sellan [1] taraf�ndan verilen benzetimler yöntemi kesirli Brown hareke-

tinin simülasyonu için kullan�lan yakla³�k bir yöntemdir ve H > 1/2 için

hata pay�n�n oldu§u bilinmektedir. Bu sebeple, kesirli Brown hareketinin

simülasyonu için kesin bir yöntem olan Cholesky benzetimler yöntemi kullan�larak

sonuçlar elde edilmi³tir. Cholesky benzetimler yöntemi kesirli Brown hareketinin

simülasyonu için kesin yöntem oldu§undan, Abry ve Sellan [1] benzetimler

yöntemine göre daha kesin sonuçlar verir.

Cholesky Benzetimler Yöntemi

X0, X1... kesirli Gauss de§i³kenleri ve {Xi : i = 0, 1...} de§i³kenlerinin kovaryans

matrisi Γ(n) olsun. Kovaryans matrisi Γ(n), L(n) (n + 1)x(n + 1) alt üçgensel

matris olmak üzere

Γ(n) = L(n)L(n)′

³eklinde yaz�labilir. L(n)'nin (i, j) eleman� lij, L(n)L(n)′ ile Γ(n)'n�n (i, j)

elemanlar� e³it oldu§undan

γ(i− j) =

j∑
k=0

likljk, j ≤ i

e³itli§i kullan�larak hesaplanabilir. i = j = 0 için γ(0) = l200 ve i = j = 1

için γ(1) = l10l00, γ(0) = l210 + l211 denklemleri elde edilir. Bu ³ekilde L(n)'nin

elemanlar� hesaplanabilir.

V (n) = (Vi)i=0,...,n, elemanlar� ba§�ms�z ve farkl� da§�l�ma sahip standart normal

rastgele de§i³kenler olan bir n+1 sütun vektörü olsun. O halde X(n) = L(n)V (n)

³eklinde yaz�labilir. Her n ≥ 0 için E(X(n)) = 0 ve X(n)'nin kovaryans matrisi

Cov(X(n)) = Cov(L(n)V (n)) = L(n)Cov(V (n))L(n)′ = L(n)L(n)′ = Γ(n)

dir [15].

Farkl� Hurst parametreleri, farkl� zamanlar ve farkl� simülasyon say�s� kullan�larak

Matlab program�nda Cholesky benzetimler yöntemi ile Kesirli Brown Hareketi

üretilmi³tir. Üretilen her bir kesirli Brown hareketinin supremum de§eri gözlem-

lenmi³tir ve gözlemlenen supremum de§erlerinin beklenen de§eri hesaplanm�³t�r.

10000 ad�ml� ve 10000 benzetimli kesirli Brown hareketinden elde edilen sonuçlar

Çizelge 4.4'te verilmi³tir.
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Çizelge 4.4: Cholesky benzetimler yöntemi ile üretilen 10000 ad�ml� ve 10000
benzetimli kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen de§eri için
simülasyon sonuçlar�

Hurst Parametresi Cholesky Simülasyon Sonuçlar�

0,5 79,4

0,6 163,5

0,7 363,1

0,8 776,3

0,9 1740,8

Çizelge 4.4'te verilen simülasyon sonuçlar� ve (4.10) e³itli§i kullan�larak 1

zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin

beklenen de§eri için elde edilen simülasyon sonuçlar� Çizelge 4.5'te verilmi³tir.

Çizelge 4.5: Cholesky benzetimler yöntemi ile üretilen 1 zaman�na kadar tan�ml�
olan kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen de§eri için
simülasyon sonuçlar�

Hurst Parametresi Cholesky Simülasyon Sonuçlar�

0,5 0,79400

0,6 0,65091

0,7 0,57547

0,8 0,48981

0,9 0,43727

Çizelge 4.5'ten ula³t�§�m�z gözlemler:

1. Çizelge 4.5'ten görüldü§ü üzere E(S0,5
1 ) de§eri 0, 794 olarak bulunmu³tur ki

bu de§er literatürde var olan teorik de§er ile örtü³mektedir [5].

2. Çizelge 4.5'ten görüldü§ü üzere H = 0, 9 parametreli kesirli Brown

hareketinin supremum de§i³keninin beklenen de§eri, 1 zaman�na kadar

tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen

de§eri için alt s�n�r ve H = 0, 5 parametreli kesirli Brown hareketinin

supremum de§i³keninin beklenen de§eri, 1 zaman�na kadar tan�ml� olan
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kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen de§eri için üst

s�n�r olu³turmaktad�r. Bu sonuç [20]'de ifade edilmi³tir.

3. Kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen de§eri için

[20]'de verilen √
2

2
√
π
≤ E(SH1 ) ≤

√
2√
π

s�n�rlar kullan�larak alt s�n�r 0, 39904 ve üst s�n�r 0, 79809 olarak hesaplan�r.

Çizelge 4.5'e bak�ld�§�nda teorik alt ve üst s�n�rlar�n simülasyon sonuçlar�

ile örtü³tü§ü görülmektedir.
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5. MAKS�MUM KAYIP

DE���KEN� ÜZER�NE

L�TERATÜR ÖZET�

5.1 Standart Brown Hareketinin MaksimumKay�p

De§i³keni

Bu bölümde, standart Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³kenin da§�l�m�

ve beklenen de§eri ile ilgili literatürde yer alan sonuçlar özetlenecektir.

Teorem 5.1.1. W , 1 zaman�na kadar tan�ml� standart Brown hareketi ve

M1 := sup{Wu −Wv : 0 ≤ u ≤ v ≤ 1} standart Brown hareketinin maksimum

kay�p de§i³keni olsun. O halde,

E(M1)=̃1, 25331

dir [5].

�spat. W , 0 zaman�ndan ba³layan standart Brown hareketi ve T , λ parametreli

üstel da§�l�ma sahip ve W de§i³keninden ba§�ms�z bir rastgele de§i³ken olsun.

T zaman�na kadar tan�ml� olan standart Brown hareketinin maksimum kay�p

de§i³keni

MT := sup{Wu −Wv : 0 ≤ u ≤ v ≤ T}

³eklinde tan�mlan�r. Standart Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin
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da§�l�m fonksiyonu

P0(MT > a) = P+
0 (Ha < T ) =

∫ ∞
0

P (Ha < t|T = t)P (T = t)dt

=

∫ ∞
0

E+
0 I(Ha<t|T=t)P (T = t)dt

= E+
0

∫ ∞
0

I(Ha<t|T=t)P (T = t)dt

= E+
0 P (T > Ha) = E+

0 (e−λHa)

dir. Burada P+
0 , 0 zaman�ndan ba³layan yans�t�lm�³ Brown hareketinin olas�l�k

fonksiyonunu ve E+
0 , 0 zaman�ndan ba³layan yans�t�lm�³ Brown hareketi için

beklenen de§er operatörünü ifade etmektedir.

0 zaman�ndan ba³layan yans�t�lm�³ Brown hareketi Markov sürecidir ve 0 ≤ b ≤ a

için m = Hb olmak üzere Ha = Hb + Ha(ω
+
m) d�r. m, Fm ölçülebilir oldu§undan

W (ω+
m), m = Hb zaman�nda Wm = b konumunda yeni bir ba³lang�ç yapar. O

halde,

E+
0 (e−λHa) = E+

0 (e−λHbE+
0 (e−λHa(ω+

m)|Fm)) = E+
0 (e−λHb)E+

b (e−λHa)

dir. λ ≥ 0 için

Ex(e
−λHa) :=


g1(x)
g1(a)

g2(x)
g2(a)

, x ≤ a

, x ≥ a

³eklinde tan�mlans�n. O halde, 0 ≤ b ≤ a için

E+
0 (e−λHa) =

g1(0)

g1(a)

elde edilir.

Ito ve McKean [16] taraf�ndan homojen difüzyon sürecinin a ≥ 0 seviyesine ilk

ula³t�§� zaman�n Laplace dönü³ümü için a³a§�daki teorem verilmi³tir.

Teorem 5.1.2. Xt, bir X0 = x ∈ R noktas�ndan ba³layan homojen difüzyon

süreci olsun ve bu sürecin sonsuz küçük üreticini L ile gösterelim. O halde, x < a

olmak üzere Ha = inf{t > 0 : Xt = a} n�n Laplace dönü³ümü u(x, λ) := Ex[e
Haτ ]

a³a§�daki Sturm -Liouville s�n�r de§er problemini çözer.

Lu(x, λ) = λu(x, λ)

u(x, λ)|x=a = 1

lim
x→−∞

u(x, λ) = 0.
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G, standart Brown hareketinin üreteci olmak üzere Teorem 5.1.2'ye göre g1,

Gg1 = λg1

denkleminin çözümüdür. Denk olarak g1,

1

2

d2g1

dx2
+ µ

dg1

dx
− λg1 = 0 (5.1)

denkleminin de çözümüdür. Yukar�da verilen (5.1) diferensiyel denklemi ikinci

mertebeden sabit katsay�l� bir diferensiyel denklemdir ve karakteristik denklemi

r2 + 2µr − 2λ = 0

d�r. O halde, (5.1) diferensiyel denkleminin çözümü

g1 = c1e
(−µ+
√
µ2+2λ)x + c2e

(−µ−
√
µ2+2λ)x

olarak bulunur. Ba³lang�ç ko³ullar� g1(0) = 1 ve g′1(0) = 0 oldu§undan

c1 + c2 = 1

ve

c1(−µ+
√
µ2 + 2λ) + c2(−µ−

√
µ2 + 2λ) = 0

d�r. Buradan

c1 =
µ

2
√
µ2 + 2λ

+
1

2

c2 =
1

2
− µ

2
√
µ2 + 2λ

elde edilir. O halde, maksimum kay�p de§i³keninin da§�l�m fonksiyonu

P0(MT > a) = E+
0 (e−λHa) =

1

ψλ(a;µ)

olarak bulunur. Burada

ψλ(a;µ) :=
1

eaµ
(cosh(a

√
2λ+ µ2) +

µ√
2λ+ µ2

sinh(a
√

2λ+ µ2))

dir. E(Wt)t≥0 = µ = 0 oldu§undan P0(MT > a) = 1
cosh(a

√
2λ)

elde edilir. T , λ

parametreli üstel da§�l�ma sabit bir rastgele de§i³ken oldu§undan

E(T p/2) = λ

∫ ∞
0

tp/2e−λt =
Γ(2+p

2
)

λ
p
2
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dir. O halde, T zaman�na kadar tan�ml� olan standart Brown hareketinin

maksimum kay�p de§i³keninin olas�l�k yo§unluk fonksiyonu ve Brown hareketinin

ölçeklendirme özelli§i kullan�larak 1 zaman�na kadar tan�ml� olan standart Brown

hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§eri

E(M1) =
E(MT )

E(
√
T )

=
2
√
λ√
π

∫ ∞
0

P (MT > b)db =
2
√
λ√
π

∫ ∞
0

1

cosh(b
√

2λ)
db

³eklinde hesaplan�r. b
√

2λ = u de§i³ken de§i³tirmesi yap�larak

E(M1) =
E(MT )

E(
√
T )

=

√
2√
π

∫ ∞
0

1

cosh(u)
du (5.2)

elde edilir. 1
cosh(u)

= 2e−u

1+e−2u e³itli§i (5.2) e³itli§inde yerine yaz�l�rsa,

E(M1) =

√
2√
π

∫ ∞
0

2e−u

1 + e−2u
du

elde edilir. e−u = z de§i³ken de§i³tirmesi yap�ld�§�nda

E(M1) =

√
2√
π

∫ ∞
0

2

1 + z2
dz =

2
√

2√
π

π

4
=̃1, 25331

olarak bulunur.

5.2 Kesirli Brown Hareketinin Maksimum Kay�p

De§i³keni

Bu bölümde, 1 zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin maksimum

kay�p de§i³keninin beklenen de§eri için literatürde var olan alt ve üst s�n�rlardan

bahsedilecektir.

Teorem 5.2.1. 1 zaman�na kadar tan�ml� olan BH kesirli Brown hareketinin

maksimum kay�p de§i³keni için

√
2

2
√
π
≤ E(MH

1 ) ≤ 2
√

2√
π

e³itsizli§i sa§lan�r [8].
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�spat. E(SH1 ) ≤
√

2√
π
oldu§u biliniyor [27]. Ortalanm�³ Gauss sürecinin simetri

özelli§inden E(IH1 ) ≥ −
√

2√
π
oldu§u görülür. RH

1 = SH1 −IH1 oldu§undan yukardaki

iki sonuç birle³tirilirse sürecin menzil de§i³kenin beklenen de§eri için

E(RH
1 ) ≤ 2

√
2√
π

e³itsizli§i yaz�l�r.

Aç�kça görülece§i üzere, ∀ t ≥ 0 için

IHt := − inf
0≤u≤t

BH
u ≤ sup

0≤v≤t
( sup
0≤u≤v

(BH
u −BH

v )) = MH
t ≤ RH

t

dir. Böylece

−E(IH1 ) ≤ E(MH
1 ) ≤ E(RH

1 ) ≤ 2
√

2√
π

(5.3)

elde edilir.

Kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen de§eri için
√

2

2
√
π
≤ E(SH1 ) ≤

√
2√
π

e³itsizli§i verilmi³tir [20]. E(SH1 ) = −E(IH1 ) oldu§undan (5.3) e³itsizli§i

kullan�larak √
2

2
√
π
≤ E(MH

1 ) ≤ 2
√

2√
π

elde edilir.

Teorem 5.2.1 ve kesirli Brown hareketinin özbenzerlik özelli§i kullan�larak

herhangi bir t zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin maksimum

kay�p de§i³keninin beklenen de§eri için a³a§�daki sonuç bulunur.

Sonuç 5.2.1. Herhangi bir t zaman�na kadar tan�ml� olan BH kesirli Brown

hareketinin maksimum kay�p de§i³keni için
√

2

2
√
π
tH ≤ E(MH

t ) ≤ 2
√

2√
π
tH

e³itsizli§i sa§lan�r.

Kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§eri için

Ça§lar ve Vardar [8] taraf�ndan alt s�n�r de§eri hesaplanm�³t�r. Bu sonuca ula³mak

için a³a§�da verilen önerme kullan�lm�³t�r.
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Önerme 5.2.1. {Xu : 0 ≤ u ≤ t}, beklenen de§eri µ ve varyans� σ2 olan rastgele

de§i³kenler olmak üzere

P{maks
0≤u≤t

Xu > x} ≥ 1− Φ(min
0≤u≤t

x− µ
σ2

) (5.4)

dir [22].

Teorem 5.2.2. {BH
t : t ≥ 0}, (Ω,F ,P) olas�l�k uzay� üzerinde tan�ml� kesirli

Brown hareketi ve MH
t = sup

0<u<v<t
(BH

u −BH
v ) kesirli Brown hareketinin maksimum

kay�p de§i³keni olsun. O halde

t2H√
2π
≤ E(MH

t )

e³itsizli§i sa§lan�r [8].

�spat.

MH
t = sup

0<u<v<t
(BH

u −BH
v ) = sup

0<v<t
sup

0<u<v
(BH

u −BH
v ) (5.5)

³eklinde yaz�l�r. (5.5) e³itli§inin her iki taraf�n�n beklenen de§erini al�narak ve

Jensen e³itsizli§i kullan�larak

E(MH
t ) = E( sup

0<v<t
sup

0<u<v
(BH

u −BH
v )) ≥ sup

0<v<t
E( sup

0<u<v
(BH

u −BH
v ))

elde edilir. Ça§lar ve Vardar [8] kay�p sürecinin da§�l�m� için a³a§�daki önermeyi

vermi³lerdir.

Önerme 5.2.2. {BH
t : t ≥ 0}, (Ω,F ,P) olas�l�k uzay� üzerinde tan�ml� kesirli

Brown hareketi ve {Xv := sup
0≤u≤v

(BH
u − BH

v ), v ≥ 0} kay�p süreci olsun. O halde,

{XH
v : v ≥ 0} ve {SHv : v ≥ 0} ayn� da§�l�ma sahiptir [8].

Önerme 5.2.2'den

E(MH
t ) ≥ sup

0<v<t
E( sup

0<u<v
(BH

u −BH
v ))

= sup
0<v<t

E( sup
0<u<v

(BH
u ))

= sup
0<v<t

∫ ∞
0

P ( sup
0<u<v

(BH
u ) > x)dx
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e³itsizli§i yaz�l�r. E(BH
t ) = 0, t ≥ 0 ve V ar(BH

t ) = t2H , t ≥ 0 oldu§undan Önerme

5.2.1 kullan�larak

E(MH
t ) ≥ sup

0<v<t

∫ ∞
0

P ( sup
0<u<v

BH
u > x)dx

≥ sup
0<v<t

∫ ∞
0

1− Φ( min
0<u<v

x

u2H
)dx

= sup
0<v<t

∫ ∞
0

P (z > min
0<u<v

x

u2H
)dx

= sup
0<v<t

∫ ∞
0

P (z >
x

maks
0<u<v

u2H
)dx

= sup
0<v<t

∫ ∞
0

P (z >
x

v2H
)dx

yaz�l�r. Burada z ∈ N(0, 1) oldu§undan

E(MH
t ) ≥ sup

0<v<t

∫ ∞
0

P (z >
x

v2H
)dx

= sup
0<v<t

∫ ∞
0

∫ ∞
x

v2H

1√
2π
e−

z2

2 dzdx

= sup
0<v<t

v2H

√
2π

=
t2H√

2π

elde edilir.
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6. KES�RL� BROWN

HAREKET�N�N MAKS�MUM

KAYIP DE���KEN� ÜZER�NE

SONUÇLARIMIZ

Bu bölümde, kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keni için elde

etti§imiz teorik ve nümerik s�n�rlar ile simülasyon sonuçlar� incelenecektir.

6.1 Kesikli Süreç ve Birlikte Gauss Da§�l�m� ile

S�n�rlar Hesaplanmas�

{BH
t : t ≥ 0}, (Ω,F ,P) olas�l�k uzay� üzerinde tan�ml� kesirli Brown hareketi

olmak üzere maksimum kay�p de§i³keni

MH
t = sup

0≤u≤v≤t
(BH

u −BH
v )

³eklinde tan�ml�d�r. Kesirli Brown hareketini kesikli hale getirme yöntemi ile

sürece Gauss de§i³kenleri kullan�larak yakla³�lm�³t�r. n→∞ iken sürece daha da

yakla³�l�r. [0, t] zaman aral�§�n� n tane zaman aral�§�na bölerek, δ = t/n olmak

üzere {BH
iδ : i = 1, 2, ..., n} Gauss de§i³kenleri elde edilmi³tir. Elde edilen {BH

iδ −
BH

(i−j)δ : i = 1, 2, ..., n; j = 1, 2, ..., i} de§i³kenlerinin her biri farkl� varyansl�,

0'da ortalanm�³ Gauss da§�l�m�na sahiptir. Kesirli Brown hareketinin kovaryans

tan�m�ndan {BH
iδ − BH

(i−j)δ : i = 1, 2, ..., n; j = 1, 2, ..., i} de§i³kenleri aras�ndaki
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kovaryans matrisi

Cov(BH
iδ −BH

(i−j)δ, B
H
kδ −BH

(k−l)δ) = E((BH
iδ −BH

(i−j)δ)(B
H
kδ −BH

(k−l)δ))

= E(BH
iδB

H
kδ)− E(BH

iδB
H
(k−l)δ)

− E(BH
(i−j)δB

H
kδ) + E(BH

(i−j)δB
H
(k−l)δ)

=
1

2
((iδ)2H + (kδ)2H − |iδ − kδ|2H)

− 1

2
((iδ)2H + ((k − l)δ)2H)

+
1

2
(|iδ − (k − l)δ|2H)

− 1

2
(((i− j)δ)2H + (kδ)2H)

+
1

2
(|(i− j)δ − kδ|2H)

+
1

2
(((i− j)δ)2H + ((k − l)δ)2H)

− 1

2
(|(i− j)δ − (k − l)δ|2H)

=
1

2
(|iδ − (k − l)δ|2H + |(i− j)δ − kδ|2H

− |iδ − kδ|2H − |(i− j)δ − (k − l)δ|2H)

ile olu³turulur. Burada i = 1, 2, ..., n, j = 1, 2, ...i, k = 1, 2, ..., n, l =

1, 2, ...k ³eklinde al�nm�³t�r. Kovaryans matrisine bakt�§�m�zda görüyoruz ki,

{BH
iδ − BH

(i−j)δ : i = 1, 2, ..., n; j = 1, 2, ..., i} de§i³kenleri birbirinden ba§�ms�z

de§ildir. {BH
iδ − BH

(i−j)δ : i = 1, 2, ..., n; j = 1, 2, ..., i} de§i³kenleri kullan�larak
kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keni için a³a§�daki alt s�n�r

yaz�labilir:

maks
0≤i≤n,0≤j≤i

(BH
iδ −BH

(i−j)δ) ≤MH
t . (6.1)

(6.1) e³itsizli§inde her iki taraf�n beklenen de§eri al�n�rsa,

E( maks
0≤i≤n,0≤j≤i

(BH
iδ −BH

(i−j)δ)) ≤ E(MH
t )

e³itsizli§i elde edilir.

1 zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketini kesikli hale getirme

yöntemi ile, yani [0, 1] zaman aral�§�n� n tane zaman aral�§�na bölerek, δ = 1/n

olmak üzere {BH
iδ : i = 1, 2, ..., n} de§i³kenleri elde edilmi³tir. Elde edilen

{BH
iδ − BH

(i−j)δ : i = 1, 2, ..., n; j = 1, 2, ..., i} aral�klar�n�n her biri farkl�
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varyansl�, 0'da ortalanm�³ birlikte Gauss da§�l�m�na sahiptir, yani FDSB Gauss

de§i³kenleridir.

{BH
iδ −BH

(i−j)δ : i = 1, 2, ..., n; j = 1, 2, ..., i} de§i³kenleri kullan�larak kesirli Brown
hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§eri için a³a§�daki alt s�n�r

yaz�labilir:

E( maks
0≤i≤n,0≤j≤i

(BH
iδ −BH

(i−j)δ)) ≤ E(MH
1 ).

{BH
iδ−BH

(i−j)δ : i = 1, 2, ..., n; j = 1, 2, ..., i} de§i³kenleri, FDSB Gauss de§i³kenleri

oldu§undan Ross [22] hesaplama yöntemi ile {BH
iδ − BH

(i−j)δ : i = 1, 2, ..., n; j =

1, 2, ..., i} de§i³kenlerinin maksimum de§i³keninin beklenen de§eri için, dolay�s�yla

kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§eri için alt

s�n�r de§erleri hesaplanabilir. Ross [22] hesaplama yönteminde kullan�lan bij

de§erleri, {BH
iδ −BH

(i−j)δ : i = 1, 2, ..., n; j = 1, 2, ..., i} de§i³kenleri için

bij = E[((BH
iδ −BH

(i−j)δ)− (BH
kδ −BH

(k−l)δ))
2]

= E((BH
iδ −BH

(i−j)δ)
2)− 2E((BH

iδ −BH
(i−j)δ)(B

H
kδ −BH

(k−l)δ))

+ E((BH
kδ −BH

(k−l)δ)
2) (6.2)

= j2H + l2H − (|iδ − (k − l)δ|2H + |(i− j)δ − kδ|2H

− |iδ − kδ|2H − |(i− j)δ − (k − l)δ|2H)

³eklinde hesaplan�r.

E³itlik (6.2) ile verilen bij de§erleri kullan�larak Bölüm 4.1'de aç�klanan Ross [22]

hesaplama yöntemi ile farkl� Hurst parametrelerine sahip ve 1 zaman�na kadar

tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin beklenen

de§eri için nümerik alt s�n�r de§erleri hesaplanm�³t�r. Elde etti§imiz bu sonuçlar

Çizelge 6.1'de gösterilmi³tir.

42



Çizelge 6.1: Ross [22] hesaplama yöntemi ile 1 zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli
Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§eri için elde edilen
sonuçlar

n=10 n=20 n=30 n=40 n=50 n=60

H
=
0,
5

FDSBS Alt S�n�r 0,6551 0,5753 0,5171 0,4753 0,4434 0,4180

FDSTB Alt S�n�r 0,1621 0,1294 0,1056 0,0903 0,0872 0,0735

H
=
0,
6

FDSBS Alt S�n�r 0,4855 0,3954 0,3407 0,3040 0,2772 0,2566

FDSTB Alt S�n�r 0,1250 0,0956 0,0579 0,0624 0,0535 0,0487

H
=
0,
7

FDSBS Alt S�n�r 0,3550 0,2645 0,2179 0,1886 0,1680 0,1526

FDSTB Alt S�n�r 0,1055 0,0695 0,0491 0,0425 0,0305 0,0320

H
=
0,
8

FDSBS Alt S�n�r 0,2688 0,1830 0,1432 0,1196 0,1038 0,0922

FDSTB Alt S�n�r 0,0859 0,0478 0,0357 0,0274 0,0192 0,0199

H
=
0,
9

FDSBS Alt S�n�r 0,2010 0,1324 0,1005 0,0819 0,0696 0,0609

FDSTB Alt S�n�r 0,0674 0,0348 0,0201 0,0200 0,0127 0,0138

Çizelge 6.1'de verilen FDSBS alt s�n�r de§erleri Ross [22] hesaplama yönte-

minde farkl� da§�l�ma sahip ve ba§�ms�z Gauss de§i³kenleri kullan�larak elde

edilmi³tir. FDSTB alt s�n�r de§erleri ise Ross [22] hesaplama yönteminde farkl�

da§�l�ma sahip ve tam ba§�ml� Gauss de§i³kenleri kullan�larak hesaplanm�³t�r.

Hesaplamalar farkl� örneklem say�lar� için yap�lm�³t�r. Çizelge 6.1'den görülece§i

üzere alt s�n�r de§erleri örneklem say�s� artt�kça azalmaktad�r. Yani, alt s�n�r

de§erleri örneklem say�s� artt�kça iyi bir performans göstermemektedir. Sürekli

bir süreç olan kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³kenine kesikli bir

sürecin maksimum kay�p de§i³keni ile yakla³�ld�§�nda iyi sonuçlar elde edilmedi§i

görülmü³tür. Fakat, H = 0, 5 ve H = 0, 6 için hesaplanan FDSBS alt s�n�r

de§erleri literatürde var olan en iyi alt s�n�rlard�r. S�n�rlar kendi aralar�nda

kar³�la³t�r�ld�§�nda FDSBS alt s�n�r sonuçlar�n�n daha iyi oldu§u gözlemlenmi³tir.
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6.2 Min-z Alt S�n�r�

{BH
t : t ≥ 0}, (Ω,F ,P) olas�l�k uzay� üzerinde tan�ml� kesirli Brown hareketinin

maksimum kay�p de§i³keni

MH
t = sup

0≤u≤v≤t
(BH

u −BH
v )

³eklinde tan�ml�d�r. Kesirli Brown hareketini kesikli hale getirme yöntemi ile

sürece Gauss de§i³kenleri kullan�larak yakla³�lm�³t�r. n→∞ iken sürece daha da

yakla³�l�r. [0, t] zaman aral�§�n� n tane zaman aral�§�na bölerek, δ = t/n olmak

üzere {BH
iδ : i = 1, 2, ..., n} Gauss de§i³kenleri elde edilmi³tir. Elde edilen {BH

iδ −
BH

(i−j)δ : i = 1, 2, ..., n; j = 1, 2, ..., i} de§i³kenlerinin her biri farkl� varyansl�, 0'da

ortalanm�³ Gauss da§�l�m�na sahiptir. {BH
iδ −BH

(i−j)δ : i = 1, 2, ..., n; j = 1, 2, ..., i}
de§i³kenleri kullan�larak kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keni için

a³a§�daki alt s�n�r yaz�labilir:

maks
0≤i≤n,0≤j≤i

(BH
iδ −BH

(i−j)δ) ≤MH
t . (6.3)

(6.3) e³itsizli§inde her iki taraf�n beklenen de§eri al�n�rsa,

E( maks
0≤i≤n,0≤j≤i

(BH
iδ −BH

(i−j)δ)) ≤ E(MH
t ) (6.4)

e³itsizli§i elde edilir.

Kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§eri için bir

ba³ka alt s�n�r kümülatif da§�l�m fonkisyonu ve standardize edilmi³ de§i³kenler

kullan�larak bulunabilir.

Önerme 6.2.1. {Xi : i = 1, 2, ...}, beklenen de§eri µi ve varyans� σ
2
i olan rastgele

de§i³kenler olmak üzere

P{maks
i
Xi > x} ≥ 1− Φ(min

i

x− µi
σ2
i

) (6.5)

dir [22].

Teorem 6.2.1. {BH
t : t ≥ 0}, (Ω,F ,P) olas�l�k uzay� üzerinde tan�ml� kesirli

Brown hareketi ve δ = t/n olmak üzere {BH
iδ : i = 1, 2, ..., n} Gauss de§i³kenleri,

kesirli Brown hareketini kesikli hale getirme yöntemi ile elde edilen de§i³kenler

olsun. O halde,
t2H√

2π
≤ E( maks

1≤i≤n,1≤j≤i
(BH

iδ −BH
(i−j)δ))

e³itsizli§i sa§lan�r.
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�spat. E(BH
iδ − BH

(i−j)δ) = 0 ve V ar(BH
iδ − BH

(i−j)δ) = (jδ)2H , i = 1, 2, ..., n, j =

1, 2, ..., i oldu§undan Önerme 6.2.1'den

E( maks
1≤i≤n,1≤j≤i

(BH
iδ −BH

(i−j)δ)) =

∫ ∞
0

P ( maks
1≤i≤n,1≤j≤i

(BH
iδ −BH

(i−j)δ)) > x)dx

≥
∫ ∞

0

(1− Φ( min
1≤i≤n,1≤j≤i

x

(jδ)2H
))dx

=

∫ ∞
0

(1− Φ(
x

maks
1≤i≤n,1≤j≤i

(jδ)2H
))dx

=

∫ ∞
0

(1− Φ(
x

t2H
))dx

=

∫ ∞
0

P (z >
x

t2H
)dx

yaz�l�r. Burada z ∈ N(0, 1) oldu§undan

E( maks
1≤i≤n,1≤j≤i

(BH
iδ −BH

(i−j)δ)) ≥
∫ ∞

0

P (z >
x

t2H
)dx

=

∫ ∞
0

∫ ∞
x

t2H

1√
2π
e−

z2

2 dzdx

=
t2H√

2π

elde edilir.

Teorem 6.2.1 ve (6.4) e³itsizli§i kullan�larak t zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli

Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§eri için

t2H√
2π
≤ E( maks

0≤i≤n,0≤j≤i
(BH

iδ −BH
(i−j)δ)) ≤ E(MH

t )

e³itsizli§i elde edilir.

6.3 Sudakov-Fernique E³itsizli§i ile Teorik Üst

S�n�r

Bu bölümde, 1 zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin maksi-

mum kay�p de§i³keninin beklenen de§eri için elde etti§imiz teorik üst s�n�rdan

bahsedilecektir.
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Teorem 6.3.1. (Ω,F ,P) olas�l�k uzay� üzerinde, 1 zaman�na kadar tan�ml� olan

kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keni için

E(MH
1 ) = E( sup

0<u<v<1
(BH

u −BH
v )) ≤ E( sup

0<u<1

√
2B1/2

u ) =
2√
π

e³itsizli§i sa§lan�r.

�spat. {BH
u − BH

v , 0 ≤ u ≤ v} ve {
√

2B
1/2
u , u ≥ 0} ortalanm�³ Gauss süreçleri

oldu§undan Sudakov-Fernique e³itsizli§inden, her 0 ≤ u ≤ v ≤ 1 ve

0 ≤ u′ ≤ v′ ≤ 1 için

E((BH
u −BH

v )− (BH
u′ −BH

v′ ))
2 ≤ E(

√
2B

1/2
maks{u,v,u′,u′} −

√
2B

1/2
min{u,v,u′,u′})

2

e³itsizli§inin sa§land�§� gösterilirse ispat tamamlanm�³ olur.

Öncelikle E((BH
u − BH

v ) − (BH
u′ − BH

v′ ))
2 ve E(

√
2B

1/2
u −

√
2B

1/2
v )2 de§erlerini

hesaplayal�m.

E((BH
u −BH

v )− (BH
u′ −BH

v′ ))
2 = E((BH

u −BH
v )2)

− 2E((BH
u −BH

v )(BH
u′ −BH

v′ ))

+ E((BH
u′ −BH

v′ )
2)

= E((BH
u )2)− 2E(BH

u B
H
v ) + E((BH

v )2)

− 2E(BH
u B

H
u′ ) + 2E(BH

u B
H
v′ )

+ 2E(BH
v B

H
u′ )− 2E(BH

v B
H
v′ )

+ E((BH
u′ )

2)− 2E(BH
u′B

H
v′ ) + E((BH

v′ )
2)

= u2H − (u2H + v2H − |u− v|2H)

+ v2H − (u2H + u′2H − |u− u′|2H)

+ (u2H + v′2H − |u− v′|2H)

+ (v2H + u′2H − |v − u′|2H)

− (v2H + v′2H − |v − v′|2H) + u′2H

− (u′2H + v′2H − |u′ − v′|2H) + v′2H

= |u− v|2H + |u′ − v′|2H + |u− u′|2H

− |u− v′|2H − |v − u′|2H + |v − v′|2H (6.6)
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dir. Her 0 ≤ u ≤ v ≤ 1 için

E(
√

2B1/2
u −

√
2B1/2

v )2 = E(2(B1/2
u )2) + E(2(B1/2

v )2)− 2E(2B1/2
u B1/2

v )

= 2u+ 2v − 4min(u, v) = 2 |u− v|

dir. 0 ≤ u ≤ v ≤ 1 ve 1
2
< H < 1 oldu§undan ∀ u, v ∈ [0, 1] için

|u− v|2H ≤ u+ v − 2min(u, v) (6.7)

e³itsizli§i sa§lan�r. O halde (6.6) ve (6.7) e³itsizlikleri kullan�larak

E((BH
u −BH

v )− (BH
u′ −BH

v′ ))
2 = |u− v|2H + |u′ − v′|2H + |u− u′|2H

− |u− v′|2H − |v − u′|2H + |v − v′|2H

≤ |u− v|2H + |u′ − v′|2H

+ |u− u′|2H + |v − v′|2H

≤ u+ v − 2min(u, v)

+ u′ + v′ − 2min(u′, v′)

+ u+ u′ − 2min(u, u′)

+ v + v′ − 2min(v, v′) (6.8)

e³itsizli§i elde edilir. Buradan sonra u, v, u′, v′ nin durumlar�na göre

E((BH
u −BH

v )− (BH
u′ −BH

v′ ))
2 ≤ E(

√
2B

1/2
maks{u,v,u′,u′} −

√
2B

1/2
min{u,v,u′,u′})

2

e³itsizli§inin sa§land�§�n� gösterece§iz. u ≤ v ve u′ ≤ v′ oldu§u biliniyor.

• u ≤ v ≤ u′ ≤ v′ olsun. O halde (6.8) e³itsizli§i kullan�larak ∀ 0 ≤ u ≤ v′ ≤ 1

için

E((BH
u −BH

v )− (BH
u′ −BH

v′ ))
2 ≤ u+ v − 2min(u, v)

+ u′ + v′ − 2min(u′, v′)

+ u+ u′ − 2min(u, u′)

+ v + v′ − 2min(v, v′)

= v − u+ v′ − u′ + u′ − u+ v′ − v

= 2v′ − 2u

= 2v′ + 2u− 4min(v′, u)

= E(
√

2B
1/2
v′ −

√
2B1/2

u )2
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e³itsizli§i elde edilir.

• u ≤ u′ ≤ v ≤ v′ olsun. O halde (6.8) e³itsizli§i kullan�larak ∀ 0 ≤ u ≤ v′ ≤ 1

için

E((BH
u −BH

v )− (BH
u′ −BH

v′ ))
2 ≤ u+ v − 2min(u, v) + u′

+ v′ − 2min(u′, v′)

+ u+ u′ − 2min(u, u′)

+ v + v′ − 2min(v, v′)

= v − u+ v′ − u′ + u′ − u+ v′ − v

= 2v′ − 2u

= 2v′ + 2u− 4min(v′, u)

= E(
√

2B
1/2
v′ −

√
2B1/2

u )2

e³itsizli§i elde edilir.

• u ≤ u′ ≤ v′ ≤ v olsun. O halde (6.8) e³itsizli§i kullan�larak ∀ 0 ≤ u ≤ v ≤ 1

için

E((BH
u −BH

v )− (BH
u′ −BH

v′ ))
2 ≤ u+ v − 2min(u, v)

+ u′ + v′ − 2min(u′, v′)

+ u+ u′ − 2min(u, u′)

+ v + v′ − 2min(v, v′)

= v − u+ v′ − u′ + u′ − u+ v −+v′

= 2v − 2u

= 2v + 2u− 4min(v, u)

= E(
√

2B1/2
v −

√
2B1/2

u )2

e³itsizli§i elde edilir.
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• u′ ≤ v′ ≤ u ≤ v olsun. O halde (6.8) e³itsizli§i kullan�larak ∀ 0 ≤ u′ ≤ v ≤ 1

için

E((BH
u −BH

v )− (BH
u′ −BH

v′ ))
2 ≤ u+ v − 2min(u, v)

+ u′ + v′ − 2min(u′, v′)

+ u+ u′ − 2min(u, u′)

+ v + v′ − 2min(v, v′)

= v − u+ v′ − u′ + u− u′ + v − v′

= 2v − 2u′

= 2v + 2u′ − 4min(v, u′)

= E(
√

2B1/2
v −

√
2B

1/2
u′ )2

e³itsizli§i elde edilir.

• u′ ≤ u ≤ v′ ≤ v olsun. O halde (6.8) e³itsizli§i kullan�larak ∀ 0 ≤ u′ ≤ v ≤ 1

için

E((BH
u −BH

v )− (BH
u′ −BH

v′ ))
2 ≤ u+ v − 2min(u, v)

+ u′ + v′ − 2min(u′, v′)

+ u+ u′ − 2min(u, u′)

+ v + v′ − 2min(v, v′)

= v − u+ v′ − u′ + u− u′ + v − v′

= 2v − 2u′

= 2v + 2u′ − 4min(v, u′)

= E(
√

2B1/2
v −

√
2B

1/2
u′ )2

e³itsizli§i elde edilir.
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• u′ ≤ u ≤ v ≤ v′ olsun. O halde (6.8) e³itsizli§i kullan�larak

∀ 0 ≤ u′ ≤ v′ ≤ 1 için

E[((BH
u −BH

v )− (BH
u′ −BH

v′ ))
2] ≤ u+ v − 2min(u, v)

+ u′ + v′ − 2min(u′, v′)

+ u+ u′ − 2min(u, u′)

+ v + v′ − 2min(v, v′)

= v − u+ v′ − u′ + u− u′ + v′ − v

= 2v′ − 2u′

= 2v′ + 2u′ − 4min(v′, u′)

= E(
√

2B
1/2
v′ −

√
2B

1/2
u′ )2

e³itsizli§i elde edilir.

Sonuç olarak ∀ u, v, u′, v′ ∈ [0, 1] için

E((BH
u −BH

v )− (BH
u′ −BH

v′ ))
2 ≤ E(

√
2B

1/2
maks{u,v,u′,u′} −

√
2B

1/2
min{u,v,u′,u′})

2

e³itsizli§inin sa§land�§�n� gösterdik. O halde, Sudakov-Fernique e³itsizli§inden

E(MH
1 ) = E( sup

0<u<v<1
(BH

u −BH
v )) ≤ E( sup

0<u<1

√
2B1/2

u )

e³itsizli§i elde edilir.

6.4 Simülasyon Sonuçlar�

Kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³kenin beklenen de§eri için

bilgisayar ortam�nda simülasyon de§erleri hesaplanm�³t�r. Farkl� Hurst parame-

treleri, farkl� zamanlar ve farkl� simülasyon say�s� kullan�larak Matlab pro-

gram�nda Abry ve Sellan [1] taraf�ndan verilen benzetimler yöntemi ile kesirli

Brown Hareketi üretilmi³tir. Üretilen her bir kesirli Brown hareketinin maksimum

kay�p de§erleri gözlemlenmi³tir ve gözlemlenen maksimum kay�p de§erlerinin

beklenen de§eri hesaplanm�³t�r. 100000 ad�ml� ve 100000 benzetimli kesirli Brown

hareketinden elde edilen sonuçlar Çizelge 6.2'de verilmi³tir.
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Çizelge 6.2: 100000 ad�ml� ve 100000 benzetimli kesirli Brown hareketinin
maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§eri için simülasyon sonuçlar�

Hurst Parametresi Simülasyon Sonuçlar�

0,5 395,1

0,6 854,6

0,7 1708,6

0,8 3200,9

0,9 5403,3

Sabit bir t zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin maksimum

kay�p de§i³keninin beklenen de§eri ve özbenzerlik özelli§i kullan�larak 1 zaman�na

kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin

beklenen de§eri için

E(MH
1 ) =

E(MH
t )

tH
(6.9)

e³itli§i elde edilir. Çizelge 6.2'de verilen simülasyon sonuçlar� ve (6.9) e³itli§i

kullan�larak 1 zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin maksim�m

kay�p de§i³keninin beklenen de§eri için elde edilen simülasyon sonuçlar� Çizelge

6.3'te verilmi³tir.

Çizelge 6.3: 1 zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin maksimum
kay�p de§i³keninin beklenen de§eri için simülasyon sonuçlar�

Hurst Parametresi Simülasyon Sonuçlar�

0,5 1,24942

0,6 0,85460

0,7 0,54031

0,8 0,32009

0,9 0,17087

Çizelge 6.3'ten ula³t�§�m�z gözlemler:

1. Çizelge 6.3'ten görüldü§ü gibi E(M0,5
1 ) de§eri 1, 24942 olarak bulunmu³tur

ki bu de§er literatürde standart Brown hareketinin maksimum kay�p

de§i³keni için hesaplanan 1, 25331 de§eri ile örtü³mektedir [5].
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2. Çizelge 6.3'ten görülece§i üzere H = 0, 9 parametreli kesirli Brown

hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§eri, 1 zaman�na

kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin

beklenen de§eri için alt s�n�r ve H = 0, 5 parametreli kesirli Brown

hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§eri, 1 zaman�na

kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin

beklenen de§eri için üst s�n�r olu³turmaktad�r. Bu sonuç teorik olarak henüz

gösterilmemi³tir.

3. Kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§eri

için [8]'de verilen √
2

2
√
π
≤ E(MH

1 ) ≤ 2
√

2√
π

s�n�rlar kullan�larak alt s�n�r 0, 39904 ve üst s�n�r 1, 59617 olarak hesaplan�r.

Çizelge 6.3'e bak�ld�§�nda teorik üst s�n�r simülasyon sonuçlar� ile örtü³mek-

tedir, fakat teorik alt s�n�r simülasyon sonuçlar� ile örtü³memektedir.

Bu durumun sebebi Abry ve Sellan [1] taraf�ndan verilen yönteminin yakla³�k

bir yöntem olmas�d�r. Bu sebeple alternatif ve kesin bir yöntem olan Cholesky

yöntemi ile benzetimler elde edilmi³tir.

Farkl� Hurst parametreleri, farkl� zamanlar ve farkl� simülasyon say�s� kullan�larak

Matlab program�nda Cholesky benzetimler yöntemi ile kesirli Brown hareketi

üretilmi³tir. Üretilen her bir kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§erleri

gözlemlenmi³tir ve gözlemlenen maksimum kay�p de§erlerinin beklenen de§eri

hesaplanm�³t�r. 10000 ad�ml� ve 10000 benzetimli kesirli Brown hareketinden

elde edilen sonuçlar Çizelge 6.4'te verilmi³tir.
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Çizelge 6.4: Cholesky benzetimler yöntemi ile üretilen 10000 ad�ml� ve 10000
benzetimli kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen de§eri için
simülasyon sonuçlar�

Hurst Parametresi Cholesky Simülasyon Sonuçlar�

0,5 123,9

0,6 253

0,7 520,6

0,8 1107,3

0,9 2429,1

Çizelge 6.4'te verilen simülasyon sonuçlar� ve (6.9) e³itli§i kullan�larak 1 zaman�na

kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin maksim�m kay�p de§i³keninin

beklenen de§eri için elde edilen simülasyon sonuçlar� Çizelge 6.5'te verilmi³tir.

Çizelge 6.5: Cholesky benzetimler yöntemi ile üretilen 1 zaman�na kadar tan�ml�
olan kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§eri için
simülasyon sonuçlar�

Hurst Parametresi Cholesky Simülasyon Sonuçlar�

0,5 1,239

0,6 1,00721

0,7 0,82509

0,8 0,69865

0,9 0,61016

Çizelge 6.5'ten ula³t�§�m�z gözlemler:

1. Çizelge 6.5'ten görüldü§ü gibi E(M0,5
1 ) de§eri 1, 239 olarak bulunmu³tur.

Literatürde ise bu beklenen de§er teorik olarak 1, 25331 olarak hesaplan-

m�³t�r [5]. Bu simülasyonlar�m�z�n do§ru oldu§unu onaylamaktad�r.

2. Çizelge 6.5'ten görülece§i üzere H = 0, 9 parametreli kesirli Brown

hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§eri, 1 zaman�na

kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin
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beklenen de§eri için alt s�n�r ve H = 0, 5 parametreli kesirli Brown

hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§eri, 1 zaman�na

kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin

beklenen de§eri için üst s�n�r olu³turmaktad�r. Bu sonuç teorik olarak henüz

gösterilmemi³tir.

3. Kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§eri

için [8]'de verilen √
2

2
√
π
≤ E(MH

1 ) ≤ 2
√

2√
π

s�n�rlar kullan�larak alt s�n�r 0, 39904 ve üst s�n�r 1, 59617 olarak hesaplan�r.

Çizelge 6.5'e bak�ld�§�nda teorik alt ve üst s�n�rlar�n simülasyon sonuçlar�

ile örtü³tü§ü görülmektedir.

4. Cholesky simülasyon sonuçlar�, Cholesky benzetimler yöntemi kesin bir

yöntem oldu§undan Abry ve Sellan [1] yöntemi ile elde edilen sonuçlara

göre daha güvenilirdir.
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7. SONUÇ

Bu bölümde, elde etti§imiz teorik ve nümerik s�n�rlar ve literatürde var olan s�n�r-

lar simülasyon sonuçlar� ile kar³�la³t�r�larak elde edilen sonuçlara yer verilecektir.

7.1 Supremum De§i³keni Üzerine Kar³�la³t�rma

ve Sonuçlar

Literatürde, 1 zaman�na kadar tan�ml� olan standart Brown hareketinin supre-

mum de§i³keninin beklenen de§eri

E(S1) =

√
2√
π

olarak hesaplanm�³t�r [5].

Literatürde, kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen de§eri

üzerine alt ve üst s�n�rlar mevcuttur.

1. Sudakov-Fernique e³itsizli§i kullan�larak sürecin supremum de§i³keninin

beklenen de§eri için a³a§�daki alt ve üst s�n�rlar elde edilmi³tir [20]:
√

2

2
√
π
tH ≤ E(SHt ) ≤

√
2√
π
tH

2. Sürecin supremum de§i³keninin beklenen de§eri için [27]'de

E(SHt ) ≤
√

2√
π
tH

³eklinde bir üst s�n�r verilmi³tir.
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Literatürde var olan bu s�n�rlara göre 1 zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli

Brown hareketinin supremum de§i³kenin beklenen de§eri için [20]'de bulunan

s�n�rlar kullan�larak alt s�n�r 0, 39904 ve üst s�n�r 0, 79809; [27]'de bulunan s�n�r

kullan�larak üst s�n�r 0, 79809 olarak hesaplan�r.

Bu tez çal�³mas�nda, kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen

de§eri için nümerik alt s�n�rlar ve simülasyon sonuçlar� elde edilmi³tir.

1. 1 zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketini kesikli hale getirme

yöntemi ile, yani [0, 1] zaman aral�§�n� n tane zaman aral�§�na bölerek, δ =

1/n olmak üzere {Biδ : i = 1, 2, ..., n} de§i³kenleri elde edilmi³tir. Elde

edilen {Biδ : i = 1, 2, ..., n} de§i³kenlerinin her biri farkl� varyansl�, 0'da

ortalanm�³ birlikte Gauss da§�l�m�na sahiptir. {Biδ : i = 1, 2, ..., n} Gauss
de§i³kenleri kullan�larak kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keni için

a³a§�daki alt s�n�r yaz�labilir:

maks
0≤i≤n

(Biδ) ≤ SH1 . (7.1)

(7.1) e³itsizli§inde her iki taraf�n beklenen de§eri al�n�rsa,

E(maks
0≤i≤n

(Biδ)) ≤ E(SH1 )

e³itsizli§i elde edilir.

Bölüm 4.1'de aç�klanan Ross [22] hesaplama yöntemi ile {Biδ : i =

1, 2, ..., n} Gauss de§i³kenlerinin maksimum de§i³keninin beklenen de§eri

için, dolay�s�yla 1 zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin

supremum de§i³keninin beklenen de§eri için alt s�n�r de§erleri hesapla-

nabilir. Elde etti§imiz nümerik alt s�n�r de§erleri Çizelge 7.1'de göster-

ilmi³tir.
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Çizelge 7.1: Ross [22] hesaplama yöntemi ile 1 zaman�na kadar tan�ml� olan
kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen de§eri için elde edilen
sonuçlar

n=10 n=20 n=30 n=40 n=50 n=60

H
=
0,
5

FDSBS Alt S�n�r 0,3679 0,3177 0,2756 0,2522 0,2347 0,2217

FDSTB Alt S�n�r 0,1979 0,1559 0,1347 0,1223 0,1111 0,1032

H
=
0,
6

FDSBS Alt S�n�r 0,2955 0,2338 0,2009 0,1760 0,1599 0,1474

FDSTB Alt S�n�r 0,1673 0,1249 0,1035 0,0902 0,0806 0,0728

H
=
0,
7

FDSBS Alt S�n�r 0,2389 0,1736 0,1428 0,1236 0,1101 0,0991

FDSTB Alt S�n�r 0,1395 0,0995 0,0800 0,0669 0,0583 0,0523

H
=
0,
8

FDSBS Alt S�n�r 0,1906 0,1308 0,1036 0,0873 0,0758 0,0672

FDSTB Alt S�n�r 0,1171 0,0790 0,0612 0,0511 0,0436 0,0384

H
=
0,
9

FDSBS Alt S�n�r 0,1526 0,0954 0,0729 0,0595 0,0501 0,0447

FDSTB Alt S�n�r 0,0982 0,0623 0,0471 0,0387 0,0329 0,0296

Çizelge 7.1'de verilen s�n�r de§erleri kendi aralar�nda kar³�la³t�r�ld�§�nda

FDSBS sonuçlar�n�n daha iyi oldu§u gözlemlenmi³tir.

2. Kesirli Brown hareketinin supremum de§i³kenin beklenen de§eri için bil-

gisayar ortam�nda simülasyon de§erleri hesaplanm�³t�r.

(a) Farkl� Hurst parametreleri, farkl� zamanlar ve farkl� simülasyon say�s�

kullan�larak Matlab program�nda Abry ve Sellan [1] taraf�ndan verilen

benzetimler yöntemi ile kesirli Brown hareketi üretilmi³tir. Üretilen

her bir kesirli Brown hareketinin supremum de§eri gözlemlenmi³tir ve

gözlemlenen supremum de§erlerinin beklenen de§eri hesaplanm�³t�r.

100000 ad�ml� ve 100000 benzetimli kesirli Brown hareketinden elde

edilen simülasyon sonuçlar� ve (4.10) e³itli§i kullan�larak 1 zaman�na

kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin

beklenen de§eri için simülasyon de§erleri hesaplanm�³t�r.

(b) Farkl� Hurst parametreleri, farkl� zamanlar ve farkl� simülasyon say�s�

kullan�larak Matlab program�nda Cholesky benzetimler yöntemi ile

kesirli Brown hareketi üretilmi³tir. Üretilen her bir kesirli Brown
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hareketinin supremum de§eri gözlemlenmi³tir ve gözlemlenen supre-

mum de§erlerinin beklenen de§eri hesaplanm�³t�r. 10000 ad�ml� ve

10000 benzetimli kesirli Brown hareketinden elde edilen simülasyon

sonuçlar� ve (4.10) e³itli§i kullan�larak 1 zaman�na kadar tan�ml� olan

kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen de§eri için

simülasyon de§erleri hesaplanm�³t�r.

1 zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin supremum de§i³ke-

ninin beklenen de§eri için elde edilen simülasyon sonuçlar� Çizelge 7.2'de

verilmi³tir.

Çizelge 7.2: 1 zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin supremum
de§i³keninin beklenen de§eri için simülasyon sonuçlar�

Hurst Cholesky Abry ve Sellan

Parametresi Simülasyon Sonuçlar� Simülasyon Sonuçlar�

0,5 0,79400 0,79784

0,6 0,65091 0,52440

0,7 0,57547 0,33242

0,8 0,48981 0,19760

0,9 0,43727 0,10504

Çizelge 7.2'den görüldü§ü üzere E(S0,5
1 ) de§eri Cholesky benzetimler yön-

temi ile 0, 79400 ve [1]'de verilen benzetimler yöntemi ile 0, 79784 olarak

bulunmu³tur. Literatürde ise bu beklenen de§er teorik olarak 0, 7978 olarak

hesaplanm�³t�r [5]. Bu simülasyonlar�m�z�n do§ru oldu§unu onaylamak-

tad�r.

Kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen de§eri için elde

etti§imiz nümerik alt s�n�rlar, simülasyon sonuçlar� ve literatürde var olan s�n�rlar

Çizelge 7.3'te gösterilmi³tir.

Çizelge 7.3'te verilen Norros üst s�n�r� ve Norros alt s�n�r� kesirli Brown hareketinin

supremum de§i³keninin beklenen de§eri için [20]'de bulunan s�n�r de§erleridir.

Vardar üst s�n�r� kesirli Brown hareketinin supremum de§i³keninin beklenen

de§eri için [27]'de hesaplanan üst s�n�r de§eridir. Çizelge 7.3'te görüldü§ü üzere

58



Ç
iz
el
ge

7.
3:

1
za
m
an
�n
a
ka
da
r
ta
n�
m
l�
ol
an

ke
si
rl
i
B
ro
w
n
ha
re
ke
ti
ni
n
su
pr
em

um
de
§i
³k
en
in

be
kl
en
en

de
§e
ri
iç
in

so
nu
çl
ar

H
ur
st

A
br
y
ve

Se
lla
n

C
ho
le
sk
y
Si
m
ül
as
yo
n

N
or
ro
s

N
or
ro
s-
V
ar
da
r

F
D
SB

S
A
lt
S�
n�
r

F
D
ST

B
A
lt
S�
n�
r

P
ar
am

et
re
si

Si
m
ül
as
yo
n
So
nu
çl
ar
�

So
nu
çl
ar

A
lt
S�
n�
r

Ü
st

s�
n�
r

n=
10

n=
20

n=
30

n=
40

n=
50

n=
60

n=
10

n=
20

n=
30

n=
40

n=
50

n=
60

0,
5

0,
79
78
4

0,
79
40
0

0,
39
90
4

0,
79
80
9

0,
36
79

0,
31
77

0,
27
56

0,
25
22

0,
23
47

0,
22
17

0,
19
79

0,
15
59

0,
13
47

0,
12
23

0,
11
11

0,
10
32

0,
6

0,
52
44
0

0,
65
09
1

0,
39
90
4

0,
79
80
9

0,
29
55

0,
23
38

0,
20
09

0,
17
60

0,
15
99

0,
14
74

0,
16
73

0,
12
49

0,
10
35

0,
09
02

0,
08
06

0,
07
28

0,
7

0,
33
24
2

0,
57
54
7

0,
39
90
4

0,
79
80
9

0,
23
89

0,
17
36

0,
14
28

0,
12
36

0,
11
01

0,
09
91

0,
13
95

0,
09
95

0,
08
00

0,
06
69

0,
05
83

0,
05
23

0,
8

0,
19
76
0

0,
48
98
1

0,
39
90
4

0,
79
80
9

0,
19
06

0,
13
08

0,
10
36

0,
08
73

0,
07
58

0,
06
72

0,
11
71

0,
07
90

0,
06
12

0,
05
11

0,
04
36

0,
03
84

0,
9

0,
10
50
4

0,
43
72
7

0,
39
90
4

0,
79
80
9

0,
15
26

0,
09
54

0,
07
29

0,
05
95

0,
05
01

0,
04
47

0,
09
82

0,
06
23

0,
04
71

0,
03
87

0,
03
29

0,
02
96

59



FDSBS ve FDSTB alt s�n�r de§erleri simülasyon sonuçlar� için birer alt s�n�r

olu³turmaktad�rlar. Fakat n de§erleri artt�kça FDSBS ve FDSTB alt s�n�rlar�n�n

uzakla³t�§� görülmektedir. Sürekli bir süreç olan kesirli Brown hareketinin

supremum de§i³kenine kesikli bir sürecin supremumu ile yakla³mak var olan

yöntemlerle kar³�la³t�r�ld�§�nda zay�f kalmaktad�r. Çizelge 7.3'e bak�ld�§�nda

Cholesky simülasyon sonuçlar�n�n literatürde var olan alt ve üst s�n�r de§erleri

ile örtü³tü§ü görülürken; Abry ve Sellan simülasyon sonuçlar�n�n H > 0, 7 için

literatürde varolan alt s�n�r ile örtü³medi§i görülmektedir. Abry ve Sellan [1]

taraf�ndan verilen benzetimler yöntemi kesirli Brown hareketinin simülasyonu

için kullan�lan yakla³�k bir yöntemdir ve H > 1/2 için hata pay�n�n oldu§u

bilinmektedir. Cholesky benzetimler yöntemi ise kesirli Brown hareketinin

simülasyonu için kesin bir yöntem oldu§undan, Abry ve Sellan [1] benzetimler

yöntemine göre daha kesin sonuçlar verir. Sonuç olarak, kesirli Brown hareketinin

supremum de§i³keninin beklenen de§eri için en iyi alt s�n�r Norros [20] alt s�n�r�

ve en iyi üst s�n�r Norros, Vardar [20, 27] üst s�n�r�d�r.

7.2 Maksimum Kay�p De§i³keni Üzerine

Kar³�la³t�rma ve Sonuçlar

Literatürde, 1 zaman�na kadar tan�ml� olan standart Brown hareketinin maksi-

mum kay�p de§i³keninin beklenen de§eri E(M1)=̃1, 25331 olarak hesaplanm�³t�r

[5].

Literatürde, kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin beklenen

de§eri için alt ve üst s�n�rlar mevcuttur [8].

• 1 zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p

de§i³kenin beklenen de§eri için
√

2

2
√
π
≤ E(MH

1 ) ≤ 2
√

2√
π

alt ve üst s�n�rlar� elde edilmi³tir [8].
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Literatürde var olan s�n�rlara göre 1 zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown

hareketinin maksimum kay�p de§i³kenin beklenen de§eri için alt s�n�r 0, 39904 ve

üst s�n�r 1, 59617 olarak hesaplan�r.

Bu tez çal�³mas�nda, kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin

beklenen de§eri üzerine nümerik alt s�n�rlar, teorik üst s�n�r ve simülasyon

sonuçlar� elde edilmi³tir.

1. 1 zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketini kesikli hale getirme

yöntemi ile, yani [0, 1] zaman aral�§�n� n tane zaman aral�§�na bölerek,

δ = 1/n olmak üzere {BH
iδ : i = 1, 2, ..., n} de§i³kenleri elde edilmi³tir.

Elde edilen {BH
iδ − BH

(i−j)δ : i = 1, 2, ..., n; j = 1, 2, ..., i} aral�klar�n�n her

biri farkl� varyansl�, 0'da ortalanm�³ birlikte Gauss da§�l�m�na sahiptir,

yani FDSB Gauss de§i³kenleridir. {BH
iδ − BH

(i−j)δ : i = 1, 2, ..., n; j =

1, 2, ..., i} de§i³kenleri kullan�larak kesirli Brown hareketinin maksimum

kay�p de§i³keni için a³a§�daki alt s�n�r yaz�labilir:

maks
0≤i≤n,0≤j≤i

(BH
iδ −BH

(i−j)δ) ≤MH
1 . (7.2)

(7.2) e³itsizli§inde her iki taraf�n beklenen de§eri al�n�rsa,

E( maks
0≤i≤n,0≤j≤i

(BH
iδ −BH

(i−j)δ)) ≤ E(MH
1 )

e³itsizli§i elde edilir. Bölüm 4.1'de aç�klanan Ross [22] hesaplama yöntemi

ile {BH
iδ − BH

(i−j)δ : i = 1, 2, ..., n; j = 1, 2, ..., i} Gauss de§i³kenlerinin

maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§eri için, dolay�s�yla 1 zaman�na

kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin

beklenen de§eri için alt s�n�r de§erleri hesaplanabilir. Elde etti§imiz

nümerik alt s�n�r de§erleri Çizelge 7.4'te gösterilmi³tir.
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Çizelge 7.4: Ross [22] hesaplama yöntemi ile 1 zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli
Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§eri için elde edilen
sonuçlar

n=10 n=20 n=30 n=40 n=50 n=60

H
=
0,
5

FDSBS Alt S�n�r 0,6551 0,5753 0,5171 0,4753 0,4434 0,4180

FDSTB Alt S�n�r 0,1621 0,1294 0,1056 0,0903 0,0872 0,0735

H
=
0,
6

FDSBS Alt S�n�r 0,4855 0,3954 0,3407 0,3040 0,2772 0,2566

FDSTB Alt S�n�r 0,1250 0,0956 0,0579 0,0624 0,0535 0,0487

H
=
0,
7

FDSBS Alt S�n�r 0,3550 0,2645 0,2179 0,1886 0,1680 0,1526

FDSTB Alt S�n�r 0,1055 0,0695 0,0491 0,0425 0,0305 0,0320

H
=
0,
8

FDSBS Alt S�n�r 0,2688 0,1830 0,1432 0,1196 0,1038 0,0922

FDSTB Alt S�n�r 0,0859 0,0478 0,0357 0,0274 0,0192 0,0199

H
=
0,
9

FDSBS Alt S�n�r 0,2010 0,1324 0,1005 0,0819 0,0696 0,0609

FDSTB Alt S�n�r 0,0674 0,0348 0,0201 0,0200 0,0127 0,0138

Çizelge 7.4'te verilen alt s�n�r de§erleri kendi aralar�nda kar³�la³t�r�ld�§�nda

FDSBS alt s�n�rlar�n�n, FDSTB alt s�n�rlar�ndan daha iyi oldu§u gözlem-

lenmi³tir. Ayr�ca, FDSBS alt s�n�rlar�, H = 0, 5 ve H = 0, 6 için var olan

en iyi alt s�n�r� vermektedir.

2. Kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³kenin beklenen de§eri için

bilgisayar ortam�nda simülasyon de§erleri hesaplanm�³t�r.

(a) Farkl� Hurst parametreleri, farkl� zamanlar ve farkl� simülasyon say�s�

kullan�larak Matlab program�nda Abry ve Sellan [1] taraf�ndan verilen

benzetimler yöntemi ile kesirli Brown hareketi üretilmi³tir. Üretilen

her bir kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§eri gözlemlen-

mi³tir ve gözlemlenen maksimum kay�p de§erlerinin beklenen de§eri

hesaplanm�³t�r. 100000 ad�ml� ve 100000 benzetimli kesirli Brown

hareketinden elde edilen simülasyon sonuçlar� ve (6.9) e³itli§i kul-

lan�larak 1 zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin

maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§eri için simülasyon de§erleri

hesaplanm�³t�r.
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(b) Farkl� Hurst parametreleri, farkl� zamanlar ve farkl� simülasyon say�s�

kullan�larak Matlab program�nda Cholesky benzetimler yöntemi ile

kesirli Brown hareketi üretilmi³tir. Üretilen her bir kesirli Brown

hareketinin maksimum kay�p de§eri gözlemlenmi³tir. Gözlemlenen

maksimum kay�p de§erlerinin beklenen de§eri hesaplanm�³t�r. 10000

ad�ml� ve 10000 benzetimli kesirli Brown hareketinden elde edilen

simülasyon sonuçlar� ve (6.9) e³itli§i kullan�larak 1 zaman�na kadar

tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin

beklenen de§eri için simülasyon de§erleri hesaplanm�³t�r.

1 zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p

de§i³keninin beklenen de§eri için elde edilen simülasyon sonuçlar� Çizelge

7.5'te verilmi³tir.

Çizelge 7.5: 1 zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin maksimum
kay�p de§i³keninin beklenen de§eri için simülasyon sonuçlar�

Hurst Cholesky Abry ve Sellan

Parametresi Simülasyon Sonuçlar� Simülasyon Sonuçlar�

0,5 1,239 1,24942

0,6 1,00721 0,85460

0,7 0,82509 0,54031

0,8 0,69865 0,32009

0,9 0,61016 0,17087

Çizelge 7.5'ten görüldü§ü üzere E(S0,5
1 ) de§eri Cholesky benzetimler yön-

temi ile 1, 239 ve [1]'de verilen benzetimler yöntemi ile 1, 24942 olarak

bulunmu³tur. Literatürde ise bu beklenen de§er teorik olarak 1, 25331

olarak hesaplanm�³t�r [5]. Bu simülasyonlar�m�z�n do§ru oldu§unu onay-

lamaktad�r.

3. 1 zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p

de§i³keninin beklenen de§eri için Sudakov-Fernique e³itsizli§i kullan�larak

teorik üst s�n�r elde edilmi³tir.
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Teorem 7.2.1. (Ω,F ,P) olas�l�k uzay� üzerinde, 1 zaman�na kadar tan�ml�

olan kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keni için

E(MH
1 ) = E( sup

0<u<v<1
(BH

u −BH
v )) ≤ E( sup

0<u<1

√
2B1/2

u ) =
2√
π

=̃1, 12837

e³itsizli§i sa§lan�r.

4. Kesirli Brown hareketini kesikli hale getirme yöntemi ile δ = t/n olmak

üzere elde edilen {BH
iδ : i = 1, 2, ..., n} Gauss de§i³kenleri ile kesirli Brown

hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§eri için alt s�n�r elde

edilmi³tir.

Teorem 7.2.2. {BH
t : t ≥ 0}, (Ω,F ,P) olas�l�k uzay� üzerinde tan�ml�

kesirli Brown hareketi ve δ = t/n olmak üzere {BH
iδ : i = 1, 2, ..., n} Gauss

de§i³kenleri, kesirli Brown hareketini kesikli hale getirme yöntemi ile elde

edilen de§i³kenler olsun. O halde,

t2H√
2π
≤ E( maks

1≤i≤n, 1≤j≤i
BH
iδ −BH

(i−j)δ) ≤ E(MH
t )

e³itsizli§i sa§lan�r.

Kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§eri için

elde etti§imiz nümerik alt s�n�rlar, teorik üst s�n�r ve simülasyon sonuçlar� ile

literatürde var olan s�n�rlar Çizelge 7.6'da gösterilmi³tir.

Çizelge 7.6'da verilen Ça§lar ve Vardar üst s�n�r� ve Ça§lar ve Vardar alt s�n�r�

kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§eri için [8]'de

verilen s�n�r de§erleridir. Vardar ve Çakar üst s�n�r� kesirli Brown hareketinin

maksimum kay�p de§i³keninin beklenen de§eri için Teorem 7.2.1'de elde edilen

üst s�n�r de§eridir. Vardar ve Çakar alt s�n�r� ise maksimum kay�p de§i³keninin

beklenen de§eri için Teorem 7.2.2'de elde edilen alt s�n�r de§eridir. Çizelge 7.6'da

görüldü§ü üzere FDSBS ve FDSTB de§erleri simülasyon sonuçlar� için birer alt

s�n�r olu³turmaktad�rlar. n de§erleri artt�kça FDSBS ve FDSTB alt s�n�rlar�n�n

uzakla³t�§� görülmektedir. Sürekli bir süreç olan kesirli Brown hareketinin mak-

simum kay�p de§i³kenine kesikli bir sürecin maksimum de§i³keni ile yakla³mak

var olan yöntemlerle kar³�la³t�r�ld�§�nda zay�f kalmaktad�r. Fakat, FDSBS alt

s�n�rlar�, H = 0, 5 ve H = 0, 6 için var olan en iyi alt s�n�r� vermektedir. Ayr�ca,
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bu s�n�r de§erleri bize Sudakov-Fernique e³itsizli§i ile teorik s�n�rlar olu³tururken

ba§�ms�z de§i³kenler kullanmam�z yönünde öngörü sa§lam�³t�r. Çizelge 7.6'ya

bak�ld�§�nda Cholesky simülasyon sonuçlar�n�n literatürde var olan alt ve üst s�n�r

de§erleri ile örtü³tü§ü görülürken, Abry ve Sellan simülasyon sonuçlar�n�n H ≥
0, 8 için literatürde varolan alt s�n�r ile örtü³medi§i görülmektedir. Abry ve Sellan

[1] benzetimler yöntemi kesirli Brown hareketinin simülasyonu için kullan�lan

yakla³�k bir yöntemdir ve H > 1/2 için hata pay�n�n oldu§u bilinmektedir.

Cholesky benzetimler yöntemi ise kesirli Brown hareketinin simülasyonu için kesin

bir yöntem oldu§undan, Abry ve Sellan [1] benzetimler yöntemine göre daha kesin

sonuçlar verir.

Sonuç olarak, kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin beklenen

de§eri için en iyi alt s�n�r 0, 5 < H < 0, 7 için FDSBS alt s�n�r de§erleri iken,

H ≥ 0, 7 iken Ça§lar ve Vardar [8] alt s�n�r� ile Vardar ve Çakar alt s�n�r� daha

iyi sonuç vermektedir. Kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keninin

beklenen de§eri için en iyi üst s�n�r Teorem 7.2.1 ile elde edilen Vardar ve Çakar

üst s�n�r� olarak gözlemlenmi³tir.
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