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ÖZET

Bir �nansal varl�§�n �yat�ndaki en büyük dü³ü³, risk ölçüsü olarak �nansal piyasalarda

yayg�n kullan�lmaktad�r. Brown hareketi için maksimum kay�p de§i³keni üzerine

literatürde baz� analitik sonuçlar vard�r, fakat süreç kesirli Brown hareketi oldu§u

zaman benzer sonuçlar henüz mevcut de§ildir. Maksimum kay�p de§i³keni üzerine olan

çal�³malar büyük ço§unlukla deneysel çal�³malar oldu§undan, bu stokastik de§i³kenle

ilgili olarak s�n�rlar bulunmas� veya var olan s�n�rlar�n geli³tirilmesi, üzerinde çok

çal�³�lan konulardand�r. Bu tez çal�³mas�nda, Brown hareketi maksimum kay�p

de§i³keni da§�l�m� ve beklenen de§eri, bunlar�n �nansta uygulanmas�na dair literatür

taramas� yap�lm�³ ve 1 zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketi maksimum

kay�p de§i³keninin beklenen de§eri için teorik olarak ispatlanm�³ yeni bir alt s�n�r

bulunmu³tur. Daha sonra bu, herhangi bir t zaman�na kadar genelle³tirilmi³tir. Son

olarak gerçek piyasadan al�nm�³ veriler kullan�larak kesirli Brown hareketi maksimum

kay�p de§i³keni s�n�rlar�n� test etme amaçl� uygulama çal�³mas� yap�lm�³t�r.

Anahtar Kelimeler: Brown Hareketi, Kesirli Brown hareketi, Maksimum Kay�p, �lk

Geçi³ Zaman�, Risk Ölçüsü, Sudakov-Fernique E³itsizli§i.
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APPLICATION OF ASYMPTOTIC BEHAVIOUR OF DISTRIBUTION

OF MAXIMUM LOSS IN STOCK PRICES

ABSTRACT

Maximum loss in the price of an asset is widely used as a measure of risk in �nancial

markets. There are some analytical results on maximum loss of a Brownian motion, but

for now such results do not exist for fractional Brownian motion. Since most work on

maximum loss is empirical, it is relevant to work on �nding and to improve new bounds

related to this stochastic variable. In this thesis, we give some pre-existed results on

the distribution and expected value of Brownian motion with application to �nance

and present a new improved theoretically proven lower bound to the expected value of

maximum loss of fractional Brownian motion up to time 1. Later we generalize it up to

any time t. Finally we perform a real data test to verify the results on the bounds of

maximum loss of fractional Brownian motion.

Keywords: Brownian motion, Fractional Brownian Motion, Maximum Loss, First

Passage Time, Risk Measure, Sudakov-Fernique Inequality.
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1. G�R��

Finansal olaylar� ifade etmek için stokastik süreç kavram�n�n kullan�lmas� son zaman-

lar�n önemli konular�ndan biri haline gelmi³tir. Fiyatlardaki dalgalanmalar� mod-

ellemede stokastik diferanseyel denklemlerin kullan�m� veya hisse senetlerininin de§erleri

için modellerin olu³turulmas�nda Markov sürecinden yararlanmas� gibi durumlar buna

birer örnek olabilir, [26]. Bu tez çal�³mas�nda geni³ yer verdi§imiz Brown hareketi

ve kesirli Brown hareketi de birer stokastik süreçlerdir ve hisse senedinin getirisi için

kurulan modellerde kullan�l�rlar. Kesirli Brown hareketi kullan�larak elde edilen Black-

Scholes modeli

Yt = Y0e
(r+µ)t+σBHt , 0 ≤ t ≤ τ

³eklinde veriliyor. Burada Y0 ba³lang�ç de§eri, r sabit faiz oran�n�, µ ∈ R+ genel �yat

art�³ veya dü³ü³ e§ilimini, σ ∈ R+ oynakl�k katsay�s�n�, BH
t ise (H > 1/2) kesirli Brown

hareketini gösterir.

Yat�r�mclar için �nansal piyasalarda en önemli unsurlardan biri de risk ölçümüdür, yani

bir de§ere yat�r�m yapmadan önce yat�r�m amac�na ba§l� olarak k�sa veya uzun vadede

bu de§erin �yat�n�n ileride nas�l davranaca§� hakk�nda kaba da olsa bir bilgi sahibi

olmak çok önemlidir. Geçmi³ten bu yana risk ölçümü olarak en çok standart sapmadan

yararlan�lm�³t�r, fakat son zamanlar maksimum kay�p de§i³kenin kullan�m� bu alanda

daha yayg�n hale gelmi³tir. Özellikle bu de§i³kenin beklenen de§eri ve beklenen de§erin

asimptotik davran�³� ile �nansal portföylerin verimlili§i aras�nda olan direkt bir ili³ki söz

konusu olabilir, [4]. Dahas�, kazanç tamamen riskli oldu§u durumlarda a³�r� nakit ak�³�

belirsizli§i de söz konusu ise yat�r�mc�n�n faydas� sadece maksimum kay�p e§i³keninin

beklenen faydas�na ba§l�d�r, [25].

Bu tez çal�³mas�n�n dördüncü bölümünde, Brown hareketi için maksimum kay�p

de§i³keni da§�l�m ve beklenen de§erinin bulunmas� ve beklenen de§erin asimptotik

davran�³�na geni³ yer verilmi³dir, [3]. Bunun için ilk geçi³ zaman� da§�l�m ve

yo§unluk fonksiyonu kullan�ld�§�ndan, üçüncü bölümde Fokker-Planck denklemi (veya

Kolmogorow forward denklemi) kullan�larak ilk geçi³ zaman� da§�l�m ve yo§unluk

fonksiyonlar�n�n ç�kar�lmas� detayl� bir ³ekilde ele al�nm�³t�r, [2]. Be³inci bölümde,

maksimum kay�p de§i³keninin �nansta risk ölçümü olarak uygulanmas� ve bu de§i³kenin

beklenen de§erinin �nansal portföylerin olu³turulmas� ve kar³�la³t�r�lmas� aç�s�ndan da

nas�l bir etkiye sahip oldu§undan bahsedilmi³tir, [4]. Brown harekti için yukar�da

bahsetdi§imiz analitik sonuçlar�n bulunmas�ndak� en büyük etken bu sürecin Markov

özelli§ine sahip olmas�d�r, fakat kesirli Brown hareketi bu özelli§e sahip olmad�§�ndan

ayn� yöntemleri kullanarak bu tür analitik sonuçlar�n bulunmas� mümkün de§ildir. Yeni

metodlar�n da henüz bulunamamas�ndan dolay� kesirli Brown hareketi maksimum kay�p

1



de§i³keni üzerine olan sonuçlar�n büyük ço§unlu§u deneysel ve nümerik sonuçlard�r.

Bu de§i³ken ve süreç üzerinde tan�mlanm�³ di§er de§i³kenler için s�n�rlar olu³turulmas�

ve geli³tirilmesi bu çal�³malara bir örnek olarak gösterilebilir. Son bölüm olan alt�nc�

bölümde kesirli Brown hareketi maksimum kay�p de§i³keni üzerine literatürde var olan

s�n�rlardan ve elde etdi§imiz yeni alt s�n�rdan bahsedilmi³tir. Kesirli Brown hareketi

maksimum kay�p de§i³keni beklenen de§eri s�n�rlar� üzerine olan sonuçlar� test etmek için

gerçek piyasadan al�nm³ veriler üzerinde çal�³malar yap�larak maksimum kay�p de§i³keni

beklenen de§eri hesaplanm�³t�r. Nihayet, ikinci bölümde, bütün bölümlerde kullan�lm�³

olan temel kavramlar hakk�nada gereken bilgilere ve �to stokastik sistemleri için Fokker-

Plank denkleminin ç�kar�l�³�na yer verilmi³tir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde ileride s�kça kullan�lacak olan baz� temel kavram ve tan�mlardan bahsedile-

cek.

Tan�m 2.0.1. (Ω,F , P ) olas�l�k uzay� ve τ ⊆ R olsun. f : Ω × τ → R ölçülebilir

bir fonksiyon olsun. Bu takdirde f(ω, t) fonksiyonuna rastgele fonksiyon denir. E§er

τ = [0,∞] ve t ∈ τ zaman olarak yorumlan�rsa f(ω, t)'ye stokastik süreç denir.

Tan�m 2.0.2. {Xt; t ≥ 0} stokastik süreci 0 ≤ t1 < ... < tN rastgele zamanlar� için

P (XtN = xN
∣∣XtN−1 = XN−1, ..., Xt1 = x1) = P (XtN = xN

∣∣XtN−1 = xN−1)

³art�n� sa§larsa bu sürece Markov süreci ad� verilir. Herhangi t > s için

P (t, y; s, x) := P (Xt = y
∣∣Xs = x)

olas�l�§�na ise geçi³ olas�l�§� denilir. Geçi³ olas�l�§� yo§unlu§u p(t, y; s, x) ise a³a§�daki

gibi tan�mlan�r∫
A
p(t, y; s, x)dy = P (Xt+s ∈ A

∣∣Xs = x) = P (Xt ∈ A
∣∣X0 = x)

Tan�m 2.0.3. Xt, dX = µ(t,X)dt + σ(t,X)dW stokastik diferensiyel denklemini

sa§layan bir süreç ve f : R× [0,∞)→ R düzgün bir fonsiyon olsun.

Y = f(t,Xt)

³eklinde tan�mlanan Y fonksiyonu için �to formülü a³a§�daki gibi tan�mlan�r

dY =

[
∂f(t,X)

∂t
+ µ(t,X)

∂f(t,X)

∂X
+
σ2(t,X)

2

∂2f(t,X)

∂X2

]
dt

+σ(t,X)
∂f(t,X)

∂X
dW (2.1)

2.1 Standart Brown Hareketi

Tan�m 2.1.1. (Ω,F , P ) olas�l�k uzay� üzerinde tan�mlanm�³ x noktas�ndan ba³layan

standart Brown hareketi,

1. W0 = 0

2. s→Ws süreklidir
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3. Bütün 0 = t0 < t1 < t2 < ... < tn için Wtn −Wtn−1 ,Wtn−1 −Wtn−2 , ...,Wt1 −Wt0

art�³lar� normal da§�l�ma sahiptir, yani E(Wti−Wti−1) = 0 ve E(Wti−Wti−1)2 =

ti − ti−1

³artlar�n� sa§layan bir stokastik süreçtir.

Standart Brown hareketi a³a§�daki özelliklere sahiptir:

• Cov(Ws,Wt) = min(s, t)

• τ , W taraf�ndan üretilen �ltirasyona ba§l� durma zaman� ve Fτ , τ zaman�ndan

önce olan olaylar�n olu³turdu§u σ-cebir olsun. Buna göre her t ≥ 0 için A ∈ Fτ ⇔
A ∈ F ve {A ∩ {τ ≤ t}} ∈ Ft'dir. Brown hareketi için Markov özeli§i sa§lan�r:

E(f(Wt+τ )
∣∣Fτ ) = EWτ (f(Wt))

burada f ölçülebilir ve s�n�rl� bir fonksiyondur.

• t ≥ 0 olmak üzere, {Ws : 0 ≤ s ≤ t} ve {Wt −Wt−s : 0 ≤ s ≤ t} de§i³kenlerinin
da§�l�mlar� özde³tir. Bu özelli§e dura§an aral�klar özelli§i denir

• Her c > 0 için {
√
cWt/c : t ≥ 0} süreci de bir Brown hareketidir. Bu özelli§e

yeniden ölçeklendirme özelli§i denir.

• −W süreci de bir Brown hareketidir. Bu özelli§e simetri özelli§i denir.

• {|Wt| : t ≥ 0} sürecine yans�t�lm�³ Brown hareketi denir.

2.2 Kesirli Brown Hareketi

Tan�m 2.2.1. Hurst parametresi H ∈ (0, 1) olsun. Kesirli Brown hareketi (BH
t )t≥0, ∀s, t ≥

0 için kovaryans fonksiyonu

E[BH
t B

H
s ] =

1

2
(t2H + s2H − |t− s|2H) (2.2)

olan, 0'da ortalanm�³, sürekli bir Gauss sürecidir [6]

Standart kesirli Brown hareketi a³a§�daki özelliklere sahiptir.

• BH
0 = 0 ve E[BH

t ] = 0, ∀t ≥ 0

4



• BH homojen art�³ aral�klar�na sahiptir; yani, ∀s, t ≥ 0 için BH
t+s−BH

s ile BH
t ayn�

da§�l�ma sahiptir

• BH Gauss sürecidir ve ∀H ∈ (0, 1) için E[(BH
t )2] = t2H , t ≥ 0

• BH sürekli yörüngelere sahiptir

2.2.1 �ki Art�³ Aras�ndaki Kovaryans

H = 1/2 için BH standart Brown hareketidir ve sürecin art�³lar� ba§�ms�zd�r. Fakat,

H 6= 1/2 için art�³lar ba§�ml�d�r. Kesirli Brown hareketinin tan�m�ndan, s + h ≤ t ve

t− s = nh olmak üzere BH
t+h −BH

t ve BH
s+h −BH

s aras�ndaki kovaryans fonksiyonu

ρH(n) =
1

2
h2H [(n+ 1)2H + (n− 1)2H − 2n2H ] (2.3)

ile verilir. BH
t+h−BH

t ve BH
t+2h−BH

t+h formundaki iki art�³�n aras�ndaki ili³ki H > 1/2

iken pozitif, H < 1/2 iken negatiftir.

2.2.2 Özbenzerlik

Kesirli Brown hareketi a³a§�daki özbenzerlik özelli§ine sahiptir

(BH
ct )t≥0

law

= (cHBH
t )t≥0

burada c > 0 herhangi bir sabitdir.

Standart Brown hareketi için de özbenzerlikden söz edilebilir, sadece H = 1/2 seçilmesi

yeterlidir.

(Wct)t≥0

law

= (c
1
2Wt)t≥0

2.2.3 Uzun Süreli Ba§�ml�l�k

Tan�m 2.2.2. Sabit bir (Xn)n∈N sürecinin kovaryans fonksiyonu

ρ(n) := cov(Xk, Xk+n), c sabit ve α ∈ (0, 1) olmak üzere

lim
n→∞

ρ(n)

cn−α
= 1

e³itli§i sa§lan�yorsa Xn uzun süreli ba§�ml�l�k özelli§i gösterir denir, [6].
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Kovaryans fonksiyonu kullan�larak kesirli Brown hareketinin uzun süreli ba§�ml�l�k

özelli§ini sa§lad�§� gösterilebilir. α ∈ R ve |x| > |y| için

(x+ y)α =

∞∑
k=0

(
α

k

)
xα−kyk (2.4)

bu aç�l�m� (reel kuvvetten Binomial aç�l�m) kullan�larak (2.3) yeniden yaz�l�rsa

ρH(n) = 1 + 2H
1

n
+

2H(2H − 1)

2

1

n2
+ 1− 2H

1

n
+

2H(2H − 1)

2

1

n2
+ ...

≈ n2H

2
(2H(2H − 1))

1

n2
= H(2H − 1)n2H−2

Uzun süreli ba§�ml�l�k özelli§inin tan�m�nda, c = H(2H−1) ve α = 2−2H olmak üzere

H > 1/2 için

lim
n→∞

ρ(n)

H(2H − 1)n2− 2H
= 1

elde edilir. Ba³ka bir deyi³le, H > 1/2 için kesirli Brown hareketinin art�³lar� uzun

süreli ba§�ml�l�k özelli§i gösterir, [14]

2.3 Yutan Engel ve Yans�tan Engel

Kar³�la³at�§�m�z bir çok problemde oldu§u gibi Brown hareketinin de bazen belli

s�n�rlar veya k�s�tlamalar içinde incelenmesine gerek duyulur. Brown hareketi için bu

k�s�tlamalar engel olarak adland�r�l�r ve en s�k rastlananlar� ve kullan�lanlar� yutan engel

ve yans�tan engeldir. K�saca tan�mlar�n� verelim, [23]

Tan�m 2.3.1. Xt a³a§�daki gibi tan�mlanan bir süreç olsun

Xt+∆t = Xt +

{
∆h , p olas�l�§� ile

−∆h , 1− p olas�l�§� ile

Süreç Xt = X̄ yutan engel seviyesine ula³d�§� zaman

Xt+∆t = Xt , 1 olas�l�§� ile

Bir ba³ka deyi³le, sürecin de§eri X̄ de§erine (s�n�r�na) ula³t�§�nda, bütün sonraki t'ler

için de bu de§erde kalmaya devam eder.

Bazen süreç öyle bir alt s�n�r de§ere ula³�yor ki art�k bu de§erden a³a§�ya inemiyor. Bu

seviyeye ula³t�§� zaman ya burada kalmaya devam eder ya da yeniden artmaya devam

eder. Ayn�s� üst s�n�r için de geçerlidir, yani süreç belli bir üst de§ere ula³t�§� zaman ya

orda kalmaya devam eder ya da a³a§� do§ru hareket eder.
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Tan�m 2.3.2. Xt a³a§�daki gibi tan�mlanan bir süreç olsun

Xt+∆t = Xt +

{
∆h , p olas�l�§� ile

−∆h , 1− p olas�l�§� ile

Süreç Xt = X̄ yans�tan engel seviyesine ula³d�§� zaman

Xt+∆t = Xt +

{
0 , p olas�l�§� ile

−∆h , 1− p olas�l�§� ile

Gerçek hayatta, örne§in ekonomide yutan engelin ortaya ç�kmas� neredeyse gerçek-

le³mesi hiç olmayacak kadar zor olan bir olay. Fakat yans�tan engelin olmas� çok do§al,

örne§in ço§u merkez bankalar�n�n döviz piyasas�n� kontrol alt�nda tutabilmesi gibi, [23].

2.4 Is� Denklemi

Is� deklemi, �s�n�n zamanla belli bir alana yay�lmas�n� matematiksel olarak ifade eden

bir parabolik k�smi türevli denklemdir. U(x, t), x konumunun t an�ndaki s�cakl�§�n�

gösteren bir fonksiyon ise o zaman bir boyutlu �s� denklemine örnek olarak ba³lang�ç ve

s�n�r ³artlar� ile beraber a³a§�daki gösterilebilir, [10].

∂U(x, t)

∂t
= c2∂

2U(x, t)

∂x2
, 0 < x < L, t > 0

ba³lang�ç ³art

U(x, 0) = f(x)

s�n�r ko³ullar�

U(0, t) = 0 ve U(L, t) = 0

Bu ³ekilde verilen bir denklemi çözmek için genel olarak de§i³kenlerine ay�rma yöntemi

kullan�l�r. Yöntemin mant�§�, çözümü U(x, t) = X(x)T (t) ³eklinde aramakt�r, yani

çözümün, ba§�ms�z de§i³kenlerin ayr�l�kta olu³turdu§u fonksiyonlar�n çarp�m� ³eklinde

olabilece§i farz edilmektedir. Bu denklemde dikkate al�n�rsa

T ′

c2T
=
X ′′

X

E³itlikden dolay� herhangi bir k ay�r�c� sabiti için

T ′

c2T
= k ve

X ′′

X
= k

yaz�labilir. Buradan da a³a§�daki ³ekilde iki tane adi diferensiyel denklem elde edilir

X ′′ − kX = 0 ve T ′ − kc2T = 0

Daha sonra bu iki adi diferanseyel denklem ayr�l�kta çözülerek X(x) ve T (t) bulunur ve

en son ba³lang�ç ve s�n�r ³artlar� uygulanarak gereken çözüm elde edilir.
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2.5 Driftli Wiener Süreci için Fokker-Planck Denklemi

Fokker-Planck denklemi daha genel bir bak�³ aç�s�ndan bak�l�rsa, farkl� sistemlerde

farkl� olaylar� ifade eden bir parabolik tip k�smi türevli denklemdir. �to stokastik

diferensiyel sisteminde bu denklem verilen ba³lang�ç ³art� alt�nda ko³ullu olas�l�k

yo§unluk fonksiyonunun geli³imini aç�klar. Bu sistem için denklemin ç�kar�l�³�na

bakal�m, [1]:

Xt stokastik süreci ve f(t, y) = f(t,Xt) türevlenebilir fonksiyonunu Tan�m 2.0.3'deki

gibi tan�mland�§�n� kabul edelim ve t /∈ (0, T ) için f(t,Xt) = 0 olsun. Yukar�da, (2.1)

ile verilen �to formülünde her iki taraf�n [0, T ] aral�§�nda integrali al�n�rsa

f(T,XT )− f(0, X0) =

∫ T

0

[
∂f

∂t
+ µ

∂f

∂y
+
σ2

2

∂2f

∂y2

]
dt+

∫ T

0
σ
∂f

∂y
dWt

Burada µ = µ(Xt), σ = σ(Xt). Her iki taraf�n beklenen de§eri al�n�p ve bu beklenen

de§er X0 = x ³art� alt�nda geçi³ olas�l�§� yo§unluk fonksiyonu cinsinden yaz�l�rsa

E[f(T,XT )− f(0, X0)] = E

{∫ T

0

[
∂f

∂t
+ µ

∂f

∂y
+
σ2

2

∂2f

∂y2

]
dt

}
+E

{∫ T

0
σ
∂f

∂y
dWt

}

=

∫
R

{∫ T

0

[
∂f

∂t
+ µ

∂f

∂y
+
σ2

2

∂2f

∂y2

]
dt

}
p(t, y; 0, x)dy (2.5)

E
{∫ T

0 σ ∂f∂y dWt

}
= 0 çünkü E[dWt] = 0. Denkleme ula³abilmek için e³itli§in

sa§ taraf�ndaki integralde f 'in türevlerinden kurtulmak laz�m, bunun için ise k�smi

integrasyon yöntemi kullan�labilir. Son integral üç ayr� integralin toplam� ³eklinde

yaz�l�p hesaplan�rsa daha kolay olur. K�smi integrasyon y de§i³keni üzerinden de

uygulanaca§� için gerekti§inde integral alma s�ras� da de§i³tirilecek. Ayr�ca p(t, y | t0, x)

yerine k�sa olsun diye sadece p yazal�m∫
R

∫ T

0
p
∂f

∂t
dtdy +

∫
R

∫ T

0
pµ
∂f

∂y
dtdy +

1

2

∫
R

∫ T

0
pσ2∂

2f

∂y2
dtdy

=

∫
R

[
pf
∣∣∣T
0
−
∫ T

0

∂p

∂t
fdt

]
dy +

∫ T

0

[
pµf

∣∣∣
R
−
∫
R

∂(pµ)

∂y
fdy

]
dt

+
1

2

∫ T

0

[
pσ2∂f

∂y

∣∣∣
R
−
∫
R

∂(pσ2)

∂y

∂f

∂y
dy

]
dt

t /∈ (0, T ) için f(t,Xt) = 0 oldu§u dikkate al�n�rsa (2.5)'den geriye sadece

−
∫
R

∫ T

0

∂p

∂t
f(t, y)dtdy −

∫
R

∫ T

0

∂pµ

∂y
f(t, y)dtdy − 1

2

∫ T

0

∫
R

∂(pσ2)

∂y

∂f(t, y)

∂y
dydt
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ifadesi kal�r. Burada da yine son integralde bir daha k�smi integrasyon yap�l�rsa

−
∫
R

∫ T

0

∂p

∂t
f(t, y)dtdy −

∫
R

∫ T

0

∂pµ

∂y
f(t, y)dtdy

−1

2

∫ T

0

[
∂(pσ2)

∂y
f(t, y)

∣∣∣
R
−
∫
R

∂2(pσ2)

∂y2
f(t, y)dy

]
dt

= −
∫
R

∫ T

0

∂p

∂t
f(t, y)dtdy −

∫
R

∫ T

0

∂(pµ)

∂y
f(t, y)dtdy

+
1

2

∫
R

∫ T

0

∂2(pσ2)

∂y2
f(t, y)dtdy

Nihayet,

E[f(T,XT )− f(0, X0)] =

∫
R

∫ T

0
f(t, y)

[
−∂p
∂t
− ∂(pµ)

∂y
+

1

2

∂2(pσ2)

∂y2

]
dtdy

e³itli§i elde edilmi³ olunur. t /∈ (0, T ) için f(t,Xt) = 0 oldu§undan f(T,XT ) =

f(0, X0) = 0 ve dolay�s�yla E[f(T,XT )− f(0, X0)] = 0. O zaman∫
R

∫ T

0
f(t, y)

[
−∂p
∂t
− ∂(pµ)

∂y
+

1

2

∂2(pσ2)

∂y2

]
dtdy = 0

(0, T )'de f(t, y) 6= 0 oldu§undan

−∂p
∂t
− ∂(pµ)

∂y
+

1

2

∂2(pσ2)

∂y2
= 0

Buradan da
∂

∂t
p(t, y) = −µ ∂

∂y
p(t, y) +

σ2

2

∂2

∂y2
p(t, y)

Fokker-Planck denklemine ula³m�³ oluruz.

2.6 Finansal Portföyler

Portföy, menkul k�ymetler aç�s�ndan bir yat�r�mc�n�n sahip oldu§u tümmenkul k�ymetlere

verilen isimdir. Daha detayl� ³ekilde söylenilirse, �nansta bu kavram riski azaltmak ve

üstlenilen riskten en yüksek getiriyi sa§lamak amac�yla, ayn� veya farkl� özelliklere sahip

en az iki yat�r�m arac�n�n bir araya gelmesiyle olu³an toplam de§eri ifade etmektedir. Bu

yat�r�m araçlar�na örnek olarak hisse senedi, tahvil, hazine bonosu, hatta nakit para da

gösterilebilir. Teknik aç�dan portföy, yat�r�mc�n�n risk ve getiri tercihlerini yans�tan tüm

reel ve �nansal varl�klar� kapsamakad�r. Portföy teorisine göre yat�r�mc�lar genelde tek

bir menkul k�ymete yat�r�m yapmazlar. �çeri§inin hangi yat�r�m araç veya araçlar�ndan

olu³mas� aç�s�ndan portföylerin farkl� çe³itleri vard�r, [15].
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3. �LK GEÇ�� ZAMANI DA�ILIM VE YO�UNLU�U

Bu bölümde, Fokker-Planck denklemi kullan�larak beklenen de§eri s�f�r olmayan Brown

hareketi için ilk geçi³ zaman� da§�l�m ve yo§unluk fonksiyonlar�n�n bulunmas�ndan

bahsedilecek, [2]. Bulunan bu fonksiyonlar bir sonrak� bölümde beklenen de§eri s�f�rdan

farkl� Brown hareketi için maksimum kay�p de§i³keni beklenen de§ereinin bulunmas�nda

kullan�lacak.

3.1 �lk Geçi³ Zaman�

{Xt; t ≥ 0} beklenen de§eri µ ve varyans� σ2 olan bir Brown hareketi olsun. �lk geçi³

zaman�, Xt'nin verilen de§ere ilk ula³d�§� τ rastgele zaman� olarak tan�mlan�r. E§er

bu verilen de§er olarak herhangi bir G ⊂ R gümesinin s�n�r� olan ∂G kabul edilirse,

matematiksel olarak ilk geçi³ zaman� a³a§�daki verilen ³ekilde gosterebilir

τ = inf
t≥t0

(t : Xt ∈ ∂G | Xt0 = x;x ∈ G \ ∂G) (3.1)

burada x ∈ G \ ∂G, t0 an�nda sürecin ba³lang�ç de§eridir.

3.1.1 Da§�l�m ve Yo§unluk

�lk geçi³ zaman� yo§unluk fonksiyonunun bulunmas� için önce τ de§i³keninin da§�l�m

fonksiyonu bulunur. Bunun için ise Xt'nin (0, t) aral�§�nda ∂G s�n�r� tarf�ndan

yutulmama olas�l�§� kullan�l�r, [2]

Pr(Xt /∈ ∂G;Xs ∈ G \ ∂G, t0 < s < t | x ∈ G \ ∂G) = 1− Pr(τ < t)

O zaman

Pr(τ < t) = 1− Pr(Xt /∈ ∂G;Xs ∈ G \ ∂G, t0 < s < t | x ∈ G \ ∂G)

�imdi da§�l�m�n zamana göre türevi al�n�rsa olas�l�k yo§unluk fonksiyonuna ula³�l�r

fτ (t) = −∂Pr(Xt /∈ ∂G;Xs ∈ G \ ∂G, t0 < s < t | x ∈ G \ ∂G)

∂t
(3.2)

Xt'nin (0, t) aral�§�nda ∂G s�n�r� taraf�ndan yutulmama olas�l�§� a³a§�daki ³ekilde de

yaz�labilir, [2].

Pr(Xt /∈ ∂G;Xs ∈ G \ ∂G, t0 < s < t | x ∈ G \ ∂G) =

∫
G\∂G

p(t, y | t0, x)dy
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burada p(t, y|t0, x) sürecin G \ ∂G bölgesindeki geçi³ olas�l�§� yo§unluk fonksiyonudur.

O zaman fτ (t) için a³a§�daki sonuç yaz�labilir.

fτ (t) = −
∂
(∫

G\∂G p(t, y | t0, x)dy
)

∂t
(3.3)

3.1.2 �ki Esnek Engelle Verilen Süreç �çin �lk Geçi³ Zaman�

G kümesi olarak [h1, h2] kapal� aral�§� al�n�rsa bu durumda ∂G = {h1}∪{h2} olur, yani
iki tane h1 ve h2 engelleri ortaya ç�kar. Bu engeller sabit seçilerek (yutan veya yans�tan)

ilk geçi³ zaman� olas�l�k yo§unluk fonksiyonu fτ (t)'nin bulunmas�na ait sonuçlar var.

Fakat, [2]'de yap�lan, engelleri esnek engeller seçerek daha genel bir sonuç elde etmektir.

Örne§in h2 engeli β olas�l�§� ile yutan, (1− β) olas�l�§� ile de yans�tan engel seçilebilir.

Ayn� ³ekilde h1 engeli γ olas�l�§� ile yutan (1−γ) olas�l�§� ile de yans�tan engel seçilebilir.

3.2 �ki Esnek Engelle Verilen Süreç �çin Fokker-Planck

Denklemi

�lk geçi³ zaman� yo§unluk fonksiyonu fτ (t)'nin bulunabilmei için (3.3) ile verilen

ifadede p(t, y | t0, x) geçi³ olasl�l�§� yo§unluk fonksiyonunun bulunmas�na ihtiyaç vard�r.

Bunun için ise driftli Brown hareketi için Fokker-Planck denklemi (veya Kolmogorov

forward denklemi) kullan�l�r, çünkü Xt'nin G \ ∂G bölgesindeki geçi³ olas�l�§� yo§unluk

fonksiyonu Fokker-Plank denklemini sa§lar, [1],[16].

∂

∂t
p(t, y) = −µ ∂

∂y
p(t, y) +

σ2

2

∂2

∂y2
p(t, y) (3.4)

Burada k�sa olsun diye p(t, y | t0, x) yerine sadece p(t, y) yaz�yoruz.

Fokker-Planck denklemi bazen

∂

∂t
p(t, y) = − ∂

∂x
j(t, y)

³eklinde de yaz�l�yor. Burada

j(t, y) = µp(t, y)− σ2

2

∂p(t, y)

∂x

ifadesine olas�l�k ak�n� denilir.

Denklemin

p(0, y) = δ(y − x) (3.5)
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ba³lang�ç ³art� ile çözümüne temel çözüm denilir(bazen bu ba³lang�ç ³arta rastgele

olmayan ba³lang�ç ³art da denilir). Burada δ(y−x) Dirac delta fonksiyonudur. Problem

iki esnek engelle ele al�nd�§�ndan (3.4) denklemi için s�n�r ³artlar� belirlerken s�n�rlar�n

k�smen veya tamamen yutan veya yans�tan engel olabilece§i göz önüne al�nmal�d�r.

Ayr�ca, e§er s�n�r yutan engel ise p(t, y) bu s�n�r taraf�ndan yutulmama olas�l�k yo§ulu§u

oldu§u için s�n�ra ula³�ld�§�nda de§eri s�f�ra e³it olur, e§er s�n�r yans�tan engel ise s�n�ra

ula³�ld�§� zaman yans�ma olaca§� için bölgenin içerisinden d�³ar�ya ve ya d�³ar�dan içeriye

olas�l�k ak�n� s�f�ra e³it olacak, yani s�n�ra ula³�ld�§�nda j(t, y) s�f�ra e³it olur. Bizim

durumumuza geri dönersek, G = [h1, h2] ⇒ ∂G = {h1} ∪ {h2}. E§er h2 s�n�r�n�n β

olas�l�§� ile yutan, (1− β) olas�l�§� ile de yans�tan engel oldu§u farz edilirse

βp(t, h2)− (1− β)j(t, h2) = 0

Ayn� mant�kla, h1 s�n�r�n�n γ olas�l�§� ile yutan,(1 − γ) olas�l�§� ile de yans�tan engel

oldu§u farz edilirse

γp(t, h1) + (1− γ)j(t, h1) = 0

aradak� tek fark h1 < h2 oldu§u için h2'deki ak�nla h1'deki ak�n�n ters i³aretli

olmalar�d�r. Sonuç olarak daha aç�k bir ³ekilde yaz�l�rsa iki esnek engel için (3.4)

denkleminin iki tane a³a§�daki gibi s�n�r ³artlar� olur, [2].

βp(t, h2)− (1− β)

(
µp(t, h2)− σ2

2

∂p(t, y)

∂y

∣∣∣∣
y=h2

)
= 0 (3.6)

γp(t, h1) + (1− γ)

(
µp(t, h1)− σ2

2

∂p(t, y)

∂y

∣∣∣∣
y=h1

)
= 0 (3.7)

3.2.1 S�n�r De§er Probleminin Çözümü

Elde edilen (3.4)-(3.7) s�n�r ve ba³lang�ç de§er probleminin çözümüne ula³mak için (3.4)

denkleminin çözümünden ba³layal�m. Bu denkelem daha önce de bahsedildi§i gibi bir

parabolik tip denklemdir, gereken de§i³ken de§i³imleri yap�larak daha da sade ³ekle

dönü³türülebilir. Önce kolayl�k için u = y − h1 de§i³ken de§i³imi, sonra da birinci

mertebe türevden kurtulabilmek için

p(t, u) = exp
( µ
σ2
u
)
z(t, u) (3.8)

de§i³imi yap�l�r.Bu iki de§i³im dikkate al�n�rsa

u = y − h1 ⇒ dy = du
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∂

∂t
p(t, y) ⇒ ∂

∂t

[
exp

( µ
σ2
u
)
z(t, u)

]
= exp

( µ
σ2
u
) ∂

∂t
z(t, u)

∂

∂y
p(t, y) ⇒ ∂

∂u

[
exp

( µ
σ2
u
)
z(t, u)

]
=

µ

σ2
exp

( µ
σ2
u
)
z(t, u) + exp

( µ
σ2
u
) ∂

∂u
z(t, u)

∂2

∂y2
p(t, y) ⇒ ∂2

∂u2

[
exp

( µ
σ2
u
)
z(t, u)

]
=
µ2

σ4
exp

( µ
σ2
u
)
z(t, u)

+
µ

σ2
exp

( µ
σ2
u
) ∂

∂u
z(t, u) + exp

( µ
σ2
u
) ∂2

∂u2
z(t, u)

bulunur. Bunlar (3.4) denkleminde yerine yaz�l�rsa

exp
( µ
σ2
u
) ∂

∂t
z(t, u) = −µ

2

σ2
exp

( µ
σ2
u
)
z(t, u)

−µ exp
( µ
σ2
u
) ∂

∂u
z(t, u) +

µ2

2σ2
exp

( µ
σ2
u
)
z(t, u)

+µ exp
( µ
σ2
u
) ∂

∂u
z(t, u) +

σ2

2
exp

( µ
σ2
u
) ∂2

∂u2
z(t, u)

=
−µ2

2σ2
exp

( µ
σ2
u
)
z(t, u) +

σ2

2
exp

( µ
σ2
u
) ∂2

∂u2
z(t, u)

Her iki taraf 2
σ2 exp

(
− µ
σ2u
)
6= 0 ile çarp�l�rsa (3.4) denklemi a³a§�daki hale geler

2

σ2

∂

∂t
z(t, u) =

∂2

∂u2
z(t, u)− µ2

σ4
z(t, u) (3.9)

Art�k (3.9) denklemini de§i³kenlerine ay�rma yöntemi ile çözebiliriz. Yöntemi uygu-

lamak için denklemin çözümünün z(t, u) = T (t)U(u) ³eklinde oldu§u kabul edilir. O

zaman

∂

∂t
z(t, u) = U(u)

d

dt
T (t) ve

∂2

∂u2
z(t, u) = T (t)

d2

du2
U(u)

elde edilir. Bunlar (3.9) denkleminde yerine yaz�l�rsa

2

σ2
U(u)T

′
(t) = T (t)U

′′
(u)− µ2

σ4
T (t)U(u)
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2

σ2

T
′
(t)

T (t)
=
U
′′
(u)

U(u)
− µ2

σ4

�imdi son e³itli§in her iki taraf�n�n bir ay�r�c� parametreye e³it oldu§u kabul edilerek

de§i³kenler iki ayr� denklem ³eklinde ay�r�l�r. Bu key� parametre −ν olarak seçilirse

a³a§�dak� ³ekilde iki tane adi diferensiyel denklem elde edilmi³ olunur.

2

σ2

T
′
(t)

T (t)
= −ν ve

U
′′
(u)

U(u)
− µ2

σ4
= −ν

Birinci denklem kolay ³ekilde a³a§�daki gibi çözülür

2

σ2

dT (t)

T (t)dt
= −ν

1

T (t)
dT (t) = −νσ

2

2
dt

lnT (t) = −νσ
2

2
t+ lnC (C herhangi bir sabitdir)

T (t) = C exp

(
−νσ

2t

2

)

�kinci denklemi çözmeden önce λ = ν − µ2

σ4 denilirse denklem a³a§�daki hale dönü³er.

U
′′
(u) + λU(u) = 0 (3.10)

Asl�nda p(t, u) = exp
( µ
σ2u
)
T (t)U(u) oldu§u dikkate al�n�rsa (3.6) ve (3.7) s�n�r ³artlar�

da (3.10) denklemine odakl� hale getirebilir. u = y − h1 oldu§undan y = h2 için

u = h2 − h1 oldu§unu da dikkate alarak (3.6) için yaparsak

β exp
( µ
σ2

(h2 − h1)
)
T (t)U(h2 − h1)− (1− β)µ exp

( µ
σ2

(h2 − h1)
)
T (t)U(h2 − h1)

+(1− β)
σ2

2

[
µ

σ2
exp

( µ
σ2
u
)
T (t)U(u) + exp

( µ
σ2
u
)
T (t)

d

du
U(u)

] ∣∣∣
u=h2−h1

= 0

Her iki taraf exp
( µ
σ2 (h2 − h1)

)
T (t) 6= 0 ile bölünürse

βU(h2 − h1)− (1− β)µU(h2 − h1) +
(1− β)µ

2
U(h2 − h1) + (1− β)

σ2

2

d

du
U(u)

∣∣∣
u=h2−h1

= 0

ve en son olarak[
β − µ

2
(1− β)

]
U(h2 − h1) +

1

2
(1− β)σ2 d

du
U(u)

∣∣∣
u=h2−h1

= 0 (3.11)
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elde edilir, yani gereksiz t'ye ba§l� k�s�mdan kurtulmu³ oluyoruz. Ayn� mant�kla ve

y = h1 için u = h1 − h1 = 0 oldu§u da dikkate al�n�rsa (3.7) de a³a§�daki hale dönü³er[
γ +

µ

2
(1− γ)

]
U(0)− 1

2
(1− γ)σ2 d

du
U(u)

∣∣∣
u=0

= 0 (3.12)

(3.10) denklemi, karakteristik denklemi yaz�larak a³a§�dak� gibi çözlür

r2 + λ = 0 (karakteristik denklem)

r2 = −λ ⇒ r1 =
√
−λ, r2 = −

√
−λ

O zaman λ'n�n de§er ve i³aretine ba§l� olarak (3.10)'un genel çözümü a³a§�daki gibi olur.

U(u) =


C1 cos(

√
λu) + C2 sin(

√
λu) , λ > 0

C3u+ C4 , λ = 0

C5 cosh(
√
−λu) + C6 sinh(

√
−λu) , λ < 0

λ'n�n üç farkl� durumu için s�n�r de§er ³artlar� kullan�larak yukar�daki katsay�lar

bulunabilir.

3.2.1.1 λ > 0 durumu

Bu durumda

U(u) = C1 cos(
√
λu) + C2 sin(

√
λu)

U
′
(u) = −C1

√
λ sin(

√
λu) + C2

√
λ cos(

√
λu)

Kolayl�k için

k = β − µ

2
(1− β) (3.13)

ω = γ +
µ

2
(1− γ) (3.14)

θ =
√
λ(h2 − h1) ve η =

√
−λ(h2 − h1)

k�saltmalar� yap�l�rsa ve (3.11) ve (3.12) s�n�r de§er ³artlar� kullan�l�rsa

 k [C1 cos θ + C2 sin θ] + 1
2(1− β)σ2

[
−C1

√
λ sin θ + C2

√
λ cos θ

]
= 0

ωC1 − 1
2(1− γ)σ2

√
λC2 = 0
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�kinci denklemden C1 = 1
2(1 − γ)σ2

√
λ
ω C2 bulunur, bu birinci denklemde yerine

yaz�l�rsa

C2

[
1

2
(1− γ)σ2

√
λ

ω
(k cos θ − 1

2
(1− β)σ2

√
λsinθ) + k sin θ +

1

2
(1− β)σ2

√
λcosθ

]
= 0

C2

[
cos θ

(
1

2
(1− γ)σ2

√
λ

ω
k +

1

2
(1− β)σ2

√
λ

)
+ sin θ

(
k − 1

4
(1− β)(1− γ)σ4 λ

ω

)]
= 0

Burada C2 = 0 al�n�rsa o zaman C1 = 0 bulunur ki bununla da U(u) = 0 a³ikar
çözümüne ula³�l�r. Ancak aranan sonuç bu olmad�§� için en son e³itlikdeki parantezin
içindeki ifadenin s�f�ra e³itli§ine bak�lr.

cos θ

(
1

2
(1− γ)σ2

√
λ

ω
k +

1

2
(1− β)σ2

√
λ

)
+ sin θ

(
k − 1

4
(1− β)(1− γ)σ4 λ

ω

)
= 0

cos θ

(
1

2
(1− γ)σ2

√
λ

ω
k +

1

2
(1− β)σ2

√
λ

)
= − sin θ

(
k − 1

4
(1− β)(1− γ)σ4 λ

ω

)

tan θ =
1
2(1− γ)σ2

√
λ
ω k + 1

2(1− β)σ2
√
λ

1
4(1− β)(1− γ)σ4 λ

ω − k

(3.13), (3.14) ve
√
λ = θ

h2−h1 oldu§u dikkate al�narak kesirde sadele³tirme yap�l�rsa en

son olarak

tanθ =
2σ2(h2 − h1)[β(1− γ) + γ(1− β)]θ

(1− β)(1− γ)σ4θ2 − 4(h2 − h1)2kω
(3.15)

elde edilir. Elde edilen (3.15) e³itli§inin çözümü olan θ de§erlerine özde§erler denilir

ve tanθ fonksiyonu periyodik oldu§u için bu özde§erler sonsuz say�dad�r. Bunun için

de ileride θ yerine θn (n = 1, 2, 3...) yazacag�z. Özde§er ³art� olan (3.15) e³itli§inin

çözümleri ve onlar�n say�s�n� analitik olarak görmek çok zor. Ancak geometrik olarak

bir yorum yap�labilir, yani (3.15)'in çözümü (çözümleri) asl�nda

tanθ ve
aθ

bθ2 − c

fonksiyonlar�n�n gra�klerinin kesi³im noktalar�d�r. Burada

a = 2σ2(h2 − h1)[β(1− γ) + γ(1− β)]

b = (1− β)(1− γ)σ4 ve c = 4(h2 − h1)2kω
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a > 0, b > 0 oldu§u aç�k, çünkü β ≤ 1 , γ ≤ 1 ve h2 > h1. Ancak c'nin i³areti

de§i³ebilir, çünki c, k ve ω'ya ba§l� bunlar da µ'ye ba§l� (ileride c'nin bu µ'ye ba§l� olma

özelli§i (3.10) denkleminin genel çözümü yaz�l�rken λ'ya gerek kalmaks�z�n s�n��and�rma

yap�ld�§� zaman kullan�lacak). Bunlar dikkate al�narak bu iki fonksiyonun gra�klerinin

bir birine göre durumu sadece �ekil 3.1, �ekil 3.2 ve �ekil 3.3'deki durumlardan birine

denk gelebilir.

�ekil 3.1: c < 0 iken olabilecek durumlar

�ekil 3.2: c > 0 durumu

�ekil 3.3: c = 0 durumu

K�rm�z� gra�k tan θ ve siyah gra�kler de aθ
bθ2−c fonksiyonunun farkl� c'lere uygun gelen

gra�klerdir. Gra�klerden de görüldü§ü üzere c'den ba§�ms�z olarak (3.15)'in her zaman

sonsuz say�da çözümü vard�r.

Art�k gereken θ de§erleri bulunabildi§ine göre key� olarak C2 = ω seçilebilir. O zaman

C1 =
1

2
(1− γ)σ2

√
λ

ω
C2 =

1

2
(1− γ)σ2 θ

h2 − h1

olur. Nihayet, çözüm

Un(u) =
(1− γ)σ2θn
2(h2 − h1)

cos

(
θn

u

h2 − h1

)
+ ωsin

(
θn

u

h2 − h1

)
(3.16)
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³eklinde bulunur. (3.16) asl�nda bir çözüm dizisidir, yani her farkl� n pozitif tamsay�s�

için her bir Un(u) (3.10) denkleminin (3.11) ve (3.12) s�n�r ³artlar�n� sa§layan bir

çözümüdür.

3.2.1.2 λ = 0 durumu

Bu durumda (3.10 ) denklemi U ′′(u) = 0 haline geldi§inden çözümü de U(u) =

C3u+ C4 olur. C3 ve C4 sabitlerini bulmak için yeniden s�n�r ³artlar� uygulan�r. k[C3(h2 − h1) + C4)] + 1
2(1− β)σ2C3 = 0

ωC4 − 1
2(1− γ)σ2C3 = 0

�kinci denklemden C4 = 1
2ω (1 − γ)σ2C3 bulunur, bu birinci denklemde yerine

yaz�l�rsa

k

[
C3(h2 − h1) +

1

2ω
(1− γ)σ2C3

]
+

1

2
(1− β)σ2C3 = 0

C3

[
k(h2 − h1) +

k

2ω
(1− γ)σ2 +

1

2
(1− β)σ2

]
= 0

Burada da e§er C3 = 0 seçilirse yine U(u) = 0 a³ikar çözümüne ula³�l�r, o yüzden

parantezin içindeki ifadenin s�f�ra e³itli§ine bak�l�r.

k(h2 − h1) +
k

2ω
(1− γ)σ2 +

1

2
(1− β)σ2 = 0

(h2 − h1) +
1

2ω
(1− γ)σ2 +

1

2k
(1− β)σ2 = 0

(1− γ)σ2

2(γ + 1
2(1− γ)µ)

+
(1− β)σ2

2(β − 1
2(1− β)µ)

= −(h2 − h1)

(1− γ)[β − 1
2(1− β)µ] + (1− β)[γ + 1

2(1− γ)µ]

(γ + 1
2(1− γ)µ)(β − 1

2(1− β)µ)
=
−2(h2 − h1)

σ2

β(1− γ) + γ(1− β)

γβ − [1
2γ(1− β)− 1

2β(1− γ)]µ− 1
4(1− γ)(1− β)µ2

=
−2(h2 − h1)

σ2
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1

4
(1− γ)(1− β)µ2 +

1

2
[γ(1− β)− β(1− γ)]µ =

σ2[β(1− γ) + γ(1− β)]

2(h2 − h1)
+ γβ

1

2
µ2 +

[
γ

1− γ
− β

1− β

]
µ− 2γβ

(1− β)(1− γ)
− σ2

h2 − h1

[
β

1− β
+

γ

1− γ

]
= 0

Gelinen bu denkelm µ'ye göre çözülürse

∆ =

[
γ

1− γ
− β

1− β

]2

+
4γβ

(1− β)(1− γ)
+

2σ2

h2 − h1

[
β

1− β
+

γ

1− γ

]
=

[
γ

1− γ
+

β

1− β

]2

+
2σ2

h2 − h1

[
β

1− β
+

γ

1− γ

]
> 0

µ1 = − γ

1− γ
+

β

1− β
−
√

∆ (3.17)

µ2 = − γ

1− γ
+

β

1− β
+
√

∆ (3.18)

Yani µ = µ1 veya µ = µ2 seçilirse denklemin s�f�rdan farkl� çözümü var (fakat µ 6= µ1

ve µ 6= µ2 seçilirse C2 = 0 olmak zorunda ve dolay�s�yla a³ikar çözüme ula³�l�r). Bu

çözümü bulmak için key� olarak C3 = 1 seçilebilir ve buna uygun olarak da (3.11)

s�n�r ³art� kullan�larak C4 sabiti belirlenebilir.

U(u) = u+ C4 ⇒ U ′(u) = 1

bunlar� (3.11)'de dikkate al�rsak

k [(h2 − h1) + C4] +
1

2
(1− β)σ2 = 0

(h2 − h1) + C4 = − 1

2k
(1− β)σ2

C4 = −(h2 − h1)− σ2(1− β)

2k

bulunur. O zaman çözüm

U1 = u− (h2 − h1)− σ2(1− β)

2k

olarak bulunur.
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3.2.1.3 λ < 0 durumu

Bu durumda

U(u) = C5 cosh(
√
−λu) + C6 sinh(

√
−λu)

U
′
(u) = C5

√
−λ sinh(

√
λu) + C6

√
−λ cosh(

√
λu)

(3.11) ve (3.12) s�n�r de§er ³artlar� kullan�l�rsa k [C5 cosh η + C6 sinh η] + 1
2(1− β)σ2

[
C5

√
−λ sinh η + C6

√
−λ cosh η

]
= 0

ωC5 − 1
2(1− γ)σ2

√
−λC6 = 0

�kinci denklemden C5 = 1
2(1 − γ)σ2

√
−λ
ω C6 bulunur, bu birinci denklemde yerine

yaz�l�rsa

C6
1

2
(1− γ)σ2

√
−λ
ω

(k cosh η +
1

2
(1− β)σ2

√
−λsinhη)

+C6(k sinh η +
1

2
(1− β)σ2

√
−λ cosh η) = 0

C6

[
cosh η

(
1

2
(1− γ)σ2

√
−λ
ω

k +
1

2
(1− β)σ2

√
−λ
)

+ sinh η

(
k +

1

4
(1− β)(1− γ)σ4−λ

ω

)]
= 0

Burada da C6 = 0 al�n�rsa o zaman C1 = 0 bulunur ki bununla da U(u) = 0

a³ikar çözümüne ula³�l�r. Ancak aranan sonuç bu olmad�§� için yine en son e³itlikdeki
parantezin içindeki ifadenin s�f�ra e³itli§ine bak�l�r.

cosh η

(
1

2
(1− γ)σ2

√
−λ
ω

k +
1

2
(1− β)σ2

√
−λ
)
+ sinh η

(
k +

1

4
(1− β)(1− γ)σ4−λ

ω

)
= 0

sinh η

(
k +

1

4
(1− β)(1− γ)σ4−λ

ω

)
= − cosh η

(
1

2
(1− γ)σ2

√
−λ
ω

k +
1

2
(1− β)σ2

√
−λ
)

tanh η = −
1
2(1− γ)σ2

√
−λ
ω k + 1

2(1− β)σ2
√
−λ

k + 1
4(1− β)(1− γ)σ4−λ

ω

(3.13), (3.14) ve
√
−λ = η

h2−h1 oldu§u dikkate al�narak kesirde sadele³tirme yap�l�rsa

en son olarak

tanh η =
−2σ2(h2 − h1)[β(1− γ) + γ(1− β)]η

(1− β)(1− γ)σ4η2 + 4(h2 − h1)2kω
(3.19)

Gereken η de§eri bulunabildi§ine göre key� olarak C6 = ω seçilebilir. O zaman

C5 =
1

2
(1− γ)σ2

√
−λ
ω

C6 =
1

2
(1− γ)σ2 η

h2 − h1
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olur. Nihayet, çözüm

U2(u) =
(1− γ)σ2η

2(h2 − h1)
cosh

(
η

u

h2 − h1

)
+ ω sinh

(
η

u

h2 − h1

)
(3.20)

³eklinde bulunur.

λ > 0 durumuna benzer ³ekilde burada da geometrik bir yorum yap�larak (3.19)'un

hangi durumlarda kaç tane çözümü oldu§u söylenebilir.

tanh η =
−aη
bη2 + c

a > 0, b > 0

Bu iki fonksiyonun da gra�klerinin kesi³im noktalar� asl�nda yukar�daki e³itli§in

çözümüdür.

�ekil 3.4: c>0 durumu

�ekil 3.5: c=0 durumu

�ekil 3.6: c<0 iken olabilecek durumlar

c'nin durumuna göre bu gra�klerin bir birine göre durumu sadece �ekil 3.4, �ekil 3.5,

�ekil 3.6'daki durumlardan birine denk gelebilir (k�rm�z� gra�k tanh η'n�n gra�§idir).

Gra�klerden de görüldü§ü üzere c = 0 durumunda çözüm yok, c > 0 durumunda
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sadece η = 0 çözümü var (yani bu durumlarda U2(u) = 0 a³ikar çözümü elde edilir).

c < 0 durumunda ise sa§ tarafdaki fonksiyonun orijindeki e§imine ba§l� olarak ya bir

tane η = 0 çözümü yada üç tane çözüm var. Daha kesin olarak, e§er bu e§im tanh

fonksiyonunun orijindeki e§iminden büyükse sadece η = 0 çözümü, e§er küçükse üç

tane çözüm var. �kinci durum göz önüne al�narak yola ç�k�l�rsa

(tanhη)′
∣∣∣
η=0

>

(
−aη
bη2 + c

) ∣∣∣∣
η=0

1

cosh2 η

∣∣∣
η=0

>
−abη2 − ac+ 2abη2

(bη2 + c)2

∣∣∣
η=0

1 >
−ac
c2

⇒ c2 > −ac ⇒ c(c+ a) > 0

Önceden de c < 0 kabul edildi§i için

c+ a < 0

4(h2 − h1)2kω + 2σ2(h2 − h1)[β(1− γ) + γ(1− β)] < 0

2(h2 − h1)kω + σ2[β(1− γ) + γ(1− β)] < 0

2(h2 − h1)[(β − 1

2
(1− β)µ)(γ +

1

2
(1− γ)µ)] + σ2[β(1− γ) + γ(1− β)] < 0

2(h2 − h1)[βγ +
1

2
(1− γ)βµ− 1

2
(1− β)γµ− 1

4
(1− β)(1− γ)µ2]

+σ2[β(1− γ) + γ(1− β)] < 0

−1

2
(h2 − h1)(1− β)(1− γ)µ2 − [(1− β)γ − (1− γ)β](h2 − h1)µ

+2βγ(h2 − h1) + σ2[β(1− γ) + γ(1− β)] < 0

1

2
µ2 +

[
γ

1− γ
− β

1− β

]
µ− 2γβ

(1− β)(1− γ)
− σ2

h2 − h1

[
β

1− β
+

γ

1− γ

]
> 0

S�f�rlar� bulunursa

∆ =

[
γ

1− γ
− β

1− β

]2

+
4γβ

(1− β)(1− γ)
+

2σ2

h2 − h1

[
β

1− β
+

γ

1− γ

]
=

[
γ

1− γ
+

β

1− β

]2

+
2σ2

h2 − h1

[
β

1− β
+

γ

1− γ

]
> 0

O zaman

µ1 = − γ

1− γ
+

β

1− β
−
√

∆ ; µ2 = − γ

1− γ
+

β

1− β
+
√

∆
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µ1 < 0 ve µ2 > 0 odu§u aç�k, bu yüzden

(µ+ µ1)(µ− µ2) > 0

Dolay�s�yla,

µ ∈ (−∞, µ1) ∪ (µ2,∞)

bulunur.

�imdi c < 0 için gereken aral�k bulunursa

4(h2 − h1)2kω < 0

4(h2 − h1)2[(β − 1

2
(1− β)µ)(γ +

1

2
(1− γ)µ)] < 0

(β − 1

2
(1− β)µ)(γ +

1

2
(1− γ)µ) < 0

βγ +
1

2
(1− γ)βµ− 1

2
(1− β)γµ− 1

4
(1− β)(1− γ)µ2 < 0

1

2
(1− β)(1− γ)µ2 + [(1− β)γ − (1− γ)β]µ− 2βγ > 0

1

2
µ2 +

[
γ

1− γ
− β

1− β

]
µ− 2γβ

(1− β)(1− γ)
> 0

S�f�rlar� bulunursa

∆∗ =

[
γ

1− γ
− β

1− β

]2

+
4γβ

(1− β)(1− γ)
=

[
γ

1− γ
+

β

1− β

]2

> 0

O zaman

µ∗1 = − γ

1− γ
+

β

1− β
−
√

∆∗ = − 2γ

1− γ

µ∗2 = − γ

1− γ
+

β

1− β
+
√

∆∗ =
2β

1− β
µ∗1 < 0 ve µ∗2 > 0 odu§u aç�k, bu yüzden

(µ+ µ∗1)(µ− µ∗2) > 0

Dolay�s�yla,

µ ∈ (−∞, µ∗1) ∪ (µ∗2,∞)

bulunur.

Nihayet, c < 0 ve c + a < 0 e³itsizliklerini ayn� anda sa§layan µ de§erleri bu iki

e³itsizli§in her biri için bulunan çözüm aral�klar�n kesi³imidir.

µ ∈ [(−∞, µ1) ∪ (µ2,∞)] ∩ [(−∞, µ∗1) ∪ (µ∗2,∞)]
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Dikkat edilirse

∆ = ∆∗ +

≥0︷ ︸︸ ︷
2σ2

h2 − h1

[
β

1− β
+

γ

1− γ

]
(yani ∆ ≥ ∆∗)

Bu yüzden de µ∗2 ≤ µ2 ve µ∗1 ≥ µ1 oldu§u aç�k. O zaman

[(−∞, µ1) ∪ (µ2,∞)] ∩ [(−∞, µ∗1) ∪ (µ∗2,∞)] = (−∞, µ1) ∪ (µ2,∞)

Dolay�s�yla en son olarak

µ ∈ (−∞, µ1) ∪ (µ2,∞)

olarak bulunur. Yani µ < µ1 veya µ > µ2 oldu§u durumlarda her zaman s�f�rdan

farkl� U2(u) çözümü vard�r. Di§er durumlarda ya çözüm yok, yada U2(u) = 0 çözümü

vard�r.

Özel bir durum

Yukar�da yap�lan hesaplamalar hep β 6= 1 ve γ 6= 1 oldu§u dikkate al�narak yap�ld�,

ancak özel durumlar da vard�r. Örne§in β = 1 ve γ = 1 durumunda (3.19) e³itli§inin

sa§ taraf�ndaki ifade s�fra e³ittir ve bu durumda sadece η = 0 çözümü var, dolay�s�yla

U2(u) = 0 bulunur. β = 1 ve γ 6= 1 durumunda ise (3.19) a³a§�daki hale gelir

tanh η =
−2σ2(1− γ)η

4(h2 − h1)ω

tanh η =
−2σ2(1− γ)η

4(h2 − h1)[γ + 1
2(1− γ)µ]

tanh η = mη , m =
−2σ2(1− γ)

4(h2 − h1)[γ + 1
2(1− γ)µ]

Burada da yine geometrik yorum yap�l�rsa tanh η fonksiyonu ve mη do§rusunun

kesi³im noktalar� aranan çözümlerdir.

�ekil 3.7: m>0 iken olabilecek durumlar

m = 0 durumunu dikkate al�nmazsa gra�klerin bir birine göre durumu sadece �ekil 3.7

veya �ekil 3.8'deki durumlardan birine denk geliyor. Gra�klerden de görüldü§ü üzere,
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�ekil 3.8: m<0 durumu

m < 0 oldu§u zaman sadece bir kesi³m var ve bu oririjinde oldu§u için η = 0 bulunur

buradan da U2(u) = 0. m > 0 oldu§u zaman m de§erinin büyükülü§üne göre iki

durum vard�r, ya bir tane orijinde kesi³im, yada üç tane kesi³im vard�r. Aynen yukar�da

oldu§u gibi do§runun orijindeki türevi tanh η fonksiyonunun orijindeki türevinden

küçükse üç, aksi takdirde bir kesi³im vard�r. Yine bu durumu dikkate alarak µ üzerinden

³artland�rma yap�l�rsa

(tanh η)′
∣∣∣
η=0

> (mη)′
∣∣∣
η=0

1 > m

1 >
−2σ2(1− γ)

4(h2 − h1)[γ + 1
2(1− γ)µ]

1 +
σ2(1− γ)

2(h2 − h1)[γ + 1
2(1− γ)µ]

> 0

σ2(1− γ) + 2(h2 − h1)[γ + 1
2(1− γ)µ]

2(h2 − h1)[γ + 1
2(1− γ)µ]

> 0

2(h2 − h1)[γ +
1

2
(1− γ)µ]

(
σ2(1− γ) + 2(h2 − h1)[γ +

1

2
(1− γ)µ]

)
> 0

[γ +
1

2
(1− γ)µ]

(
σ2(1− γ) + 2(h2 − h1)[γ +

1

2
(1− γ)µ]

)
> 0

S�f�rlar� bulunursa

γ +
1

2
(1− γ)µ = 0 ⇒ µ∗3 = − 2γ

1− γ
ve

σ2(1− γ) + 2(h2 − h1)[γ +
1

2
(1− γ)µ] = 0

γ +
1

2
(1− γ)µ = − σ2(1− γ)

2(h2 − h1)

1

2
(1− γ)µ = −γ − σ2(1− γ)

2(h2 − h1)

µ3 = − 2γ

1− γ
− σ2

h2 − h1
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µ3 < µ∗3 < 0 oldu§u aç�k, o zaman

(µ+ µ3)(µ+ µ∗3) > 0

Buradan da µ ∈ (−∞, µ3) ∪ (µ∗3,∞) bulunur.

�imdi, önceden kabul edildi§i için m > 0 hangi µ'ler için geçerli oldu§unun bulunmas�

laz�m.
−2σ2(1− γ)

4(h2 − h1)[γ + 1
2(1− γ)µ]

> 0

1

γ + 1
2(1− γ)µ

< 0

γ +
1

2
(1− γ)µ < 0

1

2
(1− γ)µ < −γ ⇒ µ < − 2γ

1− γ
= µ∗3 yani µ ∈ (−∞, µ∗3)

Bulunan bu iki aral�§�n kesi³imi aranan aral�kt�r

[(−∞, µ3) ∪ (µ∗3,∞)] ∩ (−∞, µ∗3) = (−∞, µ3)

Dolay�s�yla, aranan µ'ler (−∞, µ3) aral�§�ndad�r, yani µ < µ3 oldu§u zaman her

zaman s�f�rdan farkl� kesi³imler var, bu da s�f�rdan farkl� U2(u) çözümünün mevcut

olmas� demektir.

Son olarak β 6= 1 ve γ = 1 al�n�rsa bu durumda (3.19)

tanh η =
−2σ2(1− β)η

4(h2 − h1)k

haline gelir. Burada da yine yukar�daki gibi yorum yap�l�rsa

1 >
−2σ2(1− β)

4(h2 − h1)k

1 >
−σ2(1− β)

2(h2 − h1)[β − 1
2(1− β)µ]

1 +
σ2(1− β)

2(h2 − h1)[β − 1
2(1− β)µ]

> 0

σ2(1− β) + 2(h2 − h1)[β − 1
2(1− β)µ]

2(h2 − h1)[β − 1
2(1− β)µ]

> 0

2(h2 − h1)[β − 1

2
(1− β)µ]

(
σ2(1− β) + 2(h2 − h1)[β − 1

2
(1− β)µ]

)
> 0

[β − 1

2
(1− β)µ]

(
σ2(1− β) + 2(h2 − h1)[β − 1

2
(1− β)µ]

)
> 0

S�f�rlar� bulunursa

β − 1

2
(1− β)µ = 0 ⇒ µ∗4 =

2β

1− β
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ve

σ2(1− β) + 2(h2 − h1)[β − 1

2
(1− β)µ] = 0

β − 1

2
(1− β)µ = − σ2(1− β)

2(h2 − h1)

1

2
(1− β)µ = β +

σ2(1− β)

2(h2 − h1)

µ4 =
2β

1− β
+

σ2

h2 − h1

µ4 > µ∗4 > 0 oldu§u aç�k, o zaman

(µ− µ4)(µ− µ∗4) > 0

Buradan da µ ∈ (−∞, µ∗4) ∪ (µ4,∞) bulunur.

Önceden do§runun e§iminin s�f�rdan büyük oldu§u kabul edildi§i için bu ³art� da

sa§layan µ'lerin bulunmas� laz�m.

−2σ2(1− β)

4(h2 − h1)[β − 1
2(1− β)µ]

> 0

1

β − 1
2(1− β)µ

< 0

β − 1

2
(1− β)µ < 0

1

2
(1− β)µ > β ⇒ µ >

2β

1− β
= µ∗4 yani µ ∈ (µ∗4,∞)

Bulunan bu iki aral�§�n kesi³imi aranan aral�kt�r

[(−∞, µ∗4) ∪ (µ4,∞)] ∩ (µ∗4,∞) = (µ4,∞)

Dolay�s�yla, aranan µ'ler (µ4,∞) aral�§�ndad�r, yani µ > µ4 oldu§u sürece her zaman

s�f�rdan farkl� kesi³imler var, bu da yine s�f�rdan farkl� U2(u) çözümünün mevcut olmas�

demektir.

3.2.2 Genel Çözüm

Nihayet, yukar�da yap�lan bütün de§erlendirmeler dikkate al�narak (3.10) için a³a§�daki

³ekilde en genel çözüm yaz�labilir [2].

U(u) = Un(u) + C(u) , C(u) =


0 , Durum1

U1(u) , Durum2

U2(u) , Durum3

(3.21)
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Durum1 :=


β 6= 1; γ 6= 1; µ1 < µ < µ2 veya

β = 1; γ 6= 1; µ > µ3 veya

β 6= 1; γ = 1; µ < µ4 veya

β = 1; γ = 1

Durum2 :=


β 6= 1; γ 6= 1; µ = µ1 veya

β 6= 1; γ 6= 1; µ = µ2 veya

β = 1; γ 6= 1; µ = µ3 veya

β 6= 1; γ = 1; µ = µ4

Durum3 :=


β 6= 1; γ 6= 1; µ < µ1 veya

β 6= 1; γ 6= 1; µ > µ2 veya

β = 1; γ 6= 1; µ < µ3 veya

β 6= 1; γ = 1; µ > µ4

(3.21) ile verilen genel çözüm formülüne dikkat edilirse µ'den ba§�ms�z olarak s�f�rdan

farkl� Un(u) her zaman mevcut oldu§u için yukar�daki durumlar�n hiç birine dahil

edilmiyor. Durum1'de U1(u) ve U2(u)'nin mevcut olmad�§� veya s�f�ra e³it oldu§u

µ'ler, Durum2 ve Durum3'de de s�ras�yla s�f�rdan farkl� U1(u) ve U2(u) çözümlerinin

mevcut oldu§u µ'ler al�nm�³t�r.

�imdi en ba³a, (3.4) denklemine geri dönülürse, art�k U(u) ve T (t) bulundu§una

göre z(t, u)'nun neye e³it oldu§u söylenilebilir. Fakat burada dikkat edilmesi gereken

ba³ka bir husus Un(u) sonsuz say�da bulundu§u için denklemin tam çözümünün bütün

çözümlerin toplam� ³eklinde olmas�d�r, yani

z(t, u) =

∞∑
n=1

[
An exp

(
−σ2νt

2

)
Un(u)

]
+K1(u)

K1(u) =


0 , Durum1

A1 exp
(
−σ2νt

2

)
U1(u) , Durum2

A2 exp
(
−σ2νt

2

)
U2(u) , Durum3

Burada An, A1, A2 sabitlerdir ve ν = λ + µ2

σ4 , fakat toplam�n içindeki ifade için λ =
θ2n

(h2−h1)2
, Durum 3 'deki ifade için λ = − η2

(h2−h1)2
, Durum 2 için ise λ = 0. Bunlar da
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dikkate al�n�rsa

z(t, u) =

∞∑
n=1

[
An exp

(
−σ2t(λ+ µ2

σ4 )

2

)
Un(u)

]
+K1(u)

=
∞∑
n=1

[
An exp

(
− µ

2t

2σ2
− σ2λt

2

)
Un(u)

]
+K1(u)

= exp

(
− µ

2t

2σ2

){ ∞∑
n=1

[
An exp

(
− σ2θ2

nt

2(h2 − h1)2

)
Un(u)

]
+K2(u)

}

K2(u) =


0 , Durum1

A1U1(u) , Durum2

A2 exp
(

σ2η2t
2(h2−h1)2

)
U2(u) , Durum3

�imdi, u = y − h1 ve p(t, u) = exp
( µ
σ2u
)
z(t, u) oldu§u da dikkate al�narak (3.8)

yeniden yaz�l�rsa

p(t, y) = exp

(
µ

σ2
y − µh1

σ2

)
z(t, u)

= exp

(
µ

σ2
y − µ2t

2σ2

){ ∞∑
n=1

[
Cn exp

(
− σ2θ2

nt

2(h2 − h1)2

)
Un(y − h1)

]
+K3

}
(3.22)

K3 =


0 , Durum1

D1U1(y − h1) , Durum2

D2 exp
(

σ2η2t
2(h2−h1)2

)
U2(y − h1) , Durum3

Burada

Cn = exp(−µh1

σ2
)An, D1 = exp(−µh1

σ2
)A1, D2 = exp(−µh1

σ2
)A2

sonuçta bunlar sabitler oldu§u için nas�l adland�r�ld�klar� o kadar da önemli de§il.

3.2.3 Ba³lang�ç �art Kullan�larak En Genel Çözümde Sabitlerin

Bulunmas�

Gei³ olas�l�§� yo§unlu§u için elde edilen (3.22) ifadesinde Cn, D1 ve D2 sabitlerinin

bulunmas� için (3.5) ba³lang�ç ³art�n� kullanaca§�z. Ba³lang�ç ³art� uygularken hesapla-

malarda, baz� fonksiyonlar ailesinin sahip oldu§u ortogonal sistem olu³turma özeli§inden

yararlanaca§�z.
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Tan�m 3.2.1. {Φn(x)} fonksiyonlar ailesi∫ β

α
Φn(x)Φm(x)w(x)dx = 0 e§er m 6= n

³art�n� sa§larsa bu aileye [α, β] aral�§�nda w(x) a§�rl�k fonksiyonuna göre orthogonal

sistem denilir.

3.2.3.1 Elde Edilen Çözümün Ortogonall�k Özelli§i

�leride kullanaca§�m�z için a³a§�dak� iddian�n ispatlanmas� gerekir.

�ddia:

{Un(u)} =
(1− γ)σ2θn
2(h2 − h1)

cos

(
θn

u

h2 − h1

)
+ ωsin

(
θn

u

h2 − h1

)
fonksiyonlar ailesi [0, h2 − h1] aral�§�nda w = 1 a§�rl�k fonksiyonuna göre ortogonal

sistemdir.

�spat:

Un(u) =
(1− γ)σ2θn
2(h2 − h1)

cos

(
θn

u

h2 − h1

)
+ ωsin

(
θn

u

h2 − h1

)

U
′
n(u) =

θn
h2 − h1

[
−(1− γ)σ2θn

2(h2 − h1)
sin

(
θn

u

h2 − h1

)
+ ωcos

(
θn

u

h2 − h1

)]

U
′′
n (u) = − θ2

n

(h2 − h1)2

[
(1− γ)σ2θn
2(h2 − h1)

cos

(
θn

u

h2 − h1

)
+ ωsin

(
θn

u

h2 − h1

)]
= − θ2

n

(h2 − h1)2
Un(u)

Bunlar� dikkate alarak a³§�daki ³ekilde bir integrale bakal�m

− θ2
n

(h2 − h1)2

∫ h2−h1

0
Un(u)Um(u)du

=

∫ h2−h1

0
U
′′
n (u)Um(u)du

=

∫ h2−h1

0
Um(u)d(U

′
n(u))

= −
∫ h2−h1

0
U
′
m(u)d(Un(u)) + U

′
n(u)Um(u)

∣∣∣u=h2−h1

u=0

=

∫ h2−h1

0
Un(u)U

′′
m(u)du− Un(u)U

′
m(u)

∣∣∣u=h2−h1

u=0
+ U

′
n(u)Um(u)

∣∣∣u=h2−h1

u=0

= − θ2
m

(h2 − h1)2

∫ h2−h1

0
Un(u)Um(u)du− [Un(h2 − h1)U

′
m(h2 − h1)

−Un(0)U
′
m(0)− U ′n(h2 − h1)Um(h2 − h1) + U

′
n(0)Um(0)]
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(3.11) ve (3.12) s�n�r ³artlar� gere§ince

U
′
(h2 − h1) = − 2k

(1− β)σ2
U(h2 − h1) ve U

′
(0) =

2ω

(1− γ)σ2
U(0)

bunlar dikkate al�n�rsa son e³itlikdeki en son terimin (pararantezin içindeki ifadenin)

s�f�ra e³it oldu§u kolayca görülebilir. Böylece

− θ2
n

(h2 − h1)2

∫ h2−h1

0
Un(u)Um(u)du = − θ2

m

(h2 − h1)2

∫ h2−h1

0
Un(u)Um(u)du

e³itli§ine ula³m�³ oluruz. Son olarak bu e³itlik(
θ2
m

(h2 − h1)2
− θ2

n

(h2 − h1)2

)∫ h2−h1

0
Un(u)Um(u)du = 0

³eklinde yaz�l�rsa, m 6= n oldu§u sürece∫ h2−h1

0
Un(u)Um(u)du = 0

sonucuna varm�³ oluruz.

Not: u = y − h1 oldu§undan {Un(y − h1)} fonksiyonlar ailesi de [h1, h2] aral�§�nda

w = 1 a§�rl�k fonksiyonuna göre ortogonal sistemdir.

3.2.3.2 Ba³lang�ç �art�n Uygulanmas�

Art�k ba³lang�ç ³art� uygulayarak (3.22)'de sabitleri bulabiliriz. Kullanaca§�m�z bir

di§er bilgi, (3.22) genel çözümünde

exp

(
µ

σ2
y − µ2t

2σ2

) ∞∑
n=1

[
Cn exp

(
− σ2θ2

nt

2(h2 − h1)2

)
Un(y − h1)

]
ve

exp

(
µ

σ2
y − µ2t

2σ2

)
K3(u)

k�s�mlar�n�n ayr� ayr�l�kta (3.4)'ün birer çözümleri olmas� bilgisidir (zaten (3.22) genel

çözümü bütün çözümlerin lineer kombinasyonundan olu³an bir tam çözümdür). O

zaman ba³lang�ç ³art bu iki ay�r� k�s�m için ayr� ayr�l�kta uygulanabilir. �lk k�s�m için

uygulan�rsa

p(0, y) = exp
( µ
σ2
y
) ∞∑
n=1

CnUn(y − h1)

δ(y − x) exp
(
− µ

σ2
y
)

=

∞∑
n=1

CnUn(y − h1)
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Her iki taraf Um(y − h1) ile çarp�larsa ve her iki taraf�n [h1, h2] aral�§�nda integrali

al�narsa∫ h2

h1

δ(y − x) exp
(
− µ

σ2
y
)
Um(y − h1)dy =

∫ h2

h1

∞∑
n=1

CnUn(y − h1)Um(y − h1)dy

∫ h2

h1

δ(y − x) exp
(
− µ

σ2
y
)
Um(y − h1)dy =

∞∑
n=1

∫ h2

h1

CnUn(y − h1)Um(y − h1)dy

{Un(y − h1)} fonksiyonlar ailesi [h1, h2] aral�§�nda ortogonal bir sistem oldu§undan

sa§ tarafdaki integrallerden geriye sadece n = m durumuna denk geleni s�f�rdan farkl�

olabilir, dolay�s�yla∫ h2

h1

δ(y − x) exp
(
− µ

σ2
y
)
Un(y − h1)dy =

∫ h2

h1

CnU
2
n(y − h1)dy

buradan da

Cn =

∫ h2
h1
δ(y − x) exp

(
− µ
σ2 y
)
Un(y − h1)dy∫ h2

h1
U2
n(y − h1)dy

(3.23)

bulunur.

Ayn� yöntem çözümün di§er k�s�m�na da uygulan�rsa D1 ve D2 sabitleri için de

D1 =

∫ h2
h1
δ(y − x) exp

(
− µ
σ2 y
)
U1(y − h1)dy∫ h2

h1
U2

1 (y − h1)dy
(3.24)

ve

D2 =

∫ h2
h1
δ(y − x) exp

(
− µ
σ2 y
)
U2(y − h1)dy∫ h2

h1
U2

2 (y − h1)dy
(3.25)

bulunur.

Bu sabitlerin hesaplanmas� için ise kesirlerin pay ve paydalar�ndaki integrallerin

bulunmas� laz�m. Kesirlerin pay�ndaki integrallerin hesaplanmas� için Dirac-delta

fonksiyonunun ∫ d

c
f(t)δ(t− a)dt =

{
f(a), e§er c < a < d

0, di§er
(3.26)

özelli§i kullan�lacak.

Önce D1 sabitini hesaplayal�m. Paydadaki integrale bak�l�rsa∫ h2

h1

U2
1 (y − h1)dy =

∫ h2

h1

[
y − h1 − (h2 − h1)− σ2(1− β)

2k

]2

dy

k�sa olsun diye q = h2 + σ2(1−β)
2k denilirse
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∫ h2

h1

U2
1 (y − h1)dy =

∫ h2

h1

[y − q]2dy

=

∫ h2

h1

[y2 − 2qy + q2]dy = [
y3

3
− qy2 + q2y]

∣∣∣y=h2

y=h1

=
h3

2

3
− qh2

2 + h2q
2 − h3

1

3
+ qh2

1 − h1q
2

=
h3

2

3
− h3

2 −
σ2(1− β)h2

2

2k
+ h3

2 +
h2σ

4(1− β)2

4k2
+
h2

2σ
2(1− β)

k
− h3

1

3

+h2
1h2 +

h2
1σ

2(1− β)

2k
− h1h

2
2 −

h1σ
4(1− β)2

4k2
− h1h2σ

2(1− β)

k

=
(h2 − h1)3

3
+
σ2(1− β)(h2 − h1)2

2k
+
σ4(1− β)2(h2 − h1)

4k
= M2 (3.27)

bulunur. Paydaki integrale bak�l�rsa∫ h2

h1

exp

(
−µy
σ2

)
p(0, y)U1(y − h1)dy =

∫ h2

h1

exp

(
−µy
σ2

)
U1(y − h1)δ(y − x)dy

= exp

(
−µx
σ2

)
U1(x− h1)

bulunur. O zaman

D1 =
1

M2
exp

(
−µx
σ2

)
U1(x− h1) (3.28)

�imdi Cn sabitini hesaplayal�m. Kolayl�k için (1−γ)σ2θn
2(h2−h1) = ϕn denilirse ve kesirin alt

k�sm�ndaki integrale bak�l�rsa∫ h2

h1

U2
n(y − h1)dy =

∫ h2−h1

0
U2
n(u)du

=

∫ h2−h1

0

[
ϕn cos

(
θn

u

h2 − h1

)
+ ω sin

(
θn

u

h2 − h1

)]2

du

=

∫ h2−h1

0

[
ϕ2
n cos2

(
θn

u

h2 − h1

)
+ ω2

(
1− cos2

(
θn

u

h2 − h1

))]
du

+

∫ h2−h1

0
ϕnω sin

(
2θn

u

h2 − h1

)
du

=
1

2
(ϕ2

n − ω2)

∫ h2−h1

0

[
cos

(
2θn

u

h2 − h1

)
+ 1

]
du+

∫ h2−h1

0
ω2du

+

∫ h2−h1

0
ϕnω sin

(
2θn

u

h2 − h1

)
du

=
1

2
(ϕ2

n − ω2)

[
h2 − h1

2θn
sin

(
2θn

u

h2 − h1

)
+ u

] ∣∣∣∣u=h2−h1

u=0

+ ω2u
∣∣∣u=h2−h1

u=0

−(h2 − h1)ωϕn
2θn

cos

(
2θn

u

h2 − h1

) ∣∣∣∣u=h2−h1

u=0
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=
1

2
(ϕ2

n − ω2)

[
h2 − h1

2θn
sin(2θn) + (h2 − h1)

]
+ω2(h2 − h1) +

(h2 − h1)ωϕn
2θn

[1− cos(2θn)]

=
1

4
(ϕ2

n − ω2)
h2 − h1

θn
sin 2θn +

1

2
(h2 − h1)(ϕ2

n + ω2) +
(h2 − h1)ωϕn

θn
sin2 θn

Bu noktadan sonra (3.13), (3.14), (3.15) ve ϕn = (1−γ)σ2θn
2(h2−h1) oldu§u dikkate al�narak

sadele³tirme yap�l�rsa en son olarak∫ h2

h1

U2
n(y − h1)dy

=
(1− γ)2σ4θ2

n

8(h2 − h1)
+

1

2
ω2(h2 − h1)

−(
1

2
cos2 θn + sin2 θn)

4ω2σ2(h2 − h1)2k − (1− β)(1− γ)2σ6θ2
nω

2(1− β)(1− γ)σ4θ2
n − 8(h2 − h1)2kω

−4ω3σ2(h2 − h1)2(1− β)− (1− γ)3σ6θ2
nk

4(1− β)(1− γ)σ4θ2
n − 16(h2 − h1)2kω

cos2 θn = M1 (3.29)

bulunur, [2].

Kesirin üst k�s�m�ndaki integral de yeniden Dirac-delta fonksiyonun özelli§i kullan�larak∫ h2

h1

exp

(
−µy
σ2

)
p(0, y)Un(y − h1)dy

=

∫ h2

h1

exp

(
−µy
σ2

)
Un(y − h1)δ(y − x)dy = exp

(
−µx
σ2

)
Un(x− h1)

bulunur. O zaman

Cn =
1

M1
exp

(
−µx
σ2

)
Un(x− h1) (3.30)

Son olarak yukar�da yap�lan hesaplamalara bezer olarak

D2 =
1

M3
exp

(
−µx
σ2

)
U2(x− h1) (3.31)

bulunur. Burada

M3 =

∫ h2

h1

U2
2 (y − h1)dy =

(1− γ)2σ4η2

8(h2 − h1)
− 1

2
ω2(h2 − h1)

+(sinh2 η − 1

2
cosh2 η)

4ω2σ2(h2 − h1)2k + (1− β)(1− γ)2σ6η2ω

2(1− β)(1− γ)σ4θ2
n − 8(h2 − h1)2kω

−4ω3σ2(h2 − h1)2(1− β) + (1− γ)3σ6η2k

4(1− β)(1− γ)σ4η2 + 16(h2 − h1)2kω
cosh2 η (3.32)

Sabitler de bulundu§una göre nihayet p(t, y)'nin a³a§�daki en son hali yaz�labilir [2].

p(t, y) = exp

(
µ

σ2
(y − x)− µ2t

2σ2

)
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×

{ ∞∑
n=1

[
1

M1
exp

(
− σ2θ2

nt

2(h2 − h1)2

)
Un(y − h1)Un(x− h1)

]
+K4

}
(3.33)

K4 =



0 , Durum1

1
M2
U1(y − h1)U1(x− h1) , Durum2

1
M3

exp
(

σ2η2t
2(h2−h1)2

)
U2(y − h1)U2(x− h1) , Durum3

Durum1 :=


β 6= 1; γ 6= 1; µ1 < µ < µ2 veya

β = 1; γ 6= 1; µ > µ3 veya

β 6= 1; γ = 1; µ < µ4 veya

β = 1; γ = 1

Durum2 :=


β 6= 1; γ 6= 1; µ = µ1 veya

β 6= 1; γ 6= 1; µ = µ2 veya

β = 1; γ 6= 1; µ = µ3 veya

β 6= 1; γ = 1; µ = µ4

Durum3 :=


β 6= 1; γ 6= 1; µ < µ1 veya

β 6= 1; γ 6= 1; µ > µ2 veya

β = 1; γ 6= 1; µ < µ3 veya

β 6= 1; γ = 1; µ > µ4

3.3 �lk geçi³ Zaman� �çin Da§�l�m ve Yo§unlu§un Elde

Edilmesi

Daha önce de bahsedildi§i gibi (h1, h2) aral�§�nda ilk geçi³ zaman� da§�l�m fonksiyonunu

transition olas�l�k yo§unluk fonksiyonu cinsinden a³a§�daki gibi verilebilir

Fτ (t) = 1−
∫ h2

h1

p(t, y)dy (3.34)

Art�k p(t, y) bulundu§una göre da§�l�m fonksiyonuna ula³mak için geriye sadece

(3.34)'deki integrali hesaplamak kal�r.

Fτ (t) = 1−
∫ h2

h1

p(t, y)dy
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= 1−
∫ h2

h1

exp

(
µ(y − x)

σ2
− µ2t

2σ2

) ∞∑
n=1

[
1

M1
exp

(
−σ2θ2nt

2(h2 − h1)2

)
Un(y − h1)Un(x− h1)

]
dy

−
∫ h2

h1

exp

(
µ(y − x)

σ2
− µ2t

2σ2

)
K4dy

= 1− 1

M1
exp

(−µx
σ2

) ∞∑
n=1

exp

(
−σ2θ2nt

2(h2 − h1)2
− µ2t

2σ2

)
Un(x− h1)

I1︷ ︸︸ ︷∫ h2

h1

exp
(µy
σ2

)
Un(y − h1)dy

− exp

(
− µ

σ2
x− µ2t

2σ2

) I2︷ ︸︸ ︷∫ h2

h1

exp
(µy
σ2

)
K4dy

I1 ve I2 integralleri ayr�l�kta hesaplan�rsa daha kolay olur.

I1 =

∫ h2

h1

exp
(µy
σ2

)
Un(y − h1)dy =

σ2

µ

∫ h2

h1

Un(y − h1)d
(

exp
(µy
σ2

))

=
σ2

µ
Un(y − h1) exp

(µy
σ2

) ∣∣∣y=h2

y=h1
− σ2

µ

∫ h2

h1

exp
(µy
σ2

)
U
′
n(y − h1)dy

=
σ2

µ
Un(y − h1) exp

(µy
σ2

) ∣∣∣∣y=h2

y=h1

− σ4

µ2
Un
′(y − h1) exp

(µy
σ2

) ∣∣∣y=h2

y=h1

+
σ4

µ2

∫ h2

h1

exp
(µy
σ2

)
U
′′
n (y − h1)dy

U
′′
n = − θ2n

(h2−h1)2
Un oldu§u bilgisi kullan�l�rsa

I1

(
1 +

θ2
nσ

4

(h2 − h1)2µ2

)

=
σ2

µ
Un(y − h1) exp

(µy
σ2

) ∣∣∣y=h2

y=h1
− σ4

µ2
Un
′(y − h1) exp

(µy
σ2

) ∣∣∣y=h2

y=h1

I1 =
[σ

2

µ Un(y − h1) exp
(µy
σ2

)
− σ4

µ2
Un
′(y − h1) exp

(µy
σ2

)
]
∣∣∣y=h2

y=h1
(h2−h1)2µ2+θ2nσ

4

(h2−h1)2µ2
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Kesirin üst k�sm�n� hesaplarsak[
σ2

µ
Un(y − h1) exp

(µy
σ2

)
− σ4

µ2
Un
′(y − h1) exp

(µy
σ2

)] ∣∣∣y=h2

y=h1

= exp

(
µh2

σ2

)[
(1− γ)σ4θn
2µ(h2 − h1)

cos θn +
σ2ω

µ
sin θn

]
+ exp

(
µh2

σ2

)[
(1− γ)σ6θ2

n

2µ2(h2 − h1)2
sin θn −

σ4ωθn
µ2(h2 − h1)

cos θn

]
− exp

(
µh1

σ2

)[
(1− γ)σ4θn
2µ(h2 − h1)

− σ4ωθn
µ2(h2 − h1)

]
= exp

(
µh2

σ2

)
(1− γ)µσ4θn − 2σ4ωθn

2µ2(h2 − h1)
cos θn

+ exp

(
µh2

σ2

)
2µσ2ω(h2 − h1)2 + (1− γ)σ6θ2

n

2µ2(h2 − h1)2
sin θn

− exp

(
µh1

σ2

)
(1− γ)µσ4θn − 2σ4ωθn

2µ2(h2 − h1)

(3.14)'den (1− γ)µ = 2ω − 2γ, bu yukar�da dikkate al�n�rsa

σ2

2µ2(h2 − h1)2
exp

(
µh2

σ2

)
(2µω(h2 − h1)2 + (1− γ)σ4θ2

n) sin θn

− σ2

2µ2(h2 − h1)2
exp

(
µh2

σ2

)
2γσ2(h2 − h1)θn cos θn

+
σ2

2µ2(h2 − h1)2
exp

(
µh1

σ2

)
2γσ2(h2 − h1)θn

O zaman

I1 =
σ2

2[(h2 − h1)2µ2 + σ4θ2
n]
Bn

burada

Bn = exp

(
µh2

σ2

)[
(2µω(h2 − h1)2 + (1− γ)σ4θ2

n) sin θn

−2γσ2(h2 − h1)θn cos θn

]
+ exp

(
µh1

σ2

)
2γσ2(h2 − h1)θn

�imdi I2 integraline bak�l�rsa K4'ün Durum3 'deki k�sm�na denk gelen integral baz�

küçük de§i³ikliklerle aynen I1 integralinin hesaplanmas� gibidir (veya cosh y = ey+e−y

2 , sinh y =
ey−e−y

2 e³itlikleri dikkate al�narak daha kolay ³ekilde hesaplanabilir). Bu yüzden de direk

olarak sonuç yaz�labilir, [2]. Durum2 'ye denk gelen integrale bak�l�rsa

U1(x− h1)

M2

∫ h2

h1

exp
(µy
σ2

)
U1(y − h1)dy

=
U1(x− h1)

M2

∫ h2

h1

exp
(µy
σ2

)(
y − h2 −

σ2(1− β)

2k

)
dy

=
σ2U1(x− h1)

µM2

∫ h2

h1

(
y − h2 −

σ2(1− β)

2k

)
d
(

exp
(µy
σ2

))
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=
σ2U1(x− h1)

µM2

[(
y − h2 −

σ2(1− β)

2k

)
exp

(µy
σ2

) ∣∣∣h2
h1
− σ2

µ

∫ h2

h1

exp
(µy
σ2

)
dy

]
= −σ

2U1(x− h1)

µM2
exp

(
µh2

σ2

)
σ2(1− β)

2k

−σ
2U1(x− h1)

µM2
exp

(
µh1

σ2

)(
h1 − h2 −

σ2(1− β)

2k

)
−σ

4U1(x− h1)

µ2M2

[
exp

(
µh2

σ2

)
− exp

(
µh1

σ2

)]
=
σ4U1(x− h1)

µ2M2

[(
µh2

σ2
− 1

)
exp

(
µh2

σ2

)
−
(
µh1

σ2
− 1

)
exp

(
µh1

σ2

)]
−σ

2U1(x− h1)

µM2

(
h2 +

σ2(1− β)

2k

)[
exp

(
µh2

σ2

)
− exp

(
µh1

σ2

)]
= E(n, x)

burada E(n, x) k�sa olsun diye sadece bir i³aretlemedir.

Nihayet, toparlarsak Fτ (t) için a³a§�daki sonuç yaz�labilir

Fτ (t) = 1−
∞∑
n=1

[
σ2C(n, x)

2[(h2 − h1)2µ2 + σ4θ2
n]

exp

(
−σ2θ2

nt

2(h2 − h1)2
− µ2t

2σ2

)]

− exp

(
− µ

σ2
x− µ2t

2σ2

)
K5 (3.35)

K5 =


0 Durum1

E(n, x) Durum2

σ2C∗(η,x)
2[(h2−h1)2µ2−σ4η2]

exp
(

σ2η2t
2(h2−h1)2

)
Durum3

burada

C(n, x) =
Un(x− h1)

M1
exp

(
−µx
σ2

)
Bn

ve

C∗(η, x) =
1

M3
U2(x− h1)

× exp

(
µh2

σ2

)
[(2µω(h2 − h1)2 − (1− γ)σ4η2) sinh η − 2γσ2(h2 − h1)η cosh η]

+
2

M3
U2(x− h1) exp

(
µh1

σ2

)
γσ2(h2 − h1)η

Da§�l�m fonksiyonu bulundu§una göre art�k yo§unluk fonksiyonu da bulunabilir.

Yo§unluk fonksiyonu da§�l�m fonksiyonunun zamana göre türevidir

fτ (t) =
dFτ (t)

dt
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(3.35) e³itli§inin t'ye göre türevi al�n�rsa yo§unluk fonksiyonuna ula³m�³ oluruz.

fτ (t) = −
∞∑
n=1

−
(
σ4θ2

n + µ2(h2 − h1)2

2σ2(h2 − h1)2

)
×
[

σ2C(n, x)

2[(h2 − h1)2µ2 + σ4θ2
n]

exp

(
−σ2θ2

nt

2(h2 − h1)2
− µ2t

2σ2

)]
+ exp

(
− µ

σ2
x− µ2t

2σ2

)
K6

K6 =


0 Durum1

µ2

2σ2E(n, x) Durum2

σ2C∗(η,x)
2[(h2−h1)2µ2−σ4η2]

(
(h2−h1)2µ2−σ4η2

2σ2(h2−h1)2

)
exp

(
σ2η2t

2(h2−h1)2

)
Durum3

sadele³tirme yap�l�rsa en son olarak yo§unluk fonksiyonu için a³a§�daki formül elde

edilir, [2].

fτ (t) =
∞∑
n=1

[
C(n, x)

4(h2 − h1)2
exp

(
−σ2θ2

nt

2(h2 − h1)2
− µ2t

2σ2

)]
+ exp

(
− µ

σ2
x− µ2t

2σ2

)
K7 (3.36)

K7 =


0 Durum1

µ2

2σ2E(n, x) Durum2

C∗(η,x)
4(h2−h1)2

exp
(

σ2η2t
2(h2−h1)2

)
Durum3

Not: Durrum1, Durum2 ve Durum3 bölüm 3.2'deki ifadeleri ile ayn�d�r.

3.3.1 Özel Bir Durum �çin Da§�l�m ve Yo§unluk

Son olarak ileride kullan�laca§� için h2 s�n�r�n�n tamamen yutan, h1 s�n�r�n�n da tamamen

yans�tan engel oldu§u özel bir durum için yo§unl�k fonksiyonunu hesaplayal�m. Ba³ka

bir deyi³le (3.36) formulünün β = 1 ve γ = 0 seçilerek nas�l bir ifadeye dönü³tü§üne

bak�l�m.

β = 1 ve γ = 0 durumunda k = 1 ve ω = 1
2µ oluyor. (3.15) ve (3.19) özde§er ko³ullar�

a³a§�daki hale gelir

tan θn = − σ2θn
µ(h2 − h1)

ve tanh η = − σ2η

µ(h2 − h1)
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�imdi formulü olu³turan k�s�mlara bak�l�rsa

M1 =
σ4θ2

n

8(h2 − h1)
+

1

8
(h2 − h1)µ2 + (

1

2
cos2 θn + sin2 θn)

µ2σ2(h2 − h1)2

4µ(h2 − h1)2

− σ6θ2
n

8µ(h2 − h1)2
cos2 θn

yukar�daki birinci özde§er ko³ulundan cos2 θn = µ2(h2−h1)2

σ4θ2n
sin2 θn oldu§u dikkate

al�n�rsa

M1 =
σ4θ2

n

8(h2 − h1)
+

1

8
(h2 − h1)µ2 +

µσ2

8
cos2 θn +

µσ2

4
sin2 θn

− σ6θ2
n

8µ(h2 − h1)2

µ2(h2 − h1)2

σ4θ2
n

sin2 θn

=
σ4θ2

n

8(h2 − h1)
+

(h2 − h1)µ2

8
+
µσ2

8

=
σ4θ2

n + µ2(h2 − h1)2 + µσ2(h2 − h1)

8(h2 − h1)

Ayn� mant�kla

M3 =
σ4η2 − µ2(h2 − h1)2 − µσ2(h2 − h1)

8(h2 − h1)

M2 =
1

3
(h2 − h1)2

C(n, x) =
1

M1
exp

(
−µx
σ2

)
Un(x− h1) exp

(
−µh2

σ2

)
[σ4θ2

n + µ2(h2 − h1)2] sin θn

C∗(η, x) =
1

M3
exp

(
−µx
σ2

)
U2(x− h1) exp

(
−µh2

σ2

)
[µ2(h2 − h1)2 − σ4η2] sinh η

E(n, x) =
σ2U1(x− h1)

µ2M2

(
[σ2 + µ(h2 − h1)] exp

(
µh1

σ2

)
− σ2 exp

(
µh2

σ2

))
U1(x− h1) = x− h2

U2(x− h1) =
σ2η

2(h2 − h1)
cosh

(
η
x− h1

h2 − h1

)
+
µ

2
sinh

(
η
x− h1

h2 − h1

)
Un(x− h1) =

σ2θn
2(h2 − h1)

cos

(
θn

x− h1

h2 − h1

)
+
µ

2
sin

(
θn

x− h1

h2 − h1

)
µ3 = − σ2

h2 − h1

Durum1 := µ > − σ2

h2 − h1

Durum2 := µ = − σ2

h2 − h1

Durum3 := µ < − σ2

h2 − h1
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Bütün bunlar dikkate al�narak (3.36) yeniden yaz�l�rsa, [2]

fτ (t) = exp

(
− µ

2t

2σ2
− µx

σ2

){ ∞∑
n=1

{ 2

σ4θ2
n + µ2(h2 − h1)2 + σ2µ(h2 − h1)

×
[

σ2θ2
n

2(h2 − h1)2
cos

(
θn

x− h1

h2 − h1

)
+

µ

2(h2 − h1)
sin

(
θn

x− h1

h2 − h1

)]
(3.37)

× exp

(
−θ2

nσ
2t

2(h2 − h1)2
+
µh2

σ2

)
[σ4θ2

n + µ2(h2 − h1)2] sin θn

}
+K8

}

K8 =


0 , µ > − σ2

h2−h1
Φ , µ = − σ2

h2−h1
Ψ , µ < − σ2

h2−h1

Burada

Φ =
3(x− h2)

2(h2 − h1)3

[
(σ2 + µ(h2 − h1)) exp

(
µh1

σ2

)
− σ2 exp

(
µh2

σ2

)]

Ψ =
2

[σ4η2 − µ2(h2 − h1)2 − σ2µ(h2 − h1)](h2 − h1)

×
[

σ2η2

2(h2 − h1)
cosh

(
η
x− h1

h2 − h1

)
+
µ

2
sinh

(
η
x− h1

h2 − h1

)]
× exp

(
η2σ2t

2(h2 − h1)2
+
µh2

σ2

)
[µ2(h2 − h1)2σ4η2] sinh η
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4. BROWN HAREKET� �Ç�N MAKS�MUM KAYIP

DE���KEN�N�N DA�ILIM VE BEKLENEN DE�ER�

Bu bölümde, bir önceki bolümde bulunan ilk geçi³ zaman� yo§unluk fonksiyonu

kullan�larak beklenen de§eri s�f�rdan farkl� Brown hareketi için maksimum kay�p

de§i³keni beklenen de§eri bulunmas� ve bu beklenen de§erin asimptotik davran�³�ndan

bahsedilecek, [3].

4.1 Bir Sürecin �nfemum, Supremum, Menzil ve Maksi-

mum Kay�p De§i³keni

Rastgele bir {Xt; t ≥ 0} sürecinin herhangi bir T an�na kadarki maksimum kay�p

de§i³keni bu süreçte ya³anan dü³ü³lerin en büyü§ünü, infemum de§i³keni sürecin ula³t�§�

en küçük de§eri, supremum de§i³keni sürecin ula³t�§� en büyük de§eri, menzil de§i³keni

ise verilen zaman aral�§�ndaki en büyük de§erle en küçük de§er aras�ndaki fark� ifade

eder. A³a§�daki ³ekilde tan�mlayal�m [14]

• H = supt∈[0,T ]Xt, supremum de§i³keni

• L = inft∈[0,T ]Xt, infemum de§i³keni

• R = H − L, menzil de§i³keni

• M̄ = supt∈[0,T ]

[
sups∈[0,t]Xs −Xt

]
, maksimum kay�p de§i³keni

Maksimum kay�p de§i³keni M̄ = sup0≤s≤t≤T (Xs − Xt) ³eklinde de tan�mlan�r. Bu

de§i³ken bazen sürecin menzil de§i³keni ile kar�³t�r�l�yor. Menzil de§i³keni direk olarak

en büyük de§erle en küçük de§erin fark�d�r, fakat maksimum kay�p de§i³keni sürecin

herhangi bir yerel maksimum de§eri ile bu maksimumdan sonra gelecek minimumla

aras�nda olabilecek farklar�n en büyü§üdür. Tan�mlar�ndan da anla³�laca§� üzere, sadece

sürecin en büyük de§eri en küçük de§ereninden önce geldi§i durumda menzil de§i³keni

ile maksimum kay�p de§i³keni ayn� de§ere sahiptir. �ekil 4.1'de bu de§i³keler aras�ndaki

fark gra�k üzerinde daha aç�k gözüküyor.

Süreç Brown hareketi ise literatürde bu de§i³kenler üzerine baz� analitik sonuçlar vard�r,

fakat süreç kesikli Brown hareketi ise bu de§i³kenler üzerine olan sonuçlar�n önemli

ço§unlu§u nümerik sonuçlard�r. En son bölümde bundan bahsedece§iz.
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�ekil 4.1: maksimum kay�p, menzil, supremum ve infemum de§i³kenleri

4.2 Maksimum Kay�p De§i³keninin Da§�l�m� ve Beklenen

De§eri

Yukar�dak� maksimum kay�p de§i³keni ifadesinden görüldü§ü üzere t ∈ [0, T ] için

Mt = sup
s∈[0,t]

Xs −Xt

denilirse o zaman M̄ = supt≤T Mt. Asl�nda Mt kendisi de bir rastgele süreçtir ve M̄ 'ye

bu sürecin maksimumu gibi bak�labilir. E§er Xt beklenen de§eri µ ve varyans� σ2 olan

bir süreç ise o zaman Mt de beklenen de§eri −µ, varyans� σ2 olan bir süreç olmu³ olur,

[3]. M0 = 0 ve her zaman Mt ≥ 0, hatta daha da fazlas� Mt, 0'da yans�tan engele sahip

bir yans�m�³ Brown hareketidir, [7].

M̄ = supt≤T Mt ve h > 0,Mt için bir yutan engel olsun, [0, T ] aral�§�nda M̄ ≥ h olas�l�§�

PM̄ (h) =

∫ T

0
fτ (t, h)dt (4.1)

³eklinde hesaplan�yor. Burada τ yutulma zaman� ve fτ yutulma zaman� yo§unluk

fonksiyonudur. Önceki bölümde bu yo§unluk fonksiyonu daha genel bir durum için

elde edilmi³di. �imdiki durum sadece [0, h] aral�§�nda, 0'�n tamamen yans�tan, h'�n

tamemen yutan engel oldu§u özel bir durumdur, yani önceki bölümde β = 1, γ = 0

oldu§u durum. Ba³ka bir deyi³le önceki bölümdeki (3.37) formulünde h1 = 0, h2 = h

ve µ = −µ seçilirse tamamen bu duruma denk geliyor. Dikkat edilmesi gereken ba³ka

bir hüsüs da (3.37) formulünde x = 0 seçilmesi gerekmesidir, çünki M(0) = 0, yani

sürecin ba³lang�ç de§eri s�f�rd�r. Bunlar dikkate al�narak (3.37) ile verilen fτ nas�l hale

geldi§ine bakal�m
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Durum1 := µ <
σ2

h

Durum2 := µ =
σ2

h

Durum3 := µ >
σ2

h

Φ =
−3h

2h3

[
σ2 − µh− σ2 exp

(
−µ h

σ2

)]
Φ de§i³keni Durum2'ye denk geliyor ve burada µ = σ2

h oldu§u dikkate al�n�rsa

Φ =
−3

2h2
[σ2 − σ2

h
h− σ2e−1] =

3σ2

2eh2

Ψ =
2

(σ4η2 − µ2h2 + σ2µh)h

σ2η

2h
exp

(
η2σ2t

2h2
− µh

σ2

)
[µ2h2 − σ4η2] sinh η

=
σ2

h2

η[µ2h2 − σ4η2] sinh η

σ4η2 − µ2h2 + σ2µh
exp

(
−µh
σ2

)
exp

(
σ2η2t

2h2

)
O zaman

fτ (t, h) = exp

(
− µ

2t

2σ2

)

×

[
σ2

h2

∞∑
n=0

θn[µ2h2 + σ4θ2
n] sin θn

σ4θ2
n + µ2h2 − σ2µh

exp

(
−µh
σ2

)
exp

(
−σ2θ2

nt

2h2

)
+K9

]
(4.2)

K9 =


0 µ < σ2

h

3σ2

2eh2
µ = σ2

h

σ2

h2
η[µ2h2−σ4η2] sinh η
σ4η2−µ2h2+σ2µh

exp
(
−µh
σ2

)
exp

(
σ2η2t
2h2

)
µ > σ2

h

θn ve η'n�n bulundu§u (3.15) ve (3.19) özde§er ko³ullar� da a³a§�daki hale gelir

tan θn =
σ2

µh
θn (4.3)

tanh η =
σ2

µh
η (4.4)

Art�k, (4.1) formülü kullan�larak PM̄ (h) = P [M̄ ≥ h] da§�l�m� bulunabilir. Dikkat

edilirse (4.1)'deki integral t de§i³kenine göre oldu§undan ve fτ (t, h)'nun (4.2) ile verilen
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ifadesinde t'ye ba§l� k�s�m sadece exp fonksiyonu içinde t'nin birinci kuvveti ³eklinde

oldu§undan (4.1) integralinin hesaplanmas� kolayd�r, bu yüzden de direk olarak sonuç

yaz�labilir, [3].

PM̄ (h) = 2σ4
∞∑
n=1

θn sin θn
σ4θ2

n + µ2h2 − σ2µh
exp

(
−µh
σ2

)

×
[
1− exp

(
−σ

2θ2
nT

2h2

)
exp

(
−µ

2T

2σ2

)]
+K10 (4.5)

K10 =



0 µ < σ2

h

3
e

[
1− exp

(
−µ2T

2σ2

)]
µ = σ2

h

2σ4η sinh η exp
(
−µh
σ2

)
σ4η2−µ2h2+σ2µh

[
1− exp

(
σ2η2T

2h2

)
exp

(
−µ2T

2σ2

)]
µ > σ2

h

�imdi, M̄ ≥ 0 oldu§u da dikkate al�n�rsa M̄ 'nin beklenen de§eri

E(M̄) =

∫ ∞
0

PM̄ (h)dh (4.6)

formülü ile elde ediliyor.

Beklenen de§erin (4.6) formülündeki integral h de§i³kenine göre oldu§undan analitik

olarak hesaplanmas� kolay olmayan bir i³tir. Fakat, [3]'de yap�ld�§� üzere (4.6) beklenen

de§eri µ > 0 ve µ < 0 için sonsuz seri gösterimi ³eklinde µ = 0 için ise analitik ³ekilde

verilebilir (yani µ'nün de§er ve i³areti üzerinden s�n��and�rma yap�larak). Daha sonra

bu gösterimlerin de T →∞ iken asimptotik davran�³�na bak�labilir.

4.2.1 �nfemum, Supremum ve Menzil için Beklenen De§er

Maksimum kay�p de§i³keni beklenen de§irinin T → ∞ iken asimptotik davran�³�na

bak�ld�§� zaman kullan�laca§� için önce infemum, supremum ve menzil de§i³kenlerin

beklenen de§erleri bulunmas� laz�m. Bunun için ise yine λ yutulma zaman�n�n fλ(t)

yo§unlu§u kullan�lacak. E§er bir önceki bölümde (3.36) formulünde β = 1, γ = 1,

h2 = h seçilirse ve h1 → −∞ iken limite bak�l�rsa istenilen fonksiyon elde etmi³ oluruz,

[2] (asl�nda bu tek engel problemidir ve yo§unluk fonksiyonu da ters Gaussian da§�l�m�

ile verilir)

fλ(t) = lim
h1→−∞

fτ (t) =
h√

2πσ2t3
exp

(
−(h− µt)2

2σ2t

)
O zaman P [H ≥ h] için a³a§daki yaz�labilir

P [H ≥ h] =

∫ T

0
fλ(t)dt =

∫ T

0

h√
2πσ2t3

exp

(
−(h− µt)2

2σ2t

)
dt
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Da§�l�m bulunabildi§ine göre art�k H'�n beklenen de§eri de bulunabilir

E[H] =

∫ ∞
0

P [H ≥ h]dh =

∫ ∞
0

∫ T

0
fλ(t)dtdh

=

∫ ∞
0

∫ T

0

h√
2πσ2t3

exp

(
−(h− µt)2

2σ2t

)
dtdh

A³a§�daki ³ekilde de§i³ken de§i³imi yap�l�rsa

u =
(h− µt)√

2σ2t
⇒ h = µt+ u

√
2σ2t ⇒ dh =

√
2σ2tdu

s�n�rlar da

h→∞ ⇒ u→∞, h→ 0 ⇒ u→ − µ
√
t√

2σ
= α(t)

³eklinde de§i³ir. Bunlar yukar�daki integralde dikkate al�n�rsa

E[H] =

∫ ∞
α(t)

∫ T

0

µt+ u
√

2σ2t√
2πσ2t3

√
2σ2te−u

2
dtdu

=
µ√
π

∫ ∞
α(t)

∫ T

0
e−u

2
dtdu+

1√
π

∫ ∞
α(t)

∫ T

0

(
2σ2

t

) 1
2

ue−u
2
dtdu

=
µ√
π

∫ T

0

[∫ 0

α(t)
e−u

2
du+

∫ ∞
0

e−u
2
du

]
dt

+
1√
π

∫ T

0

(
2σ2

t

) 1
2

[∫ ∞
α(t)

ue−u
2
du

]
dt

Burada α(t) < 0 kabul ediliyor ve ³imdi de
∫∞

0 e−x
2
dx =

√
π/2 bilgisi kullan�l�rsa

E[H] =
µ√
π

∫ T

0

∫ 0

α(t)
e−u

2
dudt+

µ√
π

∫ T

0

√
π

2
dt

− 1√
π

∫ T

0

(
2σ2

t

) 1
2

lim
b→∞

[
1

2
e−u

2
∣∣∣b
α(t)

]
dt

=
µ√
π

∫ T

0

∫ 0

α(t)
e−u

2
dudt+

µT

2
+

1√
π

∫ T

0

(
σ2

2t

) 1
2

e−α
2(t)dt

=
µ√
π

∫ T

0

∫ −α(t)

0
e−u

2
dudt+

µT

2
+

1√
π

∫ T

0

(
σ2

2t

) 1
2

e−α
2(t)dt

Not: e−u
2 ≥ 0 ve y eksenine göre simmetrik oldu§u§undan bu fonksiyon için

∫ 0
α(t) =∫ −α(t)

0

Yukar�daki integraller ayr� ayr�l�kda hesaplan�rsa daha kolay olur. Ayr�ca k�sa olsun

diye a³a§�daki gibi bir k�saltma da kullan�labilir

2√
π

∫ x

0
e−u

2
du = erf(x)
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erf(x) fonksiyonu bilinen bir fonksiyondur ve bu fonksiyona hata fonksiyonu denilir.

�lk integrale bak�l�rsa

I1 =
µ√
π

∫ T

0

∫ −α(t)

0
e−u

2
dudt

=
µ√
π

∫ T

0

√
π

2
erf(−α(t))dt =

µ

2

∫ T

0
erf(−α(t))dt

=
µ

2

[
erf(−α(t))t

∣∣∣T
0
−
∫ T

0
t

2√
π
e−α

2(t)(−α(t))′dt

]
=
µ

2

[
erf(−α(T ))T − 2√

π

∫ T

0

µt

2
√
t
√

2σ2
e−α

2(t)dt

]
=
µ

2

[
erf(−α(T ))T +

1√
π

∫ T

0
α(t)e−α

2(t)dt

]
�imdi a³a§daki gibi de§i³ken de§i³imi yap�l�rsa

−α(t) =
µ
√
t√

2σ2
= y ⇒ t =

2σ2

µ2
y2 ⇒ dt = 4

σ2

µ2
ydy

s�n�rlarsa t → 0 ⇒ y → 0, t → T ⇒ y → −α(T ) ve sadelik için −α(T ) = ω denilirse

ve bunlar yukar�da dikkate al�n�rsa

I1 =
µ

2

[
erf(ω)T − 4σ2

µ2
√
π

∫ ω

0
y2e−y

2
dy

]
=
µ

2

[
erf(ω)T +

4σ2

µ2
√
π

∫ ω

0

1

2
yd(e−y

2
)

]
=
µ

2

[
erf(ω)T +

2σ2

µ2
√
π

(
ye−y

2 |ω0 −
∫ ω

0
e−y

2
dy

)]
=
µ

2

[
erf(ω)T +

2σ2

µ2
√
π
ωe−ω

2 − σ2

µ2
erf(ω)

]
=
µT

2
erf(ω) +

σ2

µ
√
π
ωe−ω

2 − σ2

2µ
erf(ω)

�imdi ikinci integrale bakal�m

I2 =
1√
π

∫ T

0

(
σ2

2t

) 1
2

e−α
2(t)dt

Yine önceki integralde yap�ld�§� gibi de§i³ken de§i³imi yap�l�rsa

I2 =
1√
π

∫ ω

0

σ
√

2
√

2σ
µ y

e−y
2 4σ2

µ2
ydy =

σ2

µ

2√
π

∫ ω

0
e−y

2
dy =

σ2

µ
erf(ω)
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�ki integral de hesapland�§�na göre art�k E[H] için a³a§�daki yaz�labilir

E[H] =
µT

2
+ I1 + I2

=
µT

2
+
µT

2
erf(ω) +

σ2

µ
√
π
ωe−ω

2
+
σ2

2µ
erf(ω)

=
µT

2
+
σ2

µ

[
µ2T

2σ2
erf(ω) +

1√
π
ωe−ω

2
+

1

2
erf(ω)

]

Yeniden µ
√
T/
√

2σ2 = ω oldu§u dikkate al�n�rsa E[H] için a³a§�daki nihayi sonuç

yaz�labilir, [3]

E[H] =
µT

2
+
σ2

µ

[
erf(ω)(ω2 +

1

2
) +

ωe−ω
2

√
π

]
(4.7)

L'nin beklenen de§eri için de E[L] = −E[H |−µ] yaz�labilir, çünki L'ye beklenen de§er

negtif al�narak elde edilen H'nin negati� gibi bak�labilir. O zaman R'nin beklenen

de§eri için de do§al olarak a³a§�daki yaz�labilir.

R = H − L ⇒ E[R] = E[H]− E[L] = E[H|µ] + E[H | − µ]

erf(−x) = −erf(x) (yani erf tek fonksiyondur) oldu§u da dikkate al�n�rsa

E[L] =
µT

2
− σ2

µ

[
erf(ω)(ω2 +

1

2
) +

ωe−ω
2

√
π

]
(4.8)

E[R] =
2σ2

µ

[
erf(ω)(ω2 +

1

2
) +

ωe−ω
2

√
π

]
(4.9)

4.2.2 Maksimum Kay�p De§i³keninin Beklenen De§eri Hesaplanmas�

ve Asimptotik Davran�³�

Art�k maksimum kay�p de§i³keni belenen de§eri hesaplanmas� için elimizde gereken

bilgiler var, fakat daha önce de belirtildi§i gibi bu de§i³ken için analitik sonuçlar�n

çok az ve karma³�k olmas�ndan dolay� belli bir noktadan sonra asimptotik davran�³�na

bak�lmas� daha makuldür. �leride bu de§i³kenin �nansta uygulamas�na bak�ld�§� zaman

da asimtotoik davran�³�n önemi bir daha ortaya ç�kacak. [3]'de beklenen de§er µ'nün

de§er ve i³areti üzerinden s�n��and�rarak verilmi³tir.

4.2.2.1 µ = 0 için beklenen de§er

Bu durumda (4.5) formülündeK10 k�s�m� s�f�ra e³it oluyor, çünki σ2/h ≥ 0 ve dolay�s�yla

Durum3'ün gerçekle³mesi mümkün de§il, e§er bir ³ekilde σ2/h = 0 olursa o zaman

48



Durum2 gerçekle³mi³ olur ki bu duruma denk gelen ifade µ = 0 oldu§u için s�f�ra e³it

oluyor. Durum1'de ise zaten K10 = 0. Ayr�ca µ = 0 oldu§u zaman (4.3) özde§er ³art�

tan θn =∞ haline geler ve buradan da

θn = (n+
1

2
)π, n = 0, 1, 2, 3, ...

bulunur. Yukar�dakiler dikkate al�narak (4.5) yeniden yaz�larsa

PM̄ (h) =
∞∑
n=0

2 sin(n+ 1
2)π

(n+ 1
2)π

[
1− exp

(
−
σ2(n+ 1

2)2π2T

2h2

)]

sin(n+ 1
2)π = cos(nπ) oldu§u da dikkate al�n�rsa

PD̄(h) =
2

π

∞∑
n=0

cos(nπ)

(n+ 1
2)

[
1− exp

(
−
σ2(n+ 1

2)2π2T

2h2

)]
=

2

π
g

(
h

πσ
√
T

)
Burada

g(x) =
∞∑
n=0

(−1)n

(n+ 1
2)

[
1− exp

(
−

(n+ 1
2)2

2x2

)]
O zaman beklenen de§er için a³a§�daki yaz�labilir

E(M̄) =
2

π

∫ ∞
0

g

(
h

πσ
√
T

)
dh

h
πσ
√
T

= v denilirse

dv =
1

πσ
√
T
dh ⇒ dh = πσ

√
Tdv

O zaman

E(M̄) = 2σ
√
T

∫ ∞
0

g(v)dv∫∞
0 g(v)dv =

√
π/8 oldu§u [8]'de hesaplanma�³t�r. Nihayet, µ = 0 durumu için

maksimum kay�p de§i³keni beklenen de§eri için a³a§�daki sonuç yaz�labilir, [3].

E(M̄) = 2σ
√
T

√
π

8
≈ 1.2533σ

√
T (4.10)

4.2.2.2 µ < 0 için beklenen de§er

Bu durumda (4.5) formülünde yine K10 = 0, çünki σ
2

h > 0 ve µ < 0 dolay�s�yla sadece

Durum1'in gerçekle³mesi mümkün olabilir. (4.3) özde§er ³art�ndan

µh = σ2θn
cos θn
sin θn

veya σ2θn = µh tan θn

Bu (4.5)'de yerine yaz�l�rsa

PM̄ (h) = 2σ4
∞∑
n=1

θn sin θn

σ4θ2
n + σ4θ2n cos2 θn

sin2 θn
− σ4θn cos θn

sin θn

exp

(
−µh
σ2

)
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×
[
1− exp

(
−(σ4θ2

n + µ2h2)T

2h2σ2

)]

= 2 exp

(
−µh
σ2

) ∞∑
n=1

sin3 θn

θn sin2 θn + θn cos2 θn − sin θn cos θn

×
[
1− exp

(
−µ

2h2(1 + tan2 θn)T

2h2σ2

)]

= 2 exp

(
−µh
σ2

) ∞∑
n=1

sin3 θn
θn − sin θn cos θn

[
1− exp

(
− µ2T

2σ2 cos2 θn

)]
(4.6) formülünü uygulamadan önce u = −µh/σ2 de§i³ken de§i³imi yap�l�rsa

du = − µ

σ2
dh ⇒ dh = −σ

2

µ
du

o zaman µ < 0 durumu için beklenen de§er, [3]

E(M̄) =
−2σ2

µ
Qn(ω2) (4.11)

Burada

Qn(x) =

∫ ∞
0

{
eu
∞∑
n=1

sin3 θn
θn − sin θn cos θn

[
1− exp

(
− x

cos2 θn

)]}
du (4.12)

ve ω = µ
√
T/2σ2

(4.12) fonksiyonu çok karma³�k ve hesaplanmas� zor bir fonksiyondur, bu yüzden bu

fonksiyonun x→ 0 ve x→∞ iken nas�l davrand�§�na bak�lmas� daha uygundur. Fakat

[9]'de x'in baz� farkl� de§erleri için de nümerik olarak elde edilen de§er tablosu da vard�r.

T →∞ iken (4.11)'in nas�l davrand�§�n� bulmak için a³a§�daki ili³ki kullan�lacak

R ≥ M̄ ≥ −L

Bu üç de§i³ken aras�nda böyle bir ili³kinin olmas� direk olarak onlar�n tan�m�ndan ortya

ç�kan bir bilgidir. �imdi her üç de§i³kenin de beklenen de§eri al�n�rsa

E[R] ≥ E[M̄ ] ≥ −E[L]

Bu beklenen de§erler için de (4.8), (4.9) ve (4.11) ile verilen formulleri dikkate al�n�rsa

2σ2

µ

[
erf(ω)(ω2 +

1

2
) +

ωe−ω
2

√
π

]
≥ −2σ2

µ
Qn(ω2)

≥ −µT
2

+
σ2

µ

[
erf(ω)(ω2 +

1

2
) +

ωe−ω
2

√
π

]
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µ < 0 oldu§u için −2σ2

µ > 0 ve her taraf buna bölünürse

−erf(ω)(ω2 +
1

2
)− ωe−ω

2

√
π
≥ Qn(ω2) ≥ µ2T

4σ2
− 1

2

[
erf(ω)(ω2 +

1

2
) +

ωe−ω
2

√
π

]

erf(−ω)(ω2 +
1

2
)− ωe−ω

2

√
π
≥ Qn(ω2) ≥ ω2

2
+

1

2

[
erf(−ω)(ω2 +

1

2
)− ωe−ω

2

√
π

]

µ < 0 oldu§u için T → ∞ iken ω → −∞ dolay�s�yla erf(−ω) → 1 ve ωe−ω
2

√
π
→ 0.

Bunlar yukar�da dikkate al�n�rsa

ω2 +
1

2
≥ Qn(ω2) ≥ ω2

2
+

1

2
(ω2 +

1

2
)

ω2 +
1

2
≥ Qn(ω2) ≥ ω2 +

1

4

yani buradan ç�kan sonuç

Qn(x)→ x+ ε(x),
1

4
≤ ε(x) ≤ 1

2

ε(x)'in x → ∞ iken nas�l bir say� oldu§unu asl�nda tahmin edilebir. [3]'de µ < 0

iken limx→∞ ε(x) = 1
2 oldu§u, asimptotik olarak bu durum için E[M̄ ] = E[R] oldu§u

ispatlanarak gösterilmi³tir. Bunun için önce R'nin beklenen de§eri a³a§�daki notasyonla

yaz�l�yor

E[R] = E[R|H → L]P [H → L] + E[R|L→ H]P [L→ H]

Burada "A → B", A olay�n�n B olay�ndan önce gerçekle³ti§ini belirtmek için bir

i³aretlemedir, P [A → B] ise bunun olas�l�§�d�r. µ < 0 durumunda P [L → H] olas�l�§�

T → ∞ iken h�zla s�f�ra gidiyor, bu yüzden de R'nin beklenen de§eri için yukar�daki

formülden geriye sadece

E[R] = E[R|H → L]P [H → L]

kal�yor. Di§er tarafan, e§er H → L durumu söz konusu ise M̄ 'nin tan�m�ndan dolay�

M̄ = R. O zaman P [H → L] ≤ 1 oldu§u için de

E[M̄ ] ≥ E[R|H → L]P [H → L]

Fakat tan�mlar�ndan dolay� daha genel bir durum için R ≥ M̄ oldu§u biliniyor.

Dolay�s�yla bu iki e³itsizli§in sonucu olarak µ < 0 için asimptotik olarak R = M̄

kanaatine varm�³ oluruz. Bundan dolay� da

Qn(x)→ x+
1

2
, x→∞
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sonucuna varm�³ oluruz. Bu (4.11)'de dikkate al�n�rsa, sonuç itibar� ile µ < 0 durumunda

T →∞ iken M̄ 'nin bekelenen de§erinin asimptotik davran�³� için a³a§�daki yaz�labilir,

[3]

E[M̄ ] = −2σ2

µ
Qn

(
µ2T

2σ2

) T →∞
−→ − µT − σ2

µ
(4.13)

4.2.2.3 µ > 0 için beklenen de§er

Bu durumda PM̄ (h) için (4.5) formülünde ilave olarak K10 k�sm�ndan Durum3'e denk

gelen k�s�m da yer al�cak. (4.3) ve (4.4) özde§er ³artlar�ndan

µh = σ2θn
cos θn
sin θn

veya σ2θn = µh tan θn

µh = σ2θn
cosh η

sinh η
veya σ2η = µh tanh η

oldu§unu da dikkate alarak µ < 0 durumundaki sadele³tirmenin ayn�s� yap�l�rsa

beklenen de§er için a³a§�daki yaz�labilir

E[M̄ ] =

∫ ∞
0

PM̄ (h)dh

= 2

∫ ∞
0

exp

(
−µh
σ2

) ∞∑
n=1

sin3 θn
θn − cos θn sin θn

[
1− exp

(
−µT 2

2σ2 cos2 θn

)]
dh

−2

∫ ∞
0

exp

(
−µh
σ2

)
sinh3 η

η − cosh η sinh η

[
1− exp

(
−µT 2

2σ2 cosh2 η

)]
dh

�lk integralde

u =
µh

σ2
⇒ dh =

σ2

µ
du

ikinci integralde ise u = η(h) denilerek

h =
σ2

µ

u

tanhu
⇒ dh =

σ2

µ

coshu sinhu− u
sinh2 u

³eklinde de§i³ken de§i³imi yap�l�rsa

E[M̄ ] =
2σ2

µ

∫ ∞
0

e−u
∞∑
n=1

sin3 θn
θn − cos θn sin θn

[
1− exp

(
−µT 2

2σ2 cos2 θn

)]
du

−2σ2

µ

∫ ∞
0

exp
(
− u

tanhu

) sinh3 u

u− coshu sinhu

coshu sinhu− u
sinh2 u

×
[
1− exp

(
−µT 2

2σ2 cosh2 u

)]
du
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yeniden ω = µ
√
T√

2σ2
denilirse ve sadele³tirme yap�l�rsa

E[M̄ ] =
2σ2

µ
Qp(ω

2) (4.14)

Burada

Qp(x) =

∫ ∞
0

e−u
∞∑
n=0

sin3 θn
θn − cos θn sin θn

[
1− exp

(
−x

cos2 θn

)]
du

∫ ∞
0

exp
(
− u

tanhu

)
sinhu

[
1− exp

(
−x

cosh2 u

)]
du (4.15)

Yine (4.14) beklenen de§erinin T →∞ iken (yani x→∞ iken) asimptotik davran�³�na

bakaca§�z. Kolayl�k olsun diye (4.15) fonksiyonunu olu³turan integralleri ayr� ayr�l�kda

de§erlendirece§iz ((4.15) fonksiyonun baz� ara de§erleri nümerik olarak hesaplanarak

[9]'de tablo ³eklinde verilmi³tir). �lk integrale I1, ikinci integrale I2 diyelim ve I1'den

ba³layal�m.

I1 =

∫ ∞
0

e−u
∞∑
n=0

sin3 θn
θn − cos θn sin θn

[
1− exp

(
−x

cos2 θn

)]
du

parantezin içindeki ifade h�zla 1'e gidiyor ve e−u ifadesi h�zla azald�§�ndan integralle

toplam i³aretinin yerini de§i³mekte bir mahsur yoktur

I1 =

∞∑
n=0

∫ ∞
0

e−u
sin3 θn

θn − cos θn sin θn

[
1− exp

(
−x

cos2 θn

)]
du

Yukar�daki θn'lerin (4.3) özde§er ³art� ve dolay�s�yla tan θn = θn/u ³art�n� sa§lad�§�n�

hat�rlarsak ve v = θn(u) de§i³ken de§i³imi yaparsak

u =
v

tan v
⇒ du =

cos v sin v − v
sin2 v

dv

s�n�rlar da

u→ 0 ⇒ v → π

2
+ nπ, u→∞ ⇒ v → nπ

³eklinde de§i³er. Bunlar yukar�daki integralde dikkate al�n�rsa

I1 =

∞∑
n=0

∫ nπ

π
2

+nπ
exp

(
−v

tan v

)
sin3 v

v − cos v sin v

cos v sin v − v
sin2 v

[
1− exp

(
−x

cos2 v

)]
dv

=
∞∑
n=0

∫ π
2

+nπ

nπ
exp

(
− v

tan v

)
sin v

[
1− exp

(
− x

cos2 v

)]
dv

�imdi de z = v − nπ de§i³ken de§i³imi yap�l�rsa

z = v − nπ ⇒ dv = dz

ve s�n�rlar

v → nπ ⇒ z → 0 v → π

2
+ nπ ⇒ z → π

2
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Bunlar yukar�da dikkate al�n�rsa

I1 =
∞∑
n=0

∫ π
2

0
exp

(
−(z + nπ)

tan(z + nπ)

)
sin(z + nπ)

[
1− exp

(
− x

cos2(z + nπ)

)]
dz

n = 0, 1, 2, 3... için

tan(z + nπ) = tan z, sin(z + nπ) = (−1)n sin z, cos(z + nπ) = (−1)n cos z

oldu§u dikkate al�n�rsa ve toplamla integral i³aretinin yeri yeniden de§i³itirilirse

I1 =

∫ π
2

0

∞∑
n=0

(−1)n exp
(
− nπ

tan z

)
exp

(
− z

tan z

)
sin z

[
1− exp

(
− x

cos2 z

)]
dz

=

∫ π
2

0

∞∑
n=0

(
−e−

π
tan z

)n
exp

(
− z

tan z

)
sin z

[
1− exp

(
− x

cos2 z

)]
dz

Yukar�daki toplamda n'e ba§l� k�s�m ayr�l�kta yaz�l�rsa bunun bir geometrik seri oldu§u

aç�kca görünüyor
∞∑
n=0

(
−e−

π
tan z

)n
=

1

1 + exp
(
− π

tan z

)
O zaman

I1 =

∫ π
2

0

exp(−z/ tan z) sin z[1− exp(−x/ cos2 z)]

1 + exp(−π/ tan z)
dz

�imdi x→∞ iken I1'in nas�l davrand�§�na bakal�m

β =

∫ π
2

0

exp(−z/ tan z) sin z

1 + exp(−π/ tan z)
dz

denilirse, o zaman

(1− e−x)β ≤ I1 ≤ β

oldu§u aç�kt�r, çünkü

e−x ≥ e−
x

cos2 z ⇒ (1− e−x) ≤ (1− e−
x

cos2 z ) ≤ 1

x → ∞ iken (1 − e−x) → 1, dolay�s�yla I1 → β. Di§er tarafdan nümerik olarak

β ≈ 0.4575 (Scienti�c WorkPlace'de elde edilmi³tir). Sonuç olarak I1 ≈ 0.4575

�imdi I2 integraline bakal�m

I2 =

∫ ∞
0

exp
(
− u

tanhu

)
sinhu

[
1− exp

(
−x

cosh2 u

)]
du

parantezin içindeki ifade x→∞ iken h�zla 1'e yak�nsar, fakat u'nun da sonsuza gitti§i

göz önüne al�n�rsa bu durum coshu ∼ x olana kadar devam eder ve bu noktadan sonra

h�zla s�f�ra yak�nsamaya ba³lar, çünkü cosh2 u ifadesi sonsuza x'e oranla daha büyük
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bir h�zla yak�nsar. �ntegralin içindeki di§er k�s�m�n ise u→∞ iken 1/2'ye yak�nsad�§�n�

sinhu = (eu − e−u)/2 oldu§u bilgisini ve L'Hôpital kural�n� kullanarak göstermek çok

kolay. Bu bilgiden yararlanarak integrali a³a§�daki ³ekilde üç integralin toplam� ³eklinde

yaz�p, daha sonra bu üç integralin asimptotik davran�³�na ayr�l�kta bakarak I2 nin

asimptotik davran�³� için bir sonuca ula³�labilir, [3]. Bunu etmekdeki amaç daha zor

olan bir integrali üç tane daha kolay integral ³eklinde ifade ederek de§erlendirmektir.

I2 =

∫ ∞
0

[
exp

(
− u

tanhu

)
sinhu− 1

2
+

1

2

] [
1− exp

(
−x

cosh2 u

)]
du

=
1

2

∫ ∞
0

[
1− exp

(
−x

cosh2 u

)]
du

+

∫ ∞
0

[
exp

(
− u

tanhu

)
sinhu− 1

2

] [
1− exp

(
−x

cosh2 u

)]
du

=
1

2

∫ ∞
0

[
1− exp

(
−x

cosh2 u

)]
du

−
∫ ∞

0

[
1

2
− exp

(
− u

tanhu

)
sinhu

]
du

+

∫ ∞
0

[
1

2
− exp

(
− u

tanhu

)
sinhu

]
exp

(
−x

cosh2 u

)
du

�imdi bu integrallerin ilkine I21 , ikincisine I22 ve üçüncüsüne I23 diyelim ve s�n�rlar

olu³turmay� deneyelim. I21 'den ba³larsak, üstden s�n�rlamak için coshu ≥ 1
2e
u

e³itsizli§inden (coshu = (eu + e−u)/2 oldu§undan bu e³itsizli§in ispat� çok kolay)

yararlanacak. Altdan s�n�rlamak için ise a³a§�daki iddadaki e³itsizlik kullan�lacak.

�ddia: Key� belirlenmi³ bir A için, u ≥ A oldu§u sürece, coshu ≤ 1
2e
λ(A)u. Burada

λ(A) = 1 + e−2A/A

�spat:
1
2
eλ(A)u

coshu oran�n�n birden büyük olmas�n�n gösterilmesi yeterlidir.

1
2e
λ(A)u

coshu
=

1
2e

(
1+ 1

Ae2A

)
u

1
2(eu + e−u)

=
eue

u

Ae2A

eu + e−u
=

e
u

Ae2A

1 + e−2u

≥ e
u

ue2u

1 + e−2u
=

e
1
e2u

1 + e−2u
=

ee
−2u

1 + e−2u
=

et

1 + t

burada t = e−2u ve t > 0. ∀t > 0 için de et > 1 + t, bu da iddan�n ispat�n� tamamlar.

�imdi bu e³itsizlikleri kullanarak s�n�rlar olu³turabilir, [3]

1

2

∫ ∞
0

[
1− exp

(
−x

1
4e

2λ(A)u

)]
du ≤ I21 ≤

1

2

∫ ∞
0

[
1− exp

(
−x
1
4e

2u

)]
du

∫ ∞
0

[
1− exp(−4xe−2λ(A)u)

]
du ≤ 2I21 ≤

∫ ∞
0

[
1− exp(−4xe−2u)

]
du
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Alt s�n�rdaki integralde v = xe−2λ(A)u de§i³ken de§i³imi yap�l�rsa

v = xe−2λ(A)u ⇒ du = − 1

2λ(A)xe−2λ(A)u
dv = − 1

2λ(A)v
dv

s�n�rlarsa

u→ 0 ⇒ v → x ve u→∞ ⇒ v → 0

Üst s�n�rdaki integralde v = xe−2u de§i³ken de§i³imi yap�l�rsa

v = xe−2u ⇒ du = − 1

2xe−2u
dv = − 1

2v
dv

s�n�rlarsa

u→ 0 ⇒ v → x ve u→∞ ⇒ v → 0

Bunlar yukar�daki dikkate al�n�rsa

−
∫ 0

x

[
1− e−4v

] 1

2λ(A)v
dv ≤ 2I21 ≤ −

∫ 0

x

[
1− e−4v

] 1

2v
dv

1

2λ(A)

∫ x

0

1

v

[
1− e−4v

]
dv ≤ 2I21 ≤

1

2

∫ x

0

1

v

[
1− e−4v

]
dv

�imdi x→∞ iken
∫ x

0
1
v

[
1− e−4v

]
dv integralinin nas�l davrand�§�na bakal�m. �ntegral∫ 1

0 +
∫ x

1 ³eklinde ikiye ayr�larsa x→∞ iken bu iki k�sm�n nümerik olarak hesaplanmas�

mümkündür.∫ x

0

1

v

[
1− e−4v

]
dv =

∫ 1

0

1

v

[
1− e−4v

]
dv +

∫ x

1

1

v

[
1− e−4v

]
dv

=

B︷ ︸︸ ︷∫ 1

0

1

v

[
1− e−4v

]
dv+

∫ x

1

1

v
dv −

C︷ ︸︸ ︷∫ x

1

e−4v

v
dv = B − C + lnx

C integrali x → iken, exponential integral fonksiyonunun genel hali ad� ile bilinen

En(x) =
∫∞

1
e−xt

tn dt fonksiyonunun özel bir halidir ve nümerik olarak hesaplanmas�

kolayd�r. Bizim durumda C = E1(4) ≈ 0.0037794 (Scienti�c WorkPlace). Di§er

taraftan nümerik olarak B ≈ 1.9673 (Scienti�c WorkPlace). O zaman x→∞ iken∫ x

0

1

v

[
1− e−4v

]
dv ≈ lnx+ 1.9635

S�n�rlara geri dönersek A key� oldu§undan x'le birlikte büyüyerek sonsuza gidecek

³ekilde seçilebilir, o zaman λ(A)→ 1. Sonuç olarak x→∞

1

2
(lnx+ 1.9635) ≤ 2I21 ≤

1

2
(lnx+ 1.9635)
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Dolay�s�yla

I21 →
1

4
lnx+ 0.49088

I22 inegrali x'e ba§l� de§il ve nümerik olarak I22 = 0.4575 (Scienti�c WorkPlace)

Son olarak I23 inegralinin x → ∞ iken davran�³�na bakal�m. Bunun için a³a§�daki

teorem kullan�lacak.

Teorem 4.2.1. (Lebesgue Yak�nsakl�k Teoremi) fn(x) : R → [−∞,∞] ölçülebilir

fonksiyonlar dizi olsun ve limn→∞ fn(x) = f(x). E§er öyle bir integrallenebilir g(x) :

R→ [−∞,∞] fonksiyonu varsa ki hemen-hemen heryerde |fn(x)| ≤ g(x) olsun o zaman

herbir fn(x) ve f(x) integrallenebilirdir ve

lim
n→∞

∫
R
fndµ =

∫
R

lim
n→∞

fndµ =

∫
R
fdµ

Teoremi I23 'e a³a§�daki ³ekilde uygulayacag�z.

g(u) =
1

2
− exp

(
− u

tanhu

)
sinhu

olsun. I23 , x artd�kça monoton olarak azal�y�r oldu§undan ve bu integrali x → ∞
iken de§erlenirece§imizden bu de§erlendermeyi x ∈ N olarak yap�lmas� da yeterlidir. O

zaman fn dizisi olarak da

fn(u) = g(u) exp

(
− n

cosh2 u

)
seçilmesi uygundur, ba³ka bir deyi³le x → ∞ iken (yani n → ∞ iken) fn(u) hemen-

hemen I23 inetgralinin alt�ndaki ifade gibi davran�r. limn→∞ fn = 0 oldu§u aç�k (yani

bu durumda f(u) = 0). Di§er taraftan exp(−n/ cosh2 u) ≤ 1 oldu§undan |fn| ≤ g. O

zaman yukar�daki teorem gere§ince n→∞ iken

I23 = lim
n→∞

∫ ∞
0

fn(u)du =

∫ ∞
0

f(u)du = 0

Nihayet toparlarsak, asimptotik olarak

I2 ≈ I21 − I22 + I23 =
1

4
lnx+ 0.49088− 0.4575 + 0 =

1

4
lnx+ 0.03338

O zaman Qp(x) = I1 + I2 oldu§unu da hat�rlarsak

Qp(x) ≈ 1

4
lnx+ 0.49088, x→∞

Bu (4.14)'de dikkate al�n�rsa, sonuç itibar� ile µ > 0 durumunda, T → ∞ iken M̄ 'nin

bekelenen de§erinin asimptotik davran�³� için a³a§�daki yaz�labilir, [3]

E[M̄ ] =
2σ2

µ
Qp

(
µ2T

2σ2

) T →∞
−→

σ2

µ
(
1

2
lnT + 0.98176) (4.16)
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5. MAKS�MUM KAYIP DE���KEN�N�N F�NANSDA

UYGULANMASI

Önceki bölümde maksimum kay�p de§i³keni, bu de§ikenin da§�l�m� ve beklenen de§eri

için formüllerin nas�l elde edildi§ine bak�lm�³t�. Bu bölümde maksimum kay�p

de§i³keninin �nansal piyasalarda risk ölçümü olarak nas�l kullan�ld�§�na bak�lacak.

Ayr�ca uygulamadan elde edilen sonuçlar�n �nansal portföyler üzerinde nas�l uygu-

lanaca§�ndan bahsedilecek, [4].

5.1 Finansda Risk Ölçümü

Finansal potrföylerin olu³turulmas� zaman� onlar�n risk oran�n�n belirlenmesi çok

önemlidir. [22]'de risk ölçüsü ve çe³itleri hakk�nda özet bir bilgi verilmi³tir. Geçmi³ten

bu yana risk ölçümü olarak en çok standart sapmadan yararlanm�³t�r. Örne§in Sharpe

oran�nda oldu§u gibi. Bu oran kabaca, al�nan riskin kazanç aç�s�ndan hangi ölçüde

tela� edilebilirli§ini gösteren bir say�d�r. PG portföyün getirisini, RPG risksiz portföyün

getirisini ve toplamrisk standart sapmay� ifade etmek üzere Sharpe oran� için a³a§�daki

ifade yaz�labilir.

Sharpe =
PG−RPG
toplam risk

Yukar�daki ifadeden de anla³�ld�§� üzere, bu oran�n yüksek olmas� yat�r�m�n per-

formans�n�n riske dayal� getiri esas�na göre iyi oldu§unu, dü³ük oran ise ba³ar�s�z

bir performansa sahip oldu§unu göstermektedir. Fakat hesaplamalardaki kolayl�§�na

ra§men standart sapman�n simmetri özelli§ine göre ve dü³ük olas�l�kl� riskleri de§er-

lendirememesi aç�s�ndan yeterli olmad�§� dü³ünülmektedir, [22].

5.1.1 Calmar Oran�

Literatürde risk ölçümü olarak standart sapma yerine maksimum kay�p de§i³keninin

kullan�lmas� daha iyi ve sa§lam sonuçlar verebilece§i bir çok yazar taraf�ndan kabul

edilmektedir, [11], [12], [13], [21]. Bu de§i³ken Calmar oran�nda kullan�l�yor. Calmar

oran� Sharpe oran�na benzer ³ekilde tan�mlanan fakat standart sapma yerine maksimum

kay�p de§i³keninin kullan�ld�§� risk odakl� bir ölçüdür. [0, T ] aral�§� boyunca a³a§�daki

gibi de tan�mlanabilir, [4]

Calmar(T ) =
G

M̄
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burada, G [0, T ] aral�§�ndaki getiri (kazanç), M̄ [0, T ] aral�§�ndaki maksimum kay�p

de§i³kenidir.

Portföylerin Calmar oranlar�n kar³�la³t�r�lmas� zaman� bu portföylerin hepsine ayn�

zaman aral�§�nda bak�lmas� gerekiyor (genel olarak üç y�l al�n�yor), yani örne§in

henüz bir y�l piyasada olan bir prtföyle on y�l piyasada olan bir portföyün Calmar

oran�n�n kar³�la³t�r�lmas� güvenilir sonuç vermeyebilir. Bu olay Calmar oran�n�n bir

eksikli§i olarak kabuledilebilir. Sharpe oran�nda bu eksiklik "square-root-T-law" denilen

metodla zamana göre ölçeklendirelerek aradankald�r�labilir. Calmar oran� için de [4]'de

normalle³tirilmi³ Calmar oran� dahil edilerek farkl� sürelerle piyasada olan portföylerin

de Calamr oranlar� anlaml� olarak kar³�la³t�r�labilir.

5.2 Maksimum Kay�p De§i³keni Beklenen De§erinin Uygu-

lanmas�

Maksimum kay�p de§i³keni ile ilgili önceki bölümlerdeki sonuçlar� portföyler üzerinde

uygulanabilmesi için portföy de§erlerinin Brown hareketi izledi§inin kabul edilmesi

laz�m, çünki bu de§i³kene bir Brown hareketinin (yans�yan Brown hareketi) maksimumu

gibi bak�larak yola ç�k�lm�³t�, [3]. x portföyün de§eri ise bu de§erin Brown hareketi

izlemesi matematiksel olarak a³a§�daki modelle veriliyor.

dx = µdt+ σdW, 0 ≤ t ≤ T (5.1)

Burada µ ortalama getiri ve dW sadece Wiener fark�d�r. µ'nün negatif olmas� portföyün

para kaybediyor olmas�, poztif olmas� kazanç getiriyor olmas� ve s�f�r ise ne kazanç ne

kay�p durumunda (ortada) olmas� anlam�na geliyor. Bu model çok basitdir, örne§in

elde edilen kazanc�n tekrardan yat�r�lmas� gibi durumlar� ifade etmez. E§er elde edilen

kazanç tekrardan yat�r�m olarak kullan�l�yorsa o zaman portföy de§erinin geometrik

Brown hareketi izlemesi laz�m. E§er portföy de§eri daha karma³�k bir süreç izliyorsa

bunun için de Brown hareketi ölçüt olarak kullan�labilir, [4].

5.2.1 Beklenen De§erin Asimptotik Davran�³�

Yukar�daki (5.1) modelinde risk ölçüm arac� olarak maksimum kay�p de§i³kenin

kullan�lmas� uygun olur. Özellikle bu de§i³kenin beklenen de§erinin asimptotik

davran�³� ile portföyün kazanç getiriyor olmas� (µ > 0), para kaybettiriyor olmas�

(µ < 0), hatta sabit kalmas� (µ = 0) aras�nda bir ili³ki söz konusudur. Asimptotik
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davran�³�n önemli olmas�n�n sebebi ise ço§u yat�r�mc�n�n veya ticari sistemlerin uzun

vadeli yat�r�mlarla ilgileniyor olmas�d�r. Önceki bölümdeki maksimum kay�p de§i³keni

beklenen de§eri asimptotik davran�³� ile ilgili sonuçlar� toparlarsak, [4]

E[M̄ ] =



2σ2

µ Qp

(
µ2T
2σ2

) T →∞
−→ σ2

µ

(
1
2 lnT + 0.98176

)
µ > 0

1.2533σ
√
T µ = 0

2σ2

µ Qn

(
µ2T
2σ2

) T →∞
−→ − µT − σ2

µ µ < 0

(5.2)

Yukar�da bahsedilen ili³ki (5.2) formülü üzerinden de§erlendirilirse T → ∞ oldu§u

zaman E[M̄ ] say�s� da sonsuza gider, fakat dikkat edilirse µ < 0 durumunda en h�zl�

(lineer olarak), µ = 0 durumunda biraz daha yava³ (
√
T olarak), µ > 0 durumunda

ise di§erlerine nazaran en yava³ ³ekilde (lnT olarak) gider. Yat�r�mc�lar için maksimum

kay�p de§i³keni ne kadar küçük olursa o kadar iyi oldu§unu da hat�rlarsak bu durum

asimptotik davran�³ zaman� µ'nun de§er ve i³areti ile ba§da³�yor, yani µ > 0 oldu§u

zaman (kazanç söz konusu oldu§u zaman) maksimum kay�p de§i³keni en küçük, µ < 0

oldu§u zaman (kay�p söz konusu oldu§u zaman) en büyüktür.

(5.2)'de dikkati çeken ba³ka bir hüsus,
√
T ölçeklendirilmi³ Sharpe oran� Shrp =

µ
σ ³ekilinde tan�mlan�rsa, σ üzerinden normalize edilmi³ maksimum kay�p de§i³keni

beklenen de§erinin bu formül dikkate al�narak Sharpe oran� cinsinden yaz�labilmesidir,

[4]. Örne§in µ > 0 durumu için µ2T
2σ2 = T

2 Shrp
2 olaca§�ndan

E[M̄ ]

σ
=

2Qp(
T
2 Shrp

2)

Shrp
(5.3)

5.2.2 Normalle³tirilmi³ Calmar Oran�

Daha önce de bahsedildi§i gibi zaman� (T) dikkate almadan portföylerin Calmar

oran�n�n bilinmesi bu portföylrin kar³�la³t�r�lmas� aç�s�ndan çok bir ³ey ifade etmez,

örne§in farkl� zamanlar üzerinden de§erlendirildi§i durumda bir portföyün Calmar oran�

di§er bir portföyün Calmar oran�ndan a³a§� olsa bile Calmar oran� a³a§� olan portföy

daha kazançl� olabilir. Bu durumu anlamak için önce Calmar oran� ile zaman aras�nda

nas�l bir ili³ki oldu§una bakal�m, [4]. Maksimum kay�p de§i³keni beklenen de§erini

kullanarak geleneksel Calmar oran�ndan azac�k farkl� ³ekilde beklenen (ortalama)

performans için a³a§�daki ³ekilde Calmar oran� tan�mlayal�m

Clmr(T ) =
µT

E[M̄ ]
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Shrp = µ
σ oldu§u ve (5.3) dikkate al�n�rsa

Clmr(T ) =
µT

2σQp(T
2
Shrp2)

Shrp

=
µTShrp

2σQp(
T
2 Shrp

2)

=
TShrp2

2Qp(
T
2 Shrp

2)

T →∞
−→

TShrp2

1
2 lnT + 0.98176

(5.4)

(5.4)'den görüldü§ü üzere, sabitlenmi³ µ ve σ için zaman artt�kça Clmr oran� da

artar, bu yukar�daki arguman� destekler. Calmar oranlar�nda daha iyi bir kar³�la³t�rma

yapabilmek için bu oranlar�n hangi zaman aral�klar�nda bulundu§unun da dikkate

al�nmas� gerekiyor.

[4]'de Calmar oran�n�n zamana ba§l� olma problemi ölçeklendirme yöntemi ile bu oran�n

normalle³tirilmesi ile aradan kald�r�l�yor. Baz olarak bir τ zaman aral�§� seçiliyor.

(5.4)'den τ ve herhangi bir T zaman� için

Clmr(τ) =
τ
2Shrp

2

Qp(
τ
2Shrp

2)
ve Clmr(T ) =

T
2 Shrp

2

Qp(
T
2 Shrp

2)

A³a§�daki ³ekilde normalle³tirme çarpan� tan�mlan�yor

γτ (T, Shrp) =
Clmr(τ)

Clmr(T )
=

τ
2
Shrp2

Qp( τ
2
Shrp2)

T
2
Shrp2

Qp(T
2
Shrp2)

=
τQp(

T
2 Shrp

2)

TQp(
τ
2Shrp

2)
=

1
TQp(

T
2 Shrp

2)
1
τQp(

τ
2Shrp

2)
(5.5)

[0, T ] aral�§�ndaki bulunan Calmar oran�n� bu çarpanla çarparak (ölçeklendirerek) τ -

normalle³tirilmi³ Calmar oran� elde edilir

Calmarτ (T ) = γτ (T, Shrp)× Calmar oran (5.6)

5.2.3 Portföylerin Kar³�la³t�r�lmas�

[4]'den al�nan bir örnekle portföylerin normalle³tirilmi³ Calmar oran� ile nas�l kar³�la³t�r�ld�§�na

bakal�m. P1, P2, P3 a³a§�daki verilere sahip portföyler olsun

Portföy µ(%) σ(%) Calmar zaman aral�§�

P1 25 10 5 [0, 1]

P2 30 10 6 [0.5, 2]

P3 25 12.5 6 [0, 2]
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Yukar�daki tabloda sadece Calmar oranlar�na odaklanarak, P1 portföyünün en kötü, P2

ve P3 portföylerinin de bir birine e³it güçte olmas� gibi yaln�³ bir öngörüye sahip olmu³

oluruz. Normalle³titirilmi³ Calmar ornan� yöntemi ile gerçek durumun ne oldu§una

bakal�m. Önce (5.4) formülünü ve Qp fonksiyonu ara de§erleri için [9]'de verilen tabloyu

kullanarak her bir portföy için Clmr oran�n� hesapalyal�m

P1 için T = 1− 0 = 1

Clmr(P1) = Clmr(1) =
1
2

(
25
10

)2
Qp

(
1
2

(
25
10

)2) =
3.125

Qp(3.125)
≈ 3.125

0.83
≈ 3.8

P2 için T = 2− 0.5 = 1.5

Clmr(P2) = Clmr(1.5) =
1.2
2

(
30
10

)2
Qp

(
1.5
2

(
30
10

)2) =
6.75

Qp(6.75)
≈ 6.75

0.98
≈ 6.76

P3 için T = 2− 0 = 2

Clmr(P3) = Clmr(2) =

(
25

12.5

)2
Qp

((
25

12.5

)2) =
4

Qp(4)
≈ 4

0.875
≈ 4.55

�imdi τ = 1 zaman�na göre (5.5) formülünü kullanarak normalle³tirici çarpanlar�

hesaplayal�m

γ(P1) = γ1(1,
25

10
) =

Qp(3.125)

Qp(3.125)
= 1

γ(P2) = γ1(1.5,
30

10
) =

1
1.5Qp

(
1.5
2 9
)

Qp(4.5)
≈ 0.74

γ(P3) = γ1(2,
25

12.5
) =

1
2Qp(4)

Qp(2)
≈ 0.6

En son olarak (5.6) formülünü kullanarak τ = 1 zaman�na göre normalle³tirilmi³ Calmar

oranlar�n� bulal�m

P1 için

Calmar1(1) = γ(P1)× Calmar = 1× 5 = 5

P2 için

Calmar1(1.5) = γ(P2)× Calmar = 0.74× 6 = 4.44

P3 için

Calmar1(2) = γ(P3)× Calmar = 0.6× 6 = 3.6

�imdi art�k farkl� zaman aral�klar�nda piyasada kalmalar�na ra§men portföyleri sa§lam

³ekilde kar³�la³t�rabiliriz. Al�nan sonuçlardan da görüldü§ü üzere en iyi performansa

P1, en kötü performansa ise P3 portföyü sahiptir.

Genel olarak bir de§erin Calmar oran� 3 y�ll�k süre içerisindeki performans�na göre
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hesaplan�r, örne§in, bir de§er 25 y�l süreli§ine piyasada olmas�na ra§men en son üç

y�ll�k k�sm� al�narak bu k�s�m zarf�nda Calmar oran�na bak�l�r. Bu durumda ise

geriye kalan 22 y�ll�k de§erli veri dikkate al�nmam�³ oluyor. Normalle³tirilmi³ Calmar

oran�n�n önemli özelliklerinden biri de piyasada olan de§eri tüm piyasa geçmi³i boyunca

de§erlendirebilmesidir, [4].

5.2.3.1 Portföyler Aras�nda �za� Güç

Normalle³tirilmi³ Calmar oran� kullan�l�rken baz zaman aral�§� olarak τ 'nun nas�l

seçilmesi sorusu ortaya ç�kabilir. [4]'de portföyler aras�nda iza� güç kavrama� dahil

edilerek τ 'ya ba§l� olma özelli§i aradan kald�r�l�yor. K�saca bundan bahsedelim. Farz

edelim ki elimizde üç tane P1, P2, P3 portföyleri var. P1 portföyünün P2 portföyüne

göre τ iza� gücü a³a§�daki ³ekilde tan�mlan�yor

βτ (P1

∣∣P2) =
Calmarτ (P1)

Calmarτ (P2)
=
γτ (T1, Shrp1)× Calmar(P1)

γτ (T2, Shrp2)× Calmar(P2)

=

1
T1
Qp
(
T1
2
Shrp21

)
1
τ
Qp( τ2Shrp

2
1)
× Calmar(P1)

1
T2
Qp
(
T2
2
Shrp22

)
1
τ
Qp( τ2Shrp

2
2)
× Calmar(P2)

=
1
T1
Qp
(
T1
2 Shrp

2
1

)
1
T2
Qp
(
T2
2 Shrp

2
2

) × Calmar(P1)

Calmar(P2)
×
Qp(

τ
2Shrp

2
2)

Qp(
τ
2Shrp

2
1)

(5.7)

E§er Shrp1 = Shrp2 ise yukar�daki üçüncü çarpan 1'e e³it olur, o zaman τ 'dan ba§�ms�z

³ekilde P1'in P2'ye göre iza� gücü

β(P1

∣∣P2) =
1
T1
Qp
(
T1
2 Shrp

2
1

)
1
T2
Qp
(
T2
2 Shrp

2
2

) × Calmar(P1)

Calmar(P2)
(5.8)

E§er Shrp1 6= Shrp2 ise o zaman da τ →∞ iken (5.7)'nin limitine bak�l�r

lim
τ→∞

βτ (P1

∣∣P2) =
1
T1
Qp
(
T1
2 Shrp

2
1

)
1
T2
Qp
(
T2
2 Shrp

2
2

) × Calmar(P1)

Calmar(P2)
= β(P1

∣∣P2)

çünki (5.7)'de τ 'ya ba§l� k�s�m sadece üçüncü çarpan ve bu da τ → ∞ iken 1'e e³it

olur. Nihayet, her bir portföyün verilerine göre hesaplamalar yap�ldakdan sonra, e§er

β(P1

∣∣P2) ≥ 1 ise P1 portföyü P2 portföyünden daha iyi say�l�r ve P1 � P2 gibi i³aretlenir,

[4]. β(P1

∣∣P3) için de kolayca β(P1

∣∣P3) = β(P1

∣∣P2)β(P2

∣∣P3) oldu§u gösterilebilir,

buradan da iza� gücün geçi³kenlik özelli§ini ortaya ç�kar, yani e§er P1 � P2 ve P2 � P3

ise o zaman P1 � P3.
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6. KES�RL� BROWN HAREKET�N�N MAKS�MUM

KAYIP DE���KEN� ÜZER�NE UYGULAMA VE

SONUCUMUZ

Bu bölümde kesirli Brown hareketi maksimum kay�p de§i³keni için literatürde var olan

s�n�rlardan ve alt s�n�r için teorik olarak elde etti§imiz yeni s�n�r ve gerçek veriler üzerinde

çal�³mam�zdan bahsedece§iz.

6.1 Maksimum Kay�p De§i³keni Beklenen De§eri �çin Lit-

eratürde Var Olan S�n�rlar

Kesirli Brown hareketi tan�m� ve özellikleri hakk�nda bölüm 2'de bahsetmi³tik. Bu

de§i³kenin maksimum kay�p de§i³kenini de

MH
t := sup

0≤u≤v≤T
(BH

u −BH
v )

³eklinde tan�mlayal�m. Literatürde bu de§i³kenin beklenen de§eri s�n�rlar� üzerine

sonuçlar vard�r ve bu sonuçlar zamanla daha da geli³tiriliyor. 1 zaman�na kadar tan�ml�

olan kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keni beklenen de§eri için [17]'de

a³a§�da verilen s�n�rlar ispatlanm�³t�r
√

2

2
√
π
≤ E(MH

1 ) ≤ 2
√

2√
π

(6.1)

Daha sonra kesirli Brown hareketinin özbenzerlik özelli§i kullan�larak bu sonuç herhangi

bir t zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketi için genelle³tirilmi³tir
√

2

2
√
π
tH ≤ E(MH

1 ) ≤ 2
√

2√
π
tH

Ça§lar ve Vardar [17] taraf�ndan bu de§i³ken için alt s�n�r hesaplanm�³t�r.

Teorem 6.1.1. {BH
t : t ≥ 0}, (Ω,F , P ) olas�l�k uzay� üzerinde tan�ml� kesirli Brown

hareketi ve MH
t = sup0≤u≤v≤T (BH

u − BH
v ) kesirli Brown hareketinin maksimum kay�p

de§i³keni olsun. O halde
t2H√

2π
≤ E(MH

t )

e³itsizli§i sa§lan�r [17]

Kesirli Brown hareketi kesikli hale getirilerek [14]'de Ross [18] hesaplama yöntemi ile

1 zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown hereketinin maksimum kay�p de§i³keninin
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beklenen de§eri için nümerik alt s�n�r de§erleri hesaplanm�³t�r. Ayr�ca, [14]'de Sudakov-

Fernique e³itsizli§i kullan�larak a³a§�daki teoremdeki sonuç bulunmutur.

Teorem 6.1.2. (Ω,F , P ) olas�l�k uzay� üzerinde, 1 zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli

Brown hareketinin maksimum kay�p de§i³keni için

E(MH
1 ) = E( sup

0<u<v<1
(BH

u −BH
v )) ≤ E( sup

0<u<1

√
2B

1
2
u ) =

2√
π

e³itsizli§i sa§lan�r.

Kesirli Brown hareketi için supremum de§i³kenini de

SHt := sup
0≤u≤t

BH
u

³eklinde tan�mlayal�m. Bu de§i³kenin de s�n�rlar� üzerine literatürde olan en güncel

sonuç √
2

2
√
π
tH ≤ E(SHt ) ≤

√
2√
π
tH (6.2)

³eklindedir [19]

6.2 Maksimum Kay�p De§i³keni Beklenen De§eri Alt S�n�r�

Üzerine Sonucumuz

Bu bölümde, 1 zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketi maksimum kay�p

de§i³keni beklenen de§eri alt s�n�r� için yeni elde etdi§imiz s�n�rdan bahsedilecektir.

Önce ileride kullanaca§�m�z için a³a§�daki teoremi verelim

Teorem 6.2.1. (Sudakov-Fernique E³itsizli§i) X ve Y, τ üzerinde tan�ml� ortalanm�³

Gauss süreçleri olsun. s, t ∈ τ olmak üzere

E(Xs −Xt)
2 ≤ E(Ys − Yt)2

³art� sa§lan�yor ise

E(sup
τ
Xt) ≤ E(sup

τ
Yt)

e³itsizli§i sa§lan�r [20].

Bu e³itsizli§i kullanabilmek için bir zemin olu³turmam�z laz�m. Bunun için öncelikle

kesirli Brown hareketi kovaryans fonksiyonu (2.2)'den yararlanarak E[(BH
u − BH

v ) −
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(BH
u′ −BH

v′ )]
2 ifadesinin neye e³it oldu§unu gösterelim.

E[(BH
u −BH

v )− (BH
u′ −BH

v′ )]
2

= E[(BH
u −BH

v )2]− 2E[(BH
u −BH

v )(BH
u′ −BH

v′ )] + E[(BH
u′ −BH

v′ )
2]

= E[(BH
u )2]− 2E[BH

u B
H
v ] + E[(BH

v )2]

−2E[BH
u B

H
u′ ] + 2E[BH

u B
H
v′ ] + 2E[BH

v B
H
u′ ]− 2E[BH

v B
H
v′ ]

+E[(BH
u′ )

2]− 2E[BH
u′B

H
v′ ] + E[(BH

v′ )
2]

= u2H − (u2H + v2H − |u− v|2H) + v2H − (u2H + u′2H − |u− u′|2H)

+(u2H + v′2H − |u− v′|2H) + (v2H + u′2H − |v − u′|2H)

−(v2H + v′2H − |v − v′|2H) + u′2H − (u′2H + v′2H − |u′ − v′|2H) + v′2H

= |u− v|2H + |u′ − v′|2H + |u− u′|2H

−|u− v′|2H − |v − u′|2H + |v − v′|2H (6.3)

�imdi de E[(
√

2B1
u −
√

2B1
v)2] ifadesinin neye e³it oldu§una bakal�m.

E[(
√

2B1
u −
√

2B1
v)2] = E[2(B1

u)2] + E[2(B1
v)2]− 2E[2B1

uB
1
v ]

= 2(u2 + v2 − u2 − v2 + |u− v|2) = 2|u− v|2 (6.4)

Kullanaca§�m�z ba³ka bir ili³ki de a³a§�daki e³itsizlik olacak

|u− v|2H + |u′ − v′|2H ≥ 2 min
{
|u− v|2H , |u′ − v′|2H

}
≥ 2 min

{
|u− v|2, |u′ − v′|2

}
=

{
E[(
√

2B1
u −
√

2B1
v)2], |u− v|2H < |u′ − v′|2H

E[(
√

2B1
u′ −
√

2B1
v′)

2], |u− v|2H > |u′ − v′|2H
(6.5)

Yukar�daki ifadelerde 0 ≤ u ≤ v ≤ 1 ve 0 ≤ u′ ≤ v′ ≤ 1 oldu§u kabul ediliyor. Dikkat

edilirse, [0, 1] aral�§�ndan seçilen u, v, u′, v′ say�lar�, u < v ve u′ < v′ olmas� ko³ulu

alt�nda sadece a³a§�daki alt� farkl� yolla seçilebilir.

1. 0 ≤ u ≤ v ≤ u′ ≤ v′ ≤ 1

2. 0 ≤ u ≤ u′ ≤ v ≤ v′ ≤ 1

3. 0 ≤ u ≤ u′ ≤ v′ ≤ v ≤ 1

4. 0 ≤ u′ ≤ v′ ≤ u ≤ v ≤ 1

5. 0 ≤ u′ ≤ u ≤ v′ ≤ v ≤ 1
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6. 0 ≤ u′ ≤ u ≤ v ≤ v′ ≤ 1

Bizim amac�m�z, olabilecek bu alt� durumun hepsi için

E[(BH
u −BH

v )− (BH
u′ −BH

v′ )]
2 ≥ E[(

√
2B1

s −
√

2B1
t )2] (6.6)

³ekline bir ili³ki oldu§unu göstermek (burada s ve t de§i³kenleri u, v, u′, v′ de§i³ken-

lerinden birine denk geliyor) ve daha sonra Sudakov-Fernique e³itsizli§i ve (6.2)'yi

kullanarak, bir zaman�na kadar tan�ml� kesirli Brown hareketi maksimum kay�p

de§i³keni alt s�n�r� için buldu§umuz

E[MH
1 ] ≥ 1√

π

sonucunu ispatlamakt�r. Dikkat etmemiz gereken ba³ka bir husus, yukar�da bahsedilen

durumlarda, üçüncu ve alt�nc� durum için Hurst parametresini H ∈ [1/2, 1), di§er dört

durumda ise H ∈ (0, 1/2] alaca§�z.

• 0 ≤ u ≤ v ≤ u′ ≤ v′ ≤ 1 , H ∈ (0, 1/2] durumu.

Amac�m�z

E[(BH
u −BH

v )− (BH
u′ −BH

v′ )]
2 ≥ |u− v|2H + |u′ − v′|2H (6.7)

oldu§unu göstermektir. Bunun için ise (6.3)'ü göz önüne al�rsak

|u− u′|2H + |v − v′|2H − |u− v′|2H − |v − u′|2H ≥ 0

oldu§unu göstermek yeterlidir.

|a− b| =

{
a− b, a > b

b− a, b > a

oldu§u bilgisini ve (2.4) aç�l�m�n� kullanaca§�z

|u− u′|2H + |v − v′|2H − |u− v′|2H − |v − u′|2H

= (u′ − u)2H + (v′ − v)2H − (v′ − u)2H − (u′ − v)2H

= u′2H +

∞∑
k=1

(−1)k

(
2H

k

)
u′2H−kuk + v′2H +

∞∑
k=1

(−1)k

(
2H

k

)
v′2H−kvk

−v′2H −
∞∑
k=1

(−1)k

(
2H

k

)
v′2H−kuk − u′2H −

∞∑
k=1

(−1)k

(
2H

k

)
u′2H−kvk

=
∞∑
k=1

(−1)k

(
2H

k

)[
u′2H−kuk + v′2H−kvk − v′2H−kuk − u′2H−kvk

]
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=
∞∑
k=1

(−1)k

(
2H

k

)[
vk(v′2H−k − u′2H−k)− uk(v′2H−k − u′2H−k)

]

=
∞∑
k=1

(−1)k

(
2H

k

)[
(v′2H−k − u′2H−k)(vk − uk)

]
(6.8)

�imdi dikkat edilirse, 2H ≤ 1, v′ > u′ ve v > u oldu§undan k ≥ 1 için her zaman

(v′2H−k − u′2H−k)(vk − uk) ≤ 0

Di§er taraftan 2H ≤ 1 oldu§undan, reel kuvvetler için binom katsay�s� tan�m�ndan

dolay� k ≥ 2 için

k tek ise

(
2H

k

)
> 0, k çift ise

(
2H

k

)
< 0

Dolay�s�yla bütün k'lar için herzaman

(−1)k

(
2H

k

)
< 0

O zaman (6.8) toplam�n�n bütün terimleri pozitiftir. Bu da (6.7)'ni ispatlar.

�imdi (6.5)'i dikkate alarsak (6.7)'yi a³a§�daki ³ekilde yazabiliriz

E[(BH
u −BH

v )− (BH
u′ −BH

v′ )]
2 ≥ 2 min

{
|u− v|2, |u′ − v′|2

}
(6.9)

• 0 ≤ u ≤ u′ ≤ v ≤ v′ ≤ 1 , H ∈ (0, 1/2] durumu.

Bu durumda amac�m�z

E[(BH
u −BH

v )− (BH
u′ −BH

v′ )]
2 ≥ |u− u′|2H + |v − v′|2H (6.10)

oldu§unu göstermektir. Bunun için ise (6.3)'ü göz önüne al�rsak

|u− v|2H + |u′ − v′|2H − |u− v′|2H − |v − u′|2H ≥ 0

oldu§unu göstermek yeterlidir. Bir önceki durumdakine benzer ³ekilde

|u− v|2H + |u′ − v′|2H − |u− v′|2H − |v − u′|2H

= (v − u)2H + (v′ − u′)2H − (v′ − u)2H − (v − u′)2H

= v2H +

∞∑
k=1

(−1)k

(
2H

k

)
v2H−kuk + v′2H +

∞∑
k=1

(−1)k

(
2H

k

)
v′2H−ku′k

68



−v′2H −
∞∑
k=1

(−1)k

(
2H

k

)
v′2H−kuk − v2H −

∞∑
k=1

(−1)k

(
2H

k

)
v2H−ku′k

=
∞∑
k=1

(−1)k

(
2H

k

)[
v2H−kuk + v′2H−ku′k − v′2H−kuk − v2H−ku′k

]

=
∞∑
k=1

(−1)k

(
2H

k

)[
u′k(v′2H−k − v2H−k)− uk(v′2H−k − v2H−k)

]

=
∞∑
k=1

(−1)k

(
2H

k

)[
(v′2H−k − v2H−k)(u′k − uk)

]
(6.11)

�imdi dikkat edilirse, 2H ≤ 1, u′ > u ve v′ > v oldu§undan k ≥ 1 için her zaman

(v′2H−k − v2H−k)(u′k − uk) ≤ 0

Bir önceki durum ile ayn� ³ekilde

(−1)k

(
2H

k

)
< 0

O zaman (6.11) toplam�n�n bütün terimleri pozitiftir. Bu da (6.10)'u ispatlar.

�imdi (6.5)'i dikkate alarsak (6.10)'u a³a§�daki ³ekilde yazabiliriz

E[(BH
u −BH

v )− (BH
u′ −BH

v′ )]
2 ≥ 2 min

{
|u− u′|2, |v − v′|2

}
(6.12)

�spat yöntemi ayn� oldu§u için ve simetri söz konusu oldu§undan, dördüncü ve

be³inci durum için direk olarak sonucu yazabiliriz

• 0 ≤ u′ ≤ v′ ≤ u ≤ v ≤ 1 , H ∈ (0, 1/2] durumu

Bu durumda

E[(BH
u −BH

v )− (BH
u′ −BH

v′ )]
2 ≥ |u′ − v′|2H + |u− v|2H

Dolay�s�yla

E[(BH
u −BH

v )− (BH
u′ −BH

v′ )]
2 ≥ 2 min

{
|u′ − v′|2, |u− v|2

}
(6.13)

• 0 ≤ u′ ≤ u ≤ v′ ≤ v ≤ 1 , H ∈ (0, 1/2] durumu

Bu durumda

E[(BH
u −BH

v )− (BH
u′ −BH

v′ )]
2 ≥ |u− u′|2H + |v − v′|2H

Dolay�s�yla

E[(BH
u −BH

v )− (BH
u′ −BH

v′ )]
2 ≥ 2 min

{
|u− u′|2, |v − v′|2

}
(6.14)
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Dikkat edilirse (6.7)'nin sa§ taraf�ndaki ifadeyi seçerken (6.3)'deki iki tane pozitif

terimin toplam�n� seçtik ve bu terimlerin içindeki de§i³kenler de kendi durumlar�na

uygun gelen kom³u de§i³kenlerdir.

�imdi de üçüncü durumu ispat edelim ve ispat� ayn� ³ekilde oldu§u için alt�nc�

durum için de sadece sonucu yazal�m

• 0 ≤ u ≤ u′ ≤ v′ ≤ v ≤ 1 , H ∈ [1/2, 1) durumu

Bu durumda amac�m�z

E[(BH
u −BH

v )− (BH
u′ −BH

v′ )]
2 ≥ |u− u′|2H + |v − v′|2H (6.15)

oldu§unu göstermektir. Bunun için ise (6.3)'ü göz önüne al�rsak

|u− v|2H + |u′ − v′|2H − |u− v′|2H − |v − u′|2H ≥ 0

oldu§unu göstermek yeterlidir. Bir önceki durumdakine benzer ³ekilde

|u− v|2H + |u′ − v′|2H − |u− v′|2H − |v − u′|2H

= (v − u)2H + (v′ − u′)2H − (v′ − u)2H − (v − u′)2H

= v2H +

∞∑
k=1

(−1)k

(
2H

k

)
v2H−kuk + v′2H +

∞∑
k=1

(−1)k

(
2H

k

)
v′2H−ku′k

−v′2H −
∞∑
k=1

(−1)k

(
2H

k

)
v′2H−kuk − v2H −

∞∑
k=1

(−1)k

(
2H

k

)
v2H−ku′k

=

∞∑
k=1

(−1)k

(
2H

k

)[
v2H−kuk + v′2H−ku′k − v′2H−kuk − v2H−ku′k

]

=

∞∑
k=1

(−1)k

(
2H

k

)[
u′k(v′2H−k − v2H−k)− uk(v′2H−k − v2H−k)

]

=

∞∑
k=1

(−1)k

(
2H

k

)[
(v′2H−k − v2H−k)(u′k − uk)

]

= −

(
2H

1

)[
(v′2H−1 − v2H−1)(u′ − u)

]

+

∞∑
k=2

(−1)k

(
2H

k

)[
(v′2H−k − v2H−k)(u′k − uk)

]
(6.16)

�imdi dikkat edilirse, 1 ≤ 2H ≤ 2, u′ > u ve v > v′ oldu§undan k ≥ 2 için her

zaman

(v′2H−k − v2H−k)(u′k − uk) ≥ 0
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Di§er taraftan 1 ≤ 2H ≤ 2 oldu§undan, reel kuvvetler için binom katsay�s�

tan�m�ndan dolay� k ≥ 2 için

k çift ise

(
2H

k

)
> 0, k tek ise

(
2H

k

)
< 0

Dolay�s�yla bütün k'lar için herzaman

(−1)k

(
2H

k

)
> 0

O zaman (6.16) toplam�n�n bütün terimleri pozitiftir ve

−

(
2H

1

)[
(v′2H−1 − v2H−1)(u′ − u)

]
≥ 0

Bu da (6.15)'i ispatlar.

�imdi (6.5)'i dikkate alarsak (6.15)'i a³a§�daki ³ekilde yazabiliriz

E[(BH
u −BH

v )− (BH
u′ −BH

v′ )]
2 ≥ 2 min

{
|u− u′|2, |v − v′|2

}
(6.17)

• 0 ≤ u′ ≤ u ≤ v ≤ v′ ≤ 1, H ∈ [1/2, 1) durumu

Bu durumda

E[(BH
u −BH

v )− (BH
u′ −BH

v′ )]
2 ≥ |u− u′|2H + |v − v′|2H

Dolay�s�yla

E[(BH
u −BH

v )− (BH
u′ −BH

v′ )]
2 ≥ 2 min

{
|u− u′|2, |v − v′|2

}
(6.18)

Nihayet, (6.9),(6.12),(6.13),(6.14),(6.15) ve (6.18)'i dikkate alarsak bütün durumlar için

E[(BH
u −BH

v )− (BH
u′ −BH

v′ )]
2 ≥ 2 min

{
|u− v|2, |u′ − v′|2, |u− u′|2, |v − v′|2

}
(6.19)

�imdi (6.4) ve (6.5)'i de dikkate alarsak

E[(BH
u −BH

v )− (BH
u′ −BH

v′ )]
2 ≥ 2|a− b|2 = E[(

√
2B1

a −
√

2B1
b )2] (6.20)

Burada |a − b|2 = min
{
|u − v|2, |u′ − v′|2, |u − u′|2, |v − v′|2

}
En son olarak (6.20)'ye

Sudakov-Fernique e³itsizli§ini uygularsak

E[ sup
0≤u≤v≤1

(BH
u −BH

v )] = E[MH
1 ] ≥

√
2E[ sup

0≤t≤1
B1
t ] = E[S1

t ] (6.21)

Nihayet, (6.2)'yi de dikkate alarsak

E[MH
1 ] ≥ 1√

π
(6.22)

Bulunan bu sonuç, kesirli Brown hareketi özbenzerlik özelli§i kullan�larak kolayca

herhangi bir t zaman�na kadar tan�ml� süreç için genelle³tiriliyor.
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6.3 Gerçek Veriler Üzerindeki Çal�³mam�z

Bu bölümde, Türkiyedeki hisse senedi piyasas�ndan al�nan alt� farkl� ³irketin be³ y�l

(60 ay) süresince hisse senedi kapan�³ �yatlar� veileri üzerinde yap�lan çal�³madan

bahsedece§iz. Veriler foreks.com web sitesinden al�nm�³t�r. Yap�lan çal�³man� özet

olarak verelim.

Bakt�§�m�z zaman aral§� be³ y�l oldu§undan, haftasonlar�n� da ç�kar�rsak bu süre 1258

güne denk geliyor (baz� aylar�n günleri farkl� oldu§undan hangi aydan ba³lad�§�m�za

ba§�ml� olarak bu süre 1258 günden bir veya iki gün farkl� da olabilir), yani bakt�g�m�z

veri a³a§�daki çizelgedeki ³eklindedir

Tarih Kapan�³ �yat�

gün.ay.y�l a1

gün.ay.y�l a2

gün.ay.y�l a3

...
...

gün.ay.y�l a1258

Piyasalardaki �yatlar (ai'ler), kullan�lan modele ba§l� olarak eksponensiyel kuvvetleri

³eklinde oluyorlar, orne§in Giri³ bölümünde verilen Black-Scholes modeline oldu§u gibi.

Bu yüzden, öncelikle her �yat�n natürel logaritmas� al�n�yor (yani kapan�³ �yatlar�

ln(ai), i = 1, 2, 3, ..., 1258 ³ekline getiriliyor).

Tarih Kapan�³ �yat�

gün.ay.y�l ln(a1)

gün.ay.y�l ln(a2)

gün.ay.y�l ln(a3)
...

...

gün.ay.y�l ln(a1258)

Bu verini 1258× 1 vektörü ³eklinde yazabiliriz

V =


ln(a1)

...

ln(a1258)


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Literatürdeki yukar�da bahsetdi§imiz s�n�rlar beklenen de§eri s�f�r ve standart sapmas�

bir olan kesirli Brown hareketi için oldu§undan, verini drift ve standart sapmadan

ar�nd�rmak için a³a§�daki ³ekilde standartize etmemiz gerekir.

zi =
ln(ai)− ortalama[V ]

standart sapma[V ]
, i = 1, 2, 3, ..., 1258

Olu³turlan bütün 1258 tane zi de§erlerini de a³a§�daki 1258×1 vektörü ³eklinde yazal�m

Z =


z1

...

z1258


Örnek olarak, iki ³irketin verileri için Z vektöründen olu³an yörüngeleri son sayfada,

�ekil 6.1, �ekil 6.2'de gösterilmi³tir.

Z vektörü ³eklinde olu³turulan veri daha sonra tarihleri ile örtü³ecek ³ekilde 60 aya (60

vektör ³eklinde, her ay farkl� günlere sahip oldu§undan ve haftasonlar� da ç�kar�ld�§�ndan

bu 60 vektörün de boyutlar� 18 × 1 ile 23 × 1 aras�nda de§i³iyor) bölünüyor. Bunu

etmedeki amaç, 1 zaman�na kadar tan�ml� olan kesirli Brown hareketindeki "1"i, "bir ay"

³eklinde seçmektir. Dolay�s�yla bir ³irketin verisi üzerinde 60 tane yörünge olu³turmu³

oluyoruz. En son olarak MATLAB R2008a kullan�larak 60 vektörün (yörüngenin)

her biri için maksimum kay�p de§i³keni bulunmu³ ve bunlar�n ortalamas� bulunarak 1

zaman�na kadar tan�ml� olan kesili brown hareketi maksimum kay�p de§i³keni beklenen

de§eri (E[MH
1 ]) bulunmu³tur. Sonuçlar a³a§�daki çizelgede verilmi³tir.

Sirket Tarih E[MH
1 ]

Fenerbahçe SK 02.06.2008-31.05.2013 0.5580

Ülker G�da A.�. 01.07.2008-01.07.2013 0.1329

Afyon Çimento A.�. 01.07.2008-01.07.2013 0.1703

Galatasaray SK 01.07.2008-01.07.2013 0.2896

TurkCell A.�. 01.07.2008-01.07.2013 0.5451

Kent G�da A.�. 01.07.2008-01.07.2013 0.2193

Bulunan maksimum kay�p de§erleri literatürde olan üst s�n�rlar� sa§lamakta, fakat alt

s�n�r, buldu§umuz sonuçdan da belli oldu§u gibi Hurst parametresine ba§l� olarak

de§i³ebildi§inden baz� verilerde uyumsuzluk ortaya ç�k�yor. Hurst parametresine ba§l�l�k

tahmin edilece§i üzere ³u ³ekildedir: Hurst parametresi azald�kça maksimum kay�p

de§eri artar, Hurst parametresi artd�kca maksimum kay�p de§eri artar (ayn� zaman

aral�§�nda bak�lan).
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Asl�nda buldu§umuz maksimum kay�p de§i³kenleri beklenen de§erlerinin literatürdeki

alt s�n�rlarla ortaya ç�kabilecek uyumsuzu§u, "1" zaman�n�n nas�l seçilmesine de bagl�,

yani e§er biz burdak� "1" zaman�n� iki ay veya daha yüksek seçersek maksimum kay�p

de§i³keni beklenen de§eri için de daha büyük bir say� bulmu³ oluruz, veya yar�m ay

seçersek daha da küçük bulmu³ oluruz. Ba³ka bir ³ekilde ifade edersek, verilerimiz

günlük veriler oldu§undan, e§er "1" zaman�n� bir gün ³eklinde seçersek o zaman bütün

maksimum kay�p de§i³kenleri s�f�r olarak bulunur ve dolay�s�yla beklenen de§er de s�f�r

olmu³ olur. Literatürde "1" zaman� olarak bir y�l kabul ediliyor, fakat bu durumda

da ayn� hesaplamalar� yapabilmek için 60 y�ll�k bir veriye ihtiyac�m�z olurdu. Bu

kadar veriye ihtiyaç olmas�ndaki amamç, beklenen de§er için daha kesin, daha gerçekçi

sonuçlar elde etmekdir.

�ekil 6.1: Fenerbahçe SK, Z

�ekil 6.2: Ülker, Z
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A. Terim Sözlü§ü

Türkçe terim �ngilizce Terim

düzgün smooth

geçi³ olas�l�§� transition probability

ilk geçi³ zaman� �rst passage time

lineer linear

normalizasyon normalization

olas�l�k ak�n� probability current, probability �ux

özde§er eigenvalue

yans�tan engel re�ecting barrier

yutan engel absorbing barrier
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