HISSE SENETLERINDE OLABILECEK EN BUYUK KAYBIN
ASIMPTOTIK DAGILIMI UYGULAMALARI

ZABIT iISLAMOV

YUKSEK LISANS TEZi

MATEMATIK BOLUMTU

TOBB EKONOMIi VE TEKNOLOJIi UNIiVERSITESI

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

TEMMUZ 2013

ANKARA



Fen Bilimleri Enstitii onay1

Prof. Dr. Unver KAYNAK
Midir

Bu tezin Yiiksek Lisans derecesinin tiim gereksinimlerini sagladigini onaylarim.

Prof. Dr. Mustafa BAYRAKTAR
Anabilim Dali Bagkani

ZABIT ISLAMOV tarafindan hazirlanan HISSE SENETLERINDE OLABILECEK EN
BUYUK KAYBIN ASIMPTOTIK DAGILIMI UYGULAMALARI adli bu tezin Yiiksek

Lisans tezi olarak uygun oldugunu onaylarim.

Yrd. Dog. Dr. Ceren VARDAR ACAR

Tez Danmigmani

Tez Jiiri Uyeleri

Bagkan : Yrd. Doc. Dr. Harun KURKCU

Uye : Yrd. Dog. Dr. Ceren VARDAR ACAR

Uye  : Yrd. Doc. Dr. Yeliz YOLCU OKUR

i



TEZ BILDIRIMI

Tez icindeki biitiin bilgilerin etik davranig ve akademik kurallar ¢ergevesinde elde edilerek
sunuldugunu, ayrica tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu caligmada orijinal

olmayan her tiirlii kaynaga eksiksiz atif yapildigini bildiririm.

Zabit ISLAMOV

il



Universitesi : TOBB Ekonomi ve Teknoloji Universitesi

Enstitiisii :  Fen Bilimleri

Anabilim Dal : Matematik Boliimii

Tez Danigsmani : Yrd. Dog¢. Dr. Ceren VARDAR ACAR
Tez Tiirti ve Tarihi : Yiiksek Lisans — Temmuz 2013

Zabit ISLAMOV

HISSE SENETLERINDE OLABILECEK EN BUYUK KAYBIN
ASIMPTOTIK DAGILIMI UYGULAMALARI

OZET

Bir finansal varhigin fiyatindaki en biiylik diisiig, risk &l¢iisii olarak finansal piyasalarda
yvaygin kullanilmaktadir. Brown hareketi icin maksimum kayip degiskeni iizerine
literatiirde bazi analitik sonuclar vardir, fakat siire¢ kesirli Brown hareketi oldugu
zaman benzer sonuglar heniiz mevcut degildir. Maksimum kayip degigkeni tizerine olan
caligmalar biiyiik ¢ogunlukla deneysel galigmalar oldugundan, bu stokastik degiskenle
ilgili olarak simirlar bulunmasi veya var olan siirlarin geligtirilmesi, iizerinde ¢ok
caligilan konulardandir. Bu tez caligmasinda, Brown hareketi maksimum kayip
degiskeni dagilimi ve beklenen degeri, bunlarin finansta uygulanmasina dair literatiir
taramasi yapilmig ve 1 zamanina kadar tanimli olan kesirli Brown hareketi maksimum
kayip degigkeninin beklenen degeri icin teorik olarak ispatlanmis yeni bir alt sinir
bulunmugtur. Daha sonra bu, herhangi bir t zamanina kadar genellegtirilmigtir. Son
olarak gercek piyasadan alinmig veriler kullamilarak kesirli Brown hareketi maksimum

kayip degigkeni simirlarimi test etme amach uygulama caligmas: yapilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Brown Hareketi, Kesirli Brown hareketi, Maksimum Kayip, Tk

Gecig Zamani, Risk Olciisii, Sudakov-Fernique Esitsizligi.
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Zabit ISLAMOV

APPLICATION OF ASYMPTOTIC BEHAVIOUR OF DISTRIBUTION
OF MAXIMUM LOSS IN STOCK PRICES

ABSTRACT

Maximum loss in the price of an asset is widely used as a measure of risk in financial
markets. There are some analytical results on maximum loss of a Brownian motion, but
for now such results do not exist for fractional Brownian motion. Since most work on
maximum loss is empirical, it is relevant to work on finding and to improve new bounds
related to this stochastic variable. In this thesis, we give some pre-existed results on
the distribution and expected value of Brownian motion with application to finance
and present a new improved theoretically proven lower bound to the expected value of
maximum loss of fractional Brownian motion up to time 1. Later we generalize it up to
any time t. Finally we perform a real data test to verify the results on the bounds of

maximum loss of fractional Brownian motion.

Keywords: Brownian motion, Fractional Brownian Motion, Maximum Loss, First

Passage Time, Risk Measure, Sudakov-Fernique Inequality.
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1. GIRIS

Finansal olaylar ifade etmek igin stokastik siire¢ kavraminin kullanilmasi son zaman-
larin 6nemli konularindan biri haline gelmigtir. Fiyatlardaki dalgalanmalar1 mod-
ellemede stokastik diferanseyel denklemlerin kullanimi veya hisse senetlerininin degerleri
icin modellerin olugturulmasinda Markov siirecinden yararlanmasi gibi durumlar buna
birer 6rnek olabilir, [26]. Bu tez ¢aliymasinda genis yer verdigimiz Brown hareketi
kurulan modellerde kullanilirlar. Kesirli Brown hareketi kullanilarak elde edilen Black-
Scholes modeli
Y; = Yoe(”“)t*"Bﬁ, 0<t<r

seklinde veriliyor. Burada Yy baglangic degeri, r sabit faiz oranini, 4 € R genel fiyat
artig veya diisiis egilimini, o € R, oynaklik katsayisini, B} ise (H > 1/2) kesirli Brown
hareketini gosterir.

Yatirimclar i¢in finansal piyasalarda en dnemli unsurlardan biri de risk él¢limiidiir, yani
bir degere yatirim yapmadan 6nce yatirim amacina bagli olarak kisa veya uzun vadede
bu degerin fiyatinin ileride nasil davranacag hakkinda kaba da olsa bir bilgi sahibi
olmak ¢ok énemlidir. Ge¢migten bu yana risk 6l¢iimii olarak en ¢ok standart sapmadan
yararlanilmigtir, fakat son zamanlar maksimum kayip degigskenin kullanimi bu alanda
daha yaygin hale gelmistir. Ozellikle bu degiskenin beklenen degeri ve beklenen degerin
asimptotik davranigi ile finansal portféylerin verimliligi arasinda olan direkt bir iligki stz
konusu olabilir, [4]. Dahasi, kazan¢ tamamen riskli oldugu durumlarda agir1 nakit akis
belirsizligi de s6z konusu ise yatirnmcinin faydasi sadece maksimum kayip egigkeninin
beklenen faydasina baghdir, |25].

Bu tez caligmasinin dordiincii boliimiinde, Brown hareketi icin maksimum kayip
degigkeni dagilim ve bheklenen degerinin bulunmasit ve beklenen degerin asimptotik
davramigina genis yer verilmigdir, [3]. Bunun igin ilk gecis zamam dagilim ve
yogunluk fonksiyonu kullanildigindan, {igiincii boliimde Fokker-Planck denklemi (veya
Kolmogorow forward denklemi) kullanilarak ilk gegis zamani dagihm ve yogunluk
fonksiyonlarimin ¢ikarilmas: detayli bir gekilde ele alinmigtir, [2]. Beginci boliimde,
maksimum kayip degigkeninin finansta risk dl¢iimii olarak uygulanmasi ve bu degigkenin
beklenen degerinin finansal portféylerin olusturulmas: ve kargilagtirilmas: agisindan da
nasil bir etkiye sahip oldugundan bahsedilmistir, [4]. Brown harekti i¢in yukarida
bahsetdigimiz analitik sonuclarin bulunmasindaki en biiyiik etken bu siirecin Markov
ozelligine sahip olmasidir, fakat kesirli Brown hareketi bu &zellige sahip olmadigindan
ayni yontemleri kullanarak bu tiir analitik sonuclarin bulunmast miimkiin degildir. Yeni

metodlarin da hentiz bulunamamasindan dolay: kesirli Brown hareketi maksimum kayip



degigkeni iizerine olan sonuglarin biiyiik ¢ogunlugu deneysel ve niimerik sonuglardir.
Bu degigken ve stire¢ tizerinde tanimlanmig diger degiskenler i¢in simirlar olugturulmasi
ve geligtirilmesi bu caligmalara bir 6rnek olarak gosterilebilir. Son bdéliim olan altinci
béliimde kesirli Brown hareketi maksimum kayip degigkeni tizerine literatiirde var olan
sinirlardan ve elde etdigimiz yeni alt sinirdan bahsedilmigtir. Kesirli Brown hareketi
maksimum kayip degigkeni beklenen degeri sinirlar: iizerine olan sonuglar: test etmek igin
gercek piyasadan alinmg veriler iizerinde ¢aligmalar yapilarak maksimum kayip degiskeni
beklenen degeri hesaplanmigtir. Nihayet, ikinci boliimde, biitiin béliimlerde kullanilmig
olan temel kavramlar hakkinada gereken bilgilere ve Ito stokastik sistemleri icin Fokker-

Plank denkleminin ¢ikariligina yer verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde ileride sik¢a kullanilacak olan bazi temel kavram ve tanimlardan bahsedile-

cek.

Tanmim 2.0.1. (2, F, P) olasilik uzayr ve 7 C R olsun. f : Q x 7 — R dlgilebilir
bir fonksiyon olsun. Bu tokdirde f(w,t) fonksiyonuna rastgele fonksiyon denir. Ejer

7 =10,00] ve t € T zaman olarak yorumlanirsa f(w,t)’ye stokastik sire¢ denir.

Tanim 2.0.2. {X;;t > 0} stokastik siireci 0 < t; < ... < tn rastgele zamanlary i¢in
P(Xiy = an|Xiy—1 = Xn-1, .., Xty = 21) = P(Xyy = an|Xiy—1 = on-1)
sarting saglarsa bu strece Markov siirect adr verilir. Herhangi t > s i¢in
P(t,y;s,2) = P(X; = y|X; = 2)

olasthigina ise gegis olasilign denilir. Gegis olasilign yogunlugu p(t,y;s,x) ise asagrdaki

gibi tansmlanar
/ p(t,y;s,z)dy = P(Xiys € A}XS =z)=P(X; € A’Xo = 1)
A

Tamim 2.0.3. X;, dX = pu(t, X)dt + o(t, X)dW stokastik diferensiyel denklemini

saglayan bir sire¢ ve f : R x [0,00) — R diizgiin bir fonsiyon olsun.
Y = f(t7 Xt)

seklinde tansmlanan Y fonksiyonu icin Ito formili asagidaki gibi tansmlanur

_ [oft, X) of(t, X) o2, X)0?f(t, X)
+a(t,X)afg)’(X)dW (2.1)

2.1 Standart Brown Hareketi

Tamm 2.1.1. (Q, F, P) olasilik uzay: tzerinde tanimlanmas x noktasindan baslayan

standart Brown hareketi,

1. Wo=0

2. s — Wy siireklidir



S Bitin 0=ty <t1 <t <...<ty g th — th—l’ th71 — th72, ceey th — Wto
artislar normal dagilvma sahiptir, yani E(Wy, — Wy, ) = 0 ve E(Wy, —Wy,_,)? =
ti —ti1

sartlarina saglayan bir stokastik stirectir.

Standart Brown hareketi agagidaki ozelliklere sahiptir:

o Cov(Ws, W;) = min(s,t)

e 7, I tarafindan iiretilen filtirasyona bagh durma zamani ve F,, 7 zamanindan
once olan olaylarin olugturdugu o-cebir olsun. Buna gore her ¢t > 0 i¢in A € F; <

A e Fve {An{r <t}} € F/’dir. Brown hareketi i¢in Markov 6zeligi saglanir:

E(f(Wetr)|Fr) = Ew, (f(Wh))

burada f 6l¢iilebilir ve sinirlt bir fonksiyondur.

e ¢ > 0 olmak tizere, {W; : 0 < s <t} ve {W; — W;_s:0 < s <t} degiskenlerinin

dagilimlar: 6zdegtir. Bu o6zellige duragan araliklar 6zelligi denir

e Her ¢ > 0 igin {\/cW;. : t > 0} siireci de bir Brown hareketidir. Bu ozellige

yeniden 6lgeklendirme 6zelligi denir.

e —W siireci de bir Brown hareketidir. Bu 6zellige simetri 6zelligi denir.

{|W¢| : t > 0} siirecine yansitilmig Brown hareketi denir.

2.2 Kesirli Brown Hareketi

Tanim 2.2.1. Hurst parametresi H € (0,1) olsun. Kesirli Brown hareketi (B )i>o0, Vs, t >

0 i¢in kovaryans fonksiyonu
1
BB BH) = (P! + 2 — |t — ") (2.2)

olan, 0’da ortalanmus, strekli bir Gauss strecidir [6]
Standart kesirli Brown hareketi agagidaki ézelliklere sahiptir.

e Bl =0ve E[Bf'] =0, vt >0



e BH homojen artig araliklarina sahiptir; yani, Vs, ¢ > 0 icin B{is — B ile B aym

dagilima sahiptir
e B Gauss siirecidir ve YH € (0,1) i¢in E[(Bf1)?] =27t >0

e B siirekli yoriingelere sahiptir

2.2.1 1Iki Artig Arasindaki Kovaryans

H = 1/2 icin B standart Brown hareketidir ve siirecin artiglar1 bagimsizdir. Fakat,
H # 1/2 i¢in artiglar bagimhdir. Kesirli Brown hareketinin tanimindan, s + h < t ve

t — s = nh olmak tizere BH Bl ve B, — BH arasindaki kovaryans fonksiyonu

t+h 1 s+h
1
pr(n) = 5h?H[(n + 1) 4 (n —1)2H — 2p2H] (2.3)
ile verilir. Bg—h — BH ve Bg_% - B{ih formundaki iki artigin arasindaki iligki H > 1/2

iken pozitif, H < 1/2 iken negatiftir.

2.2.2 Ozbenzerlik

Kesirli Brown hareketi agagidaki 6zbenzerlik 6zelligine sahiptir

law

(B0 = ("B )0

burada ¢ > 0 herhangi bir sabitdir.
Standart Brown hareketi i¢in de 6zbenzerlikden s6z edilebilir, sadece H = 1/2 segilmesi

yeterlidir.
law

(Wat)zo = (ZWi)i>0

2.2.3 Uzun Siireli Bagimlilik

Tamim 2.2.2. Sabit bir (X,)nen strecinin kovaryans fonksiyonu

p(n) = cov(Xg, Xitn), ¢ sabit ve a € (0,1) olmak izere

i P

n—oo N«

=1

esitligi saglanmyorsa X, uzun sireli bagimbhilik 6zelligi gosterir denir, [6].



Kovaryans fonksiyonu kullanilarak kesirli Brown hareketinin uzun siireli bagiumlilik

ozelligini sagladigr gosterilebilir. « € R ve |z| > |y| icin

(@ +y)* =3 ( Z ) 2O hyk (2.4)

k=0

bu agilimi (reel kuvvetten Binomial a¢ilim) kullanilarak (2.3) yeniden yazilirsa

1 2H(2H-1)1 1 2H(2H —-1) 1
pu(n) = 1+2H—+(7)—2+1—211rf+¥72
n 2 n n 2 n
n2H 1
~ = (2H(2H — 1)) — = H(2H — 1)n2H =2
n

Uzun siireli bagimhlik 6zelliginin tamminda, ¢ = H(2H — 1) ve a = 2 —2H olmak t{izere
H >1/2i¢in

: p(n)
] -1
oo H(2H — )n2 — 2H

elde edilir. Bagka bir deyisle, H > 1/2 igin kesirli Brown hareketinin artiglar uzun

stireli bagimlihik 6zelligi gosterir, [14]

2.3 Yutan Engel ve Yansitan Engel

Kargilagatigimiz bir cok problemde oldugu gibi Brown hareketinin de bazen belli
sinirlar veya kisitlamalar iginde incelenmesine gerek duyulur. Brown hareketi icin bu
kisitlamalar engel olarak adlandirilir ve en sik rastlananlar: ve kullanilanlar: yutan engel

ve yansitan engeldir. Kisaca tanmimlarini verelim, [23]
Tanim 2.3.1. X; asagidaki gibi tamemlanan bir streg olsun

Ah, p olasilgs ile
Xeprar = X¢ + ,
—Ah, 1 — p olasign ile

Siireg Xy = X yutan engel seviyesine ulasdige zaman

Xeint = Xey, 1 olasilign ile

Bir baska deyisle, siirecin degeri X degerine (sinirina) ulastiginda, biitiin sonraki t’ler
i¢in de bu degerde kalmaya devam eder.

Bazen siireg 6yle bir alt sinir degere ulagiyor ki artik bu degerden agagiya inemiyor. Bu
seviyeye ulagtigl zaman ya burada kalmaya devam eder ya da yeniden artmaya devam
eder. Aymisi iist sinur i¢in de gecerlidir, yani siireg belli bir {ist degere ulagtigi zaman ya

orda kalmaya devam eder ya da asagr dogru hareket eder.



Tanim 2.3.2. X; asagidaki gibi tammlanan bir streg olsun

Ah, p olasiligr ile
Xipar = X + o

—Ah, 1 — p olasilhigs ile
Siireg Xy = X yansitan engel seviyesine ulasdigr zaman

0, p olasilags ile
Xipar = X¢ + ‘
—Ah, 1 — p olasilhigs ile

Gergek hayatta, ornegin ekonomide yutan engelin ortaya cikmasi neredeyse gercek-
legmesi hi¢ olmayacak kadar zor olan bir olay. Fakat yansitan engelin olmasi ¢cok dogal,

ornegin ¢ogu merkez bankalarinin déviz piyasasini kontrol altinda tutabilmesi gibi, [23].

2.4 Is1 Denklemi

Is1 deklemi, 1sinin zamanla belli bir alana yayilmasini matematiksel olarak ifade eden
bir parabolik kismi tiirevli denklemdir. U(z,t), x konumunun ¢ amndaki sicakligim
gdsteren bir fonksiyon ise o zaman bir boyutlu 1s1 denklemine 6rnek olarak baglangic ve
sinir sartlari ile beraber agagidaki gosterilebilir, [10].
oU (z,1t) 502U (,t)
ot C a2

O<ax<L, t>0

baglangic sart
U(x,0) = f(x)
sinir kogullar:
U,t)=0 ve U(L,t)=0
Bu gekilde verilen bir denklemi ¢6zmek icin genel olarak degigkenlerine ayirma yontemi
kullamilir.  Yéntemin mantig), ¢oziimii U(x,t) = X(x)T'(t) seklinde aramaktir, yani
¢Ozlimiin, bagimsiz degiskenlerin ayrilikta olusturdugu fonksiyonlarin ¢arpimi geklinde

olabilecegi farz edilmektedir. Bu denklemde dikkate alinirsa

T/ X//
T~ X
Esitlikden dolay1 herhangi bir k ayirict sabiti igin
Tl X//
ap =k v =k

yazilabilir. Buradan da agagidaki gekilde iki tane adi diferensiyel denklem elde edilir
X"—kX=0 ve T —kT=0

Daha sonra bu iki adi diferanseyel denklem ayrihikta ¢oziilerek X (x) ve T'(¢) bulunur ve

en son baslangi¢ ve sinir sartlart uygulanarak gereken ¢éziim elde edilir.



2.5 Driftli Wiener Siireci icin Fokker-Planck Denklemi

Fokker-Planck denklemi daha genel bir bakig agisindan bakilirsa, farkli sistemlerde
farkli olaylar1 ifade eden bir parabolik tip kismi tiirevli denklemdir. Ito stokastik
diferensiyel sisteminde bu denklem verilen baglangic sarti altinda kogullu olasilik
yogunluk fonksiyonunun geligimini agiklar. Bu sistem igin denklemin cikariligina
bakalim, [1]:

X, stokastik siireci ve f(t,y) = f(t, X;) tiirevlenebilir fonksiyonunu Tanim 2.0.3’deki
gibi tanimlandigini kabul edelim ve ¢ ¢ (0,7") igin f(¢, X;) = 0 olsun. Yukarida, (2.1)
ile verilen Ito formiiliinde her iki tarafin [0, 7] arahgnda integrali alinirsa

T o2 92 T
f(T7XT)—f(0,Xo)=/O [(ZJ;+ g£+ 5 g{] dt+/ Ugj;th

Burada p = u(X¢), 0 = 0(X;). Her iki tarafin beklenen degeri alinip ve bu beklenen

deger X = x sart1 altinda gecig olasiligl yogunluk fonksiyonu cinsinden yazilirsa

BT Xr) - [0 X0)] = B /0 E +uaf+"62f} it}

ot dy 2 Oy2
T
+E{/ aadet}
0 y
T af 8f 282f
_/R{/o [3t+u8y+262} dt}p(tvuo,mdy (2.5)

E{ f(;f O'%]ycht} = 0 ¢iinkii FE[dW;] = 0. Denkleme ulagabilmek i¢in egitligin
sag tarafindaki integralde f’in tiirevlerinden kurtulmak lazim, bunun igin ise kismi
integrasyon yontemi kullanilabilir. Son integral ii¢ ayri integralin toplami geklinde
vazilip hesaplanirsa daha kolay olur. Kismi integrasyon y degiskeni {izerinden de
uygulanacag i¢in gerektiginde integral alma sirast da degistirilecek. Ayrica p(t,y | to, x)

yerine kisa olsun diye sadece p yazalim

o [ o [
=/R[pf\T—/T s we [ [puf)R—/Rag’ffdy] at

LTI 00 [ et of
T I e

t ¢ (0,7) icin f(t,X;) = 0 oldugu dikkate alinirsa (2.5)’den geriye sadece

T op //Tﬁpu
- 9P ¢4, y)dtdy — IPR ¢t y)dtdy — -
/R/(]@tf(y)y N

)d dt




ifadesi kalir. Burada da yine son integralde bir daha kismi integrasyon yapilirsa

// Sof(ty)dtdy - // OPL ¢4 4\ dtdy
S P%?fwu—/R825P22>f< ]

//a (t,y)dtdy // f(t,y)dtdy

82
- t,y)dtd
+2/R/0 6y2 f(,y) Y
Nihayet,

ELf(T, Xr) — £(0, Xo)] // f(t, [at 859:)+; é )]dtdy

esitligi elde edilmig olunur. ¢t ¢ (0,7) igin f(t,X:) = 0 oldugundan f(T,Xr) =
f(0,Xo) = 0 ve dolaywsiyla E[f(T, Xr) — f(0, X)) = 0. O zaman

d(pp) | 19%(po?) -
[ o[-0 100

(0,T)de f(t,y) # 0 oldugundan

O Opw) | 10%(po?) _
ot Oy 2 Oy?

Fokker-Planck denklemine ulagmis oluruz.

2.6 Finansal Portfoyler

Portfoy, menkul kiymetler agisindan bir yatirimeinin sahip oldugu tiim menkul kiymetlere
verilen isimdir. Daha detayl gekilde s6ylenilirse, finansta bu kavram rigki azaltmak ve
iistlenilen riskten en yiiksek getiriyi saglamak amaciyla, ayni veya farkh 6zelliklere sahip
en az iki yatirim aracinin bir araya gelmesiyle olugan toplam degeri ifade etmektedir. Bu
yvatirim araglarina ornek olarak hisse senedi, tahvil, hazine bonosu, hatta nakit para da
gosterilebilir. Teknik acidan portfdy, yatirimcinin risk ve getiri tercihlerini yansitan tiim
reel ve finansal varliklar kapsamakadir. Portféy teorisine gére yatirimeilar genelde tek
bir menkul kiymete yatirmm yapmazlar. Iceriginin hangi yatirim arac veya araclarmdan

olugmas: agisindan portfoylerin farkh gesitleri vardir, [15].



3. ILK GECIS ZAMANI DAGILIM VE YOGUNLUGU

Bu béliimde, Fokker-Planck denklemi kullanilarak beklenen degeri sifir olmayan Brown
hareketi icin ilk gegis zaman dagihm ve yogunluk fonksiyonlarimin bulunmasindan
bahsedilecek, [2]. Bulunan bu fonksiyonlar bir sonraki béliimde beklenen degeri sifirdan
farklh Brown hareketi igin maksimum kayip degigkeni beklenen degereinin bulunmasinda

kullanmilacak.

3.1 Tk Gegis Zamam

{X;;t > 0} beklenen degeri i ve varyanst o2 olan bir Brown hareketi olsun. Tk gecis
zamani, X 'nin verilen degere ilk ulagdig1 7 rastgele zamam olarak tanimlanir. Eger
bu verilen deger olarak herhangi bir G C R giimesinin siiri olan dG kabul edilirse,

matematiksel olarak ilk gecig zamani agagidaki verilen sekilde gosterebilir
T:tiiltf (t: X, € 0G| X4y = x50 € G\ 0G) (3.1)
10

burada = € G \ 0G, ty aninda siirecin baglangic degeridir.

3.1.1 Dagilim ve Yogunluk

Mk gecis zamam yogunluk fonksiyonunun bulunmas: icin énce 7 degigkeninin dagilim
fonksiyonu bulunur. Bunun igin ise X;'nin (0,t) arahginda 0G smr tarfindan

yutulmama olasiligi kullamlir, [2]
Pr(X; ¢ 0G; X, € G\ 0G,tgp <s<t|xz e G\IG)=1— Pr(t <t)
O zaman
Pr(r<t)=1—-Pr(X; ¢ 0G; X; € G\ 0G,tg < s<t|z e G\IG)

Simdi dagilimin zamana gore tiirevi alinirsa olasilik yogunluk fonksiyonuna ulagilir

_OPr(Xy ¢ 0G; X5 € G\ OG,t) <s <t|z € G\IG)
ot

f‘r(t) = (32)

Xy/nin (0,¢) araliginda 0G s tarafindan yutulmama olasihigr agagidaki gekilde de

yazilabilir, [2].

Pr(X, ¢ 0G: X, € G\ G, to < s <t |z € G\ AG) :/ p(t,y | to, )dy
e

10



burada p(t, y|tg, z) siirecin G \ 0G bolgesindeki gecis olasiligi yogunluk fonksiyonudur.

O zaman f(t) i¢in agagidaki sonug yazilabilir.

9 (fG\aG p(t,y | to, x)dy)
- ot

f@t) = (3.3)

3.1.2 Iki Esnek Engelle Verilen Siirecg igin Ik Gecis Zamani

G kiimesi olarak [hy, ho| kapali araligr alinirsa bu durumda 0G = {hy} U {hg} olur, yani
iki tane hj ve ho engelleri ortaya gikar. Bu engeller sabit secilerek (yutan veya yansitan)
ilk gecis zamam olasihik yogunluk fonksiyonu f;(¢)’nin bulunmasina ait sonuglar var.
Fakat, [2]'de yapilan, engelleri esnek engeller secerek daha genel bir sonug elde etmektir.
Ornegin hy engeli 8 olasiligi ile yutan, (1 — ) olasihig ile de yansitan engel secilebilir.

Aymi gekilde hy engeli v olasiligi ile yutan (1 —+) olasiligl ile de yansitan engel secilebilir.

3.2 1Iki Esnek Engelle Verilen Siireg Icin Fokker-Planck

Denklemi

Ik geciy zamam yogunluk fonksiyonu f-(#)'nin bulunabilmei icin (3.3) ile verilen
ifadede p(t,y | to, x) gegis olashligi yogunluk fonksiyonunun bulunmasina ihtiya¢ vardir.
Bunun i¢in ise driftli Brown hareketi i¢in Fokker-Planck denklemi (veya Kolmogorov
forward denklemi) kullanilir, ¢iinkii X;’'nin G'\ G bolgesindeki gecig olasiligr yogunluk
fonksiyonu Fokker-Plank denklemini saglar, [1],[16].

0 0 o? 02

—pl(t = —u=—p(t ——=pl(t 3.4

5P(5:Y) uayp( )+ ayﬂ?( ) (3.4)
Burada kisa olsun diye p(t,y | to, z) yerine sadece p(t,y) yaziyoruz.
Fokker-Planck denklemi bazen

0 0 .

geklinde de yaziliyor. Burada

o® dp(t,y)
2 Oz

i(t,y) = pp(t,y) —

ifadesine olasilik akini denilir.

Denklemin
p(0,y) =6(y — ) (3.5)

11



baglangic sart1 ile ¢oziimiine temel ¢oziim denilir(bazen bu baglangig sarta rastgele
olmayan baglangi¢ sart da denilir). Burada §(y —z) Dirac delta fonksiyonudur. Problem
iki esnek engelle ele alindigindan (3.4) denklemi i¢in sinir sartlar: belirlerken sinirlarin
kismen veya tamamen yutan veya yansitan engel olabilecegi géz oniine alinmalidir.
Ayrica, eger sinir yutan engel ise p(t, y) bu sinir tarafindan yutulmama olasilik yogulugu
oldugu i¢in sinira ulagildiginda degeri sifira esit olur, eger sinir yansitan engel ise sinira
ulagildigi zaman yansima olacagi i¢in bélgenin icerisinden digariya ve ya digaridan igeriye
olasilik akini sifira egit olacak, yani sinira ulagildiginda j(¢,y) sifira esit olur. Bizim
durumumuza geri dénersek, G = [h1,ho] = 0G = {h1} U {h2}. Eger hs simirimn J

olasiligr ile yutan, (1 — ) olasihig ile de yansitan engel oldugu farz edilirse

Bp(t, he) — (1= B)j(t, ha) =0

Ayni mantikla, hy sinirinim v olasiligr ile yutan,(1 — =) olasiligi ile de yansitan engel
oldugu farz edilirse

vp(t, h1) + (1 —7)j(t, h1) =0

aradaki tek fark h; < ho oldugu i¢in hs’deki akinla hi’deki akinin ters isaretli
olmalaridir. Sonu¢ olarak daha agik bir gekilde yazilirsa iki esnek engel i¢in (3.4)

denkleminin iki tane agagidaki gibi simir sartlar: olur, [2].

_ a*9p(t,y)

Bp(t, ha) — (1 - B) (up(t, hs) 5 oy

) =0 (3.6)
y=ha

_ a*9p(t,y)
2 Oy

vp(t, hi) + (1 =) (up(t, h1) ) ) =0 (3.7)
y=h1

3.2.1 Sinir Deger Probleminin Coziimii

Elde edilen (3.4)-(3.7) smur ve baslangic deger probleminin ¢oziimiine ulagmak igin (3.4)
denkleminin ¢6zlimiinden baglayalim. Bu denkelem daha 6nce de bahsedildigi gibi bir
parabolik tip denklemdir, gereken degigken degigimleri yapilarak daha da sade gekle
déniistiiriilebilir.  Once kolaylik icin u = y — h; degisken degisimi, sonra da birinci

mertebe tiirevden kurtulabilmek icin

p(t,u) = exp (%u) z(t,u) (3.8)
o
degigimi yapilir.Bu iki degisim dikkate alinirsa

u=y—hy = dy=du

12



0 Zp(t, y) = 8822 [eXP (:2 u) z(t,u)} = Zi exp (:QU) z(t,u)
+% exp (%u) a—z(t, u) + exp (%u) 8822Z(t’ )

bulunur. Bunlar (3.4) denkleminde yerine yazilirsa

exp (%u) %z(t,u) = —'Zz exp (%u) z(t,u)

— L exp (%u) ;uz(t,u) + % exp (%u) z(t,u)

2 62

po\ 0 o 7
+pexp (;u) %z(t,u) + 5 exXP (;u)

2 2 2
—H p 4 0
= ooz o (Lgu) 2t + 5 e (Gu) 5

Her iki taraf % exp (—%u) # 0 ile carpilirsa (3.4) denklemi agagidaki hale geler

z(t,u)

20 0? u?
;az(t, u) = Wz(t,u) - ;z(t,u) (3.9)

Artik (3.9) denklemini degiskenlerine ayirma yontemi ile ¢ozebiliriz. Yontemi uygu-

lamak igin denklemin ¢oziimiiniin z(¢,u) = T'(¢)U(u) seklinde oldugu kabul edilir. O

zZalnan

0 d 0? d?

elde edilir. Bunlar (3.9) denkleminde yerine yazilirsa

U(u)

13



2T U'w) g2

o2 T(t)  U(u) ot

Simdi son esgitligin her iki tarafimin bir ayirici parametreye esit oldugu kabul edilerek

degigkenler iki ayri denklem geklinde ayirilir. Bu keyfi parametre —v olarak secilirse

agagidaki sekilde iki tane adi diferensiyel denklem elde edilmis olunur.

2 T'(t) B U'(w) p? B
2T - " T A Y
Birinci denklem kolay sekilde agagidaki gibi ¢oziiliir
2.dr (t) B
o2 T(t)ydt
1 vo?
——dT(t) = ———dt
T(t) ®) 2
vo?
InT(t) = _Tt +InC (C herhangi bir sabitdir)

T(t) = Cexp (— ”22t>

Ikinci denklemi ¢ézmeden énce A\ = v — Z—i denilirse denklem agagidaki hale doniiger.

U'(u) + AU (u) =0 (3.10)

Aslnda p(t,u) = exp (Lu) T(t)U(u) oldugu dikkate ahmrsa (3.6) ve (3.7) sinir gartlar
da (3.10) denklemine odakli hale getirebilir. u = y — h; oldugundan y = hsy i¢in
u = hg — hy oldugunu da dikkate alarak (3.6) i¢in yaparsak

Bexp <%(h2 - h1)> T(t)U(h2 — h1) — (1 = B)uexp (%(hg - hl)) T(t)U(hy — hy)

o
02 i 1 o) d
+1 -8 [02 exp (g’u) T(t)U(u) + exp (;U> T(t)duU(U)] ety
Her iki taraf exp (Z5(ho —h1)) T'(t) # 0 ile boliiniirse
_ 2
BU(hy — h1) — (1 = B)uU(ha — hy) + 4 B)MU(]Q —h)+ (1~ ﬁ)%%U(u) wmha—hy 0
ve en son olarak
Fa Ulhy — hy) + 2(1 2.4y =0 3.11
B-50=5)|Ulhe =)+ 51 =B~ (U)u:h2_h1— (3.11)
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elde edilir, yani gereksiz t’ye bagh kisimdan kurtulmug oluyoruz. Ayni mantikla ve

y = hp i¢in u = hy — hy = 0 oldugu da dikkate alimirsa (3.7) de agagidaki hale dontiger

’Y‘i‘%(l—’}’) U(O)—%(l—'y)UQ%U(u) =0 (3.12)

(3.10) denklemi, karakteristik denklemi yazilarak agagidak: gibi ¢ozliir

P+ A=0 (karakteristik denklem)

2

rr=—-A = rn=v-\rn=—-v->\

O zaman \'nin deger ve igsaretine bagh olarak (3.10)’un genel ¢6ziimii agagidaki gibi olur.

C1 cos(vAu) + Co sin(v/Au) , A>0
Uu) = Csu+ Cy , A=0
C5 cosh(v—Au) + Cgsinh(v/—Au) , A <0

Anin {i¢ farkh durumu icin simnir deger sartlari kullanilarak yukaridaki katsayilar

bulunabilir.

3.2.1.1 )X > 0 durumu

Bu durumda

U(u) = Cy cos(VAu) + Cy sin(vV A u)
U'(u) = —C1VAsin(vAu) + Cov/A cos(VAu)

Kolaylik icin

k=B-501-5) (3.13)
w:wgu—w (3.14)

0= \/X(hg - hl) ve 1= \/j(hz — hl)

kisaltmalar1 yapilirsa ve (3.11) ve (3.12) sinir deger sartlar: kullanilirsa

k[Cy cosf + Casinf] + (1 — B)o? | —C1vAsinf + Cov/Acos 9] =0
wC — (1 —7)0?VAC, =0

15



Ikinci denklemden €7 = (1 — 7)&%6’2 bulunur, bu birinci denklemde yerine

yazilirsa
Cy %(1 — fy)gQg(kcosa — %(1 — 5)02\552'719) + ksind + %(1 B 5)02\60030] —0
Cs |cost (;(1 - w)ong + %(1 - 5)&&) +sin 0 (k: - 3(1 - B)(1 - fy)o'42):| =0

Burada Cj = 0 alinirsa o zaman C; = 0 bulunur ki bununla da U(u) = 0 agikar
¢bzlimiine ulagilir. Ancak aranan sonu¢ bu olmadigl icin en son egitlikdeki parantezin
igindeki ifadenin sifira esitligine bakilr.

cos ¢ <;(1 - 7)027% + %(1 - 6)02\5) +sinf (k: - 2(1 —B)(1 - w&i) —0

cosd (;(1 — 7)U2gk + %(1 . ﬂ)aQ\&) = —sinfd (k — %(1 -B)(1 - 'y)a4::>

11— 9)0* Lk + (1 - B)o*VA
L= A1 —)o2 — k
(3.13), (3.14) ve VA = ﬁ oldugu dikkate alinarak kesirde sadelegtirme yapilirsa en

tand =

son olarak
20°(hg — h1)[B(1 =) +~v(1 = B)16
(1—=05)(1 —~)o*0%2 — 4(he — h1)?kw

elde edilir. Elde edilen (3.15) esitliginin ¢6ziimii olan 6 degerlerine ézdegerler denilir

tanf =

(3.15)

ve tanf fonksiyonu periyodik oldugu icin bu 6zdegerler sonsuz sayidadir. Bunun ic¢in
de ileride @ yerine 6, (n = 1,2,3...) yazacagiz. Ozdeger sart1 olan (3.15) esitliginin
¢ozlimleri ve onlarin sayisini analitik olarak gérmek ¢ok zor. Ancak geometrik olarak
bir yorum yapilabilir, yani (3.15)’in ¢oziimii (¢oziimleri) aslinda

ab

tan9 ve m

fonksiyonlarinin grafiklerinin kesigim noktalaridir. Burada
a=20(hg — h1)[B(1 =) +~(1 = B)]

b=(1-08)(1—-7)o* ve c=4(hy—h1)%kw
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a > 0,b >0 oldugu acik, ¢iinki g <1, v <1 ve hy > hy. Ancak ¢'nin igareti
degigebilir, ¢iinki ¢, k ve w’ya bagh bunlar da p'ye bagh (ileride ¢'nin bu u’ye bagh olma
ozelligi (3.10) denkleminin genel ¢oziimii yazilirken X’ya gerek kalmaksizin sinmiflandirma
yapildigi zaman kullamilacak). Bunlar dikkate alinarak bu iki fonksiyonun grafiklerinin
bir birine gére durumu sadece Sekil 3.1, Sekil 3.2 ve Sekil 3.3’deki durumlardan birine
denk gelebilir.

) )Y ) )
T rrAr(

Sekil 3.1: ¢ < 0 iken olabilecek durumlar

Sekil 3.2: ¢ > 0 durumu

) J
(AN

Sekil 3.3: ¢ = 0 durumu

Kirmiz1 grafik tan @ ve siyah grafikler de b@ge— fonksiyonunun farkli ¢’lere uygun gelen

C
grafiklerdir. Grafiklerden de goriildiigii iizere ¢’den bagimsiz olarak (3.15)’in her zaman
sonsuz sayida ¢ozimil vardir.
Artik gereken 6 degerleri bulunabildigine gore keyfi olarak Cy = w segilebilir. O zaman
1 A 1 0
0,2£02 _ 2
w

olur. Nihayet, ¢oziim

_ (1—7)0%0, u ) u
Un(u) = s — ) cos Gnhz _— + wsin th2 _— (3.16)
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seklinde bulunur. (3.16) ashnda bir ¢6ziim dizisidir, yani her farkli n pozitif tamsayisi
icin her bir U,(u) (3.10) denkleminin (3.11) ve (3.12) smur sartlarmi saglayan bir

¢Ozlimiidiir.

3.2.1.2 X\ =0 durumu

Bu durumda (3.10 ) denklemi U”(u) = 0 haline geldiginden ¢oziimii de U(u) =

Csu + Cy olur. C3 ve Cy sabitlerini bulmak i¢in yeniden sinir gartlart uygulanir.

k‘[Cg(hQ — hl) + 04)] + %(1 — 5)0'203 =0
wC4 - %(1 - 7)0203 =0

Ikinci denklemden Cy = i(l — 7)o%C3  bulunur, bu birinci denklemde yerine

yazilirsa

k [03(h2 —h1) + %(1 - 7)0203} + %(1 — B)o*C3 =0

@[um—hg+;x1—wﬂ+;a—5w1:o

Burada da eger C3 = 0 segilirse yine U(u) = 0 agikar ¢Oziimiine ulagilir, o yiizden

parantezin i¢indeki ifadenin sifira egitligine bakilir.

k(hg — h1) + %(1 —fy)a2 + %(1 — /6’)02 =0
1 9 1 2
(hg —h1) + —(1=7)o" + - (1= B)o" =0

2w 2k

(1 =)o =B _
2+ 50— 20w e

1=B-50=Rul+ A —-B)y+350—y)ul  —2(ha — h)
(v+ 31 =Nw)(B—3(1—B)u) o?
B1—7) +4(1-B) _ —2(ha— )
7B —[37(1 = B) = 581 = )u— (1 =71 — B)u? o?
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0'2 — —
F0 == 3+ 30 = ) - 6 - = IOV IR0 o
L, v B _ 2vp _ o? 8 ol _
2u+[1_7 1—5]ﬂ (1=8)(1-7) h2—h1[1—ﬂ+1—7}_0

Gelinen bu denkelm p’ye gore ¢oziiliirse

v B7 198 202[5 w}
A _[ } AR h-h |[1-F 1-7

[ B 1", 2% [ 8 v
_[ ! } " [1—ﬁ+1—7}>0

p=—— g 2 VA (3.17)

___ 0 p
H2 = _ﬁ_‘_ W‘F\/E (3.18)

Yani pu = py veya p = uo secilirse denklemin sifirdan farkli ¢éziimii var (fakat p # pg
ve [ # pg secilirse Co = 0 olmak zorunda ve dolayisiyla agikar ¢oziime ulagilir). Bu
¢6ziimii bulmak ic¢in keyfi olarak C3 = 1 secilebilir ve buna uygun olarak da (3.11)

sinir garti kullanilarak Cy sabiti belirlenebilir.

U(u) =u+ Cy = Ulu)=1
bunlar1 (3.11)’de dikkate alirsak
1
k((hs = h) + Ca] + 5(1 = B)o? =0

(hg —h1)+Cy = —%(1 — B)o?

o2(1 —
Cy=—(ha —h1) — (l%ﬂ)

bulunur. O zaman ¢6ziim

olarak bulunur.
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3.2.1.3 )\ <0 durumu

Bu durumda

U(u) = Cs cosh(v—Au) + Cg sinh(v—\u)
U (1) = C5v/=Asinh(vAu) + Cgv/—A cosh(VAu)

(3.11) ve (3.12) smur deger sartlar: kullanilirsa

k [Cs coshn + Cgsinh] + 3(1 — B)o? [Csv/—Asinhn + Cgv/—Acoshn] =0
wCs5 — 3(1 —7)o?V/=ACs = 0

Ikinci denklemden Cs = (1 — 7)02@06 bulunur, bu birinci denklemde yerine

yazilirsa

1 1
065(1 —¥)o? (kcoshn + 5(1 — B)o*V/=Asinhn)

1
+Cg(ksinhn + 5(1 — B)o*vV/—=Acoshn) =0

Cs | coshn <;(1 —7)02?1@ + %(1 - ﬁ)cﬁﬂ) + sinh 7 (k + i(l -B0 - 'y)o'4_w>\>:| -0

Burada da Cs = 0 almwsa o zaman C; = 0 bulunur ki bununla da U(u) = 0
agikar ¢oziimiine ulagihr. Ancak aranan sonug¢ bu olmadigl i¢in yine en son esitlikdeki
parantezin i¢indeki ifadenin sifira egitligine bakilir.

cosh (%(1 - 7)02@1@ + %(1 - 6)02\@) + sinh (k + i(l -A - w#%) =0

sinhn (k: + i(l -B)(1 - 7)04%) = —coshn <%(1 —)o? \/jk + %(1 — 5)02\/—7)\)

w

11— 9)® 22k + 1(1 - B)o® V=2
k4 30— B - 7)ot
(3.13), (3.14) ve v—=A = ;- oldugu dikkate alinarak kesirde sadelestirme yapilirsa

tanhn = —

en son olarak
—20%(hg — 1) [B(1 =) +v(1 = B)In
(1= A)(1 =)ot + 4(hz — h1) ks

Gereken 71 degeri bulunabildigine gore keyfi olarak Cg = w secilebilir. O zaman

(3.19)

tanhn =

1 vV=A 1 i
= (1 -2 X0 = =(1 — ~)o?
Cs = 5(1=7)0"—=Cs = 5(1 =)o —
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olur. Nihayet, ¢oziim

ag u u
=-——"_ " cosh + wsinh 3.20
2(hs — h1) <nh2—h¢> (”hQ—hq> (3.20)

seklinde bulunur.
A > 0 durumuna benzer gekilde burada da geometrik bir yorum yapilarak (3.19)’un
hangi durumlarda kag¢ tane ¢oziimii oldugu sdylenebilir.

i/ >0,b> 0
bn? + ¢ “

tanhn =

Bu iki fonksiyonun da grafiklerinin kesigim noktalari ashnda yukaridaki egitligin

¢Ozimiidiir.

Sekil 3.4: ¢>0 durumu
Sekil 3.5: ¢=0 durumu

Sekil 3.6: c¢<0 iken olabilecek durumlar

cnin durumuna goére bu grafiklerin bir birine gére durumu sadece Sekil 3.4, Sekil 3.5,
Sekil 3.6’daki durumlardan birine denk gelebilir (kirmiz1 grafik tanh n’nin grafigidir).

Grafiklerden de goriildiigii iizere ¢ = 0 durumunda ¢éziim yok, ¢ > 0 durumunda
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sadece n =0 ¢Oziimi var (yani bu durumlarda Us(u) = 0 agikar ¢ziimii elde edilir).
¢ < 0 durumunda ise sag tarafdaki fonksiyonun orijindeki egimine bagli olarak ya bir
tane 7 = 0 ¢b6ziimii yada {i¢ tane ¢oziim var. Daha kesin olarak, eger bu egim tanh
fonksiyonunun orijindeki egiminden biiyilikse sadece n = 0 ¢oziimii, eger kiiciikse iig

tane ¢oziim var. Ikinci durum goz oniine alinarak yola cikilirsa

(tanhn)’ > < >
n=0 b772 +c n=0
1 ‘ - —abn? — ac + 2abn?
cosh?n ln=0 (bn? + ¢)? n=0

—ac
1>— = & >—ac = clcta)>0
c

Onceden de ¢ < 0 kabul edildigi icin
c+a<0
4(hg — h1)%kw + 20%(hg — h1)[B(1 — ) +~v(1 — B)] < 0
2(hz — hi)kw + o?[B(1 — ) + (1~ B)] <0

2k~ h)[(8 — 51— O (1 + 5 (1= 2] +?[5(1 = 7) + (1~ §)] <0

2(ha — ho)[5y + 5(1 =78 = 51— e — (1= B)1 = 7))

+o?[B(1—7) + (1= )] <0

(s = h) (1= B)(1 =~ [(1— By — (1= )8z — b )
+2Bv(ha — h1) + 0 [B(1 = 7) + (1 = B)] < 0

1, v 8 2783 o’ B gl
2“+{1—7_1—5L“X1—mu—vr‘m—hlL—ﬂ+1—7}>0

Sifirlar: bulunursa

[ v B 4v8 202[5 7}
-| | et tw st

O zaman
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11 < 0 ve po > 0 odugu agik, bu ylizden

(1 + pa)(p = p2) >0
Dolayisiyla,
p € (=00, 1) U (pi2, 00)

bulunur.

Simdi ¢ < 0 icin gereken aralik bulunursa
4(hy — h1)?*kw < 0

A(hs — m)?[(8 — 51— A+ 51— 7w)] <0

(B - %(1 = B)u) (v + %(1 — ) <0

B+ 5 (=B~ 5 (1= By — 3(1 = B~ s < 0

51— B)(1 =)+ [(1 = By — (L= 7Bl — 28y > 0
L, Y B 270
2“%1—7_1—/3}“_(1—@(1—730
Sifirlar1 bulunursa
2 2
A — vﬁ] Al :[ g B }
[1—7 1-5 +(1—5)(1—7) 1= "1-3 >0
O zaman p )
* g ¥ v
e e R I e
R Y p ;28
#2__E+m+\/x_7l—,3

pi <0 ve pd >0 odugu acik, bu yiizden

(1 +pi)(p—p3) >0

Dolayisiyla,
p € (=00, 1) U (i3, 00)

bulunur.
Nihayet, ¢ < 0 ve c+a < 0 egitsizliklerini ayn1 anda saglayan p degerleri bu iki

esitsizligin her biri i¢in bulunan ¢6ziim araliklarin kesisimidir.

p € [(=00, p1) U (2, 00)] N [(—00, u1) U (13, 00)]
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Dikkat edilirse

>0

202 b,
hg—hl 1—5 1—’7

Bu yiizden de p5 < po ve p] > py oldugu agik. O zaman

A=A+ ] (vani A > A¥)

[(=00, p1) U (p2, 00)] N [(=00, 1) U (p2, 00)] = (=00, 1) U (2, 0)

Dolayisiyla en son olarak
f € (=00, f11) U (p2, 00)

olarak bulunur. Yani p < p1 veya p > po oldugu durumlarda her zaman sifirdan
farkli Us(u) ¢Oziimi vardir. Diger durumlarda ya ¢6ziim yok, yada Us(u) = 0 ¢Oziimii

vardir.

Ozel bir durum

Yukarida yapilan hesaplamalar hep 8 # 1 ve v # 1 oldugu dikkate alinarak yapildi,
ancak 6zel durumlar da vardir. Ornegin 8 =1 ve v =1 durumunda (3.19) esitliginin
sag tarafindaki ifade sifra egittir ve bu durumda sadece 1 =0 ¢dziimii var, dolayisiyla

Us(u) =0 bulunur. S =1 ve v # 1 durumunda ise (3.19) agagidaki hale gelir

—202(1 — )
tanhn = —— /1
anhn 4(h2 — hl)w
—9252(1 —
tanhn — a*( 17)77
4(ha = ha)[y + 5(1 = v)u]
—202(1 — )

tanhn = mn, m =
4(ho = h)[y + 5(1 = 7)pl

Burada da yine geometrik yorum yapilirsa tanhn fonksiyonu ve mn dogrusunun

kesisim noktalar: aranan ¢oziimlerdir.

Sekil 3.7: m>0 iken olabilecek durumlar

m = 0 durumunu dikkate alinmazsa grafiklerin bir birine gére durumu sadece Sekil 3.7

veya Sekil 3.8’deki durumlardan birine denk geliyor. Grafiklerden de goriildiigii iizere,
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Sekil 3.8: m<0 durumu

m < 0 oldugu zaman sadece bir kesigm var ve bu oririjinde oldugu i¢cin n =0 bulunur
buradan da Us(u) = 0. m > 0 oldugu zaman m degerinin bityiikiiliigine gore iki
durum vardir, ya bir tane orijinde kesisim, yada i{i¢ tane kesigsim vardir. Aynen yukarida
oldugu gibi dogrunun orijindeki tiirevi tanhn fonksiyonunun orijindeki tiirevinden
kiicgiikse ti¢, aksi takdirde bir kesigim vardir. Yine bu durumu dikkate alarak u tizerinden
sartlandirma yapilirsa

(tanhn) _ > (mn)

n=0 n=0
1>m

—9252(1 —

1> o ( 17)
4(hg — h1)[y + 5(1 =)y

2

1_
14 o (1=7) >0

2(hg — h1)[y + 5(1 — )]

o?(1—7) 4+ 2(hy — hi)[y + 5(1 — )]

A e

2 = )y -+ (1= ] (001 =) + 2ka — )y + 51— )]} >0

by + %(1 . <02(1 — )+ 2(he — ha) |y + %(1 - ’y)u]) >0

Sifirlar: bulunursa

1 . 2y
7+5(1—7)u:0 = p3=—T—

02(1 =) +2(hs — h)ly + 5 (1) =0

_o*(1—9)
2(hs — )

1 _ o*(1-7)
s=p=—y- 2y — )

1
T+l =me=

_ 27y o
S T -
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p3 < ps3 < 0 oldugu acik, o zaman

(1 + ps)(p+ p3) >0

Buradan da p € (—o0, p3) U (13, 00) bulunur.
Simdi, 6nceden kabul edildigi icin m > 0 hangi p’ler i¢in gegerli oldugunun bulunmasi

lazim.
—20°(1 — )

A(hg — h1)[y + 5(1 = vyl
1
T30 —n

>0

<0

1
7+ 51 =7k <0
2y

1 . . \
sl=p<— = HS o, ks ven p € (=00, u3)

Bulunan bu iki araligin kesigimi aranan araliktir

[(=00, p13) U (3, 00)] N (=00, p13) = (=00, i3)

Dolayisiyla, aranan p’ler (—oo, u3) araligindadir, yani p < p3 oldugu zaman her
zaman sifirdan farkh kesigimler var, bu da sifirdan farkli Us(u) ¢oziimintin mevcut
olmasi demektir.

Son olarak 8 # 1ve~y =1 alinirsa bu durumda (3.19)

—20%(1— f)n

tanh7 =
M= Ly — h)k

haline gelir. Burada da yine yukaridaki gibi yorum yapilirsa

2021 )
L= A = )k
—o*(1— )
Y B 10—
1+ *(1-p) >0

2(hgy — )[B — 5(1 = B)p
o?(1 = B) +2(hy — h1)[B — 5(1 — B)]
2(hy — h1)[B = 5(1 = B)u]

2(ha ~ (B — 50~ B)ul (1= 5) + 2ha — m)(3 - 1 8] > 0

>0

5 50 =93] (21— )+ 2002 — )5~ 31— B3 ) > 0
Sifirlar1 bulunursa

BosU-Bu=0 = pi=
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ve
1

71— )+ 2(ha — )5 - 21— 8] = 0
i _ 1-p)
8- 50-pm=-2 00
i )
5(1_5)N—5+m
273 o?

M= T

ta > py > 0 oldugu acik, o zaman

(1 — pa)(p — pg) >0

Buradan da p € (—oo, pj) U (4, 00) bulunur.
Onceden dogrunun egiminin sifirdan biiyiitk oldugu kabul edildigi icin bu sart1 da

saglayan p’lerin bulunmasi lazim.

—202(1 - B)
0
Ay —h)[B— 51— Byl
1
0
B-11-Apu
f— 51— Bu<0
%(1—ﬁ)u>5 = u>12_ﬁ5—uii yani g € (uy, 00)

Bulunan bu iki arahigin kesigimi aranan araliktir

[(—00, 1) U (pa, 00)] N (], 00) = (p1a, 00)

Dolayisiyla, aranan p’ler (ug,00) arahgmdadir, yani p > pg oldugu siirece her zaman
sifirdan farkl kesisimler var, bu da yine sifirdan farkli Us(u) ¢oziimiiniin mevecut olmasi

demektir.

3.2.2 Genel Coziim

Nihayet, yukarida yapilan biitiin degerlendirmeler dikkate alinarak (3.10) i¢in agagidaki

sekilde en genel ¢oziim yazilabilir [2].

0, Duruml
U(u) =Un(u) +C(u),  C(u) =1 Ui(v), Durum?2 (3.21)
Us(u), Durum3
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B#Ly#1; p <p<pg veya

B=Lv#1 u>pus veya
Duruml =
B#ELy=1 p<p veya
B=1~y=1
B#Liy#1; p=pwm veya
D ) BFEL y# L p=ps veya
urum?2 ;=
B=1;v#1; u=pus veya
B#Ly=1 u=ps
B#Liy#1; p<u veya
B#Ly#1; u>p2 veya
Durumd :=
B=L~v#1 p<ug veya
B#Ly=1 u> g

(3.21) ile verilen genel ¢oziim formiiliine dikkat edilirse p’den bagimsiz olarak sifirdan
farkli Up(u) her zaman mevcut oldugu icin yukaridaki durumlarin hi¢ birine dahil
edilmiyor. Duruml’de Uj(u) ve Usz(u)nin mevcut olmadigy veya sifira esit oldugu
wler, Durum2 ve Durum3’de de sirasiyla sifirdan farkli Uj(u) ve Us(u) ¢oziimlerinin
mevcut oldugu p’ler alinmigtar.

Simdi en baga, (3.4) denklemine geri dontliirse, artik U(u) ve T(t) bulunduguna
gore z(t,u)nun neye esit oldugu séylenilebilir. Fakat burada dikkat edilmesi gereken
bagka bir husus U, (u) sonsuz sayida bulundugu i¢in denklemin tam ¢éziimiintin biitiin

¢Oziimlerin toplami geklinde olmasidir, yani

St u) = i [An exp <_"22”t> Un(u)] + K (u)

n=1

0, Duruml
Ki(u) =< Ajexp %2”'5 Ui(u), Durum?
Ag exp %2” Us(u), Durum3

Burada A,, Ay, Ay sabitlerdir ve v = A + g—i, fakat toplamin icindeki ifade igin A =

%% Durum $deki ifade icin A = —

(ha—h1)2> 5, Durum 2 icin ise A = 0. Bunlar da

,,72
(ha—h1)
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dikkate alinirsa

) = nil A, exp (“’Qt(; + 53) Un(u)| + K1 ()
_ g:l [An exp < ;‘jﬁ _ Z”) Un(u)] + Ky ()
op <_5§§> {nio:l [An P <_2(h22f2h1)2> Unl )} . )}
0, Durum1
Ko(u) = { AiUh(u), Durum?

Ag exp <m> Us(u), Durum3

Simdi, v = y — hy ve p(t,u) = exp (%u) z(t,u) oldugu da dikkate alinarak (3.8)

yeniden yazilirsa

p phy
p(t,y) = exp (02@/ - 02> 2(t,u)

= exp <02 202) {Z [C exp ( 2(h22f2h1) > Un(y — hl)] + Kg} (3.22)

0, Duruml

Ks=<¢ DUi(y—hy), Durum?2
2

Dy exp (2(,‘:7}”)) Us(y — h1), Durum3

Burada
h h h
C, = exp(—%)An, D, = exp(—%)z‘h, Dy = exp(—%)/b

sonucta bunlar sabitler oldugu igin nasil adlandirildiklar: o kadar da énemli degil.

3.2.3 Baslangic Sart Kullanilarak En Genel Co6ziimde Sabitlerin

Bulunmasi

Geig olasiligi yogunlugu icin elde edilen (3.22) ifadesinde C,,, D; ve Dy sabitlerinin
bulunmas: i¢in (3.5) baglangic sartim kullanacagiz. Baglangig sart: uygularken hesapla-
malarda, bazi fonksiyonlar ailesinin sahip oldugu ortogonal sistem olugturma 6zeliginden

yararlanacagiz.
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Tanim 3.2.1. {®,(z)} fonksiyonlar ailesi

B
/ D, ()P (v)w(z)de =0 ejer m#n

sartine saglarsa bu aileye [a, B] araliginda w(zx) agurlik fonksiyonuna gore orthogonal

sistem denilir.

3.2.3.1 Elde Edilen Céziimiin Ortogonallik Ozelligi

Ileride kullanacagimiz icin asagidak: iddianm ispatlanmas: gerekir.
Iddia: 1
1—7)o°0, U . U
U, = Op—F— Op——
{Un(u)} 3ha — ) cos<nh2_hl>+wsm<nh2_hl>
fonksiyonlar ailesi [0,ho — h;] araliginda w = 1 agirlik fonksiyonuna gore ortogonal
sistemdir.

ispat:

(1—7)o%0, u , u
Up(u) 30hs — ) cos — + wsin —

by by (1—7)o20, . u u
U,(u) = e [ s — ) sin Hnm + wcos QHH

. 62 (1—7)o%0, U . U
00 =~ 2 [y o (o ) o (25 )
0
= e

Bunlar: dikkate alarak aggidaki sekilde bir integrale bakalim

02 hz—hl

1

ho—h1

_ /0 U (1)U (1)
ho—hq

— /0 Upn (w)d(U (1))

u=ha—h1

/

ha—hy ,
_ /0 UL ()d(Un (1)) + Ul () Uy (11)

ha—h1 I / u=ha—hy / u=ha—hy
- / U (U ()i — U ()0 (o0) " 4 U ) U )|
0 u= u=
02 ho—hq ,
— (W)U (w)du — [Un(hs — h)U., (hs — h
o [ Uy = (U = )T (e = )

/

—Un(0)U, (0) — U, (hg — h1)Up(ha — h1) 4 U, (0)Up, (0)]
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(3.11) ve (3.12) sinir sartlar geregince

Ul(hz —hy) = _(1_2];)02U(h2 —hy1) ve U’(O) = (1_20;)02

bunlar dikkate alimirsa son esitlikdeki en son terimin (pararantezin icindeki ifadenin)

U(0)

sifira egit oldugu kolayca goriilebilir. Béylece
€2 ha—h1 92 ha—h1
(o _nhl)Q /0 Un (w)Un (u)du = " ha— )’ —mh1)2 /0 Un(uw)Up (u)du
egitligine ulagmig oluruz. Son olarak bu egitlik

62, 02 ha—hy B
((h2 —h1)?2 (e — h1)2> /0 U (w)Upp (w)du = 0

seklinde yazilirsa, m # n oldugu siirece

ha—hi
/0 Up,(w)Upy,(w)du = 0

sonucuna varmig oluruz.
Not: v = y — hy oldugundan {U,(y — h1)} fonksiyonlar ailesi de [h1, ho] araliginda

w = 1 agirlik fonksiyonuna gore ortogonal sistemdir.

3.2.3.2 Baslangi¢ Sartin Uygulanmasi

Artik baglangic sart1 uygulayarak (3.22)’de sabitleri bulabiliriz. Kullanacagimiz bir
diger bilgi, (3.22) genel ¢oziimiinde

2p2¢

v (2 £ e ()]

ve

2
M pet
exp< 2y—20> Ks(u)

kisimlarimin ayri ayrilikta (3.4)’tin birer ¢ozlimleri olmas: bilgisidir (zaten (3.22) genel
¢6ziimii biitiin ¢oziimlerin lineer kombinasyonundan olugan bir tam ¢oziimdiir). O
zaman baglangic sart bu iki ayir1 kisim icin ayr1 ayrilikta uygulanabilir. 1k kisim icin

uygulanirsa

p(0.) = exp (£ )ZOU y—h)

&y—wﬁm%—ﬁw)=§:Cd%@—hﬂ
n=1
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Her iki taraf U,,(y — hi) ile carpilarsa ve her iki tarafin [hi, ho] araliginda integrali

alinarsa,
ha L hg
[ oty —w)exp (~Lw) Valy— by = [ 3 oty = )V = )y
1 1 n=1
ha L & ha
: 6(y — x) exp (—;y> Uy —hi)dy = : CnUn(y = h1)Un(y — h1)dy
1 n=1 1

{Un(y — h1)} fonksiyonlar ailesi [hj, ho] araliginda ortogonal bir sistem oldugundan
sag tarafdaki integrallerden geriye sadece n = m durumuna denk geleni sifirdan farkh

olabilir, dolayisiyla

hg h2

8y — @) exp (—L3y) Unly = ha)dy = | CaU2(y = ha)dy

hl hl

buradan da N
*5(y — x) exp (—%y) Un(y — h1)dy

Cp = 1 - (3.23)
hy Uz(y — h1)dy
bulunur.
Ayni yontem ¢oziimiin diger kissmina da uygulanirsa Dy ve Do sabitleri icin de
h
n 0(y —x)exp (—Ly) Uiy — ha)dy
D, = ha o (3.24)
n Ul (y — h1)dy
ve
ha
Oy — z)exp (—Lyy) Ua(y — hy)d
D, — IO = exp (Zy) Ualy = In)dy (3.25)

h
hf U22(?/ —h1)dy
bulunur.
Bu sabitlerin hesaplanmasi icin ise kesirlerin pay ve paydalarindaki integrallerin
bulunmas: lazim. Kesirlerin payindaki integrallerin hesaplanmasi igin Dirac-delta
fonksiyonunun
d a), eger c<a<d
/ 08t — ayir =4 1@ < (3.26)
c 0, diger
ozelligi kullanilacak.

Once D; sabitini hesaplayalim. Paydadaki integrale bakilirsa

e h 2(1 — 2
/ Uf(y_hl)dy:/ [y_hl—(hQ—hl)—J(zkﬂ) dy
h1 hy

kisa olsun diye ¢ = hy + # denilirse
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ha 2 ha 2
/h Ul(y—h1)dy=/ [y —q]“dy

1 h1

ho 3 —h
y y=hs

= / [y* — 2qy + ¢°|dy = 15 - ay® + 4%y
h1 y=h1

h‘% 2 2 h:% 2 2
== —qhy +haq” — — +qhi — hig

3 3
_ h3 5 02(1-p)h3 5 heot(1-B)*  h3e*(1-p) hi
sy e e T k 3
h202(1 — ﬁ) h10'4(1 — ﬁ)Q h1h20'2(1 — B)
2 1 2
_ (he=h1)* (1= B)(ha —m)*  o*(1—B)*(ha —h1) _
= 3 + ok + ik = M (3.27)

bulunur. Paydaki integrale bakilirsa

/hh2 exp (50 ) o0,V — )y = /th o () vty ht =y

1

bulunur. O zaman

Dy = = exp (‘“x> Ui(z — hy) (3.28)

2
(1=-9)0"0n n denilirse ve kesirin alt

Simdi C,, sabitini hesaplayalim. Kolaylik icin k) =

kismindaki integrale bakilirsa

ho ha—hy
/ U2(y — hy)dy = / U2 (u)du
h 0

1

ha—hi u u 2
= n cos | 0, + wsin ( 0,—— du
/0 [80 ( hz—hl) ( h2—h1>}
ha—h1
2 .2 u 2 2 U
= ., cos” | O, +w’1—-cos’(6, >>] du
/0 [SO < hy — h1> < < hy — hy
ha—hy u
+ pwsin | 20, ——— | du
/0 4 ( ho — h1>
1 ha—h1 ” ha—h1
= —(p? — WQ)/ [COS <29n ) + 1] du +/ w2du
2 0 ho — hy 0

ho—hq U
+ W Sin 29n> du
/0 v ( hy — ha

_ L, 5 oy | h2 —h1 . U u=hz—h1 o [u=h2=h1
_i(gpn—w ) [ 5, sin (20nh2_hl> —i—u} . +w uu:()
(he — h1)wepn u u=ha—hy
—_— 20, ——
50, cos i),
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ho — hy

= 5(on — ) | 55— sin(20a) + (h2 = )
ha — h)wen
+w?(hy — hi) + (2201)““0[1 — cos(26,,)]
1 — 1 - n .
= Z(%zz - w?) he —In sin 20, + §(h2 — h)(@2 +w?) + W sin? 0,

Bu noktadan sonra (3.13), (3.14), (3.15) ve ¢, = (21(%)_0;9; oldugu dikkate alinarak

sadelestirme yapilirsa en son olarak

ha

UZ(y — h1)dy
h1

2_4p2
= Sy + g =
4w?0%(hy — h1)%k — (1 — B)(1 — v)%0%0%w
2(1 = B)(1 —~)o*02 — 8(ha — h1)%kw
40 (hg — h1)%(1 — B) — (1 — 4)30%0%k

- 20, =M 2
101 B)(1 — 7)o" — 16(hz — )Pk O =M (3.29)

1
—(5 cos? 0, + sin® )

bulunur, |2].

Kesirin ist kisitmindaki integral de yeniden Dirac-delta fonksiyonun 6zelligi kullanilarak

ho o
/h exp <U“2y> p(0,9)Un(y — h1)dy

1

= /th‘ exp (;};3/) Un(y — h1)0(y — 2)dy = exp <_U'u2x) Un(z — h1)

1

bulunur. O zaman

1 —ux
Cn = MGXP < o2 ) Un(x - h]-) (330)
Son olarak yukarida yapilan hesaplamalara bezer olarak
1 — [T
Dy = EEXP <02> Us(x — hy) (3.31)

bulunur. Burada

ho (1 _,},)204,'72 1
Ms = U2y —h)dy = ~—"—" — —w?(ha—h
3 /hl 5(y — h1)dy Stha—h) 2 (ha — h1)

dw?0?(hg — h1)%k + (1 — B)(1 — v)%0%n2w
2(1 — B)(l — 7)049% — 8(h2 — h1)2kw
4302 (hg — h1)%(1 — B) + (1 — )30k

— h? .32
41— B)(1 — 7)o 2 + 16(ha — h1)2kw o0 " (3.32)

1
+(sinh? 5 — 3 cosh? 7))

Sabitler de bulunduguna gére nihayet p(t,y) nin agagidaki en son hali yazilabilir [2].



0, Duruml

Ky = JVLIQUI(ZJ — h1)Ur(x — hy) , Durum?2

2,2

Mi?’ exp (2(,32#?)2) Us(y — h1)Us(x — h1), Durum3

B#Ly#1 m <p<pz veya
B=Lv#L u>us veya
B#ELy=1 pu<p veya
f=Ly=1

Duruml =

B#Ly#1; p=pmu veya
B#Liy#1 p=pz veya
B=1Lv#1L p=p3 veya
BFLy=1p=pa

Durum?2 =

B#Liy#1; p<p veya
B#Liy#1 u>pus veya
B=Lv#1; u<puz veya
B#ELy=1 p>pa

Durum3 =

Edilmesi

transition olasihk yogunluk fonksiyonu cinsinden agagidaki gibi verilebilir

ho
Fi(t)=1- /h plt,y)dy

1

ha
Fit)=1- /h p(t, v)dy

1
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3.3 1Ilk gecis Zamam I¢in Dagihm ve Yogunlugun Elde

Daha 6nce de bahsedildigi gibi (h1, ha) araliginda ilk gecig zamani dagilim fonksiyonunu

(3.34)

Artik p(t,y) bulunduguna gore dagilim fonksiyonuna ulagmak igin geriye sadece

(3.34)’deki integrali hesaplamak kalir.



exp (£5) Unly — m)dy

Iy

2 ho
1% pt Ky
—exp (—0_2.’E — M) /}; exXp <?) K4dy

1

I, ve I integralleri ayrilikta hesaplanirsa daha kolay olur.

hg 0.2 h2
L :/ exp ('%J) Un(ly — h1)dy = — Un(y — h1)d (exp (%))
h1 g /‘L hy g
0_2 y:h2 0_2 h2 ’
= ZUuty— e (B5) [ =2 [ exp (B5) Unty — ha)dy
2 o y=h1 K Jhy o
0_2 Ly y=ha 0_4 Ly y=hs
=2 Uuly—h = - LUy~ h =31
1% Unly 1)exp<a2> y=h M W 1)exp(a2) y=h1
0.4 ho "
top ] e (%) Uy, (y — h1)dy
1
Uy = — izZi52Un oldugu bilgisi kullamlirsa
6% ot
I 1 _n-
' ( T ha - h1)2M2>
it (2) [~ - ()
=U,(y — = - U, (y — exp | =5
[ Y 1) €Xp o2 y—h1 ,U2 Yy 1 p o2 y=h1
o2 p\ _ otrr s uy 1 [V
(5 Unly = ) exp (8) = 530" (y — ) exp (4)]]
= (P12
(h2—h1)?p?
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Kesirin iist kismini hesaplarsak

7 o y=h1
pho (1—7)a'6y w
= Hn S en
P < o? > {QM he — ) - -
wha (1 —7)c%62 atwb,
0, — ————cosb,
e < o? ) [QMQ hy — h1)2 . 12(hs — )
e phi\ [A =7t otwb),
P 0'2 2,& h2 — h1 ,LL2(h2 — hl)
— exp wha) (1 — ,ua49 — 20%wh,, <0
o2 2(hg — hq) "
pha\ 2pu0w( h2 —h1)? + (1 —~)o%02
On
—i—exp((72 ) 12(hy — hy)? n
Cex whi /w46 — 20%wh),,
P\ o2 2(hg — h1)

(3.14)’den (1 —v)pu = 2w — 2+, bu yukanda dikkate alinirsa

0'2 uhg 9 o
202(hy — h1)2? xp |5 (2uw(hg — h1)* + (1 —v)c™6;;) sin 6,
o? h
p?(he — hyp)? eXP (IL;22> 2v0°(hg — hy)0y, cos Oy,
o? h
(ks —h)? P </f;21> 290" (hz = h)On
O zaman
I = o’ B
YT 9l(hy — b2 + 0102 "
burada

B, =exp ('ﬁ?) [(Q,uw(hg —h)? 4+ (1 —~)0%0?)sinb,

—2702(h2 — h1)0,, cos 6 } + exp (,uh ) 2v0? (ho — h1)6),

Simdi I integraline bakilirsa K4'in Durum3’deki kismina denk gelen integral bazi

e¥4e Y

kiigiik degisikliklerle aynen I; integralinin hesaplanmasi gibidir (veya coshy = “¥— , sinhy =

ey

el=c? egitlikleri dikkate alinarak daha kolay sekilde hesaplanabilir). Bu yiizden de direk

olarak sonug yazilabilir, [2]. Durum2’ye denk gelen integrale bakilirsa

Ur(z —h1) [ 1y
%/hl exp( )U1(y hi)dy

Uiz —hy) [ Ky a*(1-5)
DAL (1) (1 )

2U (1 — ha o2(1 —
- Ulu(Mz = /,“ (y_hz_ (1% m)‘l(eXp (%))
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Mo 2k o? .
UQUl(w—hl) pho 02(1_6)
N uMo o? 2k
o2Uy (z — hy) uha o*(1—p)
— — ) (h1—ha—
,uMg 2k

B oy () o ()]
PRIV o2 o2
(o () (1) ()]
12 Mo o2 o2 o2 o2

S ) (2] o (2
— E(n,z)

burada E(n,z) kisa olsun diye sadece bir isaretlemedir.

Nihayet, toparlarsak F.(t) i¢in agagidaki sonu¢ yazilabilir

i o C(n x) —o202t B L2t
hQ — hl /L + 0'492] P 2(h2 — h1)2 202

n=1
2
15 pot
—exp <—02$ - 202) Ks (3.35)
0 Duruml
Ks=q Em,z) Durum?2
UZC*( ,Z) o2n?t
2[(h2_h1)232—04772} exp (m) Durum3
burada ( .
U r — Ny YT
Clma) = =g exp (= 7) B
ve

1
C*(n,x) = EUz(fC —hy)
h
X exp (’MU;) [(2uw(he — hi)? — (1 —~)o*n?) sinhn — 2y02(hy — hy)n cosh 7)
2 h
+EU2(33 — hy)exp </f721> vo%(hg — h1)n

Dagilim fonksiyonu bulunduguna gore artik yogunluk fonksiyonu da bulunabilir.
Yogunluk fonksiyonu dagilim fonksiyonunun zamana gore tiirevidir

dF;(t)

fT(t) = dt
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(3.35) esitliginin t’ye gore tiirevi alimirsa yogunluk fonksiyonuna ulagmig oluruz.

(002 + P (ho — h1)?
f-(t) = _Z - < 20_;_(22(_2%)21) )

n=1
—0202t /ﬁt)]

9 a2C(n,x) optt
2(he — )22+ 262] P \2(ha — h1)? 207

2
15 Pt
+exp (_0_2.’13 — M) KG

0 Duruml

K¢ = %E(n, x) Durum?2
020*(n7$) (h —h )2,112_04772 2 2t

ra—h1 212 =T 77] ( 2202%}12_}“)2 ) exp (72(521]}11)2) Durums3

sadelegtirme yapilirsa en son olarak yogunluk fonksiyonu icin agagidaki formil elde
edilir, [2].

#0 =3 [ (s~ )

n=1
2
1% Pt
0 Duruml
K7 = %E(n, x) Durum?2
C*(n,x) 2n%t
74(h2_77h3i)2 exp (72(52311)2) Durum3

Not: Durruml, Durum2 ve Durumd boliim 3.2’deki ifadeleri ile aynidir.

3.3.1 Ozel Bir Durum igin Dagilim ve Yogunluk

Son olarak ileride kullanilacagi icin ho sinirinin tamamen yutan, h; sinirinin da tamamen
yvansitan engel oldugu 6zel bir durum ic¢in yogunlk fonksiyonunu hesaplayalim. Bagka
bir deyisle (3.36) formuliiniin § = 1 ve v = 0 segilerek nasil bir ifadeye doniistiigiine
bakilim.

B =1vev=0durumunda k = 1 ve w = Sy oluyor. (3.15) ve (3.19) dzdeger kogullari
agagidaki hale gelir

%0 a’n
tanf, = ————— ve tanhn = ——————
p(he — h1) T s — )
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Simdi formulii olusturan kisumlara bakilirsa

062 1 1 p2o?(ho — hy)?
M, =——" 4 “(hyg— h)u?® + (= cos? 0, + sin?0,)——= 2
1 8(h2—h1)+8( 9 — hi)p +(2cos + sin” 6,,) iy — )2
o562 9
—_ " cos” 0,
8u(hg — h1)?
yukaridaki birinci 6zdeger kosulundan cos?6, = %sin2 0, oldugu dikkate
alinirsa
a*o; o 100 po®
M1 —m‘i‘g(bg—hl)u +?COS 9n+TSIH 9n

62 2 _ 2
AL U (- Bl U Vi 0,
S/J,(hg - h1)2 0'49%
_ o L (e = h)p? | po?
8(ha — 1) 8 8
_ ot0n + P (he — h1)? + po®(he — )
8(ha — hq)

Aynm mantikla
o'i? — 2 (hy — h)? — po®(ha — ha)

M2 =
3 8(hy — hy)

1
My = 2 (hy = h)?

1 — —uh
C(n,x) = A exp (;f) Un(x — hy) exp ( 2 2> (0402 + p?(hy — hy1)?] sinéb,

— T

. 1 —uh ,
C*(n,x) = ﬁgexp (;é) Us(x — hy1) exp ( 52 2) (112 (ha — h1)? — 01| sinh 7

E(n, z) = (W ([02 + p(hy — ha)] exp (ﬁ?) —o%exp (Tﬁ))

Ui(x —hy) =z — hy

2 _ _
Ug(x—hl):2an)cosh< v h1>+usinh<nx hl)

(ha — h1 The—m) 2 ha — h1
026, x— hy 7 x— hy
Uz —h) = —— 0 —sin | 6,
(z 1) 2(h2_h1)cos( h2_h1)+2sm( h2_h1)
K3 by — I
o2
Duruml ::,u>—h N
2 —
2
Durum2::u:—h 7 .
2 —hi
o2
Durum3::u<—h N
2 —h1
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Biitiin bunlar dikkate alinarak (3.36) yeniden yazilirsa, [2]

2 >
et Hx 2
() = ~ 53 o E : + -
f=(t) exp( 202 02) {n1{049% + p2(ha — h1)? + o?u(hy — h1)

o202 x—hl) 1 ( x—hy )}
X | ——"2cos (0, + sin | 0, ————— 3.37
[2(h2 )2 ( T —Tn) " 2(hs —h) To — In (3:37)

—0p0%t pha\ 40 | o 2 o
X exp (2(h2_h1)2 + 0_2) [O' 9n+,LL (hQ —hl) }Slngn} +K8}

0, w>— h2 7y
2
Ks = 2, o= h20h1

Burada

_ m [(02 + ulhs — hy)) exp <‘fj;1> — oexp (’fff)]

2
" o — 12 (he — h1>2 —o?u(hy — hy)J(ha — hn

X | —————— cosh + — sinh
|:2(h2 - hl) h2 hi hz — hy

2,2
t ha 2 2 4 2
_mrot | K2 — h
X exp (2(h2 L + > [ (hg — h1)“c"n*] sinhn

v
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4. BROWN HAREKETI ICIN MAKSIMUM KAYIP
DEGISKENININ DAGILIM VE BEKLENEN DEGERI

Bu boliimde, bir 6nceki boliimde bulunan ilk gecis zamani yogunluk fonksiyonu
kullanilarak beklenen degeri sifirdan farkli Brown hareketi i¢in maksimum kayip
degigkeni beklenen degeri bulunmasi ve bu beklenen degerin asimptotik davranigindan
bahsedilecek, [3].

4.1 Bir Siirecin Infemum, Supremum, Menzil ve Maksi-

mum Kayip Degiskeni

Rastgele bir {Xy;t > 0} siirecinin herhangi bir 7' anmna kadarki maksimum kayip
degigkeni bu siire¢te yaganan diigiislerin en biiyiigiinii, infemum degigkeni siirecin ulagtigi
en kiiciik degeri, supremum degiskeni siirecin ulagtigi en biiyiik degeri, menzil degiskeni
ise verilen zaman arahigindaki en biiylik degerle en kiiclik deger arasindaki fark: ifade

eder. Agagidaki gekilde tanmimlayalim [14]

o H= SUPye(0,7] X, supremum degigkeni

L =infyco ) X¢, infemum degigkeni

e R=H — L, menzil degigkeni

o M = supico1] [supse[o,t] X5 — Xt] ,  maksimum kayip degigkeni

Maksimum kayip degigkeni M = supg<s<t<7(Xs — X¢) seklinde de tanimlanir. Bu
degigken bazen stirecin menzil degigkeni ile karigtirihiyor. Menzil degigkeni direk olarak
en biiyiik degerle en kii¢iik degerin farkidir, fakat maksimum kayip degigkeni siirecin
herhangi bir yerel maksimum degeri ile bu maksimumdan sonra gelecek minimumla
arasinda olabilecek farklarin en biiyiigiidiir. Tanimlarindan da anlagilacag iizere, sadece
siirecin en biiyiik degeri en kiiciik degereninden 6nce geldigi durumda menzil degiskeni
ile maksimum kayip degigkeni ayni degere sahiptir. Jekil 4.1’de bu degigkeler arasindaki
fark grafik iizerinde daha acik goziikiiyor.

Siire¢ Brown hareketi ise literatiirde bu degiskenler iizerine bazi analitik sonuclar vardir,
fakat siire¢ kesikli Brown hareketi ise bu degigkenler iizerine olan sonuglarin 6nemli

cogunlugu niimerik sonuclardir. En son béliimde bundan bahsedecegiz.
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=|

Sekil 4.1: maksimum kayip, menzil, supremum ve infemum degigkenleri

4.2 Maksimum Kayip Degiskeninin Dagilimi ve Beklenen
Degeri

Yukaridaki maksimum kayip degiskeni ifadesinden goriildiigi tizere ¢ € [0, 7] i¢in

M; = sup X; — Xy
s€[0,t]
denilirse o zaman M = sup;<p M;. Ashnda My kendisi de bir rastgele siirectir ve M’ye
bu siirecin maksimumu gibi bakilabilir. Eger X; beklenen degeri p ve varyansi o2 olan
bir siirec ise o zaman M; de beklenen degeri —pu, varyanst o2 olan bir siire¢ olmus olur,
[3]. My =0 ve her zaman M; > 0, hatta daha da fazlasi My, 0’da yansitan engele sahip
bir yansimig Brown hareketidir, [7].

M = sup;<p My ve h > 0, My i¢in bir yutan engel olsun, [0, 7] arahgmmda M > h olasihg

T
Pulh) = [ 1.t (4.1)

seklinde hesaplaniyor. Burada 7 yutulma zamani ve f, yutulma zamani yogunluk
fonksiyonudur. Onceki béliimde bu yogunluk fonksiyonu daha genel bir durum icin
elde edilmigdi. Simdiki durum sadece [0,h] araliginda, 0’in tamamen yansitan, h’'mn
tamemen yutan engel oldugu 6zel bir durumdur, yani 6nceki béliimde 8 =1, v =0
oldugu durum. Bagka bir deyigle onceki boliimdeki (3.37) formuliinde h; = 0, hy = h
ve 1 = —pu segilirse tamamen bu duruma denk geliyor. Dikkat edilmesi gereken bagka
bir hiisiis da (3.37) formuliinde x = 0 segilmesi gerekmesidir, ¢iinki M (0) = 0, yani
stirecin baglangic degeri sifirdir. Bunlar dikkate alinarak (3.37) ile verilen f; nasil hale

geldigine bakalim
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J2

Duruml (= p <

h

2

Durum?2 =y = 7
h

2

Durum3 == p > %

—3h h
= 57,3 o2 —ph—o exp< ug2>}

® degigkeni Durum?2’ye denk geliyor ve burada p = "—hz oldugu dikkate alinirsa

= gpplo’ —ph =o' =50
2 o? 7 2ot ph\ [ 9,9 4 o .
Vo= - = ) W - h
(04 2h?%—02uhﬂL2h ( ohZ gz ) W ot ]sinhy

B 1 nlu 2hz— }smhnex —ph ox ot
~ h? odn? — 2h2 4 o2uh P2 P o2

O zaman

202

fr(t,h) = exp (—M%)

0% N Op[1%h? 4 0402 ] sin 6, —uh —0202t
h2 Z 492 + pu2h? — o?ph P < o2 ) P ( 2h? > o (42)
2
0 <%
Ko=1{ 355 n="95
252 54p2] gin o2n2 -
22 C£4nh 2;:2]_,10.2 hhﬁ X p( h) exp( 2;172t) K> h2
6y, ve n’min bulundugu (3.15) ve (3.19) 6zdeger kogullar1 da agagidaki hale gelir
2
o
tan 6, = —0, 4.3
an o (4.3)
2
tanhn = — 4.4
anhiy = 50 (4.4)

Artik, (4.1) formiilii kullamlarak Py;(h) = P[M > h] dagihmi bulunabilir. Dikkat
edilirse (4.1)’deki integral ¢ degiskenine gore oldugundan ve f-(¢, h)’nun (4.2) ile verilen
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ifadesinde t'ye bagh kisim sadece ezp fonksiyonu icinde ¢'nin birinci kuvveti geklinde
oldugundan (4.1) integralinin hesaplanmasi kolaydir, bu yiizden de direk olarak sonug

yazilabilir, [3].

ad 60,, sin 6. wh
_ _ 4 n n
Pyr(h) =20 Z o402 + 12h2 — o2uh exp <_>
n=1 n

0—2
202 2
o°0:T T
X [1 — exp (— 2}:; > exp <—g02 )} + Ko (4.5)
2
0 o
3 2T -
Kio=< =% [1—exp (—‘;7)} p=o
204y sinh nexp [ =41 2 9 5 I
04772M2h2+t(72(;2h) [1 — €Xp (0222T> exp (—%)} w> &

Simdi, M > 0 oldugu da dikkate almirsa M’nin beklenen degeri

E(M) = /OOO Py (h)dh (4.6)
formiili ile elde ediliyor.

Beklenen degerin (4.6) formiiliindeki integral h degigkenine gore oldugundan analitik
olarak hesaplanmasi kolay olmayan bir igtir. Fakat, [3|’de yapildig: tizere (4.6) beklenen
degeri p > 0 ve p < 0 igin sonsuz seri gosterimi geklinde g = 0 igin ise analitik sekilde
verilebilir (yani p'niin deger ve igareti iizerinden simiflandirma yapilarak). Daha sonra

bu gosterimlerin de T' — oo iken asimptotik davranigina bakilabilir.

4.2.1 Infemum, Supremum ve Menzil icin Beklenen Deger

Maksimum kayip degiskeni beklenen degirinin 7' — oo iken asimptotik davranigina
bakildigi zaman kullanilacag: icin énce infemum, supremum ve menzil degiskenlerin
beklenen degerleri bulunmasi lazim. Bunun i¢in ise yine A yutulma zamaminin f)(¢)
yogunlugu kullanilacak. Eger bir énceki boliimde (3.36) formuliinde 5 = 1, v = 1,
ho = h secilirse ve h; — —oo iken limite bakilirsa istenilen fonksiyon elde etmig oluruz,
[2] (aslinda bu tek engel problemidir ve yogunluk fonksiyonu da ters Gaussian dagilimi

ile verilir)

. h (h — ut)?
) = hllgl_loo fr(t) = Norwer exp <_202t>

O zaman P[H > h] i¢in agagdaki yazilabilir

T T h h — pt)?
P[th]:/o fA(t)dt:/O T P <—(2U§‘Z)) dt
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Dagilim bulunabildigine gore artik H’in beklenen degeri de bulunabilir

E[H] —/OO [H > h]dh = / /fA t)dtdh
=7 e ()

Agagidaki gekilde degigken degigimi yapilirsa

h — ut
:w = h=put+uv2s?t = dh = V2oitdu

202t

siirlar da

't

h—o00 = u—00, h—0=u———F7=a)

V20

seklinde degigir. Bunlar yukaridaki integralde dikkate alinirsa

t V2
/ /,u—i—u o v 2te=% dtdu,

Vora2ts

00 T 2 %

= M/ / e“zdtdu+1/ / <20) ue " dtdu

VT Jawy Jo VT Jawy Jo t

L T /0 9 0 R
= — e " du+/ e " du| dt

VT Jo | Jaw 0

1

1 /T (2&)2 /°° 2
+— — ue Y du| dt

vrJo \t alt)

Burada a(t) < 0 kabul ediliyor ve simdi de [j° e **dx = /7/2 bilgisi kullanilirsa
~ Judt + /
f/ I
202 1 2
— | 1l —e " dt
) i ad
/ / “dudt++/ < > ey

B 2t

1% _a —u2 MT 1 / (o2 2 _a2(t)
== dudt + — + — — dt

ﬁ/o/o ‘ u+2+x/7ro<2t>€

Not: e %" >0 ve y eksenine gore simmetrik oldugugundan bu fonksiyon icin fo?(t) =
f—a(t)
0

Yukaridaki integraller ayri ayrilikda hesaplanirsa daha kolay olur. Ayrica kisa olsun

diye agagidaki gibi bir kisaltma da kullanilabilir

;E /Off e du = erf(x)
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er f(z) fonksiyonu bilinen bir fonksiyondur ve bu fonksiyona hata fonksiyonu denilir.

Ik integrale bakilirsa

S— C\’ﬂ
c%l
2

|

IS

o8

IS

QL

P

T
erf(—a(t))dt:';/o erf(—a(t))dt

o /0 ' t\;e—f(t)(a(t))'dt}

o B )
erf( ()T ; 2\[\/7 dt]

f
erf(—a + / dt}

Simdi agagdaki gibi degigsken degisimi yapilirsa

't 202 o?
=y

= = t= sz = dt =4 2ydy

5= Sl

@
=
~
—
\
e
—~
o~
SN—
S~—
=

o

w\t w\‘: N =

—a(t) =

sinirlarsa t - 0 = y —» 0, t > T =y — —a(T) ve sadelik i¢cin —a(7T) = w denilirse

ve bunlar yukarida dikkate alinirsa

L = g :er Fw)T — u‘;‘j% /0 i y%—dey}
= b lersir+ 272 [ Juate )]
= Slerr+ 2 (v - [
- % :er Fw)T + %we—“ - Zzer f(w)]
= B er )+ T e = Terf)

Simdi ikinci integrale bakalim

1
1 T 752\ 2 2
Iy= — — ) e gt
? ﬁ/o <2t> ‘

Yine 6nceki integralde yapildig: gibi degisken degigimi yapilirsa

2
12:/ ———e ¥ —ydy =
vado oYz, wNT Jo
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Iki integral de hesaplandigima gére artik E[H| icin asagidaki yazilabilir

T
BlH] =5+ L +1,
T T 2 2
= % + %erf(w) + Iua\/%we*”2 + g—uerf(w)
T  o? [p*T 1 1
= % 7 [/;‘2@7“ (w) + ﬁwe—“2 + 2erf(w)]

Yeniden puvT/vV20? = w oldugu dikkate alimirsa E[H] igin agsagidaki nihayi sonug
yazilabilir, [3]

T o2

EH =2 1+Z

2 %

erf(w)(w? + %) + wf/; ] (4.7)

L’nin beklenen degeri i¢in de F[L] = —E[H | — p] yazilabilir, ¢iinki L’ye beklenen deger
negtif alinarak elde edilen H’nin negatifi gibi bakilabilir. O zaman R’nin beklenen

degeri icin de dogal olarak agagidaki yazilabilir.
R=H-L = E[R|=FE[H|-E[L]=E[H|u]+ E[H | — u]

erf(—xz) = —erf(z) (vani erf tek fonksiyondur) oldugu da dikkate alinirsa

ul  o? 1 we™w”
E[L] = o [erf(w)(wz + 5) + NG ] (4.8)
mm:%feﬁwmﬁ+5+Wf& (4.9)

4.2.2 Maksimum Kayip Degigkeninin Beklenen Degeri Hesaplanmasi

ve Asimptotik Davranisi

Artik maksimum kayip degigskeni belenen degeri hesaplanmasi ig¢in elimizde gereken
bilgiler var, fakat daha 6nce de belirtildigi gibi bu degigken igin analitik sonuclarin
¢ok az ve karmagik olmasindan dolay1 belli bir noktadan sonra asimptotik davranigina
bakilmasi daha makuldiir. Ileride bu degiskenin finansta uygulamasina bakildig: zaman
da asimtotoik davramgin 6nemi bir daha ortaya cikacak. [3]’de beklenen deger p’niin

deger ve igareti iizerinden simflandirarak verilmigtir.

4.2.2.1 p =0 i¢in beklenen deger

Bu durumda (4.5) formiiliinde Ko kisimu sifira esit oluyor, ¢iinki o /h > 0 ve dolayisiyla

Durum3’iin gerceklesmesi miimkiin degil, eger bir sekilde ¢?/h = 0 olursa o zaman
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Durum?2 gerceklegmis olur ki bu duruma denk gelen ifade p = 0 oldugu igin sifira egit
oluyor. Duruml’de ise zaten Kj9 = 0. Ayrica p = 0 oldugu zaman (4.3) 6zdeger sarti

tan 6, = oo haline geler ve buradan da

1
Hn:(n—|—§)7r, n=20,1,2,3,...

bulunur. Yukaridakiler dikkate alinarak (4.5) yeniden yazilarsa

>, 2sin(n + L) o?(n+ 3)2m2T
P-(h) = i S T I S S Ve

sin(n + 3)m = cos(nm) oldugu da dikkate alinirsa

iy 2smeostom) |y Pk PR L2
Burada 142
& (- (n+3)
90 =2 T 1_exp<_2w22>]

O zaman beklenen deger i¢in agagidaki yazlabilir

=2 [+ ()

m}\l/T = v denilirse
1
dv=——dh = dh=moVTdv
TovVT
O zaman

E(M) = 20’\/?/000 g(v)dv

JoSg(v)dv = \/m/8 oldugu [8]'de hesaplanmaigtir. Nihayet, p = 0 durumu igin

maksimum kayip degiskeni beklenen degeri igin agagidaki sonug yazilabilir, [3].
E(M) = 20\/:7\/§ ~ 1.25330VT (4.10)
4.2.2.2 <0 i¢in beklenen deger

Bu durumda (4.5) formiiliinde yine K9 = 0, ¢iinki "—; > 0 ve p < 0 dolayisiyla sadece

Durum1’in gergeklesmesi miimkiin olabilir. (4.3) 6zdeger sartindan

cos
ph = 020,—= veya 026, = phtan6,
sin 6,
Bu (4.5)’de yerine yazilirsa
oo .
0, sin 0 wh
B o 4 n n _ M
Pir(h) =20 Z ag2 4 %05 cos®0n g4y cosbn exp ( 02>
n=19 "Yn sin? 6,, sin Oy,
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(0202 + 12h)T
X [1 — exp (— ohZg2

oo

wh sin® 6,
-2 B
exp < & ) S

ot 0,, sin? 0,, + 6,, cos? 6,, — sin b,, cos 6,

2h2(1 + tan20,)T
X [1 — exp (M ( 2hZg2 ) )]

oo -3 2
wh sin® 6, wT
P ( o? > “— b, — sinfy, cos by, { P < 202 cos? 0, )]

(4.6) formiiliinii uygulamadan énce u = —uh/o? degisken degisimi yapilirsa
[ o?
du=—Lan = dh=—"\du
o [

o zaman g < 0 durumu igin beklenen deger, [3]

_ — 9252
E(M) = /j

Qn(w?) (4.11)

Burada

S > sin® L
. ) 3 - oz 412
Qn(z) /0 {e 4~ 6, — sin by, cos b, [ P < cos? 9”>] } du e

ve w = pu\/T/20?

(4.12) fonksiyonu ¢ok karmagik ve hesaplanmasi zor bir fonksiyondur, bu yiizden bu
fonksiyonun x — 0 ve x — oo iken nasil davrandigina bakilmasi daha uygundur. Fakat
[9]'de ’in baz1 farkli degerleri i¢in de niimerik olarak elde edilen deger tablosu da vardur.

T — oo iken (4.11)’in nasil davrandigini bulmak igin agagidaki iligki kullanilacak
R>M>-L

Bu ii¢ degisken arasinda boyle bir iligkinin olmasi direk olarak onlarin tanimindan ortya

¢ikan bir bilgidir. Simdi her ii¢ degigkenin de beklenen degeri alinirsa

E[R] > E[M] > —E[L]

Bu beklenen degerler icin de (4.8), (4.9) ve (4.11) ile verilen formulleri dikkate alinirsa

> [erf(@(wz T R PR
ul o2 1 we™v
= _74-* erf(w)(wQ—i-z)-i—ﬁ]
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1 < 0 oldugu icin —2%2 > 0 ve her taraf buna boliiniirse

—w? 2 —w
—wﬂmwﬂ+;—wzrz@awxzif—;Fwwmf+;+”jﬂ

—w? 2 —w2? ]
erf(—w)(w? + %) - “’eﬁ > Qu(w?) > % + % er f(—w)(w? + %) = “’fﬁ

p < 0 oldugu i¢in T — oo iken w — —oo dolayisiyla erf(—w) — 1 ve RVl 0.
Bunlar yukarida dikkate alinirsa

2 1

1 w 1

2, 1S R B
w +2_Qn(w)_ 5 +2(w —|—2)

2, 1 2 2 1

W't 5 2> Qp(w) > w +

2 4

yani buradan ¢ikan sonug

1 1
Qu@) Sz +el@), <) <

€(xz)'in * — oo iken nasil bir say1 oldugunu aslhinda tahmin edilebir. [3]'de p < 0
iken limy_,o €(z) = % oldugu, asimptotik olarak bu durum i¢in E[M] = E[R] oldugu
ispatlanarak gosterilmistir. Bunun i¢in 6nce R’nin beklenen degeri agagidaki notasyonla
yaziliyor

E[R] = E[R|H — L|P[H — L] + E[R|L — H|P[L — H]

Burada "A — B", A olaymin B olayindan 6nce gerceklesgtigini belirtmek igin bir
isaretlemedir, P[A — B] ise bunun olasihgidir. g < 0 durumunda P[L — H] olasihg
T — oo iken hizla sifira gidiyor, bu yiizden de R’nin beklenen degeri icin yukaridaki

formiilden geriye sadece
E[R] = E|R|H — L|P|H — L]

kaliyor. Diger tarafan, eger H — L durumu sz konusu ise M’nin tammindan dolayi
M = R. O zaman P[H — L] < 1 oldugu igin de

E[M)] > E[R|H — L|P|H — L]

Fakat tanimlarindan dolayr daha genel bir durum icin R > M oldugu biliniyor.
Dolayisiyla bu iki esitsizligin sonucu olarak p < 0 icin asimptotik olarak R = M
kanaatine varmig oluruz. Bundan dolay: da

1
Qn(x)—>x+§, T — 00
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sonucuna varmig oluruz. Bu (4.11)’de dikkate alinirsa, sonug itibari ile © < 0 durumunda
T — oo iken M’nin bekelenen degerinin asimptotik davranigs icin agagidaki yazlabilir,

3]

T — oo

. 202 u’T o?

4.2.2.3 > 0 icin beklenen deger

Bu durumda Pj;(h) icin (4.5) formiiliinde ilave olarak Kj¢ kismundan Durum3’e denk
gelen kisim da yer alicak. (4.3) ve (4.4) 6zdeger sartlarindan

cos 8,

ph = %0, e veya, %0, = phtan 6,
n

h
ph = o6, C,OS il veya o021 = phtanhy
sinhn

oldugunu da dikkate alarak g < 0 durumundaki sadelestirmenin aynisi yapilirsa
beklenen deger icin agagidaki yazilabilir

E[M]= [ Pg(h)dh
0
o —ph\ — sin® 6, —pT?
=2 1-— ——— || dh
/0 P < o? > “— b, — cos O, sin by, [ P (202 cos? 6,
o —pih inh? —uT?
—2/ exp H s 77. 1 —exp ,u72 dh
0 0?2 ) n— coshnsinhny 202 cosh” n
Ik integralde
wh o?
u=-— = dh=—du
o 7

ikinci integralde ise u = n(h) denilerek

2

o° u 0% coshusinhu — u
= — = dh=— —
i tanhu 7 sinh” u
seklinde degisken degisimi yapilirsa
_ 202 [ > sin® 6 —uT?
EM] =— U n 1— —— | |d
[M] w o Jo ¢ ; 0, — cosf, sinb, [ P (202 cos? «9n>} “
202 [® ( U ) sinh® u coshusinhu —u
woJo P\ tanhu/ u — coshusinhu sinh? u

—MT2
x |1 — — || d
{ P <202 cosh? u> } “
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wT

yeniden w = Nore denilirse ve sadelegtirme yapilirsa

2
B = Q) (4.14)

Burada

o > sin® 6 -z
= —u n 1— — )| d
@p(2) /0 ¢ = b, — cos b, sin by, [ P <cos2 O, )] "

u ) —x
/0 exp (_tanhu> sinhu [1 — exp (Cosh2u>] du (4.15)

Yine (4.14) beklenen degerinin T' — oo iken (yani z — oo iken) asimptotik davranigina

bakacagiz. Kolaylik olsun diye (4.15) fonksiyonunu olugturan integralleri ayr1 ayrilikda
degerlendirecegiz ((4.15) fonksiyonun bazi ara degerleri niimerik olarak hesaplanarak
[9]’de tablo seklinde verilmistir). Ilk integrale Iy, ikinci integrale I diyelim ve I;’den
baglayalim.

* > sin3 @ —x
I = —u = 1-— —— || d
! /0 ° nz;) 0, — cos 0, sin 6, [ P <cos2 6, )} “

parantezin icindeki ifade hizla 1’e gidiyor ve e~ ifadesi hizla azaldigindan integralle

toplam isaretinin yerini degismekte bir mahsur yoktur

L[ sin® 0 -
L = v = 1— — || d
! ; /0 © 9, — cosO,smnb, [ P <C082 O, ﬂ “

Yukaridaki 6,,’lerin (4.3) 6zdeger sart1 ve dolayisiyla tan6,, = 6, /u sartin1 sagladigim

hatirlarsak ve v = 6, (u) degisken degisimi yaparsak

v cosvsinv — v

u = = du = #dv
tan v sin“ v

sinirlar da

T
u—0 = v—>§+n7r, U—00 = V=N’

seklinde degiser. Bunlar yukaridaki integralde dikkate alinirsa

0 nmw -3 .
—v sin” v cosvsinv — v —x
I, = E exp - — 1 —exp 5 dv
0 5+nm tanv / v —cosvsinv sin® v cos? v

X, [atnm v x
:Z/ exp (— )sinv [1—exp (— 5 )] dv
tanwv COs“ v

n=0v""

Simdi de z = v — n7 degisken degigimi yapilirsa
z=v—nw = dv=dz
ve sinirlar

T s
v—o>nrT = z—0 v—>§+n7T:z—>§
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Bunlar yukarida dikkate alinirsa

=5 [ (e Y 00 1o ()

n=20,1,2,3... i¢in
tan(z +nm) =tanz, sin(z+nm)=(—-1)"sinz, cos(z+nmw)=(—1)"cosz

oldugu dikkate alinirsa ve toplamla integral isaretinin yeri yeniden degisitirilirse

T~ o0
2 E : nw z . x
= /0 (71)71 exp <7tanz) °Xp (7tanz> Sz [1 P (7(3052 z)} dz
n=0

g > s n z . T
= / Z (—e*tanz) exp (— ) sin z [1 —exp (— 5 )} dz
0 = tan z Ccos” z

Yukaridaki toplamda n’e bagh kisum ayrilikta yazilirsa bunun bir geometrik seri oldugu

agikca goriiniiyor
oo

> () =
1 +6Xp( tanz)

n=0

O zaman

I /g exp(—z/tan z) sin z[1 — exp(—z/ cos? 2)] "
LA 1 + exp(—m/ tan 2)

Simdi z — oo iken I;’in nasil davrandigina bakalim

5= /2 exp( z/tanz) smzdz
1+ exp(—n/ tan z)

denilirse, o zaman
(1—e)B<hL<p

oldugu agiktir, ¢iinkii
€T > e s = (1—-e")<(1- e_cch?z) <1

x — oo iken (1 —e™*) — 1, dolayisiyla I; — (. Diger tarafdan niimerik olarak
B ~ 0.4575 (Scientific WorkPlace’de elde edilmigtir). Sonug olarak I; ~ 0.4575

Simdi I integraline bakalim

I / h (-5 ) sinhu [1 — ) |d
= exp (— sinhu |1 — ex u
>~ ) P\ tanhu P cosi?u

parantezin icindeki ifade x — oo iken hizla 1’e yakinsar, fakat u'nun da sonsuza gittigi

gbz 6niine alinirsa bu durum cosh u ~ = olana kadar devam eder ve bu noktadan sonra

hizla sifira yakmsamaya baglar, ciinkii cosh? v ifadesi sonsuza z’e oranla daha biiyiik
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bir hizla yakinsar. Integralin i¢indeki diger kisimn ise u — oo iken 1/2’ye yakinsadigini
sinhu = (" — e ")/2 oldugu bilgisini ve L’Hopital kuralin1 kullanarak gostermek ¢ok
kolay. Bu bilgiden yararlanarak integrali asagidaki gekilde ii¢ integralin toplami1 seklinde
vazip, daha sonra bu ¢ integralin asimptotik davranigina ayrilikta bakarak I3 nin
asimptotik davramgi igin bir sonuca ulagilabilir, [3]. Bunu etmekdeki amag daha zor

olan bir integrali ii¢ tane daha kolay integral seklinde ifade ederek degerlendirmektir.

e U 1 1 —x
I = <_ ) inhu— -+ | [1—
2 /0 [exp tanh sinhu — o + 2} { exp <cosh2u>} du
1 [ —
:/ [1—exp< :I; >}du
2 Jo cosh” u
e u 1 —x
— inhu — = |1— —— || d
—i—/o [exp( tanhu) sinhu 2] [ exp <cosh2u>} U
1 [ —x
= — 1 — e du
2 Jo [ P <coshQU>}
>~ [1 u .
/0 [2 — exp <7tanhu) bmhu] du
< [1 u —x
- — — inh —— | d
+/0 [2 exp( tanhu) - u] P (cosh2u) B

Simdi bu integrallerin ilkine I, ikincisine I, ve iiglinciisiine I, diyelim ve simirlar

olusturmayr deneyelim. I, ’den baglarsak, lstden smirlamak igin coshu > %e"

esitsizliginden (coshu = (e" + e™")/2 oldugundan bu esitsizligin ispat1 ¢ok kolay)

yararlanacak. Altdan sinirlamak i¢in ise agagidaki iddadaki egitsizlik kullanilacak.

Iddia: Keyfi belirlenmig bir A i¢in, u > A oldugu siirece, coshu < %eA(A)“. Burada
MA) =1+e24/A
: LeA(Au . - . . -
Ispat: 2__—— oraninin birden biiyiik olmasinin gosterilmesi yeterlidir.
%6’\(‘4)” _ %e(HAEIQA)u B eleActA B eA2A
coshu %(e“ + e u) Celfet 14 2u
U 1 e—2u t

€ uet e e3u e e

> = = =
T 1l4e 2 14e 2w 14e 20 14t

burada t = e 2% ve t > 0. V¢ > 0 igin de e’ > 1 + ¢, bu da iddanin ispatin tamamlar.

Simdi bu esitsizlikleri kullanarak sinirlar olusturabilir, [3]

1 [ -z 1 [~ —

)1 (s = 1o ()

/ [1 — exp(—4x672)‘(‘4)“)} du < 21, < / [1 — exp(—4xei2“)] du
0 0
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22(A)

Alt simirdaki integralde v = xe™ “ degigken degigimi yapilirsa

1 1
B A p—— dv =

2A(A)xe—2M(A)u a 2)\(A)vdv

v =xe

siirlarsa

u—0=v—>2x ve u—>00 = v—0

Ust sinirdaki integralde v = ze 2% degisken degisimi yapilirsa

1 1
_ -2 _ _
v=uge ¥ = du——2$672udv——2vdv

sinirlarsa

u—0=>v—>x ve u—o0 = v—0

Bunlar yukaridaki dikkate alinirsa

0 —4v 1 0 —4v 1
_/z [1—e ]QA(A)vdUSQIQIS—/I [1—e ]%dv

- _ 4
v[l e ]dv

AN
| —
o\&
—

1 (71
[ Z[1-e ) dv<al
2)\(A)/0v[ e rldv<aby <5

Simdi x — oo iken fom % [1 — 6_4”] dv integralinin nasil davrandigina bakahm. Integral

fol + flx seklinde ikiye ayrilarsa x — oo iken bu iki kismin niimerik olarak hesaplanmas:

mimkiindiir.
J»‘l 4 _ 11 _ 4 xl 4w
/071[1 e }dv—/ov[l e ]dv—i—/l v[l e ]dv
E C
11 1’1 16—4’1}
:/[1—e4v]dv+/ dv—/ dv=B—-C+1Inz
0 v 1 v 1 v

C integrali * — iken, exponential integral fonksiyonunun genel hali adi ile bilinen

o0 67Zt
En(:p) = J1 "
kolaydir. Bizim durumda C = Ej(4) ~ 0.0037794 (Scientific WorkPlace). Diger

taraftan niimerik olarak B ~ 1.9673 (Scientific WorkPlace). O zaman z — oo iken

dt fonksiyonunun 6zel bir halidir ve niimerik olarak hesaplanmasi

X
1
/ - [1 — 6_4”] dv~Inz+1.9635
0

Smirlara geri donersek A keyfi oldugundan z’le birlikte biiyiiyerek sonsuza gidecek

sekilde secilebilir, o zaman A(A) — 1. Sonug olarak x — oo

1 1
5+ 1.9635) < 21, < o

<3 (Inx 4 1.9635)
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Dolayisiyla
1
I, — 1 In 2 + 0.49088

I, inegrali z’e bagl degil ve niimerik olarak I, = 0.4575 (Scientific WorkPlace)
Son olarak Iy, inegralinin  — oo iken davranigina bakalim. Bunun i¢in agagidaki

teorem kullanilacak.

Teorem 4.2.1. (Lebesque Yakinsaklik Teoremi) fn(x) : R — [—o0,00] dlgiilebilir
fonksiyonlar dizi olsun ve lim, o fn(z) = f(x). Eger éyle bir integrallenebilir g(x) :
R — [—00, 00] fonksiyonu varsa ki hemen-hemen heryerde | f,(z)| < g(x) olsun o zaman

herbir f,(x) ve f(x) integrallenebilirdir ve
lim fnd,u:/ lim fnd,u:/fdu

Teoremi Is,’e agagidaki sekilde uygulayacagiz.
1
o= o (-

olsun. Iy, x artdikca monoton olarak azaliyir oldugundan ve bu integrali z — oo

iken degerlenirecegimizden bu degerlendermeyi = € N olarak yapilmasi da yeterlidir. O

zaman f, dizisi olarak da

n
fuli) = g(exp (-2 )
segilmesi uygundur, bagka bir deyigle z — oo iken (yani n — oo iken) f,,(u) hemen-
hemen o, inetgralinin altindaki ifade gibi davramir. lim,_,~ fr = 0 oldugu acik (yani
bu durumda f(u) = 0). Diger taraftan exp(—n/cosh®u) < 1 oldugundan |f,| < g. O

zaman yukaridaki teorem geregince n — oo iken

o0

I, = lim frn(u)du = /000 f(u)du =0

n—o0 0

Nihayet toparlarsak, asimptotik olarak
L~y — Do, + In, = ilnx +0.49088 — 0.4575 + 0 = iln:}: +0.03338
O zaman Qp(z) = I + I3 oldugunu da hatirlarsak
Qp(z) = %lnx + 0.49088, T — 00

Bu (4.14)’de dikkate alinirsa, sonug itibari ile 1 > 0 durumunda, T — oo iken M nin

bekelenen degerinin asimptotik davranisi igin agagidaki yazilabilir, [3]
T — oo

- 202 2T 0?1
E[M] = TQp (202) — ;(glnT+0.98176) (4.16)
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5. MAKSIMUM KAYIP DEGISKENININ FINANSDA
UYGULANMASI

Onceki bsliimde maksimum kayip degigkeni, bu degikenin dagilimi ve beklenen degeri
i¢in formiillerin nasil elde edildigine bakilmigti. Bu boéliimde maksimum kayip
degigkeninin finansal piyasalarda risk ol¢iimii olarak nasil kullanildigina bakilacak.
Ayrica uygulamadan elde edilen sonuglarin finansal portfdyler tizerinde nasil uygu-

lanacagindan bahsedilecek, [4].

5.1 Finansda Risk Olc¢iimii

Finansal potrfoylerin olusturulmasi zamanmi onlarin risk orammmin belirlenmesi c¢ok
onemlidir. [22)’de risk 6lgusii ve gesitleri hakkinda 6zet bir bilgi verilmistir. Ge¢misgten
bu yana risk 6lciimii olarak en cok standart sapmadan yararlanmistir. Ornegin Sharpe
oraninda oldugu gibi. Bu oran kabaca, alinan riskin kazanc¢ agisindan hangi &lgiide
telafi edilebilirligini gésteren bir sayidir. PG portfdyiin getirisini, RPG risksiz portféyiin
getirisini ve toplamrisk standart sapmay1 ifade etmek iizere Sharpe orani i¢in agagidaki

ifade yazilabilir.
PG — RPG

Sharpe = toplam risk
Yukaridaki ifadeden de anlagildigi iizere, bu oramin yiiksek olmasi yatirimin per-
formansinin riske dayali getiri esasina gore iyi oldugunu, diigiik oran ise bagarisiz
bir performansa sahip oldugunu gostermektedir. Fakat hesaplamalardaki kolayligina
ragmen standart sapmanin simmetri 6zelligine gore ve diigiik olasilikli riskleri deger-

lendirememesi agisindan yeterli olmadigi diigiiniilmektedir, [22].

5.1.1 Calmar Orani

Literatiirde risk 6lgiimi olarak standart sapma yerine maksimum kayip degigskeninin
kullanilmasi daha iyi ve saglam sonuclar verebilecegi bir ¢ok yazar tarafindan kabul
edilmektedir, [11], [12], [13], [21]. Bu degisken Calmar oraminda kullamiliyor. Calmar
orani Sharpe oranina benzer gekilde tanimlanan fakat standart sapma yerine maksimum
kayip degigkeninin kullamldigr risk odakh bir &lgiidiir. [0,7] araligi boyunca agagidaki
gibi de tanimlanabilir, [4]

Calmar(T) =

=lQ
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burada, G [0,T] arahgindaki getiri (kazang), M [0,7] aralhgindaki maksimum kayip
degigkenidir.

Portfoylerin Calmar oranlarin kargilagtirilmasi zamani bu portféylerin hepsine ayni
zaman araliginda bakilmasi gerekiyor (genel olarak ii¢ yil alimyor), yani ornegin
heniiz bir yil piyasada olan bir prtféyle on yil piyasada olan bir portféyiin Calmar
oraninin kargilagtirilmasy giivenilir sonu¢ vermeyebilir. Bu olay Calmar oramimin bir
eksikligi olarak kabuledilebilir. Sharpe oraninda bu eksiklik "square-root-T-law" denilen
metodla zamana gore 6lgeklendirelerek aradankaldirilabilir. Calmar orani icin de [4]'de
normallegtirilmis Calmar oram dahil edilerek farkl siirelerle piyasada olan portféylerin

de Calamr oranlar1 anlamli olarak kargilagtirilabilir.

5.2 Maksimum Kayip Degiskeni Beklenen Degerinin Uygu-

lanmasi

Maksimum kayip degigkeni ile ilgili énceki boéliimlerdeki sonuglar: portfoyler iizerinde
uygulanabilmesi icin portfdy degerlerinin Brown hareketi izlediginin kabul edilmesi
lazim, ¢iinki bu degiskene bir Brown hareketinin (yansiyan Brown hareketi) maksimumu
gibi bakilarak yola ¢ikilmigty, [3]. 2z portfoyiin degeri ise bu degerin Brown hareketi

izlemesi matematiksel olarak agagidaki modelle veriliyor.
de = pdt +odW, 0<t<T (5.1)

Burada p ortalama getiri ve dW sadece Wiener farkidir. p’'niin negatif olmasi portféyiin
para kaybediyor olmasi, poztif olmasi kazang getiriyor olmasi ve sifir ise ne kazang ne
kayip durumunda (ortada) olmasi anlamina geliyor. Bu model ¢ok basitdir, drnegin
elde edilen kazancin tekrardan yatirilmas: gibi durumlar: ifade etmez. Eger elde edilen
kazang tekrardan yatirim olarak kullaniliyorsa o zaman portfdy degerinin geometrik
Brown hareketi izlemesi lazim. Eger portfoy degeri daha karmagik bir siireg izliyorsa

bunun i¢in de Brown hareketi 6lgiit olarak kullanilabilir, [4].

5.2.1 Beklenen Degerin Asimptotik Davranisi

Yukaridaki (5.1) modelinde risk 6lgiim araci olarak maksimum kayip degigkenin
kullanilmas1 uygun olur.  Ozellikle bu degiskenin beklenen degerinin asimptotik
davranigi ile portfoylin kazang getiriyor olmasi (u > 0), para kaybettiriyor olmasi

(n < 0), hatta sabit kalmasi (¢ = 0) arasinda bir iligki s6z konusudur. Asimptotik
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davramgin 6nemli olmasimin sebebi ise cogu yatirimcinin veya ticari sistemlerin uzun
vadeli yatirimlarla ilgileniyor olmasidir. Onceki béliimdeki maksimum kayip degiskeni

beklenen degeri asimptotik davranisi ile ilgili sonuglar1 toparlarsak, [4]

T — o0
2 2 2
2=Qp (%) — 2 (AT +098176)  p>0

T — o0
2 2 2
%Qn(%) —  —ul =2 <0

Yukarida bahsedilen iligki (5.2) formiilii iizerinden degerlendirilirse 7 — oo oldugu
zaman FE[M] sayis1 da sonsuza gider, fakat dikkat edilirse 1 < 0 durumunda en hizh
(lineer olarak), y = 0 durumunda biraz daha yavas (VT olarak), g > 0 durumunda
ise digerlerine nazaran en yavag sekilde (InT olarak) gider. Yatirimcilar igin maksimum
kayip degiskeni ne kadar kiiciik olursa o kadar iyi oldugunu da hatirlarsak bu durum
asimptotik davranig zamam p’nun deger ve isareti ile bagdagiyor, yani g > 0 oldugu
zaman (kazang s6z konusu oldugu zaman) maksimum kayip degigkeni en kiigiik, p < 0
oldugu zaman (kayip stz konusu oldugu zaman) en biiyiiktiir.

(5.2)’de dikkati ceken bagka bir hiisus, /T olceklendirilmis Sharpe orami Shrp =
g sekilinde tanimlanirsa, ¢ iizerinden normalize edilmis maksimum kayip degiskeni
beklenen degerinin bu formiil dikkate alinarak Sharpe orani cinsinden yazilabilmesidir,

[4]. Ornegin p > 0 durumu igin “%Z = %S hrp? olacagindan

2
E[M]  2Qy(5Shrp?)
o Shrp

(5.3)

5.2.2 Normallestirilmig Calmar Orani

Daha 6nce de bahsedildigi gibi zamam (T) dikkate almadan portfoylerin Calmar
oranimin bilinmesi bu portfoylrin karsilagtirilmas: agisindan ¢ok bir sey ifade etmez,
ornegin farkl zamanlar tizerinden degerlendirildigi durumda bir portféyiin Calmar oramni
diger bir portfdyiin Calmar oranindan agag olsa bile Calmar orani agagi olan portféy
daha kazangh olabilir. Bu durumu anlamak icin 6nce Calmar orani ile zaman arasinda
nasil bir iligki olduguna bakalim, [4]. Maksimum kayip degiskeni beklenen degerini
kullanarak geleneksel Calmar oranindan azacik farkh sekilde beklenen (ortalama)

performans ic¢in agagidaki gekilde Calmar oram tanimlayalim
uT
Clmr(T) = ——
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Shrp = £ oldugu ve (5.3) dikkate alimrsa

T TSh
Clmr(T) = lf[ = o 7 P
20Qp(55hrp?)  20Q (5 Shrp?)
Shrp
T — o0
T Shrp? T Shrp?

(5.4)

= —— T —
2Q,(Z Shrp?) $InT +0.98176

(5.4)’den goriildiigii tizere, sabitlenmis p ve o i¢in zaman arttikca Clmr oram da
artar, bu yukaridaki argumani destekler. Calmar oranlarinda daha iyi bir kargilagtirma
vapabilmek i¢in bu oranlarin hangi zaman araliklarinda bulundugunun da dikkate
alinmas: gerekiyor.

|4]’de Calmar oraninin zamana bagl olma problemi 6lgeklendirme yontemi ile bu oranin
normallegtirilmesi ile aradan kaldirihiyor. Baz olarak bir 7 zaman araligi segiliyor.

(5.4)’den 7 ve herhangi bir T zamani i¢in

ZShrp? L Shrp?
Clmr(r) = =2 il 5 ve Clmr(T) = 72T il
Qp(gSth ) Qp(fShTPQ)
Agagidaki gekilde normallegtirme ¢arpani tanimlaniyor
o ( ) %Shrp2
Imr(T Qp(ZShrp?)
(T, Sh = = .
7 P) Clmr(T) Z Shrp?
Qp (% Shrp?)

_ TQP(%Sthz) — %QP(%S}LTPQ) (5 5)
TQu(5Shrp?) — 1Q,(LShrp?) '

[0,T] araligindaki bulunan Calmar oramimi bu ¢arpanla carparak (6lgeklendirerek) 7-

normallegtirilmis Calmar orami elde edilir

Calmar.(T) = v-(T, Shrp) x Calmar oran (5.6)

5.2.3 Portféylerin Karsilagtirilmasi

[4]’den alinan bir 6rnekle portfoylerin normallegtirilmig Calmar orani ile nasil kargilagtirildigina

bakalim. P;, P», P3 asagidaki verilere sahip portféyler olsun

Portfoy (%) (%) Calmar  zaman aralige
P 25 10 5 [0, 1]
Py 30 10 6 [0.5,2]
Py 25 12.5 6 [0, 2]
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Yukaridaki tabloda sadece Calmar oranlarina odaklanarak, P; portfoyiiniin en kétii, P»
ve P3 portfoylerinin de bir birine egit giicte olmasi gibi yalmg bir 6ngoriiye sahip olmusg
oluruz. Normallegtitirilmig Calmar ornani yéntemi ile gercek durumun ne olduguna
bakalim. Once (5.4) formiiliinii ve @, fonksiyonu ara degerleri igin [9]'de verilen tabloyu
kullanarak her bir portfdy icin Clmr oranini hesapalyalim

PicgnT=1-0=1

1(B)? 3125  3.125
Clmr(Py) = Clmr(1) = —2-~10 N = : ~N—— 3.8
3.125)  0.83
Qr(5(3)7)  @B12)
Pign T=2-05=15
12 (30)? 6.75  6.75
Clmr(Py) = Clmr(1.5) = 2 10 ~ = ~—— ~6.76
Q <% 80y ) Q,(6.75) ~ 0.98

PiginT=2-0=2

Clmr(P3) = Clmr(2) (135 2 4 A 4.55
3) = = = ~ ~ 4.
Q, ((12275)2) Qp(4)  0.875
Simdi 7 = 1 zamanna gore (5.5) formiliinii kullanarak normallegtirici ¢arpanlar

hesaplayalim
25, Qp(3.125)

v(P1) = (L, E) = 0,(3.125)

- 30, iQ (Qg)
Y(P2) = (15, 75) = %

%5 | 3Q()
1257 Qp(2)

En son olarak (5.6) formiiliint kullanarak 7 = 1 zamanina gore normallegtirilmis Calmar

~ 0.74

~ 0.6

Y(Ps) =7(2

oranlarmi bulalim

P1 1(;111
Calmaryi(1) = y(P1) x Calmar =1x5=15
P, igin
Calmary(1.5) = v(P2) x Calmar = 0.74 x 6 = 4.44
P; igin

Calmary(2) = v(P3) x Calmar = 0.6 x 6 = 3.6

Simdi artik farkli zaman araliklarinda piyasada kalmalarina ragmen portfoyleri saglam
sekilde karsilagtirabiliriz. Alinan sonuclardan da goriildiigii iizere en iyi performansa
P, en koti performansa ise Ps portfoyi sahiptir.

Genel olarak bir degerin Calmar orami 3 yillik siire icerisindeki performansina goére

62



hesaplanir, 6rnegin, bir deger 25 yil siireligine piyasada olmasina ragmen en son iig
yillik kismi alimarak bu kisim zarfinda Calmar oramina bakilir. Bu durumda ise
geriye kalan 22 yillik degerli veri dikkate alinmamig oluyor. Normallegtirilmig Calmar
oraninin 6nemli 6zelliklerinden biri de piyasada olan degeri tiim piyasa gegmisi boyunca

degerlendirebilmesidir, [4].

5.2.3.1 Portféyler Arasinda Izafi Giig

Normallegtirilmig Calmar orani kullanilirken baz zaman araligi olarak 7'nun nasil
secilmesi sorusu ortaya cikabilir. [4]'de portfdyler arasinda izafi gii¢ kavramai dahil
edilerek 7’ya bagli olma 6zelligi aradan kaldirihyor. Kisaca bundan bahsedelim. Farz
edelim ki elimizde ii¢ tane P, P», Ps portfoyleri var. P; portfdylinin P, portféyiine

gore 7 izafi giicli agagidaki gekilde tanimlaniyor

_ Calmar;(Py)  ~-(T1,Shrpy) x Calmar(Py)
B Calmar;(Py) v (Ty, Shrps) x Calmar(P,)

B-(P1|Py)

x Calmar(P;)

_ 7Qn(gShret)

- 1 T 5
TQp(%Shr;h
W x Calmar(Ps)

_ #:Qu (35hrp) | Catmar(P) @3Skl o
AQ, (BShrp3) * Calmar(Py) ™ Qy(35hrp)

Eger Shrp; = Shrps ise yukaridaki {i¢iincii ¢arpan 1’e esit olur, o zaman 7’dan bagimsiz

sekilde Py’in Py’ye gore izafi giici

T%QP (%Shrp%) Calmar(Py)

P|P) = x
B(P1|Py) £Qp (3 Shrp})  Calmar(Py)

(5.8)

Eger Shrp; # Shrps ise o zaman da 7 — oo iken (5.7)’nin limitine bakilir

T%Qp (%S}”"P%) " Calmar(Py)
T%Qp (%Shrpg) Calmar(Py)

TILH;O Br(P1|P,) = = B(P1|P,)

¢iinki (5.7)’de 7’ya bagh kisim sadece ii¢iincii ¢arpan ve bu da 7 — oo iken 1’e egit
olur. Nihayet, her bir portféyiin verilerine gore hesaplamalar yapildakdan sonra, eger
B(P; }Pg) > 1ise P; portfoyii P, portfoyiinden daha iyi sayilir ve Py = P» gibi isaretlenir,
[4].  B(P1|P3) icin de kolayca B(Pi|P3) = B(Pi|P2)B(P2|Ps) oldugu gosterilebilir,
buradan da izafi giiciin gegigkenlik 6zelligini ortaya ¢ikar, yani eger Py = P» ve Py = Ps

ise 0 zaman P, = Ps.
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6. KESIRLI BROWN HAREKETININ MAKSIMUM
KAYIP DEGISKENI UZERINE UYGULAMA VE
SONUCUMUZ

Bu béliimde kesirli Brown hareketi maksimum kayip degiskeni icin literatiirde var olan
sinirlardan ve alt sinir icin teorik olarak elde ettigimiz yeni sinir ve gergek veriler iizerinde

caligmamizdan bahsedecegiz.

6.1 Maksimum Kayip Degiskeni Beklenen Degeri Icin Lit-

eraturde Var Olan Sinirlar

Kesirli Brown hareketi tanimi ve 6zellikleri hakkinda béliim 2’de bahsetmistik. Bu
degigkenin maksimum kayip degigkenini de
M= sup (B - B))
0<u<v<T
seklinde tanimlayalim. Literatiirde bu degigkenin beklenen degeri sinirlari iizerine
sonuglar vardir ve bu sonuglar zamanla daha da geligtiriliyor. 1 zamanina kadar tanimh
olan kesirli Brown hareketinin maksimum kayip degiskeni beklenen degeri igin [17]'de

asagida verilen sinirlar ispatlanmigtir

2@ < B(M{") < 3@

Daha sonra kesirli Brown hareketinin 6zbenzerlik 6zelligi kullanilarak bu sonug herhangi

(6.1)

bir ¢t zamanina kadar taniml olan kesirli Brown hareketi icin genellegtirilmigtir

2\\;#{ < EB(Mi < 2\}?#

Caglar ve Vardar [17] tarafindan bu degigken i¢in alt simir hesaplanmigtar.

Teorem 6.1.1. {Bf : t > 0},(Q, F, P) olasiik uzay: iizerinde tanwmb kesirli Brown
hareketi ve M} = Sup0<u<U<T(B — BHY kesirli Brown hareketinin maksimum kayp
degiskent olsun. O halde

t2H (MH)

ﬁ\

esitsizligi saglanr [17]

Kesirli Brown hareketi kesikli hale getirilerek [14]'de Ross [18] hesaplama yontemi ile

1 zamanina kadar tanimli olan kesirli Brown hereketinin maksimum kayip degiskeninin
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beklenen degeri icin niimerik alt simir degerleri hesaplanmigtir. Ayrica, [14]’de Sudakov-

Fernique egitsizligi kullanilarak agagidaki teoremdeki sonug bulunmutur.

Teorem 6.1.2. (Q, F, P) olasilik uzay: tizerinde, 1 zamanwna kadar tanvmle olan kesirli

Brown hareketinin maksimum kayp degiskeni i¢in

1
E(M{")=E( sw (B -B]))<E(suw V2Bj)=
O<u<v<1 O<u<1

S

egitsizligi saglanar.

Kesirli Brown hareketi icin supremum degiskenini de

SH .— sup BZ
0<u<t

seklinde tanimlayalim. Bu degigkenin de sinirlar1 iizerine literatiirde olan en giincel

sonug

Ve V2

~—th < p(SH) <=2

e N (6.2)

seklindedir [19]

6.2 Maksimum Kayip Degiskeni Beklenen Degeri Alt Siniri

Uzerine Sonucumuz

Bu boélimde, 1 zamanina kadar tanimli olan kesirli Brown hareketi maksimum kayip
degiskeni beklenen degeri alt sinir1 igin yeni elde etdigimiz sinirdan bahsedilecektir.

Once ileride kullanacagimiz icin asagidaki teoremi verelim

Teorem 6.2.1. (Sudakov-Fernique Esitsizligi) X ve Y, 7 tdzerinde tanimly ortalanmag

Gauss stiregleri olsun. s,t € T olmak tizere
E(Xs = Xy)? < B(Ys - )

sartt sadlaniyor ise

E(sup X;) < E(sup V)
T T

esitsizligi saglanwr [20].

Bu esitsizligi kullanabilmek igin bir zemin olugturmamiz lazim. Bunun ic¢in 6ncelikle

kesirli Brown hareketi kovaryans fonksiyonu (2.2)’den yararlanarak E[(BX — BI) —
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(BH — BH))? ifadesinin neye esit oldugunu gosterelim.

E((By - B]') - (By — By))?

= B((B, - B))*) = 2B[(B, - B))(By — B))] + E[(B,} — B1)’]

— EI(BI)?) - 2B(BI B + (Bl

—2F[BY BY] + 2E[BI BY) + 2E(BY BY] - 2E[B} B

+E|(BY) —2B[BY B + BB

— 2 (@2H 2Ty Y o2 (20 2H 2

(o jy — P (02H o 2E  y — /P

_(UzH 4 o2H _ v — U/‘QH) o2H (U/QH 4 o2H I/ — v'|2H) 4 o2H

= |u— v + |/ =P 4 u—)PH

—|u—V')PH — o = )PH 4 o — P (6.3)
Simdi de E[(v/2B} — v/2B})?] ifadesinin neye esit olduguna bakalim.

EI(V2B} — V2B = E[2(BL)?) + E[2(BL)? — 2E[2BLB]]
=2(u® +v* —u? — v+ ju—v]?) = 2lu — v (6.4)
Kullanacagimiz bagka bir iliski de agagidaki esitsizlik olacak
lu— v+ o' — P > 2min {Ju — o*", |/ — 0|27} > 2min {Ju — v]?, [u/ —*}

[ BI(VZBL- V3B, fu—u2 < -2
B(V2BL — VEBLYY,  lu— o > |uf — v/

Yukaridaki ifadelerde 0 < u < v <1 ve 0 < ' <" <1 oldugu kabul ediliyor. Dikkat

(6.5)

edilirse, [0, 1] arah@gindan segilen w,v,u’,v" sayilar, v < v ve ' < v’ olmasi kogulu

altinda sadece agagidaki alt1 farkh yolla secilebilir.
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6. 0<uv/ <u<v<dv<1

Bizim amacimiz, olabilecek bu alti durumun hepsi icin
E((B) - B)) = (By — BJ)” = E[(V2B; — V2B})?| (6.6)

sekline bir iligki oldugunu gostermek (burada s ve ¢ degigkenleri u, v, v/, v’ degigken-
lerinden birine denk geliyor) ve daha sonra Sudakov-Fernique esitsizligi ve (6.2)yi
kullanarak, bir zamanina kadar tanimli kesirli Brown hareketi maksimum kayip

degigkeni alt sinir1 i¢in buldugumuz

Hy~> 1

sonucunu ispatlamaktir. Dikkat etmemiz gereken bagka bir husus, yukarida bahsedilen

durumlarda, ti¢lincu ve altinci durum i¢in Hurst parametresini H € [1/2,1), diger dort

durumda ise H € (0,1/2] alacagiz.

e 0<u<v<u <v<1,He(0,1/2] durumu.
Amacimiz
E[(B) = B)') = (Bjf = Byl = |u— o + |u’ — o/ (6.7)
oldugunu gostermektir. Bunun igin ise (6.3)’ii géz 6niine alirsak
lu— /P o =o' PH — ju— o' P — o = /PP >0

oldugunu gostermek yeterlidir.

a—b, a>b
la —b] =
b—a, b>a

oldugu bilgisini ve (2.4) agilimin kullanacagz
’U—U/PH + |U —'UI|2H _ ”U,— 'UI|2H _ ”U _ ul|2H

_ (u/ o U)QH + (UI _ U)QH _ (1)/ _ u)QH _ (u/ _ U)QH

> 20 = 20
_ u/2H + (_1)k ulQH—kuk + ,U/2H + (_1)k ,UIZH—k,Uk
2 A 2 ’

k=1
_,U/2H . i(_l)k‘ <2H> ,UIQkauk . ul2H _ i(_l)k <2H> u/2H7kvk
k=1 k k=1 k
_ i(*l)k (2]?) [U/QH—kuk Ly 2Hk gk 2H—k b u/2H—kvk]
k=1
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- i(_l)k (2:) [Ulc(vlmfk _WPHRY R (2 2k
k=1

— i(_l)k (2::—[) [(U/QH—k _ u/QH—k)(,Uk: _ uk;)} (6.8)
k=1

Simdi dikkat edilirse, 2H < 1, v" > «’ ve v > u oldugundan k > 1 i¢in her zaman
(,U/2H—k o u/2H—k)(Ukz _ uk) <0

Diger taraftan 2H < 1 oldugundan, reel kuvvetler icin binom katsayis1 tanimindan

. 2H o 2H
k tek ise >0, kcift ise <0
k k
Dolayisiyla biitiin k’lar icin herzaman
2H
—1)k <0
o ()

O zaman (6.8) toplaminin biitiin terimleri pozitiftir. Bu da (6.7)'ni ispatlar.

Simdi (6.5)’1 dikkate alarsak (6.7)’yi asagidaki sekilde yazabiliriz

dolayr k > 2 icin

BB, - B)) = (By — B))]* > 2min {|u —vf*, |u —|*} (6.9)

0<u<u <v<v <1, H e (0,1/2] durumu.

Bu durumda amacimiz
E((By' = B") = (By = By)? 2 Ju — /| + v — o' (6.10)
oldugunu gostermektir. Bunun i¢in ise (6.3)’ii goz oniine alirsak
’u _ v,ZH + |u’ o v/‘QH _ ’u . vl|2H _ ’v _ ul|2H >0

oldugunu gostermek yeterlidir. Bir 6nceki durumdakine benzer gekilde

”LL—UPH + |’LL/ —U/|2H _ ]u—v/|2H o ‘1} _ul|2H

— (7) _ u)2H + (UI o u/)ZH _ (’U/ o U)QH . (U _ u/)QH

= 2H = 2H
_ U2H + Z(_Dk ( . ) U2H—kuk + ,U/2H + Z(_l)k < . ) ,U/2H—ku/k
k=1 —

k=1
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> 2H > 2H

_2H _ 1)k 2H=ky e 2H _ _1)k V2H—k, 1k
> (-1) i gl( ) )

<2H> [ 2H—ky 4 f2Hkytk _ 2H—ky b U?H—ku/k]

<2H> _ulk(,U/Zka _ UQka) _ uk<v/2ka _ UZka)}

k
— i(il)k (22:{) _(,U/QH—k . ,UQH—k)(ulk . uk)] (611)
k=1 i

Simdi dikkat edilirse, 2H < 1, v/ > u ve v > v oldugundan k > 1 i¢in her zaman
(UIQH—k _ U2H—k>(ulk _ uk) <0
Bir 6nceki durum ile ayni gekilde

(—=1)* (2:[> <0

O zaman (6.11) toplamimn biitiin terimleri pozitiftir. Bu da (6.10)"u ispatlar.
Simdi (6.5)’1 dikkate alarsak (6.10)’u asagidaki gekilde yazabiliriz

EB(BY - B — (B - BE)? > 2min {Ju— ]2, v - o'} (6.12)

Ispat yontemi aym oldugu icin ve simetri soz konusu oldugundan, dordiincii ve

beginci durum icin direk olarak sonucu yazabiliriz

0<u <v<u<v<1,H e (0,1/2] durumu

Bu durumda
BB - BY) - (B — B2 > o/ —v/P" 4 |u— o
Dolayisiyla

B(BY - B — (BY — BE)? > 2min {Ju’ — /", [u — v[?} (6.13)

0<u <u<v<v<1,He(0,1/2] durumu

Bu durumda
E[(B) = B)") = (Bl = BIN)? > Ju — u/PT 4 v — o/
Dolayisiyla

E[(BY ~ BI) - (BY - BI)P > 2min {Ju— /P, o — |} (6.14)
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Dikkat edilirse (6.7)'nin sag tarafindaki ifadeyi secerken (6.3)’deki iki tane pozitif
terimin toplamini sectik ve bu terimlerin i¢indeki degigkenler de kendi durumlarina
uygun gelen komgu degiskenlerdir.

Simdi de iigiinci durumu ispat edelim ve ispat1 ayni gekilde oldugu igin altinc

durum igin de sadece sonucu yazalim

e 0<u<u <v<v<1,He[1/2,1) durumu

Bu durumda amacimiz
E[(BY - BI) = (B - B > lu— [P + o=/ (6.15)
oldugunu gostermektir. Bunun igin ise (6.3)’ii gbz 6niine alirsak
lu — o2 ) =P =y =o' P — o =P >0
oldugunu gostermek yeterlidir. Bir 6nceki durumdakine benzer gekilde
lu— o2 ) — P — =[P — o — /P

— (1) _ ’LL)2H + (UI . u/)QH _ (1)/ _ U)QH _ (1) _ ul)?H

> 2H > 2H
2H k 2H—k, k 12H k 12H—k, k
=0 —i—Z(—l) ( )v ut + v +Z(—1) < )v u
k=1 & k=1 k
_U/ZH . i(_l)k 2H ,vl2kauk . ’02H _ i(_l)k 2H UQkaulk
k=1 k k=1 k

2H\
p2H—ky by 2H—ky ik 2H -k k U2H—ku/k]

= i(_l)k <2H> ‘u/k(vle—k _ ,U2H—k:) _ uk<v/2H—k _ U2H—k>}
k=1 -

2H> :(U/Qka _ UQHflc)(u/k _ uk)]

+ i(_l)k <2H> [(U/Qka - UQka)(u/k _ uk)] (6.16)

k=2 k

Simdi dikkat edilirse, 1 < 2H < 2, v/ > u ve v > v’ oldugundan k& > 2 i¢in her
zaman
(UIQH—k _ U2H—Ic)(ulk _ uk) >0
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Diger taraftan 1 < 2H < 2 oldugundan, reel kuvvetler i¢in binom katsayisi

tanimindan dolay1 k > 2 icin

oy 2H , 2H
k cift ise (k) >0, ktekise <k> <0

Dolayisiyla biitiin k’lar i¢in herzaman

O zaman (6.16) toplaminin biitiin terimleri pozitiftir ve

o

Bu da (6.15)i ispatlar.
Simdi (6.5)’1 dikkate alarsak (6.15)’1 agagidaki sekilde yazabiliriz
E[(BY — B — (BE — BIH? > 2min {|u — /|, |v —v'|?} (6.17)
e 0<u <u<wv<v<1,He[1/2,1) durumu
Bu durumda
E((B) = BJ") = (By = BJ)” > Ju— /P 4 v — P
Dolayisiyla

E[(BY - B — (B — BIO? > 2min {|u — /|, |v —v'|*} (6.18)

Nihayet, (6.9),(6.12),(6.13),(6.14),(6.15) ve (6.18)’i dikkate alarsak biitiin durumlar i¢in

E[(Bf — Bf) — (Bg — Bff)]2 > 2min{|u — v|2, lu' — v'[2, |u — u’|2, lv — v'|2} (6.19)
Simdi (6.4) ve (6.5)’1 de dikkate alarsak

E((B) - B))) = (By — BJ)* 2 2la — b]* = B[(V2B; — V2B;)’] (6.20)

Burada |a — b|* = min {|u — v|?, |’ — V'|?, |u — ¥/|?, |v — v'|*} En son olarak (6.20)’ye

Sudakov-Fernique esgitsizligini uygularsak
E[ sup (B - B =E[M{] > V2E[sup B}| = E[S}] (6.21)

0<u<v<1 0<t<1
Nihayet, (6.2)’yi de dikkate alarsak
1

EMI > — 6.22
[ 1 ] = \/77_ ( )
Bulunan bu sonug, kesirli Brown hareketi 6zbenzerlik 6zelligi kullanilarak kolayca

herhangi bir ¢ zamanina kadar tanimli siire¢ icin genellestiriliyor.
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6.3 Gergek Veriler Uzerindeki Caligmamiz

Bu boliimde, Tirkiyedeki hisse senedi piyasasindan alinan alti farkh sirketin beg yil
(60 ay) siiresince hisse senedi kapamg fiyatlar1 veileri iizerinde yapilan ¢aligmadan
bahsedecegiz. Veriler foreks.com web sitesinden alinmigtir. Yapilan caligmani 6zet
olarak verelim.

Baktigimiz zaman aralg bes yil oldugundan, haftasonlarini da gikarirsak bu siire 1258
giine denk geliyor (baz1 aylarin giinleri farkli oldugundan hangi aydan bagladigimiza
bagimh olarak bu siire 1258 giinden bir veya iki giin farklh da olabilir), yani baktigimiz
veri agagidaki cizelgedeki seklindedir

Tarih Kapanis fiyat

glin.ay.yil a1
giin.ay.yil a
glin.ay.yil as
glin.ay.yil a1258

Piyasalardaki fiyatlar (a;’ler), kullanilan modele bagh olarak eksponensiyel kuvvetleri
seklinde oluyorlar, ornegin Girig boéliimiinde verilen Black-Scholes modeline oldugu gibi.
Bu yiizden, o6ncelikle her fiyatin natiirel logaritmasi aliniyor (yani kapanig fiyatlari

In(a;), i =1,2,3,...,1258 gekline getiriliyor).

Tarih Kapams fiyats

giin.ay.yil In(ay)
giin.ay.yil In(as)
giin.ay.yil In(as)

gin.ay.yil  In(aj2s8)
Bu verini 1258 x 1 vektorii seklinde yazabiliriz
In(a;)
In(a12ss)
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Literatiirdeki yukarida bahsetdigimiz sinirlar beklenen degeri sifir ve standart sapmasi
bir olan kesirli Brown hareketi i¢in oldugundan, verini drift ve standart sapmadan

arindirmak ic¢in agagidaki sekilde standartize etmemiz gerekir.

- In(a;) — ortalamalV| i—193 1958

standart sapma[V]

Olusgturlan biitiin 1258 tane z; degerlerini de agsagidaki 1258 x 1 vektérii seklinde yazalim

<1

21258

Ornek olarak, iki girketin verileri icin Z vektoriinden olugsan yoriingeleri son sayfada,
Sekil 6.1, Sekil 6.2’de gosterilmigtir.

Z vektorii geklinde olugturulan veri daha sonra tarihleri ile 6rtiigecek gekilde 60 aya (60
vektor gseklinde, her ay farkl giinlere sahip oldugundan ve haftasonlar: da ¢ikarildigindan
bu 60 vektoriin de boyutlar: 18 x 1 ile 23 x 1 arasinda degigiyor) béliiniiyor. Bunu
etmedeki amag, 1 zamanina kadar tanimli olan kesirli Brown hareketindeki "1"i, "bir ay"
seklinde secmektir. Dolayisiyla bir sirketin verisi {izerinde 60 tane y6riinge olugturmus
oluyoruz. En son olarak MATLAB R2008a kullamilarak 60 vektoriin (yoriingenin)
her biri icin maksimum kayip degigkeni bulunmug ve bunlarin ortalamasi bulunarak 1
zamanina kadar tanimlh olan kesili brown hareketi maksimum kayip degiskeni beklenen

degeri (E[M{1]) bulunmustur. Sonuglar agagidaki ¢izelgede verilmistir.

Sirket Tarih E[M{]
Fenerbahge SK 02.06.2008-31.05.2013 0.5580
Ulker Gida A.S. 01.07.2008-01.07.2013 0.1329
Afyon Cimento A.S. 01.07.2008-01.07.2013 0.1703
Galatasaray SK 01.07.2008-01.07.2013 0.2896
TurkCell A.S. 01.07.2008-01.07.2013 0.5451
Kent Gida A.S. 01.07.2008-01.07.2013 0.2193

Bulunan maksimum kayip degerleri literatiirde olan iist sinirlar1 saglamakta, fakat alt
sinir, buldugumuz sonugdan da belli oldugu gibi Hurst parametresine bagh olarak
degigebildiginden bazi verilerde uyumsuzluk ortaya gikiyor. Hurst parametresine baglilik
tahmin edilecegi iizere su sekildedir: Hurst parametresi azaldik¢a maksimum kayip
degeri artar, Hurst parametresi artdikca maksimum kayip degeri artar (aym zaman

araliginda bakilan).
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Aslinda buldugumuz maksimum kayip degiskenleri beklenen degerlerinin literatiirdeki
alt simirlarla ortaya gikabilecek uyumsuzugu, "1" zamaninin nasil secilmesine de bagl,
yani eger biz burdaki "1" zamanini iki ay veya daha yiiksek secersek maksimum kayip
degigkeni beklenen degeri icin de daha biiyiik bir say1 bulmug oluruz, veya yarim ay
secersek daha da kiiciik bulmus oluruz. Bagka bir sekilde ifade edersek, verilerimiz
glinliik veriler oldugundan, eger "1" zamanin bir giin seklinde secersek o zaman biitiin
maksimum kayip degigkenleri sifir olarak bulunur ve dolayisiyla beklenen deger de sifir
olmug olur. Literatiirde "1" zamam olarak bir yil kabul ediliyor, fakat bu durumda
da aym hesaplamalar1 yapabilmek icin 60 yillik bir veriye ihtiyacimiz olurdu. Bu
kadar veriye ihtiya¢ olmasindaki amamg, beklenen deger i¢in daha kesin, daha gergekci

sonuclar elde etmekdir.

0 200 400 600 00 1000 1200 120

Sekil 6.1: Fenerbahge SK, Z

E |
0 200 400 B0 a0 1000 1200 140

Sekil 6.2: Ulker, Z
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EKLER

7



A. Terim Sozliigii

Tiirkce terim
diizgiin

gecis olasiligy
ilk gecis zamamni
lineer
normalizasyon
olasilik akim
ozdeger
yansitan engel

yutan engel

Ingilizce Terim

smooth

transition probability

first passage time

linear

normalization

probability current, probability flux
eigenvalue

reflecting barrier

absorbing barrier
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