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HELLESETH-GONG D�Z�LER�N�N KORELASYONLARI
ÜZER�NE SONUÇLAR

ÖZET

Diziler ³ifreleme alan�nda kullan�lan önemli argümanlard�r. �yi korelasyona sahip
dizilerin günümüzde birçok uygulamas� vard�r. Bu uygulamalar�n baz�lar�nda
birden fazla kullan�c� tek bir ileti³im kanal�n� kullanmaktad�r. Helleseth ve Gong
taraf�ndan önerilen dizi ve bu dizinin kayd�r�lmas�yla elde edilen yeni dizinin
korelasyonunun 3 de§erli da§�l�ma sahip oldu§u bilinmektedir. Literatürdeki
çal�³malar bu kayd�rmal� dizilerin özel olarak d (desimasyon) say�s� ile elde
edildi§ini göstermi³tir. Bu tezde Helleseth-Gong dizisinin hangi d de§erleri için 3
da§�l�ma sahip oldu§u incelenmi³, farkl� d say�lar� için da§�l�m�n 3 de§erli oldu§u
gösterilmi³tir. Bunlara ilaveten ispatlanmas� güç olan yeni bir gözlem ortaya
konmu³ ve SAGE kodu ile belirli boyutlar için do§rulanm�³t�r. Bu yeni gözlemin
ispat� için farkl� bir teknik gerekmektedir.

Anahtar Kelimeler: Otokorelasyon, çapraz-korelasyon, m-dizileri, p-li diziler,
Walsh dönü³ümü, Helleseth-Gong dizileri.
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SOME RESULTS ON CORRELATIONS OF HELLESETH-GONG
SEQUENCES

ABSTRACT

Sequences are important arguments that uses in coding area however, not all of
the sequences, only the sequences which have low correlation distribution have
many appliances. In some of these appliances more than one user can connect
through the same connection channel. Helleseth and Gong found a sequence with
the function which they found and they showed that the decimation numbers'
correlation of these sequence have three distributions. Researches in the literature
showed that these decimation numbers are found specially with the d (decimation)
number. In this thesis, the author analyzed which of the Helleseth-Gong sequence
have three valued distributions and proved that the distribution can be three
valued distribution for the di�erent d numbers. In addition, a new observation
which has a hard proof was found and its correctness proved by written SAGE
code. To prove of this observation, a di�erent technique is needed.

Keywords: Autocorrelation, cross-correlation, m-sequences, p-ary sequences,
Walsh transform, Helleseth-Gong sequences.
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1. G�R��

Bu bölümde, sonraki bölümlerde kullan�lacak baz� temel matematiksel ifadeler
tan�t�lmaktad�r. Burada verilen tüm tan�mlar, teoremler ve kullan�lan notasyonlar
için [6] dan faydalan�lm�³t�r. Bu bölümden itibaren

• p ile bir asal say�,
• q ile p asal say�s�n�n bir pozitif kuvveti,
• Fq ile q elemanl� sonlu cisim,
• Fqm ile de Fq cisminin m. mertebeden bir sonlu geni³lemesi (m ∈ Z+)

belirtilecektir.

1.1 �z Fonksiyonu

Tan�m 1. [6] F = Fqm ve K = Fq olmak üzere F den K ya

TrF/K(x) = x + xq + xq2

+ · · ·+ xqm−1

³eklinde tan�mlanan TrF/K fonksiyonuna iz fonksiyonu denir.
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Örnek 2. K = F2 ve F = F4 = F2(α), α2 + α + 1 = 0 olmak üzere TrF/K(x) =

x + x2 olup ³u de§erleri verir:

TrF/K : F −→ K

0 7−→ 0

1 7−→ 0

α 7−→ 1

α2 7−→ 1

Örnek 3. K = F4 = F2(u), u2 + u + 1 = 0 ve F = F16 = F4(β), β2 + β + u = 0

olmak üzere TrF/K(x) = x + x4 olup ³u de§erleri verir:

TrF/K : F −→ K

0 7−→ 0

1 7−→ 0

u 7−→ 0

u + 1 7−→ 0

β 7−→ 1

β + 1 7−→ 1

β + u 7−→ 1

β + u + 1 7−→ 1

uβ 7−→ u

uβ + 1 7−→ u

uβ + u 7−→ u

uβ + u + 1 7−→ u

uβ + β 7−→ u + 1

uβ + β + 1 7−→ u + 1

uβ + β + u 7−→ u + 1

uβ + β + u + 1 7−→ u + 1

2



Örnek 4. K = F3 ve F = F27 = F3(α), α3 +2α+1 = 0 olmak üzere TrF/K(x) =

x + x3 + x9 olup ³u de§erleri verir:
TrF/K : F −→ K

1 7−→ 0

α 7−→ 0

α2 7−→ 2

α3 7−→ 0

α4 7−→ 2

α5 7−→ 1

α6 7−→ 2

α7 7−→ 2

α8 7−→ 1

α9 7−→ 0

α10 7−→ 2

α11 7−→ 2

α12 7−→ 2

α13 7−→ 0

α14 7−→ 0

α15 7−→ 1

α16 7−→ 0

α17 7−→ 1

α18 7−→ 2

α19 7−→ 1

α20 7−→ 1

α21 7−→ 2

α22 7−→ 0

α23 7−→ 1

α24 7−→ 1

α25 7−→ 1

Tan�m 5. [6] �z fonksiyonunda de§er kümesi asal cisim olursa, yani K = Fp

olursa, iz fonksiyonuna mutlak iz fonksiyonu denir.
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Teorem 6. [6] [�z Fonksiyonunun Temel Özellikleri] F = Fqm ve K = Fq olsun.
Buna göre

1. Her α, β ∈ F için TrF/K(α + β) = TrF/K(α) + TrF/K(β) dir.
2. Her α ∈ F ve c ∈ K için TrF/K(cα) = cTrF/K(α) dir.
3. �z dönü³ümü örten bir dönü³ümdür.
4. Her a ∈ K için TrF/K(a) = ma dir .
5. Her α ∈ F için TrF/K(αqk

) = TrF/K(α) dir ( k ∈ N).

K bir sonlu cisim ve F onun bir sonlu geni³lemesi olsun. Her ikisi de K üzerinde
vektör uzaylar�d�r. Bu teoremde verilen ilk iki özellik de TrF/K n�n F den K ya
bir lineer dönü³üm oldu§unu söyler. Hatta F den K ya tüm lineer dönü³ümler iz
fonksiyonu kullan�larak in³a edilebilir [6].

1.2 Kuadratik Formlar

Tan�m 7. [6] Fq[x1, x2, ..., xn]'de derecesi 2 olan homojen polinoma veya 0

polinomuna Fq üzerinde n bilinmeyenli kuadratik form denir. E§er q tek ise
Fq üzerindeki herhangi f kuadratik formu için

f(x1, x2, ..., xn) =
n∑

i,j=1

aijxixj , aij = aji

sa§lan�r. Bu durumda f , aij bile³enlerinden olu³an n × n tipindeki A matrisiyle
ili³kilendirilebilir. Bu A matrisine f 'nin katsay�lar matrisi denir. Tan�m�ndan
dolay� AT = A olur. Yani A simetriktir. E§er X, x1, ..., xn parametrelerinden
olu³an sütun vektörü ise f , XT AX ³eklinde tan�mlanabilir.
Örnek 8. [6] F5 üzerinde iki bilinmeyenli f(x1, x2) = 2x2

1 + x1x2 + x2
2 kuadratik

form verilsin (ikili kuadratik form). f 'nin katsay�lar matrisi

A =

(
2 3

3 1

)
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olur. Buradan

XT AX = (x1 x2)

(
2 3

3 1

)(
x1

x2

)
= 2x2

1 + x1x2 + x2
2 = f(x1, x2)

olarak bulunur.

Örnek 9. F7 üzerinde tan�ml� üç bilinmeyenli

f(x1, x2, x3) = 3x2
1 + 2x2

2 + 3x2
3 − 2x1x2 − 2x2x3

kuadratik form verilsin. f 'nin katsay�lar matrisi

A =


3 −1 0

−1 2 −1

0 −1 3


olur. Buradan

XT AX = (x1, x2, x3)


3 −1 0

−1 2 −1

0 −1 3




x1

x2

x3


= 3x2

1 + 2x2
2 + 3x2

3 − 2x1x2 − 2x2x3 = f(x1, x2, x3)

olarak bulunur. Üstelik A matrisinin rank� 3'dür.
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2. D�Z�LER

2.1 Temel Özellikler

�leti³im sistemindeki birçok uygulama için önemli olan ve üzerinde çal�³�lan prob-
lem, iyi korelasyon özellikleri olan diziler bulmakt�r. p tek asal say�s� için, periyodu
pn − 1 olan birçok p−li dizinin iyi korelasyon özelli§i oldu§u ve büyük lineer
karma³�kl�§a sahip oldu§u gösterilmi³tir [11, 12, 13, 14]. Kod-bölünmeli çoklu-
eri³im sistemlerinde (code-division multiple-access-CDMA) iyi otokorelasyon ve
çapraz korelasyon özellikli dizi kümelerine ihtiyaç duyulur. Bu sebeple p−li dizi
ile m-dizisinin çapraz korelasyonu incelenmi³tir [16, 17]. p'nin farkl� de§erleri
için bu korelasyon da§�l�m�n�n kaç de§erli oldu§u bulunmu³tur [15, 18, 19].
�deal otokorelasyonlu dizilerin senkronizasyon uygulamalar� önemlidir. Örne§in,
3G hücresel ileti³imdeki sinyaller, ilerleyen süreçte Gold dizi çiftlerinin çapraz
korelasyon özelli§i yerine sadece m-dizilerinin Walsh dönü³ümünün kullan�ld�§�
�Gold Diziler Çifti� diye adland�r�lacak ( [8]) özellikli bir çift m-dizisinden olu³ur.
Bu tür sinyal seti yap�lar�nda sadece ikinci seviye otokorelasyon dizilerinin
Walsh dönü³ümünün özellikleri kullan�l�r. Örne§in kriptolojide, optimal üç de§erli
Walsh dönü³ümlü fonksiyonlar�n iyi kriptolojik özellikleri vard�r [1, 3]. Bu tür
fonksiyonlar, Bükük(bent) fonksiyonlar�n�n olu³mas�nda görev alabilir.
�kinci derece tekli otokorelasyon dizilerinde, herhangi bir �n� için [10]'da detay-
lar� görülebilecek birçok yap� vard�r. Ancak, ikinci derece otokorelasyonlu p-li
dizilerinde, alt alandaki yap�lar kullan�lmadan, herhangi bir tek p de§eri için
genel tek bir yap� vard�r; m-dizileri.
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Helleseth ve Gong, üç de§erli(ternary) ailede genellenen ideal ikinci seviye
otokorelasyonlu herhangi p(tek say�) de§eri için bir p-ary dizi yap�s� olu³tur-
mu³lard�r [1]. Bu tür dizilerde Helleseth-Gong dizilerine at�f yap�l�r. m-dizileri ile
Helleseth-Gong dizilerinin desimasyonlar� aras�ndaki çapraz korelasyon de§erleri
baz� desimasyon say�lar� için üç de§erli da§�l�ma sahiptir. Bu yap�lar 3. bölümde
detayl� olarak incelenecektir.
Örnek 10. (u (t)) = (0, 0,−1, 0,−1,−1,−1, +1, +1, 0,−1, +1,−1) dizisi F =

{−1, 0, 1} alfabesi kullan�larak tan�mlanm�³ bir dizidir.
Örnek 11. 1'in ilkel 3.dereceden kökü ω olmak üzere

(u (t)) = (1, 1, ω2, 1, ω2, ω)

dizisi F = {1, ω, ω2} alfabesi kullan�larak tan�mlanm�³ bir dizidir.

Ço§u zaman ikinci örnekte oldu§u gibi diziler
(u (t)) = (ωa(t)) ve (v (t)) = (ωb(t))

³eklinde kullan�l�r. Burada ω, 1'in p. ilkel kökü ve a (t) ile b (t) ise mod p'deki tam
say�lard�r. Bu yüzden baz� durumlarda diziyi (u (t)) yerine (a (t)) ile gösteririz.
Dolay�s�yla Örnek 11'de verilen dizimiz F = {1, ω, ω2} alfabesi yerine F ′ =

{0, 1, 2} alfabesi kullan�larak (a (t)) = (0, 0, 2, 0, 2, 1) olarak ifade edilebilir.
Örnek 12. 2 − li(binary) dizi: Alfabemiz F2 den al�nm�³sa 2-li veya binary dizi
denir. (0, 1, 1, 0, 0) bir ikili dizi örne§idir.
Örnek 13. 3− lü(ternary) dizi: Alfabemiz F3 ten al�nm�³sa 3-lü dizi denir.

(0, 1, 2, 2, 2, 1, 1, 0, 2) bir üçlü dizi örne§idir.

2.2 Dizilerin Korelasyonlar�

Bu bölüm boyunca periyodu n olan diziler ele al�nacakt�r. Verilen bir (u(t))

dizisinin periyodu her t de§eri için
u(t + n) = u(t)

7



³art�n� sa§layan en küçük pozitif n say�s�d�r. Periyodu n olan u(t) dizisi için
u(t) = (u1, u2, · · · , un)

= (u1, u2, · · · , un)∞

gösterimleri kullan�lacakt�r. Burada verilen u(t) dizisi ilk n terim için sonsuz defa
kendini tekrar etmektedir. Aksi söylenmedi§i takdirde bu iki gösterim diziler için
e³ anlaml� olarak kullan�lacakt�r.

2.2.1 Çapraz-korelasyon

Tan�m 14. (u (t)) ve (v (t)) birer n-periyodlu diziler olmak üzere bu iki dizinin
τ kayd�rmal� çapraz korelasyonu

Cu,v (τ) =
n−1∑
t=0

u (t + τ) v (t)

³eklinde tan�mlan�r.

Örnek 15. (u (t)) = (1, 1, ω2, 1, ω2, ω) ve (v (t)) = (ω, ω2, 1, 1, ω, 1) ise τ = 1

kayd�rmal� korelasyonu a³a§�daki gibidir:

Cu,v (1) =
n−1∑
t=0

u (t + 1) v (t)

= ω2 + ω3 + 1 + ω2 + ω2 + ω3 = −3ω

Baz� çal�³malarda i³lem kolayl�§� aç�s�ndan Tan�m 14 yerine a³a§�daki korelasyon
tan�m� kullan�l�r.
Tan�m 16. Fp üzerinde tan�ml� (a (t)) ve (b (t)) birer n-periyodlu diziler olmak
üzere bu iki dizinin τ kayd�rmal� çapraz korelasyonu

Cu,v (τ) =
n−1∑
t=0

ωa(t+τ)−b(t)

³eklindedir. Burada ω birimin p. ilkel köküdür.
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Örnek 17. Örnek 15'de verilen (u (t)) = (1, 1, ω2, 1, ω2, ω) yerine (a (t)) =

(0, 0, 2, 0, 2, 1) ve (v (t)) = (ω, ω2, 1, 1, ω, 1) yerine (b (t)) = (1, 2, 0, 0, 1, 0)

al�narak τ = 1 kayd�rmal� çapraz korelasyon de§eri

Ca,b (1) =
6−1∑
t=0

ωa(t+1)−b(t)

= ω2 + ω3 + 1 + ω2 + ω2 + ω3

= −3ω

olarak bulunur.

2.2.2 Otokorelasyon

Tan�m 18. Bir dizinin kendisi ile korelasyonuna otokorelasyon denir ve Cu,u(τ)

ile gösterilir. 0 < τ < n− 1 olmak üzere her τ için Cu,u(τ) = −1 ise (u (t)) ideal
ikili otokorelasyona sahiptir denir.
Örnek 19. (u (t)) = (1, 1, ω2, 1, ω2, ω) ise 0 < τ < 6 olmak üzere τ kayd�rmal�
otokorelasyon de§erleri a³a§�daki gibidir:

τ = 1 için:

Cu,u (1) =
n−1∑
t=0

u (t + 1) u (t)

= 1 + ω2 + ω + ω2 + ω2 + ω2

= 4ω2 + ω + 1

= 3ω2

= −3ω − 3

τ = 2 için:

Cu,u (2) =
6−1∑
t=0

u (t + 2) u (t)

= ω2 + 1 + 1 + ω + ω + ω2

= 2ω2 + 2ω + 2

= 0

9



τ = 3 için:

Cu,u (3) =
6−1∑
t=0

u (t + 3) u (t)

= ω2 + 1 + 1 + ω + ω + ω2

= 2ω2 + 2ω + 2

= 0

τ = 4 için:

Cu,u (4) =
6−1∑
t=0

u (t + 4) u (t)

= ω2 + 1 + 1 + ω + ω + ω2

= 2ω2 + 2ω + 2

= 0

τ = 5 için:

Cu,u (5) =
6−1∑
t=0

u (t + 5) u (t)

= ω + 1 + ω + ω2 + ω + ω

= ω2 + 4ω + 1

= 3ω

elde edilir.

Ço§u uygulamalarda hem otokorelasyonu hem de çapraz korelasyonu "iyi" olan
dizi ailelerine ihtiyaç duyulmaktad�r. Örne§in F bir M elemanl� n-periyodlu
diziler ailesi olsun:

F =({si (t)} : i = 1, 2, ...,M).

Bu durumda F ailesinin "iyi" olmas� için otokorelasyonun mutlak de§erlerinin en
büyü§ünün de§erinin küçük olmas�, yani

maks {Ci,i (τ) : τ 6= 0}
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de§erinin küçük olmas� ve çapraz korelasyonlar�n mutlak de§erinin en büyü§ünün
küçük olmas�d�r, yani

maks {Ci,j (τ) : i 6= j}

küçük olmas�d�r.

2.3 M-dizileri

Maksimal uzunluk dizileri veya m-dizileri uygulamalarda ve yeni dizileri olu³tur-
mada önemli rol oynamaktad�rlar.
Tan�m 20. m-dizisi periyodu n = qm − 1 ve alfabeleri Fq cisminden olan lineer
dizidir.

• m-dizisinde ard�³�k m-lilerin hepsi mevcuttur (hepsi s�f�r olan m-li d�³�nda).
• Herhangi bir m-dizisi derecesi m olan bir primitif polinom yard�m� ile
indirgemeli bir ³ekilde elde edilebilir.

Örnek 21. Elemanlar� F3'e ait ve periyodu n = 33 − 1 = 26 olan bir m-dizisi
a³a§�daki ³ekilde tan�mlanabilir:

F3'te primitif olan f (x) = x3 + 2x + 1 polinomunu ele alal�m ve bu polinomun
yard�m� ile (s (t)) dizisi indirgemeli olarak ³u ³ekilde tan�mlayal�m

s (t + 3) + 2s (t + 1) + s (t) ≡ 0 (mod 3)

veya
s (t + 3) ≡ s (t + 1) + 2s (t) (mod 3)

alarak ve ba³lang�ç de§erlerini de (s (0) , s (1) , s (2)) = (0, 0, 2) seçerek m−dizisini
elde ederiz:

(0, 0, 2, 0, 2, 1, 2, 2, 1, 0, 2, 2, 2, 0, 0, 1, 0, 1, 2, 1, 1, 2, 0, 1, 1, 1)∞

m-dizilerinin tercih edilme sebebi olarak öncelikle a³a§�dakiler verilebilir:
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• iz dönü³ümü ile bilinen ba³ka bir probleme kolayca dönü³türülebilmesi
• çapraz korelasyon ve otokorelasyonunun nispeten daha kolay hesaplan-
mas�d�r.

2.4 Desimasyon �le Elde Edilmi³ Diziler

Tan�m 22. Verilen bir (m(t)) dizisi ve herhangi bir pozitif d say�s� için (m(dt))

olarak tan�mlanan dizilere desimasyon ile elde edilmi³ diziler denir. Burada
verilen (m(t)) dizisinin elemanlar� d kadar atlanarak al�nm�³ olur.

Örnek 23. (s(t)) = (0, 0, 2, 0, 2, 1, 2, 2, 1, 0, 2, 2, 2, 0, 0, 1, 0, 1, 2, 1, 1, 2, 0, 1, 1, 1)∞

dizisi için

• (s(2t)) = (0, 2, 2, 2, 1, 2, 2, 0, 0, 2, 1, 0, 1)∞

• (s(3t)) = (0, 0, 2, 0, 2, 1, 2, 2, 1, 0, 2, 2, 2, 0, 0, 1, 0, 1, 2, 1, 1, 2, 0, 1, 1, 1)∞

• (s(4t)) = (0, 2, 1, 2, 0, 1, 1, 2, 2, 2, 0, 2, 0)∞

• (s(5t)) = (0, 1, 2, 1, 1, 1, 2, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 2, 1, 2, 2, 2, 1, 0, 0, 2, 2, 0, 2)∞

• (s(6t)) = (0, 2, 2, 2, 1, 2, 2, 0, 0, 2, 1, 0, 1)∞

• (s(7t)) = (0, 2, 0, 2, 2, 0, 0, 1, 2, 2, 2, 1, 2, 1, 0, 0, 2, 1, 1, 1, 2, 1)∞

• (s(8t)) = (0, 1, 0, 1, 2, 0, 0, 2, 2, 1, 2, 2, 2)∞

• (s(9t)) = (0, 0, 2, 0, 2, 1, 2, 2, 1, 0, 2, 2, 2, 0, 0, 1, 0, 1, 2, 1, 1, 2, 0, 1, 1, 1)∞

• (s(10t)) = (0, 2, 1, 2, 0, 1, 1, 2, 2, 2, 0, 2, 0)∞

• (s(11t)) = (0, 2, 0, 2, 2, 0, 0, 1, 2, 2, 2, 1, 2, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 2, 1, 1, 1, 2, 1)∞

• (s(12t)) = (0, 2, 1, 2, 0, 1, 1, 2, 2, 2, 0, 2, 0)∞

• (s(13t)) = (0, 0)∞ elde edilir.
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Not 24. Dizinin periyodu n ile desimasyon de§eri d aralar�nda asal ise elde edien
{m (dt)} dizisinin periyodu yine n olur. Daha genel olarak e = obeb(d, n) olmak
üzere {m (dt)} dizisinin periyodu n/e olur. Dolay�s�yla e > 1 ise desimasyon
sonucunda daha k�sa periyodlu diziler elde edilmi³ olur.

α, Fpn 'nin bir ilkel eleman� olsun. m (t) = Trn
1 (αt) periyodu pn − 1 olan bir p-li

m-dizisi olsun. Bu durumda m (dt + k) dizisi (d desimasyonuyla elde edilmi³ ve
k kadar kayd�r�lm�³) ile m (t) nin çapraz korelasyonu ³u ³ekilde verilir:

Cl (τ) =

pn−2∑
t=0

ωm(t+τ)ωm(dt+k)

=

pn−2∑
t=0

ωm(t+τ)−m(dt+k)

=

pn−2∑
t=0

ωTr(αt+τ)−Tr(αdt+k)

=

pn−2∑
t=0

ωTr(αt+τ−αdt+k)

=

pn−2∑
t=0

ω
Tr

(
αtατ−(αt)

d
αk

)

=

pn−2∑
t=0

ωTr(xατ−xdαk)

=
∑

x∈Fpn

ωTr(xa−xdb)

= S (a, b) .

Yukar�da m-dizilerinin çapraz korelasyon hesab�n� yaparken
S (a, b) =

∑
x∈Fq

ωTr(ax−bxd)

gibi bir üstel toplama rastlad�k.Bu toplam� hesaplamak için literatürde bir çok
yöntem vard�r. Bu çal�³mam�z s�ras�nda toplam� hesaplamak için Walsh dönü³ümü
kullan�lacakt�r.
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2.5 Bir Dizinin Walsh Dönü³ümü

Tan�m 25. Fpn'den Fp'ye tan�ml� f(x) ve λ ∈ Fpn için f fonksiyonunun λ′daki
Walsh dönü³ümü

f̂(λ) =
∑

x∈Fpn

ωf(x)+Trn(λx)

³eklinde tan�mlan�r.

Walsh dönü³ümü kriptoloji alan�nda ve sonlu cisimler üzerindeki dizilerin in³as�
ve analizinde önemli rol oynamaktad�r. �kili ve ikili olmayan diziler için Walsh
dönü³ümü, a(t) = f(αt) ³eklinde tan�mlanan p-li dizi ile b(t) = Trn(αt) ³eklindeki
m-dizisi aras�ndaki çapraz-korelasyonu belirler. λ = −α−τ olmak üzere iki dizi
aras�ndaki τ kayd�rmal� çapraz-korelasyon ³u ³ekilde bulunur:

Ca,b(τ) =

pn−2∑
t=0

ωa(t+τ)−b(t)

=
∑

x∈Fpn\{0}

ωf(ατ αt)−Trn(αt)

=
∑

x∈Fpn\{0}

ωf(x)+Trn(λx)

= −ωf(0) + f̂(λ).

Dolay�s�yla iki dizinin çapraz-korelasyonu için ilk önceWalsh dönü³ümünü bulmak
hesaplamada büyük kolayl�k sa§lamaktad�r.
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3. HELLESETH-GONG D�Z�S�

3.1 Helleseth-Gong Fonksiyonu

Bu bölümde a³a§�daki notasyonlar kullan�lacakt�r.

• p tek asal say�,
• α, Fpn 'nin primitif eleman�,
• n = (2m + 1)k,
• s, 1 ≤ s ≤ 2m ve obeb(s, 2m + 1) = 1 ³artlar�n� sa§layan bir tam say�,
• b0 = 1, i = 1, 2, ...,m olmak üzere bi = b2m+1−i ve bis = (−1)i, (burada bis

indisleri mod 2m + 1 de de§er almaktad�r),
• u0 = b0/2 = (p + 1)/2,
• i = 1, 2, ...,m olmak üzere ui = b2i olsun.

Tan�m 26. Fpn üzerinde tan�mlanan

f(x) =
m∑

i=0

uix
(p2ki+1)/2

fonksiyonuna Helleseth-Gong fonksiyonu denir.
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Lemma 27. [3] Fpn üzerinde tan�mlanan

f(x) =
m∑

i=0

uix
(p2ki+1)/2

fonksiyonu için Fp üzerinde tan�ml�

s(t) = Trn(f(αt))

dizisi ideal otokorelasyona sahiptir.

Lemma 28. [3] Fpn üzerinde tan�mlanan

f(x) =
m∑

i=0

um−ix
(q2i+1)/q+1

fonksiyonu için Fp üzerinde tan�ml�

s(t) = Trn(f(αt))

dizisi ideal otokorelasyona sahiptir.

Yukar�daki lemmalarda s = 2 al�n�rsa i = 1, 2, ...,m için b2i = ui = (−1)i ve
b0 = 2u0 = 1 olur. Burada ba³lang�ç de§eri u0 = (p + 1)/2'dir.
Sonuç 29. [3] u0 = (p+1)/2 , ui = (−1)i , i = 1, 2, ...,m olsun. f(x) Lemma 27
veya Lemma 28 deki gibi tan�mlans�n. Bu durumda Fp üzerinde tan�mlanan

s(t) = Trn(f(αt))

dizisi ideal otokorelasyona sahiptir.

Lemma 27 ve Lemma 28 kullan�larak a³a§�da verilen ideal otokorelasyona sahip
diziler elde edilebilir.
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Tablo 3.1: �deal Otokorelasyona Sahip Baz� Diziler [2]
p n m u0u1...um s
3
3

5
5

2
2

2 1 2
2 2 1

1
2

3
3
3

7
7
7

3
3
3

2 1 2 2
2 2 1 2
2 2 2 1

1
2
3

3
3
3

9
9
9

4
4
4

2 1 1 2 2
2 2 1 2 1
2 1 2 2 1

1
2
4

3
3
3
3
3

11
11
11
11
11

5
5
5
5
5

2 1 1 2 2 2
2 2 1 2 1 2
2 2 2 1 2 1
2 2 2 1 1 2
2 1 2 2 2 1

1
2
3
4
5

5
5

5
5

2
2

3 1 4
3 4 1

1
2

5
5
5

7
7
7

3
3
3

3 1 4 4
3 4 1 4
3 4 4 1

1
2
3

7
7

5
5

2
2

4 1 6
4 6 1

1
2

3.2 Helleseth-Gong Fonksiyonunun 3 De§erli Da§�l�ma

Sahip Walsh Dönü³ümü

Bu bölümdeki sonuçlar ve ispatlar [1] ve [2] makalelerinden al�nm�³ olup,
ispatlarda verilmeyen baz� geçi³ler daha aç�k hale getirilmi³tir.
Teorem 30. [1] u0 = (p + 1)/2 , ui = (−1)i , i = 1, 2, ...,m, ve d ∈

{
1, pn+1

pk+1

}
olsun. Bu durumda

h(x) = Trn

(
m∑

i=0

uix
p2ki+1

2
d

)
³eklinde tan�mlanan fonksiyonun

ĥ(λ) =
∑

x∈Fpn

ωh(x)+Trn(λx)
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Walsh dönü³ümü
{

0,±p
n+k

2

}
de§erlerini al�r. λ de§eri Fpn sonlu cismini gezerken

ĥ(λ)'nin da§�l�m� a³a§�daki gibidir:
0 de§eri pn − pn−k defa

−p(n+k)/2 de§eri (pn−k − p(n−k)/2)/2 defa
p(n+k)/2 de§eri (pn−k + p(n−k)/2)/2 defa.

Teoremin ispat� için a³a§�daki tan�m ve lemmalara ihtiyaç duyulacakt�r.
�lk önce d = pn+1

pk+1
durumunu ispatlayal�m. Daha sonra bu ispat� kullanarak d = 1

durumu ispatlanabilir.
Fpn 'den Fpk 'ya tan�mlanan F (x) için

F (x) = Trn
k (f(xd) + λx)

= Trn
k

(
m∑

i=0

uix
p2ki+1

2
pn+1

pk+1 + λx

)

olur ve

h(x) + Trn(λx) = Trk

(
Trn

k (f(xd) + λx)
)

= Trk (F (x))

sa§lan�r. Böylece

p2ki + 1

2
· pn + 1

pk + 1
≡
(

p2ki − 1

2
+ 1

)
·
(

pn − pk

pk + 1
+ 1

)
≡ 1 · 1

≡ 1 ( mod pk − 1).

oldu§undan r ∈ Fpk için
F (rx) = rF (x)

18



sa§lan�r. Ayr�ca n/k tek oldu§undan obeb(pn+1
pk+1

, pn − 1
)

= 1 olur. Üstelik

p2ki + 1

2
· (pn + 1) ≡ p2ki + 1

2
· 2

≡ p2ki + 1 ( mod pn − 1)

oldu§undan

F (ypk+1) = Trn
k

(
m∑

i=0

uiy
p2ki+1 + λypk+1

)
sa§lan�r. �imdi q = pk olsun ve Qλ(y) a³a§�daki gibi tan�mlans�n. Bu takdirde

Qλ(y) = F (yq+1)

= Trn
k

(
m∑

i=0

uiy
q2i+1 + λyq+1

)

olur. y =

n/k∑
i=1

yiαi olarak tan�mlayal�m. Burada α1, α2, ..., αn/k Fpn 'nin Fpk

üzerindeki taban�d�r. �z dönü³üm fonksiyonunun özelli§inden a
(λ)
i,j ∈ Fpk olmak

üzere Qλ(y) =
∑
i,j

a
(λ)
i,j yiyj yaz�labilir. Bu bilgiler kullan�larak a³a§�daki lemma

verilebilir.
Lemma 31. [1, 3, 4] k |n ve q = pk olmak üzere Q(y), Fq üzerinde tan�ml� bir
kuadratik form olsun. q = pk , ρ n/k de§i³kenli rank ve r, Fq 'da karesel olmayan
bir eleman olsun. Bu durumda

S =
1

2

∑
y∈Fpn

ωTrk(Q(y)) +
∑

y∈Fpn

ωTrk(rQ(y))


³eklinde tan�mlan�rsa

S =
{

0 e§er ρ tek ise
± ρ

n
k
− ρ

2 e§er ρ çift ise
olur.
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Lemma 32. [1] Fq üzerinde Qλ(y) kuadratik formun n/k de§i³kenli rank� ρ,

sadece n/k, n/k − 1 veya n/k − 2 de§erlerini alabilir.

�spat. Qλ(y)'nin ρ rank� hesab�nda z ∈ Fqn/k = Fq2m+1 ve her y ∈ Fq2m+1 için

Qλ(y + z) = Qλ(y)

denkleminin çözüm say�s�n�n qn/k−ρ oldu§unu belirlemeliyiz.
Bunun için a³a§�daki gözlemi yapabiliriz.

Qλ(y + z) = Qλ(y) ⇔

Trn
k

(
m∑

i=0

ui(y + z)q2i+1 + λ(y + z)q+1

)
= Trn

k

(
m∑

i=0

uiy
q2i+1 + λyq+1

)
.

Bu ifade

Trn
k

(
m∑

i=0

ui(y
q2i

z + yzq2i

) + λ(yqz + yzq) +
m∑

i=0

uiz
q2i+1 + λzq+1

)
= 0

e³itli§ine denktir. Buradan

Trn
k

(
y

(
m∑

i=0

ui(z
q−2i

+ zq2i

) + λq−1

zq−1

+ λzq

)
+

m∑
i=0

uiz
q2i+1 + λzq+1

)
= 0

elde edilir. E§er bu e³itlik her y ∈ Fq2m+1 için sa§lan�rsa

L(z) =
m∑

i=0

ui(z
q−2i

+ zq2i

) + λq−1

zq−1

+ λzq

= 0
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ve

Trn
k

(
m∑

i=0

uiz
q2i+1 + λzq+1

)
= 0

olmal�d�r. Burada 2. denklem, 1. denklemin Trn
k (zL(z)) dönü³ümüyle elde edilir.

Dahas� 1. denklemi kullanarak,

L(z) + (L(z))q2

=
m∑

i=0

ui(z
q−2i

+ zq2i
) + λq−1

zq−1
+ λzq

+
m∑

i=0

ui(z
q−2i+2

+ zq2i+2
) + λqzq + λq2

zq3

=
m∑

i=1

(ui + ui−1)z
q2i

+ u0z + umzq2m+2
+ λq−1

zq−1
+ λzq

+
m−1∑
i=1

(ui + ui+1)z
q−2i

+ umzq−2m
+ u0z

q2
+ λqzq + λq2

zq3

= (u1 + u0)z
q2

+ u0z + umzq2m+2
+ λq−1

zq−1
+ λzq

+(u1 + u0)z + umzq−2m
+ u0z

q2
+ λqzq + λq2

zq3

elde edilir. Bu e³itlik 2u0 + u1 = 0 ve her z ∈ Fq2m+1 için zq2m+1
= z oldu§undan

= λq−1

zq−1

+ (2u0 + u1)(z + zq2

) + (2um + λ + λq)zq + λq2

zq3

= λq−1

zq−1

+ (2um + λ + λq)zq + λq2

zq3

haline dönü³ür. Bu yüzden L(z)'nin s�f�rlar� ile

P (z) = L(z)q + (L(z))q3

= λz + (2um + λq + λq2

)zq2

+ λq3

zq4

denkleminin s�f�rlar� ayn�d�r. Bu P (z)'nin s�f�rlar� Fq2 'de boyutu en fazla 2 olan
bir vektör uzay�d�r. n/k tek oldu§undan, P (z)'nin çözüm uzay�n�n Fq'daki boyutu
da en fazla 2'dir (Trachtenberg [4]). Böylece n/k−ρ ≤ 2 olur ve Qλ(y) kuadratik
formun ρ rank�, sadece n/k, n/k − 1 veya n/k − 2 de§erlerini alabilir.

21



Lemma 33. [10] Fpn'den Fp 'ye tan�ml� herhangi bir f(x) ve λ ∈ Fpn için f

fonksiyonunun λ′daki Walsh dönü³ümü

f̂(λ) =
∑

x∈Fpn

ωf(x)+Trn(λx)

olmak üzere

∑
x∈Fpn

f̂(λ) = pn

ve

∑
x∈Fpn

∣∣∣f̂(λ)
∣∣∣2 = p2n

e³itlikleri sa§lan�r.

Teorem 30'un ispat�. r, Fpk 'da karesel olmayan bir eleman olsun. Bu durumda
n/k tek oldu§undan r, Fq 'da karesel olmayan bir eleman olur. Q(y), Fq üzerinde
tan�ml� bir quadratik form olsun. q = pk , ρ n/k de§i³kenli rank ve r, Fpn 'da da
karesel olmayan bir elemand�r.

obeb(q + 1, qn/k − 1) = 2

oldu§undan y, Fpn 'i gezerken, yq+1 ve ryq+1, Fpn 'i iki defa gezer.

F (rx) = rF (x)
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oldu§undan
ĥ(λ) =

∑
x∈Fpn

ωh(x)+Trn(λx)

=
∑

x∈Fpn

ωTrk(F (x))

=
1

2

∑
y∈Fpn

ωTrk(F (yq+1)) +
∑

y∈Fpn

ωTrk(F (ryq+1))


=

1

2

∑
y∈Fpn

ωTrk(Q(y)) +
∑

y∈Fpn

ωTrk(rQ(y))


sonucu elde edilir. Lemma 32'den Qλ(y) kuadratik formun ρ rank�, sadece n/k,

n/k − 1 veya n/k − 2 de§erlerini alabiliyordu. Bu yüzden Lemma 33'den ĥ(λ),{
0,±p

n+k
2

} de§erlerini al�r.
Böylece Lemma 31'i kullanarak ispat tamamlan�r.
d = 1 ve s = 2 durumu için üstte yapt�§�m�z ispatta

F (x) = Trn
k (f(x) + λx)

Qλ(y) = F (y2)

= Trn
k

(
m∑

i=0

uiy
q2i+1 + λy2

)

de§i³ikliklerini yapmam�z yeterli olacakt�r. Buradaki Qλ(y) kuadratik formun
rank�n� bulmak için

λqzq2

+ (−1)mzq + λz = 0

denkleminin Fqn/k 'daki çözümlerin say�s�n� bulmam�z gerekir. Buradan da rank�n
en fazla 2 oldu§unu elde ederiz. Böylece teorem d = 1 içinde do§rudur.
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A³a§�daki tabloda Helleseth ve Gong Teorem 30'daki bulduklar� desimasyon
say�lar�na ilave olarak, deneysel olarak elde ettikleri 3 da§�l�ma sahip Walsh
dönü³ümü veren desimasyon say�lar� vermi³lerdir.

Tablo 3.2: Deneysel Sonuçlar [1]
Sonlu Cisim s d

F35
1
2

1, 49, 61
7, 23, 35, 49

F37

1
2
3

1, 391
61, 169
1, 439

F39

1
2
4

1, 3361
547, 1667
1, 3937

F311

1
2
3
4
5

1, 29767
4921, 14641
1, 34571
1, 35431
1, 31639

F313

1
2
3
4
5
6

1, 266449
44287, 133103
1, 307105
1, 318865
1, 311105
1, 284701

F315

1
2
4
7

1, 2393671
398581, 1194649
1, 2869783
1, 2449831

Takip eden iki teoremde Tablo 3.2 de verilen baz� desimasyon say�lar� için ispat
yap�lm�³t�r [2].
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Teorem 34. [2] p tek asal say�, q = pk , b0 = 1, i = 1, 2, ...,m olmak üzere
bi = b2m+1−i ve bis = (−1)i olsun. Burada bis indisleri mod 2m + 1 de de§er
almaktad�r. u0 = b0/2 = (p + 1)/2 ve i = 1, 2, ...,m olmak üzere ui = b2i olsun.
Bu durumda

h(x) = Trn

(
m∑

i=0

uix
p2ki+1

2
d

)
³eklinde tan�mlanan fonksiyonun

ĥ(λ) =
∑

x∈Fpn

ωh(x)+Trn(λx)

Walsh dönü³ümü
{

0,±p
n+k

2

}
de§erlerini al�r. λ de§eri Fpn sonlu cismini gezerken

ĥ(λ)'nin da§�l�m� a³a§�daki gibidir:

0 de§eri pn − pn−k defa
−p(n+k)/2 de§eri (pn−k − p(n−k)/2)/2 defa

p(n+k)/2 de§eri (pn−k + p(n−k)/2)/2 defa.

Teorem 35. [2] p tek asal say�, q = pk , b0 = 1, i = 1, 2, ...,m olmak üzere
bi = b2m+1−i ve bis = (−1)i olsun. Burada bis indisleri mod 2m + 1 de de§er
almaktad�r. u0 = b0/2 = (p + 1)/2 ve i = 1, 2, ...,m olmak üzere ui = b2i olsun.
Bu durumda

f(x) =
m∑

i=0

uix
(q2i+1)/2

1 < d < q2m+1 − 1 e³itsizli§indeki d say�s� a³a§�daki özellikleri sa§las�n.

(q(m+1)s + 1)d ≡ 2qh (mod q2m+1s − 1) , 0 ≤ h < 2m + 1

g(x) = f(xd) 'nin Walsh dönü³ümü
{

0,±p
n+k

2

}
de§erlerini al�r. λ de§eri Fpn

sonlu cismini gezerken ĝ(λ)'nin da§�l�m� a³a§�daki gibidir:

0 de§eri pn − pn−k defa
−p(n+k)/2 de§eri (pn−k − p(n−k)/2)/2 defa

p(n+k)/2 de§eri (pn−k + p(n−k)/2)/2 defa.
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Böylece Teorem 34 ve Teorem 35 ile Tablo 3.2'deki baz� desimasyon say�lar� da
ispatlanm�³t�r. Fakat a³a§�da verilen desimasyon say�lar� ve bu de§erlerle hesa-
planan çapraz-korelasyon de§erlerinin ispat� henüz verilmemi³tir. Bu yüzden di§er
bölümde, Tablo 3.2'deki baz� desimasyon de§erleri genelle³tirilmeye çal�³�lacak ve
baz�lar� içinde yeni bir gözlem verilecektir.

Tablo 3.3: Henüz �spatlanmayan Desimasyon Say�lar�
Sonlu Cisim s d

F35 2 7, 23, 35, 49
F37 2 61, 169
F39 2 547, 1667
F311 2 4921, 14641
F313 2 44287, 133103
F315 2 398581, 1194649
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4. ÇALI�MALARIMIZ

4.1 d = 481 durumu

Helleseth-Gong dizisi ve desimasyon ile elde edilmi³ dizinin korelasyon da§�l�m�n�
bulmak için SAGE kodu [22] kullan�lm�³t�r. Söz konusu korelasyon de§erleri
Tablo-3.3'den kolayl�kla elde edilebilir. Ara³t�rmalar�m�zda p = 3 için Tablo-
3.2'deki desimasyon de§erlerini do§rulad�k. Buna ek olarak p = 5, k = 1, n = 5

ve s = 2 iken d = 481 desimasyon de§erinin üç haneli bir Walsh dönü³ümüne
sahip oldu§unu gözlemledik.
d = 481 desimasyon de§eri [1] ve [2] nolu çal�³malarda yer almamaktad�r.
A³a§�da bu say�sal gözlemin teknik ispat� yap�lm�³t�r. Bunun yan� s�ra Tablo-
3.3 ve SAGE kodu [22] kullan�larak p = 3 durumunda yeni bir sonuç Gözlem
37'de sunulmu³tur.
Teorem 36. p = 5, k = 1, n = 5, s = 2 ve d = 481 olsun. i = 0, 1, 2, ...,m için
ui = (−1)i ve u0 = (p + 1)/2 olsun. Bu durumda

h(x) = Trn

(
2∑

i=0

uix
52i+1

2
481

)

fonksiyonunun

ĥ(λ) =
∑

x∈Fpn

ωh(x)+Trn(λx)
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Walsh dönü³ümü {0,±53} de§erlerini al�r. λ de§eri F55 sonlu cismini gezerken
ĥ(λ)'nin da§�l�m� a³a§�daki gibidir:

0 de§eri 55 − 54 = 2500 defa
−53 de§eri (54 − 52)/2 = 300 defa

53 de§eri (54 + 52)/2 = 325 defa.

�spat. F55 den F5'e tan�mlanan F (x) için
F (x) = Tr5(f(x481) + λx) = Tr5

(
2∑

i=0

uix
52i+1

2
481 + λx

)

olur. Buradan

h(x) + Tr5(λx) = Tr5(f(x481) + λx) = F (x)

sa§lan�r. Böylece

52i + 1

2
· 481 = 1 · 1 = 1 (mod 4)

oldu§undan r ∈ F5 için
F (rx) = rF (x)

sa§lan�r. Üstelik
F (x) = Tr5(u0x

481 + u1x
13·481 + u2x

313·481 + λx)

= Tr5(u0x
481 + u1x

5 + u2x
601 + λx)

olur. x'in 54 + 5 = 630uncu kuvvetini al�rsak,

F (x630) = Tr5(u0x
2 + u1x

26 + u2x
626 + λx630)

= Tr5(u0x
50+1 + u1x

52+1 + u2x
54+1 + λx54+5)
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elde edilir.
F (x630), F5 üzerinde bir kuadratik formdur. Lemma 31, Lemma 32 ve Lemma
33 kullan�larak ispat tamamlan�r.
Bu teknik Trachtenberg [6], Helleseth ve Gong [1]'un çal�³malar� sonucunda elde
edilmi³tir.

4.2 Gözlem

Gözlem 37. SAGE kodu [22] kullanarak p = 3 için a³a§�daki gözlem elde
edilmi³tir.

n = 2m + 1, n ≥ 5, u0 = (p + 1)/2 ve i = 1, 2, ...,m, olmak üzere ui = (−1)i ve
d = pn−2+1

p+1
olsun. Bu durumda

h(x) = Trn

(
m∑

i=0

uix
p2ki+1

2
d

)

³eklinde tan�mlanan fonksiyonun

ĥ(λ) =
∑

x∈Fpn

ωh(x)+Trn(λx)

Walsh dönü³ümü
{

0,±p
n+k

2

}
de§erlerini al�r. λ de§eri Fpn sonlu cismini gezerken

ĥ(λ)'nin da§�l�m� a³a§�daki gibidir:

0 de§eri pn − pn−k defa
−p(n+k)/2 de§eri (pn−k − p(n−k)/2)/2 defa

p(n+k)/2 de§eri (pn−k + p(n−k)/2)/2 defa.
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Not 38. [1] ve [2]'deki teknikleri kullanarak bu gözlemi ispatlamaya çal�³t�k.
�spata devam ederken elde edilen polinomun kuadratik form de§il daha yük-
sek dereceli bir polinom oldu§unu gördük. [1] ve [2]'de Walsh dönü³ümünün
da§�l�m�n�n hesaplanmas� kuadratik formlara dayanmaktad�r. Bu yüzden p = 5,
n = 5 ve d = 481 durumu için ispat verilmi³ ama buradaki yeni gözlemin ispat�
tamamlanamam�³t�r.

Örnek 39. p = 3, n = 5, s = 2 ve k = 1 alal�m. d = pn−2+1
pk+1

= 28
4

= 7 durumunu
inceleyelim. Bu durumda F35'den F3'e tan�mlanan F (x) için

F (x) = Trn
k (f(x7) + λx)

= Trn
k

(
m∑

i=0

uix
p2i+1

2
7 + λx

)

olur. n = (2m + 1)k ve n = 5 oldu§undan m = 2 bulunur. Ayr�ca

h(x) + Trn(λx) = Trk

(
Trn

k (f(x7) + λx)
)

= Trk (F (x))

sa§lan�r. Böylece
p2i + 1

2
· pn−2 + 1

pk + 1
=

(
p2i + 1

2

)
· (7) , i = 0, 1, 2

= 1 ( mod 3− 1)

olur.
p2ki + 1

2
·
(

pn−2 + 1

pk + 1

)
t = p2ki + 1 ( mod 35 − 1)

denkleminin

i = 0 için 7t ≡ 2 ( mod 242)

i = 1 için 35t ≡ 10 ( mod 242)

i = 2 için 287t ≡ 82 ( mod 242)

³artlar�n� sa§layan t say�s� 104'tür. Fakat t = 104 = 34 + 2 · 32 + 31 + 2 · 30

oldu§undan λx104 ifadesi kuadratik de§ildir.
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5. SONUÇ

Gong, Helleseth ve Hu; Helleseth-Gong dizisinin alt s�n�f� olan ve kayd�r�larak
elde edilen yeni dizinin Walsh dönü³ümü üzerine çal�³m�³lard�r. Bu dizinin Walsh
dönü³ümünün dolay�s�yla çapraz-korelasyonun 3 de§erli oldu§unu göstermi³ ve
henüz ispatlanamam�³ olan birçok desimasyon say�s� bulmu³lard�r.
Biz de bu tezde baz� say�sal hesaplamalar yapt�k ve bunlar�n sonucuna ba§l� olarak
ispatlanmas� için ba³ka baz� tekniklerin gerekli oldu§unu görerek bir tahmin
sunduk. Buna göre, d = 481 desimasyon say�s� için p = 5, k = 1, n = 5 ve
s = 2 iken bu da§�l�m�n 3 de§erli oldu§u ispatlanm�³t�r. Helleseth ve Gong'un
makalesinde verilen ispat� henüz bulunmayan desimasyon say�lar� ve farkl� sonlu
cisimlerdeki farkl� k, n ve s de§erleri için d de§erleri bulmak ve da§�l�mlar�n�
hesaplamak gelecek çal�³malar� olu³turacakt�r.
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A. Algoritma

A.1 p=3 için

"""Defining variables..."""
import fractions;

m=5;
p=3;
k=1;
n=(2*m+1)*k;
q=p^n;

Fq.<a>=GF(q,'a');

"2.234 - 23523e-10*I tipindeki sayiyi duzenlemek icin kullanilan kod"
def correct(value):

value = coerce( complex,value );
value = round( value.real, 4) + round( value.imag, 4)*I;
return value;

def u(i):
if i==0:

return coerce(int, (p+1)/2);
return (-1)^i;
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d_degerleri = [];
d_karaliste = [];

f = open("/home_palamut2/etilenbaev/hasan/3/degerler.txt", "r");
for line in f:

try:
d = coerce(int, line);
d_degerleri.append(d);

except:
print "degerler except";

f.close();

f = open("/home_palamut2/etilenbaev/hasan/3/karaliste.txt", "r");
for line in f:

try:
d = coerce(int, line);
d_karaliste.append(d);

except:
print "karaliste except";

f.close();

f = open("/home_palamut2/etilenbaev/hasan/3/d_son_hali.txt", "r");
try:

d = f.readline();
d = coerce(int, d);

except:
d = 1;

f.close();

if (d==1):
z = 1;
d_degerleri.append(d);
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f = open("/home_palamut2/etilenbaev/hasan/3/degerler.txt", "w");
f.write( coerce(str,d) );
f.write("\n");
while (d*p^z %(q-1) != d):

d_degerleri.append(d*p^z%(q-1));
f.write( coerce(str, d*p^z%(q-1)) );
f.write("\n");
z = z+1;

f.close();

d = (p^n+1)/(p^k+1);
z = 1;
d_degerleri.append(d);
f = open("/home_palamut2/etilenbaev/hasan/3/degerler.txt", "a");
f.write( coerce(str,d) );
f.write("\n");
while (d*p^z %(q-1) != d):

d_degerleri.append(d*p^z%(q-1));
f.write( coerce(str, d*p^z%(q-1)) );
f.write("\n");
z = z+1;

f.close();
d=2;

while (d<q):
if (fractions.gcd(d,q-1)!=1) or

(d in d_degerleri) or (d in d_karaliste):
d = d + 1;
continue;

print "d = ",d, "durumu:\n";
f = open("/home_palamut2/etilenbaev/hasan/3/d_son_hali.txt", "w");
f.write( coerce(str, d) );
f.close();

38



"""Defining h(x)..."""
def h(x):

sum = 0;
for i in range(m+1):

sum = sum + u(i)*x^( (p^(2*k*i)+1)*d/2 );
return sum.trace();

"""defining walsh transform"""
def h_head(lam):

sum = 0;
for x in Fq:

y = h(x)+(lam*x).trace();
y = coerce( int, coerce(str,y) );
sum = sum + exp(2*pi*I*( y )/p);

return sum;

print "\n tum degerler...\n";
h_head_values = [];
Unique_h_values = [];

for x in range(12):
value = h_head(a^x);
value = numerical_approx( value );
value = correct( value );
print value;
h_head_values.append(value);
for i in h_head_values:

if i not in Unique_h_values:
Unique_h_values.append(i);

if len(Unique_h_values)>3:
f = open("/home_palamut2/etilenbaev/hasan/3/karaliste.txt", "a");
f.write( coerce(str, d) );
f.write("\n");
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d_karaliste.append(d);
z = 1;
while (d*p^z % (q-1) != d ):

f.write( coerce(str, d*p^z % (q-1)) );
f.write("\n");
d_karaliste.append(d*p^z % (q-1));
z = z + 1;

f.close();
break;

else:
d_degerleri.append(d);
f = open("/home_palamut2/etilenbaev/hasan/3/degerler.txt", "a");
f.write( coerce(str, d) );
f.write("\n");

z = 1;
while (d*p^z % (q-1) != d ):

d_degerleri.append(d*p^z % (q-1));
f.write( coerce(str, d*p^z%(q-1)) );
f.write( "\n" );
z = z + 1;

f.close();
while (d in d_karaliste) or (d in d_degerleri):

d = d + 1;

A.2 p=5 için

"""Defining variables..."""
import fractions;
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m=2;
p=5;
k=1;
n=(2*m+1)*k;
q=p^n;

Fq.<a>=GF(q,'a');

"2.234-23523e-10*I tipindeki sayiyi duzenlemek icin kullanilan kod"
def correct(value):

value = coerce( complex,value );
value = round( value.real, 4) + round( value.imag, 4)*I;
return value;

def u(i):
if i==0:

return coerce(int, (p+1)/2);
return (-1)^i;

d_degerleri = [];
d_karaliste = [];

f =open("/home_palamut2/hasan/5/m=2/degerler.txt", "r");
for line in f:

try:
d = coerce(int, line);
d_degerleri.append(d);

except:
print "degerler except";

f.close();

f =open("/home_palamut2/hasan/5/m=2/karaliste.txt", "r");
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for line in f:
try:

d = coerce(int, line);
d_karaliste.append(d);

except:
print "karaliste except";

f.close();

f =open("/home_palamut2/hasan/5/m=2/d_son_hali.txt", "r");
try:

d = f.readline();
d = coerce(int, d);

except:
d = 1;

f.close();

if (d==1):
z = 1;
d_degerleri.append(d);
f = open("/home_palamut2/hasan/5/m=2/degerler.txt", "w");
f.write( coerce(str,d) );
f.write("\n");
while (d*p^z %(q-1) != d):

d_degerleri.append(d*p^z%(q-1));
f.write( coerce(str, d*p^z%(q-1)) );
f.write("\n");
z = z+1;

f.close();

d = (p^n+1)/(p^k+1);
z = 1;
d_degerleri.append(d);
f = open("/home_palamut2/hasan/5/m=2/degerler.txt", "a");
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f.write( coerce(str,d) );
f.write("\n");
while (d*p^z %(q-1) != d):

d_degerleri.append(d*p^z%(q-1));
f.write( coerce(str, d*p^z%(q-1)) );
f.write("\n");
z = z+1;

f.close();
d=2;

while (d<q):
if (fractions.gcd(d,q-1)!=1) or

(d in d_degerleri) or (d in d_karaliste):
d = d + 1;
continue;

print "d = ",d, "durumu:\n";
f = open("/home_palamut2/hasan/5/m=2/d_son_hali.txt", "w");
f.write( coerce(str, d) );
f.close();
"""Defining h(x)..."""
def h(x):

sum = 0;
for i in range(m+1):

sum = sum + u(i)*x^( (p^(2*k*i)+1)*d/2 );
return sum.trace();

"""defining walsh transform"""
def h_head(lam):

sum = 0;
for x in Fq:

y = h(x)+(lam*x).trace();
y = coerce( int, coerce(str,y) );
sum = sum + exp(2*pi*I*( y )/p);
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return sum;

print "\n tum degerler...\n";
h_head_values = [];
Unique_h_values = [];

for x in range(12):
value = h_head(a^x);
value = numerical_approx( value );
value = correct( value );
print value;
h_head_values.append(value);
for i in h_head_values:

if i not in Unique_h_values:
Unique_h_values.append(i);

if len(Unique_h_values)>3:
f = open("/home_palamut2/hasan/5/m=2/karaliste.txt", "a");
f.write( coerce(str, d) );
f.write("\n");
d_karaliste.append(d);
z = 1;
while (d*p^z % (q-1) != d ):

f.write( coerce(str, d*p^z % (q-1)) );
f.write("\n");
d_karaliste.append(d*p^z % (q-1));
z = z + 1;

f.close();
break;

else:
d_degerleri.append(d);
f = open("/home_palamut2/hasan/5/m=2/degerler.txt", "a");
f.write( coerce(str, d) );
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f.write("\n");

z = 1;
while (d*p^z % (q-1) != d ):

d_degerleri.append(d*p^z % (q-1));
f.write( coerce(str, d*p^z%(q-1)) );
f.write( "\n" );
z = z + 1;

f.close();
while (d in d_karaliste) or (d in d_degerleri):

d = d + 1;

A.3 p=7 için

"""Defining variables..."""
import fractions;

m=3;
p=7;
k=1;
n=(2*m+1)*k;
q=p^n;
Fq.<a>=GF(q,'a');
"2.234-23523e-10*I tipindeki sayiyi duzenlemek icin kullanilan kod"
def correct(value):

value = coerce( complex,value );
value = round( value.real, 4) + round( value.imag, 4)*I;
return value;

def u(i):
if i==0:

return coerce(int, (p+1)/2);
return (-1)^i;
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d_degerleri = [];
d_karaliste = [];

f = open("/home_palamut2/hasan/7/degerler.txt", "r");
for line in f:

try:
d = coerce(int, line);
d_degerleri.append(d);

except:
print "degerler except";

f.close();

f = open("/home_palamut2/hasan/7/karaliste.txt", "r");
for line in f:

try:
d = coerce(int, line);
d_karaliste.append(d);

except:
print "karaliste except";

f.close();
f = open("/home_palamut2/hasan/7/d_son_hali.txt", "r");
try:

d = f.readline();
d = coerce(int, d);

except:
d = 1;

f.close();
if (d==1):

z = 1;
d_degerleri.append(d);
f = open("/home_palamut2/hasan/7/degerler.txt", "w");
f.write( coerce(str,d) );
f.write("\n");
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while (d*p^z %(q-1) != d):
d_degerleri.append(d*p^z%(q-1));
f.write( coerce(str, d*p^z%(q-1)) );
f.write("\n");
z = z+1;

f.close();
d = (p^n+1)/(p^k+1);
z = 1;
d_degerleri.append(d);
f = open("/home_palamut2/hasan/7/degerler.txt", "a");
f.write( coerce(str,d) );
f.write("\n");
while (d*p^z %(q-1) != d):

d_degerleri.append(d*p^z%(q-1));
f.write( coerce(str, d*p^z%(q-1)) );
f.write("\n");
z = z+1;

f.close();
d=2;

while (d<q):
if (fractions.gcd(d,q-1)!=1) or

(d in d_degerleri) or (d in d_karaliste):
d = d + 1;
continue;

print "d = ",d, "durumu:\n";
f = open("/home_palamut2/hasan/7/d_son_hali.txt", "w");
f.write( coerce(str, d) );
f.close();
"""Defining h(x)..."""

def h(x):
sum = 0;
for i in range(m+1):

sum = sum + u(i)*x^( (p^(2*k*i)+1)*d/2 );
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return sum.trace();
"""defining walsh transform"""
def h_head(lam):

sum = 0;
for x in Fq:

y = h(x)+(lam*x).trace();
y = coerce( int, coerce(str,y) );
sum = sum + exp(2*pi*I*( y )/p);

return sum;

print "\n tum degerler...\n";
h_head_values = [];
Unique_h_values = [];

for x in range(12):
value = h_head(a^x);
value = numerical_approx( value );
value = correct( value );
print value;
h_head_values.append(value);
for i in h_head_values:

if i not in Unique_h_values:
Unique_h_values.append(i);

if len(Unique_h_values)>3:
f = open("/home_palamut2/hasan/7/karaliste.txt", "a");

f.write( coerce(str, d) );
f.write("\n");
d_karaliste.append(d);
z = 1;
while (d*p^z % (q-1) != d ):

f.write( coerce(str, d*p^z % (q-1)) );
f.write("\n");
d_karaliste.append(d*p^z % (q-1));
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z = z + 1;
f.close();
break;

else:
d_degerleri.append(d);
f = open("/home_palamut2/hasan/7/degerler.txt", "a");
f.write( coerce(str, d) );
f.write("\n");

z = 1;
while (d*p^z % (q-1) != d ):

d_degerleri.append(d*p^z % (q-1));
f.write( coerce(str, d*p^z%(q-1)) );
f.write( "\n" );
z = z + 1;

f.close();
while (d in d_karaliste) or (d in d_degerleri):

d = d + 1;

A.4 d=481 için

"""Defining variables..."""
import fractions;

m=2;
p=5;
k=1;
n=(2*m+1)*k;
q=p^n;

Fq.<a>=GF(q,'a');
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"2.234-23523e-10*I tipindeki sayiyi duzenlemek icin kullanilan kod"
def correct(value):

value = coerce( complex,value );
value = round( value.real, 4) + round( value.imag, 4)*I;
return value;

def u(i):
if i==0:

return coerce(int, (p+1)/2);
return (-1)^i;

d_degerleri = [];
d_karaliste = [];

d = 481;

"""Defining h(x)..."""
def h(x):

sum = 0;
for i in range(m+1):

sum = sum + u(i)*x^( (p^(2*k*i)+1)*d/2 );
return sum.trace();

"""defining walsh transform"""
def h_head(lam):

sum = 0;
for x in Fq:

y = h(x)+(lam*x).trace();
y = coerce( int, coerce(str,y) );
sum = sum + exp(2*pi*I*( y )/p);

return sum;
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print "\n tum degerler...\n";
h_head_values = [];
Unique_h_values = [];

for x in range(q-1):
value = h_head(a^x);
value = numerical_approx( value );
value = correct( value );
print value;
h_head_values.append(value);
for i in h_head_values:

if i not in Unique_h_values:
Unique_h_values.append(i);

if len(Unique_h_values)>3:
d_karaliste.append(d);
z = 1;
while (d*p^z % (q-1) != d ):

d_karaliste.append(d*p^z % (q-1));
z = z + 1;

break;

else:
d_degerleri.append(d);
z = 1;
while (d*p^z % (q-1) != d ):

d_degerleri.append(d*p^z % (q-1));
z = z + 1;
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