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OZET

Diziler sifreleme alaninda kullanilan énemli argiimanlardir. Iyi korelasyona sahip
dizilerin giiniimiizde bir¢cok uygulamasi vardir. Bu uygulamalarin bazilarinda
birden fazla kullanici1 tek bir iletigim kanalini kullanmaktadir. Helleseth ve Gong
tarafindan onerilen dizi ve bu dizinin kaydirilmasiyla elde edilen yeni dizinin
korelasyonunun 3 degerli dagilima sahip oldugu bilinmektedir. Literatiirdeki
caligmalar bu kaydirmali dizilerin 6zel olarak d (desimasyon) sayisi ile elde
edildigini gostermistir. Bu tezde Helleseth-Gong dizisinin hangi d degerleri icin 3
dagilima sahip oldugu incelenmisg, farklh d sayilar i¢in dagilimin 3 degerli oldugu
gosterilmistir. Bunlara ilaveten ispatlanmasi giic olan yeni bir gozlem ortaya
konmug ve SAGE kodu ile belirli boyutlar i¢in dogrulanmigtir. Bu yeni gozlemin
ispat1 icin farkli bir teknik gerekmektedir.

Anahtar Kelimeler: Otokorelasyon, capraz-korelasyon, m-dizileri, p-li diziler,
Walsh doniisiimii, Helleseth-Gong dizileri.
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Hasan DILEK

SOME RESULTS ON CORRELATIONS OF HELLESETH-GONG
SEQUENCES

ABSTRACT

Sequences are important arguments that uses in coding area however, not all of
the sequences, only the sequences which have low correlation distribution have
many appliances. In some of these appliances more than one user can connect
through the same connection channel. Helleseth and Gong found a sequence with
the function which they found and they showed that the decimation numbers’
correlation of these sequence have three distributions. Researches in the literature
showed that these decimation numbers are found specially with the d (decimation)
number. In this thesis, the author analyzed which of the Helleseth-Gong sequence
have three valued distributions and proved that the distribution can be three
valued distribution for the different d numbers. In addition, a new observation
which has a hard proof was found and its correctness proved by written SAGE
code. To prove of this observation, a different technique is needed.

Keywords: Autocorrelation, cross-correlation, m-sequences, p-ary sequences,
Walsh transform, Helleseth-Gong sequences.
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1. GIRIS

Bu boliimde, sonraki boliimlerde kullanilacak bazi temel matematiksel ifadeler
tanitilmaktadir. Burada verilen tiim tanimlar, teoremler ve kullanilan notasyonlar

i¢in 6] dan faydalamlmigtir. Bu béliimden itibaren

p ile bir asal say,

q ile p asal sayisinin bir pozitif kuvveti,

F, ile ¢ elemanli sonlu cisim,

F,m ile de IF, cisminin m. mertebeden bir sonlu genislemesi (m € ZT)

belirtilecektir.

1.1 1z Fonksiyonu

Tanmim 1. |6/ F =Fm ve K =F, olmak tzere F' den K ya

TTF/K(x):x+mq+:I:q2+~~+xq

seklinde tanwmlanan Try k. fonksiyonuna 1z fonksiyonu denir.



Ornek 2. K =F, ve ' =Fy =Fy(a), a® + a+ 1 = 0 olmak dizere Trp/x(v) =

x + 2% olup su degerleri verir:

Trpjg @ F K
0
0
1
1

N
NN
1 —
—
—

Ornek 3. K =F; =TFy(u), v? +u+1=0wve F =Fs =F4(3), B2+ F+u=0

olmak iizere Trp/r(x) = x + 2* olup su dejerleri verir:

Trpjg : F — K
0 — 0

1 — 0

U — 0
u+1 — 0
1G] — 1
g+1 — 1
B+u — 1
B+u+1 — 1
uf3 — u
ul + 1 —
uf +u —
uf+u+1 —
uB + 3 — u+1
ub+pB+1 +— u-+1
uB+04+u  — u+1
uB+04+u+1 — u+1



Ornek 4. K =F3 ve F = Fy; = Fs(a), &®4+2a+1 = 0 olmak tzere Trp/k(x) =

x4+ 23+ 2% olup su degerleri verir:

TT’F/K P — K
1 — 0
« — 0
a? — 2
a’ — 0
ot — 2
ad — 1
ab — 2
o’ — 2
B — 1
a’ — 0

alO —s 2
all — 2
0612 N 2
a13 — 0
Oél4 —s 0
ald — 1
@16 —— 0
0417 N 1
0418 —s 2
alt? — 1
OZQO N 1
0421 N 2
0422 —s 0
0423 N 1
a24 N 1
0625 N 1

Tanim 5. [6] [z fonksiyonunda deger kiimesi asal cisim olursa, yani K = F,

olursa, 1z fonksiyonuna mutlak i1z fonksiyonu denir.



Teorem 6. (6] [Iz Fonksiyonunun Temel Ozellikleri] F = Fyn ve K =T, olsun.

Buna gore

1. Her o, € F igin Trpx(a+ B) =Trpx(a) + Trp/x(8) dir.
2. Her ao€ F ve c € K igin Trpjg(ca) = cTrp/g(a) dir.

3. Iz dondisimd orten bir dondsimdiir.

4. Her a € K i¢in Trp/k(a) = ma dir.

5. Her a € F i¢in TTF/K(oﬂk) =Trp/k(a) dir (keN).

K bir sonlu cisim ve F' onun bir sonlu geniglemesi olsun. Her ikisi de K iizerinde
vektor uzaylandir. Bu teoremde verilen ilk iki 6zellik de Trp g nin F' den K ya
bir lineer doniisiim oldugunu soéyler. Hatta F' den K ya tiim lineer doniigtimler iz

fonksiyonu kullanilarak inga edilebilir [6].

1.2 Kuadratik Formlar

Tanim 7. (6] F,[z1, 2o, ...,2,] de derecesi 2 olan homojen polinoma veya 0
polinomuna F, dzerinde n bilinmeyenli kuadratik form denir. Eger q tek ise

F, tizerindeki herhangi f kuadratik formu ig¢in

n
f(.il]l,l’g, ,an) = E CLZ‘jQZi.CL’j , CLZ'J' = CL]‘Z'
ij=1

saglanir. Bu durumda f, a;j bilesenlerinden olusan n x n tipindeki A matrisiyle
iliskilendirilebilir. Bu A matrisine f’nin katsayilar matrisi denir. Tammaindan

dolayr AT = A olur. Yani A simetriktir. Ejer X, x1,...,x, parametrelerinden

olusan stitun vektori ise f, XTAX seklinde tansmlanabilir.

Ornek 8. [6] Fs tzerinde iki bilinmeyenli f(x1,x2) = 203 + 2129 + 23 kuadratik

form verilsin (ikili kuadratik form). f’nin katsayilar matrisi

t



olur. Buradan

2 3
XTAX = (ﬂ?l I‘Q) < 3 ) < zl ) = 2.1’% + T1T2 +I‘§ = f(xl,il?g)
2

olarak bulunur.

Ornek 9. F; dzerinde tanwml i¢ bilinmeyenli
f(z1, 29, 23) = 307 + 225 + 325 — 22129 — 27573

kuadratik form verilsin. f’nin katsayilar matrisi

3 -1 0
A= -1 2 -1
0O -1 3
olur. Buradan
3 —1 O T
XTAX = (ZEl,CL’Q,Ig) —1 2 -1 )
0O -1 3 T3

= 323 4225 + 323 — 21119 — 22973 = f (21, To, T3)

olarak bulunur. Ustelik A matrisinin rank: 3 diir.



2. DIZILER

2.1 Temel Ozellikler

Iletigim sistemindeki bircok uygulama icin 6nemli olan ve iizerinde calisilan prob-
lem, iyi korelasyon 6zellikleri olan diziler bulmaktir. p tek asal sayisi icin, periyodu
p"™ — 1 olan bircok p—li dizinin iyi korelasyon 6zelligi oldugu ve biiyiik lineer
karmagikhiga sahip oldugu gosterilmigtir [11,/12,|13,/14]. Kod-boliinmeli ¢oklu-
erigim sistemlerinde (code-division multiple-access-CDMA) iyi otokorelasyon ve
capraz korelasyon 6zellikli dizi kiimelerine ihtiyag¢ duyulur. Bu sebeple p—li dizi
ile m-dizisinin ¢apraz korelasyonu incelenmigtir [16}/17]. p’nin farkli degerleri
icin bu korelasyon dagiliminin kac¢ degerli oldugu bulunmustur |15} |18} |19).
Ideal otokorelasyonlu dizilerin senkronizasyon uygulamalar: énemlidir. Ornegin,
3G hiicresel iletigimdeki sinyaller, ilerleyen siirecte Gold dizi ¢iftlerinin capraz
korelasyon ozelligi yerine sadece m-dizilerinin Walsh doniigiimiiniin kullanildig:
“Gold Diziler Cifti” diye adlandirilacak ( [8]) 6zellikli bir ¢ift m-dizisinden olugur.

Bu tiir sinyal seti yapilarinda sadece ikinci seviye otokorelasyon dizilerinin
Walsh déniisiimiiniin 6zellikleri kullanilir. Ornegin kriptolojide, optimal ii¢ degerli
Walsh doniigiimlii fonksiyonlarin iyi kriptolojik 6zellikleri vardir [1,3]. Bu tiir

fonksiyonlar, Biikiik(bent) fonksiyonlarinin olugmasinda gorev alabilir.

Ikinci derece tekli otokorelasyon dizilerinde, herhangi bir “n” icin [10]'da detay-
lar1 goriilebilecek bircok yapi vardir. Ancak, ikinci derece otokorelasyonlu p-li
dizilerinde, alt alandaki yapilar kullanilmadan, herhangi bir tek p degeri icin

genel tek bir yapi vardir; m-dizileri.



Helleseth ve Gong, ii¢ degerli(ternary) ailede genellenen ideal ikinci seviye
otokorelasyonlu herhangi p(tek say1) degeri i¢in bir p-ary dizi yapisi olugtur-
muglardir [1]. Bu tiir dizilerde Helleseth-Gong dizilerine atif yapilir. m-dizileri ile
Helleseth-Gong dizilerinin desimasyonlar1 arasindaki ¢apraz korelasyon degerleri
bazi desimasyon sayilar: icin ii¢ degerli dagilima sahiptir. Bu yapilar 3. boliimde

detayli olarak incelenecektir.
Ornek 10. (u(t)) = (0,0,—1,0,—1,—1,—1,+1,41,0, =1, +1, —1) dizisi F =
{—1,0, 1} alfabesi kullanilarak tanimlanmas bir dizidir.
Ornek 11. 1’in ilkel 3.dereceden kiki w olmak izere
(u(t) = (1,1,0%1,0% w)

dizist F = {1,w,w?} alfabesi kullanilarak tansmlanmas bir dizidir.

Cogu zaman ikinci 6rnekte oldugu gibi diziler

(u(t) = (@) ve (v (1)) = (W)

seklinde kullamilir. Burada w, 1’in p. ilkel kokii ve a (t) ile b (¢) ise mod p’deki tam
sayilardir. Bu yiizden baz1 durumlarda diziyi (u (t)) yerine (a(t)) ile gosteririz.
Dolayisiyla Ornek ’de verilen dizimiz F = {1,w,w?} alfabesi yerine F’ =
{0,1, 2} alfabesi kullanmilarak (a (¢)) = (0,0,2,0,2,1) olarak ifade edilebilir.

Ornek 12. 2 — li(binary) dizi: Alfabemiz Fo den alinmissa 2-li veya binary dizi
denir. (0,1,1,0,0) bir ikili dizi érnegidir.

Ornek 13. 3 — lii(ternary) dizi: Alfabemiz Fs ten almmassa 3-li dizi denir.

(0,1,2,2,2,1,1,0,2) bir d¢li dizi érnegidir.
2.2 Dizilerin Korelasyonlari
Bu boélim boyunca periyodu n olan diziler ele alinacaktir. Verilen bir (u(t))

dizisinin periyodu her ¢ degeri icin

u(t +n) = u(t)



sartin saglayan en kiigiik pozitif n sayisidir. Periyodu n olan u(t) dizisi igin

u(t) = (ug,ug, -+, up)

- (U17U2,"' ,un)oo

gosterimleri kullanilacaktir. Burada verilen u(t) dizisi ilk n terim igin sonsuz defa
kendini tekrar etmektedir. Aksi soylenmedigi takdirde bu iki gosterim diziler igin

es anlamli olarak kullanilacaktir.

2.2.1 Capraz-korelasyon

Tanmm 14. (u(t)) ve (v (t)) birer n-periyodlu diziler olmak tzere bu iki dizinin

T kaydirmaly ¢apraz korelasyonu

[y

n—

Cup (1) = u(t+7)v(t)

<~+
Il
=)

seklinde tanimlanar.

Ornek 15. (u(t)) = (1,1,0 1,02, w) ve (v(t) = (w,w? 1,1,w,1) ise 7 = 1
kaydirmaly korelasyonu asagidaks gibidir:

n—1

Cuw (1) ZZu(t—Fl)m

t=0

=+ 1+ + 0+ = 3w

Baz1 caligmalarda islem kolayligi agisindan Tanim (14| yerine agagidaki korelasyon

tanium kullanilir.

Tamim 16. F, dzerinde taniml (a (t)) ve (b(t)) birer n-periyodlu diziler olmak

tizere bu ikt dizinin T kaydirmaly capraz korelasyonu

n—1

Cu v (7_) - Z wa(t+T)_b(t)

t=0

seklindedir. Burada w birtmin p. ilkel kokiidir.



Ornek 17. Ornek ’de verilen (u(t)) = (1,1,w? 1,w* w) yerine (a(t)) =
(0,0,2,0,2,1) ve (v(t)) = (w,w*1,1,w,1) yerine (b(t)) = (1,2,0,0,1,0)

alinarak T = 1 kaydirmaly ¢capraz korelasyon degeri

Ca,b (1) _ wa(tJrl)fb(t)
t=
= W+ + 1+’ +w’+u’

[=]
—_

o

= —3w

olarak bulunur.

2.2.2 Otokorelasyon

Tamim 18. Bir dizinin kendisi ile korelasyonuna otokorelasyon denir ve Cy,(T)
ile gosterilir. 0 < 7 <n —1 olmak dzere her T igin C,,(7) = —1 ise (u(t)) ideal

wkili otokorelasyona sahiptir denir.

Ornek 19. (u(t)) = (1,1,w? 1,w? w) ise 0 < 7 < 6 olmak tizere T kaydirmalr

otokorelasyon degerleri asagidaki gibidir:

T =1 4c¢cin:
n—1
:Zu t—|—1
t=0
=1+ twtw?+w?+w?
=4t +w+1
= 3w
=—-3w—-3
T =2 i¢in:
6—1

1414w+ w4+ w?

Cuw (2) =D u(t+2)u(t)
t=0
w2
2w? + 2w + 2
0



T =3 i¢in:

[=2]

-1

Cuu (3) u(t+3)u(t)

1]

+1l+l+wtwtw?

I
€
no

W2+ 2w+ 2

I
=N

T =4 icin:

6—1

Cuu (1) = u(t+4)u(t)

t=0
=W+ 1+1+w+w+?
=24 2w+2
=0

T =295 i¢in:

[=]

-1

Cuu (5) = u(t+5)u(t)
=0
= wtl+wt+uw?+wtw

= W H+dw+1

= 3w

elde edilir.

Cogu uygulamalarda hem otokorelasyonu hem de capraz korelasyonu "iyi" olan
dizi ailelerine ihtiyac duyulmaktadir. Ornegin F bir M elemanh n-periyodlu
diziler ailesi olsun:

F=({s;(t)}:i=1,2,.... M).

Bu durumda F ailesinin "iyi" olmasi i¢in otokorelasyonun mutlak degerlerinin en

biiyiigiiniin degerinin kii¢iik olmasi, yani

maks{C;; (1) : 7 # 0}

10



degerinin kiiciik olmas1 ve capraz korelasyonlarin mutlak degerinin en biiyiigiiniin

kiiciik olmasidir, yani
maks{C;; (t) 1 # j}

kiiciik olmasidir.

2.3 M-dizileri

Maksimal uzunluk dizileri veya m-dizileri uygulamalarda ve yeni dizileri olustur-

mada 6nemli rol oynamaktadirlar.
Tamim 20. m-dizisi periyodu n = ¢ — 1 ve alfabeleri F, cisminden olan lineer
dizidir.

e m-dizisinde ardigik m-lilerin hepsi mevcuttur (hepsi sifir olan m-li diginda).

e Herhangi bir m-dizisi derecesi m olan bir primitif polinom yardimi ile

indirgemeli bir gekilde elde edilebilir.

Ornek 21. Elemanlar Fy'e ait ve periyodu n = 3° — 1 = 26 olan bir m-dizisi

asagqidaki sekilde tanimlanabilir:

F3’te primitif olan f(x) = 23 + 2x + 1 polinomunu ele alalim ve bu polinomun

yardvma ile (s (t)) dizisi indirgemeli olarak su sekilde tanimlayalim
s(t+3)+2s(t+1)+s(t) =0(mod3)

veya
s(t+3)=s(t+1)+2s(t)(mod3)

alarak ve baslangi¢ degerlerini de (s (0),s(1),s(2)) = (0,0,2) secerek m—dizisini

elde ederiz:

(07 07 27 07 27 1727 27 1707 27 27 27 07 07 1707 1727 17 17 27 07 17 17 1>OO

m-dizilerinin tercih edilme sebebi olarak oncelikle agagidakiler verilebilir:

11



e iz doniigiimii ile bilinen bagka bir probleme kolayca doniigtiiriilebilmesi

e capraz korelasyon ve otokorelasyonunun nispeten daha kolay hesaplan-

masidir.

2.4 Desimasyon Ile Elde Edilmis Diziler

Tanim 22. Verilen bir (m(t)) dizisi ve herhangi bir pozitif d sayisi i¢in (m(dt))
olarak tanimlanan dizilere desimasyon tle elde edilmis diziler denir. Burada

verilen (m(t)) dizisinin elemanlary d kadar atlanarek alinmag olur.

Ornek 23. (s(t)) = (0,0,2,0,2,1,2,2,1,0,2,2,2,0,0,1,0,1,2,1,1,2,0,1,1,1)®

o (s(2t)) =1(0,2,2,2,1,2,2,0,0,2,1,0,1)>

(s(3t)) = (0,0,2,0,2,1,2,2,1,0,2,2,2,0,0,1,0,1,2,1,1,2,0,1,1, 1)
e (s(4t)) =(0,2,1,2,0,1,1,2,2,2,0,2,0)®
e (s(5¢)) =(0,1,2,1,1,1,2,0,0,1,1,0,1,0,2,1,2,2,2,1,0,0,2,2,0,2)>

o (s(6t)) =(0,2,2,2,1,2,2,0,0,2,1,0,1)~

o (s(7t)) =1(0,2,0,2,2,0,0,1,2,2,2,1,2,1,0,0,2,1,1,1,2,1)>

o (5(81)) =(0,1,0,1,2,0,0,2,2,1,2,2,2)®

e (s(9)) =(0,0,2,0,2,1,2,2,1,0,2,2,2,0,0,1,0,1,2,1,1,2,0,1,1, 1)
o (s(10t)) =(0,2,1,2,0,1,1,2,2,2,0,2,0)>

o (s(11)) = (0,2,0,2,2,0,0,1,2,2,2,1,2,0,1,0,1,1,0,0,2,1,1,1,2,1)>

o (s(12t)) =(0,2,1,2,0,1,1,2,2,2,0,2,0)>

(s(13t)) = (0,0)> elde edilir.
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Not 24. Dizinin periyodu n ile desimasyon degeri d aralarinda asal ise elde edien
{m (dt)} dizisinin periyodu yine n olur. Daha genel olarak e = obeb(d,n) olmak
tzere {m (dt)} dizisinin periyodu n/e olur. Dolaypisiyla e > 1 ise desimasyon

sonucunda daha kisa periyodlu diziler elde edilmis olur.

a, Fpnnin bir ilkel elemani olsun. m (t) = Tr} (o) periyodu p™ — 1 olan bir p-li
m-~dizisi olsun. Bu durumda m (dt + k) dizisi (d desimasyonuyla elde edilmis ve

k kadar kaydirilmig) ile m () nin ¢apraz korelasyonu su sekilde verilir:

pr—2

G (1) = Z W) m(dt+k)
t=0
pr—2

_ Z wm(t+7)7m(dt+k’)
t=0
pr—2

_ ZwTT(at+T)7TT(adt+k)
t=0

pr—2
_ Z wTr(oatJ” _adtJrk)
t=0

Yukarida m-dizilerinin capraz korelasyon hesabini yaparken
S (a’ b) _ Z wTT(az—bxd)
z€lF,

gibi bir iistel toplama rastladik.Bu toplami hesaplamak icin literatiirde bir ¢ok
yontem vardir. Bu caligmamiz sirasinda toplami hesaplamak icin Walsh doniigtimii

kullamilacaktir.
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2.5 Bir Dizinin Walsh Doniigtimii

Tamim 25. Fj. 'den F, 'ye tanimly f(x) ve A € Fpn igin f fonksiyonunun N daki

Walsh doniigtimai

f()\) _ Z wf(m)+Tr7,,()\m)

ZGFpn

seklinde tanimlanar.

Walsh doniigiimii kriptoloji alaninda ve sonlu cisimler iizerindeki dizilerin ingasi
ve analizinde énemli rol oynamaktadir. Tkili ve ikili olmayan diziler icin Walsh
doniiglimii, a(t) = f(a') seklinde tanimlanan p-li dizi ile b(t) = T'r,, (o) seklindeki

T

m-dizisi arasindaki capraz-korelasyonu belirler. A = —a™7 olmak iizere iki dizi

arasindaki 7 kaydirmali ¢apraz-korelasyon su sekilde bulunur:

pr—2
Ca,b<7—) _ Z wa(t+7’)fb(t)

t=0

g Z wf(aTat)_Trn(at)

€ Fyn\{0}

_ Z wf(:r)JrTrn(/\:r)
veFym\{0}

=~ 4 FN).

Dolayisiyla iki dizinin ¢apraz-korelasyonu icin ilk 6nce Walsh déniigiimiinii bulmak

hesaplamada biiyiik kolaylik saglamaktadir.
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3. HELLESETH-GONG DIZISI

3.1 Helleseth-Gong Fonksiyonu

Bu boliimde asagidaki notasyonlar kullanilacaktir.

p tek asal sayi,

e «, [F,n'nin primitif elemani,

o n=2m+ 1)k,

e 5,1 <s<2mveobeb(s,2m + 1) = 1 gartlarin1 saglayan bir tam say1,

° bo = 17 1= ]., 2, - olmak tizere bl = b2m+1—i ve bz‘s = (—1)1, (burada bis

indisleri mod 2m + 1 de deger almaktadir),
° up="by/2=(p+1)/2
e i =1,2,...,m olmak {izere u; = by; olsun.

Tanim 26. . dzerinde tanimlanan

fonksiyonuna Helleseth-Gong fonksiyonu denir.
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Lemma 27. [§] F,n tzerinde tanimlanan

m

1=0

fonksiyonu i¢in F), tzerinde taniml

s(t) = Tra(f(a'))

dizisi ideal otokorelasyona sahiptir.

Lemma 28. (5] F,n dzerinde tanimlanan

m

F(x) = g g O

=0

fonksiyonu i¢in F), idzerinde taniml

s(t) = Tra(f(a"))

dizisi ideal otokorelasyona sahiptir.

Yukaridaki lemmalarda s = 2 almirsa ¢ = 1,2,...,m i¢in by = u; = (—1)° ve

by = 2up = 1 olur. Burada baglangic degeri ug = (p + 1)/2’dir.

Sonug 29. [ ug = (p+1)/2 , u; = (=1)", i =1,2,...,m olsun. f(z) Lemma2]

veya Lemma deki gibt tamemlansin. Bu durumda IF), dzerinde tanimlanan

s(t) = Tra(f(a'))

dizisi ideal otokorelasyona sahiptir.

Lemma [27] ve Lemma [28| kullanilarak agagida verilen ideal otokorelasyona sahip
diziler elde edilebilir.
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Tablo 3.1: Ideal Otokorelasyona Sahip Bazi Diziler 2]

p n m UQUT -+ Uy, S
3 5) 2 212 1
3 ) 2 221 2
3 7 3 2122 1
3 7 3 2212 2
3 7 3 2221 3
3 9 4 21122 1
3 9 4 22121 2
3 9 4 21221 4
3 11 5) 211222 1
3 11 5) 221212 2
3 11 5) 222121 3
3 11 5 222112 4
3 11 5) 212221 5}
5) 5 2 314 1
) 5 2 341 2
) 7 3 3144 1
) 7 3 3414 2
5) 7 3 3441 3
7 5 2 416 1
7 5) 2 461 2

3.2 Helleseth-Gong Fonksiyonunun 3 Degerli Dagilima
Sahip Walsh Doniisiimii

Bu bolimdeki sonuclar ve ispatlar [1] ve [2] makalelerinden alinmig olup,

ispatlarda verilmeyen bazi gecisler daha agik hale getirilmigtir.

Teorem 30. [1] ug = (p+1)/2 , us = (—1) , i = 1,2, ....m, ve d € {1;—1}}

olsun. Bu durumda

m p2kiLq
h(ac) = TTn (Z Ui T 2+ d)
=0

seklinde tanwmlanan fonksiyonun

]%()\) _ Z wh(z)+Trn()\x)

I'E]Fpn

17



Walsh doniisimai {O, j:pnTHC} degerlerini alir. X degeri Fyn sonlu cismini gezerken

fz(A) ‘nin dagilima asagidaki gibidir:
0 degeri pt—pF defa
_p(n+k)/2 degjem' (pnfk _ p(nfk)/Z)/Q defa

ptR2 degeri (p"F + pn=h/2) /2 defa.

Teoremin ispati icin agagidaki tanim ve lemmalara ihtiya¢ duyulacaktir.

Ik 6nce d = IIZZE durumunu ispatlayalim. Daha sonra bu ispati kullanarak d = 1

durumu ispatlanabilir.

Fpn’den F,’ya tanimlanan F(z) icin

olur ve

h(z) 4+ Tro(Ax) = Try (Tri(f(z?) + Az))
=Try, (F(zx))

saglanir. Boylece

2 pF+1 2 pF+1
1-1

1 (' mod p* —1).

oldugundan r € F,» i¢in
F(rz) =rF(x)
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saglanir. Ayrica n/k tek oldugundan obeb(g::mn — 1) =1 olur. Ustelik

2
=p* 41 (mod p" — 1)

2

(Pt +1) = )

oldugundan

F(ypk“) =T <Z uinQki'f'l + )\yp’“ﬂ)

=0

saglanir. Simdi ¢ = p* olsun ve Q(y) asagidaki gibi tamimlansin. Bu takdirde
Oa(y) = F(y™)
= Trn (Z wy® )\qu)
=0

n/k
olur. y = Zyiai olarak tamimlayalim. Burada oy, ag, ..., oy Fpr 'nin Fp
i=1

iizerindeki tabanidir. Iz déniigiim fonksiyonunun &zelliginden agf‘j) € [F,» olmak

tizere Q\(y) = Za%)yiyj yazilabilir. Bu bilgiler kullamlarak asagidaki lemma
.3

verilebilir.

Lemma 31. [1,|5,4] k|n ve ¢ = p* olmak dizere Q(y), F, dzerinde tanwmly bir

kuadratik form olsun. ¢ = p* , p n/k degiskenli rank ve r, F, 'da karesel olmayan

bir eleman olsun. Bu durumda

1 Tre(Q()) Tri(rQ(y))
s=1{ 3 w3 um

yEFpn yG]Fpn
seklinde tanimlanirsa
g 0 eger p tek ise
| piE eger p cift ise

olur.
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Lemma 32. [I] F, uzerinde Qx(y) kuadratik formun n/k degiskenli ranks p,
sadece n/k, n/k — 1 veya n/k — 2 degerlerini alabilir.

Ispat. Q,(y)nin p ranki hesabinda z € F ok = Fgami1 ve her y € Fgamir igin

Qx(y +2) = Q\(y)

denkleminin ¢éziim sayisinin ¢/*~? oldugunu belirlemeliyiz.

Bunun icin agagidaki gozlemi yapabiliriz.

QY +2)=Q\(y) &

1=0 1=0

Bu ifade

Try (Z w24y ) F Ay +y) w4 Azq“) =0

=0 =0

esitligine denktir. Buradan

TTZ <y (Z ui(zqﬂi i Zq2z') + )\qflzqfl + )\Zq> + Zuizqziﬂ + )\Zq+1> -0
i=0

1=0

elde edilir. Eger bu esitlik her y € F2m+1 icin saglanirsa

L(z) = Z ui(zq% + zq%) AT e
=0
0
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ve

Try. (Z w2 4 /\zq“) =0

1=0

olmalidir. Burada 2. denklem, 1. denklemin 7r}!(2L(z)) doniigiimiiyle elde edilir.

Dahas1 1. denklemi kullanarak,

L(z)+ (L) = Sug(z9 " 4 28%) 4 A0 207 4 A0
1=0
+ Z uz( —2i42 + 2z+2) + )\qzq + )\q Zq

= Z i+ Ui 1)zq2i +ugz + U2 N 2T 2

Z (Ui + Uis1)20 "+ Uzt " upz? + N2 N 20

2m—+2 1

= (u1 + 10)2% 4 gz + U2 AT 20 N2
F(ur + )2+ Um2® gz 4 N2 4 AT T
elde edilir. Bu e§1thk 2ug +u; = 0 ve her z € ]Fq2m+1 IQIH Zq2m+l =z Oldugundan

= A2 (2ug ) (2 4 27) A (2 + A X)) 2 A2
— N7 (2Up, + A+ AT)27 + PUPLE

haline doniigiir. Bu yiizden L(z)’nin sifirlar ile

P(z) = L(z)* + (L(2))"
= Az 4 (2, + A+ M) 20 4 AT

denkleminin sifirlar1 aymidir. Bu P(z)’nin sifirlar1 F2’de boyutu en fazla 2 olan
bir vektor uzayidir. n/k tek oldugundan, P(z)nin ¢6ziim uzaynn F,’daki boyutu
da en fazla 2’dir (Trachtenberg [4]). Boylece n/k—p < 2 olur ve @, (y) kuadratik

formun p ranki, sadece n/k, n/k — 1 veya n/k — 2 degerlerini alabilir. m
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Lemma 33. [10] Fyn'den F, ’ye tanwmls herhangi bir f(x) ve A € Fpn igin f

fonksiyonunun XN daki Walsh doniisimii

f()\) _ Z wf(m)+Trn()\z)

wGFpn

olmak tzere

> fy=p
z€Fyn

ve

esitlikleri saglanr.

Teorem [30’un ispate. r,F,. 'da karesel olmayan bir eleman olsun. Bu durumda
n/k tek oldugundan r, F, ’da karesel olmayan bir eleman olur. Q(y), F, iizerinde
tamiml bir quadratik form olsun. ¢ = p* , p n/k degiskenli rank ve r, F,» 'da da

karesel olmayan bir elemandar.

obeb(q+1,¢"*F —1) =2

oldugundan y, Fn"i gezerken, y?™ ve ry?™ F,.’i iki defa gezer.

F(rz) =rF(x)
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oldugundan

}Al(/\) _ Z wh(:v)+Trn,(>\a:)

J?EFPTL

= Y W)

CCE]Fpn

_ 1 S WIREG) o § T En)
2

yEFn yEF n
S I PG SR
2 yEFpn yEFpn

sonucu elde edilir. Lemma [32]den @, (y) kuadratik formun p ranki, sadece n/k,
n/k — 1 veya n/k — 2 degerlerini alabiliyordu. Bu yiizden Lemma den il(/\),
{O, :I:pnTM} degerlerini alir.

Boylece Lemma [31]i kullanarak ispat tamamlanir.
d =1 ve s = 2 durumu i¢in iistte yaptigimiz ispatta

F(x) =Tr}(f(z) + A\x)
Qx(y) = F(y°)

= Trh (Z uy® 4 )\y2>

=0

degigikliklerini yapmamiz yeterli olacaktir. Buradaki @,(y) kuadratik formun

rankini bulmak i¢in

Az 4 (=1)"2 4+ Az =0

denkleminin F n/r’daki ¢oztimlerin sayisin1 bulmamiz gerekir. Buradan da rankin

en fazla 2 oldugunu elde ederiz. Boylece teorem d = 1 i¢inde dogrudur. m
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Agagidaki tabloda Helleseth ve Gong Teorem [30]daki bulduklari desimasyon
sayilarina ilave olarak, deneysel olarak elde ettikleri 3 dagihma sahip Walsh

doniigiimii veren desimasyon sayilari vermiglerdir.

Tablo 3.2: Deneysel Sonuglar [1]
Sonlu Cisim | s d
B 1,49, 61
3 7,23,35,49
1,391
61,169
1,439
1,3361
547,1667
1,3937
1,29767
4921, 14641
1,34571
1,35431
1,31639
1, 266449
44287,133103
1,307105
1, 318865
1,311105
1,284701
1,2393671
398581, 1194649
1,2869783
1,2449831

]F37

]FSQ

Fgll

]F313

F315

N RN RO OUER WN RO WN RN FEWND PN

Takip eden iki teoremde Tablo 3.2 de verilen baz1 desimasyon sayilari icin ispat

yapilmigtir [2].
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Teorem 34. [2] p tek asal sayr, ¢ = p* , by = 1, i = 1,2,....m olmak iizere
b; = bamyi1-i ve by = (=1)" olsun. Burada by, indisleri mod 2m + 1 de dejer

almaktadir. ug = bo/2 = (p+1)/2 ve i = 1,2,...,m olmak tizere u; = by; olsun.

m 2ki
h(z) =Tr, (Z " 2+1d>
=0

seklinde tanvmlanan fonksiyonun

Bu durumda

iL(/\) _ Z M@+ Trn(Ax)

$E]Fpn

Walsh doniisimai {O, :l:pnTHc} degerlerini alir. X degeri Fyn sonlu cismini gezerken

h(\) ’'nin dagilime asagidaki gibidir:

0 degeri pt—pnk defa
(n+k)/2 - degeri (p"k — pn=h)/2) /9 defa
(n+R)/2 - degeri (pF 4 pn=h/2y /2 defa.

—-p
p

Teorem 35. (2 p tek asal sayr, ¢ = p* , by = 1, i = 1,2,...,m olmak fizere
bi = bomi1-i ve by, = (=1)" olsun. Burada b;, indisleri mod 2m + 1 de deger
almaktadr. uy = by/2 = (p+1)/2 ve i = 1,2,...,m olmak tzere u; = by; olsun.

Bu durumda

=0
1 <d< ¢®t — 1 esitsizligindeki  d sayst asaqdaki ozellikler: saglasin.
(¢ + 1)d = 2¢" (mod ®™ ™ —1) ,0<h<2m+1

g(z) = f(z?) ‘nin Walsh déndisimii {O, j:p%} degerlerini alir. N degeri Fpyn

sonlu cismini gezerken §(\)’nin dagilims asagudaki gibidir:

0 degeri pt—p"t defa
_p(n+k)/2 deg’eri (pn—k _ p(n—k)/Q)/Q defa
P2 degeri (" +p" ) /2 defa.
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Béylece Teorem [34] ve Teorem [35] ile Tablo 3.2’deki bazi desimasyon sayilar: da
ispatlanmistir. Fakat agagida verilen desimasyon sayilar1 ve bu degerlerle hesa-
planan ¢apraz-korelasyon degerlerinin ispati heniiz verilmemistir. Bu yiizden diger
boliimde, Tablo 3.2’deki baz1 desimasyon degerleri genellegtirilmeye ¢aligilacak ve

bazilar i¢inde yeni bir gozlem verilecektir.

Tablo 3.3: Heniiz Ispatlanmayan Desimasyon Sayilari

Sonlu Cisim | s d
Fas 2 7,23,35,49
7 2 61,169
Fao 2 547,1667
Fau 2 4921, 14641
Fas 2 | 44287,133103
Fais 2 | 398581, 1194649
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4. CALISMALARIMIZ

4.1 d =481 durumu

Helleseth-Gong dizisi ve desimasyon ile elde edilmig dizinin korelasyon dagilimini
bulmak i¢in SAGE kodu [22] kullanilmigtir. S6z konusu korelasyon degerleri
Tablo-3.3’den kolaylikla elde edilebilir. Aragtirmalarimizda p = 3 icin Tablo-
3.2’deki desimasyon degerlerini dogruladik. Buna ek olarak p =5, k =1, n =5
ve s = 2 iken d = 481 desimasyon degerinin ii¢ haneli bir Walsh doniisiimiine

sahip oldugunu gézlemledik.

d = 481 desimasyon degeri [1| ve [2|] nolu caligmalarda yer almamaktadir.
Asagida bu sayisal gozlemin teknik ispati yapilmigtir. Bunun yani sira Tablo-
3.3 ve SAGE kodu [22| kullanilarak p = 3 durumunda yeni bir sonu¢ Gozlem
B7Tde sunulmustur.

Teorem 36. p =5, k=1, n=0>5,s=2wved=481 olsun. 1 = 0,1,2,....m i¢in
u; = (—1)" ve ug = (p+1)/2 olsun. Bu durumda

521

2 ,
hz)=Tr, <Z w;T 2+1481>
i=0

fonksiyonunun

}Al(/\) — Z wh(a:)+Tr7L(>\a:)

$6Fpn
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Walsh doniisiimii {0,453} degerlerini alir. X degeri Fss sonlu cismini gezerken

h(X) min dagilima asagidaki gibidir:

0 degeri 5> —5% = 2500 defa
—5%  degeri  (5* —5%)/2 =300 defa
5% degeri  (5*+5%)/2 =325 defa.

Ispat. Fss den Fy'e tammlanan F(x) icin

521

2 )
F(z) = T7°5<f(x481) + Az) =Tr; (Z ur 1481 I )\l‘)

=0

olur. Buradan

h(z) + Trs(Az) = Trs(f(2*') + \z) = F(x)

saglanir. Boylece

5% 4 1
il 481 =1-1=1 (mod 4)

oldugundan r € Fj5 icin
F(rz) =rF(x)

saglanir. Ustelik

F(l’) — T’I"5(U,Q$481 + u1x13~481 + u2x313~481 + )\fL‘)

= Trs(uor™ + u2® + upr™! 4+ A1)
olur. #’in 5* + 5 = 630uncu kuvvetini alirsak,
F(2%%) = Trs(ugz® + uy 2 + uga®® 4+ A\z%%)
_ Tr5(u0x50+1 + u1$52+1 + uQx54+1 + )\x54+5)
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elde edilir.

F(2%9), T iizerinde bir kuadratik formdur. Lemma [31) Lemma |32| ve Lemma
kullanilarak ispat tamamlanir. m

Bu teknik Trachtenberg [6], Helleseth ve Gong |1]'un ¢aligmalar: sonucunda elde

edilmigtir.

4.2 Gozlem

Gozlem 37. SAGE kodu [22] kullanarak p = 3 i¢in asaqudaki gizlem elde

edilmistir.

n=2m+1,n>5u={pP+1)/2vei=1,2,..,m, olmak iizere u; = (—1)" ve

d _ pn—2+1

olsun. Bu durumda
p+1

m 2ki
h(x) =Tr, (Z wx” 2+1d>

seklinde tanimlanan fonksiyonun

IAI()\) _ Z wh(w)+Trn()\m)

Z’EFP’!L

Walsh diniistimi {O, ip%k} degerlerini alur. X degeri Fyn sonlu cismini gezerken

h(X) 'min dagilvma asagidaki gibidir:

0 degeri pt—p Tk defa
(n+R)/2 - degeri (p"F — p(=RI/2) 19 defa
(ntk)/2 Jeders (p"* 4+ p=h)/2) /2 defa.

—-Pp
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Not 38. |1 ve [2]deki teknikleri kullanarak bu gézlemi ispatlamaya ¢aligtik.
Ispata devam ederken elde edilen polinomun kuadratik form degil daha yiik-
sek dereceli bir polinom oldugunu qgordik. |1 ve [2]'de Walsh donisiminin
dagilimanin hesaplanmast kuadratik formlara dayanmaktadir. Bu yiizden p = 5,
n =>5ve d=481 durumu icin ispat verilmis ama buradaki yeni gozlemin ispats

tamamlanamamastar.

Ornek 39. p=3,n=5,s=2vek =1 alalum. d = p;;_ﬁl = % =7 durumunu

inceleyelim. Bu durumda F3s 'den Fs’e tanimlanan F(x) i¢in

F(z) = Tr(f(z") + \z)

m 24
=Tr; (Z 0 s aa )\x>
i=0

olur. n = (2m + 1)k wve n =5 oldugundan m = 2 bulunur. Ayrica

h(z) + Tr,(Ax) = Try (Trip(f(z") + Ax))
=Tr, (F(zx))

saglanir. Béylece

5 )-(7), i=0,1,2

p2i+1_p"_2+1 ¥+ 1
2 pF+1
=1 (mod3—1)
olur. ok 2,
et 41 P+ i 5
. t=p"+1 d3’—1
5 (p’“—i—l) p+1 (mo )
denkleminin

i =0 igin t=2  (mod 242)
v =1 igin 35t =10 ( mod 242)
i=2icin  28Tt=82 ( mod 242)

sartlariny saglayan t sayst 104°tir. Fakat t = 104 = 3* +2-32 + 31 +2.3°
oldugundan \z'°* ifadesi kuadratik degildir.
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5. SONUC

Gong, Helleseth ve Hu; Helleseth-Gong dizisinin alt sinifi olan ve kaydirilarak
elde edilen yeni dizinin Walsh doniigiimii iizerine ¢calismiglardir. Bu dizinin Walsh
doniigiimiiniin dolayisiyla capraz-korelasyonun 3 degerli oldugunu gostermis ve

heniiz ispatlanamamig olan bir¢ok desimasyon sayisi bulmuglardir.

Biz de bu tezde bazi sayisal hesaplamalar yaptik ve bunlarin sonucuna baglh olarak
ispatlanmas: i¢in bagka bazi tekniklerin gerekli oldugunu goérerek bir tahmin
sunduk. Buna gore, d = 481 desimasyon sayisi i¢cin p = 5, k = 1, n = 5 ve
s = 2 iken bu dagilimin 3 degerli oldugu ispatlanmigtir. Helleseth ve Gong’'un
makalesinde verilen ispat1 heniiz bulunmayan desimasyon sayilari ve farkh sonlu
cisimlerdeki farkli k£, n ve s degerleri icin d degerleri bulmak ve dagilimlarim

hesaplamak gelecek caligmalar: olugturacaktir.
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A. Algoritma

A.1 p=3icin

"""Defining variables..."""

import fractions;

n=(2*xm+1) xk;
q=p'n;

Fq.<a>=GF(q,’a’);

"2.234 - 23523e-10*I tipindeki sayiyi duzenlemek icin kullanilan kod"

def correct(value):

value = coerce( complex,value );

value = round( value.real, 4) + round( value.imag, 4)*I;

return value;

def u(i):
if i==0:
return coerce(int, (p+1)/2);

return (-1)-1i;
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;
1;

d_degerleri

d_karaliste

f = open("/home_palamut2/etilenbaev/hasan/3/degerler.txt", "r");
for line in f:
try:
d = coerce(int, line);
d_degerleri.append(d);
except:
print "degerler except";
f.close();

f = open("/home_palamut2/etilenbaev/hasan/3/karaliste.txt", "r");
for line 1in f:
try:
d = coerce(int, line);
d_karaliste.append(d);
except:
print "karaliste except";
f.close();

f = open("/home_palamut2/etilenbaev/hasan/3/d_son_hali.txt", "r");

try:
d = f.readline();
d = coerce(int, d);
except:
d =1,
f.close();
if (d==1):
z =1,

d_degerleri.append(d) ;
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f = open("/home_palamut2/etilenbaev/hasan/3/degerler.txt", "w");
f.write( coerce(str,d) );
f.write("\n");
while (d*p~z %(q-1) != d):
d_degerleri.append(d*p~z%(q-1));
f.write( coerce(str, d*p~z%(q-1)) );
f.write("\n");
z = z+1;

f.close();

d = (p~n+1)/(p~k+1);

z =1,

d_degerleri.append(d);

f = open("/home_palamut2/etilenbaev/hasan/3/degerler.txt", "a");

f.write( coerce(str,d) );

f.write("\n");

while (dxp~z %(q-1) != d):
d_degerleri.append(d*p~z%(q-1));
f.write( coerce(str, d*p~z%(g-1)) );
f.write("\n");
z = z+1;

f.close();

d=2;

while (d<q):
if (fractions.gecd(d,q-1)!=1) or
(d in d_degerleri) or (d in d_karaliste):

d=d+1;
continue;

print "d = ",d, "durumu:\n";

f = open("/home_palamut2/etilenbaev/hasan/3/d_son_hali.txt", "w");

f.write( coerce(str, d) );

f.close();

38



"""Defining h(x)..."""
def h(x):
sum = O;
for i in range(m+1):
sum = sum + u(i)*x~( (p~(2xk*x1i)+1)*d/2 );

return sum.trace();

"""defining walsh transform"""
def h_head(lam):
sum = O;

for x in Fq:

h(x)+(lam*x) .trace();

coerce( int, coerce(str,y) );
sum = sum + exp(2*pi*Ix( y )/p);

return sum;

print "\n tum degerler...\n";
h_head_values = [];

Unique_h_values = [];

for x in range(12):
h_head(a"x) ;

value

value = numerical_approx( value );

value = correct( value );

print value;
h_head_values.append(value);
for i in h_head_values:
if 1 not in Unique_h_values:
Unique_h_values.append(i);
if len(Unique_h_values)>3:
f = open("/home_palamut2/etilenbaev/hasan/3/karaliste.txt", "a");
f.write( coerce(str, d) );

f.write("\n");
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d_karaliste.append(d);
z =1,
while (d*p~z % (g-1) '=d ):
f.write( coerce(str, d*p~z % (q-1)) );
f.write("\n");
d_karaliste.append(d*p~z % (q-1));
z =z +1;
f.close();

break;

else:
d_degerleri.append(d);
f = open("/home_palamut2/etilenbaev/hasan/3/degerler.txt", "a");
f.write( coerce(str, d) );

f.write("\n");

z =1,

while (dxp~z % (q-1) !'=d ):
d_degerleri.append(d*p~z % (q-1));
f.write( coerce(str, d*p~z%(q-1)) );
f.write( "\n" );
z =2z +1;

f.close();

while (d in d_karaliste) or (d in d_degerleri):
d=4d+ 1;

A.2 p=5icin

"""Defining variables...'""

import fractions;
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m=2;

p=5;

k=1;
n=(2*m+1) *k;
q=p~n;

Fq.<a>=GF(q,’a’);

"2.234-23523e-10*I tipindeki sayiyi duzenlemek icin kullanilan kod"
def correct(value):

value = coerce( complex,value );

value = round( value.real, 4) + round( value.imag, 4)*I;

return value;

def u(i):
if 1==0:
return coerce(int, (p+1)/2);

return (-1)"1i;

1;
(;

d_degerleri

d_karaliste

f =open("/home_palamut2/hasan/5/m=2/degerler.txt", "r");
for line in f:
try:
d = coerce(int, line);
d_degerleri.append(d);
except:
print '"degerler except";
f.close();

f =open("/home_palamut2/hasan/5/m=2/karaliste.txt", "r");

41



for line in f:
try:
d = coerce(int, line);
d_karaliste.append(d);
except:
print "karaliste except";

f.close();

f =open("/home_palamut2/hasan/5/m=2/d_son_hali.txt", "r");

try:
d = f.readline();
d = coerce(int, d);
except:
d =1,
f.close();
if (d==1):
z =1;

d_degerleri.append(d);
f = open("/home_palamut2/hasan/5/m=2/degerler.txt", "w");
f.write( coerce(str,d) );
f.write("\n");
while (d*p~z %(q-1) !'= d):
d_degerleri.append(d*p~z%(q-1));
f.write( coerce(str, dxp~z%(q-1)) );
f.write("\n");

z = z+1;
f.close();
d = (p7n+1)/(p~k+1);

z =1;
d_degerleri.append(d) ;
f = open("/home_palamut2/hasan/5/m=2/degerler.txt", "a");
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f.write( coerce(str,d) );
f.write("\n");
while (d*p~z %(q-1) !'= d):
d_degerleri.append (d*p~z%(q-1));
f.write( coerce(str, dxp~z%(q-1)) );
f.write("\n");
z = z+1;
f.close();
d=2;

while (d<q):
if (fractions.gcd(d,q-1)!=1) or
(d in d_degerleri) or (d in d_karaliste):
d=4d+1;
continue;
print "d = ",d, "durumu:\n";
f = open("/home_palamut2/hasan/5/m=2/d_son_hali.txt", "w");
f.write( coerce(str, d) );
f.close();
"""Defining h(x)..."""
def h(x):
sum = O;
for i in range(m+1):
sum = sum + u(i)*x~( (p~(2*k*i)+1)*d/2 );

return sum.trace();

"""defining walsh transform"'""
def h_head(lam):

sum = O;

for x in Fq:

y

h(x)+(lam*x) .trace();

coerce( int, coerce(str,y) );

sum = sum + exp(2*pi*Ix( y )/p);
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return sum;

print "\n tum degerler...\n";
h_head_values = [];

Unique_h_values = [];

for x in range(12):
h_head(a~x) ;

value

value = numerical_approx( value );

correct( value );

value
print value;
h_head_values.append(value);
for i in h_head_values:
if i not in Unique_h_values:
Unique_h_values.append(i);
if len(Unique_h_values)>3:
f = open("/home_palamut2/hasan/5/m=2/karaliste.txt", "a");
f.write( coerce(str, d) );
f.write("\n");
d_karaliste.append(d);
z =1,
while (dxp~z % (gq-1) !'=d ):
f.write( coerce(str, d*p~z % (g-1)) );
f.write("\n");
d_karaliste.append(d*p~z % (q-1));

z =z +1;
f.close();
break;

else:
d_degerleri.append(d);
f = open("/home_palamut2/hasan/5/m=2/degerler.txt", "a");

f.write( coerce(str, d) );
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f.write("\n");

z =1,

while (d*p~z % (g-1) !'=d ):
d_degerleri.append(d*p~z % (q-1));
f.write( coerce(str, d*p~z%(q-1)) );
f.write( "\n" );
z =2z +1;

f.close();

while (d in d_karaliste) or (d in d_degerleri):
d=d+ 1;

A.3 p=T7icin

"""Defining variables...'""

import fractions;

m=3;

p=7;

k=1;

n=(2*m+1) *k;

qQ=p°n;

Fq.<a>=GF(q,’a’);

"2.234-23523e-10*I tipindeki sayiyi duzenlemek icin kullanilan kod"
def correct(value):

value = coerce( complex,value );

value = round( value.real, 4) + round( value.imag, 4)*I;

return value;
def u(i):
if 1==0:
return coerce(int, (p+1)/2);

return (-1)"1i;
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(1;
;

d_degerleri

d_karaliste

f = open("/home_palamut2/hasan/7/degerler.txt", "r");
for line in f:
try:
d = coerce(int, line);
d_degerleri.append(d);
except:
print '"degerler except";
f.close();

f = open("/home_palamut2/hasan/7/karaliste.txt", "r'");
for line in f:
try:
d = coerce(int, line);
d_karaliste.append(d);
except:
print "karaliste except";
f.close();
f = open("/home_palamut2/hasan/7/d_son_hali.txt", "r");

try:

d = f.readline();

d = coerce(int, d);
except:

d =1,
f.close();
if (d==1):

z =1,

d_degerleri.append(d);
f = open("/home_palamut2/hasan/7/degerler.txt", "w");
f.write( coerce(str,d) );

f.write("\n");
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while (d*p~z %(g-1) !'= d):
d_degerleri.append(d*p~z%(q-1));
f.write( coerce(str, d*p~z%(g-1)) );
f.write("\n");

z = z+1;
f.close();
d = (p7n+1)/(p~k+1);
z =1,

d_degerleri.append(d);
f = open("/home_palamut2/hasan/7/degerler.txt", "a");
f.write( coerce(str,d) );
f.write("\n");
while (dxp~z %(q-1) != d):
d_degerleri.append(d*p~z%(q-1));
f.write( coerce(str, d*p~z%(gq-1)) );
f.write("\n");
z = z+1;
f.close();
d=2;
while (d<q):
if (fractions.gcd(d,q-1)!=1) or
(d in d_degerleri) or (d in d_karaliste):

d=d+ 1;
continue;
print "d = ",d, "durumu:\n";

f = open("/home_palamut2/hasan/7/d_son_hali.txt", "w");

f.write( coerce(str, d) );

f.close();
"""Defining h(x)..."""
def h(x):
sum = O;

for i in range(m+1):

sum = sum + u(i)*x~( (p~(2xk*xi)+1)*d/2 );
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return sum.trace();
"""defining walsh transform"""
def h_head(lam):

sum = O;

for x in Fq:

h(x)+(lam*x) .trace();

coerce( int, coerce(str,y) );
sum = sum + exp(2*pi*I*x( y )/p);

return sum;
print "\n tum degerler...\n";
h_head_values = [];

Unique_h_values = [];

for x in range(12):

value = h_head(a"x);
value = numerical_approx( value );
value = correct( value );

print value;

h_head_values.append(value);

for i in h_head_values:

if i not in Unique_h_values:
Unique_h_values.append(i);
if len(Unique_h_values)>3:
f = open("/home_palamut2/hasan/7/karaliste.txt", "a");

f.write( coerce(str, d) );

f.write("\n");

d_karaliste.append(d);

z =1,

while (dxp~z % (gq-1) !'=d ):
f.write( coerce(str, d*p~z % (g-1)) );
f.write("\n");
d_karaliste.append(d*p~z % (q-1));
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z =z +1;
f.close();
break;
else:
d_degerleri.append(d);
f = open("/home_palamut2/hasan/7/degerler.txt", "a");
f.write( coerce(str, d) );
f.write("\n");
z =1,
while (dxp~z % (gq-1) !'=d ):
d_degerleri.append(d*p~z % (q-1));
f.write( coerce(str, d*p~z%(q-1)) );
f.write( "\n" );
z =2z +1;
f.close(;
while (d in d_karaliste) or (d in d_degerleri):
d=4d+1;

A.4 d=481 icin

"""Defining variables...'"""

import fractions;

m=2;

p=5;

k=1;
n=(2*m+1) *k;
q=p~n;

Fq.<a>=GF(q,’a’);
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"2.234-23523e-10*I tipindeki sayiyi duzenlemek icin kullanilan kod"
def correct(value):

value = coerce( complex,value );

value = round( value.real, 4) + round( value.imag, 4)*I;

return value;

def u(i):
if 1==0:
return coerce(int, (p+1)/2);

return (-1)-1i;

(1;
;

d_degerleri

d_karaliste

d = 481;

"""Defining h(x)..."""
def h(x):
sum = 0;
for i in range(m+1):
sum = sum + u(i)*x~( (p~(2*kx*xi)+1)*d/2 );

return sum.trace();

"""defining walsh transform"""
def h_head(lam):
sum = 0;
for x in Fq:
y

y
sum = sum + exp(2*pix*I*x( y )/p);

h(x)+(lam*x) .trace();

coerce( int, coerce(str,y) );

return sum,;
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print "\n tum degerler...\n";
h_head_values = [];

Unique_h_values = [];

for x in range(qg-1):

value = h_head(a"x);
value = numerical_approx( value );
value = correct( value );

print value;
h_head_values.append(value);
for i in h_head_values:
if i not in Unique_h_values:
Unique_h_values.append(i);
if len(Unique_h_values)>3:
d_karaliste.append(d);
z =1,
while (dxp~z % (gq-1) !'=d ):
d_karaliste.append(d*p~z % (g-1));
z =z +1;

break;

else:
d_degerleri.append(d);
z =1,
while (d*p~z % (q-1) '=d ):
d_degerleri.append(d*p~z % (g-1));

z =z +1;
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