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OZET

Bu tezde bulanik kiimeler ve bulanik kiimelerin temel 6zellikleri verilmistir. Bulanik
teoride ¢cok 6nemli bir rol oynayan Liitfi Aliasker Zadeh’nin genisleme prensibi ve
bu prensibin nasil uygulanacagi aciklayict 6rneklerle gosterilmistir. Ayrica bulanik
sayt kavrami ve bulanik sayilar arasindaki aritmetik islemler hakkinda bilgi
verilmistir. Bulanik diferensiyel denklemler ile ilgili temel teoremler verilmis olup,
birinci ve ikinci mertebeden bulanik baslangic deger problemlerinin ¢dziimleri
arastirilmistir. Ayrica SIR epidemik modelinin ¢ozlimleri baslangi¢ sartlart birer
bulanik say1 iken grafikler lizerinde incelenmistir.
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ABSTRACT

In this thesis fuzzy sets and basic properties of fuzzy sets are given. Lotfi A. Zadeh’s
extension principle which plays very significant role in fuzzy theory and how to
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concept and arithmetic operations between fuzzy numbers are explained.
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SEMBOL LiSTESI

Bu ¢aligmada kullanilmis olan simgeler agiklamalari ile birlikte agagida sunulmustur.

Simgeler

ta(x)
[A]*

HUR (X, y)

=<000T®

Aciklama

A kiimesinin tiyelik fonksiyonu

A kiimesinin a-kesit kiimesi

x ile y’yi baglayan fonksiyonun (bagintinin) tiyelik derecesidir.
Fuzzy toplama operatorii

Fuzzy ¢ikarma operatorii

Fuzzy ¢arpma operatoru

Fuzzy bdlme operatorii

Hukuhara farki

Maksimum operatorii

Minimum operatdrii

R™ in bos olmayan kompakt ve konveks alt kiimelerinin ailesi
Fuzzy sayilar uzay1

F bulanik fonksiyonunun (1) durumlu tiirevi
F bulanik fonksiyonunun (2) durumlu tiirevi

F bulanik fonksiyonunun ikinci tiirevi,n,m = 1, 2
Yunan harfleri

Xi



BOLUM 1
1. GIRIS

Bulanik teori veya bulanik kiime kavrami ilk kez 1965 yilinda Azerbaycanli Tiirk
bilim adami Liitfi Aliasker Zadeh (Lotfi A.Zadeh) tarafindan ortaya atilmigtir [11].

Bulanik mantigin temeli bulanik kiimelere dayanir. Klasik kiimelerde bir eleman ya
bir kiimeye aittir ya da o kiimeye ait degildir. Ancak klasik kiimelerin aksine bulanik
kiimelerde ise her bir elemanin kiimeye ait olma derecesi vardir ve bu aitlik derecesi
sifir ile bir arasinda degismektedir. Ornegin yaslar1 20 ile 60 arasinda degisen
insanlarin bulundugu bir ortamda “gen¢ insanlar” kiimesi dedigimizde bu kiimeye
hangi yastaki insanlarin ait olacagi net degildir. 30 yasindaki bir kimse 40 yasindaki
bir kimseye gore daha gencken 20 yasindaki bir kimseye gore ise daha yaglhdir.
Dolayisiyla 30 yasindaki bir kimsenin kiimenin elemani olup olmadigi belirsizdir.
Ancak “geng insanlar” kiimesini bulanik bir kiime olarak diisiiniirsek 20 yasindaki
bir kimsenin kiimeye ait olma derecesi 30 yasindaki bir kimsenin kiimeye ait olma
derecesinden daha biiyiiktlir. Ayn1 sekilde 30 yasindaki bir kimsenin kiimeye aitlik
derecesi 40 yasindakine gore daha fazladir. Dolayisiyla kiimeyi bulanik bir kiime
olarak ifade etmek gercege daha yakindir. Nitekim gercek hayatta bu tarz belirsizlik
iceren durumlarla ¢ok sik karsilasiriz. Dolayisiyla bu belirsizlikleri matematiksel

modellerde bulanik kiimelerle ifade etmek gergek olay1 daha iyi yansitmamizi saglar.

Bulaniklik basta miihendislik ve kontrol teori olmak iizere ¢ok genis alanlarda
kullanilmaktadir. Genel olarak; biyomedikal, ekoloji, tarim, cografya, uzaktan uydu
kontrolii, roket bilimi, robotik, yapay zeka alanlarinda bulanik teori kullanilirken,
0zel olarak ise Japonya’da tiiketici elektroniginde, Almanya’da otomobil
endiistrisinde ve ev aletlerinde kullanilmaktadir. Ozellikle dinamik sistemlerde
veriler hakkindaki bilgilerin yeterli olmamas: ile ortaya g¢ikan belirsizlik altinda
gercek olayr modellemek i¢in bulanik diferensiyel denklemlerin kullanilmasi
kaginilmazdir [14]. Ornegin bir topluluk (popiilasyon) modelinde baslangi¢ anindaki
niifus hakkinda net bir veriye sahip olamayabiliriz. iste bu net olmayan veriyi

popiilasyon modelinde bulanik bir kiime ile ifade etmek problemi modellerken bu



belirsizligi géz oniinde bulundurmak demektir. Bu yaklagim da gergek olay1 daha iyi
yansitmamizi saglar.

Bulanik tiirev kavrami ilk olarak Chang ve Zadeh [16] tarafindan ortaya
konulmustur. Onlar takiben Dubois ve Prade [17], Puri ve Ralescu [1] bu konuda
calismiglardir. Puri ve Ralescu kiime degerli fonksiyonlardaki Hukuhara tlirevini
genellestirip bulanik fonksiyonlara genisletmislerdir. Sonu¢ olarak Puri ve
Ralescu’nun genellestirdigi Hukuhara tiirevini, ilk defa Kaleva [2, 3], kullanarak
bulanik diferensiyel denklemler konusunu ¢alismistir. Ancak daha sonra Hukuhara
tirevinin bir zayif tarafi goriilmiistiir. Bu tlirev tanimi kullanilarak bulunan
diferensiyel denklemin ¢oziimii zaman gegctik¢e bulaniklagmakta ve sonunda bulanik
¢oziim ile diferensiyel denklemin klasik ¢oziimiiniin tamamen farkli davranmasina
yol agmistir. Hukuhara tlirevinin bu zayif yoniine karsi Hilllermeier [18] farkli bir
alternatif sunmustur. Hiillermeier, bulanik diferensiyel denklemi bir diferensiyel
icermeler ailesi olarak yorumlamistir. Ancak bu yaklasimin da bir eksikligi
bulunmus, bu eksiklik de bulanik tiirevden bahsedilmemis olmasidir. Sonunda Bede
ve Gal [5], Bulanik degerli fonksiyonlar icin gii¢lii genellestirilmis tiirev tanimini
geligtirmistir. Bu tiirev tanimi ile yukarida bahsedilen eksiklikler ortadan
kaldirilabilmekte ve bu tlirev tanimi goz Oniine alinarak diferensiyel denkleme

bulunan ¢6ziim klasik ¢éziimle tutarli (benzer) bir davranis sergileyebilmektedir.

Bu tezin birinci boliimiinde bulanik kiimeler ve temel 6zellikleri, bulanik teorideki en
onemli konulardan biri olan Zadeh’nin Genisleme Prensibi ve genisleme prensibinin
nasil uygulanacag ile ilgili agiklayict 6rnekler, bulanik sayr kavrami ve bulanik
sayilar arasindaki aritmetik islemler verilmistir. Tezin ikinci boliimiinde bulanik
baslangi¢ deger problemi ele alinip, birinci mertebeden bulanik baglangic deger
probleminin ¢oziimii genigsleme prensibi uygulanarak elde edilmistir. Ardindan
Hukuhara tlirevi ve giiclii genellestirilmis tiirev tanimlari, 6zellikleri ve bulanik
diferensiyel denklemlerle ilgili temel teoremler verilmistir. Bu bilgiler 1s18inda

bulanik baslangi¢ deger probleminin ¢oziimleri arastirilmistir.

Orjinallik kapsayan tgilincii boliimde ise SIR epidemik modelinin ¢6ziimleri

baslangi¢ sartlar1 birer bulanik say1 iken grafikler {izerinde incelenmistir.



1.1. BULANIK KUMELER

Klasik kiimelerde, bir kiimenin iiyelik fonksiyonunu (karakteristik fonksiyonunu)

asagidaki gibi tanimlariz.

m = {57754 (11.1)
Bu tanima gore p, fonksiyonu X evrensel kiimesindeki her elemani {0, 1} kiimesine
goturur.

Ua(x): X = {0,1} (1.1.2)

Yani klasik (crisp) kiimelerde bir eleman ya kiimenin elemanidir ya da degildir.
Ancak bulanik kiimelerde bu boyle degildir. Bulanik kiimelerde elemanin kiimeye ait
olma derecesi vardir ve bu aitlik derecesi 0 ile 1 arasindaki bir reel sayidir. Simdi
bulanik kiime tanimini verelim.

Tanim 1.1.1. (Bulamk kiime veya iiyelik fonksiyonu) Bulanik bir kiime aslinda
elemanlarim1 [0,1] araligina gotiiren bir fonksiyondur [11]. Bu fonksiyona aym
zamanda bulanik kiimenin iiyelik fonksiyonu da denir. Uyelik fonksiyonu veya
bulanik kiime asagidaki gibi tanimlanir.

Ua(x): X = [0,1] (1.1.3)
Uyelik fonksiyonu icin ayn1 zamanda A(x): X — [0,1] gdsterimi de kullanilabilir.
Ornek 1.1.1. X = {1, 2, 3, 4, 5} evrensel kiimesini géz oniine alalim. Bu kiime
tizerindeki bir A bulanik kiimesi p,(1) =0, u,(2) = 0.4, us(3) = 0.7, uy(4) =1,
14(5) = 0, seklinde olsun. Bu bulanik kiimeyi “2 elemaninin A kiimesine ait olma
derecesi 0.4’tlir. Yani iiyelik derecesi 0.4’tlir. 3 elemaninin A kiimesine ait olma
derecesi 0.7°dir. 4 elemaninin A kiimesine ait olma derecesi 1°dir. 1 ve 5, A
kiimesinin eleman1 degildir.” Seklinde yorumlayabiliriz.

Bulanik kiimeler 4 = {(x, u,(x))} ya da A= z,u 4(x;,)/x, seklinde gosterilir.

i=l1

Eger elemanlar siirekliyseler A = Z 1,(x;)/ x, gosterimi yerine A = [ p,(x)/ x

i=1

gosterimi kullanilir.



Omek 1.1.1. deki bulamk kimeyi A ={(1, 0), (2, 0.4), (3, 0.7), (4, 1),
(5,0)}yada A = % + % + % + i + g (ifadedeki ‘+’ isareti toplama anlamina degil
birlesim anlamina geliyor.) seklinde gosterebiliriz.

Ornek 1.1.2.

A bulamik  kiimesinin
tiyelik fonksiyonu
Ua(x) = ﬁ ve tiyelik
fonksiyonunun grafigi
yanda verilmistir. Buna
gore

1a(0) =1,p,(2) =0.11

VS.

Sekil 1.1. Uyelik fonksiyonunun grafigi

1.2. BULANIK KUMELERLE iLGIiLi BAZI TEMEL KAVRAMLAR
1.2.1. Normallik

X evrensel kiimesi lizerinde tanimli bir A bulanik kiimesinin iiyelik fonksiyonu

3 x € X i¢in 1 oluyorsa yani

sup pa(x) =1 1.2.1.1
EX (1.2.1.1)

ise A bulanik kiimesine normaldir denir [7]. Bir A bulanik kiimesinin yiiksekligi
yiiks (A(x))zyiiks (,uA (x)) = sup p,(x) olarak tanimlanir. Eger yliks (A(x)) <1

ise A bulanik kiimesine alt normaldir denir [7].
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Normal X Alt normal

Sekil 1.2. Normal ve Alt normal bulanik kiimeler
1.2.2. Destek

Bir A bulanik kiimesinin destegi dest(A) ile gosterilir ve

dest(A) = {x € X| uy(x) > 0} (1.2.2.1)

seklinde tanimlanir [7]. Tanimdan anlasilacag: iizere bulanik bir kiimenin destegi

klasik bir kiimedir.
1.2.3. Cekirdek

Bir A bulanik kiimesinin gekirdegi ¢ek (A) ile gosterilir ve
cek(A) ={x € X| uy(x) =1} (1.2.3.1)

seklinde tanimlanir [7]. Tanimdan anlagilacag iizere bulanik bir kiimenin ¢ekirdegi,

desteginde oldugu gibi klasik bir kiimedir.

X —
cek(A)

N
dest(A)

Sekil 1.3. Bir bulanik kiimenin destegi ve ¢ekirdegi

5

v



1.2.4. a-Kesit Kiimesi

Bir bulanik kiimenin a-kesit kiimesi A,, bulanik kiimedeki elemanlardan iiyelik
derecesi a’dan kiigiik olmayan elemanlarin kiimesidir. Yani A, = {x € X | uy(x) =
a} a € (0,1] dir [7]. Giigli o-kesit kiimesi de A} ={xe€X|u,(x) >a} a €
[0,1] seklinde tanimlanir [8]. o-kesit kiimesi genelde A, veya [A]* ile gosterilir.
Dikkat edersek a = 1icin a-kesit kiimesinden bulanik kiimenin c¢ekirdegini ve

a = 0 i¢in A{ kiimesinden bulanik kiimenin destegini bulabiliriz.

v

Aa X

Sekil 1.4. a-kesit kiimesi
a < a'ise A, 2 A, olacagi agiktir.
1.2.5. Disbiikey Bulanik Kiime

r,s EXvet=Ar+ (1 —21)s,A€[0,1] olmak fizere, eger bir bulanik kiimenin
tiyelik fonksiyonu p,(t) = minf[u,(r), ua(s)] sartin1 sagliyorsa bu bulanik kiimeye
disbiikey bulanik kiime denir [11].



ta(s) 1
ua(s)

ua(t)
pa(t)

pa(r) wa(r)

v

Sekil 1.5.(a) Sekil 1.5.(b)
Konveks kiime p, (t) = pa(r) Konveks Olmayan kiime p,(t) 2 py(r)

1.2.6. Bulanik Say1

Eger bir bulanik kiime digbiikey ve normal ise ayni zamanda iiyelik fonksiyonu

pargali siirekli ise bu kiimeye bulanik say1 ad1 verilir [7].
1.2.7. iki Bulamk Kiimenin Esitligi ve Bulamik Kiimenin Alt Kiimesi

Ave B iki bulanik kiime olmak lizere, A =B & uyu(x) = ug(x), vx € X [11],
Vx € X igin puy(x) < ug(x) oluyorsa A < B dir [11].

v

Sekil 1.6. A € B



1.3. BULANIK KUMELERDE STANDART iSLEMLER

1.3.1. Tiimleme

Bulanik A kiimesinin tiimleyeni A olsun. A kiimesinin iiyelik derecesi

ui(x) =1—puyux),vx e X (1.3.1.1)

seklinde tanimlanir [11]. Ornegin A = {(4, 0.2), (5, 0.6), (6, 1), (7, 0)} ise
A=1{(4 08), (5 04), (6, 0), (7, 1} olur.

1.3.2. Birlesim

Ave B gibi iki bulanik kiimenin birlesiminin iiyelik degeri, A ve B den iiyelik

derecesi biiyiik olana esittir. [11] Yani Vx € X i¢in pyyp(x) = max[u,(x), ug(x)].
1.3.3. Kesisim

A ve B gibi iki bulanik kiimenin kesisiminin tiyelik degeri A ve B den liyelik derecesi

kiigiik olana esittir. [11] Yani Vx € X i¢in pyng(x) = min[us (x), ug(x)].

A _ A
A
# U
A B
A
Bulanik kiimenin tiimleyeni
A A
M U
A B A B
Bulanik kiimelerin birlesimi Bulanik kiimelerin kesigimi

Sekil 1.7. Bulanik kiimelerde standart islemler
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Cizelge 1.1. Bulanik kiimelerde standart islemler

Degisme 6zelligi AUB=BUA
ANB=BNA

Birlesme 6zelligi (AuB)uC =AU (BUC(C)
(AnB)NC=ANn(BNC)

Dagilma 6zelligi AN(BUC)=(ANB)U(ANC()
AUBNC)=(AUB)N (AU )

AuX =X
ANnX=A
ANo =0

=~
C

S
I

De Morgan kurali

=
C
oy
Il
o]
C DOi x
oo]l

o
D
oo
Il
o N
oo]]

ANA+0Q
AUA+X

1.3.4. Bulanik Kiimelerin Kartezyen Carpim

Vx, €EA;,x, EAy, .. Xy EA, VE Pa, (x1), pa,(x2), s ta, () sirasiyla
Ay, A,, ..., A, bulanik kiimelerinin iiyelik fonksiyonlar1 olmak tizere A4, A4, ..., Ay
bulanik kiimelerinin kartezyen ¢arpimi

ﬂAlezx...xAn(xDXZJ s X)) = min[llel (x1), ---uuAn(xn)]

seklinde tanimlanir [7].
1.4. ZADEH’NIN GENISLEME PRENSIBI

x degiskeninin f altindaki goriintlisii olan y = f(x) doniisiimiinii (fonksiyonunu)
g0z Oniine alalim. Bu doniisiimdeki x degiskeni bulanik bir say1 veya bulanik bir
kiime olursa veya hem x hem de f doniisiimiiniin kendisi ayni anda bulanik olursa o

zaman Y deki bulanikligi nasil elde ederiz? Bu sorunun iistesinden bulanik mantik

9




teorisini ortaya atan (Lotfi A. Zadeh) Liitfi Aliasker Zadeh’nin genisleme prensibiyle

gelebiliriz.
X=X, XX, X..xXX, , A,A,.. A, smastyla X;,X,, ..., X, lzerinde taniml
bulanik kiimeler ve x; € A; ,x, € A, ... , X, € A, olsun.

f(x1,%2, ..., x,) + X = Y ise 0 zaman Y de B bulanik kiimesi, f ve A4, A, ..., Apden
genisleme prensibine gore asagidaki gibi elde edilir [7, 22].

max[ min(pa, (1),..tha, X)) | 1
ug(y) = {y=r(x1xz,..xn) ) #0

0 =0

Burada max operatorii fonksiyon siirekli degerli olursa sup operatorii ile yer

(1.4.1)

degistirir.
Eger fonksiyon tek degiskenli ve bire-bir bir fonksiyon ise o zaman genisleme
prensibi

us(¥) = ua() = ua(f ) 5PN = @ (1.4.2)
seklinde yazlabilir [7, 22]. Eger fonksiyonun kendisi de bulanik ise o zaman
genisleme prensibi

in(pnax), purCxy)
up(y) = (e L (a@: e (1:43)

Seklinde yazilir [7, 22]. Burada pui(x,y), x ile y’ yi Dbaglayan
fonksiyonun(bagintinin) iiyelik derecesidir.

Genisleme prensibini her fonksiyona uygulamak her zaman kolay bir is degildir.
Ancak fonksiyon lineer olursa genisleme prensibini uygulamak ¢ok kolaydir.

Ornek 1.4.1. A= {(a;, 0.4), (a, 0.5), (as, 0.9), (a4, 0.6)} olsun. Asagidaki

sekle gore B kiimesindeki elemanlarin iiyelik derecelerini bulalim.

\

a4/

Sekil 1.8. A kiimesi ile B kiimesi arasindaki baginti
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Coziim: f~1(by) = a, veya f~1(b;) = a,,

ula;) =04  ve u(a,) = 0.5 dolayisiyla  u(by) = max(,u(al), ,u(az)) =
max(0.4, 0.5) = 0.5 aym1 sekilde f~1(b,) = asveyaf~1(b,) =a,, u(as)=
0.9 ve u(a,) = 0.6 dolayisiyla  u(by) = max(,u(ag,), ,u(a4)) = max(0.9, 0.6) =
0.9 sonug olarak B = {(b,,0.5), (b,,0.9)}.

Ornek 1.4.2. Bu &rnegimizde 6rnek 1.4.1. deki verilere ek olarak bagmtilar da
bulanik olsun. Yani,

ug(as, by) = 0.7, ug(a,, b;) = 0.2, ug(as, b,) = 0.8 ve ug(ay, b,) = 0.3 olsun.
Buna gore B bulanik kiimesini bulalim.

Coziim: Genisleme prensibini hatirlayalim.

o) = {max [min(pa(x), pg(x,¥) )]
M=y = F0)
min(u,(a,), ug(ay, by) ) = min(0.4,0.7) = 0.4

min(u,(a,), ug(a,, by)) = min(0.5,0.2) = 0.2
max[0.4,0.2] = 0.4

min(uy(as), ug(as, b,) ) = min(0.9,0.8) = 0.8
min(uy(a,), ugr(ay, by)) = min(0.6,0.3) = 0.3
max[0.8,0.3] = 0.8

B = {(b,,0.5), (b,,0.8)} olur.

Ornek 1.4.3. x bulanik kiimesinin grafigi ve iiyelik fonksiyonu u, (x) verilmistir.

Hx

10 -
08 |-
06 x ;0<x<1
I U(x) =4 2—x ;1 <x<2
04l 0; x<Ovex>2
02}
L L L L | L L L L | L L L L | L L L L X
0.0 05 1.0 15 20

Sekil 1.9. x bulanik kiimesi
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Buna gore y = f(x)=2x+3 ise ppy) iyelik fonksiyonunu ve iiyelik
fonksiyonunun grafigini bulalim.

Coziim:

y=f(x)=2x+3 :f‘l(y)=y7_3,ve0Sx<1igin3§y<501ur,1£x§2

icinise 5 <y < 7 olur.

Genisleme prensibine gore:

y3 ; 0<y<5

2

uy ) = ey @) = w(F ) =42 - 23
0 ;y<0vey>7

)

5<y<7 elde edilir.

Hy
10 -

04 r

02

L L L L L L L L L L L L L L L X

4 5 6 7

Sekil 1.10. Genisleme prensibi uygulandiktan sonra bulunan y bulanik kiimesi

Ornek 1.4.4.

19 20
08 15 —
06 [
i 10
04 ; I
a 05|
02 r r
-10 —0‘.5 0.‘5 l.‘O _1‘_() : ‘ ‘ ‘ _()“5 ‘ ‘ ‘ ‘ i ‘ ‘ ‘ ‘ 04‘5 ‘ 14‘0
Sekil 1.11.(a) x bulanik kiimesi Sekil 1.11.(b) y doniistimii
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x+1 ;-1<x<0
ux(x)={1—x ; 0<x<1 y=f(x)=x*+x,x€[-1, 1]
0 ; x<—-1lvex>1

x bulanik kiimesi ve f fonksiyonu (doniigiimii) verilmistir. Buna gore u,,(y)=?
Yani f doniisiimiiniin {iyelik fonksiyonunu ve iiyelik fonksiyonunun grafigini

bulalim.

x+1 ;—-1<x<0
Coziim: Oncelikle p,(x) = { 1-x ; 0<x<1 ifadesinin max(0,1 — |x|)
0 ; x<-1lvex>1

ifadesine esit oldugu goriilebilir. Boylece x’in liyelik fonksiyonu yerine islem
kolayligr agisindan max (0, 1 — |x|) fonksiyonunu kullanabiliriz.

Déniistimiin iiyelik fonksiyonunu Zadeh’nin genisleme prensibi ile bulacagiz.

sup  px(x) -1
) =0 . .
Genisleme prensibi u,, (y) = { xeX,f(x)=y =) idi.

0 ) =0
vy € [_Tl’ 2] igin wy(y)yi bulacagiz.y € [—71’ 0] U (0, 2] yazilabilir. Once

y € (0, 2] icin u, (y)’yi bulalim.

Fonksiyon y € (0, 2] araliginda birebirdir, o zaman tersini bulursak,
ffly)=x= —%? ’y +i olur,y € (0, 2] i¢cin x € (0, 1] dolaysiyla f~1(y) =
X = —% + / y+ i aliriz. Simdi x” i, max(0, 1 — |x|) denkleminde yerine yazalim.

O zaman y € (0, 2] i¢in Hy(J’) = 1_| /y+%_§

y € [—71’ 0] i¢in yani x € [—1,0] araliginda p,,(y) bulalim. Fonksiyon bu aralikta

olur.

birebir degil onun i¢in tersini bulduktan sonra “sup” operatdriinii kullanmamiz

gerekir.

- 1— 1 . 1 1 1 1
fl(Y):xLz:—E-l' [y+zyan1 xl:_E_ /y+z ve x2:—5+ /y_|_Z
olur.

1 1 1 1
_E_‘/Y+Z‘;Ii(x2)—1—‘—5+ fy+z

oldugu goriiliir.

plx) =1- buradan pu(x) < pu(x;)
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1 1
max(u(), w(x)] = 1) = 1 - |=5+ /y +3

(
| 1-

,» ¥y €(0, 2]
Boylece u, (y) = 4

1 1
BERR AR

olur.

I3

1= -3+ el ve 2o

ty (y) grafigi asagida verilmistir.

0.5 1.0 1.5 20

Sekil 1.12. . y doniisiimiine genisleme prensibinin uygulanmasi

1.5. BULANIK SAYI KAVRAMI VE BULANIK SAYILARLA ARITMETIK
ISLEMLER

A(x):X - [0,1] bir bulantk kiime olmak tiizere, eger A(x) asagidaki kosullari
sagliyorsa bulanik say1 adini alir [5, 6, 10].
i. A konvekstir yani A(Ar + (1 — A)s) = min[A(r), A(s)], A€ [0,1]ver,s €
X
ii.  Anormaldir yani 3 xy € X i¢in A(xy) = 1;

iii. A istten pargali siireklidir yani Vx, € X i¢in A(xo) = lim A(x)

X=Xy

iv. [A]° = dest(A) = {x € R| A(x) = 0} kompakt bir kiimedir ;

14



Yukaridaki kosullari saglayan tiim bulanik kiimeler uzay1 F ile gosterilsin.
Vu,v€Fved €Rolmak lizere u @ v toplami [u @ v]* = [u]® + [v]¥ seklinde
ve AQu ¢arpimi da [AQu]* = A[u]? seklinde tanimlanir ek olarak u @ v=v @ u,
AQu = u®A esitlikleri saglanir [5]. Ayrica u € F ise u’nun a-kesit kiimesi Va €
[0, 1] igin [u]® = [u® u"] seklinde gosterilebilir [10].
Simdi [u]® = [u%, u"]ve [v]* = [v% ¥"] olsun.
D:FXF - R, U{0}
olmak tizere, iki bulanik say1 arasindaki Hausdorff uzaklig
D(u,v) = supgeo 1] max{|g“ — v, T 5a|}
seklinde tanimlanir [5].
D, asagidaki 6zellikleri saglayip (F, D) tam metrik uzaydir [20, 21].
Dlu®w,v®w)=D(u,v),Vuv,weF
D(k®Ou,k®v) = |k|D(u,v),Vk € R,u,v EF
Dlu®v,w®e)<Duw)+D(v,e),Vuv,w,e€F
Teorem 1.5.1. (Bkz. [12])
i. Eger0= X0} seklinde gosterirsek 0, @ islemine gore etkisiz elemandir.
YaniVueFicinu@0=0Qu=u
ii.  0’a gore higbir u € F\R nin tersi yoktur (@® islemine gore).
iii. ab€R,a b=0veyaa, b<0veVu € Fi¢in (a+b)Ou =a@Qu D
b®Ou dur.
iv. VuveEFveVAERIKGINAO(U D v) =10u @ A0V
v. Vu€eFveVA u€RigcinOuOV) = (1l.u)Ou
Ispat:
i.  0ve @ isleminin tanimindan dolay1 ispat gériiliiyor.
ii. u€Fveu® v =0 olacak sekilde bir v € F oldugunu varsayalim. O zaman
[u]®* + [v]* = [0]%, Va € [0, 1] olur. Buradan [1_1“, ﬂa] + [2“, 5“] =
[0, 0] ={0}veu®+v*=0, u" +v" =0, Va € [0, 1]. u®* <u"”
oldugundan bir 6nceki esitliklerden 7 < v% ¢ikar. Bu da bir ¢eligkidir.

Dolayistyla u @ v = 0 olacak sekilde bir v € F sayis1 yoktur.
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i, [u]* = [g“, ﬂa] vea, b = 0 olsun.
(a+b).[u%u"] = [(a + b)u® (a + b)u"]
=[a.u® + b.u% a. 7" + b.u"|
= [a.g“ + a.ﬂa,b.g“ + b.ﬂa] =a. [g“,ﬂa] + b. [g“, ﬁa],
Va € [0,1]
benzer sekilde a, b < 0 i¢in ispat yapilir.
iv. O ve @ islemlerinin tanimindan, Va € [0, 1] i¢in
O @ v)]* = A.[u ® v]* = 2A([u]® + [v]*) = A([u®, T*] + [v% 7))
= A([u® +v% u" +7%))
A= 0olursa
A0 @ v)]* = [Au® + W% Au” + 17| = [, ] + [w® 77
= Au]* + A[v]*
A < 0olursa
[0 @ v)]* = [Au” + 7", A + s = [Au”, ] + [0, 1]
= Au]* + A[v]*
v. @ isleminin tanimindan, Va € [0, 1] igin
[AOUOV)]* = AuOv]* = A u[v]¥ elde edilir.
Tamim 1.5.1 (Negatif Bulanik Say1) u bulanik sayisinin a-kesit kiimesi a = 0 i¢in
[1]° = [, u*] olsun. Eger u* < 0 ise u bulanik sayis1 negatiftir [23].
Tanim 1.5.2 (Pozitif Bulanik Say1) y bulanik sayisinin a-kesit kiimesi a = 0 igin
[1]° = [, u*] olsun. Eger u~ > 0 ise u bulanik sayisi pozitiftir [23].

Simdi en ¢ok bilinen bulanik sayilar1 ve 6zelliklerini tanitalim.
1.5.1. Ucgensel Bulanik Say1

Uc noktayla ifade edilebilen bir bulamk sayidir. A = (a;, a,, as) veyaA =
(ay1/ay/a3). Boyle bir bulanik sayinin iiyelik fonksiyonu ve grafigi asagidaki gibidir

[7].
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A
u
0 ;x<aq
1 A X —aq
1 : ;a1£xSa2
| _Ja—a
1 ﬂA(x)_ as —x
: ;A < x < ag
' as —a;
| 0 ;x>a;
! »
a a,; as X

Sekil 1.13.(a) Uggensel A = (a,/a,/a3) bulanik sayis

Uyelik fonksiyonu yardimiyla a-kesit kiimesini asagidaki gibi bulabiliriz. (a €

[0, 1])

KA x—a
=a=>x=a(a,—ay) +a;

a =y

a az — X
_____ =a=>x=a3—a(a3—ay)

az —a;

[A]% = [u(a), v(a)]

[A]* =[a.(a; —a;) + a1, a3 —a.(az — ay)]

u(a) v(a)
Sekil 1.13.(b) Uggensel A bulanik sayisinin a-kesit kiimesi
1.5.2. Yamuk Bulanik Say1
Yamuk bulanik A sayisin1 A = (a4, a,, as, a,) seklinde ifade edebiliriz [7].

1

U

( 0 ;x<aq
A X—a
1 ;a4 <x<a,
a, —a,
‘LlA(X):< 1 ; Ay nga3
A, — X
;A3 S X < Ay
a, — as
> 0 ;x>a,

a. a, as ay

Sekil 1.14.(a) Yamuk A = (a,/a,/az/a,) bulanik sayisi
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Uyelik fonksiyonu yardimiyla a-kesit kiimesini asagidaki gibi bulabiliriz. (a €
[0, 11)

u A X —a,
=a>=>x= a.(a, —a{) +a
1 ay — a; (a; 1) 1
¢4 a, —x ( )
. =a=>x=a,—a.(a,—a
4y — a5 4 4 3
[A]% = [u(a), v(a)]

[A]% = [a.(az —aq) + a4, ag — a. (a4 — a3)]

u(a) v(a)

Sekil 1.14.(b) Yamuk A bulanik sayisinin a-kesit kiimesi

1.5.3. Gauss Bulanik Sayisi

Gauss sayisimin  uyelik

fonksiyonu

_ 2
u(x) = exp (— (xo_—zm)>

[8]. Burada m ortalama, o
standart sapmadir.
Sekildeki grafikte

m= ¢ = 2dir.

n _\4 _2 L L 1
Sekil 1.15. Gauss tipinde bulanik say1

1.5.4. Aralhk Aritmetigi Yardimiyla Bulanik Sayilarda Aritmetik islemler

Bir bulanik sayinin a-kesit kiimesini almak demek aslinda o sayiy1 bir aralik olarak
diisiinmektir. Dolayisiyla araliklar iizerinde yapilan aritmetik islemleri bulanik
saymin a-kesit kiimesi tizerinde de uygulayabiliriz.

Simdi araliklar iizerinde yapilan temel aritmetik islemleri hatirlatalim, daha sonra bir

ornekle bu islemleri iki bulanik say1 lizerinde gdsterelim.
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e) [ab]™t=
Ornek 1.5.4.1.

(x+1
4

.uA(x)=! 5—x
2

0 ;

Uyelik fonksiyonlar1 yardimiyla a-kesit kiimelerini bulalim.
=[4a—1, 5—2a]ve[B]*=[a—3, 3—5a], a€[0, 1]
[B]* =[4a—1, 5—2a] +

[A]*
A®B=

[A® B]*

=la+cb+d]

=la—d,b—c]

d] [min(ac, ad, bc, bd) ,max(ac, ad, bc, bd)]
=

min(a +~c, a<+d, b+c, b+d),max(a +c,a~+

=[min(1+a, 1+b), max(1+a, 1+b)]

;—1<x<3

; 3<x<5

x<—-l1lvex>5

= [A]" +

=[5a—4, 8—7a

a = 0i¢in [5a —

A(-)B =

[A(=)B]* = [A]" -

4, 8 —7al] =

=[9a — 4, 8 — 3]

a = 0i¢in [9a —

AOB=
a € [0, 0.6] i¢in

€ [0.6, 1]igin

4, 8 —3a] =

[A]“

ug(x) =

x+3
3—x

5

;—3<x <=2

)

—2<x<3

0 ; x<—-3vex>3

.[B]% minimum ve maksimumu

[—4, 8] vea = 1i¢in [S5a — 4, 8 —7a] =
Dolayisiyla dest(A @ B) = (—4, 8) vecek(A@® B) =1
[B]* = [4a—1, 5 —2a] —

[—4, 8] vea = 1i¢in[9a — 4, 8 —3a] =
Dolayisiyla dest(A(—)B) = (—4, 8) ve ¢cek(A(—)B) =5
[A]*.[B]* = [4a — 1, 5 —2a].[a —3, 3 —5a]

[a —3, 3—5a]

[@a — 3, 3 —5a]

[-2a? + 11a — 15, 10a? — 31a + 15]

[A]“

.[B]* minimum ve maksimumu

[-2a? + 11a — 15, —20a? + 17a — 3]
a = 0icin [-2a? + 11a — 15, 10a? —31la + 15] =
a = 1ligin [-2a? + 11a — 15, —20a? + 17a — 3] =
Dolaysiyla dest(A © B) = [—15, 15] ve ¢cek(A O B) = —6

Simdi bu islemleri grafikler iizerinde gorelim.
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[—15, 15] ve
[-6, —6] = —6

d b-+

[1, 1]

[5, 5]



v

v

-4

v

0.9

0.8+

0.6+

0.5

0.4+

0.2+

0.1+

AOB

-10 -5 0 5 10

Sekil 1.16. Bulanik sayilarla aritmetik islemler
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Ucgensel bulanik sayilarin toplami ya da farki yine bir iiggensel bulanik sayidir.
Ancak carpimlar1 veya bdliimleri iicgensel olmayabilir. Ornek 1.5.4.1. de bunu
gorebiliriz. Uggensel sayilarin toplammi ya da farkim A = (a,/a,/a3) ve B =
(b1/b3/b3) olmak iizere;

A®B = (a; + by/a; + by/az + b3), A(=)B = (ay — bs/a, — by/as — by)
seklinde de bulabiliriz [7].

Tekrar 6rnek 1.5.4.1.”e bakarsak

A=(-1/3/5) ve B=(-3/-2/3) ise A®B=(—4/1/8) dir. Bu, a-kesit

yardimiyla buldugumuz sonugla aynidir.
1.5.5. Genisleme Prensibi Yardimiyla Bulanik Sayilarda Aritmetik Islemler

V := sup(veya max) ve A\ := min olmak iizere,

Toplama

tawp(2) = sty Ha() Aup())
Cikarma

Ha-)B (2) = z=;c/—y( pa(x) Aug(y))
Carpma

taes(@) = 22y (1aC) Aus ()
Bolme

1408 (2) = 12y (RaC) A ()
Sonu¢ olarak =*islemi, {+, —, /, X} islemlerinden biri olmak {izere, AveB

strastyla X ve Y lizerinde tanimli iki bulanik say1 ise bu iki say1 arasindaki herhangi
bir aritmetik islem py,5(z) = Z=\,/C*y(,uA (x) A\ ug(y)) seklinde tanimlanir [7, 19, 22].
Ornek 1.5.5.1. ([19])

U =U,={1,2 3, .., 10} olmak iizere, A=2={$+§+%}ve3=6=

{% +%+¥} sirastyla U; ve U, kiimeleri ilizerinde tanimli bulanik sayilar olsun.

Buna gore AOB’yi yani “yaklasik olarak 2" X "yaklasik olarak 6" y1 bulalim.
Coziim:

06 , 1,08 08 , 1,07
2x6={ i+ Px{ T+
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_ (min(0.6, 0.8) min(0.6,1) min(0.6,0.7) min(1,0.8) 4 min(1,1) 4
B 1%5 1X6 1x7 25 2X6

min(0.8, 0.7)}
3x7
_{0.6 06 06 08 1 07 08 08 0.7}

ATV T

Bu Ornekte max operatoriinii kullanmaya gerek kalmadi ¢linkii ¢arpilan sayilarin
sonucu hep farkliydi. Mesela1 X 5 =05, 2 X 6 = 12 gibi...

Ornek 1.5.5.2. ([19])

A= {¥+%+¥}VGB = {OTS-I_%} olsun. Buna gore A@B'yi bulalim.

Coziim:

Genisleme prensibini kullanirsak;

min(0.2, 0.5) min(0.2, 1) min(1, 0.5)
AQB_{ 1x1 [ 1x2 2x1
N min(1, 1) min(0.7, 0.5)] min(0.7, 1)
max =552 4x1 4% 2

1 + 2 +4+ 8
Bu Ornekte carpimlar1 2’yi veren 2 X 1, 1 X 2 aym sekilde carpimlar1 4’ii veren

_{0.2 05 1 0.7}

2 X2, 4 X1 oldugundan max operatoriinii kullandik.
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BOLUM 2
2. BULANIK BASLANGIC DEGER PROBLEMI

Literatiirde bulanik diferensiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in en sik kullanilan {i¢
yontem vardir. Bu yontemler Hukuhara tiirevi ve genellestirilmis tlirev, genisleme
prensibi ve diferensiyel icermeler yontemleridir. Biz genigleme prensibi, Hukuhara

tiirevi ve genellestirilmis tiirev yontemleri iizerinde duracagiz.
2.1. GENISLEME PRENSIBI

X® =f(tx®), X(0) =X, T = (a,b) (2.1.1)
Bulanik baslangi¢ deger problemini géz 6niine alalim.
X, baglangi¢ degeri bir bulanik say1 ve f:[0, T] X F — F fonksiyonu g:[0, T] X
U - R™ U c R" gibi siirekli bir fonksiyondan Zadeh’nin genisleme prensibi ile
elde edilmis olsun.
Genisleme prensibi yontemiyle diferensiyel denklemi ¢ozerken (2.1.1) problemini
klasik bir baslangi¢ deger problemi olarak diislinlip ¢6ziiyoruz. Daha sonra
buldugumuz ¢oziime Zadeh’nin genisleme prensibini uygulayarak bulanik ¢oziimii
buluyoruz [28, 29].
Simdi (2.1.1) problemini bilinen klasik baglangi¢ deger problemi gibi diisiiniirsek
x'(t) = g(t,x(t)), x(0)=c (2.1.2)
elde ederiz.
Varsayalim ki (2.1.2) probleminin ¢6ziimii x(t, ¢) olsun. O zaman x(t, ¢) ¢éziimiine
¢ parametresine gore Zadeh’nin genisleme prensibini uygularsak her t degeri igin
x(t) = X(t, c) bulanik ¢6ziimiinii bulabiliriz.
Ornek 2.1.1 ([28])
A >0 ve C, destek noktalar1 [—a, a] olan simetrik liggensel bir bulanik say1 olmak
lizere,
Bulanik Malthus problemini goz 6niine alalim.

X'=-10X(b), X(0)=¢ (2.1.3)

Coziim:
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Once C nin o-kesit kiimesini bulalim.
[C]*=[-a(l—-a), a(l—a)]=(1 —a)[—a, a] olur.
Simdi (2.1.3) problemini bir klasik baslangi¢ deger problemi olarak diisliniip
cozelim. Daha sonra buldugumuz ¢oéziime Zadeh’nin genisleme prensibini
uygulayarak bulanik ¢6ziimii bulalim.
x'= —Ax, x(0) =c (2.1.4)
dx

dx
—=—JAx > —=—-Adt
dt X

dx -1
=>f7=j—/1dt = Inx = —-At+Incy = x(t) =c e

= x(0) =ce ™ =¢

At

yani x(t,c) = ce™*" olur. Simdi ¢6ziime ¢ parametresine gére Zadeh’nin genisleme

prensibini uygularsak, ¢cOziimiin iyelik fonksiyonunu

At

1; —aeM<x<0
tey(x) =1 ¢ a seklinde buluruz.
X 0<x<ae™

Cozliimiin a-kesit kiimesi de asagidaki gibi olur.

[x(0)]* = [-a(1l — @)e ™, a(1l — a)e™ ™|
2.2. HUKUHARA TUREVI VE GUCLU GENELLESTIRILMIS TUREV

Bulanik degerli fonksiyonlarin tiirevi konusu ilk olarak Puri ve Ralescu tarafindan
calisilmistir [1]. Onlar kiime degerli fonksiyonlardaki Hukuhara tiirevini genellestirip
bulanik fonksiyonlara genislettiler. Nitekim Kaleva Hukuhara tiirevini kullanarak
bulanik diferensiyel denklemler teorisini gelistirmeye baslamistir [2].

Tiirev tanimin1 vermeden Once kisaca bulanik fonksiyonlarin dlgiilebilirligi ve
integrallenebilirligi ile ilgili birkag 6zellik verelim.

Px(R™), R™ in bos olmayan kompakt ve konveks alt kiimelerinin ailesi olsun.

T = [a, b] © R kompakt bir aralik olsun. Eger Va € [0, 1] i¢in

E,(t) = [F(t)]*: T - Px(R™) Lebesgue olgiilebilirse F:T — F fonksiyonuna gii¢lii
Olciilebilirdir denir [2].

Eger Vx € Fy(t) igin ||x|| < h(t) olacak sekilde integrallenebilir bir h fonksiyonu

varsa F: T — F fonksiyonuna sinirlt integrallenebilirdir denir [2].
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Tanmm 2.2.1. ([2]) F: T — F olsun. T lizerinde F fonksiyonunun integrali fT F(t)dt

seklinde gosterilirve 0 < o < 1 igin

U F(t)dtr = fFa(t) dt

= {f f@)dt| f:T - R™,F, icin ol¢iilebilir bir segimdir.}
T

seklinde tanimlanir.

Guglii olciilebilir ve smirli integrallenebilir bir F:T — F fonksiyonuna, eger

fT F(t)dt € F ise T iizerinde integrallenebilirdir denir.

F:T > F fonksiyonu integrallenebilirse [ F  fonksiyonu a — kesitlerin
integrallenmesiyle elde edilir. Yani [F(t)]* = [y%, u%*]ise Va € [0,1] igin

[[F1*=[Jv*, [ u*] (2.2.1)
dir.

Tanim 2.2.2. (H-Farky, [1]) F, konveks, normal ve kompakt bulanik kiimelerin
ailesi olmak iizere v,v € F olsun. Eger u = v @ w olacak sekilde bir w € F sayisi

varsa bu saytya u ve v nin H-farki denir ve u © v seklinde gosterilir.

Tamim 2.2.3. (Hukuhara Tiirevi, [1]) F: (a, b) — F ve tye (a, b) olsun. Eger
Vh >0icin F(ty + h) © F(t,), F(ty) © F(t, — h) var ve

limy, g+ SHOEE) — iy, o, FEIOHT). — (1) ise F, t,da tirevlidir.

Ancak bu tiirev tanimi ¢ok kisitlayicidir. Ornegin Bede B, Gal S. [5, 6] ¢ bir bulanik
sayl ve g:[a,b] = R* olmak iizere g'(t) < 0 iken F(t) = c®g(t) fonksiyonunun
Hukuhara tiirevli olmadigin1 géstermislerdir. Buna ek olarak bu tiirev tanim1 dikkate
aliarak ¢oziilen bir baslangi¢c deger probleminin ¢éziimiiniin iiyelik fonksiyonunun
destegi, t arttikca her zaman sinirlanamayacagi goriilmiistiir. Bu nedenle bulanik

fonksiyonlar i¢in genellestirilmis tlirev tanimi gelistirildi.

Tanim 2.2.4. (Giiclii Genellestirilmis Tiirev, [5, 6])
F:(a,b) » F ve tye (a, b) olsun. Eger
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i. Vh >0icinF(ty+ h) © F(ty), F(ty) © F(ty — h) var ve

limy, w = limpyg w = F'(ty) ise F, ty’da tirevlidir. Ya da

ii. Vh >0icinF(ty)) © F(ty + h), F(ty — h) © F(t,) var ve

F(to)OF (to+h) _ lim F(to—h)OF (to)
D)

iii. Vh >0icinF(ty+h) © F(ty), F(to—h) © F(ty) var ve

limp,\o = F'(ty) ise F, t,’da tiirevlidir. Ya da

limy, w = limpyg W = F'(ty) ise F, ty’da tirevlidir. Ya da
iv. Vh >0ic¢inF(ty) © F(ty + h), F(ty) © F(t, — h) var ve
limj W = limpao 22T = Fi(ty) ise F, t,’da tiirevlidir.

Dikkat edersek tanim 2.2.4 (i) deki tiirev tanimi Hukuhara tiirevinin tanimi ile
cakistyor. Yani aslinda genellestirilmis tiirev tanimi  Hukuhara tiirevinin

genellestirilmisidir.

Teorem 2.2.1. ([5]) F: (a,b) — F fonksiyonu tanim 2.2.4 (iii) ya da tanim 2.2.4 (iv)
anlaminda tiirevlenebilir olsun. O zaman Vt, € (a, b) i¢in F'(t,) € R dir.
Ispat: F, tamm 2.2.4 (iii) anlaminda tiirevlenebilir olsun. O zaman Vh > 0

icin F(t, + h) © F(t,) ve F(t, — h) © F(t,) H-farklar1 vardir. Dolayisiyla

F(ty + h) = F(ty) ® u(ty, h) (2.2.2)

F(to — h) = F(ty) @ v(te, h) (2.2.3)
Simdi (2.2.3)’de t, = t, + h alirsak

F(ty) = F(ty + ) @ v(ty + h, h) (2.2.4)

Son buldugumuz ifadede F(t, + h) yerine (2.2.2) denklemini yazarsak
F(ty) = F(ty) @ u(ty,h) @ v(ty+hh) buluruz. Buradan u(ty, h) @
v(to + h,h) =0 olur. Teorem 1.5.1.(ii)’den h > 0iginu(ty, h), v(ty+ h,h) €

R olur. Dolayisiyla F'(ty) = }ll{‘%@ € R dir.

Benzer ispat F, tanim 2.2.4 (iv) anlaminda tiirevlenebilir iken de yapilabilir.
Tanim 2.2.5.
[4]’te tanim 2.2.4°¢ denk asagidaki tanim verilmistir. Biz de bu ¢alismada bu tanimi

kullanacagiz.

F:(a,b) » F ve tye (a,b) olsun. Eger
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()Y h > 0icin F(ty + h) © F(ty), F(ty) © F(t, — h) var ve

F(t0+h)h@F(t0) = Timy,_ w = F(ty) ise F, ty’da

turevlidir. Ya da

QVh<0i¢cinF(ty +h) © F(ty), F(t,) © F(ty — h) var ve

F(to+h)OF(tg) _

limy, - —=———— = limp,_,,- F(t)OF (to=h)

- =F'(ty) ise F, ty’da
tirevlidir.
Hukuhara tiirevi ve giiclii genellestirilmis tiirev ile ilgili tanimlar1 verdikten sonra bu

tiirevlerin diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinde nasil kullanildigina bakalim.

Teorem 2.2.2. ([4]) F:T — F bir fonksiyon, t € T = (a,b) ve Va € [0, 1] i¢in
[F(®]* = [f2(©), go(8)] olsun.
1. Eger F, tamm (2.2.5)’e gore (1) tiirevli ise f,(t) ve g, (t) fonksiyonlari
tirevlidir ve
[F'(D]* = [f«(8), ga(O)] dir.
2. Eger F, tanim (2.2.5)’e gore (2) tiirevli ise f,(t) ve g, (t) fonksiyonlari
tirevlidir ve
[F'(O]% = [9a(®), fa(®)]'dir.
Bu teorem, bulanik diferensiyel denklemin ¢6ziimii i¢in kullanilan temel yontemdir.
Ispat:
1.
[F(t+h) © F)]* = [fa(t + h) — fo(8), ga(t +h) — go(D)]
her tarafi 1/h ile ¢arparsak,

[Ft+h) O F®]* [fat+h) = f(t) go(t+h) — g, @®)]
h h ’ h

elde ederiz. Ayni1 sekilde

[F) O Ft =M%  [fa(®) — fa(t —h) go(t) — ga(t —h)]
h a h ’ h

elde edilir. Simdi limit alirsak [F'()]% = [, (), g, (t)] olur.
2.

[F(t+h) © FOI* = [fa(t + h) — fo(©), ga(t +h) — ga(D)]
her tarafi 1/h ile garparsak,
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F h F @ 1
[F(t+ >h@ (©] = = [felt +B) = fu(®), Galt + 1) = gol©)]

_ ga(t + h) B ga(t) fa(t + h) B fa(t)
- h ’ h

Elde edilir. Ayn1 sekilde

F Ft—h)]* 1
OO LI _ 210~ fule = 1), a0 - gale ~ )]

_ [ga(t) — Gt =) fo(©) — fult — h)l
’ h

h
Simdi limit alirsak [F'(t)]* = [g'a(t), f;(t)] olur. Boylece ispat tamamlanir.
Birinci merteben bulanik baslangi¢ deger probleminin ¢ézimii:

x'(t) = F(t,x(1), x(0) = xo (2.2.5)
Bulanik baslangi¢ deger problemi verilsin. F: [0, a] X F - F ve x, bulanik bir say1
olmak tizere,

[x (O] = [ua(t), va()], [x0]% = [ug, vl ve

[F (£, x(E)]% = [fu(t, ua (0, v2(©), Ga(t, ua (©), v (t))] olsun. O zaman (2.2.5)
denkleminin ¢6zlimii i¢in iki alternatifimiz olur.

1- x(t), tamim (2.2.5)’e gore (1) tirevli ise [x'(t)]* = [ug(t), v, (t)] olur. Buradan
asagidaki denklem sistemini elde ederiz.

{ua(t) = fa(t. ua(®), 72 (1)), ua(0) =ug

Ve (t) = go(t, ua(®), v (D)), v(0) = vg
Bu sistemi de u, ve v,’ya gore ¢ozersek Va € [0, 1] i¢in bulanik bir ¢6ziim olan
[x()]* = [ug(t), v, (t)]’yi bulmus oluruz. Burada elde edilen u,(t) ile v,(t) nin
U, (t) < v, (t) esitsizligini ve ug(t) ile v, (t)’nin de ul(t) < vy (t) esitsizligini
sagladigina dikkat etmemiz gerekir.
2- x(t), tanim (2.2.5)’e gore (2) tirevli ise [x'(t)]* = [vg(t), uy(t)] olur. Buradan
asagidaki denklem sistemini elde ederiz.

{u&(t) = 90(t,ua (D), (D), ue(0) = ul

Ve () = fo(t,ua (D), 12 (), v.(0) =vg
Yine bu sistemi de u, ve v,’ya gore ¢ozersek Va € [0, 1] i¢cin bulanik bir ¢dziim
olan [x(t)]* = [ug(t), v, (t)]’yi bulmus oluruz. Yine u,(t) < v,(t) ve v,(t) <

ug, (t) olmasina dikkat etmemiz gerekir.
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Ornek 2.2.1. ([4])
A >0 ve C, destek noktalar1 [—a, a] olan simetrik tiggensel bir bulanik say1 olmak
tizere, bulanik Malthus problemini goz oniine alalim.

{X’(t) = —-10X(t)
X0)=c¢

Coziim:

C nin a-kesit kiimesini bulalim.

[C]* =[-a(l—-a), a(l—a)]=(1 —a)[—a, a] olur.

Eger X(t)’yi tanim (2.2.5)’e gore (1) tiirevli diisiiniirsek asagidaki denklem sistemini

elde ederiz.

U (t) = —Ave (0) , ue(0) = —a(l—a)
Ve () = —Aug(t) , v, (0) = a(1l—a)
Bu sistemi ¢ozdigimizde u,(t) = —a(l—a)e? ve v,(t) =a(l—a)e?t

buluruz. Vt = 0igin uy(t) < v,(t) oldugu goriliir. Dolaysiyla X(t) ¢oziimiiniin
sol ve sag sinirlar1 gegerli olur. O zaman
[X(©)]* = [-a(1 — )e, a(l — a) e]
bulunur.
Simdi eger X(t)’yi tanim (2.2.5)’e gore (2) tlirevli diislintirsek asagidaki denklem

sistemini elde ederiz.

Ug (t) = —Aug (0), Ug(0) = —a(l —a)

Ve (t) = —Av, (1), ve(0) = a(l - a)
Bu sistemi ¢ozdiigimiizde uy(t) = —a(l—a)e ™ ve v,(t) =a(l—a)e
buluruz.

Yine Vt = 0i¢in uy(t) < v,(t) oldugu goriiliir. Dolaysiyla X(t) ¢oziimiiniin sol
ve sag sinirlar1 gegerlidir. O zaman

[X()]* = [-a(1 — @)e ™, a(1 — a) e *]
bulunur.
1. durumda ¢ikan ¢6ziimde t — oo iken ¢Ozlimiin araligir yani Cap(dest X (t)) =
2ae’ de genisleyip smirsiz olur. a = A = 1vet € [0,5] igin ¢Oziimiin desteginin

nasil genisledigini asagidaki grafiklerden gorebiliriz.
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Sekil 2.1.(a) X(t), (1) tiirevli iken ¢ozlimiin grafigi

Sekil 2.1.(b) X(t), (1) tiirevli iken ¢dziimiin bagka bir agidan grafigi
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Ama 2. durumda ¢t — ooiken Cap(dest X(t)) = 0 oldugu gériiliir. Yine a = 2

1vet € [0,5] igin grafiklerden ¢6ziimiin davranigini gorebiliriz.

gi

(2) tiirevli iken ¢oziimiin grafi

b

Sekil 2.2.(a) X (t)

Sekil 2.2.(b) X(t), (2) tiirevli iken ¢dziimiin bagka bir agidan grafigi
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Teorem 2.2.3. ([13]) F: T — F bulanik bir fonksiyon olmak iizere,
i.  F,tanim (2.2.5)’e gore (1) tiirevli olsun. F' integrallenebilirse Vt € T i¢in
F(t) = F(a) ® [, F'(s)ds
ii.  F,tanim (2.2.5)’e gore (2) tlirevli olsun. F' integrallenebilirse Vt € T i¢cin
F(t) = F(a) © (DO [ F'(s)ds

Ispat: Ispat1 ikinci durum igin gosterelim.

[ f F’(s)ds] - [ f gL(s)ds, f fé(s)dsl = [92(8) = 9a(@), fu(®) — fu(@)]
Buradan
[FO1% + (D) [[LF(s)ds]”

= [fa(t): .ga'(t)] + [fa(a) — fa (D), .ga'(a) - ga(t)]
= [fa(@), ga(@)] = [F(0)]*

Simdi, F:[a,b] X F — F ve x, bulanik bir say1 olmak iizere,
x'(t) = F(t,x(1)), x(a) = x, (2.2.6)
Bulanik baglangic deger problemini géz oniine alalim.
Teorem 2.2.4. ([13])
i.  x, (1) tirevli olsun. O zaman x: T = F, (2.2.6) denkleminin bir ¢dziimiidiir

ancak ve ancak
x(t) =x, @ f:F(s,x(s))ds,t €T ise (2.2.7)
il.  x,(2)tirevli olsun. O zaman x: T - F, (2.2.6) denkleminin bir ¢6ziimiidiir

ancak ve ancak
x(t) =x, © (—1)®fatF(s,x(s))ds ,tET ise (2.2.8)
Ispat:
il. Eger x, (2.2.6) denkleminin bir ¢6zlimii ise Vt € T igin
t t
X0 @ (-1 [ x()ds =x(0) @ (DO | Fls,x(s)ds

Olur.
Teorem 2.2.3 (ii)’den

x(a) =x(t) ® (—1)®fatF(s,x(s))ds
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olur. Boylece (2.2.8) denklemini elde ederiz.
Tersine (2.2.8) denklemi saglanmis olsun. Va € [0, 1] i¢in [x(t)]* = [ug,(t), v (t)]

olmak iizere,

t t
[t (6), ve ()] + (=1 [ j £, (5), ve(s))ds f (5, ua(5), ve(s))ds

= [ug(a), ve(a)]

olur. Buradan
Ue(®) = [} Ga (5, e (5), va(5))ds = uq(a)

V() = [ fu(5, (), Ve (5))ds = v (@)
bdylece
Wa(t) = ga(t,ua (1), (1))
ve
Ve (t) = fo(t ug (1), va (1))
olur. O zaman
[x()] = [We (), va(D)]
= [fa (£, ua (D), v (1)), ga (t, ua (0, v (1))]
= [F(e,x®)]"

olur. Sonug olarak x, (2.2.6) denkleminin ¢6ziimii olur.

Tamim 2.2.6. (s. mertebeden genellestirilmis tiirev, [9])
F’nin s. mertebeden tiirevini asagidaki gibi tanimlariz. F:(a, b) = F ve tye (a, b)
olsun. Eger F®, vs=1,2 ..,n icin var, 0ylekivVs = 1,2, ..,ni¢in
i. Vh >0icin FS™D(ty 4+ h) © FED(ty), FS™D(ty) © FE~D(t, — h) var
ve

. FO=D(to+h)OFG~D) . FG-1 FG=D(to—h .
limp,q (to+ )h@ (to) _ ity (fo)@h (to—h) _ F(S)(to) ise

F, ty,’da s. mertebeden tiirevlidir. Ya da
ii. Vh >0icin FCU(t,) © FEU(ty +h), FE~D(t, —h) © FS™D(t,) var
ve

(s-1) (s-1) (s-1) (s-1)
limyy = “0)?_’; ) R TRl “0)?_Fh) Goth) _ pO)(ty) ise

F, ty’das. mertebeden tiirevlidir. Ya da
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iii. Vh >0icin FS™D(ty +h) © FED(ty), FEU(t, — h) © FC~I(t,) var
Ve

FO=U(to+h)OFC~D(t,)
h

(s-1) (s-1)
= limh\o il (t0+?3;9)F (to) = F(S) (tO) 1se

limpyo

F, ty’da s. mertebeden tiirevlidir. Ya da
iv. Vh >0icinFCD(ty) © FSU(ty + h), FE D (t,) © FS™I(ty, — h) var
ve

. (s-1) (s-1) h . (s-1) =D (ta=h .
llth\OF (tO)SI;) Goth) llthOF (tO)eI; Gl _ FO(ty) ise

F, ty’da s. mertebeden tiirevlidir.
Tanim 2.2.5’e gore, verilen bir F bulanik fonksiyonunun tiirevini iki sekilde elde

edebiliriz. Bunlar1 asagidaki gosterelim.
i.  F,(1). durumdaki gibi tiirevli ise tiirevi Dl(l)F (t) seklinde gosterilsin.
ii. F,(2). durumdaki gibi tiirevli ise tiirevi DS F () seklinde gosterilsin.

Yani F, t,’da tirevli ise F nin birinci tiirevini D,(LDF (ty), n =1,2 seklinde

gosterelim. O zaman verilen bir F bulanik fonksiyonunun ikinci tlirevi i¢in dort

olasiik  ortaya  ¢ikar. Bunlar Dl(l) (Dl(l)F (t)) , Dz(l) (Dl(l)F (t)) ve

pW (Dz(l)F(t)), psv (Dz(l)F(t)) olur.

Tamm 2.2.7. ([10])
F:(a,b) > F, tye (a,b) ve n,m = 1, 2. Eger t,, n bir komsulugunda Dr(Ll)F mevcut

ve bulanik bir fonksiyon ise ayni zamanda D,(ll)F , to’da (m) tiirevli ise F bulanik

fonksiyonu ty’da (n,m) tirevlidir denir. F bulanik fonksiyonunun ikinci tiirevi
D,Sf,)nF (to) seklinde gosterilir.
Teorem 2.2.5. ([10]) DXVF:T - F ve DSVF:T — F bir fonksiyon, t € T = (a, b)
veVa € [0,1]i¢in [F(t)]* = [f,(t), go(t)] olsun.
i. Eger Dl(l)F (), (1) tirevli ise f, '(t) ve g, '(t) tirevlidir ve
[DEFOI = [f2"(0), go"©)] dir.
ii. Eger Dl(l)F (), (2) tirevli ise f,'(t) ve g, '(t) tirevlidir ve

[DEF(©)]% = [g2"(1), f,"(®)] dir.
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iii.  Eger Dz(l)F (), (1) tirevli ise f, '(t) ve g, '(t) tirevlidir ve
[DSAF®] = [94"(®), f2"(®)] dir.
iv.  Eger DVF(t), (2) tiirevli ise f, () ve g, '(t) tiirevlidir ve

[DEF®]* = [f" (1), g2"(®)] dir.

Ispat: Sadece (i) durumu igin ispat1 gosterecegiz diger durumlar da benzer sekilde
gosterilebilir.
h > 0vea € [0,1] igin

[D{VF (e +h) © DIVF (1% = [fo (t + B) = fi/'(©), 9o (6 + 1) = g ()]
her tarafi 1/h ile ¢arparsak,

[DiVF(e+m) © DIVF@)* _ lfa (E+h) ~ fo'(0) ga'(t+h) — ga'(®)

h h ’ h
elde ederiz. Ayni sekilde

[pPF® @ DPPe -] [fa ® = fa't = 1) ga'®) = ga 't = h)
h B h ' h

elde edilir. Simdi limit alirsak [D{YF(£)]% = [f; (), go ()] olur.

Bdylece ispat tamamlanir.
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2.3. iIKiNCi MERTEBEDEN BULANIK BASLANGIC DEGER VE SINIR
DEGER PROBLEMI

Ikinci mertebeden lineer bulanik baslangic deger problemini géz 6niine alalim.

y"(t) @ a®y ' (O)@bOY(t) = o(t),
y(0) =y, (2.3.1)
y'(0) =y,

a,b>0, yy, v1 €EF ve a(t) herhangi bir I aralig1 ilizerinde siirekli bir bulanik

fonksiyon olmak iizere, (2.3.1) probleminin ¢6zliimii secilen tiirev tipine gore

degisecektir. Problemin nasil ¢oziilecegine gegmeden dnce baska bir tanim verelim.

Tamm 2.3.1. [10] y:I = F ve n,m € {1,2} olsun. Eger I aralig1 iizerinde D,(ll)y,

DBy meveut ve DEy(D) ® a@DPy(®) ® bOY(®) = 0(®),  ¥(0) = yo,

D,(ll)y(O) =y, ise y bulanik fonksiyonuna (2.3.1) probleminin (1, m)¢oziimiidiir

denir.

Teorem 2.2.2 ve teorem 2.2.5’dan, secilen tiirev tipine gore (2.3.1) problemini ikinci

mertebeden adi lineer diferensiyel denklemler sistemine cevirebiliriz. Bu sekilde

(2.3.1) problemine y: I = F ¢0ziimiinii buluruz.

[y(©1 = [yt a),y(t,a)] olmak iizere, (2.3.1) problemi igin dort olasi ikinci

mertebeden adi diferensiyel denklem sistemi asagidaki gibi olur.

(1, 1)-sistemi, yani yve y nin tiirevi teorem 2.2.2°ye gore (1) tiirevli ise;
('t a)+ay'(ta)+byta)=a(ta),
4' V' (t,a) +a.y (ta)+b.y(ta) =5t a),

I X(O' a) = KOJ y(oﬁ a) = )_/0 (232)
W Oa) =y, yOx)=7,
(1, 2)-sistemi
(?”(t, a) + a.X’(t, a) + b.X(t, a) =a(t, a),
y (t,a)+a.y(t,a) +b.y(t,a) =0a(t,a), (233)

y0,0) =vo  ¥(0,0) =7,
lZ&@=@,7&@=ﬂ

(2, 1)-sistemi, yani y teorem 2.2.2’ye gore (2) tiirevli ve y nin tiirevi (1) tiirevli
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ise;
(V'(ta) +a.y (t,a) + b.y(t, @) = a(t,a),
4' X”(t' a) + a.X’(t, a)+b.y(t,a) =d(t,a),

Y0 =y FO.@) =7, @34
kyl(OJ (l) = Zl) X,(O; a) = )_/1
(2, 2)-sistemi
(y'(t a)+ a. y(ta)+ b.y(t,a) = a(t, a),
{ ?"(t, a) + a.X’(t, a)+b.y(t,a) =a(t,a), 23.5)

yO.0) =y, F(0,@) =7,
[7(0. )=y, Y(0a)=7,

Daha sonra her bir sistem igin bulunan [y(t)]* = [y(t, @),y (t, @)] ¢dziimlerinin ve

¢Ozlimiin tlirevlerinin gegerli uglara sahip olup olmadigi kontrol edilir.

Simdi bir 6rnek tizerinde prosediiriin nasil isledigini gosterelim.

Ornek 2.3.1. ([10])

Asagidaki ikinci mertebeden baslangic deger problemine bakalim.
y”(t) = 0y,
y(0) =vo, (2.3.6)
y'(0) =1

[00]% = [¥ol* = [11]* = [ — 1,1 — a]

olsun.

Eger [y(©)]* =[y(t,@), ¥(t,a)], problem i¢in (1,1) ¢dzimil ise o zaman

[y'@®O]% = 't @), ¥yt a)] ve [y"(D]* = [y"(t, a), ¥"(t, a)], probleme karsilik
gelen (1,1) ikinci mertebeden adi diferensiyel denklem sistemini saglar. Adi

diferensiyel denklem teorisinden (1,1) sisteminin ¢6ziimi asagidaki gibi bulunur.
yea) =@-D)(S+e+1) 50 =1 -a) (S+e+1)
vVt 20 i¢in y(t,a) <y(t @) oldugu gorilir. Yani [y(6)]* = [y(t, @), ¥(t, a)]
uclarmin vVt > 0 icin gegerli oldugu goriiliir. Dolayisiyla Vt > 0 igin
y@®]*=[a—1,1—q] (; +t+ 1), (1,1) ¢dzlimii olur.
(1, 2) ¢oziimii igin, (1, 2) sisteminden asagidaki ¢oziimii elde ederiz.
yta) =(@-1(-S+e+1), 50 = A -a) (- +t+1)

37



Dolayisiyla t € (0,1) igin [y(t)]* = [a — 1,1 — a (—g +t+ 1) , (1,2) ¢oztimii

olur. (2,1) ¢6ziimii i¢in, (2,1) sisteminden asagidaki ¢oziimii elde ederiz.
yta)=(@-1D)(-S-t+1), 5e,a) = 1 -a) (-5t +1)

Dolayisiyla t € (0,v3-1) igin [y(®]* =[a—11-a](-S~t+1), 2D

¢Oziimii olur.

(2,2) ¢oziimii igin, (2, 2) sisteminden asagidaki ¢oziimii elde ederiz.
yta)=(@-1D(5-t+1), 7@y =1 -a) (S -t +1)

2
Dolayisiyla t € (0,1) i¢in [y(t)]* =[a—1,1— «a] (% —t+ 1), (2,2) ¢oOzimi

olur.
Sonug olarak ikinci mertebeden bulanik baslangic deger probleminin dort farkli

¢Oziimi olur.

Ornek 2.3.2. ([14])
y'®) =20y,
y(0) =20y, (2.3.7)
y1) =20y

[y]1* =[a-1,1—a]
sinir deger problemini gdz oniine alalim.
Coziim:
Eger [y(©)]* = [y(t, @), y(t,a)], problem i¢in (1,1) ¢dziimii ise o zaman
[y'@®OI* = 't a),y'(t a)] ve [y"(D]* =[y"(t a),y"(t, a)], probleme karslik
gelen (1,1) sistemini saglamalidir. (1,1) sistemini ¢ézdiigimiizde elde edecegimiz
¢coziimler asagidaki gibi olur.

y(t,a) = %(a —1)(8t2 — 6t + 1)

- : (2.3.8)
y(t,a) = 5(1 —a)(8t? —6t+1)

Dolayisiyla (2.3.8), t > % vet < iigin gercek bir fuzzy say1 belirtir. (2.3.8)’in tanim

(2.2.5)’e gore (1) tiirevi
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y'(t ) = %(a —1)(16t — 6)

239
y'(t @) =3 (1 - a)(16t - 6) (2.3.9)

seklinde olur. Buradan t > % icin (2.3.9) fuzzy sayi belirtir. (2.3.9)’un tanim (2.2.5)’

e gore (1) tiirevi,
{X"(t, a) =2(a—1)
y'(t,a) =2(1-a)

olur. Sonug olarak ayn1 anda (2.3.8), (2.3.9) ve (2.3.10) t € (%, 1) araliginda gecerli

(2.3.10)

uclara sahip olurlar dolayisiyla (2.3.8) denklemi ile verilmis olan y(t), sinir deger
problemi i¢in t € (%, 1) araliginda (1, 1) ¢6zlimii olur.
(2,2) ¢oziimii igin (2, 2) sistemini ¢ozersek yine (2.3.8)’deki ¢oziimii elde ederiz. O
zaman Y (t)’nin birinci tlirevi tanim (2.2.5)’e gore (2) tiirevli oldugundan
DLy = (7t @)yt a)] = (1 - a)(16t —6), (@~ 1)(16¢ - 6)]
seklinde olur ve bu da t S% icin bir fuzzy say1 belirtir. Benzer sekilde y(t)’nin
ikinci tiirevi tanim (2.2.5)’e gore (2) tiirevli oldugundan
[p2y®] = 0, 7C @] = 2= 1, 201 - )]
elde edilir. Sonug olarak (2.3.8) denklemi ile verilmis olan y(t), sinir deger problemi
icint € (0, i) araliginda bir (2, 2) ¢6ziimii verir.
(1, 2) sistemini ¢ozdiiglimiizde
y(t, @) = —=(a — 1)(8t2 — 10t — 1)
= s (2.3.11)
y(t,a) = —5(1 —a)(8t? — 10t — 1)
¢oziimiinii buluruz. Bu ¢6ziim t € (0, 1) igin bir fuzzy sayr belirtir. (2.3.11)’in
birinci tiirevi tanim (2.2.5)’e gore (1) tiirevli oldugundan
y'(t a) = —%(a —1)(16t — 10)

2.3.12
y(t,@) = = (1 - a)(16¢t - 10) (23.12)

elde ederiz. (2.3.12), t < g icin bir fuzzy say1 belirtir. Devam edersek (2.3.11)’in

ikinci tiirevi, tanim (2.2.5)’e gore (2) tiirevli oldugundan

[y”(ti (Z), y"(t; (Z)] = [2(0{ - 1)) 2(1 - a)]
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seklinde bulunur. Sonug olarak (2.3.11), t € (O, g) i¢in bir (1, 2) ¢dziimii verir.
(2, 1) ¢oziimii icin (2, 1) sistemini ¢ozersek yine (2.3.11)’deki ¢coziimii elde ederiz.

Benzer islemler yapildiginda (2.3.11)’in t € (g, 1) icin bir (2,1) ¢ozliimi verdigini

gorebiliriz.
Ornek 2.3.3.
y'() = y' (D2 O v,
y(0) =v1, (2.3.13)
y'(0) =y,

[y1]* =@ —1,1—a], [yo]* = [a, 2 — a] olmak iizere,
bulanik baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimiinii (0, 1) aralig1 tizerinde arastiralim.
Coziim:

Eger [y(9)]* = [y(t, @), ¥(t,@)], (2.3.13) problemi i¢in (1,1) ¢6zlimi ise 0 zaman

[y'@®OI* = 't a),y'(t a)] ve [y"(D]* =[y"(t a),y"(t, a)], probleme karsilik
gelen (1, 1) sistemini saglamalidir. Bu verileri (2.3.13) probleminde yerine yazarsak
[y'ta),y"ta)] = [yt a),y'(t, )]+ 2[a,2 - a],
[y(0,a),y(0,0)] = [a = 1,1 —a], (2.3.14)
[y'(0,2),y'(0,0)] = [a—1,1-a]
denklemini elde ederiz. (2.3.14) denkleminden de (1, 1) sistemini asagidaki gibi elde
ederiz.
(y'(t,a) =y'(t,a) + 2a,
Yt @) = y'(t,a) + 4 — 2a

y(0,a) =a—1,
y0,a)=1—a,
y'(0,a)=a—-1,

\y'(0,a) =1—«a
(1, 1) sistemini ¢ozdiiglimiizde elde edecegimiz ¢oziimler asagidaki gibi olur.
[v(©)]* = [-2a(t+1) + Ba —1)ef, Qa—4)(t+ 1)+ (5—3a)e].
y(t) ve y'(t) tamim (2.2.5)’e gore (1) tiirevli oldugundan
[v'(D)]* = [-2a + Ba — 1)et, 2a — 4 + (5 — 3a)et]
ve

[y"(®©]% = [Ba — De’, (5—3a)e’]
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seklinde bulunur. Dolayisiyla [y(t)]%, [y'(t)]* ve [y"(t)]* t =0 igin fuzzy say1
belirtir. Bundan dolay1 (2.3.13) problemi igin

[y(O)]* = [2a(t + 1) + Ba — 1Det, Qa—4)(t+ 1)+ (5-3a)et]
(0,1) aralig1 lizerinde (1, 1) ¢ozlimii belirtir.
(1, 2) sistemini ¢ozdiigiimiizde elde edecegimiz ¢oziimler asagidaki gibi olur.

y(t,a) =2et—etBa—3)+a(4—-2t)—6

{§(t, a)=2e"+e'Ba—-3)+ a2t —4) —4t+2
y(t), tanim (2.2.5)’e gore (1) tiirevli ve y'(t) tanim (2.2.5)’e gore (2) tlirevli
oldugundan

[V (£)]* = [2e' + e *(Ba —3) — 2a, 2et —e *(Ba — 3) — 4 + 2a]
ve

[v'(©)]* = [2et + e t(Ba — 3), 2et — e t(3a — 3)]
olarak bulunur. (0, 1) aralig tizerinde y(t) ve y''(t) bir fuzzy say1 belirtir. y'(t) ise
(0, In G)) araliginda bir fuzzy say1 belirtir. Dolayisiyla [y(t)]%, [y'(t)]* ve

[y"(t)]%, aym anda t€ (0, In G)) icin bir (1,2) ¢Oziimii verir. Bu ¢dziimii
asagidaki grafikten gorebiliriz. Grafikte y1(t,0) = X(t’ 0), y2(t,0) :=y(t,0),

ve benzeri. ..
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y1(t, 0)
‘| / r y‘2 (t! O)
1 | 4
- y1(t 0)
< ol y2 (t, 0)
-1
2 ‘ ‘ ‘ ‘ 2 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8
t t
8

y" (t)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

Sekil 2.3. (0, 1) aralig tizerinde (1, 2) ¢ozlimiiniin grafigi

(2,1) sistemini ¢ozersek elde edecegimiz ¢ozlimler
y(t,a) = a—4)t+4a—6+ (5—3a)et
{3:1(t, a) = —2at —4a+ 2+ (Ba — 1)et
seklinde olur. y(t) tanim (2.2.5)’e gore (2) tlirevli ve y'(t) tanim (2.2.5)’e gore (1)
tiirevli oldugundan
[V ()]* =[etBa — 1) — 2a, e'(5 — 3a) + 2a — 4]
ve
' 1% = [e*Ba —1), (5 —3a)]
olarak bulunur. Gerekli iglemler yapildiginda y(t)’nin t € (0,0.518) i¢in bir (2,1)
¢Oziimii verdigi goruliir.
(2,2) ¢oziimii igin, (2, 2) sisteminden asagidaki ¢oziimii elde ederiz.
y(t,a) =2et+ Ba—3)e t —2a(1 —t) — 4t
{}(t, @) = 2¢' — (3a — 3et — 2a(t — 1) — 4
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buradan ¢ € (0, In (3)) igin y(£). (2,2) goziimii olur.

Teorem 2.3.1. ([9])
to € [a,b] ve f:[a,b] X F —» F siirekli olsun. x:[a,b] - F fonksiyonu ancak ve
ancak X ve x' asagidaki sartlardan birini sagliyorsa
x"(t) = f(t,x(t),x’(t)), x(ty) = kq, x'(ty) =k, fuzzy baslangic deger
probleminin bir ¢oziimiidiir.
2) x(t) =k, O (t— t)® ;. ([, f(5,%(5),%'())ds) ds @ ky
x" ve x"’ tanim (2.2.5)’e gore (1) tiirevidir. Ya da
b) x(t) =0 (-1 O (k; O (t — ) © (1) O J;. (. f(5,x(), %' (5))ds) ds)
@ kq
x" ve x"’ tanim (2.2.5)’e gore (2) tiirevidir. Ya da
o) x(t) =0 (-=1) © (k2 Ot-t)® |, ( N f(s,x(s),x’(s))ds) ds) @ k,
x' tanim (2.2.5)’e gore (1) tiirevidir ve x"’ (2) tiirevidir. Ya da
) x(O) =k O(t—t)O(-DO [ ( N f(s,x(s),x'(s))ds) ds @ k,
x' tanim (2.2.5)’e gore (2) tiirevidir ve x"’ (1) tiirevidir.
Ispat:
a) xvex', (1) tirevli olsun.
x"(t) = f(t,x(t),x’(t)) =x'(t) = fttof(s,x(s),x’(s))ds @k,
buradan x(t) = ftto (ftto f(s,x(s),x'(s))ds @ kz) ds @ k, olur.

ve boylece x(£) =k O (£ — t) @ [, ( N f(s,x(5),x'(s))ds ) ds @ ky
elde edilir.

b) xvex', (2)tiirevli olsun.
x"(0) = f(£,x(0),2'(©) = x'(©) =0 (~1) O J;. f(5,2(),x'())ds B k,
buradan
x(®) =0 (-1) O (k; O (t = t) © (-1 O [ ([ £(s5,x(5), x'(s))ds ) ds)
®ky
elde edilir.
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¢) x,(2)tiirevli ve x', (1) tiirevli olsun.
x"(t) = f(t,x(@®),x' @) = x'(t) = ftif(s,x(s),x’(s))ds @ k,
x(t) =0 (-1 O (ky © (= t) @ [ (1 f(5,2(5), %' (5))ds) ds) @ ks

d) x, (1) tiirevli ve x', (2) tiirevli olsun.
x"(0) = f(£,x(0),x'(0) = 2'(©) =0 (1) O J;. f(5,%(5),x'())ds @ k;
olur. Boylece
x(t) =k, O (t—t0) © (1) O J,. (J. F(5,%(5),x'(5))ds) ds @ ky

elde edilir.

Ispat bdylece tamamlanr.

Teorem 2.3.2. ([9]) f:[to,T]XF X F — F siirekli ve M;,M, >0 olsun. Vt €
[to, T] ve x1,¥1, %3, y, € F igin

D(f(t; x1,%2), f (¢, 3’1;3’2)) < M;D(x1,y1) + MyD(x3,¥,)
sartt saglaniyorsa x''(t) = f(t,x(t),x’(t)), x(ty) = ki, x'(ty) =k, fuzzy
baglangi¢ deger probleminin [ty, T] araligi izerinde her bir durum i¢in tek ¢oziimii
vardir.

Ispat (Bkz. [9])
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BOLUM 3
3.1 BULANIK (FUZZY) BASLANGIC DEGERLI SIR EPIDEMIK MODELI

SIR modeli 1927°de W. O. Kermack ve A. G. McKendrick tarafindan gelistirilmistir.
SIR modeli bir popiilasyonda ortaya ¢ikan bir salginin yayilma seklini modelleyen
diferensiyel denklemlerden olusur [24, 25]. Modelde ii¢ farklt durumda bulunan
bireyler vardir. Bunlar;

S = Saglikli, Hasta olmayan ancak hastalifa yakalanma potansiyeli olup
hastalikli duruma gecebilecek bireylerdir.

I = Hasta, enfeksiyonlu olup enfeksiyonu digerlerine bulastirma potansiyeli
olan bireylerdir. Bu grup hastaliktan kurtulduktan sonra tekrar saglikli duruma
gecmez.

R = Hastaliga yakalanmis olup daha sonra iyilesen ve hastaliga karst dmiir
boyu bagisiklik kazanmig bireylerdir.

Model sematik olarak S = I — R seklinde ifade edilir.
Boyle bir SIR modeline karsilik gelen diferensiyel denklemler asagidaki gibidir.

dS_ S
a7

S(0)=S5,>0, 1(0) =1, >0, R(0)=0
Denklem non-lineer ve otonom bir denklemdir. Bu sistemin analitik ¢6ziimii yoktur.
Ancak grafiklerden ¢oziimlerin davranigi incelenebilir. Denklem sistemindeki
parametreler y > 0, f > 0 olmak iizere;
y — stipheli biri ile hasta birinin karsilasmasindaki hastalanma oram
p — iyilesme oram
Burada g6z Oniine aldigimiz SIR modelinde oliimlerin ve dogumlarin olmadigini

varsaytyoruz. Yukaridaki denklemlerden asagidaki esitlikleri elde edebiliriz.

ds(t) di(t)  dR(t)
at T Tar T Tar

0=>S{t)+I1(t)+R(t) =N
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Simdi, baslangi¢ aninda saglikli sayist ve hasta sayisi net olarak belli olmayan yani
baslangi¢ kosullar1 fuzzy olan [26], asagidaki SIR modelinin ¢6ziimlerinin

davraniglarini niimerik olarak inceleyelim.

Ornek 3.1.1.

y = 0.0022, f = 0.44 olsun.
S'=-0.0022SI
I'=0.0022SI — 0.441
R'=0.441

Baslangic kosullarin a-kesit kiimeleri asagidaki gibi olsun.

[S()]* = [s1(t,a),s,(t,a)] = [100a + 800,1000 — 100«]

H(®)]* = [i1(t, a),i,(t, a)] = [Sa + 10,20 — 5a]

[R(]* = [ (¢, @), 2 (t, )] = [0, 0]
Bulanik problemi c¢6zmeden oOnce klasik yani bulanik olmayan problemin
coztimlerinin grafiklerine bakalim. Bildigimiz iizere @« = 1 i¢in bulanik problem
klasik probleme doniislir. Daha sonra bulanik ¢oéziimlerle bu ¢oziimleri grafik

tizerinde karsilastiracagiz.

900

800 - —_— 1 |

700 - B

600 - -

500 - -

400 .

S(t)1(t)veR(t)

300 - B

200 - -

100 - -

Sekil 3.1. Klasik problemin ¢éztimlerinin grafigi
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Tanim 2.2.5’e gore S(t), (1) tlirevli veya (2) tiirevli olabilir ayn1 sekilde 1(t) ve R(t)
da (1) tiirevli veya (2) tlirevli olabilir. Dolayisiyla elimizde sekiz tane farkli denklem
sistemi olur. Biz S(t), I(t) ve R(t) lgliisiiniin ayn1 anda (1) ve ayn1 anda (2) tiirevli
oldugu durumlari inceleyecegiz ciinkii diger durumlarda (S(t), I(t) (2) tiirevli ve
R(t) (1) tirevli iken haric) diferensiyel denklem sisteminin ¢oziimleri S(t), I(t) ve
R(t) tg¢lisiiniin ayn1 anda (1) tiirevli oldugu duruma benziyor.
S(t), I(t) ve R(t), (1) tiirevli olsun.

[s,'(t,@),s, (t,a)] = —0.0022[s,(t, @), s, (t,@)]. [i,(t, a),i,(t, a)]

[i1'(t, @), i, (¢, @)] = 0.0022[s,(t, @), s (t, @)]. [i1(t, @), i, (¢, @)]

—0.44[i;(t, a),i,(t, a)]
[r1'(t, @), 7,/ (t, )] = 0.44[i1 (t, @), i (t, )]

Buradan
s;'(t,a) = —0.0022s,(t, a)i,(t, a)
s,'(t,a) = —0.0022s,(t, a)i; (t, @)
i;'(t,a) = 0.0022s,(t, @)i; (t, ) — 0.44i,(t, )
i,'(t,a) = 0.0022s,(t,a)i,(t,a) — 0.44i,(t, a)
r'(t, @) = 0.44i,(t,a)
r,'(t, @) = 0.44i,(t, a)

a = 0igin

s1(t,0) = 800, s,(t,0) = 1000, i1(t,0) = 10, i,(t,0) = 20,
T'l(t, 0) = O,rz(t, 0) = 0
olur. ¢ = 0i¢in problemi bilgisayar yardimiyla c¢ozersek asagidaki grafigi elde

ederiz.
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S(t)I(t)veR(t)

Sekil 3.2. 5(t), 1(t) ve R(t), (1) tiirevli iken problemin ¢ézlimlerinin grafigi

Bu kez S(t), I(t) ve R(t), (2) tirevli olsun. O zaman;
[s,'(t, @), s, (t,a)] = —0.0022[s,(t, @), s,(t, @)].[i1(t, @), i,(t, a)]
[i,'(t, @), i;'(t,@)] = 0.0022[s,(t, @), s, (t, a)].[i;(t, @), i,(t, a)]

—0.44[i; (t, @), i,(t, a)]
[r,'(t, @), ' (t, @)] = 0.44[i, (¢, @), i,(t, @)]

Buradan
s, (t,a) = —0.0022s,(t, a)i,(t, a)
s, (t,a) = —0.0022s,(t, @)i; (t, @)
i,'(t,a) = 0.0022s,(t, )i  (t, @) — 0.44i,(t, @)
i,'(t,a) = 0.0022s,(t, )i, (t,a) — 0.44i,(t, a)
r,'(t, a) = 0.44i,(t, @)
' (t, @) = 0.44i,(t, @)

a = 0i¢in
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s.(t,0) = 800, s,(t,0) = 1000,  i,(t,0) = 10, i,(t,0) = 20,
T'l(t, 0) = O,rz(t, 0) = 0

olur. ¢ = 0i¢in problemi bilgisayar yardimiyla ¢ozersek asagidaki
ederiz.

1000

grafigi elde

900 -
800 ...
700 -
600 -
500 -

nve
0 .

400 -

S(t)l(t)veR(t)

) A
oy
Sos?

.

300 -

200 -

100 -

Sekil 3.3. 5(t), 1(t) ve R(t), (2) tiirevli iken problemin ¢ézlimlerinin grafigi
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Simdi klasik ¢6zlim egrilerine ve S(t), I(t) ve R(t), (2) tlirevli iken kullanarak elde
ettigimiz egrilere ayn1 grafik {izerinde bakalim.

1000
........... S 1
800f... W\ e T iy H
.. \
,.\ 700 - ; |
~ 600 - r,
o u
2 —-— 8
>
— 500+ ——
g - R
~ 400+ |
7))
300 - i
200 - i
100 i
Q&=
0 15

Sekil 3.4. S(t), I(t) ve R(t), (2) tiirevli iken bulanik problem ile klasik problemin,

coziimlerinin grafigi
Gortldiigii gibi S(t), I(t) ve R(t) , (2) tiirevli iken ¢6zlim egrileri crisp ¢oziimlerle

daha tutarli davranis sergiliyorlar. Simdi « = 0,0.1,0.2,...,1 i¢in ¢Ozimlerin
grafiklerine 3-boyutlu uzayda bakalim.

50



ysey - 0

Sekil 3.5. S(t)

I(t)
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Sekil 3.6. 1(t)
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a-kesit
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Sekil 3.7. R(t)
Simdi de ii¢ degiskeni ayn1 grafik {izerinde gorelim.
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Sekil 3.8. S(t), I(£) ve R(¢t)

Bulanik teoriden bildigimiz gibi herhangi bir bulanik saymin a-kesit kiimesini
aldigimizda bu saymin a-kesit kiimesinin sol ucu her zaman sag ucundan kiiciik veya
esit olmalidir. Bizim inceledigimiz problemde grafiklerden de gordiigiimiiz gibi bu
kural bazi araliklarda bozuluyor. Biz boyle yerlerde iki oneri sunuyoruz (1): kuralin
bozuldugu aralikta bulanik ¢dzliim yerine klasik ¢oziimii almayi, (2): calistigimiz
aralikta a-kesit kiimesinin sol ucu i¢in a-kesit kilmesinin minimumunu sag ucu i¢in
de a-kesit kiimesinin maksimumunu almay1 dneriyoruz. Bu durumda klasik ¢6ziimiin

bulanik ¢ézlimlerin arasinda kalmasini saglayabiliriz.
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SONUC

Bu tezde inceledigimiz problemlerde de goriildigi gibi baslangic deger
problemlerini bulanik baslangic deger problemi olarak yorumlamak ¢6ziimiin
tekligini bozuyor. Yani ayn1 anda bulanik baslangi¢c deger problemi i¢in birden fazla
¢Oziim bulunabiliyor. Bu bir dezavantaj gibi goriinebilir ancak bu durum aslinda
bize, bulunan ¢ézlimlerden tlizerinde ¢alistigimiz gercek problemin yapisina en uygun
olan ¢6ziimii se¢ebilme imkanimi vermektedir [6, 27]. Bu da bulanik teorinin

zenginligidir.
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EK A: Terimler Sozliigii

Tiirkce Terim

Alt normal
Bulanik
Bulanik kiime
Cekirdek
Destek
Klasik kiime
Normallik

o-Kesit

Ingilizce Terim

Subnormal
Fuzzy
Fuzzy set
Core
Support
Crisp set
Normality
a-Cut
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