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GENELLESTIRILMIS YANSITAN BARIYERLi ODULLU YENILEME
SURECININ ASIMPTOTIK YONTEMLERLE INCELENMESI

OZET
Bu calismada, genellestirilmis yansitan bariyerli bir o6diillii yenileme siireci ele
alinmig ve siirecin olasilik karakteristikleri analitik ve asimtotik yontemlerle hem
klasik hem de bulamik mantik ¢ercevesinde incelenmistir. Calismanm birinci
kisminda, siire¢ matematiksel olarak insa edilmis ve sonlu boyutlu dagilimlari ele
almmistir. Ardindan siirecin lic 6nemli sinir fonksiyoneli tanimlanmis ve bu sinir
fonksiyonellerinin momentleri hesaplanmistir. Daha sonra siirecin bazi sartlar altinda
ergodikligi ispatlanmis ve ergodik dagiliminin genel sekli bulunmustur. Buna ek
olarak, ergodik dagilim i¢in zayif yakimsama teoremi ispat edilmis ve limit
dagiliminin acik sekli bulunmustur. Bunun yani sira, bulunan limit dagilimmm bir
“Kalan Omiir” dagilimi oldugu gdsterilmistir. Bu boliimiin sonunda ise siirecin
ergodik dagilimimnin tiim momentleri i¢in asimtotik a¢ilimlar elde edilmistir. Ayrica,
bazi 6nemli durumlarda (Ustel, Erlang ve Rayleigh Dagilimlar1 durumunda) siirecin

ilk dort momenti igin agik katsayili asimtotik agihimlar yazilmustir.

Tezin ikinci kisminda ise, talepleri ifade eden rasgele degiskenlerin, bulanik
parametreli Ustel, Gama, Erlang ve Weibull dagilimlarma sahip oldugu durumlarda
siirecin ergodik dagilimi ele alinmis ve ergodik dagilimm bulanik mantik
karakteristikleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Odiillii yenileme siireci, Yansitan bariyer, Sonlu boyutlu
dagilimlar, Ergodik dagilim, Ergodik moment, Zayif yakinsama, Asimtotik a¢ilim,
Kalan omiir, Smir fonksiyonelleri, Uyelik fonksiyonu, Alfa Kkesitler, Bulanik
yenileme fonksiyonu, Bulanik parametreli ergodik dagilim.
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INVESTIGATION OF THE RENEWAL REWARD PROCESS WITH
GENERALIZED REFLECTING BARRIER BY ASYMPTOTIC METHODS

ABSTRACT

In this study, a generalized renewal reward process with reflecting barrier is
considered and probability characteristics of the process is investigated by analytic
and asymptotic methods in both crisp logic and fuzzy logic. In the first part of the
study, the process is constructed mathematically and its finite dimensional
distributions are examined. Then, the three important boundary functionals are
defined and the first four moments of these boundary functionals are calculated.
Later, under some conditions the ergodicity of the process is proved and the exact
expression of ergodic distribution of the process is obtained. Moreover, the weak
convergence theorem for the ergodic distribution of the process is proved and the
explicit form of the limit distribution of the process is found. Besides, it is shown that
the obtained limit distribution is a residual waiting time distribution. At the end of
the first part, the exact form of the moments of the ergodic distribution is obtained. In
some important cases (in the cases of Exponential, Erlang and Rayleigh
distributions), the asymptotic expansions of the first four moments with the explicit
coefficients are written. In the second part of the study, when the random variables
expressed demands, having Exponential, Gama, Erlang and Weibull distributions
with a fuzzy parameter, the ergodic distribution of the process is examined. After
that, the fuzzy characteristics of the ergodic distribution are investigated and the
explicit forms of these characteristics are obtained.

Keywords: Renewal reward process, Reflecting barrier, Finite dimensional
distribution, Ergodic distribution, Ergodic moment, Weak convergence, Asymptotic
expansion, Residual waiting time, Boundary functional, Membership functions,
Alpha cuts, Fuzzy renewal function, Ergodic distribution with a fuzzy parameter.
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SEMBOL LiSTESI

Bu calismada kullanilmis olan simgeler a¢iklamalari ile birlikte agagida sunulmustur.

Simgeler

Q

F

P(4)

(Q,F P)

E(x)

Var(x)

ACES iy
a(x)~b(x)

g(x) = o(p(x))

g(x) = 0(p(x))
My (x) * Mp(x)
F™(x)

M(s)

M (s)

Aciklama

Bir stokastik deneyin 6rnek uzay1

Bir Q’ nin alt kiimeleri iizerinde insa edilmis bir o cebir
A olaymin olasilig1

Olasilik uzay1

x rasgele degiskeninin beklenen degeri

x rasgele degiskeninin varyansi

A kiuimesinin karakteristik fonksiyonu

a(x)' in b(x)’ e asimtotik denkligi

lim[g(x)/@()] =0

lgx)/px)] <C< o

) OX M; (x — y)dM,(y) ‘e esit olan konvoliisyon ¢arpim
F(x) fonksiyonunun kendisiyle n kat konvoliisyon garpimi

M(t) fonksiyonunun Laplace doniistimii
M(s) fonksiyonunun Laplace — Stiltijes doniigiimii



1. GENELLESTIRILMIS YANSITAN BARIYERLI ODULLU YENILEME
SURECININ MODELLENMESI VE INCELENMESI

1.1. GIRIS VE LITERATUR ARASTIRMASI

Kuyruk teorisi, stokastik finans, giivenirlik teorisi, matematiksel sigorta, stok kontrol
teorisi, fizik ve biyoloji gibi alanlarda birgok ilging problem yenileme ve odiillii
yenileme siiregleri ile ifade edilmektedir. Yenileme ve 6diillii yenileme siireglerinin
bircok modifikasyonu bu alanlardaki bazi problemlerin ¢6ziimii i¢cin kullanilabilir.
Bu modifikasyonlar ¢ogunlukla, yutan, tutan, yansitan ve elastik gibi ¢esitli bariyer

tipleri ya da kesikli sans karisimh miidahaleler ile verilir.

Literatiirde, yansitan bariyerli stokastik siireclerle ilgili bircok degerli ¢alismalar
bulunmaktadir (6rnegin Feller [13], Gihman ve Skorohod [15], Woodroofe vd.[6,
45], Borovkov [7], Kastenbaum [19], Brown ve Solomon [8], Khaniyev vd. [14, 20
— 29, 37] vs.). Bu c¢alismalarda, yazarlar genellikle analitik sonuglar elde etmeye
caligmislardir. Elde edilen sonuglar son derece karmasik matematiksel yapilar
icermektedir. Ozellikle bariyer yansitan oldugunda ele alman siirecin yapisi daha da
karmasik bir hale gelmektedir. Bunun da nedeni, siirecin ergodikliginin ispatinda
kullanilan gomiilii Markov zincirinin ergodik olmasmin ispat edilmesindeki
zorluktur. Yani, diger bariyerlerde genellikle bagimsiz rasgele degiskenlerden olusan
bir gomiili Markov zinciri segmek miimkiin olmasina ragmen, yansitan bariyerli
stokastik siireglerde bu kolaylik ortadan kalkar. Ciinkii yansitan bariyerli siire¢ler icin
bagimsiz rasgele degiskenler dizisi seklinde olan bir Markov zinciri segmek miimkiin

degildir. Bu durumda, zincirin ergodik dagilimini elde etmek oldukga zorlasir.

Analitik sonuglari karmasik yapisindan kurtulmak i¢cin 1990 yilindan itibaren bazi
yazarlar asimtotik yontemleri kullanarak yiiksek uyumluluga sahip yaklagik fakat
daha sade sonuglar almaktadirlar. Ornegin Alsmeyer [4], Janseen ve Leewarden [16,
17], Chang ve Peres [10], Lotov [35], Khaniyev ve Aliyev [3,23], Khorsunov [30]

vs. Bu tezde de, ele alinan siirecin ergodik momentleri i¢in kesin formiillerin yan1



sira, asimtotik agilimlar elde edilmistir. Ayrica, agilimlarin ilk terimlerinin bir kalan
omriin momentleri bi¢iminde oldugu goriilmiistiir. Bu durum, hem teorik hem de

pratik agidan olduk¢a 6nemli bir durumdur.

Khaniyev ve 6grencilerinin 2000 yilindan sonra elde ettigi sonuglarda genellikle
incelenen siirecin ergodik dagilimi ve ergodik momentleri ele alinmis ve asimtotik
yontemlerle arastirilmistir. Bilindigi iizere ergodik dagilim zaman parametresinin
biiyilk degerlerinde kullanilabilir. Halbuki birgok somut problemde zaman
faktoriiniin ¢ok biiylik olmas1 gerekmez. Dolayisiyla sonlu zaman anlarinda siirecin
davranisinin incelenmesi bilimsel agidan onemli ve pratik agidan gereklidir. Bu

nedenle, bu tezde siirecin bir boyutlu dagilimi da incelenmistir.

Ayrica bu tezde, siirecin ergodik dagilimlari igin zayif yakinsama teoremi ispat
edilmis ve limit dagilimin agik sekli bulunmustur. Tezin ikinci kisminda ise, bulanik
parametreli Ustel, Gama ve Weibull dagilimlar1 i¢in siirecin ergodik dagilimimnimn

bulanik karakteristikleri incelenmistir.



1.2. SURECIN FiZiKSEL MODELI VE YORUMU

Asagidaki kurala gore calisan bir depo ele almabilir. Bu 0rnege gore baslangic
aninda depoda Az kadar stok vardir A >0, z>0). Ty, =§;T, =& +&;...; T, =
& + & + -+ &,; ... rasgele anlarinda, My, 13, ..., Ny, ... talepleri miktarlarinda stok
depodan alinmaktadir. Burada §;,¢,,..." ler ardisik talepler arasinda gegen siireleri;
N1, M2, - ler ise talep miktarlarini gosteren pozitif degerli rasgele degiskenlerdir. Bu
islem, depodaki stok seviyesi sifirin altina diisene kadar devam eder. Stok seviyesi
sifirin altina diistigii anda deponun stok diizeyi yenilenir. Bu yenileme stokun sifirin
altma diisen miktarmin mutlak degerinin bir A kat1 kadar olsun ve stokun seviyesi bu
yeni baslangi¢ durumundan baglayarak bir Onceki periyottakine benzer sekilde
degisir. Her defa stokun miktar1 sifirm altina diistiigiinde bu islem tekrarlanir. Bu
sekilde calisan bir depodaki stokun t anindaki miktar1 X(t) ile gosterilir. X(t) bir
stokastik siire¢ olup literatiirde “Genellestirilmis Yansitan Bariyerli Odiillii Yenileme
Siireci” olarak bilinmektedir. A = 1 oldugunda bu siirece sadece “Yansitan Bariyerli
Odiillii Yenileme Siireci” denir. Benzer siirecler, stok kontrol teorisinin disinda
fizigin baz1 alanlarinda da ortaya c¢ikmaktadir. Ornegin, aynalar arasinda ve
seyreltilmis ortamda yiliksek enerjili partikiillerin hareketi “Yansitan Bariyerli
Rasgele Yiiriiyiis Siireci® ile ifade edilmekte ve incelenmektedir. Burada ele alinacak
stireg, bir taraftan stok kontrol teorisindeki bazi 6zel durumlar1 ifade etmekte, diger
taraftan ise sonuncu siireci incelemek i¢in alt yapi olusturmaktadir. Belirtmek
gerekirse, yansitan bariyerden dolay1 bu siireglerin analitik yontemlerle incelenmesi
oldukca zordur. Her ne kadar analitik yontemlerle elde edilen bazi sonuglar olsa da,
bu sonuclar genellikle karmasik matematiksel yapilarindan dolay1 pratik 6neme sahip
degildir. Bunun i¢in bu ¢aligmada ele alinan siire¢ esasen asimtotik yontemlerle

incelenmis olup, elde edilen sonuglar pratik 6neme sahip, yeterince sade sonuglardir.

Yukaridaki fiziksel modeli ifade edilen X(t) siireci, bundan sonraki bdlimde
matematiksel olarak modellenecek ve temel Ozellikleri asimtotik yontemlerle

incelenecektir.



1.3. SURECIN MATEMATIKSEL MODELI

{CEmn)}, n=123,..dizisi (Q,F,P) olasilik uzayinda tanimlanmis bagimsiz ve
ayni dagilima sahip rasgele degisken ciftleri dizisi olsun. Ayrica §, ve n_ rasgele
degiskenleri de kendi aralarinda bagimsiz ve pozitif degerli olsun. Dagilim
fonksiyonlar1 sirasiyla, ®(t) ve F(x) ile gosterilsin. Yani ®(t) = P{§; <t},
F(x) = P{n, <x} olsun. {§,} ve {nn} rasgele degiskenler dizisinden yararlanarak

{T,} ve {S,} yenileme dizileri asagidaki sekilde tanimlansin:

n n
To =Sy =0; Tn=ZEi; Sn=Zni,n= 1,2, ..
i=1 i=1

{Sp} yenileme dizisi yardimiyla asagidaki rasgele degiskenler dizisi kurulsun:

G =0(2) = Az — Sy, |;
N, = N,(A,) = inf{k > N; + 1:2 — (S — Sy, ) < 0};

3, =3, (A%) = |AL — (Sn, — Sny)|s

Ny = Ny(Ag,—4) = inf{k > N,_; + 1:A3,_; — (Sx — Sw,_,) < 0};

0 = 8(Au—1) = |Au—y — (Sn, — Sw,_,)

;. n=1,2,..
Burada A = 1 olan keyfi bir pozitif sabit {; =z >0; Ny, =0’ dur.

{No}, n = 1,2, ... tam degerli rasgele degiskenler dizisinden yararlanarak, asagidaki

{tn}, n = 1,2, ... dizisi insa edilsin:

Ny N, Np
T =0; 1, =1,(A2) =in; T, =ZEi;...; T, =Zii,n: 1,2 ..
i=1 i=1 i=1



Ayrica v(t) = max{n = 0: T, < t}, t > 0 olsun. Simdi de, ele alman X(t) stokastik
stireci matematiksel olarak kurulsun.

Her 1, <t<1ty41, n=012,.. igin X(t) =A%, — (Syery — Sn,) Olsun. X(t)
stirecinin tanimi agagidaki sekilde de verilebilir:
X(t) = Z (}\Zn - (SV(t) - SNn>) I[Tn;Tn+1) (t)

n=0

Asagida X(t) siirecinin bir goriiniimii yer almaktadir.

X(®)
—m] prel '—~
T ; : /1(27_”; 43 —
& O T S R Sy SR
o) I S T B et
| }51 ) ¢ 0 Zs
0 T, T, T, <“ T <" T, <~ T3 t
_{1(3 _(ZG —(3(
¥
e b4

Sekil 1.1. X(t) Siirecinin Bir Goriiniimii

X(t) siirecine, “Genellestirilmis Yansitan Bariyerli Odiillii Yenileme Siireci” denir.
A =1 oldugunda X(t) siireci, literatiirde “Yansitan Bariyerli Odiilli Yenileme

Siireci” olarak bilinmektedir.



1.4. SURECIN SINIR FONKSiYONELLERININ INCELENMESI

Siire¢ insa edilirken, siirecin yani sira ii¢ Onemli sinir fonksiyoneli de
(N1 (z),t,(2),Sy 1(2)) tanimlanmisti. Bu bolimdeki amag, genellestirilmis yansitan
bariyerli 6diillii yenileme siirecinin bu fonksiyonellerinin de incelenmesidir. Ancak,
oncelikle bu fonksiyoneller lizerine literatiirde mevcut olan bazi sonuglar asagida

verilmistir:

Yardimer Teorem 1.4.1: {€,} ve {n,} baslangi¢c rasgele degisken dizileri asagidaki

kosullar1 saglasin:
i) a, =EE]) <oo, ii) my =EM]) < oo.

Bu durumda Tt,(x) smir fonksiyonelinin ilk doért momenti, N;(X) smir

fonksiyonelinin momentleri cinsinden asagidaki gibi ifade edilebilir:

1) E(rl(x)) = alE(Nl(x)),

2) E(tf(®) = JE(N; () + (az — aD)E(N; (%)),

3) E(1i(®) = GE(N3 (%)) + 30 (o, — aP)E(N?(x)) + (203 — 30da, + as)
E(N; (),

4) E(tt(®) = ofE(NT(®) + 602 (ap — aDE(N3 (%)) + (11af — 18c2a, +
4oz + 3a2)E(N2(%)) + (o + 1202, — 4oy a3 — 302 — 6a)E(N; ().

Burada oy, = E(&) < 0, k = 1,2,3,4” tiir (Aliyev vd. [3]). m
N;(x) bir yenileme siirecidir ve bu slirecin momentleri igin x — oo iken asimtotik

acilimlar literatiirde mevcuttur (Aliyev vd. [3]). Bu sonug asagida yardimci teorem

seklinde verilsin.



Yardimer Teorem 1.4.2: E(n?) < o olsun. Bu durumda x — o iken N;(x) sinir

fonksiyonelinin ilk dért momenti i¢in iki terimli asimtotik agilimlar asagidaki sekilde

yazilabilir:
DEN;(®) = + o(1),
2) E(N?(x)) = —2 - 1>— + o(x),
3
3)E(N](%) = — >— + o(x2),
4HENt(X®) =— + mm22 - 6>— + o(x3),
Burada my = E(n%), k = 1,2,3,4" tiir (Aliyev vd. [3]). m

Amag, N;(AQ) smir fonksiyonelinin A — oo iken incelenmesidir. Burada {, ,(z)
dagilimma sahip bir rasgele degiskendir. Ayrica, m,(z) = lim,_, P{{, <z}’ dir.
Yani m,(z), {{,} Markov zincirinin ergodik dagilim fonksiyonudur. N;(AQ) smir

fonksiyoneli incelenmeden 6nce asagida elde edilen yardime1 teoremler verilsin.
Yardimer Teorem 1.4.3: g(x): R* —» R smurli bir fonksiyon olup, limy_,., g(x) =0

olsun. Ayrica m,(z) dagilmi {,} Markov zincirinin ergodik dagilimi olsun. Bu

takdirde asagidaki bagint1 yazilabilir:
}imf g(Az)dm, (z) = 0.
- Jo

Ispat: lim,_,, g(x) = 0 olduguna gére her £ > 0 icin dyle bir x*(g) < oo vardir ve

her x > x*(¢) i¢in asagidaki esitsizlik saglanir:

lg(x)| < ; (1.4.1)



Ornegin, x*(¢) asagidaki gibi tanimlanabilir:
x*(e) = x* = sup{x > 0:|g(x)| = ¢/2}.
Bu takdirde, her x > x* i¢in |g(x)| < €/2 olacaktur.

8 > 0 olmak tizere bir sabit tanimlanip, fooo g(Az)dm, (z) integrali asagidaki sekilde

gosterilebilir:

)

f g(?xz)dn;\(z)=j gO\z)dﬂ;L(z)+j g(Az)dm, (z). (1.4.2)
0 0 8

Simdi de A parametresi asagidaki gibi segilsin:

X" (¢)

A=A(g0) = 5

Her A >A.(g,6) igcin A8 = x*(e) olacaktir. Bu sebeple gerekli hesaplamalar

yapildiginda her A > A, (g, 8) i¢in

[ s0dm
)

< f lg(Az)| dmy (2) < J. —dm(2) = —f dm, ()
8 5 2 2Js
€ €
<7 (1-m(8)) < > (1.4.3)
esitsizligi elde edilir. Ayrica, Yardimci Teorem 1.4.3” {in kosullarma goére g(x)

fonksiyonu sinirli bir fonksiyon olup supyer|g(x)| < M < oo’ dir. Dolayisiyla her
z > 0 i¢in |g(Az)| < M olur. Bu takdirde,

8 8
f g(Az)dm(z) Sf lg(Az)|dmy (z) < M, (6)




esitsizligi yazilabilir. § parametresi 6yle segilsin ve 1, (8) = €/2M olsun. §” nin bu

degerini 8* ile gosterilsin. Baska bir deyisle, 6* = 6*(g) asagidaki sekilde yazilabilir:

8" = 6*(e) = sup {6 > 0:my(6) < ﬁ} > 0.

m,(z) fonksiyonu z parametresine gore monoton azalmayan bir fonksiyon

oldugundan her § < §*(¢) i¢in ™, (8) < €/2M olacaktir. Bu takdirde,

€ €
<Mm(8) S Mz— == (1.4.4)

8
[ s0aim@ R

olur. Dolayisiyla, (1.4.3) ve (1.4.4) esitsizlikleri (1.4.2)° de goz Oniinde

bulunduruldugunda asagidaki esitsizlik elde edilir:

< + e
B 2

5(¢)
[ s0im ) e
0

f g(Az)dm, (z)
0

o €
f gAz)dm(z)| <=+
HO) 2

Ozetle, her € > 0 icin A — oo iken

<eg

[ g0dm )
0

olur. Bu ise A = o iken
[ s00dm@ -0
0

oldugu anlamina gelir. Yani, limj_q fooo g(Az)dm, (z) = 0’ dir. Bu da Yardimei

Teorem 1.4.3¢ {i ispatlar. ]



Yardimer Teorem 1.4.4: lim,_, g(x) =0, supy|g(x)| <M < co olsun. Ayrica,

m, = E(m")* ler Carleman kosulunu saglasim, yani

= 00
2n

o1
Z N/m
n=1

olsun. Bu takdirde, A — oo iken,

}{imf z"g(Az)dm(z) =0 (1.4.5)
-~ J,

olur.

Ispat: (1.4.5) ifadesindeki integral asagidaki gibi iki kisma ayrilsin:

) o)

f Z“g(Az)dnA(z)=.]- z“gO\z)dT[;L(z)+J- z"g(Az)dm, (z). (1.4.6)
0 0 8

Burada & > 0 olup, asagida 6zel bir kuralla segilecektir. Amag, (1.4.6) esitliginde
ikinci toplananin asimtotik davranisini incelerken Az — oo olabilmesini saglamaktir.

gosterim kisaligi igin,

8 ©

(5 = f Mg(AD)dm(2), 1, (8) = fs Mg (Az)dm (2)

olsun. Birinci adim, &’ y1 belirlemektir. & asagidaki kurala uygun olarak

belirlenecektir. Her £ > 0 i¢in

5() = inf{5 > 0:m,(5) > ﬁ} (1.4.7)
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olsun. n,’ ler mutlak siirekli dagilima sahip olduklar1 i¢in onlarin siirekli bir
fonksiyonu olan yok satma miktar1 (T}, ler) da pozitif degerli siirekli rasgele degisken
olacaktrr. Dolayisiyla, m,(0) =0 olmalidir. Bu takdirde, &*(¢) asagidaki
denklemden de dogrudan elde edilebilir:

m(8°(e)) = ﬁ (1.4.8)

(1.4.8) denkleminin ¢oziimii vardir ve tektir. Simdi de 6(¢) = min{1,5*(¢)}

seklinde se¢ilsin ve ], (6 (s)) degerlendirilsin:

8(¢) 5(e)
@)l =|[ eonim@|< [ wlgnlan @
0 0

8(g)
<M f 2Md,(2) < MI8(8)]Pm(8(e)) < M, (8()) < My (5°(6))
0

Ms_s

< =_ 4.
SoM 2 (1.4.9)

Ozetlersek, her &> 0 icin |J;(8(e))| <e/2 olur. Daha sonra J,(8()) i

degerlendirelim:

|]2(8(€))| <

f°° z"g(Az)dm, (z)| < f°° z"|g(Az)|dm, (2) (1.4.10)
8(¢g) 8(¢g)

8(g) tanimi geregi pozitif bir sayidir, daha dogrusu 8(¢) € (0,1]" dir. Bu durumda A
yeterince biiyiik segildiginde Az — o kosulu saglanabilir ve dolayisiyla, |g(Az)| <
€/2A sart1 yerine getirilmis olur. Buradaki pozitif A sabiti daha sonra belirlenecektir.
Yardimer Teorem 1.4.4° in sartlarma gore limy_,,, g(x) = 0” dir. Dolayisiyla, her
€ > 0 ve her x > x*i¢in |g(x)| < €/2A yazilacak sekilde bir x* sayisi vardir. x*(g)

sayis1 asagidaki gibi belirlenebilir:

11



x*(€) = sup {X > 0:|gx)| = %} (1.4.11)

Bu takdirde, her x > x*(¢) i¢in |g(x)| < €/2A” dir. (1.4.9) ifadesinde z > 6(¢)’ dur.
Bu takdirde, A’ y1 Az > x* = x*(¢) olacak sekilde segmemiz gerekir. Bunun i¢in en

kiigiik A asagidaki gibi tanimlanabilir:

A =AN0E) === (1.4.12)

Dolayistyla, her A=A, icin Az = A8(e) = A*(e)6(e) = x*(g) olduguna gore
lg(Az)| < €/2A olur. (1.4.10) esitsizligine geri doniiliirse, her A = A, (g) i¢in

[oe)

*© € € €
1.(8()| < L(S)Znﬁdﬂx(z) = S(E)anﬂx(z) < ﬂEA(Zn) (1.4.13)

olur. Burada E(T"), m,(z) ergodik dagilimmm n. momentidir. Rogozin [41]’ e gore,

A — oo iken asagidaki yakisama elde edilir:
1 Z
M (2) = my(2) = —f (1 — F(V)) dv
m, J,

Ayrica Carleman kosulu saglandigma gore, A — o

E(@") - Eo(@") = #gml (1.4.14)
olur. Bu takdirde,
2my,
E(T) < 2E, (™) = (nf—l);}l =A< (1.4.15)

12



ifadesi saglanacak sekilde bir A; > 1 segmek miimkiindiir. Simdi
A (e) = max{A,(e); A} (1.4.16)

olacak sekilde yeni bir A = A*(¢) segilsin. A*(€)’ nun tanim1 geregi her A > A*(¢g)
icin E((") < 2mp,;/(n+ 1)m; = A < o ve
£ £ £
< — Mg A=— A
12(8(@) < 7 E@Q) < A== (1.4.17)
olur. Ozetle, her £ > 0 icin A > A*(¢) oldugunda | J,(8(¢))| < &/2 olur. (1.4.9) ve

(1.4.17) esitsizlikleri gz 6niine alinarak, her € > 0 i¢in ve her A = A*(¢) i¢in

<S4 (1.4.18)
_2 2_8 .

f OOZ“g(AZ)dﬂ;\(Z)
0

oldugu ispatlanmis olur. Bu ise A — oo iken
f z"g(Az)dm, (z) - 0
0

demektir. Boylece Yardimci Teorem 1.4.4° {in ispat1 tamamlanmis olur. |

Bu sonuglardan yararlanarak N;(AQ) smir fonksiyonelinin momentleri i¢in elde

edilen asagidaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 1.4.1: Yardimci Teorem 1.4.2, Yardimci Teorem 1.4.3 ve Yardimci Teorem

1.4.4’> {in kosullar1 saglansin. Bu takdirde, N;(AQ) smnir fonksiyonelinin momentleri

(E(Ni‘(?@))) icin A — oo iken agagidaki asimtotik agilimlar verilebilir:
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E(NY0D) = [ E(NH0))dmy(2)
0

}\ n A n-1
- (m_1) An + (m_l) ByAn_q + O(An_l); n=1,234.
Burada
my, 4 n(n—1)
v = o D +“1)m1; n =n°Cp ————; my =EMD,n = 1,234

olur. Cg ise Feller katsayis1 olup Cg = m,/2m?’ dir.

Ispat: Teorem 1.4.1° de E(N{‘(x)), n = 1,2,3,4’ iin asimtotik a¢ilimmdaki ikinci

terimlerin katsayilar1 B,, n = 12,3,4 ile gosterilsin. Yani,
n(n—1)

n?Cg — — n=1234 (1.4.19)

By

olsun. Burada Cg = m,/2m? Feller katsayisidir. Bu takdirde E(N“(X)) , h=1,23,4

icin asagidaki farkli bir gésterim yazilabilir:

E(NMx)) = (i>n + B, (mi)n_l + (i)n_l g (1.4.20)

my 1 my

Burada g(z) fonksiyonu smirli bir fonksiyon olup lim,_, g(z) = 0’ dir. (1.4.19)
gosteriminin her iki tarafi m, (x) dagilimma gore ortalandiginda asagidaki ifade elde

edilir:

E(NP(AD) = f E(NMO2)) dm, (2)

[e9) n-1

— fo : (i-i)n dm, (z) + B, fo (m£1> dn_A(z)

14



n-1

[ (Z) somame

1

1

'Lmz“dn;\(z) + B, (ml)n_l 'I;)oozndn;k(z)

-1 o)

o) | oo ime

n n-1 n-—

=(ml) EA(™) + B, (%1) EA(ZH_1)+(mL)

1

N0 (1.4.21)

Burada E({") = [ z"dmy(2),n = 1,2, ... ve J,(N) = [ z"g(Az) dmy (2) * dir.

Yardimc1 Teorem 1.4.4° e gore A — oo iken J,(A) - 0 olur. Dolayisiyla, J,(A) =
o(1)’ dir.

Diger taraftan Smith’ in Anahtar Yenileme Teoremi’ ne (Feller [13]) gore A -

iken, asagidaki yakinsama elde edilir:
1 oo
M\ (2) - my(2) = —f (1 — F(V)) dv
m, J,

Momentler problemine gére (Feller [13]) Carleman kosulu saglandiginda A — o

iken,

Mp4q
(n+ 1)m,

E@@) - Eo(@") = A, (1.4.22)

olur. Dolayisiyla (1.4.22) bagmtist (1.4.21) esitliginde g6z 6niine alindiginda, A — oo

iken,

n n-1

E(NIAD) = (mi) A, + (m_1> B,A,_1 + o(A"" 1) (1.4.23)
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asimtotik acilimi elde edilir. Ozetle,

j E(N} (A2))dm,(2) = E(N} (AD))
0

}\ n n-1

= (—> Ay + (mil) BnAn—1 + 0"

my
olur. Burada A, ve B,, asagidaki gibidir:

Mp4q 1’1(1’1 - 1)
A,=————; B, =n%Cg ———;
"T"m+1m, " LF 2

_ M n
CF = 2_]’1’1%, m, = E(T]l) n= 1,2,3,4.
Boylece Teorem 1.4.1° in ispat1 tamamlanmis olur. |

Simdi de t;(A) smir fonksiyoneli incelensin. Bunun i¢in oOncelikle literatiirde

mevcut olan asagidaki sonug verilsin.

Onerme 1.4.1: Yardimc1 Teorem 1.4.1° in kosullar1 saglansm. Bu takdirde t;(x)
siir fonksiyonelinin ilk dért momenti (E(r‘f(x)),n = 1,2,3,4) icin x - oo iken

asagidaki asimtotik agilimlar yazilabilir (Aliyev vd.[3]):

1) E(Tl(X)) = —x +— om (x1 + 0(1),
2) E(r1 (x)) = 2 4+ % + (212132 — mi> a%l x+ o(x),

1

[/8m, 12
I
L 1 1

HE(tIX) =

o
_2
my
o [(9m, 6 3040,
3 E 3 = — -|— [ 3 + 2 + 2 ,
) (‘tl(x)) i, _<2m‘f m2> o3 m2 X o(x*)
ot
_4
my

16



Yukaridaki agilimlarin  katsayilarmmn  tekrar  diizenlenmesiyle t;(x) smr
fonksiyonelinin ilk doért momenti (E(T?(X)), n= 1,2,3,4) icin x — oo iken

asagidaki asimtotik a¢ilim yazilabilir:
X \I n X n-1
B(@() = (=) +7aDy (=) +o("™ (14.24)
m my

Burada Dy, = C2(n;) +-C2(&,) += olup Cy(ny) Ve C,(§) swasiyla, 1, Ve &

rasgele degiskenlerinin degisim katsayilaridir ve asagidaki sekilde tanimlanir:

cv(nl)z;—‘l; m, = E(y); Cy(&) = % o = E(5,).

Ayrica n — oo iken,

Dy - CZ(ny) + C3 (1)

oldugu goriilmektedir. Buradaki amag, (1.4.24) asimtotik ac¢ilimindan yararlanarak

E(t‘l1 (M))’ nin A’ ya gore asimtotik agilimimi elde etmektir. Bu takdirde,

E((AD) = f E(x? () dmy (2) (1.4.25)

olur. Burada, m;(z) fonksiyonu, {C,} Markov zincirinin ergodik dagilim

fonksiyonudur. Diger yandan, (1.4.24) bagmtisina gore asagidaki esitlik yazilabilir:

E(t}(x)) = of (mi)n + n—za‘fDn (%)n—l + (mil)n_l g(x). (1.4.26)

17



Burada g(z) fonkisyonu smirli bir fonksiyon olup, lim,,,g(z)=0 ve
sup,erlg(z)] = M < o0’ dir. (1.4.25) esitligindeki tanimlanan integralde, (1.4.26)

esitligi goz oniinde bulundurulursa,

n-1 00

n n A 00 n 1’12 n A n—-1
E(TT(AD) = af o f z"dm, (z) + = D, (m_1) J z"~tdm, (z)
1J0 0

n (i)n_l fo wzn—lg(;\z)dm(z) (1.4.27)

my

ifadesi elde edilir. Yardimci Teorem 1.4.4 dikkate alindiginda, t;(AQ) snir
fonksiyonelinin ilk dort momenti igin asagidaki asimtotik a¢ilim elde edilir (n =
1,2,3,4:

2 n-1

BE00) = (o) B + g (o)

my 2 1

DaEA (1) + 0 <(m11)1>

(1.4.28)

Burada, E(T") gosterimiyle, {{} Markov zincirinin ergodik momentleri
gosterilmistir. (1.4.28) acilim1 A’ nin derecelerine gore diizenlenirse asagidaki agilim

elde edilir:

n 2 n—-1
E(tt(AD) = a‘f%?\“ + n?agnn Egn_l) Ao, (1.4.29)
1 1

Burada E(T") = limy_,,, E(T}) olup, A = oo iken (1.4.22) bagintisina gore asagidaki

yakinsama dogrudur:

Mp4q
-t AL
(n+ 1)m, n

E(Q") - Eo (") =
Sonug olarak, t;(A{) smir fonksiyonelinin momentleri i¢in elde edilen asagidaki
teorem ifade edilebilir.
18



Teorem 1.4.2: E(§2) < o0 ve E(MM1) < o, (n = 1,2,3,4) oldugunda 1, (AQ) smnir
fonksiyonelinin ilk dort momenti igin A — oo asagidaki asimtotik agilimlar

yazilabilir:

1’12
E(t}(AD) = afC,A™ + 7oc;lcn_an)Jl-l + o™ 1), n=1,234.(1.4.30)

Burada C, = my,;/(n + 1)m#** ve D, = C2(ny) + ((n + 1)/n)C2(E,) + 1/n’ dir.

Cy(My) ve C,(&;) ise sirastyla, n; ve &’ in degisim katsayilaridir. u

Ornek 1.4.1: n; rasgele degiskeni P parametreli Ustel dagihma ve & rasgele

degiskeni ise p parametreli Ustel dagilima sahip olsun. Bu takdirde,

1 2 1 1
EG)=a,=—; EE)=—; 02 =—; or =—;
& 17 5 u2’ ts Tz vy
1 2 1 1
E(T]1)=m1=§} E(n%)=§; GT2]=?; Gn=E

olur. Bu durumda, &, ve n, rasgele degiskenlerinin degisim katsayilari, sirasiyla,

1 1
e =2=t o ==t

elde edilir. Bu bilgiler 1s1ginda A, C,, ve D, katsayilarini hesaplayalim:

(n+ 1)!
Mpy; " pori Nl _ A, _nl/B"

A I

= = = —= ,C = = = n.,
""" (m+1m; M+1) po Mni &n m}] 1/B" n

n+1 1 n—1 1
DnEC\ZI(nl)-l'(T)Cg(El)-l'H:1+T+H:2-

Burada, m, = E(m]), n = 1,2,3,4’ tiir. Dolayisiyla,
19



E(t}(A)) = ofCuA™ + — o' Cyp_ DA™ 4+ 0 (A1)
n! n! n!
= —n{)\“ + A"t +o(A 1)} = — A" + —nnxn-l +o(A" 1)
i i i
olarak elde edilir.

Ornek 1.4.2: 1, rasgele degiskeni [0,1] parametreli Diizgiin dagilima ve &; rasgele

degiskeni ise p parametreli Ustel dagilima sahip olsun. Bu takdirde,

2 1 1
E€) =a = E(E%)_—Z % 2 'G§=a;
1 1
man(n;‘)=joxndx=n+1,n=1,2, ,
1 1 1 1
m =5, M =B =305 =15 0 =0

olur. & ven; rasgele degiskenlerinin degisim katsayilari ise sirasiyla,

% /u_l C()_cn_l/Z\/gzi

CE) = T T m " 12 V3

elde edilir. Simdi de A,,, C,, ve D, katsayilar1 hesaplansmn:

_ Mpyy 1/(n+1) 2

"“(m+1m; ((M+1)/2 (n+1)(n+2)

A 2n+1
CnE—I:l: =nl;

m; (m+1)(n+2)

1 n—-1 1 4
D= CEn) + (o) G + =5 o=
Bu takdirde,
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nZ
E(tf(AD) = afCA” + 7a§‘Cn_1Dn7\“‘1 +o(A"1)

3 2n+1 7\“ N nxn—l N (An_l)
w |+ Dm+2)  3m+D 0
2n+1 n2n+1

n

= n-1 n-1 =1,2,..
Gr DG T3meDpt ToWT) n=12

elde edilir.

Ornek 1.4.3: 1; rasgele degiskeni (2,B) parametreli Erlang dagilima ve & rasgele

degiskeni ise [0,1] parametreli Diizgiin dagilima sahip olsun. Bu takdirde,

1
1
E = dx = ,n=12,..;
G = | xdx= g
1 , 1 1
T T A VU el

elde edilir. € rasgele degiskeninin degisim katsayisi ise,

_0¢ 1/2v3 _ 1
olur.
6 2 V2
m; = E(,) =p M2 = E(?) =g o =g =g

olarak hesaplanir. Bu takdirde n rasgele degiskeninin degisim katsayist,

_ On _\/E/B_\/E
CEn T T

21



olarak elde edilir.

n+1 1 5n+8
Dnscs(n1)+(T)c5<zl>+H= ——, n=12,.
(n+2)!
e PP (4 2)!

An = (n+ Dm; 2(n+1) 2+ 1)p"’
B

c _ Ay (n+ 2)! _ _(n+1)!
"Tml (n+41)20+t’ ML T pgn

olur. Sonug olarak,

2
E(tf(AD) = afCA" + n?ocrfcn_an?\“‘l +o(A" 1) =

B (n+ 2)! N (n+1)!'(5n+8)
- (1’1 + 1)22n+1 3. 4n+1

A4+ oY) ,n=1,234

elde edilir. [

Simdi de Sy smir fonksiyoneli incelensin.

Bilindigi iizere, Sy, = Z:\Izll(z)ni’ dir. Amag Sy, smur fonksiyonelinin z — oo iken
asimtotik davranismnin incelenmesidir. Bu amag¢ igin asagidaki ikili Laplace

doniisiimii tanimlansin:

o)

YA k) = f e ME(e™*N®)dz; A > 0,k > 0.
0

Simdi de bu doniisiimle ilgili literatiirde mevcut olan asagidaki yardimci teorem ifade

edilsin.
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Yardimar Teorem 1.4.5: W(A, k) doniisimii 1, rasgele degiskeninin Laplace —
Stieltjes doniisiimii (@ («)) yardimiyla asagidaki gibi ifade edilebilir:

oK) —p(A+k)

YR = 01 10)

Burada @(a) = E(exp(—an,)), a = 0’ dir (Aliyev vd. [3]). n

Bu yardimci teoremden Sy, smir fonskiyoneli hakkinda birgok yararli bilgi elde

etmek miimkiindiir. Bunlardan birisi asagidaki yardimci teorem seklinde verilsin.

Yardimer Teorem 1.4.6: Eger n, rasgele degiskeninin ilk iic momenti sonlu ise

asagidaki esitlikler dogrudur:

a) fooe‘AZE(SN(Z))dZ =m,0QQ)
0
b) f "M (52,,))dz = myUQ) + 2m, TOOU* QD3 )
0
0 f " e M52 )dz = 6m DOVUZ )DL () + 3m, DU QD5 ()
0
+3m,T)U*(A)D; (M) + m;TQ)
Burada m, = E(n}), D;(A) = E(n‘fe‘m‘l),n >1; U(z) = Uy(2) olup U(z), {nn}
rasgele degiskenlerinin iirettigi yenileme fonksiyonudur. Ayrica U(A) ve U*(Q) ile

U(z) fonksiyonunun swrasiyla, Laplace ve Laplace - Stieltjes donistiimleri

gosterilmistir ( Aliyev vd. [3]). |
Bu 6nermeden asagidaki sonuca ulasilmistir.

Sonu¢ 1.4.1. Yardimci Teorem 1.4.6° min kosullar altinda Sy ;) smir fonksiyonelinin

momentleri i¢in asagidaki kesin ifadeler yazilabilir:
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1) E(Snp) = myU(2),
2) E(S{(») = myU(z) + 2m,U(2) * U(z) * D, (2),
3) E(SX(») = 6m1U"(2) * D (2)
+3U"2(z) * [m,D,(2) + m,D; (2)] + msU(2).

D1 Z) = dF ) Dz Z) = SZdF S

gibidir (Khaniyev [21]). n

Yardimci Teorem 1.4.6 ve Sonug 1.4.1 yardmmu ile asagidaki yardimci teorem elde

edilmistir.

Yardimer Teorem 1.4.7: Eger E(n}) < o kosulu altinda z — oo iken Sy, smnir

fonksiyonelinin ilk {i¢ momenti i¢in asagidaki asimtotik a¢ilimlar yazilabilir
(Khaniyev [21]):

1) E(Sn) =z + o + 0(1),

m
2)E(S§(p) =22+ ﬁz + 0(2),

3m
3)E(S{(p) =2 + ij z2 + o(z?). n

Tiimevarim yontemi kullanilarak Yardimer Teorem 1.4.7° den asagidaki sonuca

varilmistir.

Sonu¢ 1.4.2: E(m?) < o oldugunda SNn(z smir fonksiyonelinin momentleri igin

asagidaki farkli bir gdsterim yazilabilir:

24



m
E(S) = 2" +n5 2" +2771g(@),  n=12,. (1.431)
1

Burada g(z) smirl bir fonksiyon olup lim,_,., g(z) = 0’ dur. |
Simdi de bir 6zel { rasgele degiskeni asagidaki gibi tanimlansin.

{ rasgele degiskeni {{,} Markov zincirinin ergodik dagihimma (r,(z)) sahip bir
rasgele degisken olsun. Yani, ¢ rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu asagidaki gibi

tanimlanmistir:
F(z) = P{{<z} =m(z) = r11_)% P{C, < z}.

Bu tanimdan ve Sonu¢ 1.4.2° den yararlanarak genellestirilmis yansitan bariyerli
odullii yenileme siirecinin Sy(pg) sinir fonksiyonelinin momentleri i¢in agagidaki

teorem elde edilmistir.

Teorem 1.4.3: Her n=1,2,.. icin E(Mm™?!) < oo olsun. Ayrica mn; rasgele
degiskeninin momentleri Carleman kosulunu saglasin. Bu takdirde, A — oo iken

Snag smur fonksiyonelinin momentleri igin asagidaki asimtotik agilim yazilabilir:

Mp 41 o, MMy

n —
E(SNO‘Q) ~(n+1)m, + 2m?

A o).

Buradam, = E(m}),n = 1,2, ...’ drr.

Ispat: rasgele degiskeninin tanimi geregi

E(SRao) = fo E(SR ) dmm (%) (1.4.32)
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ifadesindeki gibidir. Burada m,(x) fonksiyonu {{,} Markov zincirinin ergodik
dagilim fonksiyonudur. Sonug¢ 1.4.22° deki (1.4.31) gosteriminde z parametresi
yerine Ax konularak asagidaki esitlik elde edilir:

E(Shog) = fo (AX)“d“x(XHnan: jo (Ax)"1dm, (x)

1

; f (00™~1g () dr, (%)
0

— AE(QD) 4+ n 2 An-1E(@-1) 4 An-1 j K lg()dm (x)  (1.4.33)
2m, 0

Yardimci Teorem 1.4.3 ve Yardimci Teorem 1.4.4> ¢ gére her n=1,2,... igin
lim;_, o foooxn‘lg(?\x)dﬂ;L(X) =0’ dirr. Bu durumda (1.4.33) esitligi asagidaki

asimtotik a¢ilim seklinde yazilabilir:
n — )\ n m; n-1 n-1 n—1
E(SRag) = N"EQD +n5 A TE@T) + o), (1.4.34)
1

Diger taraftan Smith’ in Anahtar Yenileme Teoremi’ ne gére A — oo iken, asagidaki
yakinsama elde edilir (Feller [13]):

M (2) = 1y(2) = milf (1 — F(V)) dv.

Momentler problemine gore Carleman kosulu saglandiginda A — oo iken,

Mpy4q

E(@™) - Eo(@") = ot Dm A,

(1.4.35)

olur (Feller [13]). Dolayisiyla, (1.4.35) bagintis1 (1.4.34) asimtotik agiliminda goz
onlinde bulunduruldugunda, her n= 1,2, ... igin A = oo iken asagidaki asimtotik

acilim elde edilir:
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m m,m
E(S2o) = 7o A" + —2— A1 4 o(ANTD),
(ko) (n+ 1m, + 2m? o™

Bu da Teorem 1.4.3” {in ispatini tamamlar. ]

Sonu¢ 1.4.3: Teorem 143 iin kosullar1 altinda, A - oo iken Sypg smir

fonksiyonelinin ilk dort momenti i¢in asagidaki agik katsayili agilimlar elde

edilebilir:

m;

m,
E(SNO\O) = _21‘1'11 A+ 21‘1’11 + 0(1),
2
2 _mz ., My

my m,ms;
E(SI%IO\O) = 4m1 }\3 + m% }\2 + 0(}\2),

2

mg m;my
E(Shog) = Em, At + 2m? A%+ o). =

1.5. X(t) SURECININ BiR BOYUTLU DAGILIMI

Bu bolimde yansitan bariyerli bir 6dillii yenileme siirecinin (X(t)) bir boyutlu
dagilimi incelenmistir. Daha kesin bir ifadeyle X(t) siirecinin bir boyutlu dagilim
fonksiyonu @, (t) ve F,(x) fonksiyonlar1 yardimi ile ifade edilmistir. X(t) siirecinin
bir boyutlu dagilim fonksiyonu Q(t,x,Az) = P, {X(t) < x} ile gosterilsin. Bu

gosterimler yardimiyla, elde edilen asagidaki teorem ifade edilebilir.
Teorem 1.5.1: {(§,,mn),n = 1,2,...} baslangi¢ dizisi verilmis olsun. Bu takdirde,
X(t) siirecinin bir boyutlu dagilim fonksiyonu (Q(t, X, 7\2)) icin asagidaki kesin ifade

yazilabilir:

Q(t,x,Az) = G(t,x,Az)
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+Zf (n— 1)] f(n— 1)f <1_[R(dsl,dvl,v1 1)

0<Ss;+Sp+-"+sp—1=t

n-1
G(t - Z Si; X; Vn_l) .

i=1
Burada G(t, x,Az) ve R(t, x,Az) fonksiyonlar1 asagidaki gibidir:

G(t,x,Az) = Py, {t; > t; X(t) < x}

= 2009 - DD x-y) 2 D622 - y)AU();
0

Az
R(t,x,2z) = P,{t, <t Snow) — Az < x} = j F(x+ v)d, H(t, Az — v)
0

Ayrica U(x) = 202 Fa(x); D(t,v) = X0 AP, (DF, (V) ;
Ht Az —v) = Y0 ©n(DF -1 (Az — v); AD, (1) = P, (1) — Py () dir. |

Ispat: X(t) siirecinin bir boyutlu dagilim fonksiyonu tanimi geregi asagidaki gibidir
(Gihman and Skorohod [15]):

Q(t,x,22) = P {X(t) < x} = Z Pty <t <1y X(D) < %) (1.5.1)

n=1

Gosterimi kisaltmak i¢in J, = Py, {t,_; St <71y X(t) < x} olsun (n=1,2,...). J,°
ler ayr1 ayr1 hesaplansin:
J1 = P, {0 <t < 1; X(t) < x} = P {t; > t;X(1) < x} = G(t,%,72).

t
J, = Pty St <ty X() <x} = f P{t, €dsy;s; St <1y X(b) < x}
s1=0

1=

[es) t
= f f R(dsy,dvy,Az)G(t — s;x;v4)
0 S1 0
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Burada R(ds, dv,Az) = P,{t; € ds;{; € dv}’ dir. Benzer sekilde,

[ee]

jj f f R(ds;, dvy, Az)R(ds,, dv,, v;)
v1=0Yv,=0

0<s;+s,=<t

G(t— (51 +52);%v,)

o= Jooo | [ [ -]

0<Sq{+Sp+-+Sp-1=t

(t - Si) ;X V1

oldugunu gostermek miimkiindiir. Bu durumda,

1_[ Ry, (ds;, dv;)

n-1=07

||M|
= =

Q(t, x,Az) = G(t,x,Az)

+Zf f f J.(n—l)f 1_[R(dsl,dvl,v1 1)
Vi=0V2=0 Vn-1=0 g sy s st i=
n-1
(t — Z si) ;X V-1
i-1

olur. Simdi yukarida G(t, x, Az) ve R(t,x, Az) gésterimleri ile tanimlanan fonksiyonlar

sirastyla hesaplansin.

[k asamada G(t,x,Az) fonksiyonu hesaplansin. Bunun i¢in v(t) = max{n > 0:T, <

t} olsun. Bu takdirde,

G(t,x,Az) = z P, {v(t) =n; 1; > t; X(t) < x}
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0 N1z n
=ZP}‘Z T, <t< 145 ZEi>t;z—Znin
n=0 i=1 i=1

oo

=D (@® = @ps(©) Y PRz Spy > 0; 2= Sy <O

n=0 m=n+1

Az — S, < x}

olarak hesaplanir. Burada @, (t) fonksiyonu tanimindan asagidaki gibi elde edilir:

o, () =P{T, <t} = PIZ £ < t} =®1(t), n=12..;

D, () = ©*(t) = £(b).

Ayrica,

z P(Az—-S,<x; Az—S_1 >0;A2z—S,, <0}

m=n+1
© X
=y f P(Az — Sy € Ay}PLY — Sm_n_1 > 0; ¥ — Sm_n < 0
m=n+1"Y=0

olduguna gore G(t, x,Az) fonksiyonu asagidaki gibi gosterilebilir:

8

o)

Gtxa) = ) ) AD,(©
n=0 m=n
X
P{Az — S, € dy}P{y — Sy-n-1 > 0;y — Sp_ry < 0}
y=0

(o] x (o]
=ZACI>n(t)f P{Az — S, € dy}z P{y — Sx_1 > 0;y — S, < 0}
n=0 y=0 k=1

Burada A®,(t) = &,(t) — P, (1) dir. Gosterimi kisaltmak i¢in
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B(y) EZP{y—sk_1 > 0;y — S, < 0}
k=1

olsun. Bu takdirde,

G(t % A7) = Z AD . (0) f " B)POZ-S, € dy}
n=0 y=0

seklinde yazilabilir. Diger taraftan P{Az — S, < y} = P{S, = Az — y}
=1—-F,(A&z—y) =F,(Az—y)’ dir. Burada F,(x) =P{S, <x} =F™"(x)’ dir.
Dolayisiyla,

G(t,x,Az) = Z Ad, (t) f ) B(y)d,F,(Az —y)
n=0 y=0

= fo B(y)dy LZO AP, (DF, (Az — y)]

X

= f B(y) dyC(t; Az —y) (1.5.2)
0

olur. Burada, B(y) ve C(t; Az — y) fonksiyonlar1 asagidaki gibi elde edilir:

B(y) = ZP{y—Sk-l > 0;y — Sk < 0};
k=1

CEh—y) = ) AP, (OF,(Az - y)

B(y) fonksiyonu hesaplanacak olursa,

B(y) = Z P{y — Sx—1 > 0;y — Sk—1 — Nk < 0}
k=1
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y [oe)
= F P{S_; €d,(y —
Lﬂ(wg;u<e (v —w)

i Foly —w) ]
n=0

y
=f F(WdUy (y — u) =F @) * Uy () (15.3)
u=0

= Lio F(u)d,

elde edilir.

Ozetle B(y) = F(y) * U,(y) elde edilir. Burada, U,(y —u) = X3 Fo(y —u) ve
Fo(y —u) = P{S, <y —u} dur.

Yukaridaki bilgiler toparlandiginda,
X
G(t,x,Az) = f B(y)d,C(t; Az —y) (1.5.2)
0

oldugu goriiliir. Ayrica B(y) ve C(t; Az — y) asagidaki sekildedir:

y
B(y) = F(y) « Uy (y) = f F(wdy Uy (y — w), (15.3)
u=0
CltAz—y) = Z AD (OF. 0z — y). (1.5.4)
n=0

Bilindigi iizere U®X) =Y2,F"(x)’ dr. FX) *U®Xx) =X>  F0+)(x) =
m=1coF+xmx=Ux—1 olur. Buradan elde edilen ifadeyi yukarda elde edilen (1.5.3)

esitliginde goz onilinde tutuldugunda,

B(y) = (1-F(¥)*U(y) =1 U(y) — F) = U(y)
=Uy-wl_,— Uy -1 =1-U®F) -UQF) +1=2-2U()
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=2(1-U@) =-2(U) - 1)

sonucu elde edilir. Bunun tizerine B, (y) = 2(U(y) — 1) gosterimu tanimlansin. Ayni
zamanda (1.5.2) esitligindeki C(t;Az —y) fonksiyonun diferansiyeli d,C(t;Az —
y=—n=000AdntdyFn (Az—y) seklinde hesaplanir. Bu gosterimler ve hesaplamalar

(1.5.2) esitliginde yerine yazilirsa,

G(txz) = fx

B, A®,(Dd,F,(z —
Fo(wg; (t)dyFy(z — y)

® X
= 80,0 [ By G-y) (155)
n=0 y=0
sonucu elde edilir. (1.5.5) esitligindeki integral ise

[ B, (=)
y=0

= 2U()F,(x —y) — 2F,(x —y) — 2 f Fy(z — y)dU(y) (1.5.6)
y=0

seklinde hesaplanir.

Simdiye kadar tanimlanan gosterimler ile elde edilen (1.5.6) ifadesi, (1.5.2)

esitliginde tekrar yerine konup gerekli hesaplamalar yapildiginda,

G(t,x,2)

= Z Ad,(t) {ZU(X)Fn(x —y) = 2F,(x—y)—2 f Fn(z — y)dU(y)}

= 2U(x) Z AD, (DF,(x —y) — 2YAD,(DF,(x — y)

33



2 jo {HZO AD, (F, (z — y)}dU(y) (1.5.7)

(1.5.7) sonucu elde edilmis olur. Tekrar gosterimi kisaltmak i¢in D(t,v) =

o AD,(YF,(v) ifadesi tammlansin. Bu durumda G(t, x,z) fonksiyonu,

X

G(t,x,z) = 2Ux)D(t,x —y)—2D(t,x —y) — 2 j D(t,z — y)dU(y)
0

=2[U(x) — 1]D(t,x —y) — 2] D(t,z — y)dU(y)
0

olur. Burada U®X)=XrFn(x), D(tv) =X AP, (DF,(V), AdD, (D) =
P{T, <t < Ty} = @,(t) — &4, (1) dir. Sonug olarak G(t,x,z) fonksiyonu,

X

G(tx,2) = 2(U(x) — DD(Lx—y) — 2 f D(tz — y)dU(y) (15.8)
0

seklindeki bir ifadeye esit olur.

Ikinci asama olarak, R(t,x,z) fonksiyonu hesaplansm. Bunun i¢in Oncelikle

R(dt, dx, z) fonksiyonu ele alinsin:

R(dt,dx,z) = P{t; € dt; Sy, — z € dx}

- Z f " P, — v € dx}P{z— S.,_, € dv}dd, (1) (1.5.9)
n=1"v=0

(1.5.9) esitliginin her iki tarafi t parametresine gore integrallendiginde, asagidaki

sonug elde edilir:

R(t, dx, z) = z f " P, — v € Pz — S, € dvld. (D) (1.5.10)
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(1.5.9) esitliginin her iki tarafi x parametresine gore integrallenerek, R(t,x,z)

fonksiyonu i¢in asagidaki ifade elde edilir:

R(t,x,Az) = f F(v +x)d,
0

> @ (OF, - v)].

Gosterim kisaligi i¢in H(t,z —v) = Yo, ®,(t)F,_,(z —v) olsun. Bu takdirde,
R(t,x,z) = foz F(x + v)d,H(t,z — v) olur. Bu da Teorem 1.5.1” in ispatin1 tamamlar.

|
1.6. SURECIN ERGODIKLIiGi VE ERGODIK DAGILIMIN KESIN iFADESI

Bu bolimdeki amag siirecin ergodik dagilimmnin incelenmesidir. Bunun ig¢in
oncelikle siirecin ergodik olup olmadiginin arastirilmasi gereklidir. Bu amagcla

asagidaki teorem elde edilmistir:

Teorem 1.6.1: Baslangig rasgele degiskenler dizisi {(§,,1,)}, n = 1 Tanim 1.3’ teki

Ozelliklere ek olarak asagidaki kosullar1 da saglasin:

i) E@) <+oo, i) E(M]) < oo,

iv) 1, aritmetik olmayan rasgele degisken olsun.

Bu takdirde, X(t) siireci ergodiktir ve her Olgiilebilir smirli f(x)(f: [0, +o0) — R)
fonksiyonu i¢in agagidaki esitlik, 1 olasilig1 ile dogrudur:

T
,}i_r)’{.lc%ff(X(u))du
E(HO\Z)) Z;fo V=fo tjo f(V)Py,{t; > t; X(t) € dv}dtdm, (2) (1.6.1)
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Burada T, (z) dagilimi {{,}, n = 1,2, ... Markov zincirinin ergodik dagilimidir. m

Ele alman X(t) siireci literatiirde “Kesikli Sans Karisimli Yar1 — Markov Siiregleri”
ad1 ile bilinen genis bir sinifa aittir ve bu smif i¢in yine literatiirde “Smith' in Anahtar
Yenileme Teoremi” tipinde genel ergodiklik teoremi ispat edilmistir (Gihman ve
Skorohod [15], 5.243).

Ispat: Bu teoremin uygulanabilmesi i¢in X(t) siirecinin asagidaki iki varsayimi

saglamasi1 gerekmektedir.

1. Varsayim: X(t) siirecinin degerleri bir ergodik Markov zinciri olusturacak

sekilde0 <1, < 1, < ++* < Typ_q < T, < :++ zaman anlar1 mevcut olsun.
2. Varsaymim: Her n = 1,2,3, ... i¢in E(t, — t,_;) < % olsun.

Varsayimlarin saglanmasi i¢in 1.3.’te tanimlanmis t,,° leri ele almak yeterlidir. Zira

stirecin bu noktalardaki degerleri sirasiyla
X(0) = Az; X(ty) =Aly; X(ty) =ALy;...; X(1,) =A;;n=1,2,..

dizisini olusturmaktadir ve {AZ,, n = 0,1,2, ...} dizisinin bir ergodik Markov zinciri
olusturacagini gérmek kolaydir. Bu zincirin ergodik dagilimi m, (z/A)’ dir. m,(z)

dagilimi asagidaki integral denklemden bulunabilir (Feller [13]):

m(z) = f Gax (z)dmy ().

0

Burada G;,(z) fonksiyonu asagidaki gibidir (Rogozin[41]):

Gax(z) = PQAGy < Az/A0— 1 = Ax} = P {0, <2}
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[ee)

__ j (1- 7 (0) U, O +2- 05 0,0 = Y Fr()
0

n=0

Ayrica A = oo iken,

1 Z
M (2) = my(z) = m—lf(l — Fn(v))dv
0

[fadesini ispat etmek miimkiindiir (Feller [13]). Belirtmek gerekirse m; = E(n,),
n, rasgele degiskeninin beklenen degeri; U, (t), n, rasgele degiskenlerinin iirettigi
yenileme fonksiyonu; my(z) ise m, rasgele degiskenlerinin {irettigi yenileme
stirecinin kalan dmriiniin limit dagilimidir. Boylece Teorem 1.6.1° in 1. Varsayim’ 1n

saglandig1 gosterilmis olur.

2. Varsayim’ n saglanmasi i¢in E(t;) = E(§;)U,(Az)’ in ve

E(tgsr — ) = E(El)f U,(Az)dmyy (z) k= 1,2,..
0

ifadesinin sonlu oldugunu gostermek yeterlidir. Teoremin sartina gore E(§;) < oo’
dir. Diger taraftan her A < o0, z < o i¢in U,(Az) < oo dir (Feller [13], s.185).
M (z) = M (z) > my(z), A — oo iken, kesinlestirilmis yenileme teoremine gore

m, = E(m?) < o oldugunda A — o iken her z > 0 i¢cin

m;
2m?

Az
U,(Az) = — + + g(Az)
my

agilimi yazilabilir (Feller [13], s.366). Burada g(Az) smirh bir fonksiyon olup
lim,_,, g(Az) = 0’ dir. Bu teorem kullanilarak yukaridaki integral asagidaki sekilde

gosterilebilir:
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j U, (Az)dmy, (z) = f lm_1 + mez + 8(7\2)] dm, (z)
0 1

0

A r m, r A r m,
= — < — _— M
- j (@) + 515+ f gha)dmy @) < f (@) + 5+
0 0 0
A r m, A m, m,
—m—lf Zan(Z)+S+2mf _m_12m1+€+2mf+M
0

m;
2
2mj

A+1D)+M+e

Burada M = supg<;<olg(z)|,€>0¢ dir. Bodylece her sonlu A igin

fooo U, (Az)dmy; (z) < oo olur. Bu ise 2. Varsaymmn saglandigmin ispatidir.

Dolayisiyla yukaridaki kosullar altinda ele alinan X(t) siireci ergodiktir. Ayrica, bu
kosullar altinda t - o iken X(t) siirecinin zaman ortalamasi, durum ortalamasma 1
olasilig1 ile yakinsar. Dolaysiyla, (1.6.1) esitligi dogrudur (Gihman ve Skorohod
[15], s5.243):

T 0 0
1 1
%1_r"r)10¥f f(X(u))du = Bt f f J. f(V)Py{t; > t; X(t) € dv}dtdm, (z)
0 z=0 v=0 t=0

Teorem 1.6.1° den elde edilen 6nemli ¢ikarimlardan birisi asagidaki teorem seklinde

ifade edilebilir.

Teorem 1.6.2: Her x > 0 igin X(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu Qx(x)
asagidaki gibi yazilabilir:

E(Uy (0 — )
E (U, (23))

Qx(x) =1— (1.6.2)
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Burada, Qx(x) = lim,_,. P{X(t) < x} fonksiyonu X(t) siirecinin ergodik dagilim

fonksiyonu; U,(z) ise {n,n=1.2,..} rasgele degiskenler dizisinin {rettigi

yenileme fonksiyonu; E(M(AZ,)) = f0°° M(Az)dm, (z) © dur.
Ispat: Karakteristik fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanmustir:

1, v<Xx
Lo (V) = {O, v>X

Bu takdirde, Teorem 1.6.1° de f(v) fonksiyonun yerine I (v) Karakteristik

fonksiyonu yazilarak, asagidaki esitlik elde edilir:

1 (o] (o] (o]
1= 5005 Z IO V IO f f(v)P, {1, > £ X(t) € dv}dtdm, (z)

E( t=0
1 (=
- E(Tl) j;:o '];zopkz{’tl > t’ X(t) S X}dtd‘l-[}l(z) (163)

olur. Dolayisiyla, her x = 0 i¢in
1 oo oo
Qxx) = —f f P, {t; > t; X(t) < x}dtdm, (z) (1.6.4)
E(t1) Je=o J2=0

oldugu goriiliir. Gosterim kisaligi i¢in G(t,x,z) = Py, {t; > t; X(t) < x} kabul

edilsin. Once G(t,x,z) fonksiyonu hesaplansin:
G(tx7) = Z P v(D) = ni1y > 6 X(0) < x) (1.6.5)
n=0

Burada v(t) = max{n > 0; T, < t}' dir. Ayrica,
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Ty = &; Sn = ni,n=1;, To=5,=0 (1.6.6)
oldugu g6z oniinde bulundurularak,

G(tx7) = ) Pu{Ty St <TypiT > 6X(O <
n=0

=ZP;\Z{TH <t<Ty413Az2—S,>0;Az—S, >0;..;Az—S, > 0;
n=0

Az — S, < x}

o)

= P{T, <t<T,;1}P{Az—S, > 0;Az — S, < x}

n=0

= (@O = Bpus (0)(Fa02) — Fy(hz — ) (1.6.7)
n=0

elde edilir. Burada ®,(t) =P{T—n<t} ve F,(z) =P{S, <v} dr. (1.6.7)

esitliginin her iki tarafina t parametresine gore Laplace doniisiimii uygulanirsa,

o)

G(s, x,A2) Ef e StG(t, x, Az)dt
0

@"()(1 - 9(s))

= ) [Fa0) = Fy(42) = x]

(1.6.8)
S
n=0
elde edilir. Burada ¢(s) = E(exp(—s§;)) = [ e™td®(t)  dir.
lsiggl%w = E(&) (1.6.9)

oldugu i¢in,
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G(0,%,22) = lim (s, x 1) = f G(tx2) dt
S—

0

= E@E) ) [Fa0) = Fy 0z = 0] = BG)[U, 0) = Uy Az = 9] (16.10)
n=0

elde edilir. Dolayisiyla,

1 [oe] (o]
) = 75 f f Pl 2 65X = 94w ()

o)

G(0,%,Az)dm, (z)

- E(Tl) t=0
= %\h){fi [E(EJ (Un (2) - Uy (z - X))] dm(2) }
= %‘H){E(El) ']-: [(U11 (Az) — U, (Az — x))] dn;t(z)} (1.6.11)

olur. Ayrica, Wald 6zdesligine gore,

Ny
E(t,) =E (Z 3 ) = E5)E(N,) (16.12)

gibidir. Burada,

E(N,(AZ) = f E(N, 0))dm, (2) = f U, (Az)dm, (2)

0

= E(U,(A3)) (1.6.13)

Sonug olarak,
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[E(U,0%)) —E(u,08,-0)|  E(0,08 - %)
QX(X) = =1-
E (U, (%)) E(U, (%))

olur. Boylece, Teorem 1.6.2' nin ispat1 tamamlanmis olur. ]

1.7. X(t) SURECININ ERGODIK DAGILIMI iCiN ZAYIF YAKINSAMA
TEOREMI

Bu boliimde, Y,(t) = X(t)/A siirecinin ergodik dagilimi igin A — oo iken zayif

yakinsama teoremi ispatlanmis ve limit dagilimmin kesin ifadesi bulunmustur. Bu

temel sonucun verilmesi igin asagidaki gosterimler tanimlansin:

Qv(x) = !Lrglo P{Y, () < x}; Ro(x) = (2/m;) J- {J. (1 - Fn(u)) du} dv
0 v

Bu boliimiin temel amaci olan zayif yakinsama teoremi verilmeden once elde edilen

asagidaki yardimci teorem ifade edilsin.

Yardimer Teorem 1.7.1: Her x > 0 i¢in A - oo iken asagidaki asimtotik agilim

yazilabilir:

m;

(1 — T[;\(X)) +o0 (%) |

E (Un (AL, — x)) = mllf (z —x)dm(z) + 2m?

Yardimer Teorem 1.7.2: Her x > 0 i¢cin m3 = E(n3) < o oldugunda E (Un (Ml))

icin A — oo iken asagidaki asimtotik agilim yazilabilir:

m m 1
E(U,06) = 5122+ 505+ 0G)
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Burada m, = E(n‘ll) ‘dr. |

Yardimer Teorem 1.7.1 ve Yardimci Teorem 1.7.2° ten yararlanilarak Y, (t) siirecinin

ergodik dagilimi i¢in elde edilen zayif yakinsama teoremi ifade edilebilir.

Teorem 1.7.1: {&,} ve {n,}, n=1,2,.. baslangi¢ rasgele degiskenler dizisi

asagidaki kosullar1 saglasin:

i) E(§) <oo; i) E(ny) > 0; i) EM?) < oo;

IV) 1, aritmetik olmayan bir rasgele degisken olsun.

Bu takdirde, Y, (t) siireci ergodiktir ve onun ergodik dagilim fonksiyonu (Qy(x)),

A — oo iken Ry (x) dagilim fonksiyonuna zayif yakmsar. Yani her x > 0 i¢in

}%Lrg Qy(x) = Ry(x) = mizl- {j:o(l — Fn(u)) du} dv

olur.

ispat: Teorem 1.6.2, Yardimci Teorem 1.7.1 ve Yardmmci Teorem 1.7.2° den

yararlanarak asagidakiler elde edilir:

E (U, (0% =)
E (U, (A%))

Qy(x) = Qx(Ax) =1 —

1 1
=1- Ef (1 — n;\(z))dz +0(1) = Ef(l — Tt;\(z))dz + o(1).

Burada m; = fooo(l —my(z))dz = m,/2m; + o(1)* dir. Bu takdirde
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[ee]

Qy(x) = mlf{ f 1-— Fn(v)) dv} dz + o(1)
0

Z

[oe]

j{j (1-F,) dv}dz+o(1)—R0(x)+o(1)

olur. A - oo iken limit alindiginda, asagidaki sonuca ulasilir:

lim Qy(x) = Ry(x) = (m%) jx Uw(l - Fn(u)) du} dv
J Uy

Bu da zayif yakinsama teoremini ispatlar. ]

Not 1.7.1: Ry (x) dagilimi {n,} rasgele degiskeninin olusturdugu yenileme siirecinin
“kalan omriniin” limit dagilimma sahip rasgele degiskenlerin olusturdugu yeni bir

yenileme siirecinin “kalan 6mriiniin” limit dagilimini ifade etmektedir.
Not 1.7.2: 1’ ler B > 0 parametreli Ustel dagilima sahip olduklarinda R, (x) limit
dagilimi da B parametreli distel dagilima doniisiir, yani Ry(x) =1 —eB%, x>0

olur.

Not 1.7.3: n,’ ler ikinci mertebeden [ parametreli Erlang dagilimma sahip
olduklarinda R (x) limit dagilimmin asikar sekli asagidaki gibidir:

X
Ry(x) =1— (1 +%> e PX, x>0.

1.8. X(t) SURECININ ERGODIK MOMENTLERI ICiN KESIN iFADELER

Teorem 1.6.2' den yararlanilarak, X(t) siirecinin ergodik momentleri igin kesin ifade

yazilabilir. Elde edilen bu sonug asagidaki teorem seklinde ifade edilmistir.
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Teorem 1.8.1. Teorem 1.6.2° in kosullar1 altinda X(t) siirecinin n. mertebeden

ergodik momentinin (E(X")) kesin ifadesi asagidaki gibidir:

n [ -1 —
E(X™) = mof X11E (Un(Ml - x)) dx, n=123..(1.81)m

Genel durumda momentlerin asimtotik davranisini incelemek ig¢in Oncelikle n.

ergodik momentin farkli bir bir gésterimi asagidaki gibi elde edilebilir.

Teorem 1.8.2: Teorem 1.6.1 in kosullar1 altinda X(t) siirecinin n. ergodik

momentinin kesin ifadesi asagidaki gibi gosterilebilir:

E(XM) = nE(Un (3%)) n=12,.. (1.8.2)

E(U, (%))
Burada U,(z) = 2" * U, (2) = foz x""1U, (z — x)dx’ dur.

Ornek 1.8.1: 1, rasgele degiskenleri a > 0 parametreli Ustel dagilima sahip olsun.
Bu takdirde, U, (x) = ax + 1 ‘dan U, (Aq;) = aAl; + 1 olur.

n+1 n 5 N 1 .

Un(Z) = O(m +F = Un((l) = m)\(l T+ H)lzl,
L aE(H) . EQ) |
E(X™) = (n + D[aAE(,) + 1] 1 aAE(3) +17

Burada asagidaki yakinsama ifade edilebilir (Feller [13]):

E(Z) = foozkdrt;\(z) - foozkdﬂo(z) = mp,,/(k+ 1Dmy
0 0
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A’ nin biiyiik degerlerinde E(Z¥) - my,/(k + 1)m; oldugu bilinmektedir (Rogozin
[41]). Dolayisiyla,

(an+2 n+1 mn+1 n
CERCE PR CES

mz - al’l
a}‘Zml +1

E(XM) =

olur. Ozetle, n; rasgele degiskenleri a parametreli Ustel dagilima sahip olduklarinda,

U,(x) = ax+ 1 olur. EX") = :—i?\“ olur.
1.9. SURECIN ERGODIK MOMENTLERI ICIN ASIMTOTIK ACILIMLAR
Bu calismanin temel sonucunu vermek i¢in asagidaki gosterimleri tanimlayalim:

m, = EM]); EX") = lim_, EX{®)™);n=1,2,..
X(t) siirecinin ergodik dagilimmin n. momenti i¢in asimtotik agilimlarmm elde
edilebilmesi icin 6ncelikle, 1.4 te verilip ispatlanan Yardimci Teorem 1.4.3 ile
Yardimci Teorem 1.4.4” {in sonuglari sirastyla tekrar verilsin:
Yardimer Teorem 1.9.1: g(x): R* —» R smurli bir fonksiyon olup, limy_,., g(x) =0

olsun. Ayrica m,(z) dagilimi {C,} Markov zincirinin ergodik dagilimi olsun. Bu

takdirde asagidaki bagint1 yazilabilir:
}lim f g(Az)dm,(z) = 0. (191)m
— 00 0

Yardimer Teorem 1.9.2: limy,, g(x) = 0, Supxe[o.m)|g8(x)| <M < oo olsun.
Ayrica, m, = EMP)’ ler Carleman kosulunu saglasmn, yani Ynr,(1/*3/m,,) = o

olsun. Bu takdirde, A — oo iken, asagidaki bagmnt1 saglanir:
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Jim jo " 2he(\z) dm, (2) = 0. (1.9.2)m

Yardimc1 Teorem 1.9.1 ve Yardimct Teorem 1.9.2° den yararlanilarak asagidaki

Onermeler verilebilir.

Onerme 1.9.1: Her x > 0 icin m3 < oo oldugunda E(Un(Ml)) igin A — oo iken

asagidaki asimtotik a¢ilim yazilabilir:

m, m, 1
E (UT] O\Zl)) = Z_D’I%}\ + Z_m% + o0 (X)

Burada m, = E(m})° dr.

Onerme 1.9.2: m; < o oldugunda n = 1,2,3, ... olmak iizere U, (z) fonksiyonu igin

z — oo iken asagidaki ti¢ terimli asimtotik agilim yazilabilir:

Zn+1 A A
U,(z) = +— g0 4 201 4 (207 Y),
n(n+1)m; nm, m;

Burada A; = m,/2m;; A, = (m,/2m;)? —m3/6m,’ dir.

Ispat: U,(z) = 2"+ U,(2) = fOZ X" MU, (z — x)dx esitligine Laplace doniisiimii

uygulayarak asagidaki esitlik elde edilir:

T.(s) = & S_nl)! U, (s). (1.9.3)

U, (s) yenileme fonksiyonun Laplace doniisiimiiniin

1

UT] (S) = m (194)
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oldugu bilinmektedir. Burada @(s) = E(e™"t) “ dir. s - 0 iken ¢(s) i¢in asagidaki

asimtotik a¢ilim yazilabilir:

2 S3

S
@(s)=1—sm; + - Mz =My + o(s3). (1.9.5)

(1.9.5) agilimi (1.9.4) esitliginde yerine yazilip uygun sadelestirmeler yapildiginda

1 A A,
=——+—+— +0o(1) (1.9.6)
m;s¢ mys my

acilimi elde edilir. (1.9.6) agilimi (1.9.3) esitliginde yerine yazildiginda

~ (n—1)'1 (1 1
Un(S) = SN m_1{5_2+A1§+A2 + 0(1)}
1 (+1D! A n A, (n—1)! 1
= — —],n=1 (1.9.7
n(n+ 1)m,; sn+2 nm, s"+1 * m; s° o (s“) " ( )

olur. (1.9.7) agilimmna Tauber — Abel Teoremi uygulanarak z — o iken U,(z)

fonksiyonu i¢in asagidaki ti¢ terimli asimtotik ac¢ilim elde edilir (Abramowitch[1]):

Up(z) = " + A1 n + A2 nea + o(z™™1) (1.9.8)
t n(n+1)m; nm;, m, o
Onerme 1.9.2 boylece ispatlanmis olur. ]

Onerme 1.9.2° den asagidaki 6nerme elde edilebilir.

Onerme 1.9.3: E(M}*?) < oo kosulu saglandiginda E(Un(Ml)) igin A = oo iken

asagidaki asimtotik agilim yazilabilir:
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d Ad A,d,_
E(Un(le)) _ n+1 AR+ 4 1 nxn_l_ 24n-1

n-—1 n-1
=t Dm — n AL 4 o(An),

Burada m, =EM®}); d, = my;;/(n+ 1) m;’ dir. Elde edilen temel sonug

asagidaki teorem seklinde ifade edilmistir.

Teorem 1.9.1: {€,} ve {n,}, n = 1,2, ... baslangi¢ rasgele degiskenler dizisi 1.3¢ te

verilen tanima ek olarak asagidaki kosullar1 saglasin:

i) 0 <E() <oo; ii)E(my) >0; iii) EMI?) < oo;

iV) m4, aritmetik olmayan bir rasgele degisken olsun.

Bu takdirde, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin n. momenti (E(X"), n=1,2,...)

icin A — oo iken asagidaki ti¢ terimli asimtotik a¢ilim yazilabilir:

2rr1n+2
(n+1)(n+2)m,

E(X") = AN + B AR+ Co A2 4 o(ART2),

Burada, B,, ve C, katsayilar1 agsagidaki gibidir:

Mp4q 2rnn+2

B, = - ;
" (m+1m; (+1)(M+2)m,
C. = 2myy, _ Mpyq 2my
" (h+1D0m+2m, (+Dm; *m,’
m; mj3
A, = 2 — :
2 (2 ml) 6 m;

Sonu¢ 1.9.1: X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ilk dért momenti igin A — oo iken

ti¢ terimli asimtotik a¢ilimlar agsagidaki sekilde verilebilir:
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E(X) = “ [2 312132] +°(%);

E(X2) = 61232 . SHIE B 612: ]H {znrf% - gzj ’ ;:2} +olt)
E(X3) = 10m2 4m1 10m2]7&2

{rgzmrr; - 3rrr:inz - 4?:1 ¥ 1?;12}}\ o)
E(X*) = 15m2 t 5mms1 B 12:12])\3

frame_ s e

2m? 3mym, 5m; 15m,
1.9.1. Ozel Durumlar

Bu béliimde miihendislik alaninda siklikla kullanilmasi sebebiyle Ustel, Erlang ve
Rayleigh dagilimlar1 durumunda X(t) siirecinin ilk dort ergodik momenti i¢in asikar

katsayili asimtotik agilimlar hesaplanmustir.

Ozel durum 1.9.1.1 (Ustel Dagihm): 1, rasgele degiskenleri B > 0 parametreli

Ustel dagilima sahip olsun. Bu takdirde, n,,” nin k. baslangic momenti

=E(n¥) = =1.2,..

Bk'

gibi yazilabilir. Bu durum igin X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ilk dort
momentinin - A - oo iken ¢ terimli asimtotik agilimlar1 asagidaki gibi elde
edilebilir:

E(X)=%+o<%>;

E(X?) = Biz}‘z + 0(1),
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E(X3) = %7\3 +o(Q);

EX*) = @Xl + 0(A?).

Ozel durum 1.9.1.2 (Erlang Dagihmi): n, rasgele degiskenleri (2, > 0)

parametreli Erlang dagilima sahip olsun. Bu takdirde, 1, nin k. baglangic momenti

my = E(n¥) _M =12,..

gibi yazilabilir. Bu durum igin X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ilk dort

momentinin A — oo iken ii¢ terimli asimtotik acilimlar1 asagidaki gibi elde edilebilir:

E(x)—ix+i+o(1)

3 6B
EX?) ==—AN+— 2 A— ! — +0(1),
332 332 682
E(X3) = g?@ %?\2 — §A +o(2),

56 16 6
E(X4) = F 4 F}\g - FAZ + O(}\Z).

Ozel durum 1.9.1.3 (Rayleigh Dagihm): 1, rasgele degiskenleri § > 0 parametreli
Rayleigh dagilimina sahip olsun. Bu takdirde, n,’ nin k. baglangic momenti i¢in

r'(1+k/2)
my = E(T]ll() = W, = ,2,

ifadesi yazilabilir. Bu durumda X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ilk dort

momentinin - A - o iken {i¢ terimli asimtotik agilimlar1 asagidaki gibi elde

edilebilir:
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NG 4 —1 1
E(X)—4\/EA+4\/H_B+O(X),
1 1 2(mt—3
E(X2)=%AZ+6—BA— (gns )+o(1),
3 _ 3T , 16—3m , 3n-8
E(X3) 166\/3}\ +16B\/B_ﬂ}\ 166\/B_ﬂ}\+ o(d),
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2. BULANIK PARAMETRELI ERGODIK DAGILIMIN INCELENMESI

Gergek diinyanin klasik mantik ile tam anlamiyla ifade edilemedigi anlagilmaktadir.
Bunun da sebebi genel olarak belirsizlik ve karar verilemeyistir. Bir¢ok sosyal,
iktisadi ve teknik konularda insan diisiincelerinin tam anlami ile olgunlagmamig
olusundan dolay1 belirsizlikler her zaman bulunur. Gelismis bilgisayarlar, bu tiirli
belirsizlikleri ancak dereceli olarak isleyebilirler. Bilgisayarlardan farkli olarak
insanin Yetersiz, eksik ve belirsizlik igeren veri ile diisiinme yetenegi vardir. Genel
olarak, degisik bigimlerde ortaya ¢ikan karmasiklik ve belirsizlik gibi tam ve kesin
olmayan bilgi kaynaklarma bulanik (fuzzy) kaynaklar adi verilir. Zadeh (1968),
gercek diinya sorunlar1 ne kadar yakindan incelenmeye alinirsa ¢dziimiin daha da
bulanik hale gelecegini ifade etmistir. Burada bilgi kaynaklarmin temel ve kesin
bilgilere ek olarak, sozel bilgileri de igerdigi vurgulanmalidir. Insan sozel
diisiinebildigine ve bildiklerini baskalarma sozel ifadelerle aktarabildigine gore bu

ifadelerin her zaman kesin olmas1 da beklenemez (Sen [43]).

Bulaniklik, miihendislikte kontrol teori basta olmak iizere ¢ok genis alanlarda
kullanilmaktadir. Genel olarak; biyomedikal, ekoloji, tarim, cografya, roket bilimi,
robotik ve yapay zeka alanlarinda bulanik teori kullanilirken, 6zel olarak ise
Japonya’ da tiiketici elektroniginde, Almanya’ da otomobil endiistrisinde ve ev
aletlerinde kullanilmaktadir (Orug [39]). Ozellikle “fuzzy process controller” olarak
isimlendirilen 6zel amagli bulanik mantik mikroislemci ¢ipinin tretilmesine
baglanmigtir. Bu teknoloji, fotograf makineleri, ¢amasir makineleri, klimalar ve
otomatik iletim hatlar1 gibi uygulamalarda kullanilmaktadir. Bundan baska uzay
arastirmalar1 ve havacilik endiistrisinde de kullanilmaktadir. Ornegin, TAl (TUSAS)’
de aragtirma gelistirme biriminde bulanik mantik konusunda ¢alismalar
yapilmaktadrr. Yine bir baska uygulama olarak otomatik civatalamalarin
degerlendirilmesinde bulanik mantik kullanilmaktadir. Bulanik mantik yardimiyla
civatalama Kalitesi belirlenmektedir. Bu sistemlerin ¢oziimlerinin arastirilmasinda
bulanik olan girdi ve ¢ikt1 bilgilerinden, bulanik mantik kurallarinin kullanilmasi ile

anlamli1 ve yararli ¢6ziim ¢ikarimlarmin yapilmasi yoluna gidilebilir (Sen [43]).
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Tezin birinci boliimiinde yansitan bariyerli 6diillii  yenileme siireci  X(t),
matematiksel olarak insa edilmis ve siirecin hem bir boyutlu dagilimlar1 hem de
ergodik dagilimi analitik ve asimtotik yontemlerle incelenmistir. Bu inceleme
sirasinda siirecin ergodik dagiliminin bir yenileme fonksiyonuna bagli oldugu
gozlemlenmistir. Bu yenileme fonksiyonu taleplerin dagiliminin iirettigi bir yenileme
fonksiyonudur. Talepleri ifade eden m, rasgele degiskenlerinin dagilimini tahmin
ederken veri azligindan, bilginin tam olmamasindan ve baz1 subjektif
degerlendirmelerden dolayr dagilimin tamami veya bazi parametreleri bulanik
olabilir. Bu nedenle, L. A. Zadeh’ in Genisleme Prensibi’ nden yola ¢ikilarak talep
miktarlar1 Ustel, Gama, Erlang ve Weibull gibi dagilimlara sahip oldugunda ele

alman envanter modelin bulanik mantik ¢ercevesinde incelenmesinde yarar vardir.

2.1. BULANIK PARAMETRELI USTEL DAGILIM

Hatirlanacak olursa, birinci boliimde ele aldigimiz siirecin ergodik dagilimi igin

asagidaki kesin ifade bulunmustu:

}\ —
Qx(z) =1 —%. (2.1.1)
Burada
E(U\D) = f U, A dm; (%) (2.1.2)

olup, m, (x) fonksiyonu {{,} Markov zincirinin ergodik dagilim fonksiyonudur.

Bu boliimde talep miktarlarini ifade eden n, rasgele degiskenlerinin 3 parametreli
Ustel dagilima sahip oldugu varsayilacaktir. Ayrica B parametresinin yerine p

bulanik sayist kullanilacaktir. Ustel dagilim durumunda, m, rasgele degisken

dizisinin {irettigi yenileme fonksiyonunun (Un (V)) kesin sekli bilinmektedir:
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U,(v) =pv+1 (2.1.3)

U,(v) yenileme fonksiyonunun (2.1.3)" deki sekli (2.1.2) esitliginde yerine

yazildiginda asagidaki sonug elde edilir:

E(UQD) = fo " Bx + 1]dm (0 = AB jo xdm (0 + 1 = ABE(D + 1

= AB% +1 =A+1 (2.1.4)

Benzer sekilde, E(U(?\Z — z)) fonksiyonu da hesaplansin :

E(UOS — 7)) = f U0 — 2)dmy (x) = f [BOX — 2) + 1]dm, (x)
0 z/A
—p f 0= dm() + f 4T

= Bfoo (Ax — z)Be F*dx + (1 — m(z/N)
zZ/A

= A+ e P2/, (2.1.5)

Elde ettigimiz (2.1.4) ve (2.1.5) ifadelerini (2.1.1) esitliginde yerine koyarsak,

. E(Ug-2)) . i+ DePA
QX(Z)_l_E:(T}\Z))_ —H—l—l—eﬁ/)‘ =
Qx(Az) = 1 —eP= (2.1.6)

elde edilir. Yukarda elde ettigimiz sonu¢ [ parametresinin bulanik olmadigi bir
sonuctur. Bu sonucundan yararlanarak (3 parametresi bulanik bir say1 (E) oldugu

durumda ergodik dagilim fonksiyonunun Qx(Az)’ in liyelik fonksiyonu ve a kesitleri
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hesaplanacaktir. Bunun i¢in B bulanik parametresinin iiyelik fonksiyonu asagidaki

sekilde tanimlansin:

Wy (%), B < x <Py
up(x) = § 1zp (), B, < x < Bs; (2.1.7)
0, diger yerlerde.

Burada, 0 <B; <B, <Pz <oo° dir. Ayrica, pyg(x) fonksiyonu [B;;B;]
arahgmmda monoton artan bir fonksiyon olup, pig (B1) =0; py(Bz) = 1° dir.
upg(x) fonksiyonu ise [B,;B3] arahgmda monoton azalan bir fonksiyon olup,

st(ﬁz) =1; IJ-ZB(Bg) = 0’ dir.
ug(x)

T

pyg(x) Hap (%)
0.5

¥
i

By B, Ba

Sekil 2.1. pg(x) Uyelik Fonksiyonunun Bir Goriiniimii

Bu takdirde Qx(Az) ergodik dagilim fonksiyonun fiiyelik fonksiyonu Zadeh’ in

Genisleme Prensibi’ nden asagidaki gibi elde edilir:

wa(pin(r0s)) € Qa8 Qu (B

X . (2.1.8)

=

HqQ,(Brz) x) =

H2p (%ln (1 — x)) ) x € (Q1(B22A2); Q1 (B322)]
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Burada Q;(Az) =1 —e™® tir. (2.1.8) esitligi § bulamk parametresinin iiyelik
fonksiyonu keyfi oldugunda ergodik dagilimm iiyelik fonksiyonunu ifade eder. Daha

acik sonuglar elde etmek i¢in asagidaki iki 6zel durum ayr1 ayri ele alinsin.

Ozel Durum 1: p parametresi iiggensel bulanik sayidur.

Ozel Durum 2:  parametresi ikinci dereceden bulanik sayidir.

Ozel Durum 1 (Ucgensel Durum): § parametresi f = (B;1B,IBs) seklinde olan

dogrusal iiggensel bir bulanik say1 olsun. Bu durumda B’ nin iiyelik fonksiyonu,

{g__ﬁﬁl; Br=x<B;
e ={I e 2.19)
B, — s

k 0, diger yerlerde

seklinde yazilabilir.
ng(x)
1
Hip (x) Hap (x)
0.5
> X
Bs B2 B3

Sekil 2.2. pg(x) Ucgensel Uyelik Fonksiyonunun Bir Gériiniimii
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Bu takdirde,

In (=) — B,
(L) - s b

Bs — In (1=
“28($1“(1ix))= Lé(—lszi‘)'x

olur. Burada Q;(Ax) = 1 — e™*" tir.

(2.1.10) ve (2.1.11) ifadelerini

parametreli ergodik dagilimmn (QXO\Z)) tiyelik

gibi elde edilir:
In (1 i X) — BiAz c
7\2(82 - B1) ’ *
IJ'Q(?&Z) (X) = < - 1
Bz —In (1 — x), X €
Az(B; — Bz)
\ 0,

,X € [Q1(B122); Q,(B2Az)] (2.1.10)

€ [Q1(B2A2); Q1 (B3Az)]  (2.1.11)

(2.1.8) esitliginde yerine yazilarak, bulanik

fonksiyonunun agik sekli asagidaki

[Q1(B12A2); Q1(B2A2)]
(2.1.12)
[Q,(B22A2); Q;(B3Az)]

diger yerlerde.

Burada Q,(Ax) = 1 — e™*’ tir. Dolayisiyla, talep miktarlar1 1, ler liggensel bulanik

B parametreli Ustel dagilima sahip olduklarinda
(2.1.12) esitligindeki gibi tanimlanir.

ergodik dagilimin iiyelik fonksiyonu

(2.1.12) esitliginden yararlanilarak bulanik parametreli Qyx(Az) ergodik dagilimmm o

kesitleri yazilsin. Her a € (0,1] igin (2.1.9) esitliginden yararlanilarak asagidaki

ifadeler elde edilebilir:

UIﬁl(a) =B+ (B2 — B
ME&(O{) = B3 — (B3 — B2
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(2.1.13) ve (2.1.14) ifadelerinden yararlanilarak Qx(Az)’ in « kesitinin sol (Qy,())

ve sag (Qs,(@)) uglari asagidaki gibi yazilabilir:

Q1z(0() = H_lij(;\z)(a) = Q1(7\Z(B1 + (Bz - 31)0()); (2.1.15)
Q32(0) = W3500 (@ = Q1 (Az(Bs — (B — B2))). (2.1.16)

Burada Q;(Ax) =1 —e™® tir. Dolayisiyla, Qx(Az)’ in o Kkesiti ([QX()\Z)](X)
asagidaki sekilde ifade edilebilir:

[Qx2)]" = [Qu2(@); Qs ()], (2.1.17)

Q,(a) ve Q3, () ifadeleri sirasiyla (2.1.15) ve (2.1.16) esitliklerinde tanimlanmustir.
(2.1.17) esitliginden yararlanilarak bulanik parametreli ergodik dagilimm (QX ()\Z))

destek kiimesi ve ¢ekirdegi bulanabilir:

destek (Qx(02)) = (Qu(B112); Qu (B:12)); (2.1.18)
cek (QXO\Z)) = Q. (B2A2). (2.1.19)

Boylece bulanik parametreli ergodik dagilimin (QXO\Z)) temel bulanik

karakteristikleri elde edilmis olur.

Ozel Durum 2 (ikinci Dereceli Durum): [ parametresi ikinci dereceden bir

bulanik say1 olsun. Bu durumda f’ ni iiyelik fonksiyonu,

X — Bl ) Br =x<B;
uB(x) = i (2.1.20)
| ) ) B2 <x < B3
k 0, diger yerlerde
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seklinde yazilabilir. Bu takdirde,

2

R
Hig (% In (1 i X)) = n %&%:Z BF)MZ ,x € [Q1(B122); Q1 (B2A2)]

(2.1.21)

2

_ 1
s (30 (1)) = B}Z(;(}@) € [Q4(B222); Qs (B:A2)]

(2.1.22)

olur. (2.1.21) ve (2.1.22) ifadeleri (2.1.8) esitliginde yerlerine yazilarak, bulanik

parametreli ergodik dagilimin (QXO\Z)) tiyelik fonksiyonunun agik sekli asagidaki

gibi elde edilir:
[[In(725) - Bz i
2@, -y ) 0 X € QB QA
Mgz (X) = 1 1 W2
Bs —In{7=%
?;\Z(Bg (_132))() , x € [Q1(B222); Q,(B3Az)]
\ 0, diger yerlerde

(2.1.23)

Burada Q;(Ax) = 1 — e’ tir. Dolayisiyla, talep miktarlar1 n,” ler ikinci dereceden
bulanik B parametreli Ustel dagihima sahip olduklarinda ergodik dagilimm iiyelik
fonksiyonu (2.1.23) esitligindeki gibi tanimlanir. (2.1.23) esitliginden yararlanilarak
bulanik parametreli Qy(Az) ergodik dagiliminin a kesitleri yazilacak olursa, her

a € (0,1] i¢in (2.1.20) esitliginden yararlanilarak asagidaki ifadeler elde edilebilir:

uig (@) = By + (B, — BV (2.1.24)
uzg (@) = B3 — (Bs — B )V (2.1.25)
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(2.1.24) ve (2.1.25) ifadelerinden yararlanilarak Qx(Az)’ in a kesitinin sol (Qq,())

ve sag (Qs,(@)) uglari asagidaki gibi yazilabilir:

Qq,(a) = H_lij(;\z)(a) =Q (7\2(61 + (B2 — 31)\/5)); (2.1.26)
Q@) = Wk (0 = Qu (A2(Bs — (Bs — BIVW)). (2.1.27)

Burada Q;(Ax) =1 —e™® tir. Dolayisiyla, Qyx(Az)’ in o kesiti ([QX()\Z)](X)
asagidaki sekilde ifade edilebilir:

[Qx2)]" = [Q1(0); Qs (] (2.1.28)

Q,(a) ve Q3, () ifadeleri sirasiyla (2.1.26) ve (2.1.27) esitliklerinde tanimlanmustir.
(2.1.28) esitliginden yararlanarak bulanik parametreli ergodik dagilimin (QXO\Z))

destek kiimesi ve ¢ekirdegi bulanabilir:

destek (Qx(02)) = (Qu(B112); Qu (B:12)); (2.1.29)
cek (QXO\Z)) = Q. (B2A2). (2.1.30)

Boylece bulanik parametreli ergodik dagilimm (QX(AZ)) temel bulanik

karakteristikleri elde edilmis olur.

2.2. BULANIK PARAMETRELI GAMA DAGILIMI

Bu béliimde 1, talep miktarlarinin (r, 3) parametreli Gama dagilimina sahip oldugu
varsayilacaktir. Bu varsayima gore r parametresi bulanik olmayan, 3 parametresi ise
bulanik bir sayidir. Once (r,1) parametreli Gama dagilimi tammlansin. G, ,(x) ile
g:1(x) srrastyla, (r,1) parametreli Gama dagilimmin dagilim fonksiyonu ve olasilik

fonksiyonu asagidaki gibi ifade edilsin:

61



grp(x) = %Xr_le_sx,x >0,r>0; Gg(x)= f;(gr,B(v)dv,x > 0.
Bu boliimdeki varsayima gore, n, talep miktarlarmmn dagilim fonksiyonu Gy g(x),

(r,B) parametreli Gama dagilim fonksiyonudur. Bu fonksiyon Gy (x)
fonksiyonunun yardimi ile asagidaki sekilde ifade edilebilir:

Grp(x) = Gp1(Bx). (2.2.1)

Gy 1(x) fonksiyonu bir Gama dagilim fonksiyonu olduguna gore, x > 0 oldugunda
Gy,1 (x) monoton artan bir fonksiyon oldugu bilinmektedir. Diger taraftan G, g(x) =
Gy1(Bx) seklinde gosterilebildigi igin Gyg(x) fonksiyonu da hem {8 ve hem de x
parametresine gore monoton artan bir fonksiyon olacaktir. 1,, rasgele degiskenlerinin
olusturdugu yenileme fonksiyonu U, g(x) ile gosterilsin. Tanimi geregi U, g(x)

asagidaki gibi gosterilebilir:

Upg0 = D GIH0I = > GHI(BX) = Uy (B), (222)
n=0 n=0

Burada U.;(x) ile G.;(x) dagim fonksiyonun trettigi yenileme fonksiyonu
gosterilmistir. Ayrica yenileme fonksiyonunun kendi degiskenine gére monoton
artan bir fonksiyon oldugu bilinmektedir (Feller [13]). Dolayisiyla, U,g(z) =
Ur1(Bx) olduguna gore, U, g(z) fonksiyonu da 8 parametresine gére monoton artan
bir fonksiyon olacaktr. Bu bilgiler Zadeh’ in Genisleme Prensibi’ nin
uygulanmasinda Kkullanilacaktir. Zadeh’ in Genigleneme Prensibi’ nin uygulanmasi
icin 6ncelikle bulanik bir say1 oldugu varsayilan f parametresinin iiyelik fonksiyonu

asagidaki sekilde tanimlansimn:

W (), B < x <B;
(%) = { Hzp(X), B, < x <Bs. (2.2.3)
0, diger yerlerde
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Burada, 0 <B; <B, <Pz <oo° dir. Ayrica, pyg(x) fonksiyonu [B;;B;]
arahgmda monoton artan bir fonksiyon olup, pig (B1) =0; pp(Bz) =1° dir.

uzg(x) fonksiyonu ise [B,;B3] arahgmda monoton azalan bir fonksiyon olup,

uzg(B2) = 1; upg(B3) = 0’ dur.

U1 (Bz) yenileme fonksiyonunda (3 parametresinin yerine B bulanik sayis1 yazilsin

ve asagidaki onerme verilsin.

Onerme 2.2.1: B bulanik sayisinm iyelik fonksiyonu (2.2.3) esitligindeki gibi
tanimlanmis olsun. Bu takdirde, Ur,l(ﬁz) fonksiyonunun tiyelik fonksiyonu asagidaki

gibi tanimlanabilir:

( 1
™ (; U;,%(x)), X € [Ur (B3 U, (B,2)
o (g =4

1 (2.2.4)
IUlzB (Z Ur",%(x)>' x € [Ur1(B22); Ur,1 (Bs2)]

Ispat: U, (Bz) fonksiyonu B parametresine gére monoton artan oldugu igin Um(ﬁz)
bulanik sayismin tliyelik fonksiyonu her z > 0 i¢in Zadeh’ in Genisleme Prensibi’ ne

gore birebir tanimlanabilir. Daha agik bir sekilde ifade edilecek olursa, her x €

[Ur1 (B12); Up1 (B22)] igin
1
Mu,., (Bz) %) = Mg (; UE%(X));
her x € [Ur,l(BlZ); Ur,l(BZZ)] i¢in

1
My, . (Bz) () = Map (; Uri (X)>
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yazilabilir. Dolayistyla Uy, (x) monoton artan oldugundan Zadeh’ in Genisleme

Prensibi uygulanarak (2.2.4) esitligi elde edilir. ]

Not 2.2.1: Bu c¢alismada kolaylik saglayan ozellik (r,1) parametreli Gama
dagiliminin drettigi Uy, (x) yenileme fonksiyonunun monoton artan olmasidir. Bu
ozellik saglanmadigi takdirde, Zadeh’ in Genisleme Prensibi yukaridaki gibi agik bir
sonu¢ vermez. Monotonluk 06zelligi ortadan kalktigi takdirde, yenileme
fonksiyonunun tiyelik fonksiyonunu 6zel bir algoritma sayesinde niimerik olarak
hesaplamak miimkiindiir. Ancak bu durumda yukaridaki gibi sade ve kesin bir

analitik sonug ortaya ¢ikmaz.

X(t) siirecinin ergodik dagilimi incelenirken U; (Bz)’ in a kesitleri gerekli olacaktir.

Bu nedenle, asagidaki onermede U1 (Bz)’ in a kesitlerinin agik sekli verilsin.
Onerme 2.2.2: B bulanik sayismin iyelik fonksiyonu (2.2.3) esitligindeki gibi

tanimlanmis olsun. Bu takdirde, Ur,l(ﬁz)’ in a kesitlerinin asikar sekli asagidaki

gibi gosterilebilir (a € (0,1]):
(U1 (B2)]" = [Ura (203 (@) Ups (zmzd (@) (2.2.5)
Burada [Ur,l (BZ)]a ile Um(ﬁz) bulanik sayisiin a kesiti gosterilmistir.

ispat: Her a € (0,1] igin U.;(Bz)’ in o kesitlerinin bulunmasi igin asagidaki

denklemlerin her birinden x” in bulunmasi gerekmektedir:

1 1
Hig (E Ur_ll (X)> =0 H2p (E Ur_ll(x)> = .

Wwp(x) ve ppp(x) fonksiyonlart monoton olduklar1 i¢in asagidaki esitlikler

yazilabilir:
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1,
Uri (0 = w0 —Uri(0) = g (@).

Burada U; 1 (x) = zuyg () ve Upi(x) = zpzg (o) olur. Uy, (x) fonksiyonu monoton
artan olduguna gore sonug olarak, x = U, (ZulB (a)) ve x = Uyq (zuZB (0()) elde

edilir. Boylece Ur’l(ﬁz) bulanik sayisiin a kesitinin sol ve sag uglar1 asagidaki gibi

elde edilmis olur:

x{(@) = Upy (2173 (00); x3(0) = Uy, (21134 ().

Ozetlenecek olursa, her o € (0,1] i¢in

(U2 (B2)]* = [xi(@), %5 (0] = [Ups (174 (@) 5 Urs (203 (@)

olur. Béylece Onerme 2.2.2° nin ispat1 tamamlanmis olur. |

Simdi de bulanik parametreli ergodik dagilim incelenmeden 6nce birinci bélimde

elde edilen asagidaki sonug tekrar ifade edilsin.

Onerme 2.2.3: €, ve 1, ler 1.3 te ki ozelliklere ek olarak asagidaki kosullari

saglasin:

) E(E,) < oo, i) Eny < oo,

iii) n; aritmetik olmayan rasgele bir degiskendir.

Bu takdirde, X(t) siireci ergodiktir ve onun ergodik dagilim fonksiyonunun agik sekli
asagidaki gibi yazilabilir:

5(0,06-))

; (Un (}\Z)) (2.2.6)

QXO\X) =1
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Burada

E(U,(0) = f U, Oz)dmy (2), (2.2.7)
0
E(U,(A@-)) = f Uy (A\z — ) dmy(2) (2.2.8)
ve m, (z) ise {{,} Markov zincirinin ergodik dagilimudir. |

0 (1 - Gr‘B(V)) dv dagilimma zayif

m,(z) dagilmmimn, A - o iken m,(z) = mL fz
1

yakinsadig1 bilinmektedir (Feller [13], Rogozin [41]). Burada m; = E(n,) =r/p

‘dir. Bu bilgiden yola ¢ikilarak Qx(x) ergodik dagilim i¢in asagidaki sonug ifade

edilebilir.

Onerme 2.2.4: X’ nin yeterince biiyiik degerlerinde Qyx(Ax) ergodik dagilimi igin
asagidaki yaklasik ifade yazilabilir:

Uy (A2 = 0) (1 = Grp(2))dz
[ U, (A2)(1 = Grg(2))dz

Qx(Ax) = Qg(xx) =1 , (2.2.9)

Ispat: Oncelikle (2.2.7) ve (2.2.8)’ de m,(z)’ in yerine my(z) yazilip daha sonra

,(z)’ in diferensiyeli alindiginda

dmy(z) = mil (1-Grp(@)dz (2.2.10)

elde edilir. (2.2.10)° nun (2.2.7 ) ve (2.2.8)’ de g6z oniinde bulundurulmasiyla (2.2.9)

elde edilir. [

Diger taraftan m, talep miktarlar1 (r,) parametreli Gama dagilimi iken (2.2.1)

esitliginden Gy g(z) = Gy;(Bz) ve U, (z) = U, ;(Bz) oldugu kolayca goriilebilir. Bu
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ifadeler (2.2.9)’ un sag tarafinda Qg(x)’ in ifadesinde géz Oniinde bulundurularak

asagidaki onerme verilebilir:

Onerme 2.2.5: Q(Ax) i¢in asagidaki farkli bir gosterim yazilabilir:

J Ui (BAGz = 0) (1 ~ Gra(B2))dz

}\X = 1 [
Q1) [Z U, (B2 (1 = Gr,y (B2))d2

(2.2.11)

Burada G,;(x) ve U.;(x) fonksiyonlar: sirastyla (r,1) parametreli Gama dagilim
fonksiyonu ve yenileme fonksiyonudur. Ama¢ [ parametresi bir bulanik say1
oldugunda Qg(Ax) dagilimmnim a Kesitlerinin bulunmasidir. Bunun igin 6nce Onerme

2.2.5 bulanik parametre i¢in ifade edilsin:

57U (G- 0) (1 - 6ra(Br)) dz

Q) = 1 -2 -
’ fo Ul (}\BZ) (1 - Gr,l(BZ)) dz

(2.2.12)

Burada QB‘O\X) gOsterimi ile $ parametresinin bulanik sayr olmasi durumundaki

Qg(Ax) ergodik dagilimmin fonksiyonu gosterilmistir. B bulanik sayismimn iiyelik

fonksiyonu (2.2.3) esitligi ile tanimlanmustir. Bu varsayim altinda Onerme 2.2.2° den

asagidaki sonugclar elde edilebilir.

Sonuc 2.2.1. f bulanik sayisinm iiyelik fonksiyonu (2.2.3) esitligiyle tanimlanmis
olsun. Bu takdirde, asagidaki esitlikler yazilabilir:

[U..(AB2)]" = [Ur,1 (Azufﬁl((x)); U, ()\Zp;é(a))], (2.2.13)
(U1 (3B =20)] = [Uns (M@ = 0133 @) Ura (A = 0uzg @) |
(22.14)m

Ayrica, Gr,l(ﬁz) bulanik fonksiyonu i¢in de benzer sonuglar ifade edilebilir.
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Sonuc 2.2.2: B bulanik sayisinm iiyelik fonksiyonu (2.2.3) esitligiyle tanimlanmus
olsun. Bu takdirde, agagidaki esitlik yazilabilir:

[Gea (B2)]" = [ G (2073 (@) G (2023 (@) - (22.15)

Simdi de X(t) siirecinin bulanik parametreli ergodik dagilimmm o kesitleri elde
edilsin. (2.2.12) esitligini ve integrallerin « kesit 6zelligi g6z 6niinde bulundurularak,

asagidaki esitlik yazilabilir:

B fxoo [Ur,l (AE(Z - X))]a [(1 - Gr,l(BZ))]a dz
Ji [0 0B2)]" [(1 = Gea(B2))] 2

[Qz(0)]” (2.2.16)

(2.2.15) esitliginden ve a — kesitlerin temel 6zelliklerinden

[ r1(BZ)] [ Gr1 (Zuzg ((X)) Gr1 (ZU1[3 (0())] (2.2.17)

olur. (2.2.13), (2.2.17) esitlikleri gz oniinde bulundurularak, her « € [0,1) i¢in

[ 10020821 [(1- Ga(P2)]“ ez
_ [ fo U, (Azuzg (@)1 = Gy (234 (@) ] dz

fo ) Uy (Aznzd (@0) [1 = Gua (znzd (@)] dzl (2.2.18)

esitligi elde edilir. Benzer sekilde (2.2.14) ve (2.2.17) gosterimlerinden yararlanilarak,
(o) _ o _ o
f [Ur,l (AB(Z — x))] [(1 — Gr,l(BZ))] dz
X
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l j ooUr 1 Mz — x)uzg (a)) [1 — Gy (Zugé (a))] dz

| g (M~ 053 @) [1 Gy (a7 (@) @ ] (2219

esitligine ulasilir. (2.2.18) ve (2.2.19) esitlikleri (2.2.16) formiiliinde goz Oniinde

bulunduruldugunda,

[Qp(A0]" = [Qu (e, %); Q3(e,x)] (2.2.20)

elde edilir. Burada Q, (a, x) ve Q;(a, x) asagidaki gibidir:

12 Ues (A2 = 90133 [1 = Goy (205 @)] d2 |

e = e i @) |1 — o (3 @) e

(2.2.21)
[2 U1 (A2 = 0uid @) [1 = Gry (2133 (@) ] dz

Qa(a,Ax) =1 - 15 Ues (Azizg (@) |1 = Gra (2 (@) dz

(2.2.22)

Dolayisiyla, (2.2.9) bagmtisina gore, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin (QXO\X))
yerine A’ nm yeterince biiyiik degerlerinde Qg(Ax) kullanilabilecegine gore, f

parametresi bulanik say1 oldugunda, her a € [0,1) igin

[Ax00]" = [Q()]” (2.2.23)

yazilabilir. Burada Qyx(Ax) ile bulanik parametreli ergodik dagilim gosterilmistir.

Yukaridaki bilgiler 6zetlenecek olursa, asagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 2.2.2: § bulanik sayisinm iiyelik fonksiyonu (2.2.3) esitligindeki gibi

tanimlanmis ve Onerme 2.2.3° {in kosullar1 saglanmis olsun. Bu takdirde, her
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a € [0,1) igin X(t) siirecinin bulanik parametreli ergodik dagilimmnim (QX(AX)) a

kesitleri ([QX O\X)]a) yaklasik olarak

[Qx 0] = [Q4 (e, A%); Q3(e, Ax)] (2.2.24)

bigiminde gosterilebilir. Burada Q, (o, Ax) ve Q3 (a, Ax) sirasiyla, (2.2.21) ve (2.2.22)

esitlikleriyle tanimlanmis alt ve tist smirlardir. [

Bu genel gosterimden bircok 6nemli sonuglar elde edilebilir. Bu ¢alismada 6zel bir
sonu¢ olarak n,’ ler (2, G) parametreli Erlang dagilimma sahip oldugu durum ele

alinacak ve B’ nin iiggensel ve ikinci dereceden bir bulanik say1 oldugu durumda

ergodik dagilimin a kesitlerinin agik sekli ortaya konacaktir.
2.2.1. Bulanik Parametreli Erlang Dagihim

N, rasgele degiskenleri (2,B) parametreli Erlang dagilimmna sahip olsun. Bu

durumda n,, rasgele degiskenin bulanik parametreli dagilim fonksiyonu
Fp() =1 - (1 + px) exp(—px)

seklinde yazilabilir. Burada { bulanik sayismin iiyelik fonksiyonu asagidaki gibi

tanimlanmis olsun:

([;(2_—8513' Pr=x=f
HB(X): Bz —x B, <x <Py

|Bs — B2’
k 0, diger yerlerde
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Bu takdirde,
X— P
X) = , <X < Py
st( ) B, — By B1 B2

)= s Be<x <Py

olur. Buradan, her a € (0,1] igin

uig (x) =L =By + alB, — B1) (2.2.1.1)
uzp (x) =K = B3 — a(Bs — B) (2.2.1.2)

elde edilir. Ayrica, (2,1) parametreli Erlang dagilhiminin yenileme fonksiyonunun

(U21(x)) kesin sekli bilinmektedir

x 3 1
Uy (%) = §+Z+ZeXp(_X)' (2.2.1.3)
(2.2.1.1), (2.21.2) ve (2.2.1.3) esitlikleri goz Oniinde bulundurularak (2.2.24)
formiiliinden bulanik parametreli ergodik dagilimin o Kesiti ([QE O\X)]a) asagidaki
sekilde elde edilir:

[Qs(0]" = [Q1p(0,A0); Qap(@Ax)],  a € (0,1].
Burada
4K?(AL + K)?[C, (o) + AxC, () ]e 1A%

Qup(e ) =1 = N5 T 18ROL)? + 19K°AL + K3

412 (AK + L)?[D; (o) + KAxD, (o) ]e7K¥A*
QZB((X' M) = 1 - 3 2 2 3
6(AK)3 + 18L(AK)2 + 19L2AK + 8L
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Burada Cl(O(), C2 (O(), Dl(O(), Dz (O(), LveK asagldaki glbldlr

C()_BO\K+L)+ LK : )_27&K+3L+ 1

WU =" AL+ 22 2 YT T 4(L+ AK)’
3O0L+K)  2K+AL 2L + 3K 1

Dy (@) = Da(w) = =

2K? +4(K+7\L)2; k2 4(K +AL)’
L= u[é(oc) =B, +a(B, —B1); K= u;é(a) = B3 — a(Bs — B2).

2.3. BULANIK PARAMETRELI WEiBULL DAGILIMI

Bu bolimde m, talep miktarlarmm (r,B) parametreli Weibull dagilimma sahip
oldugu varsayiminda r parametresi klasik, § parametresi ise bulanik bir saydir. Once
(r, B) parametreli Weibull dagilimi tammlansin. Wy ;(x) ile w1 (x) swrastyla, (r,1)
parametreli Weibull dagilimmin dagilim fonksiyonu ve olasilik fonksiyonlar1 olup,

asagidaki gibi ifade edilir:
W, 1(x) =1 —exp(—x"); x> 0; w;(x) =rx"texp(—x"); x> 0; r>0.

N, talep miktarlarmm dagilim fonksiyonu F, (x) veya F(x) ile gosterilecektir. Bu
boliimdeki varsayima gore F(x), (r, ) parametreli Weibull dagilim fonksiyonudur.

Yani F,, (x) fonksiyonu asagidaki gibidir:
F (x) =1—exp(—=(Bx)"),x>0,r>0,8>0.

Bu fonksiyon W;.; (x) fonksiyonunun yardimu ile asagidaki gibi ifade edilebilir:
Fr(x) = W, ; (Bx). (2.3.1)

W, ;1 (%) fonksiyonu bir Weibull dagilim fonksiyonu olduguna gére, x > 0 oldugunda
W;.;(x) fonksiyonunun monoton artan bir fonksiyon oldugu bilinmektedir. Diger

taraftan F(x) = W,;(Bx) seklinde gosterilebildigi i¢in F(x) fonksiyonu da hem x
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hem de [ parametresine gére monoton artan bir fonksiyon olacaktir. n, rasgele

degiskenlerinin olusturdugu yenileme fonksiyonu U, g(x) tanimi geregi,

UppG0 = F60 = » WA (BN (23.2)
n=0 n=0

seklinde gosterilebilir. Ayrica yenileme fonksiyonunun kendi degiskenine gore
monoton artan bir fonksiyon oldugu bilinmektedir (Feller [13]). U, g(z) ile W, ;(x)
dagilim fonksiyonun iirettigi yenileme fonksiyonu gosterilsin. Bu takdirde U, g(z) =
U,1(Bz) gibi yazilabilir. Dolayisiyla, U,g(z) fonksiyonu ( parametresine gore
monoton artan bir fonksiyondur. Bu bilgiler Zadeh’ in Genisleme Prensibi’ nin
uygulanmasinda kullanilacaktir. Zadeh’ in Genisleneme Prensibi’ nin uygulanmasi
icin Oncelikle bulanik bir say1r oldugunu varsayilan [3 parametresinin iiyelik

fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanistir:

Wy (x), B < x <B;
up(x) = § Hzp (), B, < x <Bs. (2.3.3)
0, diger yerlerde

Burada, 0 <B; <B, <Pz <oo° dir. Ayrica, pya(x) fonksiyonu [B;;B;]
arahgmda monoton artan bir fonksiyon olup, pig (B1) =0; pyp(By) = 1° dir.

upg(x) fonksiyonu ise [B,; B3] arahgnda monoton azalan bir fonksiyon olup,

Wog(B2) = 1; upg(B3) = 0 dur.

Urp(z) = U,1(Bz) yenileme fonksiyonunda B parametresinin yerine B bulanik

say1s1 yazilip, asagidaki 6nerme verilmistir:

Onerme 2.3.1: P bulanik sayisinm iiyelik fonksiyonu (2.2.3) esitligindeki gibi
tanimlanmis olsun. Bu takdirde, U, 4 (Pz) fonksiyonunun iiyelik fonksiyonu asagidaki

gibi tanimlanabilir:

73



( 1
[ i <; Ur_11(X)> ) X € [Ur,l(BIZ); Ur,l(BZZ))

uUr,l(EZ) x) = 4

. (2.34)
IUlZB <; Ur_,ll (X)> , X € [Ur,l(BZZ); Ur,l(B3Z)]

Ispat: U, ,(Bz) fonksiyonu B parametresine gére monoton artan oldugu igin Zadeh’
in Genisleme Prensibi uygulanarak yukaridaki sonu¢ Onerme 2.2.1° in ispatmin bir

benzeri bigiminde elde edilebilir. ]

X(t) siirecinin ergodik dagilimi incelenirken U, ; (Bz)” in o kesitleri gerekli olacaktur.

Bu nedenle, asagidaki onermede Uy 1 (Bz)’ in a kesitlerinin acik sekli verilmistir:

Onerme 2.3.2: P bulanik sayisinmn iyelik fonksiyonu (2.3.3) esitligindeki gibi
tanimlanmis olsun. Bu takdirde, U, ;(Bz)’ in « Kesitlerinin agik sekli asagidaki gibi

gosterilebilir (a € (0,1]):
[Ur,1(BZ)]a = [Ur,l (ZuIé(a)): Ura (ZHEé(O())]- (2.3.5)

Burada [Ur,1 (ﬁz)]a ile Urll(ﬁz) bulanik sayisinin a kesiti gosterilmistir.
Ispat: Weibull Dagilimmm yenileme fonksiyonu da Gama dagilimmin yenileme
fonksiyonu gibi monoton artan olduguna gére Onerme 2.3.3, Onerme 2.2.2° nin

ispatina benzer sekilde ispatlanabilir. |

Simdi bulanik parametreli ergodik dagilim incelenmeden 6nce birinci boliimde elde

edilen asagidaki sonug tekrar ifade edilsin.

Onerme 2.3.3: &, ve n, baslangi¢ rasgele degiskenler dizisi 1.3’ teki tanimin

ozelliklerine ilaveten asagidaki ek kosullar1 da saglasin:
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i) E(§;) < oo, i) EMy) < oo,

iii) n; aritmetik olmayan rasgele degiskendir.

Bu takdirde, X(t) siireci ergodiktir ve ergodik dagilim fonksiyonunun agik sekli
asagidaki gibi yazilabilir:

E(U, 06— )

Qx(x) =1- (2.3.6)
E(U,(10)
Burada
E(U,(0) = j U, Oz)dm (2), (2.3.7)
0
E (U, (M@ -)) = f Uy (A\z — ) dmy(2) (2.3.8)
ve m, (z) ise {{,} Markov zincirinin ergodik dagilimidir. |

m(z) dagilmmm, A - oo iken my(z) = mi foz (1 - F, (V)) dv dagilimma zayif
1

yakmsadig1 bilinmektedir (Feller[13], Rogozin [41]). Burada m; = E(n,) =

I'(1+ 1/r)/B* dir. Bu bilgiden yola ¢ikilarak Qx(x) ergodik dagilimi igin asagidaki

sonug ifade edilebilir.

Onerme 2.3.4: X’ nin yeterince biiyiik degerlerinde Qx(Ax) ergodik dagilimi igin
asagidaki yaklasik ifade yazilabilir:

.0z -x) (1 - F, (Z)) dz

— (2.3.9)
Iy Uy 02) (1 - Fy(2)) dz

Qx(Ax) = QBO\X) =1-
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Ispat: Oncelikle (2.3.7) ve (2.3.8)’ de m,(z)’ in yerine my(z) yazilip daha sonra

1y (z)” in diferensiyeli alindiginda
dmy(z) = mi (1 — Fn(z)) dz (2.3.10)
1

bulunur. (2.3.10), (2.3.7 ) ve (2.3.8)’ de goz Oniinde bulundurularak (2.3.9) elde

edilir. ]

Diger taraftan n, rasgele degiskenleri (r,[3) parametreli Weibull dagilimina sahip
olduklar1 i¢in (2.3.1) esitliginden F,(z) = W, ;(Bz) ve U,g(z) = U4 (Bz) oldugu
kolayca goriilebilir. Bu ifadeler (2.3.9)’ un sag tarafinda Qg(Ax)’ in ifadesinde goz

oniinde bulundurularak asagidaki 6nerme verilebilir.

Onerme 2.3.5: Qg (Ax) i¢in asagidaki gosterim de yazilabilir:

Jy U (B = 0) (1 — Wi (B2))dz

}\_X = 1 [
Qp(A) J7 Up s AB2) (1 — Wiy (B2))dz

(2.3.11)

Burada W, ;(x) ve U, ,(x) fonksiyonlari sirastyla (r,1) parametreli Weibull dagilim
fonksiyonu ve yenileme fonksiyonudur. Amag¢, B parametresi bir bulanik say1
oldugunda Qg(Ax) dagilmimmn « kesitlerinin bulunmasidir. Bunun i¢in énce Onerme

2.3.5 bulanik parametre i¢in ifade edilsin:

I Uea (B =%) (1 - W, (B2)) dz
fooo Ur1 (}‘GZ) (1 - Wr,1(BZ)) dz

Qp(Ax) =1-— (2.3.12)

Burada Qp(Ax) gdsterim ile B parametresinin bulanik sayi olmasi durumundaki

Qp(Ax) ergodik dagiliminin fonksiyonu gdsterilmistir. B bulanik sayismm iiyelik
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fonksiyonu (2.3.3) esitligi ile tanimlanmustir. Bu varsayim altinda Onerme 2.3.2° den

asagidaki sonuglar elde edilebilir.

Sonugc 2.3.1. B bulanik sayisinmn iiyelik fonksiyonu (2.3.3) esitligiyle tanimlanmus
olsun. Bu takdirde, asagidaki esitlikler yazilabilir:

(U4 (AB2)]" = [Ur (Renip (@) s U Rz (@), (2.3.13)
(U2 (G- 20)]" = [Uns (A = 0 @); Ues (M2 = 0153
(23.14)m

Ayrica, Wr,l(f%z) bulanik fonksiyonu i¢in de benzer sonuclar ifade edilebilir.

Sonu¢ 2.3.2: B bulanik sayisinm iyelik fonksiyonu (2.3.3) esitligiyle tanimlanmis
olsun. Bu takdirde, asagidaki esitlik yazilabilir:

[Wea B)]" = [Wea (2033 (@) Wes (28 (@) (23.15)

Simdi de X(t) siirecinin bulanik parametreli ergodik dagilimmm o kesitleri elde
edilsin. (2.3.12) esitligi ve integrallerin o kesit 0Ozelligi g6z Oniinde

bulunduruldugunda, asagidaki esitlik yazilabilir:

1 Ve (B =0)] (1= Wea(B2))] 2
17100 (B2)]" [(1 = Wea (B2))] 2

[Qz00)]" = (2.3.16)

(2.3.15) esitliginden ve a kesitlerin temel 6zelliklerinden

[1 - Wr,1(gz)]a = [ W1 (Zlizg (0()) Wi 1 (ZH1[3 (0())] (2.3.17)

olur. (2.3.13) ve (2.3.17) esitlikleri g6z oniinde bulundurularak, her a € [0,1) i¢in
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[ 10ea 0821 [(1 - wea (52)] e
([ ves (@) [ = e (s )]
[ s (rnz@0) 1 = Wes (s @)] (23.18)
esitligi elde edilir. Benzer sekilde (2.3.14) ve (2.3.17) gosterimlerinden yararlanilarak,
J[ (o G0 [(1 - W)
[ f e (A =01 (@) [1 = W (2053 ()| d2

f Up (Az = 033 (00) [1 = Wy (zmip (@) d l (2.3.19)

esitligine ulasilir. (2.3.18) ve (2.3.19) esitlikleri (2.3.16) formiiliinde g6z Oniinde

bulunduruldugunda,

[Q3(0]" = [Q4 (e, A); Qs Ax)] (2.3.20)

elde edilir. Burada Q, (a, Ax) ve Q3 (a, Ax) asagidaki gibidir:

12 Ues (A2 = 0mz @) [t = Wes (207 (@)] ez |
Iy Ura (7\211[& (0()) [1 - Wr4 (zugé (oc))] dz
(2.3.21)

Ql(a,}LX) =|1-

17 Uga (A2 = 0u @) [1 = Wi (zn3p (@) ] dz
Jy U (7\2115;% (0()) [1 - Wy (zul‘é (oc))] dz

Q3o Ax) =1 - (2.3.22)
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Dolayisiyla, (2.3.9) bagmtisina gore, X(t) siirecinin ergodik dagilimimnin (QXO\X))
yerine A’ nm yeterince biiyiik degerlerinde Qg(Ax) kullanilabilecegine gore, f

parametresi bulanik say1 oldugunda, her a € [0,1) igin

[Qx0]" = [Qg(]” (2.3.23)

yazilabilir. Burada Qx(Ax) ile bulanik parametreli ergodik dagilim gosterilmistir.

Yukaridaki bilgiler 6zetlenecek olursa, asagidaki teorem ispatlanabilir.

Teorem 2.3.2: § bulanik sayisim iiyelik fonksiyonu (2.3.3) esitligindeki gibi

tanimlanmis ve Onerme 2.3.3° iin kosullar1 saglanmis olsun. Bu takdirde, her
a € [0,1) igin X(t) siirecinin bulanik parametreli ergodik dagiliminm (QX()\X)) a

kesitleri ([Qx(Ax)]") yaklasik olarak

[Qx ()] = [Q4 (e, 2%); Q3(0, AX)] (2.3.24)

bigiminde gosterilebilir. Burada Q, (o, Ax) ve Q;(a, Ax) sirasiyla, (2.3.21) ve (2.3.22)

esitlikleriyle tanimlanmis alt ve iist smirlardir. [
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3. SONUCLAR

Bu c¢alismada genellestirilmis yansitan bariyerli bir 6diillii yenileme siireci

matematiksel olarak modellenmis ve asagidaki temel sonuglar elde edilmistir:

1)

2)

3)

4)

5)
6)

Siirecin bir boyutlu dagiliminin kesin sekli bulunmustur.

Siirecin ii¢ 6nemli (N;(z), t,(2), SN(Z)) siir fonksiyoneli tanimlanmis ve bu
fonksiyonellerin ilk dort momenti i¢in kesin ve asimtotik sonuglar elde
edilmistir.

Stirecin ergodikligi ispat edilmis ve ergodik dagilimin kesin sekli ortaya
konmustur.

Stirecin  ergodik dagilimmin zayif yakinsadigi ispatlanmig ve limit
dagiliminin bir kalan dmiir dagilimi oldugu saptanmustir.

Siirecin ergodik momentleri i¢in kesin ve asimtotik sonuglar elde edilmistir.
Bulanik parametreli Ustel, Erlang, Gama ve Weibull dagilimlar1 durumunda
stirecin ergodik dagilimmnin {yelik fonksiyonu ve alfa kesitleri ¢esitli

durumlar i¢in elde edilmistir.
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EKLER

EK A: TERIMLER SOZLUGU

Tiirk¢e Terim Ingilizce Terim
Bulanik Fuzzy

Bulanik Kiime Fuzzy Set
Cekirdek Core

Destek Support

Klasik Kiime Crisp Set
Normallik Normality

a Kesit a Cut
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EK — B: STOKASTIK SURECLER

Tamm B.1 (Rasgele Fonksiyon): (Q,F, P) olasilik uzay1 ve T bir indeksler kiimesi,
(U, R) herhangi bir dlciilebilir uzay olsun. iki degiskenli f fonksiyonu

f:QxT->U

tanimlanmis olsun. Eger her A € R i¢in

{(w,t):f(w,t) € A} € 6(F®Brt)

ise, bu takdirde f(w, t) fonksiyonuna rasgele fonksiyon denir.

Burada, B sigma cebri T’ nin alt kiimeleri {izerinde tanimlanmis bir ¢ — cebir ve
o(F®Bry) ise T ve By sigma cebirlerin kartezyen ¢arpimlarini igeren en kiigiik bir ¢

cebirdir.

Rasgele fonksiyonlar1 en genel sekli ile incelemek bazen ¢ok zordur. Bu nedenle,
mevcut literatiirde T indeksler kiimesinin 6zel durumlari ele alinmistir. Ozellikle,

T<[0,+o) ve U=R=(—o,+») oldugunda ve t€T degiskeni zaman
parametresi olarak yorumlandiginda, yukarida tanimlanan f(w,t) rasgele

fonksiyonuna stokastik siire¢ denir.

Bu durumda U = R ve T € [0, +) oldugu i¢in yukaridaki genel tanimmn daha basit
bir sekilde ifadesi miimkiindiir.

Tamim B.2 (Stokastik Siire¢): Eger f:QxT — R fonksiyonu her A € By i¢in

{(w,t):f(w,t) € A} € 6(F®Br) ise, bu takdirde f(w,t) fonksiyonuna bir stokastik

stire¢ denir.
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EK- C: KESIKLI MUDAHALELI YARI — MARKOV SURECLERI iCIN
GENEL ERGODIK TEOREMI

Teorem C.1 (Genel Ergodik Teorem) (Gihman ve Skorohod [15], s. 243):

X(t) siireci kesikli miidahaleli bir yar1 — Markov siireci olsun. Ayrica asagidaki iki

varsayim saglansin:
1. Varsayim: X(t) siirecinin Ty, T,, ... anlarindaki degerleri (X(t,),n=1,2,...)
ergodik bir Markov zinciri olacak sekilde 1o = 0< 1, < T, < <1y, < <

oo artan zaman anlart bulunsun.

2. Varsayim: T4, Ty, ..., Ty, ... anlar1 arasinda gegen siirelerin beklenen degeri sonlu

olmus olsun, yani her n = 1,2, ... i¢in E(t,, — T,_1) < oo olsun.
Bu takdirde X(t) siireci ergodiktir.

Teorem C.2 (Gihman ve Skorohod [15], s. 243): Teorem B.1’ in varsayimlar1
saglanmis olsun. Bu takdirde, her smirl dlgiilebilir f(x) fonksiyonu i¢in asagidaki

esitlik 1 olasilig1 ile dogrudur:
1 t
lim—f f(X(s))ds = Sg.
t—>oo t 0
Burada S; fonksiyoneli asagidaki gibidir:
1 [ee] [ee] [ee]
S¢ = —f f f(x)P,{t; > t; X(t) € dx}dtdn(z).
E(Tl) —o0J—o0 Jt=0

Burada, m(z) dagilimi {X(t,)} Markov zincirinin ergodik dagilimidir.
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Not: Bu teorem, zaman ortalamalarinin durum ortalamalarina 1 olasilig1 ile
yakmsadigini ifade eden bir onermedir ve ergodik siirecler i¢in en temel bagintiy1

ortaya koyar.

EK — D: WALD OZDESLIGi

v tam degerli rasgele degiskeni ve {&,} dizisi (Q, F, P) olasilik uzayinda tanimlanmig
olsunlar. Ayrica v = 0 ve §, rasgele degiskenleri kendi aralarinda bagimsiz olsun.
Skn ile &, ..., &, rasgele degiskenlerinin {rettiZi sigma cebir, yani Iy, =

o (&, ..., &,) gosterilsin.

Tammm D.1: Her n = 1,2, ... igin {v < n} olay1, J,;10, sigma cebrinden bagimsiz

oldugunda v rasgele degiskenine “gelecekten bagimsiz” rasgele degisken denir.

Tamm D.2: Her n = 1,2, ... i¢in {v < n} € J;, oldugunda v rasgele degiskenine

Markov rasgele degiskeni veya durdurma an1 denir.

Bagka bir deyisle, bu durumda &;,..,§, rasgele degiskenlerinin degerleri
bilindiginde {v < n} olaymin gergeklesip ger¢eklesmedigini kesin olarak soylemek
mimkiindiir. Markov rasgele degiskeni v, & rasgele degiskenler dizisi igin

“gelecekten bagimsiz” rasgele degiskendir (Borovkov [7], s. 86).

Sy =& +--+¢&, olsun. S,, v rasgele degisken sayisinda rasgele degiskenlerin

toplamudir.

Teorem D.1 (Wald Ozdesligi) (Borovkov [7], s. 88): &, &,, ... rasgele degiskenleri
kendi aralarinda bagimsiz ve ayni1 dagilima sahip, v rasgele degiskeni ise “gelecekten

bagimsiz” bir rasgele degisken olsun. Ayrica E(§,) < oo ve E(v) < o saglansin. Bu
takdirde,
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\Y

BGS)) = B (Z zk) = EGE)EW) (.1)

k=1
olur. (D.1) esitligine Wald Ozdesligi denir.
EK — E: KESINLESTIRILMIS YENILEME TEOREMI

{nn}, n=1,2,...¢ ler bir (Q,3,P) olasilik uzayinda tanimlanmis bagimsiz, ayni
dagilima sahip ve pozitif degerli rasgele degiskenler dizisi olsun. Bu dizinin yardimi

ile asagidaki stokastik siire¢ insa edilsin:

N(t)=min1n21:2ni>t},t>0. (E.1)

i=1

N(t) siirecine literatiirde “Yenileme Siireci” denir. N(t) yenileme siirecinin beklenen

degerine “Yenileme Fonksiyonu™ denir ve genellikle U(t) sembolii ile, yani

U = E(N(D) (E.2)

seklinde gosterilir. n,, n = 1,2, ... rasgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonu F(t),
yani F(t) = P{n; <t} seklinde olsun. Bu takdirde, U(t) yenileme fonksiyonu
asagidaki sekilde gosterilebilir:

o)

UcH) = Z F(p). (E.3)

n=0

Burada F*™(t) ile F(t) dagilim fonksiyonunun n. konvoliisyon ¢arpimi gosterilmis

olup asagidaki sekilde tanimlanmstir:
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B0 = (0 = {;'; 2 o F(0 = FO;

t
F () = F*®-D(t) x F(t) = f F*0-D(t — s)dF(s),n = 2,3, ...
0

U(t) fonksiyonu, monoton azalmayan, pozitif degerli bir fonksiyondur ve U(0) = 1’
dir. Ayrica, her sonlu t igin U(t) < oo’ dur (Feller [13], s.185). U(t) fonksiyonu
asagidaki integral denklemini saglamaktadir (Feller [13], s.186):

t

U = 1 +f U(t— s)dF(s) ,t > 0 (E.4)
0

U(t) fonksiyonunun asimtotik davranigsini incelemek, olasilik teorisinde 6nemli bir
yer tutmaktadir. Bu nedenle, U(t)’ nin t - co iken asimtotik davranis: ile ilgili
literatiirde bir¢ok dnemli sonuglar mevcuttur. Bu sonuc¢larin en énemlilerinden birisi
“Kesinlestirilmis Yenileme Teoremi” adi ile bilinmekte olup, Feller W. [13]

tarafindan ispatlanmistir. Asagida, bu teorem ispatsiz olarak verilmistir.

Teorem E.1 (Kesinlestirilmis Yenileme Teoremi): F(.) dagilimi aritmetik olmayan
bir dagilim olsun. Ayrica, bu dagilimm beklenen degeri (i) ve varyans: (a2) sonlu

olsun. Bu takdirde, t —» oo iken

(u* + 0%
% ———————————————

T (E.5)

0 < U — (&)

olur (Feller [13], 5.366).

Not: “Birinci Yenileme Teoremi” olarak bilinen asagidaki Teorem E.2° den sadece
U(t)~(t/w) sonucuna ulasilir. (E.5) sonucu bu sonugtan ¢ok daha giiglii bir sonugtur.
Tezin daha rahat anlasilabilmesi i¢in Birinci Yenileme Teoremi asagidaki Teorem
E.2 seklinde verilebilir (Feller [13], 5.360).
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Teorem E.2 (Birinci Yenileme Teoremi): F(.) dagilimi aritmetik olmayan bir
dagilm olsun. Ayrica, F(.) dagilimmin beklenen degeri (u) sonlu olsun. Bu
takdirde, her h > 0 sabiti i¢in t — oo iken,

U(t) —U(t—h) - E (E.6)

olur (Feller [13], s. 360).
EK — F: TAUBER - ABEL TEOREMI

F(t) ve G(t) fonksiyonlarinin Laplace doniisiimleri F(A) ve G(A) mevcut olsun (en
azmdan dyle bir (—a, B) arahig1 mevcut olsun ki, her A € (—a, B); o, B > 0 i¢in F(A)

ve G(A) mevcut ve sonlu olsun).

Ayrica t - oo iken F(t)~G(t) olsun. Bu taktirde, A — 0 iken F(A)~G(}) olur. Bu
onermenin tersi de dogrudur, yani eger A —» 0 iken F(A)~G(A) ise t — oo iken
F(t)~G(t) olur.

[I3R2]
'~

Burada simgesi ile iki fonksiyonun asimtotik denkligi gosterilmistir, yani

“F(t)~G(t)” yazilabilmesi i¢in lim,,. F(t)/G(t) = 1 ve ” F(A)~G(A)” yazilabilmesi

icin
FQ)
lim=——=1
oo G(A)
olmalidir.

Bu Onerme literatiirde Tauber — Abel teoremi olarak bilinmektedir (Feller [13], s.
498).
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EK — G: CARLEMAN KOSULU

Teorem G.1 (Feller [13]): m, = E(m]) < o olsun ve asagidaki (G.1) kosulu

saglansin:

1
. = 0. G.1
Z — . 1)

Bu takdirde m, rasgele degiskeninin dagilimi m, momentleri yardmiyla birebir
tanimlanabilir. Diger bir deyisle, bu durumda momentler probleminin ¢d6zimii

mevcuttur. Yani A — oo iken,

E(C) - Eo(GM)

olur. Burada E(T") ve E,(T") asagidaki gibidir:

o)

E(C) = f zdm, (2); my(z) = &an}o P{{, < z};
0

E,(T) = fwzndno(z); o(z) = mifz (1 — Fn(x)) dx. |
0

0 1

(G.1) kosulu literatiirde Carleman Kosulu olarak bilinmektedir.
EK H: YAKINSAMA CESITLERI
{X,,n =1,2,..} rasgele degisken dizisi ve X, rasgele dgeiskeni aym br olasilik

uzayinda ((Q, F, P)) tanimlanmis olsun. Bu takdirde, asagidaki yakinsaklik cesitleri

verilebilir.
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Tanim H.1 (Olasihga gore Yakinsama): Her € > 0 i¢in

Illl_I)IolO P{w: |X,(w) —Xy(w) = ¢} =0

oldugunda, “X,, rasgele degisken dizisi X, rasgele degiskenine olasiliga gore

- P . .. eq .
yakinsar” denir. Kisaca n = oo iken X, — X, ile gosterilir.

Tamim H.2 (1 Olasihg ile Yakinsama): Her € > 0 i¢in

Z Po: [X,, (@) — Xo(w) = €]} < oo

oldugunda “X,, rasgele degisken dizisi X, rasgele degiskenine 1 olasiligma goére

- 1 .. . . .. R
yakinsar” denir. Kisaca n — oo iken X, — X, gosterim ile gosterilir. Bu yakinsama

tiirline bazen hemen hemen her yerde yakinsama da denir.

Not: 1 olasilig1 ile yakinsamadan olasiliga gore yakimsama elde edilir. Fakat tersi her

zaman dogru olmaya da bilir.

Tamm H.3 (Zayif Yakinsama): Eger
limF,(x) = Fy(x)
n—->oo

oluyor ise, “X,, rasgele degisken dizisi X, rasgele degiskenine zayif yakinsar” denir.
d
Kisaca “F, == F,” veya n - o« iken “X,—X,” ile gosterilir. Burada F,(x) =
n—oo

P{X, <x},n=1,2,...;Fy(x) = P{X, < x}’ dir. Ayrica, x noktas1 Fy(x) dagiliminin
stireklilik noktasidir. Bu yakinsama cesidine bazen “noktasal yakinsama” da denir.

Ayrica, “zayif yakinsama” nimn farkl: bir tanim1 da mevcuttur:
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Tamm H.3.1: Her sinirh 6lgiilebilir g(x) fonksiyonu igin
[00aru9 — [ 9aFo
R R

oluyorsa, “X,, rasgele degisken dizisi X, rasgele degiskenine zayif yakinsar” denir.

Not: Hem 1 olasilig1 ile, hem de olasiliga gore yakimsamadan zayif yakinsama elde

edilir. Fakat tersi dogru olmaya da bilir.
EK — I: BULANIK MANTIK KARAKTERISTIKLERI
H.1. Bulanmik Kiimeler

Klasik kiimelerde, bir kiimenin tyelik fonksiyonu (karakteristik fonksiyonu)

asagidaki gibi tanimlanir:

1, xeA
1aGO ={ e

Bu tanima gore p, fonksiyonu X evrensel kiimesindeki her eleman1 {0,1} kiimesine

gotiiriir:
s (x): X - {0,1}.

Yani, klasik kiimelerde bir eleman ya kiimenin elemanidir ya da degildir. Ancak
bulanik kiimelerde bu boyle degildir. Bulanik kiimelerde elemanin kiimeye ait olma
derecesi vardir ve bu aitlik derecesi 0 ile 1 arasindaki bir reel sayidir. Simdi bulanik

kiime tanimi verilsin.

Tamim I.1(Bulamik Kiime veya Uyelik Fonksiyonu): Bulanik bir kiime aslinda

elemanlarini [0,1] arahgma gotiiren bir fonksiyondur (Lee [33]). Bu fonksiyona ayni
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zamanda bulanik kiimenin iiyelik fonksiyonu da denir. Uyelik fonksiyonu veya

bulanik kiime asagidaki gibi tanimlanir:

ma(x):X - [0,1].

Uyelik fonksiyonu i¢in ayn1 zamanda A(x): X — [0,1] gosterimi de kullanilabilir.

Tamm 1.2 (Destek): Bir A bulanik kiimesinin destegi destek(A) ile gosterilir ve

destek(A) = {x € X|ua(x) > 0}

seklinde tanimlanir (Lee [33]). Tanimdan anlasilacagi iizere bulanik bir kiimenin

destegi klasik bir kiimedir.

Tanim L.3 (Cekirdek): Bir A bulanik kiimesinin ¢ekirdegi cek(A) ile gosterilir ve

cek(A) = {x € X|p,(x) = 1}

seklinde tanimlanir (Lee [33]). Tanmimdan anlasilacagi iizere bulanik bir kiimenin

cekirdegi, destegi gibi klasik bir kiimedir.
Tamm 1.4 (a Kesit Kiimesi): Bir A bulanik kiimesinin a kesit kiimesi A,, tyelik
derecesi a’ dan kii¢iik olmayan elemanlarm olusturdugu kiimedir. Yani A, =

{x € X|ua(x) = a}, a €[0,1] dir (Lee [33]).

Tanim L5 (Bulamik Sayi): Eger bir bulanik kiime digbiikkey, normal ve iyelik

fonksiyonu pargali siirekli ise bu kiimeye bulanik say1 ad1 verilir (Lee [33]).

A(x):X - [0,1] bir bulanik kiime olmak iizere, eger A(x) asagidaki kosullari
sagliyorsa bulanik say1 adini alir (Lee [33]).
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i) A konvekstir yani A(Ar + (1 —2A)s) = min[A(r),A(s)], A € [0,1] ve
r,s € X;
ii) A normaldir, yani 3 x, € X i¢in A(x,) = 1’ dir,

iii) A tstten pargal siireklidir, yani V x, € X igin A(x,) = limx_mg A(x)’ dir.

iv) [A]° = destek(A) = {x € R|A(x) > 0} kompakt bir kiimedir.

Tanim 1.6 (Negatif Bulamik Sayi): p bulanik sayisinin a kesit kiimesi a = 0 i¢in

[u]* = [p~, ut] olsun. Eger pt < 0 ise p bulanik sayisi negatiftir denir (Lee [33]).

Tamm 1.7 (Pozitif Bulamik Sayi): p bulanik sayismin a kesit kiimesi o = 0 i¢in

[u]* = [p~, u*] olsun. Eger p~ > 0 ise p bulanik sayis1 pozitiftir denir (Lee [33]).
Asagida en ¢ok bilinen bulanik sayilar ve 6zellikleri tanitilmistir.

I.1.1. Uggensel Bulanik Say1

Uc noktayla ifade edilebilen bir bulamk sayidir. A = (aj,a,,a3;) veya A=

(a;/a,/a; ) bigiminde gosterilir. Boyle bir bulanik saymim {iiyelik fonksiyonu
asagidaki gibidir (Lee [33]).

( 0, x < a;
X_al
) a; <x<a,
d; —a;
I‘IA(X):< az — X
, a, <x< a3
dz —4dz
\ 0, x>a;

Uyelik fonksiyonu yardimiyla a — kesit kiimesi asagidaki gibi bulunabilir (a €
0,1.

X_al

=a >x=ala,—a;) +a
a2, —a, (az —ay) +ay,
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dz — X

=a =2X=az —alaz —a
a3_a2 3 (3 2);

[A]% = [u(a), v(a)], [A]* = [ala; —a;) + 25,33 — alaz —ay)].

1.1.2. Yamuk Bulanik Say1

Yamuk bulanik A sayisim A = (a;,a,,a3,a, ) seklinde ifade edilir (Lee [33]).
Uyelik fonksiyonu asagidaki gibidir:

( 0, X< a
X—aq
, a1 <x<a,
d; —a,
IJ.A(X)=<1, 32SXS33.
dg — X
, a3 <X < ay
a4_a3
\ 0, X > A,

Uyelik fonksiyonu yardimiyla a — kesit kiimesini asagidaki gibi bulunabilir (a €
0,1:

X_al

=a >x=uala, —a;) +a,,
a2 —
a4__X

=a >x=a, —ala, —az),
g —ag

[A]% = [u(a),v(a)],  [A]* = [a(a; —a;) + 25,8, — ala, —a3)].
1.1.3. Gauss Bulanik Sayisi

Gauss bulanik sayisinin liyelik fonksiyonu

n(x) = exp (— (X_G—Zm)2>

seklindedir. Burada m ortalama, o standart sapmadir.
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EK —J: ZADEH’ IN GENISLEME PRENSIBI

x degiskeninin f altindaki goriintiisii olan y = f(x) doniisiimiinii (fonksiyonunu) goéz
Oniine alalim. Bu dontisiimdeki x degiskeni bulanik bir say1 veya bulanik bir kiime
olursa veya hem x hem de f doniisiimiiniin kendisi ayn1 anda bulanik olursa o zaman
y’ deki bulaniklik nasil elde edilir, sorusunun tistesinden bulanik mantik teorisini

ortaya atan Liitfi A. Zadeh’ in Genisleme Prensibi’ yle gelinir.

X=X XX, X..XX,, Ay, Ay, .. Ay strastyla Xq, X5, ..., X, lizerinde tanimli kiimler

Ve x; € Ay, X, €EA,,...x, € A, Olsun.

f(x4,X5, ..., Xp): X > Y ise 0 zaman Y de B bulanik kiimesi f ve A, A,,...,A,’ den

Genisleme Prensibi’ ne gore asagidaki gibi elde edilir:

i -1
) = oo [min(a, G, ia, G) )LD 2 0
0, f1(y) =0

Burada “max” operatorii, fonksiyon siirekli degerli olursa “sup” operatérii ile yer

degistirir. Eger fonksiyon tek degiskenli ve birebir bir fonksiyon ise o zaman

Genisleme Prensibi,

us(y) = pa(f1); £1(y) =

seklinde yazilabilir (Lee [33]). Eger fonksiyonun kendisi de bulanik ise o zaman

Genisleme Prensibi

() = { max [min(ua G, ke x,y) )]
xef~1(y)

seklinde yazilir (Lee [33]). Burada pr(x,y), x ile y’ yi baglayan fonksiyonun iiyelik

derecesidir.
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Ornegin f ve g monoton artan fonksiyonlar olsun. Bu takdirde,

(e 00 = @) (7 00) = g (7 (7 (9))

olur.
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