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Bu tez calismasinin amaci, HIV, timor ve bagisiklik sistemi hiicreleri arasindaki
biyolojik dinamigi matematiksel model kullanarak arastirmaktir. Tez calismasi, bu
biyolojik dinamigi tasvir eden iki farkli matematiksel modelden olugmaktadir.
Matematiksel modeller, dinamik sistemler yaklagimiyla ifade edilmistir. Modellerdeki
popiilasyonlarin zamana gore degisimleri adi diferensiyel denklemler kullanilarak
tanimlanmugtir. Modellerin analizindeki ilk adim olarak, ifade edilen diferensiyel
denklem sistemlerinin ¢oziimlerinin tekligi ve pozitifligi gosterilmistir. Bu adim,
modeller biyolojik bir dinamik tasvir ettiginden gereklidir. Devaminda, dinamik

sistemlerin pozitif denge noktalar1 belirlenmistir.

Birinci sisteme ait denge noktalarinin global asimptotik kararliligi aragtirilmistir. Bu
sistem i¢in enfeksiyon iiretme esik degeri, sistemdeki parametrelere bagli olarak
belirlenmigtir. Bu sisteme gerekli noktalara iki farkli zaman gecikmesi eklenerek
sistem 1iyilestirilmig; bdylece dinamik sistemin biyolojik dinamigi daha iyi tasvir
etmesi amaclanmigtir. Elde edilen yeni gecikmeli sistemin davranislart analiz
edilmistir. Bu analizlerde, gecikme terimleri catallanma parametresi olarak secilerek;
fold-Hopf catallanmanin varlik analizi tamamlanmistir. Boylece sistemde periyodik

cOziimlerin goriildiigii kosullar bulunmustur.

Ikinci sistemde, denge noktalarinin lokal asimptotik kararliligi arastirilmistir. Ek

olarak, enfeksiyon iiretme esik degeri, sistemdeki parametrelere bagh olarak ifade
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edilmigtir. Sistemdeki denge noktalarinin kararlilik yapilarindan yola ¢ikilarak,
transkritik catallanmanin varligi arastirilmigtir. Normal form teorisi kullanilarak,
sistemin transkritik catallanmaya ait normal formu elde edilmistir. ilk modeldeki
bakis acisina benzer sekilde, sistemin biyolojik dinamigi daha 1yi tasvir etmesi
amaciyla zaman gecikmesi eklenerek sistem iyilestirilmistir. Elde edilen yeni sistemin
davraniglarmin analizi, catallanma parametresi olarak gecikme terimi segilerek
tamamlanmistir. Hopf catallanmanin varlik ve yon analizi tamamlanmistir. Boylece
sistemde periyodik ¢oziimlerin goriildiigii kosullar belirlenmis; ayrica bu periyodik
coziimlerin 6zellikleri, sistemin merkez manifolduna indirgenmesiyle bulunmustur.

Son olarak, calisilan tiim sistemler i¢in elde edilen teorik ve analitik sonuglar, niimerik
olarak desteklenmis ve genigletilmistir. Bunun i¢cin MATLAB programi kullanilmistir.

Anahtar Kelimeler: Matematiksel modelleme, Dinamik sistemler, Kararlilik analizi,
Zaman gecikmesi, Hopf catallanma, fold-Hopf catallanma, Transkritik catallanma,
HIV, Timor.



ABSTRACT
Doctor of Philosophy
STABILITY AND BIFURCATION ANALYSIS OF SOME HIV/AIDS MODELS

Gamzegiil Karahisarli

TOBB University of Economics and Technology
Institute of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Hiiseyin Merdan

Date: December 2021

The aim of this thesis is to investigate the biological dynamics between HIV, tumor
and immune system cells using mathematical modelling. For this purpose, the thesis
consists of two different mathematical models that describe this biological dynamic.
Mathematical models are obtained through a dynamical system approach. The change
of the populations in the models is described using ordinary differential equations. As
a first step, the positivity of the solutions of the differential equation systems is
proved, as desired in any population dynamics. Then, positive equilibrium points of

dynamical systems is determined.

The global stability of equilibrium points of the first system are analyzed. The basic
reproduction number is determined depending on the parameters. Then, the system
has been improved by integrating two different time delays into the system. Here, the
dynamical system is aimed to better describe the biological dynamics. In the analyses
of the delayed system, the delay termis chosen as bifurcation parameter. Then, the
conditions under which fold-Hopf bifurcation will occur in the system is determined.
Thus, the conditions in which periodic solutions are observed in the system have been

determined.

For the second system, we analyse the local stability of equilibrium points of the model.
In addition, the basic reproduction number is determined depending on the parameters
in the system. the existence of transcriptional bifurcation is investigated. Using the

normal form theory, the normal form for the transcriptional bifurcation of the system
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is obtained. Similar to the point of view in the first model, the system is improved by
incorporating a discreate time delay into the system. Then, tby choosing the delay
term as bifurcation parameter we determine the conditions under which Hopf
bifurcation will occur in the system. Thus, the conditions in which periodic solutions
are seen in the system are determined. In addition, in order to determine the properties
of the periodic solutions whose existence guaranteed in this way the system is
reduced to the center manifold.

Finally, the theoretical and analytical results obtained for all the studied systems is
numerically supported and expanded using the MATLAB program.

Keywords: Mathematical modelling, Dynamical systems, Stability analysis, Time
delay, Hopf bifurcation, fold-Hopf bifurcation, Transcritical bifurcation, HIV, Tumor.
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1. GIRIS

Insanlar igin ¢6ziim bulunmasi gereken problemler sadece kagit iizerindeki yazil
problemlerden olugsmaz. Diinyay1 gozlemlemek ve dogal olaylari anlamak da ¢oziim
gerektiren problemlerden biridir. Bu nedenle, tarih boyunca insanlar dogayi
gozlemlediler ve anlamaya calistilar. Bunu yaparken de cogunlukla matematikten
yararlandiklar1 soylenebilir. Ornegin 16. yiizyilda Johannes Kepler, gezegenleri ve
giines sistemini gozlemlemis, hareketlerini anlamaya calismistir. Bu gozlemlerin
1s18inda Kepler kanunlart olarak bilinen yazili ilkeleri elde etmistir. Isaac Newton,
Kepler kanunlarindan ¢ikan sonuglart kullanarak evrensel kiitle ¢ekim kanunu
matematiksel olarak ifade etmistir. Sonraki bilim insanlar1 ise bu kanundan
yararlanarak yaptiklart matematiksel hesaplar sonucunda, gozlemsel olarak
kesfedilmesinden daha ©Once Neptiin gezegeninin olmasi gereken yeri

belirleyebilmiglerdir.

Bilim insanlarin matematikten yararlanmalarina verilebilecek bir diger Ornek ise
1936’da Inge Lehmann tarafindan Diinya’nin i¢ ¢ekirde8inin kesfedilmesi olabilir.
Danimarka Jeodezi Enstitiisii'nde calisan bu bilim insam1 sismik istasyonlarda
kaydedilen depremlerin yarattig1 sismik dalga verilerine erisebiliyordu. Bu verilerin,
o donemde kabul edilen Diinya’nin i¢ yapt modeli ile tutarsiz oldugunu fark etti.
Sonrasinda ise Lehmann, gozlemlerle uyumlu, cekirdegin iki parcaya ayrildig1 yeni
bir model Onerdi. Verilen bu 6rnekler bize matematiin ve gozlemlerin uyumunu
acikca gostermekte; bilimsel bulgular ile gozlenebilir diinya gercekleri arasindaki

iligkide matematigin yerinin ne denli onemli oldugunu vurgulamaktadir.

Son birka¢ yiizyilda teknolojinin gelismesiyle birlikte, matematigin diger bilim
alanlarina uygulanmast ve bu alanlarca kullanimi oldukca artmistir. Giintimiizde
matematik; fizikten miihendislige, tiptan biyolojiye, finanstan bilgisayar bilimlerine
kadar pek cok alanda aktif olarak kullanilmaktadir. Bu durum multidisiplinli bir
calisma alam1 olan uygulamali matematik alanin1 ortaya c¢ikartmistir. Bu alan,
matematigi bir ara¢ olarak kullanarak gercek diinya problemlerine ¢6ziim aramakta ve
pek cok disiplini bir araya getirerek bilimin ve teknolojinin gelisimine biiyiik katki

saglamaktadir.

Dogadaki desenler nasil iiretilir? Hayvan siiriilerinin hareketleri modellenebilir mi?

Robotlar 6grenmeye nasil programlanabilir? Hisse senedi piyasasinda tahmin yapmak



miimkiin miidiir? Karmagik bir ses dalgas1 daha basit dalgalara nasil ayrilir? Bir
bilgisayar programinda renkler, 151k ve golgeler nasil olusturulur? Bilgisayarda
postalarimizin, verilerimizin, hesaplarimizin giivenligi nasil saglanir? MR tarayicilari
gibi teknolojik cihazlar ile medikal goriintiileme nasil yapilir? Iste bu sorularin
cevaplan verilirken vektorler, matrisler, dogrusal cebir, reaksiyon-difiizyon modelleri,
fourier doniisiimleri, olasilik, istatistik, diferensiyel denklemler gibi pek cok
matematiksel kavram ve teori kullanilir.

Uygulamali matematigin bir alt dali olan matematiksel biyoloji, biyoloji alanindaki
gercek diinya problemlerine matematiksel yaklagimlar getirir. Matematik, tarih
boyunca biyolojik fenomenleri aciklamak icin kullanilmis veya bu dogrultuda
gelistirilmistir. Tarihteki ilk orneklerden biri olarak 13. yiizyilin baglarinda ortaya
cikan iinlii Fibonacci dizisi diisiiniilebilir. Bu dizi, Leonardo Fibonacci tarafindan
ortaya atilmistir. Liber Abaci adli kitabinda yer alan "Kapal1 bir yere birakilan bir cift
tavsan, bir yilin sonunda kag ¢ift tavsan olur?" problemine ¢6ziim olarak gelistirilmis
ve tavsan popiilasyonunun biiyiimesini agiklamistir [1].

Benzer bir 6rnek ise, popiilasyonlarin biiylimesini modellemek i¢in matematiksel
fonksiyonlarin kullanilmasidir. Thomas Robert Malthus "An Essay on the Principles
of Population" adl kitabinda, insan niifus artig1 ve besin kaynaklar1 arasindaki iligki
i¢in bir yaklagim ortaya atmigstir. Bu yaklasimda, insanlar da dahil olmak iizere tiim
yasam formlariin, kaynaklar bol oldugu siirece iistel niifus artis1 egilimine sahip
oldugunu; ancak bilyiimenin mevcut kaynaklarla sinirli oldugunu ifade etmistir [2].
Sabit bir orana dayali bu iistel bilyiime modeline Malthus biiyiime modeli de
denmektedir. Malthus’tan sonra, 1838’de Pierre Francois Verhulst tarafindan ortaya
atilan modelde ise, sinirli kaynaklar icin simirli bir niifus artisinin oldugu 6ne
stiriilmiigtiir. Verhulst bu modele lojistik fonksiyon adin1 vermistir.

Goriilecegi lizere matematigin biyolojiye olan katkilar1 uzun siiredir devam
etmektedir. Claude Bernard’in ifade ettigi lizere "Biyolojide yasam yasalarinin
anlasilmasi isteniyorsa, sadece yasamsal olaylarin gozlemlenmesi ve fark edilmesi
yetmez. Bunlarin birbirleriyle kurduklari iligkilerin yogunlugu da sayisal olarak
gozlemlenmelidir. Matematigin biyolojik fenomenlere uygulanmasi bilimin bir
yontemi ve amaci olmalidir. Ciinkii doga yasalarinin ifadesi her zaman matematiksel
olmalidir” [3]. Insanlik var olduk¢a da matematige olan ihtiyacin var olacag
sOylenebilir.

Matematiksel modelleme, uygulamali matematik alaninda yapilan caligsmalarda
kullanilmakta olan etkili araclardan biridir. Karmasik sistemler hakkinda
bildiklerimizi; sistemin elemanlar1 arasindaki etkilesimleri ve sistem dinamigini
matematik yoluyla ifade etmeyi amaclar. Bu baglamda matematiksel model, gercek
diinya ile matematik diinyas: arasinda kurulan bir koprii olarak diisiiniilebilir.
Modellerin olusturulmasiyla gercek diinyadan matematiksel kavramlarin soyut
diinyasina gecilir. Burada matematiksel teknikler veya bilgisayar destekli sayisal
hesaplamalar kullanilarak model analiz edilir, probleme matematiksel coziimler
bulunur. Elde edilen matematiksel ¢6ziim, ger¢ek diinya problemi i¢in faydali bir
coziime donistiiriiliir. Boylece gercek diinyaya doniis yapilir. Dikkat edilirse,
modelleme siirecinin baglangic ve bitis noktasinin gercek diinya oldugu goriiliir [4].
Sekil 1.1°de matematiksel modelleme siirecinin adimlarina detayli olarak yer



verilmisgtir.

Modeller belirli bir ama¢ gz Oniinde bulundurularak olusturulur. Kimi zaman bu
amag, calisilan sisteme dair bilimsel bir anlayis gelirtirmek iken kimi zaman
sistemdeki ufak bir degisikligin ne gibi sonug¢lar doguracagin test etmek olabilir. Bu
dogrultuda diisiiniildiigiinde, bir modelin basaris1 amacini yerine getirip getirmedigi
ve elde edilen sonuglarin gercek diinyaya ne derece yol gosterici oldugu ile
Olciilebilir. Ancak her zaman modeli kolayca analiz ederek sonuglara ulagmak
miimkiin olmayabilir. Analiz edilmek istenilen sistem veya ¢6ziim aranilan problem
ne kadar karmagik ise matematiksel model de o kadar karmagik olur. Bu durumda
basariya ol¢iit olarak ek bir etmen de diisiiniilmelidir. O da modelin ne kadar kolay
kullanilabildigidir. Baz1 durumlarda modelin analiz edilebilmesi i¢in modele dair
tavizler verilerek basitlestirilmesi gerekebilir. Bu noktada, modelin, temsil ettigi
sistemin bilinen Ozelliklerine sahip oldugundan emin olmak gereklidir. Modelleme
stirekli gelisen bir siirectir [5]. Bu siire¢, basitten baglanarak gittikce karmagiklasan
modelleri ve analizleri icermektedir. Modeller, gozlemlenen eksiklerine gore
iyilestirilir ve gercege daha yakin hale getirilir. Bu iyilestirmeler, modeldeki
parametre veya de8isken sayisi degistirilerek; modelin boyutu arttirilarak; gecikme,
reaksiyon-difiizyon gibi yeni terimler eklenerek veya bunlar gibi pek ¢ok farkl
yontem kullanilarak yapilabilir.
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Sekil 1.1: Matematiksel modelleme siirecinin detayli olarak sematik gosterimi.

Bu tez c¢alismasinin amaci HIV, tiimor ve bagisik sistemi hiicreleri arasindaki
biyolojik dinamigi anlamaktir. Bu biyolojik dinamigi anlamak i¢in matematiksel
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modeller olusturulmus ve analiz edilmistir. Tez ¢alismasina konu olan matematiksel
modeller, ileriki boliimlerde agiklanacag iizere, literatiirde yer alan diger modellere
gore bazi agilardan iyilestirmeler icermektedir. Yapilan bu iyilestirmelerle modellenen
biyolojik dinamige daha iyi bir yaklagim saglanmasi hedeflenmistir.

Bu doktora tezi yedi ana boliimden olusmaktadir. Ilk béliimde tez calismasinin
yontemi olan matematiksel modellemeye kisa bir giris yapilmistir. Bu tez calismasina
konu olan biyolojik dinamik ve kavramlarla ile ilgili bilinmesi gereken bilgiler Boliim
2’de acgiklanmigtir. Bir dinamik sistem i¢in model formulasyonu olusturduktan sonra
modelin davraniglarinin analiz edilmesi gerekir. Bu analizleri gerceklestirmek icin
yararli olan matematiksel teori ve tekniklere Boliim 3’te yer verilmistir. Bolim 4’te,
benzer modeller i¢in literatiir taramasi yapilmistir. Tez calismasi kapsaminda
olusturulan matematiksel modellere ve bu modellerin matematiksel analizine Boliim
5’te; sayisal analizlerine ise BOlim 6’da yer verilmistir. Son bolimde ise sonug ve
oneriler ifade edilmistir.



2. BIYOLOJIiK KAVRAMLAR

Uygulamali matematik alaninda c¢alismalar yapan bilim insanlann ilk olarak,
matematigin uygulanacagi alan ne ise o alandaki temel kavramlar ve dinamikler
hakkinda bilgi sahibi olur. Ciinkii o alandaki temel fenomenleri anlamadan
matematiksel modellerin gelistirilmesi miimkiin degildir. Bu bilgiler, calisilmak
istenilen dinamige ait en temel kabul, parametre ve degiskenlerin dogru bir sekilde
belirlenmesi icin modelin olusturulma asamasinda gereklidir. Benzer bir yaklasimla,
bu tez calismasma da modellenecek biyolojik dinamige dair temel kavramlar ve
sirecler aciklanarak baglanacaktir.

2.1 Bagisikhik Sistemi Hakkinda

Bagisiklik sistemi, yabanci maddelere karsi viicudu koruyan; beyaz kan hiicreleri,
timus, dalak, bademcikler, lenf diigiimleri, lenf damarlar1 ve kemik iligi gibi lenf
sisteminin organlarint ve dokularini iceren karmagsik bir aga sahiptir. Bu sistem,
bagisiklik tepkisi olusturarak viicudu savunur. Enfeksiyon esnasinda ategimizin
yiikselmesi, bir ¢esit bagisiklik tepkisidir. Bu tepki sayesinde enfeksiyona neden olan
patojenlerin cogunun ¢ogalmalar1 i¢in gerekli olan ortam sartlar1 bozulmus olur.
Bagisiklik tepkisine farkli bir 6rnek olarak ise sinek 1sirigindan sonra olusan
kizariklik ve kasinti verilebilir. Bu gibi tepkiler bagisiklik sisteminin isini yapiyor
oldugunun bir gostergesidir.

Bagisiklik sistemi, hayatta kalmamiz icin vazgecilmezdir. lyi calisan bir bagisiklik
sisteminin yoklugunda; parmagimizin kesilmesi, gida zehirlenmesi ya da mevsimsel
grip gibi kiiciik ve basit goriilebilecek enfeksiyonlar bile bizler i¢in 6liimciil olabilir.
Genel olarak gorevi viicuttaki homeostazi' korumak olan bu sistem, birgok farkli kolu
olan bir askeri sisteme benzetilebilir [6]. Bu sistem ilk olarak; dogustan gelen ve
adaptif bagisiklik sistemi olmak iizere kabaca iki gruba ayrilir. Bu iki grup viicuda
giiclii bir savunma saglamak i¢in birlikte ¢aligir [7].

Dogustan gelen bagisiklik sistemi, yabanci maddelere karst savunmanin ilk hattini
olusturur. Bu sistem oldukca hizli bagisiklik yaniti olustururken; yabanci madde
tiirtine 0zgii bagisiklik olusturmaz ve onlari tantyamaz. Dogustan gelen bagisiklik
sisteminin elemanlarin1 iic kategoride belirtebiliriz: Fiziksel bariyerler, kimyasal
bariyerler ve savunma hiicreleri. Fiziksel bariyerler viicudu koruyan cilt ve kirpikler
gibi yapilan igerir. Kimyasal bariyerler ise viicuda giren yabanci maddeleri yok
edebilen savunma mekanizmalaridir. Bunlara 6rnek olarak gbzyasi, mukus ve mide
asidi verilebilir. Dogustan gelen bagisiklik sisteminin elemanlarindan olan savunma
hiicrelerinin bazilar1 ise notrofiller, eozinofiller, bazofiller, mast hiicreler ve

IBir organizmanin devanu igin korudugu istikrarli denge durumu veya boyle bir duruma yonelik bir
egilim. (Url-1).



makrofajlardir [7].

Enfeksiyonlara kargi ikincil savunmaya aracilik eden adaptif bagislik sisteminde ise
yabanci maddeler lenfositler tarafindan taninir. Bdylece antijenlere 6zgii bir bagisiklik

yaniti olusturulur. Bu durum yavag gelisir ancak dogustan gelen bagisiklik yanitina
gore daha etkilidir.

Dogustan gelen bagisiklik Adaptif bagisiklik

Tepki stiresi | Dakikadan saate | Gunler

Tekrarlayan ! q ! Her seferinde daha hizli
enfeksiyona tepkisi | IHl? S e D Gy | ve daha etkili

Sekil 2.1: Dogustan gelen bagisiklik ve adaptif bagisiklik kargilagtirilmasi.

Adaptif bagisiklik sistemi, hiimoral bagisiklik bilesenleri ve hiicre aracili bagisiklik
bilesenlerinden olugsmaktadir. Hiimoral bagisikliga, B hiicreleri aracilik ederken;
hiicre aracil1 bagisiklik ise T hiicreleri tarafindan olusturulur. Hem T hiicreleri hem de
B hiicreleri kemik iliginde iiretilir. Bu hiicre tipleri tasidiklar1 reseptorlere gore
birbirinden ayrilir. B ve T hiicreleri viicutta bulunan lenfosit' cesitleridir. Bu
hiicrelerin yapilarinin sematik olarak karsilastirilmasina Sekil 2.2°de yer verilmistir.

CD4 or CD8 CD19 oo IgB

CD2

CD28 I I CD22
CTLA-4 T hucresi B huicresi
CR1
CDs (CD35)

CR2
(CD21)
B7(CD80)

FcyRIl (CD32)

Sekil 2.2: Sematik olarak B ve T hiicre yapilarinin karsilastiriimasi [8].

Sahip olduklar reseptor cesidinden dolayi, B hiicreleri hiicre dis1 antijenleri tanir.
Antijenleri yok etmek i¢in gerekli olan antikorlarin iiretilmesine aracilik eder. Bu tez
caligmasindaki problemin odak noktasi, adaptif bagisiklik sistemine ait bagisiklik
yanitlarindan biri olan hiicre aracili bagisikliktir. Bu nedenle hiimoral bagisiklik ile

IViicutta bulunan lenfatik dokularda (lenf duigiimleri, dalak, timus, bademcik ve bazen kemik iligi)
tiretilen ve bagisiklik yanitinin olusmasinda rol oynayan renksiz bir akyuvar tiirii (Url-2).
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ilgili daha fazla bilgiye yer verilmeyecek ve hiicre aracili bagisiklik yanitin1 saglayan
T hiicreleri tizerinde daha detayl1 durulacaktir.

ADAPTIF BAGISIKLIK

HUMORAL BAGISIKLIK HUCRE ARACILI BAGISIKLIK
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Sekil 2.3: Hiimoral bagisiklik ve hiicre aracili bagisiklik karsilastirilmasi.

Hiicre aracili bagisiklik; genelde hiicrelerin hiicre ici istilact bir tarafindan enfekte
oldugu viicut bolgelerinde devreye girer. Bu istilacilar, viriis, bakteri veya mantar
olabilir. T hiicreleri sadece protein bazli antijenleri yok edebilmekte ve kanserli
hiicreleri de taniyabilmektedir [9]. T hiicreleri, isimlerindeki harfi olgunlagma
bolgeleri olan timustan alir. Bu hiicreler, T hiicresi reseptorii (TCR) adi verilen bir
antijen baglayic1 ve taniyici reseptore sahiptir. T hiicresi reseptorleri, antijenlere
direkt olarak baglanamazlar. Yalmizca MHC molekiilleri araciligiyla hiicre zarlarinda
genetik olarak cesitli proteinleri tasiyan antijenlere baglanabilirler. MHC molekiilleri
antijenler ve T hiicreleri arasinda arabuluculuk gorevi yapan hiicre yiizeyi
molekiilleridir. Ancak bu molekiiller antijenleri tantyamaz veya ayirt edemez; antijeni
tantylp ona Ozgii bagisiklik yanitim1 olusturan yapr T hiicreleridir. MHC
molekiillerinin ise MHC smif I molekiilleri ve MHC sinif II molekiilleri olmak iizere
iki ¢esidi vardir [9].

T hiicrelerinin iki temel gorevi bulunmaktadir. Bunlardan biri, hiicreden hiicreye
etkilesimlerle veya sitokinleri serbest birakarak bagisiklik yamitlarimi etkinlestirmek,
gerektiginde bastirmak ve diizenlemek; digeri viral olarak enfekte olmus hiicreleri,
antijenleri ve tiimorleri dogrudan oOldiirmektir. T hiicreleri, ylizeylerinde
bulundurduklar1 protein ¢esidine gére CD4" ve CD8" T hiicreleri olmak iizere iki
biiyiik gruba ayrilabilir. CD8™" T hiicreleri ayn1 zamanda sitolitik T hiicreleri olarak
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da adlandirilir. Aktive edilmis CD8' T hiicreleri, aract olarak MHC simf I
molekiillerini kullanir [8].

CD4* T hiicreleri ise aym zamanda yardimci T hiicreler olarak adlandirilir. Birincil
rolleri, spesifik hiicre-hiicre etkilesimleri ile veya sitokinleri serbest birakarak
bagisiklik yamitlarim aktive etmek ve kontrol etmektir [8]. Ayrica CD4" T hiicreleri
ylizey proteinleri aracilhigiyla hedef hiicrelerini 6ldiirebilmektedir. CD4™ T hiicreleri,
aract olarak MHC simf II molekiillerini kullanir. CD4™ T hiicreleri antijenlerine
cesidine Ozgii olarak salgiladig: spesifik sitokin ¢esidine gore farkli alt tiplere ayrilir.
Yapilan son ¢alismalarda, bir tiimor antijenine 6zgii CD4" T hiicrelerinin, tiimor
hedeflerini dogrudan 6ldiirme yoluyla iglevlerini yerine getirmesinin miimkiin oldugu
goriilmiistiir [10]. Bu tez calismasindaki problemin ana odak noktasi da bu tiimorlere
ozgii olan efektor CD4™ T hiicreleri olacaktir.
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Sekil 2.4: CD4" ve CD8™" T hiicrelerinin sematik olarak karsilastirilmasi.

2.2 Retroviriisler, HIV ve AIDS

Viriisler, hiicresel olmayan bulasici makromolekiiler organizmalardir. Kapsid adi
verilen genleri koruyan bir protein kabugu ve i¢inde paketlenmis bir niikleik asit
genomundan (DNA veya RNA) olusurlar. Bu yapiya niikleokapsid denir. Bazi
viriisler, niikleokapsidi ¢evreleyen zarf adi verilen ek bir katmana daha sahiptir [11].
Cogalmak icin canli bir konak hiicreye girmek zorunda olan bu viriisler, hiicre i¢i
parazitlerdir. Kendi replikasyonlari i¢cin konak hiicredeki bircok siireci bozarlar. Basit
yapilarina ragmen hastaliklar biiyiik oranda viriislerden kaynaklanmaktadir.

Bir viriis yasam dongiisiindeki ilk adim, konakg1 hiicreye baglanmasidir. Bu asama,
viris ve konak hiicrenin yiizeyindeki viral proteinler ve molekiiller arasindaki
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Sekil 2.5: Viriislerin temel 6zellikleri. (A) Solda, zarfsiz bir viriisiin basit diyagramu;
sagda, bu tipteki bir viriisiin elektron mikrografi. (B) Solda, sarmal bir niikleokapsidi
olan zarfl1 viriisiin basit diyagrami; sagda, bu ozelliklere sahip bir viriisiin elektron
mikrografi. (C) Solda, zarfl1 bir viriisiin basit diyagrami; sagda, bu tipteki bir viriisiin
elektron mikrografi [11].

etkilesimler sonucu olusur. Bir sonraki adim ise viriise ait genomun konak hiicreye
niifuz etmesidir. Bu siirecte viriis, kapsid yapisindan kurtularak genetik materyallerini
hiicre i¢ine birakir. Boylece viriis aktif olur. Bu asamadan sonra, konak hiicrenin de
yardimiyla yeni viral proteinler ve genomlar sentezlenir. Enfekte hiicrede birikmeye
baglayan bu genom ve protein bilesenlerinden yeni viriis parcaciklari olusturulur.
Viriis yasam dongiisiindeki son adim ise iiretilen yeni viriislerin olgunlagsmak iizere
konakg¢1 hiicreden salinmasidir [11].

Viriisleri siniflandirmak i¢in en ¢ok kabul goren yontem, viriislerin yapisinda
bulundurduklart niikleik asit (RNA veya DNA) tiirtine gore simiflandirmaktir. Bu
siniflandirmaya gore ilk grup DNA viriisleri olup, replikasyon dongiisii sirasinda
yapisinda bulunan viral DNA genomlarin1 ve konak hiicreye ait DNA enzimlerini
kullanarak yeni DNA sentezler. Diger viriis grubu ise RNA viriisleri olup, replikasyon
dongiisii sirasinda yapisinda bulunan RNA genomlarint kullanir. Ayrica, DNA ve
RNA viriisleri, genomlarimin fiziksel yapisina gore daha da farklilasarak cesitli alt
gruplara ayrilir. Bu alt gruplar iizerinde durulmayacak sadece teze konu olan HIV’in
dahil oldugu retroviriis ailesi tizerinde durulacaktir.

RNA viriislerinin bir kismi, replikasyon dongiisii sirasinda ters transkriptaz enzimini
(RT!) kullanir. Bu gruba dahil olan viriis ailelerinden biri de retroviriis ailesidir. Bu
viriis ailesinin iiyeleri, RNA genomu tastyan zarfl viriisler olup viral DNA sentezi i¢in
bu RNA genomunu ve RT enzimini kullanirlar. Isimlerindeki "retro” ifadesi, bu geriye
doniik prosediire atif olarak kullanilmigtir [11]. Bu siirecte, retroviriisler iiretilen viral

ITers transkriptaz, DNA’dan RNA’ya olan bilgi akisinin tersine, kalip olarak RNA’y1 kullanip DNA
sentezleyebilen bir ¢esit enzimdir (Url-3).



RT enzimi bir DNA
kopyasi olusturur.

@ Viral DNA, host
kromozomuyla birlesir.

(3) Transkripsiyon

5°-MeG- [ T LT LTI poly(A) 37
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Sekil 2.6: Sematik olarak ters transkriptaz siirecinin adimlar: [11].

DNA’lar1 konakg¢i hiicre kromozomuna eklerler. Bu islem ise konakgr hiicre genomunu
degistirir. Bu sekilde konak hiicreden yeni viral genomlar iiretilir.

Viriislere dair genel bilgileri vermemizin ardindan, simdi de teze konu olan HIV’i
yakindan taniyalim. Retroviriis ailesinin lentivirus cinsinden olan HIV, bu ailenin tim
ozelliklerine sahiptir. Bireyler arasinda; cinsel temas, kan ve anneden ¢ocufa gecis
olmak {iizere baglica {ii¢ yol ile bulagir. Viicuda girmesinden sonra ise bagisiklik
sistemi hiicrelerini hedef almaktadir. CD4" T hiicreleri; yiizeylerinde bulunan CD4
molekiili nedeniyle HIV’in ana hedefidir. Bu molekiil, HIV’de bulanan gp120
proteini ile uyumludur. Bu durum HIV’in CD4" T hiicrelerinde bulunan
koreseptorelere rahatca baglanabilmesini saglar. HIV, enfekte olmamus bir CD4" T
hiicresine dogru yayilip kurdugu dogrudan temas ile hiicreyi enfekte edebilir. HIV ile
CDA™ T hiicresi arasinda kurulan bu direkt bagin sematik gosterimi Sekil 2.8’de
verilmistir.

HIV, canli i¢indeki yayilimini iki farkli yolla saglayabilir. Bu yollardan biri yukarida
agiklandig1 iizere; kan icerisinde CD4" T hiicresine dogru siiriiklenerek, kurdugu
dogrudan temas ile hiicreyi enfekte etmesidir. Bir diger yol ise, enfekte olmus bir T
hiicresi ile enfekte olmamis hedef T hiicresi arasinda olusan virolojik bir sinaps
sonucu HIV’in hiicreden hiicreye gecis ile hedef hiicreyi enfekte etmesidir [12].
Enfekte ve hedef CD4" T hiicreleri arasinda kurulan bagm sematik gosterimi ise
Sekil 2.9°da yer almaktadir. Ayrica, viriisiin kendini kopyalama dongiisti Sekil 2.11°da
sematik olarak gosterilmistir. Enfekte bir T hiicresinin yiizeyinden ayrilan HIV’nin
elektron mikroskobu goriintiisii ise Sekil 2.10’de yer almaktadir.

HIV icin hedef hiicreler CD4% T hiicreleri oldugundan; CDA™ T lenfosit sayst,
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NCkleokapsic
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iki tabakal

Sekil 2.7: (A) HIV’in kesitsel sematik diyagrami. (B) HIV’in 200.000 kez biiyiitiilmiis
elektron mikrografi [9].

HIV

reseptor

Sekil 2.8: HIV ile CD4™ T hiicresi arasinda kurulan bagin sematik gosterimi.

Enfekte Hlicre

Sekil 2.9: Enfekte CD4™ T hiicresi ve hedef CD4™ T hiicresi arasinda kurulan bagin
sematik gosterimi [12].
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Sekil 2.10: Enfekte bir T hiicresinin yiizeyinden ayrilan HIV nin elektron mikroskobu
goriintiisii [9].

W

viral DNA

By

Sekil 2.11: HIV’in konak hiicredeki yasam dongiisii [13].
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hastaligin ilerleme derecesinin bir gostergesi olarak kullanilir. CD4™ T lenfosit sayisi
ise bir milimetre kiip kandaki bu hiicrelerin sayisimi ile bulunur. Yiiksek bir sayi,
giiclii bir bagisiklik sistemi anlamina gelir. HIV tasimayan saglikli bir kiside CD41 T
lenfosit sayis1 500 ile 1500 arasinda iken HIV enfekte bir kiside enfeksiyon siirecinin
sonuna dogru bu sayinin oldukga diistiigii goriiliir.

HIV enfeksiyonunun ilk asamasi akut enfeksiyon siirecidir. HIV nin replikasyon hizi,
viicuda girdikten sonraki ilk adimda oldukca fazladir. Uretilen yiiksek miktardaki
yeni virlis sayisina bagli olarak CD41 T hiicresi sayisinda benzer oranda diisiis
olmaktadir. Bu siiregte, enfekte bireyde grip benzeri belirtiler gozlemlenir. Yaklagik
4-6 hafta icinde, viicut viriise kars1 bagisiklik yanit1 iiretmeye baslar ve CD4™" T hiicre
sayisinda yiiksek oranda artis goriilii. Ancak bu artis enfeksiyonu temizlemeye
yetmez. Bu durumda enfekte birey, klinik uyku asamasmna girer. Klinik uyku
asamasinda, viriis hala aktif ancak akut donemdeki kadar etkisi yiiksek degildir. Bu
asama 6 aydan 10 yila kadar degisken siireclerde kendini gosterebilir. Siire¢c boyunca,
enfekte bireyde belirtiler goriilmese de enfeksiyona bagl olarak bagisiklik sistemi
zayiflamaya devam eder. HIV kendini kopyalama siirecini siirdiirtir.

Enfeksiyon siirecindeki son asama ise AIDS donemidir. CD4™ T hiicre sayis1 200’iin
altina diistiiglinde hasta AIDS olarak siniflandirilir. Bu agamada, enfekte birey oliimle
sonuglanabilecek her tiirlii enfeksiyona kars1 savunmasizdir. Buna bagh olarak, farkl
cesitlerde enfeksiyonlar veya tiimorler gozlemlenir. Oyle ki, bu enfeksiyon ve tiimorler
AIDS tanimlayan enfeksiyon veya tiimorler olarak adlandirilmaktadir. A¢iklanan bu
enfeksiyon siirecinin agsamalar1 Sekil 2.12’de goriilebilir.

IAkut Enfesiyon . Klinik Uyku Hali : AIDS
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Sekil 2.12: HIV enfeksiyonunun asamalari.

HIV’in 1980’11 yillarin baglarinda kesfedilmesine ragmen, 1920’li yillarda
Demokratik Kongo Cumbhuriyeti’ndeki Kinshasa’da, sempanzelerden insanlara
gecmesiyle ortaya ¢iktig1 diisiiniilmektedir [14]. Kesfinden kisa bir siire sonra, CDC
ilk kez AIDS terimini kullandi. Bu terimi, hiicre aracili bagisiklikta en azindan orta
dereceli bir bozukluga neden olan bir hastalig1 tanimlamak amaciyla kulland1 [15].
1990’11 yillarda AIDS, 25-44 yag aras1t ABD’li erkeklerin bir numarali 6liim nedeni
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haline geldi [16]. 2000’li yillara gelindiginde ise HIV’nin 6nlenmesi ve HIV ile
yasayan insanlara dikkat cekilmesi adina cesitli global AIDS program ve fonlamalari
kurulmaya baslandi. Bu program ve fonlamalar 2010’1u yillarda da biiyiiyerek devam
etti.

HIV ortaya ¢ikmasindan bu yana diinyanin her yerinden milyonlarca erkegin, kadinin
ve ¢cocugun Oliimiine neden olmustur. Giiniimiizde de hala global olarak en ciddi saglik
sorunlarindan biri olmaya devam etmektedir. UNAIDS/WHO tarafinda 2021 temmuz
ayinda yayinlanan rapora gore (Url-4), 2020’de diinya genelinde 37.7 milyon insan
HIV ile yasamaktadir. Diinyanin bazi bolgelerinde bu say1 45.1 milyon kisiye kadar
cikmaktadir. Ayni rapora gore 2020°de, 1,5 milyon kisi HIV ile yeni enfekte olurken;
680 bin kisi ise AIDS’e baglh hastaliklardan 6lmiistiir. Yayinlanan raporun 6zeti Sekil
2.13 ile verilen tabloda bulunmaktadir. Salginin baglangicindan bu yana yaklasik 79,3
milyon kisi HIV ile enfekte olmustur. Bu korkutucu sayilar, HIV enfeksiyonun toplum
saglhig1 acisindan ¢cok 6nemli bir sorun oldugunu gostermektedir.

HIV enfeksiyonunu tedavi edecek ilaglarin gelistirilmesi hala devam eden bir siirectir.
Su anda, AIDS’in tedavisi i¢in kullanilan tek bir ila¢ yoktur. Farkli tipte ilaglarin
kombinasyonundan olusan bir tedavi uygulanmaktadir. Bu tedavi "Yiiksek derecede
aktif antiretroviral tedavi (HAART)" olarak adlandirilmaktadir. Bu tedavi HIV
replikasyonunu yavaglatmaktadir. Boylece bagisiklik sistemine iyilesmesi ve diger
enfeksiyon veya tiimorlerle savasabilmesi icin sans verilir. Sonucunda, enfekte bireyin
daha uzun ve daha saglikli yasamasi1 amag¢lanmaktadir.

2020 Yih igin Kiiresel Ozet

HiVile HIV ile yeni enfekte

HIV kaynakh

yasayan bireyler olmus bireyler olumler

Toplam

Yetigkin
(15+yas)

Kadin
(7D

Erkek
(5+yas)

Gocuk

(a5yas)

i
¢

¢
Y

37.7 milyon
(30.2- 451 milyon)

36 milyon
(289 - 432 milyon)

19.3 milyon
(15.5 - 231 milyon)

16.7 milyon
(133 - 201 milyon)

1.7 milyon
(12- 2.2 milyon)

1.5 milyon
(1- 2 milyon)

1.3 milyon
(910 000 - 1.8 milyon)

660 000
(450 000 - 920 000)

640 000
(460 000 - 890 000)

150 000
(100 000 - 240 000)

680 000
(480 000 - 1 milyon)

580 000
(400 000 - 850 000)

240000
(170 000 - 360 000)

340000
(230 000 - 490 000)

99000
(68 000 - 160 000)

Sekil 2.13: 2020 y1l1 i¢in yayinlanan HIV raporunun 6zeti (Url-4).

2.3 HIV ve Tiimor

Saglikli bir viicutta hiicreler; dogar, oliir ve kontrollii bir sekilde yenileri ile yer
degistirilir. Hiicreler, yapilarindaki bazi bozukluklar sonucunda; kuralsiz ve
kontrolsiiz olarak ¢ogalmaya baglar veya dlmesi gerekirken dlmezler. Bu durumda
olusan kitlelere tiimor adi verilir. Tiimorler iyi huylu veya kotii huylu olabilmektedir.
Iyi huylu tiimérler biiyiiyebilir, ancak yakindaki dokulara veya viicudun diger
boliimlerine yayilmaz. Kotii huylu tiimorler yakindaki dokulara yayilabilir. Bu tarz
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timorlere kanser adi verilmektedir.

Baz1 viriis ve bakterilerin kansere yol acgabildigi bilinmektedir. Her yil enfeksiyon
kaynaklt 2 milyon yeni kanser vakasmin yaklagik 1,5 milyonu viriis enfeksiyonu
sonucu gelismektedir [17]. Hatta, insanlarda goriilen kanserlerin tahmini yiizde 15’1
viriislere baglanabilir [18]. Goriiliir ki, kiiresel kanser yiikiiniin énemli bir boliimii
viriislere aittir. Hem DNA hem de RNA viriislerinin insanlarda kansere neden
olabilecegi gosterilmistir. Ornegin, insan papilloma viriisii (HPV), rahim a3z
kanserine ve diger bir¢cok kansere neden olabilir. Hepatit C, karaciger kanserine ve
Hodgkin olmayan lenfomaya (NHL) yol acabilir. Bu drneklere ek olarak Epstein-Barr
viriisii, hepatit B viriisii (HBV) ve insan herpes viriisii-8 (HHV-8), Merkel hiicreli
polioma viriisit (MCPyV) ve insan T hiicresi lenfotropik viriis-1 (HTLV-1) kansere
neden olan viriisler arasinda sayilabilir [19]. Bu tip viriislere onkojenik viriisler adi
verilir.

ooo

Normal CD4+
T hucre
cD4* sayisi ()500)
Thucre
sayisi

HIV enfeksiyonu suiresince
CD4* T hucre sayisi duger.

®

Dusuk CD4* T huicre
sayisi (>200) firsatgl
enfeksiyonlara ve
timérlere yol acar.

@®

/

HIV enfeksiyonu arttikga

v

Zaman

Sekil 2.14: HIV enfeksiyonunun asamalari.

Biliyoruz ki HIV bagisiklik sistemine saldirmaktadir. Ozellikle ana hedefi, bagisiklik
sistemi igin olduk¢a 6nemli olan CD4™" T hiicreleridir. HIV enfekte bireyde, HIV
sayisinin  artmasiyla enfeksiyon artar. Bu durum zaman icerisinde CD4t T
hiicrelerinin sayisinda diisiise neden olur. Boylece bagisiklik sistemini baskilayan
HIV, viicudun enfeksiyonlarla savagma yetenegini oldukc¢a azaltir. Sonug olarak birey,
1yl calisan bir bagisiklik sisteminin eksikliginde her tiirlii enfeksiyonlara ve timor
gelismesine acik hale gelir. Yani dogrudan kansere neden olmasa da viicudun diger
onkoviriislere kars1 savunmasimi azaltarak dolayli yoldan kansere neden olmaktadir
[20]. HIV enfekte bireyler, bagisiklik sisteminin zarar goérmesi ile birlikte Epstein
Barr viriisii, HPV ve Hepatit B ve Hepatit C viriisii dahil olmak iizere diger viriislerle
kolayca enfekte olabilir hale gelir. Yani HIV, diger onkoviriislerin kansere neden
olmasini saglayabilir.

Istatistiklere gore HIV enfekte olmus kisilerde, belirli kanser tiirlerine enfekte olmayan
kisilere oranla daha sik rastlanmaktadir. Oyle ki bu durum, o kanser tiirlerinin HIV
ile iligkili kanserler olarak adlandirilmasina neden olmustur. HIV ile iligkili kanserler
arasinda Kaposi sarkomu, Hodgkin ve Hodgkin olmayan lenfoma, rahim agz1 kanseri
bulunur [21]. Kaposi sarkomu (KS), lenf veya kan damarlardaki hiicrelerden gelisen
bir damar kanseridir. Hodgkin olmayan lenfoma (NHL) ise lenfoid dokuda baslayan ve
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diger organlara yayilabilen bir kanser tiiriidiir. Rahim agzi1 kanseri, kadinlarda rahminin
alt kisminda goriilmektedir.

HIV ile enfekte olan ve enfekte olmamig bireyler karsilagtirildiginda HIV’in
etkilerine dair baz1 dikkat cekici veriler gbze ¢arpmaktadir: Kaposi sarkomu tanisi
alma olasilig1 HIV ile enfekte olan bireylerde yaklagik 500 kat fazla olmakla birlikte,
Hodgkin olmayan lenfoma tanis1 alma olasiligi 12 kat daha fazladir. HIV ile enfekte
kadinlarda ise rahim agz1 kanseri enfekte olmayanlara oranla 3 kat daha olasidir [20].
HIV ile iligkili kanserler olarak anilmasa da; aniis, karaciger, agiz ve bogaz ve akciger
gibi kanserler tiirlerinin de HIV enfekte bireylerde goriilme riski oldukc¢a yiiksektir.
HIV ile enfekte kisilerde genel popiilasyona kiyasla; anal kanser olasilig1 19 Kkat,
karaciger kanseri olasilig1 3 kat, akciger kanseri tanis1 alma olasilig1 ise 2 kat daha
fazladir [22]. Ustelik tedavi edilmeyen HIV enfekte bireylerin %25-40’1nda hastali§in
bir evresinde mutlaka bir tiimor gelistirecegi tahmin edilmektedir [23].

2.4 Hastalik Dinamiginin Onemi Uzerine

Bir onceki boliimde iizerinde durulan istatistiklerden goriilecegi tizere kanser, HIV
enfekte bireylerde oldukca sik goriilmektedir. Yapilan arastirmalarda, HIV enfekte
bireylerin kanserde hayatta kalma oranlarinin enfekte olmayan kisilere oranla daha
diisiik oldugu goriilmiistiir. Ozellikle; tedavi olmayan veya tedaviye erisimi olmayan
enfekte bireylerin, 6nde gelen 6liim nedenlerinden biri kanser olmaya baslamasidir
[24]. Bu durumun nedeni tam olarak bilinmese de HIV enfekte kisilerin zayiflamig
bagisiklik sisteminden kaynaklandig1 diisiiniilmektedir.

HIV, tiimor hiicreleri ve ba8isiklik sistemi arasindaki dinamigin arastirilmasinin
gerekli oldugu aciktir. HIV ve tiimorleri incelemek, arastirmacilarin kanser riskini
azaltmak i¢in asilar ve bagka yollar gelistirmelerine yardimci olmaktadir. Belki de
yapilan arastirmalar; diinya capinda HIV ile enfekte olan 35 milyondan fazla insan
arasinda kanserin 6nlenmesi, teshisi ve tedavisi i¢in yeni yaklagimlara kap1 acacaktir.

Bu dogrultuda, bu tez calismasi ile yapilan arastirmalara matematigi kullanarak katki
saglanmak istenmistir. Insanlarla klinik deney yapmanin zorluklar1 matematiksel
biyolojiyi kullanarak asilmak istenilmistir. Klinik arastirmalar devam etse de HIV
enfeksiyonunun dinamigi heniiz tam olarak anlagilamamistir. Bu tez calismasindaki
amacimiz da, HIV ile enfekte bir bireyde HIV, tiimor ve bagisiklik sistemi hiicreleri
arasindaki etkilesimi daha iyi anlamaktir.

16



3. MATEMATIKSEL ARACLAR

Biyolojik sistemlerin matematiksel modellemesi diisiiniildiigiinde bu siire¢ ii¢ temel
adim igerir. Bu adimlar; calisilan biyolojik sistemin formiilize edilmesi; modelin
davraniglarmin anlagilmasi icin matematiksel tekniklerle analiz edilmesi ve elde
edilen sonuglarin biyolojik olarak yorumlanmasi olarak 6zetlenebilir [25]. Modelin
dogru bir sekilde formiile edilebilmesi icin biyolojik sistem hakkinda yeterince bilgi
sahibi olunmasi gereklidir. Bu nedenle Boliim 2’de teze konu biyolojik sisteme dair
aciklamalara detaylica yer verilmistir. Ayrica bu iic adimi uygulamak igin,
matematiksel teori, araglar ve teknikler iyice anlagilmalidir. Bu boliimde; sonraki
boliimlerde ihtiya¢c olacak bazi temel matematiksel teori, araglar ve teknikler
Ozetlenmistir.

Biyolojik fenomen Modelin analizi
veya icin matematiksel Elde edilen sonuglarin
sureg igin N tekniklerin biyolojilk olarak
matematiksel modelin uygulanmasi yorumlanmasi

formulize edilmesi

Sekil 3.1: Matematiksel biyolojide modelleme siirecinin sematik gosterimi.

3.1 Dinamik Sistemler

Dinamik sistemler teorisi, gelisen sistemlerin uzun vadeli davraniglarinin
incelenmesini icerir. Bu teori, 19. yilizyilin sonunda, giines sisteminin kararliligi ve
evrimi ile ilgili temel sorularla ortaya cikmigstir. Bu sorulari yanitlama girisimleri,
fizik, biyoloji, meteoroloji, astronomi, ekonomi ve diger alanlardaki uygulamalarla
zengin ve giicli bir alanin gelismesine zemin hazirlamistir. Bu teorinin gelisim
siirecine dair zaman ¢izelgesi Sekil 3.2°de bulunmaktadir.

Dinamik sistemleri, fiziksel sistemlerin zaman evrimi olarak diisiinebiliriz. Genellikle
ele alinan bir sistemin uzun siiredeki davraniginin ne olacagim bilmek isteriz.
Ornegin, kendi yercekimi kuvvetlerinin etkisi altindaki birka¢ gezegeni iceren bir
fiziksel sistem diisiiniildiigiinde: Gezegenler sonunda ¢arpisacak mi1? Yoksa bu sistem
her zaman de8ismeden mi devam edecek? Veya gelecekte alacaklar1 pozisyon ne
olacak? gibi pek ¢ok soru sistemin merak konusu olur. Bazi sistemler i¢in (6rnegin
sadece iki gezegen), sistemin hareketi diizenli oldugundan bu sorularin yanitlanmasi
nispeten basittir. Ancak, diinyada bir¢ok ilgi ¢ekici sistem o kadar diizenli degildir
[26]. Bu tarz sistemlerle ilgili sorularin yanitlanabilmesi, bu sistemlerin
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davraniglarmin analiz edilmesini gerektirir. Yapilacak olan analizler i¢in dinamik
sistemler teorisinden yararlanilir. Icerisinde oldugumuz boliimiin ana konusu da bu
teori iizerine olacaktir.
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Sekil 3.2: Dinamik sistemler teorisinin tarihsel gelisimi.

Dinamik sistemler, diferensiyel denklemler veya fark denklemleri kullanilarak ifade
edilir. Diferansiyel denklemler, sistemlerin siirekli zaman i¢indeki evriminin
tanimlanmasinda kullanilirken; fark denklemleri zamanin kesikli oldugu sistemlerde
ortaya cikar [27]. Diferansiyel denklemler, adi diferensiyel denklemler ve kismi
diferensiyel denklemler olarak adlandirilan c¢ok genis iki kategoriye ayrilir.
Denklemdeki bagimsiz degisken sayisi tek ise, denklem adi diferensiyel denklem
olarak adlandirilir. Denklemdeki bagimsiz degisken sayist birden fazla ise, denklem
kismi diferensiyel denklem olarak adlandirilir ve bu durumda denklemde goriinen
tirevler kismi tiirev olacaktir. Bu tez calismasinda siirekli zamanli bir sistem
incelenmektedir. Bu nedenle, diferensiyel denklemlerin teorisi ve ozellikle adi
diferensiyel denklemler iizerinde durulacaktir.
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Adi diferensiyel denklemler, lineer ve lineer olmayan diferensiyel denklemler olmak
tizere ikiye ayrilir. Bagimh degisken ile bagimli degigskenin degiskenin bagimsiz
degiskene gore tiirevleri denklemde yalnizca birinci dereceden ortaya cikiyor ise adi
diferensiyel denklem lineer diferensiyel denklem olarak adlandirilir. Aksi takdirde ise
lineer olmayan diferensiyel denklemdir. Bu noktadan itibaren adi diferensiyel
denklemler, diferensiyel denklemler olarak kullanilacaktir.

Lineer sistemleri parcalara ayirarak ¢dzmek miimkiindiir. Oncelikle her boliim kendi
icerisinde ayr bir problem olarak ele alinir ve ¢oziiliir. Sonrasinda boliimlere ait elde
edilen bu ¢oziimler bir araya getirilerek lineer sistemin ¢oziimiine ulagilir. Ote
yandan, dogadaki pek cok fenomen lineer olmayan davranis sergiler. Bir sistemin
parcalari, birbirleri ile is birligi yaptiginda veya yaristiginda, birbirlerine miidahele
ettiginde, bu sistem igerisinde dogrusal olmayan kimi etkilesimler ortaya ¢ikar. Bu
etkilesimlerden dolayi, lineer olmayan sistem parcalara ayrilarak coziim elde
edilemez. Bu durumu giinliik yasamdan bir benzetmeyle agiklayalim: Ayni1 anda ¢ok
sevdigimiz iki sarkiy1 dinledigimizde iki kat keyif alamayiz. Yani giinliik yasamda
lineer olmayan etkilesimlerden otiirli siiperpozisyon prensibi basarisiz olur. Bu
nedenle, lineer olmayan cogu sistemin analitik olarak ¢oziimii miimkiin degildir [27].
Dolayisiyla lineer olmayan sistemlerin analizi lineer sistemlere gore daha zordur.

3.2 Temel Kavram ve Tanimlar

X € R"ve F: R" — R" bir fonksiyon olmak {izere
X=F(X), X(0)=X, (3.1)

diferensiyel denklem sistemini diisiinelim. Esitlik (3.1)’de X’in {izerindeki nokta,
zamana gore tiirevi temsil eder. Bu esitlikteki gibi zamandan bagimsiz olan sistemler
otonom, acgikca zamana bagl olan sistemler ise otonom olmayan olarak adlandirilir.
Bu tez calismasi sadece otonom sistemleri ele almaktadir.

Teorem 3.1 (Varlik ve Teklik [25]). Kabul edelim ki F € C'(R*,R") olsun. Oyleyse
(3.1) baslangic deger probleminin bir € > 0 icin (—¢,€) araliginda tanmuml tek bir
coziimii vardr.

(3.1) sistemi R" iizerinde bir vektor alan1 olarak kabul edilebilir. Bu sistemin bir
coziimii, R"’de her noktada bu vektor alanina teget olan parametrik bir egri tanimlar.
Bu egriye yoriinge denir. Ayrica, ¢oziimlerin neye benzedigine dair geometrik bir fikir
elde etmek igin sisteme karsilik gelen vektor alani cizilebilir. Varlik ve teklik
teoreminin Onemli bir sonucu vardir: Farkli yoriingeler asla kesismez. Simdi ise,
dinamik sistemler i¢in 6nemli bir ¢6ziim tiirii tanimlayacagiz.

Tanim 3.1. (3.1) sisteminin denge noktasi, F(X*) = 0 esitligini saglayan X* ¢éziimleri

olarak tammlanir.

Denge noktasi, sistemin zaman igerisinde de§ismeyen, sabit kalan coziimiidiir.
Sistemin durgun veya duragan durumlarim temsil ettigi icin oldukca Onemlidir.
Popiilasyon dinamiginde sifir denge noktasi, popiilasyonun yok olmasimi temsil
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ederken pozitif bir denge noktast popiilasyonun hayatta kalmasini temsil eder. Denge
noktasinin kararli olup olmamasi bir dinamik sistemin uzun veya kisa vadeli davranisi
arastirilirken incelenmesi gereken bir 6zelliktir. Bununla ilgili olarak farkli kararhilik
tiirlerinin tanimlar1 asagida yapilmistir. Bu tanimlarin geometrik yorumu ise Sekil

3.3’te yer almaktadir.

Cekici Liapunov Kararl

N N

Lokal Asimptotik Kararl Kararsiz

Sekil 3.3: Kararlilik tiirlerinin geometrik yorumu.

Tanim 3.2 (Kararlilik Tiirleri [27]). X*, (3.1) sisteminin bir denge noktast olsun.

o X* denge noktasi asagidaki sarti sagliyor ise lokal ¢ekicidir denir.
||X(0) — X*|| < O iken tlimX(t) = X* olacak gekilde bir 6 > 0 mevcuttur.
—»00

Bagska bir deyisle, bir denge noktasinin cekici olmasi, denge noktasinin yakin
bir komgulugunda baglayan her ¢oziimiin t — oo iken denge noktasina ulastig
anlamina gelir.

o X* denge noktasina asagidaki sarti sagliyor ise (Liapunov anlamda) kararlidir
denir.
Ve >0 icin ||X(0) —X*|| < & iken t > 0 igin ||X(t) — X*|| < € olacak sekilde
bir 6 > 0 vardur.
Diger bir ifadeyle, Liapunov (Lyapunov) anlamda kararlilik, denge noktasinin

yakin bir komsulugunda bagslayan c¢oziimlerin biitiin t zamanlarinda denge
noktasina yakin kalmasidir.

* Bir denge noktast hem lokal cekici hem de (Liapunov anlamda) kararl ise o
denge noktasina lokal asimptotik kararlidir denir. Bir denge noktast asimptotik
kararly ise yeterince kiiciik tiim bozulmalar zamanla soniimlenir.
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* Bir denge noktasi icin ¢ekim bolgesi, yoriingeleri denge noktasina cekilen tiim
baslangic noktalarin kiimesi olarak tanimlanir.

* Bir denge noktasinin ¢cekim bolgesi, R" (veya dinamik sistemin tanim kiimesi) ise
denge noktasina global ¢ekicidir denir.

* Bir denge noktasi hem global cekici hem de (Liapunov anlamda) kararli ise o
denge noktasina global asimptotik kararli denir.

* Bir denge noktast (Liapunov anlamda) kararli degil ise o denge noktasina
kararsiz denir. Bir denge noktast kararsiz ise zamanla diizensizlikler kontrol
edilemez.

3.3 Kararhlik Analizi

Bir dinamik sistemin uzun veya kisa vadeli davranis1 aragtirilirken, denge noktasinin
kararhilik analizinin yapilmasinin O6nemli bir adim oldugu Onceki boliimlerde
belirtilmisti. Bu arastirmanin yapilabilmesi i¢in gerekli kararlilik tanimlarina ise bir
onceki bolimde yer verildi. Bu boliimde ise dinamik sistemler icin lokal ve global
kararlilik analizlerinin nasil yapilacagina dair temel teoremler ifade edilecektir.

3.3.1 Lokal Kararhlik Analizi

Bir dinamik sistemin kararlilik analizi calismalarina ilk olarak sistemin lokal
davranmiglarinin incelenmesiyle baglanir. Bu boliimde, sirasiyla lineer ve lineer
olmayan dinamik sistemler i¢in lokal kararlilik analizine dair teori ve yontemler ifade
edilecektir.

Lineer sistemler icin lokal kararhhk analizi

X € R” ve A ise n x n boyutunda reel bir matris olmak iizere
X =AX (3.2)

lineer sistemini ele alalim. Bu sistem i¢in v sifirdan farkli skalar bir vektor ve A € C
olmak iizere
X(t) = eMv

formunda ¢6ziimler arariz. v ve A iizerindeki sartlar1 bulmak i¢in bu ¢6ziim sistemde
yerine yazilirsa
Aty = Aty

elde edilir ve sifir olmayan {iistel terim sadelestirilmesiyle
AV = Av
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esitligi elde edilir. Burada A, A matrisinin bir 6zdegeri ve v vektorii ise bu 6zdegere
karsilik gelen ozvektordiir. A matrisinin 6zdegerleri ise det(A —AI) = 0 esitligi
¢oziilerek bulunur. i = 1,...,n i¢in g; reel katsayilar olmak tizere det(A —AI) =0
esitliginden elde edilen

PA)=A"+a A" '+ +a, A +a,=0 (3.3)

denkleminin kokleri A matrisinin 6zdegerlerini verir. Burada P(A) polinomu A
matrisinin karakteristik polinomu ve P(A) = 0 denklemi A matrisinin karakteristik
denklemi olarak tanimlanir. Dikkat edilirse lineer ve homojen (3.2) diferensiyel
denklem sistemi i¢in orijin her zaman bir denge noktasidir. Bu sistem i¢in ¢oziimler
X(t) = eMv formunda oldugundan, sifir denge noktasinin kararlilifi A matrisinin
0zdegerlerinin durumuna baghdir. Bununla ilgili teoremin ifadesi asagida yer
almaktadir.

Teorem 3.2. (3.2) diferensiyel denklem sistemini ele alalim.

* A matrisinin tiim ézdegerlerinin reel kismu sifirdan kiiciik, yani Re(1) < 0, ise
orijin lokal asimptotik kararlidr.

* A matrisinin en az bir 6zdegerinin reel kismu sifirdan biiyiik, yani Re(A) > 0, ise
orijin kararsizdir.

» Eger A matrisinin en az bir ¢ift ozdegerinin reel kismu sifir; yani Re(A) = 0, ve
geri kalan ozdegerlerinin reel kismu sifirdan kiiciik, yani Re(A1) < 0 ,ise denge
noktast Liapunov kararhdtr.

Oyleyse; karakteristik polinomun tiim kokleri negatif reel kisma sahipse (3.2) ile
verilen lineer ve homojen diferensiyel denklem sisteminin sifira yeterince yakin
baglayan herhangi bir ¢oziimii sifira yakinsar. Yani buradan, karakteristik polinomun
koklerinin isaretini belirlemenin, denge noktasinin kararliligimi belirlemek igin
onemli bir adim oldugu goriiliir.

Reel katsayili n. mertebeden bir polinomun tiim koklerinin negatif reel kisma sahip
olmas1 i¢in gerek ve yeter sartlar1 veren teorem Routh-Hurwitz kriteri olarak bilinir.
Ayrica bu kriter lineer olmayan diferensiyel denklem sistemleri i¢in de denge
noktasinin  lokal asimptotik kararliligin1  belirlemek icin  kullanilmaktadir.
Routh-Hurwitz kriteri asagidaki teoremde ifade edilmistir.

Teorem 3.3 (Routh-Hurwitz Kriteri [25]). i = 1,...,n icin a; reel sabitler olmak iizere
PA)=A"+a A"V +a,_ A +a,

polinomu verilsin. P(A) polinomunun n. Hurwitz matrisi, polinomdaki a; katsayisilart
kullanilarak

a) 1 0

aj 1

H1=(a1),H2=< >,H3= as ap ai
a a
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ve j > nise a; =0 olmak iizere

ap.. 1 0 0 ... O
azy ady ai 1 ... 0
Hn = as a4 az dy ... 0
0O 0 0 0 ... ay

seklinde tammlamir. P(A) polinomunun tiim kokleri negatif veya negatif reel kisma
sahip olmasi icin gerek ve yeter sart tiim Hurwitz matrislerinin determinantimin pozitif
olmasidir, yani j = 1,2,...,n icin

det(Hj) >0
olmasidir. Ozel olarak n = 2,3,4 icin Routh-Hurwitz kriteri:

n=2 : a; >0, a;>0.
n=3 : a>0, a3>0 ve ajar> as.
n=4 : a;1>0, a3>0, a4 >0 ve a1a2a3>a§+a%a4.

seklindedir.

Sonug olarak, (3.2) ile verilen lineer diferensiyel denklem sisteminin lokal kararlilik
analizinin  yapilabilmesi i¢in Oncelikle denge noktasinin bulunmast ve
det (A — AI) = 0 esitliginden elde edilen (3.3) ile verilen karakteristik denkleminin
hesaplanmas1 gereklidir. Elde edilen karakteristik denklemin koklerinin isareti
belirlendikten sonra Teorem 3.2 kullanilarak sistemin denge noktalarinin lokal
kararhilifina dair sonuglara ulasilir. Karakteristik denklemin koklerinin isaretini
belirlemek icin ise bu boliimde Teorem 3.3 ile verilen Routh-Hurwitz Kriteri’'nden
yararlanilabilir.

Lineer olmayan sistemler icin kararhhk analizi

Lineer diferensiyel denklem sistemlerinin lokal kararlilik analizinin nasil yapilacagi
bir onceki boliimde ifade edildi. Simdi ise, lineer olmayan diferensiyel denklem
sistemlerinin lokal kararlilik analizine dair teori ve tekniklerin neler olduguna
bakalim.

Bir denge noktasinin lokal kararliligin1 belirlemek, yakinindaki ¢6ziimlerin dogasinin
anlasilmasin1  gerektirir. Lineer olmayan sistemlerde, bazi durumlarda denge
noktasinin yakinindaki ¢oziimlerin arastirilmasi lineerlestirme yOntemiyle yapilir.
Peki bu yontem ile ikinci dereceden terimleri ihmal etmek ne derece dogrudur? Bagka
bir deyisle, lineerlestirilmis sistem, lineer olmayan sistemin dinamigi i¢in niteliksel
olarak dogru bir yaklasim verir mi? Hangi durumlarda lineerlestirme dogru bir
yontem degildir? sorularinin cevabi ise bu bdliimde yer alan Hartman-Grobman
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Teoremi ile cevaplanabilir. Bu teoremi ifade etmeden 6nce, genel bir lineer olmayan
diferensiyel denklem sistemi icin lineerlestirmenin nasil yapilacagini aciklayalim:

F € C2(R",R") 6yle ki F = (f1, f2, 3, fu) . Vi=1,....nicin f; : R" — R reel degerli
fonksiyonlar ve X(t) = (x;(¢),x2(¢),x3(t), ...,x,(t))" € R" olmak iizere

X =F(X) (3.4)

lineer olmayan diferensiyel denklem sistemini ele alalim. Bu sistemin denge noktasi
X* olmak iizere
X=X"+Y,YeR"

degisken degistirmesi ve F fonksiyonun X* noktasindaki Taylor a¢ilimi kullanilarak
(3.4) sisteminden
X =F(X*) +D(F(X"))Y + 0(|Y?)) (3.5)

elde edilir. Burada |.| notasyonu R” iizerindeki normu gostermektedir. (3.4) sisteminin
X* denge noktasinda hesaplanan Jakobiyen matrisi

afiX*) dfi(X*) af1(X*)
8x1 8x2 an
afr(X*) dfo(X*) dfr(X*)
D(F(X*)=| dxi dxy dxy (3.6)
Ifn(X*)  9fu(XY) 9 fn(X*)
aXl a352 axn nxn

olarak hesaplanir. Simdi (3.5)’deki ikinci dereceden terimler oldukca kiigiik
oldugundan ihmal edilebilir.Sonug olarak, lineerlestirilmis sistem elde edilir. Oyleyse
(3.4) sisteminin X* denge noktasinda lineerlestirmesi

Y = D(F(X*))Y (3.7)

sistemi ile tanimlanmir. Dikkat edilirse, bu sistem bir lineer diferensiyel denklem
sistemidir. Dolayisiyla bir Onceki boliimde yer alan yontemler kullanmilarak bu
sistemin kararlilik analizi gerceklestirilebilir. Yani lineerlestirme, lineer olmayan bir
sistemin denge noktasinin bir komsulugunda kendisine karsilik gelen lineer sistemin
belirlenmesine olanak saglar. Boylece, lineer olmayan sistemin denge noktasinin
kararhilik analizi, kendisine karsilik gelen lineer sistem yardimiyla denge noktasinin
bir komsulugunda gergeklestirilir. Lineerlestirmeyle denge noktasinin komsulugunda
lineer olmayan terimler ihmal edilir.

Simdi ise lineer olmayan sistemin ve lineerlestirmeyle elde edilen lineer sistemin
dinamikleri arasinda iligki kurulmasina yardimci olan 6nemli bir kavrami ifade
edecegiz.

Tanmm 3.3. D(F(X*)) matrisinin tiim ézdegerlerinin reel kismu sifirdan farkl ise X*
denge noktasina hiperbolik denge noktast denir. Eger D(F(X*)) matrisinin en az bir
tane reel kismu sifir olan dzdegeri varsa X* denge noktasina hiperbolik olmayan denge
noktasi denir.
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(3.4) lineer olmayan sisteminin denge noktasi hiperbolik ise bu sistemin denge noktasi
civarindaki lokal davranisi ile (3.7) lineer sisteminin lokal davranis1 arasinda bir iligki
kurulabilir. Dinamikler arasindaki iligkiyi ortaya koyan Hartman-Grobman Teoremi
asagida ifade edilmistir.

Teorem 3.4 (Hartman-Grobman Teoremi [28]). E € R" orijini iceren bir acik kiime
olmak iizere; F € C! (E) ve (3.4) lineer olmayan sistemine karsilik gelen bir akis' @
olsun. Kabul edelim ki, F(0) = 0 2 ve J = D(F(0)) Jakobiyen matrisinin tiim
ozdegerlerinin reel kismu sifirdan farkli olsun. Bu takdirde, U,V € R" acik kiimeler
olmak tizere her bir Xy € U icin sifirt iceren acik bir Iy € R araligi vardir ve
VXo € U, Vt € I icin

Ho @ (Xg) =e"H(Xo)

esitligini saglayan bir H : U — V homeomorfizmi vardir.

ispat. Bakiniz [28]. OJ

Bu teorem, eger lineer olmayan (3.4) sisteminin denge noktas1 hiperbolik ise bu lineer
olmayan sistem ile kendisine karsilik gelen (3.7) lineer sisteminin dinamik
yapilarinin, denge noktasinin bir komsulugunda tamamen aymi nitel yapiya sahip
oldugunu soyler. Boylelikle, (3.4) lineer olmayan sisteminin denge noktasinin
kararlilik yapisin1 ve sistemin c¢oziimlerinin denge noktasi civarindaki lokal
davranmigin belirlemek i¢in bu sistemin lineerlestirmesi olan (3.7) lineer sisteminin
dinamik yapisini incelemek yeterli olacaktir.

Hiperbolik denge noktalarimin kararlilik yapilar kiiciik lineer olmayan terimlerden
etkilenmez iken hiperbolik olmayan denge noktalarmin kararlilik yapilari bu
terimlerden etkilenmektedir. Bu nedenle, hiperbolik olmayan denge noktalari daha
detayl1 analiz gerektirir.

3.3.2 Global Kararlihik Analizi

Bir dinamik sistemin kararlilik analizi calismalarindaki bir sonraki adim ise sistemin
global kararlilik analizidir. Boylece sistemin sadece denge noktasinin bir
komsulugundaki davranis1 degil, tanimli oldugu bolgelerdeki davranisi belirlenebilir.
Bu boliimde global kararlilik analizi ile ilgili temel teorem ve yontemler ifade
edilecektir.

Liapunov Direkt Yontemi

Liapunov direkt yontemi, denge noktalarinin global kararlilifini analiz ederken
kullanildig1 gibi, lineerlestirmeden elde edilen bilgiler sonugsuz oldugunda da
(0zellikle, hiperbolik olmayan denge noktalar: i¢cin) denge noktalarinin kararliligini

X e R",F € C!(E) igin X = F(X), X(0) = X baslangi¢ deger problemi verilsin. ¢(,Xy), baslangi¢
deger probleminin 7(Xj) aralifinda tamimli bir ¢6ziimii olsun. Bu takdirde, ¢ € I i¢in ¢;(Xo) = ¢(¢,Xo)
ile tanimlanan egriye akig denir.

2Sistemin sifirdan farkli denge noktasi degisken degistirme kullamilarak orijine taginabilir.
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belirlemek i¢in kullanilabilir. Bu yontemde, denge noktasinin kararliligini analiz
etmek icin Liapunov fonksiyonu olarak bilinen belirli 6zelliklere sahip bir fonksiyon
olusturulur. 11k olarak Liapunov fonksiyonunu tanimlayalim. Bu boliimde, denge
noktas1 olarak orijin kabul edilmistir. Sifirdan farkli denge noktas1 degisken
degistirme ile orijine taginabilir.

Tanim 3.4 (Pozitif Tammlilik [25]). U € R" orijini iceren bir acik kiime olmak iizere;
V € CY(U) ve V : U — R fonksiyonu asagida verilen sartlart sagladigi takdirde U
kiimesi tizerinde pozitif tanimlidir denir:

* Herx#0icinV(x) >0,

* V(x) =0 ancak ve ancak x = 0.

Ayrica, V fonksiyonuna pozitif tanimli degil ise negatif tammlidir denir.

Tanmim 3.5 (Liapunov Fonksiyonu [25]). Orijinin a¢ik bir U komsulugunda pozitif
tamimli olan bir V fonksiyonu

V(X) <0,Vx € U\ {0}

sartint saglantyorsa diferensiyel denklem sistemi icin bir Liapunov fonksiyon olur.
Simdi ise Liapunov fonksiyonu yardimiyla bir denge noktasimin kararliliginin
belirlenmesine dair ilgili teoremi ifade edelim.

Teorem 3.5 (Liapunov Kararlilik Teoremi [25]). Orijin (3.1) sisteminin bir denge
noktast ve U € R" orijini iceren bir agik kiime olmak iizere; V € C'(U) pozitif tanimli
bir fonksiyon olsun. Oyleyse,
(i) Herx € U\ {0} icin V(X) < 0 ise orijin kararlidir.

(ii) Her x € U\ {0} icin V(X) < 0 ise orijin lokal asimptotik kararlidur.

(iii) Her x € R"\ {0} icin V(X) < 0 ise orijin global asimptotik kararlidir.

(iv) Her x € U\ {0} icin V(X) > 0 ise orijin kararsizdur.
Liapunov direkt yontemini kullanarak kararliligi belirlemenin zor tarafi her zaman
uygun bir Liapunov fonksiyonu bulunamamasidir. Liapunov fonksiyonlarinin
olusturulmast genellikle zordur ve bu fonksiyonlar: olusturmak icin sistematik bir

yontem mevcut degildir. Ancak bazi tipteki sistemler i¢in daha kolay bir sekilde
olusturulabilmektedir.

LaSalle Degismezlik Prensibi

Liapunov Kararlilik Teoremi, olusturulan Liapunov fonksiyonun pozitif tanimh
olmasim gerektirmektedir. Bu saglanmasi oldukga zor bir sarttir. Asagida ifade edilen
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Sekil 3.4: Tiim yoriingeler V(X)) grafiginden orijine dogru monoton bir sekilde hareket
eder [27].

teorem ise Liapunov Kararlilik Teoremi’nde oldugu gibi fonksiyonun pozitif taniml
olmasin1 gerektirmez. Bu nedenle, bazi durumlarda Liapunov Kararlilik
Teoremi’nden daha kullanigh olabilir.

Tanmm 3.6 (Degismez Kiime [29]). S € R” bir kiime olsun. Eger her X(0) baglangi¢
degeri icin her t € R zamanminda @;(Xo) € S oluyorsa S kiimesine (3.1) vektor alam
altinda degismezdir denir.

Yani S degismez kiimesinde baslayan ¢oziimler tiim zamanlar i¢in orada kalir. Ornegin,
bir sistemin denge noktasi degismez kiimedir. Ayn sekilde ¢cekim bolgesi de degismez
kiimedir. Tanim1 pozitif zamanlar ile kisitlarsak, S kiimesine pozitif degismez kiime
denir. Negatif zaman ile kisitlanirsa da kiime negatif degismezdir.

Teorem 3.6 (LaSalle Degismezlik Prensibi [29]). Q C R" (3.1) sistemine gore pozitif
degismez, kompakt' bir kiime ve V fonksiyonu Q iizerinde (3.1) sistemi icin bir
Liapunov fonksiyonu olsun. Ayrica E = {X ceQ|V(X)= O} olmak iizere, M kiimesi
E kiimesinin alt kiimesi olan en genis pozitif degismez kiime olsun. Oyleyse her X € Q
icin t —> oo iken @;(X) — M dir.

V(X)

Sekil 3.5: LaSalle Degismezlik Prensibi’ne gore tanimlanan kiimeler.

Topoloji uzayinda her agik ortiisii icin bilesimleri kendisini kapsayan sonlu sayida kiimelerin o
ortiiden alinabilecegi altkiime (Url-20).
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Bu teorem, M kiimesi hakkinda bilgi sahibi olundugunda oldukc¢a kullaniglidir.
Ozellikle M kiimesi denge noktasindan olusuyorsa, denge noktasmin global
asimptotik kararli oldugunu gostermek icin kullanilabilir.

3.4 Catallanma Teorisi

Bir sistemdeki herhangi bir parametrenin degismesi, bu sistemin dinamiklerinin
degismesine neden olabilir. Bu degisimin nasil oldugu sorusu da dinamik sistemlerin
ilgilendigi ve cevap aradigi onemli bir sorudur. Catallanma, bir parametredeki kiiciik
bir degisiklik sonucu, sistemin dinamiginde meydana gelen niteliksel bir degisiklik
olarak tanimlanir. Yeni denge noktalarinin ortaya ¢ikmasi, var olan denge noktalarnin
yok olmasi veya kararlilik yapilarmin degismesi gibi niteliksel degisiklikler, sistemin
dinamiginde meydana gelebilecek degisikliklere birka¢ Ornektir. Bunlarin yaninda
parametredeki ufak degisiklikler, sistem dinamiginde kapali yoriingelerin veya eyer
noktalarinin ortaya c¢ikmasi veya bunlarin kararlilik yapilarimin degismesi gibi
sonuclara da neden olabilmektedir. Sistemin yapisinda degisime neden olan
parametre catallanma parametresi ve degisikliklerin ortaya ciktigi parametre degeri
ise catallanma degeri olarak adlandirilir [27].

Ornegin, basit bir deney olarak, her iki ucundan da desteklenen ve iizerinde yiik olan
bir tahta levha diisiinelim (Bakimz Sekil 3.5). Eger yiik A ¢ok biiyiik degilse levha
egilmeden yiikii tasiyabilir, yani levha denge durumunda kalir. Fakat yiikiin agirlig1
arttirlldiginda levha A’nin biiyiikliigiine bagh olarak bir deformasyonla biikiilmiig bir
sekil alacaktir. Yani levhanin denge durumu bozulur ve kararsiz hale gecer. Ayrica
yiik miktar1 eski haline getirildiginde tahta levha orijinal sekline geri doner. Burada,
yiikk miktar1 catallanma parametresi ve ¢ubugun egilmeye basladig1 yiik miktarinin
degeri ise catallanma degeri olarak diisiiniilebilir. Benzer durum, catallanma
parametresi olarak levhanin malzeme o0zelligi (sertlik gibi) alindiginda da
gozlemlenebilir.

Tahta levha egilir.

Sekil 3.6: Uzerinde yiik olan bir tahta levhanin kararlilik durumlari.

Bir bagka Ornekle devam edelim. Sabit hizla diiz bir yolda ilerleyen bir otomobil
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diisiinelim. Bu otomobilin hareketi dengede olarak diisiiniilebilir. Ancak otomobilin
hiz1 belirli bir kritik degeri astiginda ara¢ artik salinma egilimindedir. Bu 6rnekte hiz
catallanma parametresi ve aracin salinmaya bagsladig1 hiz degeri ise ¢atallanma degeri
olarak diigiiniilebilir. Benzer durum, ¢atallanma parametresi olarak yoldaki riizgarin
siddeti alindiginda da gozlemlenebilir. Farkli disiplinlere ait benzer 6rnekler vermek
miimkiindiir.

3.4.1 Merkez Manifold Teoremi ve Normal Form

Bu boliimde matematiksel analizlerin daha kolay gerceklestirilmesi amaciyla
kullanilan iki genel teknik iizerinde durulacaktir: Merkez Manifold Teoremi ve
Normal Form. Bu tekniklerin kullanilmasindaki amag, analiz edilen sistemi, her bir
catallanma tiirline 6zgii en temel Ozelliklere sahip diferensiyel denklem sistemine
indirgeyebilmektir. Yani bu tekniklerin kullanilmasiyla, davraniglari her bir
catallanma tiiriiniin nitel 6zelliklerini belirleyen birka¢ ©6zel diferensiyel denklem
sistemi elde edilir. Ancak bu tekniklerin sadece lokal analizler i¢in kullanildigini
vurgulamak 6nemlidir.

Ik olarak, siirekli bir diferensiyel denklem sisteminde goriilen catallanmalar1 analiz
ederken goz Oniinde bulundurulmasi gereken durum uzaylarinin boyutunu azaltmak
icin bir ara¢ saglayan Merkez Manifold Teoremini ifade edelim. Bunun i¢in X € R" ve
F:R" x R — R" bir fonksiyon olmak iizere

X = F(X)

ile verilen lineer olmayan diferensiyel denklem sistemini ele alalim. Bu sistemin
orijinde hesaplanan Jakobiyen matrisi

A = D(F(0)) (3.8)
olmak {iizere, (3.4.1) sisteminin lineerlestirilmis hali
X =AX (3.9)

ile verilen lineer sistemdir. Burada A matrisinin 6zdegerleri A, A5,...,A, olarak
verilsin. Burada ng ile 6zdegerlerden reel kismu sifir olanlarin sayisini; n_ ile negatif
olanlarin sayisini ve n ile pozitif olanlarin sayisimi gosterelim.

Tamm 3.7. Reel kismu sifir 6zdegerlere karsilik gelen genellestirilmis ozvektorlerin
gerdigi altuzaya merkez ozuzay denir. Benzer sekilde, reel kismi negatif ve reel kismi
pozitif olan ozdegerlere karsilik gelen genellestirilmis ozvektorlerin gerdigi altuzaylar
swrastyla kararli ve kararsiz ozuzay olarak tanimlanir.

Simdi ise E€, E® ve E" ile sirasiyla ng boyutlu merkez, n_ boyutlu kararli ve n. boyutlu
kararsiz 6zuzaylar sirastyla gosterelim. Oyleyse,

R'"=E‘@E°®E", nop+n_+n,.=n
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ve (u,v,y)" € R"™ x R"- x R"™ olmak iizere (3.4.1) sistemi kendi 6zuzayindaki

u=Acu+ fC(ua v, y)

v=A,v+1£(u,v,y) (3.10)

y= Auy +fu(u7V7Y)
sistemi ile ifade edilebilir [30]. Burada, A, A; ve A, matrisleri sirasiyla ng X ng
boyutlu ve reel kismu sifir olan 6zdegerlere sahip; n_ X n_ boyutlu ve reel kismi
negatif olan 6zdegerlere sahip; ny x ny boyutlu ve reel kismi pozitif olan 6zdegerlere

sahip matrislerdir. Ayrica, f., f; ve f, fonksiyonlari, lineer olmayan terimleri
icermektedir. Oyleyse simdi de Merkez Manifold Teoremi’nin ifadesini verebiliriz.

Teorem 3.7 (Merkez Manifold Teoremi-Varlik [29]).
ny = 0 olmak iizere, ng # 0 olsun. Yani orijin (3.10) sisteminin hiperbolik olmayan bir
denge noktast olsun. Oyleyse (3.10) sisteminin lokal tanimli, ny-boyutlu bir W .(0)
merkez manifoldu vardir. Ek olarak, bu manifold asagidaki ozelliklere sahiptir:

(i) W¢ ,(0) manifoldu, E€ 6zuzayina orijinde tegettir.

(ii) Wi ,(0) manifoldu lokal degismezdir.

(iii) Denge noktasinin bir § > 0 komsulugu icin V € C*(Ng(0),R™) olmak iizere
W (0) merkez manifoldu

ok(0) ={(w,v) eR" xR"= | v=V(u), |u| <5, V(0)=0, DV(0)=0}

olarak ifade edilebilir.

Ayrica (3.10) sistemi, yeterince kiiciik G degerleri icin asagida verilen sistemi topolojik
olarak denktir:

u=Aqa+f.(a,V(a))
vV=A,v

Yani (3.10) sisteminin dinamigi, yeterince kiiciik 0 degerleri icin
u=Aa+f(a,V(a)) (3.11)

sistemi ile belirlenir. Burada (3.11) sistemi, (3.10) sisteminin merkez manifolduna
kisitlamast olup ng boyutludur.

Bu tez calismasi i¢in merkez manifold hakkinda daha detayli bilgiye ihtiyac
duyulmayacaktir. Ancak merkez manifoldun tekligi, kararlilig1, nasil bulanacagi veya
merkez manifolda yaklagim teoremi hakkinda daha fazla bilgi i¢in [29] ve [31]
kaynaklarina bagvurulabilir.

Merkez Manifold Teoremi’ni ifade ettikten sonra, normal formlar teknigine gecelim.
Normal formlar teknigindeki ana fikir, dinamik sistemi basitlestiren koordinat
doniisiimleri bulmaktir. Iste bu koordinat doniisiimleri sonucu ortaya c¢ikan
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Wior (0) = {v = V(u)}

S
0 U
Ec={=0}

i,y

Sekil 3.7: v = V(u) ile gosterilen merkez manifold [31].

"basitlestirilmis" vektor alanlarina normal formlar denir. Daha teorik bir tanim ile
ifade etmek gerekirse asagidaki tanim verilebilir.

Tamim 3.8. Normal form, analizi daha basit olan ve diferensiyel denklem sisteminin
temel ozelliklerini koruyan bir doniisiim ile elde edilen sistemdir.

Sonu¢ olarak, merkez manifold teknigi ile bir diferensiyel denklem sisteminde
goriilen catallanmalar1 analiz ederken gz Oniinde bulundurulmasi gereken durum
uzaylarinin boyutu azaltilirken; normal form teknigi ile merkez manifold iizerindeki
(3.11) ile verilen vektor alaninin analitik ifadesini basitlestiren ek koordinat
doniigsiimleri bulunarak sistem daha basit bir forma indirgenir. Bdylece, her
catallanma tipinin ¢oziimlerinin niteliksel bir resmini veren bir normal form elde
edilir.

3.4.2 Baz1 Catallanma Tiirleri

Bu bolimde bir diferensiyel denklem sisteminin dinamik yapisinda nasil
degisikliklerin olabilecegini gormek icin X € R", u € R ve F: R”" x R — R" bir
fonksiyon olmak iizere

X =F(X,u) (3.12)

ile verilen diferensiyel denklem sistemini ele alalim. Kabul edelim ki (3.12) sistemi
icin orijin! kararli bir denge noktas1 olsun. Cevaplamak istedigimiz soru: "Bu denge
noktasinin kararlilik yapisinda y parametresi degisirken nasil degisiklikler olur?"

Oncelikle, onceki boliimlerden biliyoruz ki sistemin denge noktalarmin kararhilig
Jakobiyen matrisinin 0Ozdeg8erlerinin reel kismimmin isareti ile belirlenir. Eger
0zdegerlerin hepsi negatif reel kisma sahip ise denge noktas1 kararli, en az bir 6zdeger
pozitif reel kisma sahip ise denge noktasi kararsizdir. Ozdegerlerin negatif (veya
pozitif) reel kisma sahip olmasi ise bu 0zdegerlerin reel ve negatif (veya pozitif)

IBiliyoruz ki sifirdan farkli herhangi bir denge noktasi degisken degistirme kullamlarak orijine
taginabilir.
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olmasi ya da 6zdegerlerin kompleks eslenik ve negatif (veya pozitif) reel kisma sahip
olmasi ile miimkiindiir. Yani bir denge noktasinin kararliliginin degismesi i¢in belirli
bir 1 degerinden sonra en az bir 6zdegerin ya da bir ¢ift 6zdegerin reel kisminin isaret
degistirmesi gerekir. Bu durum ise ancak sistemin catallanma degeri olarak
adlandirilan parametre degerinde en az bir sifir 6zdegerine veya en az bir cift sirf
sanal ozdegere sahip olmasi ile miimkiindiir. Oyleyse (3.12) diferensiyel denklem
sisteminin denge noktasinin kararlilik yapisinda gozlemlenebilecek degisiklikler,
ozdegerlerin durumuna baghdir. Bu degisiklikler ise farkli c¢atallanma tiplerini
olusturur.

Sekil 3.9: Transkritik ¢atallanma i¢in catallanma diyagrama.

(3.12) sisteminde gozlemlenmesi miimkiin olan dort cesit catallanma vardir.
Catallanma degerinin bir tarafinda denge noktasinin olmadig1 ve diger tarafinda iki
tane denge noktasinin oldufu catallanma tipine eyer diigiim c¢atallanma denir.
Transkritik ¢atallanmada, biri kararli digeri kararsiz olan iki denge noktasi
catallanma degerinden sonra kararlilik yapilarini degistirirler, yani kararli denge
noktasi kararsiz olurken kararsiz denge noktasi kararli olur. Catallanma degerinin bir
tarafinda bir denge noktas1 kararli durumda iken, ¢atallanma degerinin diger tarafinda
kararsizlasip etrafinda iki kararli denge noktasinin daha ortaya ciktigi catallanma
tipine tirmik c¢atallanma denir. Eger Ozdegerlerden biri sifir ve kalan 0zdegeler
sifirdan farkli reel kisima sahip ise, bu ii¢ ¢atallanma tipinden biri meydana gelebilir.
Bu durumdaki c¢atallanmalar, fold catallanma olarak adlandirilir. Bir ¢ift sirf sanal
0zdegerin ortaya ¢iktig1 ve kalan 6zdegelerin sifirdan farkli reel kisma sahip oldugu
durumda ise, tek boyutlu sistemlerde ortaya c¢ikmayan periyodik coziimlerin
goriildiigi Hopf ¢atallanma meydana gelebilir.

Bu tez caligmasi kapsaminda 6zellikle transkritik ve Hopf ¢atallanma ile ilgileniyoruz.
Simdi bu ¢atallanma cesitleri ile ilgili teoremleri ifade edelim.
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Sekil 3.11: Hopf catallanma i¢in ¢atallanma diyagrami.

Transkritik Catallanma

Ilk olarak, F € C? (R" x R) olmak iizere (3.12) sistemini ele alalim. Ayrica bu sistem
icin orijin W parametresinin her degeri icin bir denge noktasi olsun. Yani her y i¢in
F(0, 1) = 0 esitligi saglansin. Oyleyse, Merkez Manifold Teorisi’ne dayanan asagidaki
teoremi verebiliriz. Transkritik catallanma teorisine dair daha detayl bilgi icin [32] ve
[33] kaynaklarina bagvurulabilir.

Teorem 3.8 (Transkritik Catallanma Teoremi [32]).
Kabul edelim ki asagidaki kosullar saglansin.

(T1) A = DxF(0;0) Jakobiyen matrisi basit (tek katl) sifir dzdegerine sahiptir.
Jakobiyen matrisinin geriye kalan ozdegerlerinin reel kismi negatiftir.

(T2) A matrisinin sifir 6zdegerine karsilik, negatif olmayan w sag ozvektorii ve negatif
olmayan v sol ozvektorii vardir.

Ayrica
1 © 0°F
a== Y vwiwj———(0;0), (3.13a)
2 dxiox;
k,i,j=1
n
9%F,
b= — % (0,0). 3.13b
kglvmaxia“( ) ( :

olarak tamimlansin. Bu takdirde, sistemin normal formu u € R olmak iizere
. 2
u=au”+buu
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ile verilir. Yani, (3.12) sisteminin orijin etrafindaki lokal dinamigi a ve b katsayilart ile
belirlenir.

ispat. Bakiniz [32]. O

orijinin kararlilig X*n isareti ve kararlihgi

X

a>0, b>0 p<0ise LAK p<0 ise X*>0, kararsiz
’ - p>0ise kararsiz | p>0 ise X*<0, LAK

a<0,b>0 | M<Oise LAK | u<0ise X*<0, kararsiz
. p>0ise kararsiz - p>0ise X*>0, LAK

Sekil 3.12: a ve b katsayilarinin durumlarina bagli olarak (3.12) sisteminin olas1 lokal
dinamikleri.

Teorem 3.9 (Transkritik Catallanmanin Yonii [32]).

Kabul edelim ki (3.12) sistemi Ty ve T, sartlarini saglasin. Oyleyse asagidaki ifadeler
saglanir:

i. a>0,b>0ise

o |u| < 1 olmak iizere 1 < 0 oldugunda, orijin lokal asimptotik kararlidur.
Ayrica sistemde pozitif kararsiz bir denge noktast vardir.

* 0 < u < 1 oldugunda, orijin kararsizdir. Ayrica sistemde lokal asimptotik
kararli negatif bir denge noktasi vardir.

ii. a<0,b<0ise

o |u| < 1 olmak iizere u < 0 oldugunda, orijin kararsizdur.

* 0 < u < 1 oldugunda, orijin lokal asimptotik kararlidir. Ayrica sistemde
kararsiz pozitif bir denge noktast vardir.

ii. a>0,b<0ise

o |u| < 1 olmak iizere p < 0 oldugunda, orijin kararsizdir. Ayrica sistemde
lokal asimptotik kararli negatif bir denge noktasi vardur.
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* 0 < u K 1 oldugunda, orijin lokal asimptotik kararlidir. Ayrica sistemde
kararsiz pozitif bir denge noktasi vardur.

iv. a <0, b >0 ise u negatiften pozitife degistiginde, orijin lokal asimptotik
kararlidan kararsiz hale degisir. Bununla birlikte, kararsiz negatif bir denge
noktast ise pozitif ve lokal asimptotik kararli hale gelir.

Ozel olarak a > 0, b > 0 ise sistemde geri ¢catallanma; a < 0, b > 0 ise sistemde ileri
catallanma goriiliir.

ispat. Bakiniz [32]. U]

Hopf Catallanma

Bir sistemde, Hopf catallanmada periyodik ¢oziimlerin goriildiigiinii biliyoruz. Denge
durumunu periyodik hareketle birlestiren catallanma tiirii Hopf ¢atallanmasidir. Peki,
periyodik davramisin varligini arastirmak neden bu kadar 6nemlidir? Oncelikle, yapay
ve dogal pek c¢ok siirecte periyodik ¢oziim gozlemlenebilir. Bir¢ok biyolojik siire¢ de
esik seviyesinde uyarildiginda periyodik davraniglar sergiler. Diinyanin kendi
etrafinda donmesinden uyku dongiimiize, kalbin kan1 periyodik olarak
pompalamasindan hormon dongiisiine kadar pek c¢ok farkli periyodik davranis
ornekleri verilebilir.

Periyodik ¢oziimler farkli dinamik sistemler i¢in farkli anlamlar ifade eder. Bir
av-avci popiilasyon dinamiginde periyodik ¢6ziim goriilmesi iki tiiriin ayn1 anda aym
ortamda birlikte yasamaya devam edecegi anlamina gelir. Finansal piyasalardaki hisse
senedi fiyatlarinin dinamigi g6z Oniine alindiginda ise periyodik ¢6ziimlerin ortaya
cikmasi yatinmcilarin bu dongiiye gore alim satim stratejilerini belirleyebilecegini
gosterir. Kanser dinamiginde goriilen periyodik davraniglarin ise, hastalarin yagamsal
fonksiyonlarinin sonlanmaya yakin oldugu son donemlerini uzattigi goriilmiistiir.
Goriildiigti gibi pek ¢ok farkli alanda karsimiza ¢ikan periyodik davraniglarin varhigi
dinamik sistemlerin analizi i¢cin 6nemli ve arastirilmasi gereken bir konudur.

Simdi ifade edecegimiz Hopf Catallanma Teoremi, periyodik ¢éziimlerin varligi i¢in
yeterli kosullar1 belirtir. Bir sistemde periyodik ¢oziimlerin varlifi bu teoremin
uygulanmasi ile gosterilebilir.

Teorem 3.10 (Hopf Catallanma Teoremi [34]).
Kabul edelim ki (3.12) sistemi icin

(H)) 1C R sifirin acik bir komsulugu verilsin. Her i € Licin F(0; ) = 0 olup 0 € R”,
F fonksiyonunun ayrik bir denge noktasudir.

(Hy) (0,0) € R" x R nin bir komsulugunda, L > 2 icin F(X;u) € CLt2 (R" x R,R")
dir.

(H3) A(u) = DxF(0; 1) Jakobiyen matrisi

A(p) =o(u) +io(p)

35



ve
a(0)=0, ©0(0)=wy>0 ve o (0)#£0 (3.14)

olacak sekilde A ve A basit (tek katli) kompleks eslenik ozdeger ciftine sahiptir.
(Hy) A(u) Jakobiyen matrisinin geriye kalan n — 2 tane dzdegerinin reel kismi, L =0
catallanma degerinde negatiftir.

kosullari saglansin. Bu takdirde, (3.12) sisteminde Hopf ¢atallanma meydana gelir.

Bir sistemde, Hopf catallanmanin varligi calisildiktan sonra catallanma yoniiniin
belirlenebilmesi i¢in Liapunov katsayisinin hesaplanmasi gereklidir. $imdi bu katsay1
bulunduktan sonra periyodik c¢oziimlerin yOniiniin, kararliliginin ve periyodunun
bulunmasziyla ilgili teoremin ifadesini verecegiz.

Teorem 3.11 (Hopf Catallanmanin Yonii [34]).

Kabul edelim ki (3.12) sistemi icin Liapunov katsayisi, ¢1(0) ile gisterilsin ve (Hy),
(H3), (H3), (H4) kosullarina ek olarak asagida ifade edilen kosul saglansin.

(HG|) Re(c1(0)) # 0 olsun.
O halde, (3.12) sisteminin periyodik ¢oziimleri icin

P ==y Re(0) (3.15)

olarak tanmimlanmak iizere asagidaki ifadeler saglanir.

1. Eger B > 0 ise catallanma siiperkritik 2,

2. Eger B < 0ise u = 0 ise catallanma subkritiktir. 3
Ek olarak,

1. EgerRe(c1(0)) > 0 ise periyodik ¢oziimler kararsiz,

2. EgerRe(c1(0)) < 0 ise periyodik ¢oziimler lokal asimptotik kararlidur.

Ayrica
@' (0) 2 +Im(c1 (0))
h=— 3.16
2 (0) (3.16)
olmak iizere periyodik ¢oziimiiniin periyodu catallanma degeri artikca T, > 0 ise artar,
T, < 0 ise azalir.

ZPeriyodik ¢oziimler, u = 0 catallanma degerinden sonra ortaya ¢ikar.
3Peri d.k e e 1 _ 0 v . .
yodik ¢oziimler, 4 = 0 ¢atallanma degerinden Once ortaya cikar.
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Teorem 3.12 (Hopf Catallanmasi i¢in Normal Form [29]).

Kabul edelim ki (3.12) sistemi icin yukaridaki teoremde verilen (Hy), (Hz), (H3) ve
(Hy) kosullar ile (HG1) kosulu saglansin. Oyleyse bu sistemin normal formu polar
koordinatlarda

F=dur+ar

0=w+cu+br?

ile verilir. Burada

d= o' (0)
a=Re(c1(0))
c=a'(0)

seklinde tamimlidir.

Bu ii¢ teoremin ispati, merkez manifold ve normal form teoremlerinin dogrudan
uygulanmasiyla kanitlanabilir. Detayli ispat i¢in [30] kaynagina basvurulabilir.

y

20 ~ 2V
L |® o L |6
u<0 p=0 p>0 p<0 u=0 u>0
(a) Subkritik Hopf Catallanma (b) Siiperkritik Hopf Catallanma

Sekil 3.13: Denge noktasinin catallanma degerinden Once kararli oldugu durum ([29]).

3.4.3 Fold-Hopf Catallanma

Onceki boliimlerde ifade edilen tiim catallanma tiirleri i¢in y € R dir. Ayrica Hopf
catallanma hari¢ diger tiim catallanma tiirleri icin merkez manifoldun boyutu birdir.
Bu durum, dinamikte olabilecek en basit durum olup bir sistemde goriilebilecek temel
catallanmalar icin olusmaktadir. Ote yandan, ¢ogu dinamikte merkez manifoldun
boyutu birden biiyliik olmaktadir. Bu durum ise Hopf catallanmada oldugu gibi
oldukca ilging ve analiz edilmesi gereken dinamikler ortaya koymaktadir.

Ik olarak u € R? oldugunda sistemde goriilebilecek catallanma tiplerinden kisaca
bahsederek baglayalim. Catallanma parametrelerinin kritik degerinde, iki 6zdegerin
sifir oldugu durumda ortaya cikan catallanma Bogdanov-Takens (double-zero)
catallanma olarak adlandirilir. Bu catallanma, sistemdeki parametrelerin degerine
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(a) Subkritik Hopf Catallanma (b) Stiperkritik Hopf Catallanma

p<0 p=0

Sekil 3.14: Denge noktasinin catallanma degerinden once kararsiz oldugu durum

(129D.

bagh olarak fold catallanma veya Hopf catallanma o6zelligi gosterebilir. Ayrica, bir
sifir ve bir cift sirf sanal 6zdegerin oldugu durumda fold-Hopf catallanma meydana
gelir. Bu tip catallanma ayn1 zamanda Gavrilov-Guckenheimer, saddle-node Hopf
veya zero-Hopf ¢atallanma olarak da adlandirilir. Son olarak, iki ¢ift sirf sanal
0zdegerin oldugu durumda Hopf-Hopf ¢atallanma meydana gelir. Catallanma cesitleri
ile ilgili daha detayl bilgiler icin [29], [31] ve [35] kaynaklarina bagvurulabilir. Bu
tez calismas1 kapsaminda, bu ¢atallanma cesitlerinden sadece fold-Hopf ¢atallanmasi
ile ilgileniyoruz. Simdi fold-Hopf ¢atallanmas: ile ilgili teoremleri ifade edelim.

Teorem 3.13 (Fold-Hopf Catallanma Teoremi [31]).
Kabul edelim ki (3.12) sistemi icin asagidaki kosullar saglansin.

(FH;) U C R? sifirn acik bir komsulugu olmak iizere her p € U icin F(0; 1) = 0 dur:

(FHy) (0,0) € R" x R? nin bir komsulugunda, L > 2 icin F(X; 1) € CL+2 (R* x R*R")
dir.

(FH3) A(u) = DxF(0; 1) Jakobiyen matrisi
() =v(u) ve d3(p) = o) £io(p),

olacak sekilde basit (tek katl) sifir ozdegerine ve kompleks eslenik ozdeger
ciftine sahiptir. Burada

v(i0)=0a(0)=0, @0)=wk>0 ve V(0)#0, a'(0)#£0 (3.17)

saglanir.

(FHy) A(u) Jakobiyen matrisinin geriye kalan n — 3 tane ézdegerinin reel kismi, L =0
catallanma degerinde negatiftir.

Bu takdirde, i = 0 € R? iken (3.12) sisteminde fold-Hopf catallanma meydana gelir.
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3.5 Gecikmeli Diferensiyel Denklemler

Biyolojide, tipta, kimyada, fizikte, miihendislikte, ekonomide gerceklesen hemen
hemen her siiregte zaman gecikmeleri o kadar sik meydana gelir ki, gercek yasam
problemlerini modellemek isteyen bilim insanlar1 i¢in bu gecikmeleri géz ard1 etmek
miimkiin degildir. Ozellikle biyolojik sistemlerde belirli bir girdiye veya uyarana
verilen tepki genellikle hemen degil, zaman icinde olur [25]. Ornegin, bir salgin
dinamigi disiiniildiigiinde, viriis bulasan kisi, belirli bir gecikme siiresi sonunda
semptom gostermeye baslar veya bulasici hale gelir. Bagka bir 6rnek olarak bir
popiilasyon dinamigi diisiiniildiigiinde, bu popiilasyondaki disilerin dogurganlia
erigsebilmeleri i¢cin gecen siire de bir gecikme olarak diisiiniilebilir. Son bir 6rnek
olarak, kullanilan ilacin kan dolasimina girmesinden Once ge¢mesi gereken siire
verilebilir. Tiim bu gecikmeleri gormezden gelmek gercegi gormezden gelmek
demektir [36]. Bu nedenle, eger problem zaman gecikmeleri iceriyorsa, modelin
gecikme terimleri icermesi bir gerekliliktir.

Gelecekteki durumun gecmisten bagimsiz olmasi ve yalnizca o an tarafindan
belirlenmesi varsayimi gercek duruma sadece bir ilk yaklagimdir. Daha gercekei bir
model isteniyorsa sistemin gecmis durumlarinin mutlaka modele dahil edilmesi
gerekir. Gecikmeli diferensiyel denklemler teorisinin motivasyonu da budur. Zaman
gecikmeleri, kararli bir denge noktasim1 kararsiz hale getirebilir veya coziimlerde
salinimlara neden olabilir. Kiiciik gecikmeler bile sistem dinamiginin yapisinda
biiytik degisimlere yol acabilir [36]. Bu nedenle gecikmeli diferensiyel denklemlerin
analizi adi diferensiyel denklemden daha karmagik ve daha ilginctir. Simdi, gecikmeli
diferensiyel denklemleri ¢aligsabilmek adina bazi tanim ve teoremlere yer verelim.

X € R" ve T € R olmak lizere, tek gecikme iceren lineer olmayan bir diferensiyel
denklem sistemi
X(t) =F(t,X(t),X(t — 1)) (3.18)

seklindedir. Buradaki ilk matematiksel soru, (3.18) sisteminin ¢6ziimii (var mi1, varsa
tek mi?) aragtirilmak istenirse ne tiir baslangic kosullarinin kullanilmas: gerektigi
sorusudur. Yapilabilecek ilk gozlem ise baglangic deger probleminin anlamli
olabilmesi i¢in baslangi¢c kosulunun, uzunlugu gecikme degerine esit olan bir aralikta
verilmesi gerektigidir. Ayrica belirli bir £y anindaki zamana gore de8isimi belirlemek
icin adi diferensiyel denklemlerde sadece X(fy) bilgisine ihtiya¢ varken; gecikmeli
diferensiyel denklemlerde X(fy) ve X(#p — 7) e ihtiya¢ vardir. Yani buradan goriilecegi
lizere, baglangic deger problemleri gecikmeli diferensiyel denklemlerde adi
diferensiyel denklemlerdekine gore daha cok bilgi gerektirir.

Oyleyse, (3.18) sistemi icin baslangi¢ kosulunu
X(t) =Xo(r), to—t<1<19 (3.19)

olarak tamimlayalim. O halde, ortaya ¢ikan baslangic deger problemi i¢in bir ¢6ziim,
to <t <ty+ 7 iken (3.18) sistemini ve tp — T < t < 19 iken (3.19) baslangi¢ kosulunu
saglayan X(t) ¢oziimiidiir. Oyleyse, bu ¢oziimiin varligi ve tekligi ile ilgili teoremi
ifade edelim.

Teorem 3.14 (Varlik ve Teklik [30]). Eger, F fonksiyonu (ty,Xo(to),Xo(to — 7))
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noktasutmin bir komsulugunda siirekli ve bagimli degiskene gore Lipschitz kosulunu
sagliyor ve Xo(t) baslangi¢c fonksiyonu [to — T,t0] araliginda siirekli ise (3.19)
baglangi¢ deger probleminin yeterince kiigiik bir 6 > 0 icin to <t < ty+ 6 araliginda
tamimli tek bir ¢oziimii vardr.

Gecikmeli diferensiyel denklemelerin, adi diferensiyel denklemlerden farklilik
gosterdigi bir bagka nokta ise karakteristik denklemin tipidir. Biliyoruz ki adi
diferensiyel denklemlerde karakteristik denklem polinom bicimindedir. Ote yandan,
tek gecikme iceren diferensiyel denklem sistemine karsilik gelen lineer sistemin
karakteristik denklemi, farkli olarak,

P(A)4+0(A)e ™" =0

seklindedir. Burada, P ve Q, A nin polinomlaridir. Bu tip denklemler, e A7 terimini
icerdigi icin transandantal denklem olarak adlandirilir. Ayrica kompleks diizlemde
sonsuz coklukta koke sahiptir. Bu durumda (3.19) sistemine karsilik gelen lineer
sistemin sonsuz coklukta lineer bagimsiz ¢6ziimii vardir. Sonu¢ olarak gecikmeli
diferensiyel denklem sistemlerinin ¢6ziim uzayr sonsuz boyutludur [37]. Bu nedenle
de sistemin Ozdegerlerinin reel kisimlarimi incelemek ve dolayisiyla sistemin
kararhilik yapisin1 belirlemek adi diferensiyel denklemlere gore daha zordur.
Transandantal denklemlerin kokleri hakkinda daha fazla bilgi icin [38] kaynagina
bagvurulabilir.

Gecikmeli diferensiyel denklemler ile modelleme yaparken sistemin sadece o anki
durumunu goz Oniine almak yerine sistemin ge¢cmis zamandaki durumunu da dikkate
aliniz. Bu nedenle gecikmeli diferensiyel denklemler bir gecikme terimi icermektedir.
Buradaki gecikme teriminin ifade ettii gecikme sekli iki farkli sekilde olabilir. Bir
uyaranin veya girdinin ardindan reaksiyonun gerceklesmesine kadar sabit bir siire
geciyorsa, bu gecikmeye kesikli gecikme denir. Yani bu durumda ¢ zamanindaki bir
girdi veya uyaridan sonra verilen tepki # + T zamaninda meydana geldigi kabul edilir.
Uyariya veya girdiye verilen tepki belirli bir siire sonra degil de siirekli bir zaman
araliginda meydana geliyorsa bu gecikmeye dagilimli gecikme denir [25]. Bu
gecikme tipinde ise tiim ge¢misin birikimli etkisi goriilmektedir. Bu tezde, sadece
kesikli gecikme igeren sistemleri ele alacagiz. Bu nedenle gecikme terimi ifadesi
kesikli gecikme anlaminda kullanilacaktir.

3.6 Epidemolojik Modellerde Baz1 Kavramlar

Epidemolojik modellerde, hastaliklarla ilgili kavramlar matematiksel modellerin
olusturulmasinda ve analizinde onemli rol oynamaktadir. Kullanilan bu kavramlardan
bazilarina ve bazi teorilere bu boliimde deginilecektir. ilk olarak epidemiyolojinin
tanimin1 yaparak baglayalim. Epidemiyoloji, popiilasyonlardaki saglik ve hastalik
kosullar1 hakkinda kaliplar, nedenler ve etkiler lizerine calisgan ve bu caligmalarin
sonucunu saglik sorunlarinin kontrolii amaciyla uygulayan bir alandir [39]. Bu
sekilde halk saglhigina kritik destek saglar.

Epidemiyolojik calismalarin baglica alanlar1 arasinda hastalik nedenlerinin, hastaligin
yok olma veya devam etme siireclernin ve tedavi etkilerinin arastirilmasi yer alir.
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Hastaliklar1 daha etkili bir sekilde onlemek ve kontrol etmek i¢in, hastaligin gerek
canli i¢inde gerekse canlilar arasinda yayilma mekanizmalarini ve bulagsma
dinamiklerini tam olarak anlamak Onemlidir. Matematiksel modellerin kullanilmasi
ile hastalik hakkinda yararli tahminler ve bilgiler elde edilebilir. Kazanilan bilgi ve
tahminler ise bilim insanlarina rehberlik eder. Boylece hastaligin nasil ele alinacagina,
kontrol edilecegine veya miimkiinse dnlenecegine dair stratejiler gelistirilebilir.

3.6.1 Kompartman Modeller

Cogu epidemik model, ev sahibi popiilasyonunu, her biri hastalik durumlarina gore
0zdes bireyleri iceren boliimlere ayirmaya dayanir. Bu sekilde ana popiilasyonun alt
boliimlere ayrildigi modellere kompartman modeller denilir. Bu tip modellerin
temeli Kermack ve McKendrick’in 1927 yilinda yaptigi [40] c¢alismasina
dayanmaktadir. S, E, I ve R harfleri ile ifade edilen bu kompartmanlar asagida
aciklanmugtir:

* S (Susceptible): Enfekte olmamigs ancak hastalifa yakalanmaya ve bulagici hale
gelmeye aday olan popiilasyon.

* I (Infected): Enfekte olmus ve hastali1 bagkalarina bulastirabilen popiilasyon.

 E (Exposed): Enfekte olmus ancak heniiz enfeksiyonun ortaya ¢ikmadagi
asamadaki popiilasyon.

* R (Recovered or Removed): Hastalig1 gecirip iyilesen veya yok olan
popiilasyon.

Literatiirde karsilagilan epidemolojik modellerden bazilar1 SEIR, SEIRS, SIR, SIRS,
SEI, SEIS, SI, ve SIS modelleridir. Bir modele hangi boliimlerin dahil edileceginin
secimi, modellenen hastaligin belirli 6zelliklerine ve modelin amacina baghdir.
Ornegin, SIR modelleri yeniden enfeksiyona kars1 bagisiklik saglayan bir hastalik
icin kullanilirken; SIS modelleri, yeniden enfeksiyona kars1 bagisiklik yaratmayan
hastaliklar i¢in kullanilir. SIR modeli kullanilan bir hastalik dinamiginde, S
kompartmaninin bir tiyesi enfekte oldugunda I kompartmanina dahil olur. Devaminda
iyilestiginde ise R kompartmaninin bir iiyesi haline gelir. Ote taraftan SIS kullanilarak
modelenen bir hastalik dinamiginde S kompartmaninin bir iiyesi enfekte olarak dnce I
kompartmanina gecer. Bu dinamikte enfekte olan bir birey iyilestiginde yeniden
enfekte olmaya aday hale gelir ve S kompartmanina gecer.

Bulagict hastalik dinamigindeki en 6nemli endiselerden biri, hastaligin popiilasyonda
varligin siirdiiriip stirdirmeyecegidir. Bu tip bir dinamigi ele alan bir sistemde denge
noktalarini hastaligin durumlarina gore isimlendirebiliriz. Popiilasyonun hastaligin
olmadig1 denge durumunu tanimlayan denge noktas: enfeksiyonsuz denge noktasi
olarak adlandirilir. Kompartiman olarak bakilirsa bu denge noktasinda I veya E
kompartmanlar1 yoktur. Bu kompartmanlarin yer aldigi enfekte denge noktas: ise
popiilasyonda hastaligin mevcut oldugu denge durumunu ifade eder. Ayrica, biyolojik
modellerin calisildig1 bolgeler i¢in uygulanabilir bolge kavrami kullanilir. Biliyoruz
ki popiilasyon modelleri konu oldugunda negatif coziimler veya bolgeler biyolojik
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acidan calismanin ilgi alaninda degildir. Oyleyse, bu modellerde uygulanabilir
bolgelerin negatif olmama oOzelliginin korundugu bolgeler olmasina dikkat
edilmelidir.

(a) (b)

()

Sekil 3.15: Literatiirde karsilasilan epidemolojik modellerden bazilarinin diyagramlari.
(a) Temel SIR modeli diyagrami. (b) Temel SIS modeli diyagrami. (c) Temel SEIR
modeli diyagrami

Epidemik modellerde en sik kullanilan temel Olciitlerden biri enfeksiyon iiretme
temel esik degeridir (93g). Bu deger genel olarak, bir popiilasyonda tek bir enfekte
birey tarafindan iiretilen ikincil enfeksiyon sayisi olarak tanimlanir [41]. Buradaki
ikincil ifadesi baglama baghdir: Ekolojide, Ry, tiiriin tipik bir iiyesinin yasam boyu
treme basaris1 olarak kullanilir. Epidemiyolojide, 93¢ bir popiilasyonda, enfekte
olmus tek bir kisinin tiim bulasici donemi boyunca enfekte ettigi kisi sayist olarak
almir. Konak i¢i dinamiklerde ise yasam siiresi boyunca bir enfekte hiicre tarafindan
tiretilen yeni enfekte olmus hiicrelerin sayis1 93¢ olarak kullanilir [42].

Salgin iiretme temel esik degeri, hastalifin yayilmasini 6l¢gmek amaciyla kullanilir.
Eger PRy < 1 ise enfekte olmus her birey ortalama olarak birden daha az yeni enfekte
bireye neden olur. Bu nedenle hastalik popiilasyonda yayilamaz ve yok olacagi
tahmin edilir. Ancak Rg > 1 ise enfekte bireylerin sayis1 giderek artar ve hastalik
yayilir. Hastaligin popiilasyonu istila edecegi tahmin edilir. Ayrica bu deger, bir
salgint kontrol etme veya hastaligi ortadan kaldirmanin zorlugunun da bir
gostergesidir (9Rp’nun degeri ne kadar biiyiikse, salginin kontrol edilmesi o kadar zor
olur).

Salgin  iretme temel esik degeri ‘R, farkli yontemler kullanilarak
hesaplanabilmektedir: Jakobiyen matrisi yaklasimi ile hesaplanmasi bu yontemler
arasinda bulunmaktadir. Detaylar icin [43] referansina bagvurulabilir. [42]
referansinda bulunan yontemlerden biri olan hayatta kalma fonksiyonu yaklagimi
olarak tanimlanan yontem, 6ziinde 93’1 bir tamimidir. Dolayistyla oldukg¢a zengin bir
kullanim ge¢cmisine sahiptir. [44] ¢alismasinda ise $Rg hesaplamak i¢in graf teorisinin
kullanildig1 bir yontem yer almaktadir. Ayni caligmada bu yontem igin bir algoritma
verilmigtir. Bu tez calismasina kullanilan ve detaylar1 verilecek olan gelecek nesil
matrisi yaklagimi ile YRy hesaplama yontemi [45] ¢calismasina dayanmaktadir.
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Simdi ise [46] calismasinda Pauline van den Driessche ve James Watmough
tarafindan ortaya koyulan heterojen bir popiilasyon i¢in ¢cok kompartmanli genel bir
hastalik modelinin ayrintilarim1 verecegiz. Ilk olarak heterojen bir popiilasyon
diisiinelim. Oyle ki popiilasyondaki bireyler yas, davranis ve/veya hastalifin evresi ile
ayirt edilebilsin. Oyleyse bu heterojen popiilasyonu, bir bolmedeki bireylerin
birbirinden ayirt edilemeyecegi sekilde homojen alt popiilasyonlara veya
kompartmanlara bolebiliriz. Bu ¢alismada bireylerin hastaligin varlig1 veya yoklugu
ile ayirt edilebilecegi bir heterojen popiilasyonu ele aliyoruz. Bir kompartmana,
icindeki bireyler enfekte ise hastalik (enfeksiyon) kompartmani; saglikli ise
hastaliksiz (enfeksiyon olmayan) kompartman denir.

Kabul edelim ki n tane kompartman igeren heterojen bir popiilasyonda ilk m tanesi
hastalik kompartmanina ve geriye kalanlar ise hastaliksiz kompartmana karsilik
gelsin. Yani x;, i = 1,2,...,n i¢in her i. kompartmana ait popiilasyonlardaki birey
sayisint gostermek {izere

X = (X1,X2, ooy Xons Xt 150 Xn)
——

hastaliks1z kompartman

olsun. Ote taraftan her i = 1,2,...,n icin .%;, i. kompartmanda yeni enfeksiyonlarin
ortaya ¢ikma orani; 7;, i. kompartmandaki hastaligin ilerleme/iyilesme hizi ile
bireylerin 6liim oranim belirtsin. Yani

F = (F1, Py, T ve ¥ = (W, 5, V)T

olsun. Sonu¢ olarak her i = 1,2,...,n icin f;(X) = Z(X) — #(X) ve
f= (f1,f2,.... fu)! olmak iizere kompartmanl model asagidaki bicimde yazilabilir:

X=f(X)=7(X)- 7 (X) (3.20)

Burada 7, bireylerin i. kompartmandan transfer (¢ikis) orani olsun. “I/I-+ bireylerin
herhangi bir yolla i. kompartmanina transfer (girig) oran1 olmak iizere %; = 7, — ”//ﬁ
seklinde ifade edilebilir. Ornegin i. kompartmandaki hastaligin ilerleme hizi ”I/l.+ ile
belirtilirken, i. kompartmandaki bireylerin &liim oran1 ;™ ile ifade edilir.

1/7

Z 7

— | Xi |/

Sekil 3.16: i. kompartmandaki degisimler.

Not. Kompartmanlarin enfekte ve enfekte olmayan olarak tanimlanmasi veya
hastaliktaki dinamiklerin .% ve ¥ olarak ayristirilmasi tek degildir. Her modelin
farkli epidemiyolojik yorumlarina karsilik gelen farkli ayrigsmalar yapilabilir. Bu
durumda enfeksiyon iiretme temel esik degeri i¢in farkli ifadelerin elde edilmesine
yol agabilir.

(3.20) sisteminin iyi tanimli olabilmesi i¢in modeldeki ayristirmalarin asagidaki
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varsayimlar1 saglamasi gereklidir. Ek olarak, bu sistem i¢in enfeksiyonsuz denge
noktalarmin kiimesi S = {X>0|X;=0,i=1,...,m.} olarak tanimlansin ve her
fonksiyonun her degiskene gore en az iki kez siirekli tiirevlenebilir oldugu varsayilsin.

(A1) Her fonksiyon bireylerin kompartmanlar arasi transferini temsil ettiginden, bu
fonksiyonlar negatif olamaz. Yani,

X >0iseheri=1,2,...,nicin % (X), % (X), 7" (X) >0 olur.

(A2) Bir kompartman bos ise 6liim, enfeksiyon ya da bagka bir nedenle o kompartman
disina transfer olamaz. Yani,

X;=0ise 7;” =0 olur.

(A3) Tim yeni enfeksiyonlar, enfekte olmug bireylerden kaynaklanan ikincil
enfeksiyonlardir. Enfekte olmayan kompartmanlar i¢in, yeni enfeksiyon orani
sifirdir. Yani,

i > migin .%; = 0 olur.

(A4) Hastalig1 yayan enfekte bireylerin kompartmanlar arasi gegisi yoktur. Yani,
XeSisei=1,2,..micin Z (X)=0ve ¥, (X) =0, ¥ (X) =0 olur.

(A5) (3.20) sisteminin S’e kisitlanmasi ile elde edilen hastaliksiz modelde
enfeksiyonsuz denge noktast Xo = (Xo,,Xo,, .-, X0,,,0,...,0) € R" olmak iizere
lokal asimptotik kararlidir. Yani baglangigta hastaliksiz olan enfekte olmus bir
birey sisteme dahil edildiginde hastaligin popiilasyonda yayilmasina neden
olmaz. Yani,

Z (X) = 0 ise (3.20) sisteminin enfeksiyonsuz denge noktasi X(’da hesaplanan
Jakobiyen matrisi Df(Xp)’in 6zdegerlerinin hepsinin reel kismi negatif olur.

Simdi ise yukarida verilen varsayimlarin anlamlar1 ve ne ifade ettikleri lizerine bazi
aciklamalar yapalim. (3.20) ile verilen kompartmanl sistemi ele alalim. (A1) ve (A2)
ozelliklerinin saglanmasi X; = 0 oldugunda f;(X) > 0 olmasmi gerektirir. Yani
coziimler negatif olmayan bolgede ileriye dogru degismezdir. Sonug¢ olarak negatif
olmayan bir baglangi¢ deger ile sistemin negatif olmayan tek bir ¢6ziimii vardir. (A3)
ile hastaliktan armnan alt popiilasyonun hastaliksiz kalacagi varsayilmaktadir. Bu
varsayim ise hastaliksiz alt uzay S’nin degismez oldugunu garanti eder. Yukarida
listelenen kosullar ile birlikte Df(X() Jakobiyen matrisi icin asagidaki lemmay1
verebiliriz.

Lemma 3.1. X, (3.20) sisteminin enfeksiyonsuz denge noktast olsun. (A1)-(AS) ile
verilen kosullar saglamirsa D.7 (Xo) ve DV (Xo) matrisleri asagidaki sekilde
parcalanarak yazilabilir:

DF(X,) = (’; 8) DY (Xy) = (Z J(D

Burada F ve V matrisleri m X m boyutunda olup

0. 2Y; ..
— = < <
F [axj (XO)} veV {axj (Xo)} ,1<i,j<m
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ile tamimlidir. Ayrica, F negatif olmayan bir matris ve V ise tekil olmayan bir M-
matristir.' Ek olarak Jy matrisinin tiim ozdegerleri pozitif reel kisma sahiptir.

ispat. Bakiniz [46]. O

3.6.2 Gelecek Nesil Matrisi ve Salgin Uretme Temel Esik Degeri

Oncelikle bir onceki boliimde tanimlanan matrislerin neyi ifade ettiklerini
degerlendirelim. Burada F matrisinin F;; eleman1 j kompartmanindaki enfekte olmug
bireylerin i kompartmaninda yeni enfeksiyonlar iliretme hizi olarak yorumlanabilir.
Ayrica V' matrisinin Vj, elemani, hastalik icermeyen k kompartmanina dahil edilen
enfekte bir bireyin Omrii boyunca j bolmesinde gecirdigi ortalama siire olarak
degerlendirilebilir.

Ek olarak, Lemma 3.1’den V matrisinin tekil olmayan bir M-matris oldugunu
biliyoruz. Bu nedenle tersi vardir ve negatif olmayan bir matristir. Oyleyse FV !
matrisi de negatif olmayan bir matristir.

Tanmmm 3.9 (Gelecek Nesil Matrisi [45]). K = FV~! ile tamumlanan matrise, (3.20)
sistemi icin gelecek nesil matrisi denir.

Oyleyse, FV~! matrisinin (i,k) eleman1, baslangicta k kompartmanina dahil edilen
enfekte bir birey tarafindan i kompartmaninda iiretmesi beklenen yeni enfeksiyon
sayisidir. Sonug olarak enfeksiyon iiretme temel esik degeri Ry, gelecek nesil matrisi
yardimu ile

Ro=p(K)=p(FV") (3.21)

seklinde hesaplanir. Burada p(K), K matrisinin spektral yaricapim? gostermektedir.
Oyleyse K matrisinin mutlak degeri $3o’dan daha biiyiik olacak sekilde bir 6zdegeri
yoktur. SRy 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor ise nesil basina ikincil enfeksiyonlarin
sayisint lireten enfekte bireylerin dagilimi olarak yorumlanabilir. $imdi ise enfeksiyon
tiretme temel esik degeri ile ilgili kararhilik teoremini verelim.

Teorem 3.15 (Kararlilik [45]). (3.20) ile verilen kompartmanli sistemi ele alalim.
(A1)-(AS) ile verilen kosullar saglansin. X, (3.20) sisteminin enfeksiyonsuz denge
noktast ve Ry, (3.21) esitligi ile tanmimli olmak iizere R < 1 ise Xq lokal asimptotik
kararli; Ro > 1 ise X kararsizdrr.

ispat. Bakiniz [46]. U]

3.6.3 Tleri ve Geri Catallanma

Bir onceki boliimden biliyoruz ki, enfeksiyon iiretme temel esik degerinin 9y = 1
kritik degeri civarinda, sistemin dinamiginde baz1 degisiklikler meydana gelmektedir.
Mo parametresi degisirken enfeksiyonsuz denge noktasi Xo’'mn kararlilhik yapisi

'Kosegen dis1 elemanlar sifirdan kiiciik veya sifira esit olan ve 6zdegerleri reel kisimlar1 negatif
olmayan matrislere M-matris denir.
?Bir K matrisinin spektral yarigap1, K’nin 6zdegerlerinin mutlak degerlerinin maksimumudur.
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degismektedir. Bu durum, P3¢ = 1 kritik degeri icin transkritik c¢atallanmanin
sinyallerini vermektedir. Cogunlukla, salgin modellerinde bu kritik degerde ileri
(stiperkritik) ve geri (subkritik) olmak iizere iki farkli catallanma goriilmektedir. leri
catallanma, 9Ry < 1 iken lokal asimptotik kararli olan enfeksiyonsuz denge noktasinin
MR > 1 oldugunda kararliligimi kaybettigi ve pozitif lokal asimptotik kararli bir
enfekte denge noktasmin ortaya ciktigi durumu ifade eder. Ote taraftan, geri
catallanma ortaya c¢iktiginda dinamik bundan daha karisiktir. Geri ¢atallanma, 9Rg < 1
oldugunda lokal asimptotik kararli olan enfeksiyonsuz denge noktasina ek olarak,
pozitif lokal asimptotik kararli bir enfekte denge noktasimin da var olabilecegi
anlamina gelir. Epidemiyolojik olarak geri c¢atallanma oldukca Onemlidir. Ciinkii
enfeksiyon iiretme temel esik degeri R artik hastalifin ortadan kaldirilmasini garanti
etmek icin yeterli bir parametre degildir. Salgin iiretme temel esik degerinden daha
kiiciik bir esik degerine ihtiya¢ vardir.

Bu boliimde, catallanma degeri $Rg = 1 ve denge noktast X = X yakininda (3.20)
sisteminin merkez manifoldunun davraniglarini incelemek amaciyla merkez manifold
teorisini kullanacagiz. Bu teori Pauline van den Driessche ve James Watmough
tarafindan yapilan [46] ve Carlos Castillo-Chavez ve Baojun Song tarafindan yapilan
[32] caligmalarina dayanmaktadir. Detaylar icin belirtilen kaynaklara bagvurulabilir.

Oncelikle kolaylik olmas: acisindan, SRg = 1 catallanma degerini orijine tagiyalim.
Bunun i¢in u = 9y — 1 olarak yeni ¢atallanma parametresini tanimlayalim. Boylece
MRo < 1 oldugunda p < 0 ve Ry > 1 oldugunda y > 0 olur. Oyleyse (3.20) sistemini
bir 6nceki boliimde anlatilan tiim 6zellikler ve sartlar ile birlikte

X =f(X, 1) (3.22)

olacak sekilde yeniden yazalim. Kabul edelim ki f fonksiyonu X ve u degiskenlerinin
her ikisine gore en az iki kez siirekli tiirevlenebilir olsun. Ayrica Dxf(Xg;0) Jakobiyen
matrisi basit (tek katl) sifir 6zdegerine sahip olsun ve bu sifir 6zdegerine karsilik gelen,
w.v = 1 olacak seklindeki sol ve sag ozvektorler v ve w olsun. Lemma 3.1 ve Teorem
3.15’ten soyleyebiliriz ki Dxf(Xp;0) Jakobiyen matrisinin geriye kalan 6zdegerleri
negatif reel kisma sahiptir.

Simdi de a ve b parametreleri icin (3.13a) ve (3.13b) ile verilen esitlikleri
hatirlayalim. Teorem 3.15’ten goriilebilir ki (3.22) sistemi i¢in b > 0 olur. Oyleyse
sistemdeki dinamigi belirleyebilmek icin a parametresinin isaretine ihtiyacimiz
vardir. Bunu belirleyebilmek i¢in ise (3.13a) esitligi ile verilen a parametresinin
ifadesini kompartmanl sistemler i¢in elde edilen teori ve sonug¢lardan yararlanarak
yeniden diizenleyelim.

Lemma 3.2 ([45]). Kabul edelim ki (3.22) sistemi icin f fonksiyonu X ve U
degiskenlerinin her ikisine gore en az iki kez siirekli tiirevlenebilir olsun. (A1)-(AS) ile
verilen kosullar saglansin ve Dxf(Xo;0) Jakobiyen matrisi basit (tek katl) sifir
ozdegerine sahip olsun. Oyleyse, bu sifir ozdegerine karsilik gelen, w.v = 1 olacak
seklinde secilen sol ve sag ozvektorler v = (vi,vy,...,v,) ve w = (wi,wy,...,w,)T icin
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i=1,2,...mikenv; >0vew; >0;i=m+1,...,n iken v; = 0 olur. Ayrica

n

Y 1 2*f; 9%f,
a= ijzk"IViijk (5 IX;0X; (Xo,0) +l;r]alkm(Xo,0) (3.23)

seklinde yeniden ifade edilebilir. Burada [oyy] ifadesi, [=m+1,....nvek=1,...,micin
—Jy 1J3 matrisinin (I —m,k). elemamimi belirtmektedir. J3 ve J4 matrisleri ise Lemma
3.1’de tamimlandig iizere DV (Xo) matrisinin alt bloklaridur.

Sonug olarak bu boliimiin asil sonucunu asagidaki teorem ile ifade edebiliriz.

Teorem 3.16 (Ileri ve Geri Catallanma [46]).

(3.22) ile verilen kompartmanlt modeli diisiinelim. Bu sistemdeki f fonksiyonu (Al)-
(AS5) ile verilen kosullari saglasin. Kabul edelim ki Dxf(Xo;0) Jakobiyen matrisinin
basit (tek katly) sifir ozdegeri olsun. a, (3.23) esitligi ile tammlansin. Oyleyse, asagidaki
ifadeleri saglayacak sekilde bir 6 > 0 vardur.

i. a <0 ise enfeksiyonsuz denge noktast Xo'in yakiminda 0 < u < 0 icin lokal
asimptotik kararl bir enfekte denge noktast vardir.
ii. a> 0 ise enfeksiyonsuz denge noktasi Xo’in yakininda —6 < u < 0 i¢in kararsiz

bir enfekte denge noktast vardir.

Ozel olarak a > 0 ise sistemde geri ¢atallanma; a < 0 ise sistemde ileri ¢atallanma
goriiliir.

> u s > U
() (b)

Sekil 3.17: (a) Ileri catallanma icin ¢atallanma diyagrami. (b) Geri ¢atallanma igin
catallanma diyagrami.
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4. LITERATURDE HIV DINAMIGININ MATEMATIKSEL MODELLERI

1980’lerde HIV’in kesfedilmesinden bugiine kadar, HIV enfeksiyonu i¢in herhangi
bir tedavi bulunamamaistir. Bu durum ise viriisiin hem bireyler arasinda hem de hiicre
ici diizeyde yayilmasinin kontrol altina alinmasini saglayacak bazi stratejilerin
geligtirilmesini gerekli kilmistir. Bu nedenle, son 30 yildir HIV enfeksiyonunu
arastiran pek cok matematiksel model gelistirilmis ve analiz edilmistir. Literatiirde,
popiilasyonlarda HIV’in bireyler arasinda yayilmasini c¢alisan modellerin [47, 48]
yani sira, HIV enfeksiyonunu hiicresel diizeyde inceleyen pek ¢ok matematiksel
model bulunmaktadir (Bakiniz [49, 50]).

Bu tez ¢calismasinin odak noktasi HIV enfeksiyonunun hiicresel diizeydeki dinamigi
oldugundan, literetiirdeki bu tarz Ornekler iizerinde durulacaktir. Literatiirde bu
dinamigin aragtirrlmasin1 farkli perspektiflerden ele alan pek cok model
bulunmaktadir. Temel olarak, enfekte olmamis ve enfekte olmus hedef hiicrelerin
dinamikleri ile viriis tiretim ve yok olma ac¢isindan viral dinamikler arastirilmistir.
Baz1 ¢caligmalarda ise HIV’in bagisiklik sistemi iizerindeki etkisine odaklanilmistir.
Antiretroviral terapi yoOntemlerinin ¢ikmasiyla bazi caligmalarda bu terapilerin
etkinliginin dl¢iilmesi amaclanmistir. Ek olarak, HIV enfeksiyonu bagisiklik sistemini
zayiflatarak viicudu gelisebilecek tiimorlere ve firsat¢1 bazi enfeksiyonlara kars
savunmasiz birakmaktadir. Bu nedenle HIV enfeksiyonunu ile tiimor biiylimesinin
dinamigini ve HIV enfeksiyonu ile ikincil enfeksiyonlarin dinamigini ele alan
caligsmalar da oldukca onem arz etmektedir. Tiim bu caligmalardaki ana amag ise
hastalifin dinamigini matematik yardimiyla anlayabilmek, bdylece bu hastaligi
kontrol edebilmek veya hastaliga kars1 bir tedavinin gelistirilebilmesine bir adim daha
yaklasabilmektir. Bu boliimde, tez ¢alismasindaki arastirma problemleri i¢in bir ¢ikis
noktasi yaratan literatiirden bazi calismalara yer verilecektir.

Ik olarak, 2000 yilinda [49] calismasinda Rebecca V. Culshaw ve Shigui Ruan;
Perelson ve arkadaslan tarafindan [51] calismasinda 6nerilen ODE modelini, saglikli
CD4™" T hiicreleri (T), enfekte olmus CD4™" T hiicreleri (I) ve viriis (V) olmak iizere
sadece ii¢ popiilasyonu g6z dniinde bulundurarak

cjl_f — s— prT (1) +rT (1) (1 _ W) —kV()T (1),
%:k’lv(z)T(t)—uzI(t),
dd_‘t/ = NupI (1) —kyV(0)T (1) — pyV (¢)

modeline indirgenmis ve bu modelin lokal kararlilik analizini tamamlamiglardir. Bu
modelde HIV enfeksiyonunun hiicre i¢indeki serbest viriisler ile yayildigr kabul
edilmistir. Ayrica modele, viral temas ile CD4" T hiicresinde enfeksiyonun olugmasi
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arasindaki zamani tanimlayacak sekilde kesikli bir gecikme terimi eklenmis ve olusan
gecikmeli sistemin Hopf ¢atallanma analizinin varlig1 caligilmistir.

Jie Lou ve calisma arkadaglar1 tarafindan; 2006 yilinda yapilan [52] calismasinda
kanser hiicreleri (C), saglikli CD4™ T hiicreleri (T'), enfekte olmus CD4" T hiicreleri
(I) olmak iizere ii¢ popiilasyondan olusan

=0 (n (1= ) ar),
+1

- =

o =10 (n (1- SO iy —sarr).
=10 T ()~ )

modeli sunulmustur.

Bu calismada sistemin denge noktalart belirlenmis, denge noktalart icin lokal
kararlilik analizi gergeklestirilmistir. Bu modelde [49] calismasindan farkli olarak
HIV enfeksiyonunun hiicreden hiicreye yayildigir kabul edilmistir. Bu calisma ile
kurulan modelin kapsamli olmamas1 ve gerceklestirilen matematiksel analizlerin
yetersiz olmas1 agisindan oldukg¢a basit oldugu soylenebilir. Yine de bu calisma,
kanser ve HIV dinamiginin arastirilmasi i¢in bir temel olusturmustur.

[52] caligmasindan yola ¢ikan Marek Bodnar, Urszula Fory$ ve Zuzanna Szymanska
2009 yilinda yaptiklar1 [53] ¢alismasinda; kanser hiicreleri (T'), saghikli CD4" T
hiicreleri (E), enfekte olmus CD4™" T hiicrelerini (I) iceren asagidaki modeli analiz
etmislerdir:

=T ()~ kT (W)

k() (1 - W) HTOEO+(1 -k TE-DE—D)
—kE(1)I(1),

= hEI(1) — (1),

Bu calismada, 7 = 0 ve 7 > O iken lokal kararlilik analizi gerceklestirilmistir.
Gecikme terimi olan 7°’nun anlamina dair bir yorum bulunmamaktadir. [52]
calismasina benzer olarak bu calisma icin de modelin kapsamli olmadigin1 ve
matematiksel analizlerin yetersiz oldugunu sdyleyebiliriz. Ayrica yapilan yorumlar ve
elde edilen sonuglar bakimindan da oldukca basit bir ¢alisma olarak kalmugtir.

Takiben 2011 yilinda Urszula Fory$ ve Jan Poleszczuk [52] ve [53] calismalarina bir
degisiklik getirmistir. Biliyoruz ki HIV enfeksiyonunun hiicre i¢inde yayilmasi icin
iki yol vardir. [54] referansinda calistiklart modele bu iki yolu da dahil etmislerdir. Bu
dogrultuda viriis popiilasyonunu da goz oniine alarak; kanser hiicreleri (7"), saglikl
CD4" T hiicreleri (E), enfekte olmus CD4" T hiicreleri (I) ve HIV (V)
popiilasyonlarindan  olusan bir model ©ne siirmiislerdir.  Ancak, viriis
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popiilasyonundaki degisim hizinin, diger hiicre popiilasyonlarinin degisim hizina goére
oldukg¢a diisiik oldugunu varsaymiglardir. Sonug olarak, one siirdiikleri modeli 62—‘; =0
varsayimi altinda

‘;_f = nT ()~ ki T(D)E(),
W — 1T () 0= () ~ W T(EG) + (1~ )T (¢ — D)E( )~ kE()1(0),
g — ko E(0)I(1) — i 1(1).

modeline indirgeyerek analizlerini gerceklestirmislerdir. Bu modeldeki 7 gecikme
terimi, CD4" T hiicrelerin tiimor hiicrelerini Oldiirdiikten sonra yenilenmek igin
ihtiyac duydugu siire olarak tanimlanmistir. Bu calismada 7 = O iken denge
noktalarinin lokal kararlilik analizi ve 7 > O iken de Hopf catallanma analizi
gerceklestirilmistir.

Simdi de son ¢alisma olarak, Fathalla A. Rihan ve Duaa H. Abdel Rahman tarafindan
2013 yilinda yapilan [50] ¢alismasindan bahsedelim. Bu calismada, kanser hiicreleri
(T), saglikli CD4™" T hiicreleri (E), enfekte olmus CD4" T hiicreleri (I) ve HIV (V)
popiilasyonlar1 dikkate alinarak sunulan bir model, [54] calismasindaki yaklagima

benzer sekilde ‘2—‘: = () varsayimi altinda

‘;_f — nT(t) =k T(0)E(),
cfi_f =nT({t)+a—WwE()—ekT)E(r) —kE(1)(1),
g — E)I(1) — (1)

modeline indirgenerek denge noktalarinin lokal kararlilik analizi gerceklestirilmistir.

Ayni ¢alismada modele saglikli CD4" T hiicrelerinin tiimor hiicrelerini ve viriisii
tanimasi ic¢in ihtiyag duydugu siireyi temsil edecek sekilde bir gecikme terimi
eklenmistir. Bu ¢alisma, gecikmeli diferensiyel denklem sisteminin Hopf catallanma
varlik analizini de icermektedir. [50] ¢alismasi, kendinden Onceki c¢alismalarin bazi
eksiklerini kapatsa da tam olarak tiim eksikleri kapatabilmis degildir. Oncelikle
dinamige viriis popiilasyonu dahil edilmis olsa da analizler, dinamigin viriise doydugu
varsayimi altinda yapilmigtir. Yapilan bu varsayim tiim dinamigi anlamak adina
yetersiz kalmistir. Ayrica global kararlilik analizi, Hopf catallanmanin yonii gibi bazi
matematiksel analizler acisindan da calisma yetersiz kalmaktadir.

Literatiirde var olan matematiksel modellerde bazi eksikler gozlemlenmistir. Bu
eksikler iki ana kategoriye ayrilabilir: modelin dinamigi temsil yetenegine dair
eksikler, sistemin matematiksel analizine dair eksikler. Bu tez calismasinda,
literatiirdeki modellere bu iki kategori acisindan da bazi yenilikler katilmistir.
Modelin dinamigi temsil yetenegine dair iyilestirmeler yapilmig, boylce calisilan
modellerin s6z konusu biyolojik dinamige daha iyi bir yaklasim saglanmasi
hedeflenmistir. Literatiirdeki modellerin analizlerine gore daha detayli matematiksel
analizler gerceklestirilerek dinami8in daha iy1 anlagilmas1 amac¢lanmistir.

51






5. MODELLER VE MATEMATIKSEL ANALIZLER

Tezin ilk boliimiinde; HIV ile enfekte olmus kisilerde enfekte olmayan kisilere oranla
belirli kanser tiirlerine daha sik rastlandigi ve o kanser tiirlerinin HIV ile iligkili
kanserler olarak adlandirildig1 ifade edildi. Ayrica bu duruma dair, HIV enfekte olmus
kisilerdeki dikkat cekici kanser istatistiklerine de yer verildi. HIV ile iligkili
kanserlerin altinda yatan dinamigin anlasilmasi, kanser bagisikliginin ve viriis-kanser
iligkisinin daha 1iyi anlasilmasini saglayabilir. Bu dogrultuda tamamlanan tez
calismasinin ana amaci; HIV, timoér ve bafisiklik sistemi hiicreleri arasindaki
biyolojik dinamigi matematiksel modeller yardimiyla anlamaktir. Bu amag
dogrultusunda oncelikle, tez ¢alismasi kapsaminda, HIV, tiimor ve bagisik sistemi
hiicreleri arasindaki biyolojik dinami8in anlasilmasi amaciyla iki temel model
olusturulmus ve analiz edilmistir. Bu modellere ve modellerin matematiksel
analizlerine dair detaylar bu boliimde yer almaktadir.

5.1 Birinci Model ve Analizleri

5.1.1 Modelin ifadesi ve Temel Ozellikleri

Bu doktora tez ¢alismasinin temelleri, Gamzegiil Aydin (Karahisarl) tarafindan yiiksek
lisans tez ¢calismasi kapsaminda lokal karalilik analizi tamamlanan,

= T~ kT ()

fg_f = nT(t) — WE(r) — 0k T(1)E(r) — ko E(1)V (1), .
L BV (1)~ el0), |
& = N8I(1) oV (1)

modeli ile atilmistir. Bu model literatiirdeki modellerde goriilen eksiklerden yola
cikilarak olusturulmustur. Bu modelde [50] calismasindan farkli olarak, model
olusturulurken tiimor i¢in spesifik olan efektér CD4™ T hiicreleri dikkate alinmustir.
Yani amag¢, HIV’in oldugu bir dinamikte tiimor ve 6zellikle tiimor i¢in spesifik olan
efektor CD4™" T hiicreleri ile ilgilenmektir. Ayrica HIV enfeksiyonunun serbest viral
partikiillerinin dogrudan T hiicrelerine dogru yayilarak bu hiicreleri enfekte etmesi ile
yayildigr varsayilmistir. Ayrica [50] calismasinda, modelin matematiksel analizi
virlisteki degisimin oldukca az oldugu varsayimi altinda modelin boyutu diisiiriilerek
tamamlanmugtir. [55] calismasinda ise modelin matematiksel analizi boyut
indirgenmeden yapilmustir. Ilk olarak bu modeli ve tarif ettigi dinamigi ele alalim.
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(5.1) ile verilen matematiksel modeldeki notasyonlar: 7'(¢), E(t), I(t), V(t) sirasiyla
herhangi bir r zamanindaki tiimor hiicreleri, CD4™ T hiicreleri, HIV ile enfekte olmus
CDA™ T hiicreleri ve serbest HIV viriis parcaciklar1 yogunlugunu gostermektedir. Bu
sistemdeki esitlikler ise ayr1 ayr1 tim popiilasyonlar ic¢in degisim oranlarim
tanimlamaktadir. Yani modeldeki negatif olmayan katsayilar, bu hiicrelerin iiretim ve
yok edilme durumlari i¢in oranlari belirtmektedir.

Tiimor bilyiimesinin ilk asamalarinda, hiicreler diizenli olarak boliinerek her seferinde
iki hiicre olusturur. Bu nedenle, bu erken evredeki tiimor bilyiimesini en iyi aciklayan
model tipi, bilylimenin popiilasyonla orantili oldugu iistel biiyiime iceren modeldir.
(5.1) sistemindeki dinamikte bu tip bir biiylime sekli ele alinmistir. Dolayisiyla, timor
hiicrelerinin  yogunlugunun, r; sabit Kkatsayisiyla iistel olarak biytdiigi
varsayllmaktadir. Bu esitlikte yer alan ikinci terim ise bagisiklik sistemi ile timor
hiicrelerinin etkilesimini temsil eder. (5.1) sistemindeki dinamikte 6zel olarak timor
icin spesifik olan efektér CD41 T hiicreleri dikkate alinmistir. Tiimor hiicrelerinin
yogunlugunun, tiimére 6zgii olan CD4™ T hiicreleri kaynakli sabit k; katsayis1 ile
azaldig1 varsayilmaktadir.

Sekil 5.1: (5.1) sistemi tarafindan aciklanan dinamik i¢in model diagrama.

CDA™ T hiicreleri ise tiimor hiicrelerinin bir sonucu olarak r, sabit katsayisi ile
olusturulmaktadir. Burada r» katsayisi, timdriin antijenitesini' modeller. Antijenisite,
tiimoriin kendinden ne kadar farkli oldugunun bir 6l¢iisii olarak diisiiniilebilir. Her bir
hiicrenin sonlu bir yasam siiresi oldugundan, ; parametresi CD41 T hiicrelerinin
dogal o6liim oranini belirtmektedir. Tiimor ve CD4't T hiicreleri arasindaki
etkilesimin, sabit Ok; katsayis1 ile CD4" T hiicrelerinin yogunlugunu diisiirdiigii
varsayilmaktadir. Buradaki 6 < 1 katsayisi, tiimor hiicrelerini 6ldiirdiikten sonra
hayatta kalmayan CD4" T hiicrelerinin oranmimi belirtir. Enfeksiyon orani olarak
alman k, parametresi, HIV partikiilleri tarafindan enfekte edilen CD4™ T hiicrelerinin
yogunlugunu artirmaktadir. Dolayisiyla, bu oranda saglikli T hiicre popiilasyonunu
azalmaktadir.

'Viicuda giren antijenin kendisine karsi antikor olusturma yetenegi, bu yetenegin derecesi,
antijenisite, immiinojenisite.
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Enfekte olmus CD4™ T hiicre popiilasyonundaki degisim orani k; enfeksiyon orani ile
artmakta ve ¢ parametresi ile dogal hiicre 6liimiiniin sonucu olarak azalmaktadir. Son
olarak NO Kkatsayisi, her bir enfekte olmus hiicreden salinan serbest viriis
yogunlugunu modellemektedir. u, katsayisi ise HIV popiilasyonundaki dogal 6liim
oramini gostermektedir. Ote yandan, bulasici olmayan viral partikiiller gz ardi
edilmistir.

Coziimlerin Pozitifligi

Bu doktora tez calismasina, (5.1) sisteminin dinamiginin niteliksel 6zelliklerinin
belirlenmesi adina [55] referansinda eksik kalan matematiksel analizler ile
baslayacagiz. Ik olarak, bu sistemin coziimlerinin pozitifligini (veya negatif
olmamasini) arastiracagiz. Biliyoruz ki bir biyolojik sistemin fiziksel olarak anlamli
olabilmesi icin tiim ¢oziimleri, pozitif herhangi bir baglangi¢ icin pozitif olmalidir. Bu
nedenle ilk adim olarak biyolojik bir dinamigi tanimlayan (5.1) sisteminin
coziimlerinin negatif olamayacagini matematiksel olarak kanitlamak ©Onemlidir.
Biyolojik bir dinamik soz konusu oldugundan tiim parametre degerlerinin pozitif
oldugu varsayilmaktadir. Oyleyse (5.1) sisteminin fiziksel olarak da anlamh
olabilmesi adina baglangi¢ kosullarini agagidaki sekilde ifade edelim:

T(0) =Ty > 0, E(0) = Ey > 0, 1(0) = Iy > 0, V(0) = Vy > 0. (5.2)

Oyleyse (5.1) sistemini (5.2) baslangic degerleri ile birlikte vektorel formda
X(t) = (T@),E(t),I(t),V(t))T ve F(X) = (f1, /2, /5, f4)7 olmak iizere asagidaki
sekilde yeniden yazalim:

X() =F(X), X(0)=X,. (5.3)

dir. Oyleyse asagidaki lemmay1 ifade edebiliriz.
Lemma 5.1. (5.3) sisteminin pozitif tek bir ¢oziimii vardir.

Ispat. Ilk olarak (5.3) sistemi icin F € CI(R4,R4) ifadesinin saglandig1 kolaylikla
goriilebilir. Oyleyse, Béoliim 3 'te ifade edilen Teorem 3.1°den (5.3) sisteminin tek bir
coziimii oldugu aciktir.

Simdi bu ¢oziimiin negatif olmadigint gosterelim. Biliyoruz ki biyolojik bir dinamik
s07 konusu oldugundan, tiim parametre degerlerinin pozitif oldugu varsayilmaktadur.
Ayrica (5.2) ile verilen baslangi¢ degerleri de pozitiftir. Oyleyse (5.1) sistemindeki
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birinci denklem
dT

E p—
seklinde ayrilabilir diferensiyel denklem olarak diisiiniilebilir. Degiskenlerine
ayrilarak terim terime integre edildiginde

T(t)(r1 —kiE(1))

t

T(t) = Tyexp /r1 —k1E(s)ds
0

coziimii elde edilir. Biliyoruz ki exp iistel fonksiyonunun deger kiimesi pozitif tanimlidur.
(5.2) ile tanmimlanan Ty baslangi¢ degeri ise pozitif kabul edilmigstir. Oyleyse her t > 0
icin
t
T(t) = Toexp /r1 —kiE(s)ds | >0
0
ifadesi yazilabilir. Simdi de (5.1)’deki ikinci denklemi integral ¢arpam yontemi ile

cozelim:
dE
E +E(t) (‘U,] + ek]T(f) +k2V(t)) — I"ZT(I)

esitligi icin integral carpani

A(t) = exp ( / (111 + 6K T (1) +k2V(t))dt>

seklindedir. Oyleyse ¢oziim

A(0)Eo + 72 [yA(s)T (s)ds

E6) = A(1)

dir. Bu ifadede ise her t > 0 icin iistel fonksiyonun pozitifliginden A(t) > 0, Ey > 0 ve
T(t) > 0olup
E(r) = A(0)Ey + 1y [A(s)T (s)ds
A(r)

ifadesi yazilabilir. Son olarak, sistemin ticiincii ve dordiincii esitlikleri icin de integral
carpani yontemi kullanilarak

>0

I(t) = Ipexp (—ct) -l—kzexp(—ct)/exp(cs)E(s)V(s)ds,
0

t

V(t) = Voexp (—at) +NSexp (—pat) / exp (Hos) I(s)ds
0

coziimleri elde edilir. Dikkat edilirse ¢oziim ifadeleri birbirini icermektedir. Bu
nedenle, bir onceki coziimler icin oldugu gibi direkt bir yorum yapilamaz. Oyleyse
baska bir yol izleyelim. Kabul edelim ki t, V (t) popiilasyonunun ilk kez sifir oldugu
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zaman olsun. Yani her t € [0,t) icin V(t) > 0, V(t1) = 0 olacak sekilde bir t; > 0
olsun. Oyleyse V (1), [0,11) araliginda artmayan bir fonksiyondur. Ek olarak

dv

- <0
dt

t=t;

olmalidir. Diger taraftan, I1(t) popiilasyonu igin elde edilen ¢édziim kullanilarak

1

I(t1) = Ipexp (—cty) + kyexp (—cty) /exp (es)E(s)V(s)ds >0
0

sonucuna ulasilir. Oyleyse, (5.1)’deki dordiincii denklemden

dv

—|  =NéI(t) — wV(h) =N6&I(1) >0
dt li=n

elde edilir. Sonug olarak, bu durum bir ¢eliski verir. Yani hert € [0,1;) i¢cin V(t) > 0,
V(t1) = 0 olacak sekilde t; zamant yoktur. Oyleyse hert > 0 icin V(t) > 0 olup

I(t) = Ipexp (—ct) + kaexp (—ct) /exp (es)E(s)V(s)ds >0
0

dir. Boylece ispat tamamlanir. [

5.1.2 Denge Noktalar1 ve Lokal Kararhlik Analizi

[55] referansinda (5.1) sisteminin lokal yapisi incelenerek denge noktalar1 ve denge
noktalarinin lokal kararli olabilmesi i¢in parametrelere bagli kosullar belirlenmistir.
Simdi de buna dair lemmay1 ve teoremi hatirlatalim. Bunun i¢in ilk olarak sistemdeki
parametrelere baglh sekilde

N5k2r1

R01 =r;— 9!’1 veE 9{0 =
ckilp

olarak tanimlansin.

Lemma 5.2 (Denge Noktalar1 [55]). Eger Ry; > 0 ise (5.1) sisteminin agsikar olan
disinda iki tane negatif olmayan denge noktasi vardir. Oyle ki,

1. Eger Ry # 1 ise hastaliksiz (enfekte olmanus) denge noktasi
So = (%, %,0,0) seklinde belirlenir.

2. Eger Ro = 1 ise v € R" U {0} olmak iizere enfekte denge noktast

x _ (Hritkery oporkg . . .
S* = (—kl(rszrl) RN T ile belirlenir.
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Teorem 5.1 (Lokal Kararlilik Analizi [55]). Hastaliksiz denge noktast So, Ry < 1 ise
lokal asimptotik kararli;, Ry > 1 ise kararsizdir. Ustelik, enfekte denge noktasi S*
Liapunov kararlidir.

ispat. Bakiniz [55]. O

5.1.3 Enfeksiyon Uretme Temel Esik Degeri

Bu boliimde (5.1) sistemi icin enfeksiyon iiretme temel esik degerini sistemdeki
parametrelere bagl olarak belirleyecegiz. Oncelikle (5.1) sistemi dort tane
kompartman iceren heterojen bir popiilasyondur. Sistemi, ilk iki kompartmani
hastalik kompartmanina ve geriye kalan iki kompartmani ise hastaliksiz kompartmana
karsilik gelecek sekilde yeniden diizenleyelim. Yani
X=(rv.rE)
olsun. Oyleyse (5.1) sistemi kompartmanli model olarak asagidaki bi¢imde yazilabilir:
X=f(X)=2(X)-7(X) (5.4)
Burada % = (%1,%2,...,.74) ve ¥V = (41, 75,..., %4)T olup

321 = sz(l‘)V(l‘),

Fr=Nol(t),
F3 =0,
F4=0,

vei=1,234icin ¥; =V, — ”I/l-+ olmak iizere

Y =cl(t) ve ¥|" =0,
V= wV() ve /3" =0,
Yy =k T(t)E(r) ve %" =nT(1),

Y, =WE@)+0kiT()E()+kE@)V() ve ¥,  =nrT(1)

ile tanimlanir. Ayrica her i = 1,2,3,4 icin f;j(X) = .%;(X) — %;(X) olmak iizere
f= (f1, /2, f3,f4)T dir. Ek olarak biliyoruz ki bu sistem icin enfeksiyonsuz denge
noktalarinin kiimesi S = {Sp} olur. Oyleyse asagida verilen kosullarin saglandig
kolayca gortilebilir:

(A1) X >0ise heri=1,2,3,41i¢in % (X),” (X),% " (X) >0 olur.

(A2) X; =0ise ;" =0 olur.

(A3) i>2igin .%; =0 olur.
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(Ad) X eSisei=1,2icin F (X)=0ve ¥ (X)=0, ¥ (X) =0 olur.

(A5) (5.4) sisteminin enfeksiyonsuz denge noktasi Sp’da hesaplanan Jakobiyen
matrisi Df(Sp)’mn 6zdegerlerinin hepsinin reel kismi negatif olur.

Simdi ise Lemma 3.1°1 kullanarak 2 x 2 boyutundaki F ve V matrislerini belirleyelim:

DF(X,) = (’; g) ve DY/ (Xy) = (Z Z)

olup, 1 <i,j <2i¢in

kor
{&/’(Xo)} k| vev [87/,()10)] c 0
9X; N§ 0 oX; 0 po

ile tanimhdir. Ayrica Lemma 3.1’den V matrisinin tekil olmayan bir M-matris
oldugunu biliyoruz. Bu nedenle tersi vardir ve negatif olmayan bir matristir. Oyleyse
FV~! matrisi de negatif olmayan bir matristir. Bu baglamda Tanim 3.9 kullanilarak
gelecek nesil matrisi

e [2 o] Jo

K=Fv!l= ki c 1 1=|ns
N6 0 | |0 — — 0

H2 ¢

olarak bulunur. Sonug¢ olarak enfeksiyon iiretme temel esik degeri Ry, gelecek nesil
matrisinin spektral yaricapi olarak

N5k27’1

Wo=p(K)=p(FV )= [

(5.5)

seklinde hesaplanir. Oyleyse Teorem 3.13’ten yola cikarak (5.1) sisteminin lokal
kararlilik analizine farkli bir bakis acis1 olarak asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 5.2. (5.4) ile verilen kompartmanli sistemi ele alalim. Sy, sisteminin
enfeksiyonsuz denge noktast ve Ry, (5.5) esitligi ile tanimli olmak iizere Rg < 1 ise Sy
lokal asimptotik kararli; Ro > 1 ise So kararsizdir.

5.1.4 Global Kararhhk Analizi

Buraya kadar (5.1) sisteminin lokal davraniglarimi belirleyecek caligmalar
tamamlanmugtir. Bu boliimde ise (5.1) sisteminin global davraniglar1 belirlenecektir.
Bunu agiklayan global kararlilik analizi i¢in asagidaki teoremi ifade edilmistir.

Teorem 5.3. ‘R, (5.5) esitligi ile tanimli olmak iizere (5.1) sisteminin enfeksiyonsuz
denge noktasi Sy, Ro < 1 ise global asimptotik kararhdr.
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Ispat. (5.1) sisteminin enfeksiyonsuz denge noktast So’in global asimptotik kararl
oldugunu gostermek icin 3.3 boliimiinde ifade edilen Liapunov direkt yontemi
kullamilacaktir. Bu yontem, uygun bir Liapunov fonksiyonunun bulunmasinit gerektirir.
Bu durumda i = 1,2 i¢cin D; : Ry — R>gvei=3,4icin D;: R, — R, olmak iizere

T
D(T)=T—T*—T*In (—) :
T*

D:2(E)=E — E* —E*In (;) ,
Ds(I)

Dy(V)

I,

Vv

fonksiyonlarindan yararlanarak aday fonksiyonu belirleyelim. Burada Dy ve D;
fonksiyonlart matematiksel biyoloji literatiiriinde Liapunov fonksiyonu olarak

kullanmilan genel bir formdur. Ayrica Sy = (T*,E*,O,O)T = (%,%,O,O>T
olmak iizere T* ve E* degerleri, sistemdeki parametrelere bagl olarak belirlenen
enfeksiyonsuz denge noktasinin birinci ve ikinci bilesenleri olarak tanmimlanmistir. Ek
olarak, Lemma 5.1°den biliyoruz ki coziimler pozitiftir. Oyleyse, i = 1,2,3.4 icin D;
fonksiyonlarmmin tamim kiimesinin R oldugu asikardir. Ayrica biliyoruz ki her x > 0
icin x — 1 —In(x) > 0 olur. Esitlik sadece x = 1 durumunda gerceklesir. Bu izellik ve
Lemma 5.1 kullamlarak i = 1,2 icin D; fonksiyonlarimin deger kiimesinin R>q ve

i = 3,4 icin D; fonksiyonlarinin deger kiimesinin R oldugu kolaylikla goriilebilir.

Oyleyse UeR?, So’1 iceren bir agik kiime, L € C! (U) ve L: U — R olmak iizere;

r—0r;

D\(T) +D>(E) +Ds(I) + £k

L(T,E,I,V) =
( ) r Rol

D4(V)

fonksiyonunu bir Liapunov fonksiyon adayr olarak alabiliriz. Oncelikle, bu
fonksiyonun pozitif tanimli bir fonksiyon oldugu asikardir. Simdi de bu fonksiyonun
bir Liapunov fonksiyonu oldugunu gosterelim. Bunun icin ilk olarak sirasiyla D;
fonksiyonlarimin zamana gore tiirevlerini hesaplayalim:

le_T—T*dT
dt T dt
T-T*
= T (rlT—leE)

= (T—T*) (r1 —klE)

=k (T —T%) <%—E>

= —ki (T —T*)(E—E*)
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ve

dD, E—E*dE
dt  E dt
E—E*

= £ (l’zT—‘ulE—eleE—szV)

ki ) E* M1y
=(n—-06rn)—(E-E)| —T—— —"——
(I’z rl) r ( ) ((rz— 97’1 E kl(rz— 97’1)

ki Ory kary
o) E—EY (- T %
+(r2 1) T ( ) ( ry — 0ry ki (ry—6ry) >

kiry T ki(r,—6
_ kel pp MO0 gy 5By
rn E r
olur. Ayrica
dD; dlI dDy _ dv
yrair koEV —cl ve 7 7 N&I — 1V

dir. Hesaplanan tiim bu ifadeleri yerine yazarsak

dL . rp — 9?‘1 le 4 dD2 dD3 E*kz dD4

dr —  r dt | dt | dr | Row di
:—M(T—T*)(E—E*)—}—M(T—T*)(E—E*)
r r
klrzT *\2 % E*kz
————=(E—E")" —k(E—E koEV —cl I—
pr E( ) 2 ( )V +kEV —c -I-mouz(NS wV)
klr‘zT %\ 2 % E*kz
=———(E—-E kyE*V —cl NOI — vV
2 (B BBV — el + 2 (NI~ V)
kiro T kyE*
= 2 g BT (1-R)V —c(1-Ro)I

r E 9%()

dL
sonucu elde edilir. Buradan R < 1 ise her (T,E,1,V) € R* \ {So} i¢in T 0 oldugu

goriilebilir. Oyleyse Teorem 3.5ten S\ enfeksiyonsuz denge noktasi global asimptotik
kararlidir. [

Aciklama 5.1. Enfekte denge noktasi S*, Liapunov kararli oldugundan global
asimptotik kararlt olamaz.

5.2 Birinci Modele Gecikme Terimi Eklenmesi

Tez calismasinin bu asamasinda, analiz edilen (5.1) modeli, tasvir etti§i dinamigin
gercekligine daha uygun hale getirilmek istenmistir. Bunun i¢in, biyolojik dinamikte
olup modelin icermedigi siire¢lerin neler oldugu sorusuna bir cevap aranmigtir. Boliim
3.5’te anlatildig1 lizere gercek diinyada ¢ogu sistemde zaman gecikmeleri meydana
gelmektedir. Bunlarin g6z ardi edilmesi ise modeli, modellenmek istenilen
dinamikten uzaklastirmaktadir. Bu dogrultuda, teze konu biyolojik dinamikte
meydana gelen zaman gecikmeleri diisiiniilmiistir. CD4" T hiicreleri, patojenleri
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veya antijenleri tanimak icin belli bir siireye ihtiya¢ duymaktadir. Bu siire, sisteme
gecikme terimi olarak dahil edilmistir: 7; ve 7, kesikli pozitif gecikme terimleri
CD4" T hiicrelerinin sirasiyla tiimdr ve HIV antijenlerini tamimasi icin ihtiyag
duydugu zaman olarak alinmaktadir. Diger tiim parametre ve degiskenler ilk sistem
ile aynm1 olmak iizere, analiz edilecek yeni model asagidadir:

C;_f = 1T (1) ~kT()E{—1),

iz_f =T (1) = E(r) = 0k T(E(t — 1) —kE(t = 2)V (1),

it (5.6)
— =kE(—m)V(1) = (1),

‘il_‘t/ = NSI(1) — maV (1)

Bu modelde enfekte denge noktasi icin analizleri gerceklestirmek istiyoruz. Bu
nedenle, ilk olarak

(B1) Ropy=r—0r1 >0veRy=1

sartinin ifade edelim. Bu sart saglandig1 takdirde,

+koriv r1 riks T
S — T*E*I*V*T: u,r n
( ) ) ) ) (kl(rz—erl)’kl, klc V7V

olmak iizere sistemin enfekte denge noktasi i¢in analizler gerceklestirilebilir. O halde,
bu boliim boyunca yukarida ifade edilen (B;) sartinin saglandigini kabul edecegiz.

1.Durum: 11 =5, =0

Dikkat edilirse (5.6) sisteminde bu durum gecikmesiz durumu ifade etmektedir. Bu
takdirde (5.6) sistemi, (5.1) sistemine indirgenir. Bu sisteme dair analizinlerin detaylari
Boliim 5.1°de yer almaktadir.

2.Durum: 11 =17 =7>0

Ik olarak, calismanin kolaylig: agisindan gecikme terimlerinin esit alindig1 sistem
calisilmistir. Bu calismanin detaylar1 Boliim 5.2.1°de yer almaktadir.

3. Durum: 71 # 7,

Bu durumdaki ¢alismanin detaylari ise Boliim 5.2.2°de yer almaktadir.

5.2.1 Esit Gecikmeli Sistemin Analizi

Bu bolimde 71 = 75 = 7 > 0 durumu ig¢in, gecikme terimi olan T ve enfeksiyon
tiretme temel esik degeri olan R, catallanma parametreleri olarak secilmistir. Bu
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secimle birlikte,

dT

—:rlT

dt
dE

—Zl’zT

dt

dI
= —IyE

dt
dv

— =Nol

dt

(1)~ T(1)E(t 1),

(1 =)V (1) = el (),

() =12V (1)

(1) —WE({t)— 0k T()E(t—1)—kE(t —T)V(1),

(5.7

sistemi i¢in fold-Hopf ¢atallanmanin varlig1 analiz edilecektir. Bu analizde, sistemde
fold-Hopf catallanmanin goriilebilmesi igin karakteristik denklemin Kkatsayilari
tizerine konulmasi gereken sartlar belirlenecektir. Boylece sistemin periyodik

cOziimler ailesine sahip oldugu durum elde edilecektir.

Oncelikle bu sistemi X(¢) = (T (t),E(t),E(t — 7),1(),V(t))T, F(X) = (f1, />, f5, fa) T

olmak iizere vektorel formda asagidaki sekilde yeniden yazalim:

Burada,
filt
fa(t
f3(
fa(
dir.

Sistemde fold-Hopf catallanmanin goriilebilmesi

I
=
=

(1) —kiT(t)E(t — 7),

(1) = ME(1) — 0k T(1)E(t —T) — ko E(t = T)V (1),
) —cl(t),

t)=NOoI(t) —wV(t)

icin Teorem 3.13’iin

kosullarinin saglanmas1 gerekir. Bu kosullar1 test edebilmek i¢in sistemin denge
noktasinda karakteristik denklemini belirlemeliyiz. Oyleyse sistemin enfekte denge
noktasinda hesaplanan Jakobiyen matrisini hesaplayalim.

Ji

21

31

fa

dfi

AT (1)’

2/

aT(@)’
af3

IT()’
dfa

T (1)’

olmak tizere

fia=

fo=

f=

fao =

dfi

IE(r)’

df2

JE()’
df3

DE(D)’
dfa

IE(1)’

S12, =

2, =

f32, =

far, =

dfi

JE(t—1)’

df2

IE(t—71)

df3

JIE(t—1)

dfs

dE(t— 1)
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f13

123

133

fa3

dfi

ol(t)’

df2

()’
df3

()’
dfa

21(1)’

Sia a%)’
Jou = a?/]?t)’
Jau= %»



h = fu(s*), h2—f12(S*)7 hs = f12.(5%),
ha = f13(5), f14(8%),
I = f1(5%), b= f2(S), I3 = f2.(5%),
ly = f23(57), Is = f24(S"),
my = f31(8%), f3(57), = f32.(57),
my = f33(5%), f34(87),
ny = far(8%), nz—f42(5*)a n3 = fan,(5%),
ng = fu3(S%), = fa4(S),
olsun. Oyleyse sistemdeki parametrelere bagl olarak bu katsayilar
(hlzo, hy =0, h3:—%
hy =0, hs =0,
ly =r,—0r, b= —pu, 132—%
l4 =0, Is = _kz_1r17
m; =0, my =0, ms3 = kov,
kary
my = —c, m5=7=—ls,
n; =0, ny =0, n3 =0,
| 74 =N9, = —l,

olarak hesaplanir. Sonug olarak sistemin Jakobiyen matrisi 4 = (R, T) olmak tizere

0 Mze ™™ 0 0
L bh+hBe ™™ 0 I

m3e_’“

DxF(S*;u) =

)

my nis

)

0 ng ns

dir. Oyleyse (5.7) sisteminin karakteristik denklemi

a;=—(lh+my+ns),

ay = (bmy + lyns),

by = -1,

by = (lzmyg — h3ly + l3ns),

by = (+h3lyns + h3lymyg — Ism3ny)
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olmak tizere
A+ a A +aA® + e (b1 A3 +baA? +b34) =0 (5.8)

olarak iistel polinom formunda hesaplanir. Bu tipteki denklemlere transandantal
denklem adi verildigini ve kompleks diizlemde sonsuz coklukta koke sahip oldugunu
onceki boliimlerden biliyoruz. Ayrica, (5.7) sisteminin denge ¢o6ziimiiniin dinamigi bu
koklerin dagilimina baghdir. Genel olarak bakildiginda, sistemde secilen c¢atallanma
parametrelerine ve karakteristik denklemin koklerine gére miimkiin durumlardan en
temelleri asagida listelenmistir:

1. (5.8) karakteristik denkleminin tiim kokleri pozitif reel kisma sahip ise bu
durumda denge noktas1 S* kararsizdir.

2. (5.8) karakteristik denkleminin tiim kokleri negatif reel kisma sahip ise bu
durumda denge noktas1 S* lokal asimptotik kararlidir.

3. (5.8) karakteristik denklemi basit bir ¢ift sirf sanal kompleks eslenik kok c¢iftine
sahip ve geriye kalan kokler negatif reel kisma sahip ise bu durumda sistemde
catallanma parametresinin kritik degerinde Hopf catallanma meydana gelebilir.

4. (5.8) karakteristik denklemi iki cift sirf sanal kompleks eslenik kok ciftine sahip
ve geriye kalan kokler negatif reel kisma sahip ise bu durumda sistemde
catallanma parametresinin kritik degerinde Hopf-Hopf catallanma meydana
gelebilir.

5. (5.8) karakteristik denklemi bir veya iki tane sifir kokiine sahip ve geriye kalan
kokler negatif reel kisma sahip ise bu durumda sistemde catallanma
parametresinin kritik degerinde fold veya Bogdanov-Takens c¢atallanma
meydana gelebilir.

6. (5.8) karakteristik denklemi, basit bir sifir ve basit bir cift sirf sanal kompleks
eslenik kok ciftine sahip ve geriye kalan kokler negatif reel kisma sahip ise bu
durumda sistemde catallanma parametresinin kritik degerinde fold-Hopf
catallanma meydana gelebilir.

Yukarida listelenen durumlar, sistemin karakteristik denkleminin koklerinin
dagilimina gore, yani sistemde yer alan parametrelere gore miimkiin veya degildir.
Oyleyse, sistemde yer alan parametrelere gore hangi durumlarin miimkiin olduguna
bakilmalidir. Asagida ifade edilecek Lemma 5.3’lin gosterecegi iizere listelenen bu
durumlardan sadece 5. ve 6. durum (5.7) sistemi icin miimkiindiir. 6. durumda,
dinamik sistemde ortaya ¢ikan periyodik davramglar ilgin¢g dinamikler olup analiz
edilmesi olduk¢a onemlidir. Bu nedenle tez calismasinda, (5.7) sisteminin fold-Hopf
catallanma analizinin calisilmasina karar verilmistir.

Teorem 3.13’ten bilindigi iizere, sistemde fold-Hopf catallanmanin goriilebilmesi i¢in
catallanma parametrelerinin kritik degerinde sistemin karakteristik denklemi (3.17)
transversalite sartin1 saglayacak sekilde basit bir sifir ve basit bir ¢ift sirf sanal
kompleks eslenik kok ciftine sahip olmalidir. Ayrica geriye kalan kokler catallanma
degerinde negatif reel kisma sahip olmalidir. Bununla ilgili olarak agsagidaki lemmalar
verilmistir.
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Lemma 5.3. Ustel polinom formundaki (5.8) denkleminin bir tane basit sifir kokii
vardir.

ispat. Ilk olarak (5.8) ile verilen karakteristik denklemi
A (23 aiA? +axh+e A (b3 +bod +b3) ) =0 (5.9)

olarak ifade edelim. Buradan karakteristik denklemin koklerilerinden biri asikar
olarak sifirdir. Bu denklem icin b3 katsayisi sistemdeki parametrelere bagl olarak
veniden ifade edilirse

k
by = h3lins + hylimg — lsmsng = 1y (,u1 +k1v) (,uz —|—C) + Ii—rlN5k2v >0
1
oldugu goriiliir. Yani (5.9) denkleminin sifir kokii basittir. O

Bir 79 > 0 i¢in T = 1y iken (5.9) denkleminin A = i@ kokiiniin oldugunu kabul edip
hangi kosullar altinda @y > 0 elde edilebilecegini asagida ifade edilen lemma ile
belirleyelim.

Lemma 5.4. Ustel polinom formundaki (5.8) denkleminin bir ¢ift surf sanal kompleks
eslenik kokii vardtr.

ispat. Oncelikle, (5.8) denklemini
) (7& +aA2 +ayd + e T (DA + byA +b3)) —AF(A,7)=0

olarak ifade edelim. Bu ifadeden hareketle, T = Ty iken A(7)) = i®(7)) = iap
ozdegerinin F (A,7) denkleminin bir kokii olacak sekilde bir wy degeri oldugunu
gosterecegiz. Yani, T = Ty iken A (7o) = i0 (1) = i@,

(i0)* + a1 (i0)? + ax(io) + ¢ "7 (b (i0)> + by (io) + b3) =0

denkleminin bir kokii olmahdur. Oncelikle bu denklemde e ~'®" = cos(wT) — isin(®7)
esitligini yerine yazalim. Elde edilen denklemin sifira esit olabilmesi icin reel ve sanal
kistmlart ayri ayr sifira esit olmalidir. Oyleyse elde edilen bu denklem reel ve sanal
kisumlarina ayrilarak, sirastyla reel ve sanal kisimlara karsilik gelen

—a10° — bcos(0T)®* + b3cos(T) + basin(wT) 0 = 0, (5.10)
—0° + a0 + bycos(0T) @ + bysin(0T) 0* — bisin(wT) = 0. |

esitlikleri elde edilir. Elde edilen bu esitliklerde, her iki tarafin karelerini alip taraf
tarafa toplayalim. Bu islemden sonra

@° + (a1 —2a; — b1 2)0* + (a2® +2b1b3 — b2 ) 0> —b32 =0 (5.11)
denklemi elde edilir. Bu durumda, (5.9) denkleminin bir iwy kokiiniin olabilmesi icin
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20 = o2 olmak iizere,
2+ (a12 —2ay — blz)Zz + (a22 +2b1by — bzz)z — b32 =0. (5.12)

denkleminin pozitif bir zo kokii olmalidir. Simdi (5.12) ile verilen denklemin pozitif bir
kokii olup olamayacagin arastiracagiz:

Ilk olarak Cebirin Temel Teoremi’nden (Bakiniz EK 1) dolay: (5.12) denkleminin reel
veya kompleks toplam ii¢ kokii vardir. Ayrica, Vieta Teoremi’nden (Bakiniz EK 1.), bs?
ifadesinin bu ii¢ kokiin carpimina esit oldugu bilinmektedir. Yani denklem (5.12) nin
koklerinin carpim pozitif bir ifade olmalidir. Buradan, (5.12) ile verilen denklemin en
az bir tane pozitif kokii oldugu sonucuna ulagilir. Yani, ay> = zo olacak sekilde en az
bir pozitif reel zo vardir. Oyleyse, (5.11) denkleminin kokii olacak sekilde wy > 0 degeri
vardir. Sonug olarak karakteristik denklemin T = Ty iken bir ¢ift surf sanal +iwy kokii
vardir.

Oyleyse bu ézdeger ciftinin ortaya ¢iktigr Ty degerlerini bulalim:

(5.10) denklemlerinden sin(@7) ve cos(@7) ifadeleri elde edilir ve io(Ty) = ity degeri
bu ifadede yerine yazilirsa;

byayay® — (b3 — byan?)(wy® — ayox)
by*ax? + (b ax? — b3)?

ay @’ (by — byay?) + byap? (w* — ay)
ba? 02 + (b1 wy? — b3)?

sin(wyty) = , (5.13a)

cos(wpty) = (5.13b)

elde edilir. Buradan n € Ny olmak iizere sirf sanal kok ciftlerinin ortaya ciktigi degerler

1 byaywy® — (b3 — biwy®) (0o — aray) > Tn
T, = — arctan + — (5.14a)
" (010)02(53 —b1y?) + by (@? —az) ) @y
esitligi ile elde edilir. Ek olarak bu degerler
1 b 3 — (b3 —byax?) (w0’ — 27
T, = —arcsin( 241 5 (b3 = brow”) (@ azw())) + n’ (5.15)
@0 by* @o? + (b1wy? — b3)?

200 2 202
ajwo”(bz — by wy~) + brwp*(mp az))+27m (5.16)

1
T, =— —— arccos
"y ( by?wo? + (bywg? — b3)?

esitlikleri ile de hesaplanabilir. Surf sanal kok ciftlerinin ortaya ¢iktigr ilk deger 19 =
min{t,:n=0,1,2,..} olmak iizere

| ( bray @ — (bs — byox?) (on® — aran) ) (5.17)

Ty = — arctan
0 aj y*(b3 — by @y?) + byay*(wp? — az)

ile bulunur. O]
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Lemma 5.5.

(B>)
P1= b%v
p2 = (2b5 —4b1b3),
p3 = (aib3 — 2atbibs — a3bi +darb b3 — 2arb3 + 3b3)
pa = (2aib3 — 4arb3)
ps = a3b3

olmak iizere h(z) = p1z* + paz’ + p3z* + paz + ps fonksiyonu tamimlansin. Bu

fonksiyon icin h(a)g) > 0 saglansn.

Yukarida ifade edilen (By) sartimin saglandigini kabul edelim. Bu takdirde, iistel
polinom formundaki (5.8) denkleminin sirf sanal kompleks eslenik kokii basittir.

Ispat. (By) sartiun saglandigim kabul edelim. Ayrica kapall fonksiyon teoreminden
biliyoruz ki

F(t,2) = A +ail’ +ad +e *" (1A +bod +b3) =0

olmak iizere A fonksiyonunun t’ya gore tiirevi

dA(7) F(t,A(T))

dt F)(t,A(7))

ifadesinden bulunur. Oyleyse

(dl>_l (BA2+2a1A +ap) — te **(D1A2 + byA +b3) + e T (2b14 + by)

E —ﬂ,e_lf(blkz-i-bz)»-i-bﬁ
 (3A%+2a 1A+ a) T 2b1 A+ by
T Ae M (A2 b +b3) A A(bIAZ+boA +b3)
3A2 4 2a1A+ay T 2biA + by

TPt aA? A biA3 £ boA2 £ b3A

olmak iizere
=T

esitligi elde edilir. O halde, o (1p) = Re (%
h(e5)

— 5.18
0F (B + (B —2b1by) 0f 1+ 82) (0 + (@ —2a)) 2+ ) O

o' (1)

seklinde elde edilir. Burada, (By) sartindan dolay: h (wg) > 0 oldugu agiknir. Ayrica,
Za% —4ay >0 ve b% —2b1b3 > 0 egitsizliklerinin saglandigr parametrelerin tanimlart
yerine koyularak goriilebilir. Sonug olarak o' (t9) > O duir. Yani siireklilikten dolayt
varligi garanti edilen kompleks eslenik +iwy kok cifti Ty bir komsulugunda basittir. [

Elde edilen tiim sonuclar birlestirildiginde, asagidaki teoreme ulagilir.
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Sonug 5.1. (By) sartiun saglandigin kabul edelim. u = (Ro,T) = (1,79) deferinde

(5.9) karakteristik denkleminin Ay = 0 ve Ay = i@y, A3 = Ay = —i@y koklerinden geriye
kalan koklerinin reel kismi negatiftir.

Oyleyse asagidaki teoremi ispatsiz ifade edebiliriz.

Teorem 5.4. (B,) sartinin saglandigini kabul edelim. Oyleyse

1. S* denge noktast © € [0,7)) iken lokal asimptotik kararlidir ve T > 7y iken
kararsizdir. Burada 7, (5.17) esitliginde ifade edilmigtir.

2. T = 19 iken (5.7) sisteminde fold-Hopf catallanma meydana gelir.

5.2.2 iki Farkh Gecikmeli Sistemin Analizi

Bu boliimde ise

‘Z_f =nT@t)—kT()E(l—1),

‘;_f = nT ()~ WE{) — 0k T(OE[ - 1) —kE(t— )V (1), 5.19)
g =kE({t—-n)V(t)—c(1), |
‘Z—‘t/ =N3I(t) — V(1)

sisteminin  catallanma  analizini  ¢alisacagiz. 1lk  olarak, bu sistemi

X(1) = (T(t),E@),E(t—7),1(1),V(1))". F = (fi. 2, f3,fa)" ve

[i(t) =nT () —kT()E(—7),

fo(t) =nT(t) — mE®R) — 0k T()E(t —T1) —kE(t — 1)V (1),
[(t) =kE(X—10)V(t)—cl(1),

fa(t) =N8I(t) — 1V (1)

olmak tizere

vektorel diferensiyel denklem formunda yazalim. Sonrasinda sistemin enfekte denge
noktasi i¢in karakteristik denklemini belirleyelim. Karakteristik denklemi belirlemek
icin sistemin enfekte denge noktasinda hesaplanan Jakobiyen matrisini hesaplamamiz
gereklidir. Oyleyse

_dfi _dfi _dfi _dfi
_dfi _dfi
f13_al—(t)7 f14_m7
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faz= 881_](‘5)’ Jau= %,
fr= ;T—Jz)’ f= a(jzjz)’ f2q = %’ fit = %’
fi3= ;1—]5)’ o= a(zsz)’
Ja :;T_JZ), f42=aaE—]3)7 Jaz, :%’ Jazs, :%7

_ dfs _ dfy
f43—m, fas = V)

olmak tizere

h=fu(S), = u(S), h3=fio, (5),  ha= fi2,(57),
hs = f13(8%),  he = f1a(S¥),

h=m(8), bLb=mE), bL=fM/(5), =rn,(5),
Is=13(5%),  lo= fau(5"),
mi=f351(8"), mp=fn(S"), mz=fn, (S), mi=frn,(5),
ms = f33(8*),  me = f31(S),
nm=fn(S), m=fn(S), n3=fu, (S), m=fn, (5,
ns = fu3(8%),  ne = faa(5"),

olsun. Oyleyse sistemdeki parametrelere bagl olarak bu katsayilar

4

k
hy =0, hy, =0, h3:_M7
1’2—91’1
hy =0, hs =0, he =0,
or + kov
h=rn—-0r, b=-u, 132—%,
k
l4 = —kzv, 15 = 0, l6 = _2_”1
ki
ml—O, m2—0, m3—0,
kzi”]
my = kov, ms = —c, me = o
1
n =0, ny, =0, ny =0, ng =0,
nS_N67 ne = —Ua,
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olarak hesaplanir. Sonug olarak sistemin Jakobiyen matrisi 4 = (R, 71, 72) olmak
uizere

0 hze~A™ 0 0
I{, hthe M tLe 2 0 |
DxF(S*: 1) = 1 l+1ize )—Lf- 4€ 6
0 mye "2 ms mg
0 0 ns ng

ile ifade edilir. Oyleyse (5.19) sisteminin Kkarakteristik denklemi (Bj) sarti
saglandigindan,

ap = — (L +ms+n),

ay = (lhms + Lng),

by = —1I,

by = (lsms — h3ly + I3ng) (5.20)
by = h3 (Ling +lims),

c1 = —ly,

¢y = Iy (ms+ng),

olmak iizere
A F A Fad® + (DA +haA? +bsd) e P 4 (AP ) e P =0 (5.21)

olarak {istel polinom formunda hesaplanir. Catallanma analizini gecikme terimleri olan
T1 ve Tp nin durumlarina gore inceleyecegiz.

1.Durum: 71 > 0,7, =0

Bu durumda (5.21) karakteristik denlemi tek gecikme iceren
) (13 Flar+e) A2+ (ar+e2) A +e AT (A% + by +b3)> —0 (522

seklini alir.

Lemma 5.6. Ustel polinom formundaki (5.22) denkleminin bir tane basit sifir kokii
vardir.

Lemma 5.7. Ustel polinom formundaki (5.22) denkleminin bir cift surf sanal kompleks
eslenik kokii vardur.

Ispat. Kabul edelim ki l(rl(o)) = ia)(Tl(O)) = i@y olmak iizere, A = A (7)) = a(71) +
)

i®(71) (5.22) denkleminin kékii olsun. Oyleyse, T| = ‘L'I(O) iken A(11) = ia)(’cl(o)

(iw)* + (a1 +¢1) (i)? + (a2 + ¢2) (i) + e~ 1) (b (i0)* + by (i®) + b3) =0
denkleminin bir kokii olmalidir: Buradaki katsayilar (5.20) esitligi ile belirlidir. Elde
edilen son denklemde e '™ = cos(@7T)) — isin(wTy) esitligi yerine yazilarak yeni bir

denklem elde edilebilir. Elde edilen bu denklemin t) = ’L'](O) iken bir A(11) = ity
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kokiiniin olabilmesi icin sirasiyla bu denklemin reel ve sanal kisimlarina karsilik
gelen ifadelerin bir A(t)) = iwy kdkii olmalidir. Bu denklemin reel ve sanal
kisimlarina karsilik gelen ifadelerin kareleri alinir ve toplanirsa

° + ((a1 +c )2 -2 (az + Cz) — b]z)CO4 + ((az -+ 02)2 +2b1b3 — bzz)a)z — b32 =0
(5.23)
denklemi elde edilir. Oyleyse buradan, T = 71(0) iken A(t)) = i@y n F(A,T)
denleminin bir kokii olabilmesi icin, wo? = zo olmak iizere

Z3 + ((a1 +c1)2 -2 (az —l—Cz) — b12)22 + ((az —I—Cz)z +2b1b3 — bzz)z—b:;z =0 (5.29)

denkleminin bir zo > 0 kokii olmasi gerektigi sonucuna ulasilir. Simdi boyle bir kokiin
oldugunu gosterelim:

lik olarak (5.24) denkleminin reel veya kompleks ii¢c kékii vardir Ayrica, bs®
ifadesinin (5.24) denkleminin kokler carpimina egittir. Oyleyse (5.24) denkleminin en
az bir pozitif reel kokii vardir. Bu takdirde, ay> = zqy olacak sekilde en az bir pozitif
reel zo oldugu garanti edilir. Yani, @y > 0 degeri bulunabilir. Sonu¢ olarak

karakteristik denklemin T) = TI(O) iken bir ¢ift surf sanal +iwy kokii vardir.

Bu ozdeger ciftinin ortaya ¢ciktigi ilk deger

1 — ap’) (b3 —biaxn?) +b 3
O = _arctan(((azjcz)zwo ay”) (b3 —bian”) + 22(611-1-621)(00 ) (5.25)
by (@y® — (a2 + 2)) — (a1 +c1) 0> (b1 > — b3)
ifadesi ile hesaplanir. 0
Lemma 5.8.

(B3) h(z) = p1z* + paz® + p3z® + paz+ ps olmak iizere h(w3) > O olsun. Burada
katsayilar
p1 =01,
p2 = 2b5 — 4by b3,
a?b —2a3b\by — 4aybibscy +2arbicy — a3b?
p3=| —2abicy+4daybibs —2aybhs — bic3 —2b1b3c? |,
+4b1b3cy + b3c? — 2b3ca + 3b3

P4 = 2b% (—2a2 —2c +a% +c% —i—2a1c1) )

ps = a%b% + 2a2b%c2 + b%c%

olarak tamimlidir.

Yukarida ifade edilen (B3) sartimn saglandigini kabul edelim. Ustel polinom
Sformundaki (5.22) denkleminin sirf sanal kompleks eslenik kokii basittir.

Ispat. (B3) sartiun saglandifimi kabul edelim. Kapali fonksiyon teoreminden
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yararlamilarak A fonksiyonunun ty’e gore tiirevi i¢in

da\ ! 312+2(611+C1)2‘+(a2+C2)
(d_rl) T e M (DA + byA + by)
=T (1A +bad +b3) + (2b1A + b2)
A (b])Lz +byA —I—b3)
312+2(a1+cl)l+(a2—|—c2) E (Zbll—f—bz)

AA3 4 (a1 +e)A2+(aa+c)A) A A(b1A2+byA +b3)

ifadesi yazilhir. Oyleyse

hi (@) = bio* + (b3 —2b1b3) ©* + b3

h(w) = o*+ ((a1 +C1)2 —2(a —i—Cz)) »> + (an —}—62)2

olmak iizere

d_‘L'l o) a)zhl(w)hz(a))

=7

2
o (1) =Re ( A ) _ () (5.26)

seklindedir. Bu ifadenin isaretini analiz edelim. Ilk olarak (B3) sarti saglandigindan
h(@d) > 0 oldugu goriiliir. Ayrica b3 — 2b1bs > 0 ve (a +c1)? =2(ar+c2) >0
ifadelerinin saglandigi paremetre ifadelerinin yerine yazilmasiyla kolaylikla

goriilebilir. Yani, hi (@) > 0 ve hy(w) > 0 saglamr. Sonug olarak, Ot’(l'fo)) > 0 elde
edilir. O halde; siireklilikten dolayi, varligi garanti edilen kompleks eslenik +iwgy kok

cifti 7:1(0) in bir komsulugunda basittir. [

Oyleyse asagidaki teoremi ispatsiz ifade edebiliriz.

Teorem 5.5. (B3) sartimin saglandigim kabul edelim. Oyleyse

1. S* denge noktas: t; € |0, ’L'l(o)) iken lokal asimptotik kararlidir ve T > ’L'I(O) iken

kararsizdir. Burada, TI(O) (5.25) esitliginde ifade edilmistir.

2. 71 = ‘L'l(o) iken sistemde fold-Hopf catallanma meydana gelir.

2. Durum: 7, > 0,71 =0

Bu duruma dair analizler, 7, > 0,7 = 0 durumu i¢in tamamlanan analizlere benzer
sekilde gerceklestirilebilir.

3. Durum: 7 7& TrveT >0,7>0

Bu boliimde, (5.21) denkleminde 7;’in kararlilik araliginda 7,’yi parametre secerek
analiz yapacagiz. Bu yiizden, yapilacak analizler Durum 1 altinda olacaktir. Yani, 7} <

T](O) olacak sekilde 7| parametresini 7; degerinde sabitliyoruz. Benzer sekilde, 7, nin
kararlilik araliginda 7| parametre secilerek de analizler gerceklestirilebilirdi.
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7 parametresini 7; degerinde sabitlegimiz durumda (5.21) karakteristik denlemi
A (7& tail? +ad +e M (BA% +bod +b3) +e P (A2 + czz)) =0 (5.27)

olarak ifade edilir.

Lemma 5.9. Ustel polinom formundaki (5.27) denkleminin bir tane basit sifir kokii
vardir.

Siradaki lemmada, 71 = 7} < 11(0) ve T) = 172(0) iken (5.27) denkleminin A¢ = iay
kokiiniin oldugunu kabul edip hangi kosullar altinda @y > O elde edilebilecegini
belirleyecegiz.

Lemma 5.10. Ustel polinom formundaki (5.27) denkleminin bir ¢ift suf sanal
kompleks eslenik kokii vardir.

Ispat. Kabul edelim ki (5.27) denkleminin A = A(T2) = a(T) +i®(1y) kokii olsun.
Burada 7L('L'2(0)) = ia)(’cz(o)) = i@y olsun. (5.27) denklemi

P()(A) =23 —|—a112 +arh,
Pi(A) =biA? +boA + b3, (5.28)
Py(A) = 1A’ + e

olmak iizere

AF (1?71772) =2 (PO(A)"FPI(}L)e_lTT +P2(7L)€_lrz> =0

olarak ifade edilebilir. Oyleyse, T, = ’62(0) iken A(1y) = ia)(fz(o)) = iy, F(A,7)
(0

denleminin bir kokii olmalidir: Yani, ©) = ‘52(0) iken (7, ) )=y

Py(io) + Py (iw)e T + Py (i)e ®? =0 (5.29)
esitligini saglamalidir. Burada P;(io) ifadeleri (5.28) esitlikleri kullanilarak

Py(iw) = —a1w2 +i(—w3 +arw),
P (ia)) = (b3 —blwz) +i(b2a)),

Pz(ia)) = (—Cl (02) + i(CZ(x))

seklinde elde edilmistir. (5.29) ile verilen esitlikten 7, = TZ(O) iken 0 = wy’in

SE—

)
P()(i(x)()) + Pz(l'(i)())e_lwﬂ-2

= [Py (iy)] [~

= |Pi(iap)|
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esitligini saglamast gerektigi sonucuna ulasilir. Bu son esitlikte her iki tarafin karesi

alinarak 5

0 ,
= |Py (i) [*

Py(iax) + Ps(iay)e ™™

elde edilir. Bu ifadenin sol tarafi icin

2

) . —iong® . )
Po(ian) + Palian)e ™% | = |Ry(ian) > +|Pa(ian)

+ Py(ion) P (iap) (cos(wo ) + isin(w "))
(0)

+ Py (i) By (i) (cos (o) — isin(a "))
esitligi yazilabilir. Sonug olarak elde edilen bu son esitlik kullanilarak

[Polien)[” + |Pa(ia) [ + 2Re (Po(ia) Pa(ic)) cos (wl” )

= (0) , 630
—2Im (Ry(in)P (i) sin (@yzl” ) = [Py (i)

ifadesine ulasilir. Ote taraftan

Po(ian) = —ayap’ + i(—ap® + arax) #0
Py(ian) = —c1ap® +i(camp) #0

oldugundan

(Re (Py(imn)Pr(ia)))” + (Im (Py(ian)Pa (i) ) = |Po(ion) Pr(ian)| > 0

dir. Oyleyse (5.30) esitliginin iki tarafini 2 ‘Po(ia)o)Fz(ia)oﬂ ifadesi ile bolebiliriz. Bu
durumda asagidaki esitlik elde edilir:

1Py (i) ~ [Po(ian) [~ |Ps(iew)|” _ Re (Rolian )—<' >>Cos( o)

dnGomio)]  [wlegBle)] P
Im (Po(lwo)sz( @)) )
= TGP i) sm(a)m:2>
Ayrica
_ Re(R(ion)Polian)) Im (Py(icon) Py (i)
cos(P(ay)) = [y (ico0) P (i) sin(®(ap)) = [Poicn) P (ic)|

olacak sekilde siirekli bir ®(w) fonksiyonu oldugunu soyleyebiliriz. Yani yukaridaki
esitlik
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[Py (i) |” — [Po(ian)|* — |Pa(ien)* 0)
7 |P0(in)F2(l_wo)’ = cos(P(mp)) cos (a)o‘cz )
— sin(®(ay)) sin ((001'2(0)>
= cos(P(mp) + a)o’cz(o))

halini alir. Sonug olarak elde edilen son esitligi saglayacak bir 12(0) > 0 mevcut olmasi
icin
. 2 . 2 . 2
|P1 (i) | — [Po(ien)|” — [P (icoy)|
2 | Py (i) P2 (i)

olmalidir. Sonug olarak, bu esitsizlikten

_ ‘cos(cb(a)o) + amg%\ <1

1Py i) P | Pofiam)? — Po(icn) | < 21 Po(in)Paiam)
esitsizligi elde edilir. Oyleyse
Q= {on>0: || (ian) P~ [Poliow) >~ |Po(ion) | <2 [Py(ian)Pa(iew)|}

kiimesini tamimlayalim. Simdi bu Q kiimesinin bos olmadigini gosterecegiz:

Eger |Py(iop)|* — |Po(ion)|* = |Pa(ion)|* = 0 olacak sekilde en az bir tane oy > 0
oldugunu gosterirsek Q kiimesinin bos olmadigr kanitlanmug olur. Bunun icin Py(iay),
Py (iog) ve Py(iay) ifadeleri bu egitlikte yerine yazilirsa asagidaki denklem elde edilir.

f — (bt —a} — ¢} +2a2) 0 — (a3 + b} — 3 —2b1b3) @ —b3=0  (5.31)
denklemi elde edilir. Burada wy* = zq diyelim ve denklemi yeniden yazalim:
25— (b —af —cf +2a2) 55— (—a3+b3 — 5 —2b1b3) 20— b3 =0 (5.32)

b3? ifadesi (5.32) denkleminin kikler carpumina esit olup bu denklemin denkleminin
reel veya kompleks ii¢ kokii vardir. Yani denklem (5.32)’iin koklerinin ¢carpum pozitif
bir ifadedir. Oyleyse bu denklemin en az bir pozitif reel kokii olmalidir. Yani, ay* = zo
olacak sekilde en az bir pozitif reel zo oldugu garanti edilir. Yani, @y > 0 degeri vardir.

Sonug olarak karakteristik denklemin T, = TEO) iken bir ¢ift sirf sanal iwy kokii vardir.

Sonuc olarak karakteristik denklemin 7, = ’L‘z(o) iken bir ¢ift sirf sanal +iwg kokii vardrr.

(0)

Simdi bu surf sanal dzdeger ¢iftinin ortaya ¢iknigr T, © degerlerini bulalim. Bunun igin,
Y(w) € [0, 7| olmak iizere

_ A (io)|” — [Po(ian) | — [Po(ia)|?
2| Py (i) Py (i) |

cos(¥(ay))

olarak tanmimlansin. Sonug olarak n € Ny olmak iizere surf sanal kok ciftlerinin ortaya
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ctktigi degerler
Y —& 2
A2 _ ¥ley) —@(ay) | 27n (5.33)
W o
esitligi ile elde edilir. Surf sanal kok ciftlerinin ortaya c¢ikngr ilk deger

T(gz) = min {Tlgz) :n=20,1,2, } olmak iizere

T, = . (5.34)

ile bulunur. O]

Lemma 5.11.

(B4) P ve Q ifadeleri (5.36) esitligi ile tamimlanmak tizere
Re(P)Re(Q) —Im(P)Im(Q) >0

olsun.

Yukarida ifade edilen (By) sartiun saglandigimi kabul edelim. Ustel polinom
Jormundaki (5.27) denkleminin sirf sanal kompleks eslenik kokii basittir.

Ispat. (By) sartinin saglandigini kabul edelim. Ayrica, i =0, 1,2 icin P;(1) polinomlart
(5.28) esitligindeki gibi olmak iizere

F<Tla72al) = Po()t) +P1(l)e_}“’-l —|—P2(A)e—7“'2 =0

ile verilsin. Oyleyse kapali fonksiyon teoreminden biliyoruz ki A fonksiyonunun T, ye
gore tiirevi

di(n) = Fy(n,m,A)

dTZ FX(T17TZ7A)

ifadesinden bulunur. Oyleyse

M)\ A2 2aAtar  (—TPI(A) + (2b1A +by))e T
( AT ) T AP(A)ePm APy (A)e=An2
(—TaPs(A) + (2c1A +¢3)) e A2
APy (A)e=2®

olarak bulunur. Bu esitlikte

A __PA)+P(A)etn
Py(2)
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—An ifadesi ile carpilip boliiniirse

ifadesi yerine yazilir ve pay ile payda e
P (A) =Py(A) + P (A)
Py(A)+P (L) (5.35)
Q%mzw%anéﬂ+pqamq+ﬂhwq&uy4yii%%ﬁLl

olmak iizere

dA (1) P*(A)

=
) 0 (1)

elde edilir O halde, bu son ifadeden T = T{ ve T, = ’Céo), A= ia)(‘cz(o)) = iay

degerlerinin yerine yazilmasiyla elde edilen o' (1)) = Re(g—?2 12_12(0)> ifadesini
bulalim.
P =P(iay) = —iP"(iey) (5.36)
Q = Q(iap) = Q" (iay)
olmak iizere
/(29 — g REPIRE(Q) ~ Im(P) Im (0) 537

(Re(0))* + (Im(Q))*
dir. Burada, (B4) sartindan dolayt o/ (ty) > 0 duir. Yani; siireklilikten dolayi, varlig
garanti edilen kompleks eslenik £iwy kok cifti ”L'Z(O) bir komsulugunda basittir. [

Sonug 5.2. (By) sartiun saglandigini kabul edelim. T| € [0, 71(0)) iken L = (Ro, ) =

(1,1’50)) degerinde (5.22) karakteristik denkleminin Ay = 0 ve Ay = i@y, A3 = Ay =
—iwy koklerinden geriye kalan koklerinin reel kismi negatiftir.

Oyleyse asagidaki teoremi ispatsiz ifade edebiliriz.

Teorem 5.6. (By) sartin saglandigini kabul edelim. Oyleyse T| € [O,T](O)) olmak

lizere

1. S* denge noktasi 1, € |0, Tz(o)) iken lokal asimptotik kararlidir ve T) > 12(0) iken

kararsizdir. Burada, ‘L’éo) (5.34) esitliginde ifade edilmistir.
2. = Téo) iken sistemde fold-Hopf ¢atallanma meydana gelir.

5.3 ikinci Model ve Analizleri

5.3.1 Modelin ifadesi ve Temel Ozellikleri

Biliyoruz ki davraniglari aragtirilan dinamik ne kadar karmasik ise matematiksel
modelde o kadar karmagik olur. Modelin karmasik olmasi ise yapilacak matematiksel
analizleri de karmasik hale getirerek bu analizleri zorlastirir. Oyleyse, matematiksel
modellemeye sistemin en temel dinamiklerini i¢eren bir model ile baslamak stratejik

78



bir adim olur. Bu dogrultuda, tez calismasina arastirilmak istenilen biyolojik
dinamige dair sistemin davraniglarinin bazilarindan tavizler verilerek analizi daha
kolay (5.1) modeli ile baglanilmistir. Ancak matematiksel modellemenin siirekli
gelisen bir siire¢ olduguna dikkat edilmelidir. Oyleyse, tezin bu asamasinda
matematiksel modeli tasvir ettigi dinamigin gercekliine biraz daha yaklastirabilmek
adina modelde baz iyilestirme ve gelistirmeler yapilmak istenmigtir. Bu boliimde ilk
olarak bu iyilestirmelerin biyolojik anlamlar1 agiklanacak, devaminda ise aym
biyolojik dinamigi tasvir eden calisilacak yeni matematiksel model tanitilacaktir.

IIk olarak, (5.1) sisteminde HIV’in canli i¢inde yayilma yontemine dair bir iyilestirme
yapilmasi1 gereklidir. Bu model olusturulurken serbest viral partikiillerin dogrudan
CD4™ T hiicrelerine dogru yayilarak bu hiicreleri enfekte ettigi varsayilmistir. Ancak
calismalar, HIV’in canli i¢inde yayilmasmnin iki yolu oldugunu gostermektedir:
Serbest viral partikiillerin dogrudan CD4* T hiicrelerine dogru yayilarak bu hiicreleri
enfekte etmesi veya enfekte olmus CD4" T hiicreleri aracihiyla saghkli CD4+ T
hiicrelerinin enfekte olmasi. Yeni modelde ise CD4™" T hiicrelerinin bu her iki yol
araciligiyla da enfekte olabilecegi kabul edilmistir. Dolayisiyla, daha 6nce goz ardi
edilmis olan bir enfekte olma metodu sistem dinamigine dahil edilmek suretiyle,
tizerinde calisilan model tasvir ettigi dinamige bir adim daha yaklastirilmistir.

Ikinci olarak, tiimor biiyiimesinin modellenmesine dair bir iyilestirme gereklidir.
Biliyoruz ki, tiimor biiyiimesinin ilk asamalarinda, hiicreler diizenli olarak boliinerek
her seferinde iki hiicre olusturur. Bu nedenle, bu erken evredeki tiimor biiyiimesini en
iyi aciklayan model bilyiimenin popiilasyonla orantili oldugu iistel biiyiime iceren
modeldir; ki bu tip biiyiime (5.1) sisteminde ele alinmistir. Ancak bu model erken
evredeki tiimor bilylimesini tahmin etmekte oldukca iyi olsa da, sistemde bagka
etmenlerin rol oynamaya basladig1 sonraki agamalarda basarisiz oldugu bilinmektedir.
Ayrica, bu model biyolojik olarak gercekci olmayan bir senaryo olan timor
hiicrelerinin sinirsiz biiylimeye devam edecegi varsayimina dayanmaktadir. Bu
nedenle bu dogrultuda bir iyilestirmeye gidilmis, yeni modele tiimor hiicre
popiilasyonu icin lojistik biiyiime dahil edilmistir. Bu model, tasima kapasitesi ile
sinirlt olan bir popiilasyonun biiyiimesine karsilik gelmektedir. Bu durum ise iistel
biiylime modelinden daha gercekg¢i bir yaklasimdir.

Son olarak, (5.1) sistemi CD4" T hiicrelerinin dinamigine dair olduk¢a az bilgi
icermektedir. Timiis gibi viicuttaki kaynaklardan gelen CD4" T hiicreleri veya yeni
CD4* T hiicrelerinin olugturulmasi bu sistemde goz ardi edilmistir. Dolayisiyla, yeni
modeli gercekte olan dinamige yaklastirmak adina, bu modelde CD4" T hiicreleri
i¢in bu tedarik kaynag1 dikkate alinmigtir. Ek olarak CD4™ T hiicreleri igin de lojistik
biiyiime yeni modelde dinamige dahil edilmistir. Yani, bu yeni modelde bagisiklik
sisteminin biiylimesinin bir sinir1 oldugu kabul edilmistir. Sonug olarak, yeni model
ve parametrelerin aciklamasi asagida yer almaktadir:

79



K

‘fi_f =rT(r) (1 - T(”) —kiT(D)E(),

‘fi_f = T (1) +r3E(t) (1 —~ %)) +5—WE() =0k T(1)E(r)

—E(V ()~ E()I(0), (39
f{f — E6)V (1) +kE(0)I(t) —cl(r),
‘2‘; — NSI(t) — Y (1),

IIk denklem tiimor hiicre popiilasyonu icin degisim oranini tanimlamaktadir. Yani
buradaki katsayilar, bu hiicrelerinin iiretim oranlarim1 ve yok edilme oranlarini
gostermektedir. Bu modelde tiimor hiicrelerinin r; sabit katsayisiyla lojistik olarak
biiytidiigii varsayilmaktadir. Tiimor hiicrelerinin yogunlugunun, sabit k; katsayisi ile
bagisiklik sistemi hiicreleri kaynakl azaldig1 varsayilmaktadir.

Fa

Q)
P

- (B /‘
e

\

\/ \ 4

=

Sekil 5.2: (5.38) sistemi tarafindan agiklanan dinamik icin model diagrama.

Ikinci denklem ise benzer sekilde CD4" T hiicre popiilasyonu icin degisim oranini
tanimlamaktadir. Bu hiicreler, tiimor hiicrelerinin bir sonucu olarak r, sabit katsayisi
ile olugmaktadir. r3 sabit katsayisi, var olan CD4™" T hiicreleri tarafindan ¢ogalarak
tiretilen CD4" T hiicre oranim1 gostermektedir. Burada s katsayisi ise timus gibi
viicuttaki CD4" T hiicre kaynaklar1 tarafindan iiretilen CD4" T hiicre oranin
belirtmektedir. Her bir hiicrenin sonlu bir yasam siiresi oldugundan, u; parametresi
CD4™" T hiicrelerinin dogal 6liim oranim belirtmektedir. Tiimdr ve CD4" T hiicreleri
arasindaki etkilesimin, sabit 0k; (6 < 1) katsayis1 ile CD4' T hiicrelerinin
yogunlugunu diisiirdiigii varsayilmaktadir. Enfeksiyon orami olarak alinan k» ve k3
parametreleri, HIV ve enfekte olmus CD4" T hiicreleri tarafindan enfekte edilen
CD4" T hiicre yogunlugunu artirmaktadir. Dolayisiyla, bu oranda sagliklh CD4* T
hiicre popiilasyonunu azalmaktadir.
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Uciincii denklem, enfekte olmus CD4™ T hiicre popiilasyonundaki degisim oranini
gostermektedir. Bu oran k, ve k3 enfeksiyon oranlari ile artmakta ve ¢ parametresi ile
dogal hiicre olimiiniin sonucu olarak diismektedir. Dordiincii denklemdeki N &
katsayisi, her bir enfekte olmus hiicreden salinan serbest viriis yogunlugudur. L
katsayis1 ise HIV popiilasyonundaki dogal 6liim oranini géstermektedir.

Coziimlerin Pozitifligi

Biyolojik bir dinamik s6z konusu oldufundan tiim parametre degerlerinin pozitif

oldugunu varsayalim. (5.38) sisteminin fiziksel olarak anlamli olabilmesi adina

baglangic kosullarin1 asagidaki sekilde belirleyelim:
T(0)=Tp>0,E(0)=Ey>0,1(0)=1>0,V(0)=Vy,>0. (5.39)

Oyleyse X(t) = (T (¢),E(t),1(¢),V(¢))T ve F(X) = (f1, >, f3, f4)T olmak iizere (5.38)
sistemi (5.39) baslangi¢ degerleri ile birlikte

X() =F(X), X(0)=X,. (5.40)

vektorel diferensiyel denklem formunda yazilabilir. Burada, baglangic deger
Xo = (Tv, Eo. 1o, Vo)" olup

fi(t)=nT(t) <1 — %?) —kT(t)E(t),
fz(l‘) = I’zT(t) +r3E(t) ( — %;)) —I—S—‘u]E(t) — 9k1T(t)E(t)

—kE@)V(t) —kE(t)I(2),
[3({t) =kE@)V(t) +kE(t)(t) —cl(t),
fa(t) =N&I(t) — oV (t)

dir. Oyleyse asagidaki lemmay1 ifade edelim.
Lemma 5.12. (5.40) sisteminin ¢oziimii vardir, tektir ve negatif degildir.

Ispat. Ilk olarak (5.40) sistemi icin F € C! (R* RY) ifadesinin saglandigindan (5.40)
sisteminin tek bir coziimii oldugu aciktir. Simdi bu ¢oziimiin negatif olmadigini
gosterelim.

Ilk olarak, ¥t > 0 icin T(t) > 0 oldugunu gostererek baglayalim. Bunun icin; kabul
edelim ki ¥t € [0,1;) icin T(t) > 0, T(t;) =0 ve t € (t1,t1 +¢€) igin T(t) < 0 olacak
sekilde bir t; > 0 olsun. Oyleyse (5.40) sistemindeki birinci denklem kullanilarak

dT (t)
dt

T(t1)
1

ZrlT(tl) (1— ) —le(ll)E(ll):O

=1
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dT (1)

yazilabilir. Ote taraftan, tiirevin tamimindan biliyoruz ki 7 = 0 olmas icin
1=n
T(t)—T(t T(t)—T(t
lim T()-T(n) _ lim T()-T(n) _ 0
t—t 11 t—t; 1
olmalidir. Buradan ise T(t;) = 0 oldugundan lirri% =0 olup t € (1,11 +¢€) igin
1t

T(t) = 0 olmas: gerektigi sonucuna ulasilir. Bu durum ise bagstaki kabul, t € (t1,t) +€)
icin T (t) < 0 olmasi ile ¢elisir. Oyleyse bu sartlart saglayan bir t; > 0 yoktur. Sonug
olarak, ¥t > 0 i¢cin T(t) > 0 dir. Benzer adimlar takip edilerek, V¥t > 0 i¢cin E(t) > 0
oldugu gosterilebilir.

Simdi de kabul edelim kit3 > 0, V(t) = 0 olup fonksiyonun pozitiften negatife gectigi ilk
zaman olsun. Yani, ¥t € [0,13) icin V(t) >0, V(t3) =0ve t € (13,13 +€) icin V() <0
olacak sekilde bir t3 > 0 olsun. Ote taraftan, sistemdeki iiciincii denklemi 1(t) icin
cozersek

P | (e kE@)10) = EOV ()

t
1(t) = L0 e L g=A0) / koE (s)V (5)eOds
0
seklinde elde edilir. Burada
A(r) =exp (/ (c+kE(1)) dt>
integral carpamdir. Oyleyse,

3
1(13) :IOeA(o)eA(ta)+eA(r3)/k2E(S)V(S)eA(s)dS
0

seklinde hesaplanir. Bu ifadede ise iistel fonksiyon pozitif degerli bir fonksiyondur.
Ayrica Iy > 0 ve hert > 0 icin E(t) > 0 ve Vt € [0,13) i¢in V(t) > 0 oldugundan

3
I(t3) _ IOeA(O)e—A(t3) _|_e—A(t3) /sz(S)V(S)eA(s)dS =0
0
ifadesi yazilabilir. Sonug olarak

dv(t)
dt

=NOI(t3) —V(t3) =No6I(t3) >0

t=t3

elde edilir ve bu durum bastaki kabul ile celisir. Oyleyse bu sartlar saglayan bir t3 > 0
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yoktur. Sonug olarak, ¥t > 0 i¢in V(t) > 0 dir. Son olarak ise
1(t) = Ipe Ve / kyE (s AW ds >0

oldugu agiknr. 0
Lemma 5.13. (5.40) sisteminin ¢oziimleri stnirlidir.

Ispat. (5.38) sisteminin ¢oziimlerinin ¥t > 0 icin negatif olmadigim bir onceki
lemmadan biliyoruz. Oyleyse

digit) = T(r) < - %f)) —kTE < nT(t) (1 _ %f))

vazulabilir. Buradan goriilebilir ki, tiimor hiicre yogunlugu K seviyesinde dengeye
oturur. Oyleyse, Ty < K ise Vt > 0 icin limsup T (t) < Ky dir. Ek olarak, Ty > K| ise
vt > 0 igin limsup T (¢t) < Ty dir. Simdi ise ikinci denklemden Ty < K| olmak iizere

‘”figt) — T (1) + 1E(r) (1 - %)

—kE@)V (1) —ksE(1)I(2)

< nK;+nrE(t) (1— [é)) +s5— W E(t)

) +s—WE(t)— 6k T(t)E(t)

esitsizligi yazilabilir. Biliyoruz ki CDA4" T hiicre yogunlugu icin K, tasima
kapasitesidir. Oyleyse 1Ky + s < uiK> kabulii altinda, Ey < K, ise ¥t > 0 icin
limsupE(t) < Ky oldugu goriiliiv. Simdi ise sistemdeki ikinci ve iiciincii denklemler
toplansin ve 8, = min{uy,c} olarak tanimlansin. Oyleyse Ty < K ve Eg < K, olmak
lizere

d(E(r) +1(2))
dt

=7+ (152 5 k() - ok T 00 ()10

K>

r3K:
< 2K +—34 2 45— WE(t)—cl(r)

< K+ 22 s 8 () + 1)

esitsizligi yazilabilir. Oyleyse limsup(E(t) +1(t)) < 3% <r2K1 + k& —l—s) = M, dir.
Son olarak ise dordiincii denklemden

dv(r)
dt

=N&I(1) — woV (1)
<NOM, — 1LV (1)

Nfé"’l = M, elde edilir. Sonug olarak,

esitsizligi yazilabilir. Oyleyse limsup(V (1)) <
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tiim ¢oziimlerin sinirlt oldugu goriiliir. Ayrica uygulanabilir bolge
= {(T,E,I,V)T 0<T<KLO<SE®R) <Ky, 0<SE(t)+1(t) <M,0< V(1) <M}

ile tamimlanabilir. O]

Lemma 5.14. Sistemdeki parametrelere bagli olarak

01 = min{uy,c}

1 }"3K2
M| = 5_1 s+ Kir+

4

NO
M= —M,
U2

seklinde tanmimlanswin. (5.1) sistemi icin uygulanabilir bolge

- {(T,E,I,V)T 0< T <K,0<E(®) <K,
(5.41)
O<SE@)+1(t) <M;,0< V()< M}

seklinde tanumlidir ve bu I bolgesi sisteme gore pozitif degismezdir.

5.3.2 Denge Noktalar1 ve Lokal Kararhlk Analizi

Bu alt boliimde, sistemin denge noktasinin civarindaki ¢oziimlerinin lokal davranis
incelemek amaciyla; sistemin denge noktalar1 sistemde yer alan parametrelere baglh
olarak belirlenecek ve denge noktalarinin lokal kararhilik analizi ifade edilecektir. Tk
olarak kolaylik olmasi agisindan sistemde tanimli parametrelere bagli olarak

p = rnn—w>0

n

y:Kz

yeni parametrelerini tanimlayalim. Bu durumda, (5.38) sisteminin vektor diferensiyel
denklem formunda ifade edilmis hali olan (5.40) sisteminde tanimlanan fonksiyonlar

fi(t)=nT(t) ( — w) — ki T(t)E(1)

K
fo(t) = T (1) + pE(t) + YE(1)? +5— 0k T (1)E(t) — k2 E(t)V (1) — k3 E (1)1 (1)
S(t) =kE@)V(e) +k3E(0)I(1) — cl (1)

Ja(t) = N&I(t) = maV (1)
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seklinde yeni parametrelere bagh olarak ifade edilebilir. Ayrica yine g¢alismanin
devamindaki analizleri kolaylastirmasi adina ¥ = k3 + N Ok, olmak iizere,

sY2 +cprX
RO - ) y
cHY (5.42)
rx
R, =
cloky

sistemdeki parametrelere bagli iki yeni parametre olarak tanimlayalim. Oyleyse, (5.38)
sisteminin denge noktalar1 asagidaki sekilde 6zetlenebilir:

1. HIV enfeksiyonu veya tiimor icermeyen saglikli denge noktasi parametrelere
bagh olarak asagidaki sekildedir:

T
p+ /P +asy
So1 = 07 2,}/ 7070

2. Tumor igerip enfekte olmamis durumu agiklayan denge noktasi asagida yer

almaktadir:
ki T
Spo=|Ki|1—-—Ep |,Epn,0,0) .
r

Burada Ey, , h(E) = AE2 + BE + C polinomunun reel kokiidiir. Polinomun

katsayilar ise A = 9K1r— —v, B=p— 0Kk — Klr—rz ve C =s+ Kjr, ile
tanimlidir.

3. Timdr icermeyen enfekte denge noktasi ise
T
S1=(0,E1,11,V1)

ile verilir. Burada

E =
1= k1R17
2
C
I = ‘Z%y(RO—l),
Vi :Nacggy(ze 1)

seklinde tanimlidir.

4. Tumor iceren enfekte denge noktasi ise
SZ = (T27E27127V2>T
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ile verilir. Burada

1
D=k (1-—
2 1( Rl)’

Ey =

2_k1R17

2
_CYU, B Hoky _i B
12— 22 (R 1>—|— Zrl K1 (1 )(R]l"z 91‘1),
NG (cyu; poki
Vo=— | ——=(Rp—1 Kill—— ) (Rirn,—06
? Hz(zz( >JFZrl 1 I (Rira = 6n)

dir.

Unutulmamalidir ki denge noktalar1 da sistemin birer ¢oziimiidiir. Oyleyse denge
noktalarinin pozitif oldugu sartlar1 belirlemek onemlidir. Bu sartlart belirleyen lemma
ifade edilmistir.

Lemma 5.15. Kabul edelim ki Ryy = r, — 0r; > 0 ve Ryo = 2cyuy — pX > 0 olsun.

1. Saglikli denge noktast So, her zaman pozitiftir.

2. h(E) fonksiyonunun kokii Eyp, pozitif ve bu kok igcin Eyp < % esitsizligi
saglaniyor ise enfekte olmamis denge noktast Soy pozitiftir.

3. Eger Ro > 1,

a. Tiimor icermeyen enfekte denge noktast Sy pozitiftir.

b. Ek olarak Ry > 1 ise, tiimor iceren enfekte denge noktast Sy pozitiftir.

HIV ile enfekte olmus bir birey hayat boyu HIV tasiyicist oldugu bilinmektedir.
Dolayisiyla, yukarida verilen denge noktalarindan sadece S| ve S, biyolojik olarak
miimkiindiir. Oyleyse, matematiksel analizlerin de sadece bu denge noktalari igin
yapilmast dogru olacaktir. Ancak tiim dinamigi anlamamiza yardimci olmasi adina
So1 ve Soz denge noktalarinin lokal kararlilik analizi ile ilgili teorem ispatsiz olarak
ifade edilmistir.

Teorem 5.7. Kabul edelim ki Ryy = r» — 0r1 > 0 olsun. Ayrica Ryz = sk% + pkir; — j/r%
olarak tanmimlansin.

(Py) Ry < 1 ve Roz > 0 sartlart saglantyor ise saglikli denge noktast Sy lokal
asimptotik kararlidur.

Eger Ryz < 0 veya Ry > 1 olur ise kararsizdir.

(P,) Tiimor iceren enfekte olmamis denge noktast Sy, Ry < 1 ve Ryz < 0 sartlart
saglaniyor ise lokal asimptotik kararlidtr.

Eger Ryz > 0 veya Ro > 1 olur ise kararsizdir.
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Simdi ise (5.38) sisteminin S; ve S, denge noktalari icin lokal kararlilik analizi ifade
edilecektir. Boliim 3.3.1°de yer alan lokal kararlilik teorisi kullanilarak, bu denge
noktalarinin lokal asimptotik kararli olmasi i¢in sistemdeki parametreler iizerine
konulmas1 gereken sartlar belirlenmistir. Sonug olarak, bu sartlar asagidaki teorem ile
ifade edilmistir.

Teorem 5.8. Kabul edelim ki

(Ki) Ropy=r—0r; >0ve Ry = 2cyup — pEX >0
(K2) Ro>1
sartlari saglansin. Bu takdirde,
(SK ) Tiimorsiiz enfekte denge noktasi S, Ry < 1 ise lokal asimptotik kararlidir. Ayrica
Ry > 1 ise kararsizdrr.

(SK,) Enfekte denge noktasi S», Ry > 1 ise lokal asimptotik kararlidr.

Ispat. (5.38) sistemi, tiimorsiiz enfekte denge noktasi Sy civarinda lineerlestirilerek
sistemin Jakobiyen matrisi

! 0 1,

Jo | P OmRT —ERe ek (Ro— 1) —faks gk | g
0 cfa(Ro—1)  —Neghy  §hoky
0 0 No —H2

olarak elde edilir Bu matrisin karakteristik denklemi, katsayilart sistemdeki
parametrelere bagli olarak

1
a; = = (Ro1 + X2 + cipky (1 —Ry) + NeSky +cyup (Ry— 1)),

Y
R k
ap = %(Z[Jz + Ncbky + czky (1 —Rl))-f— C'ng ! (1 —R1)(Zu2 +NC5k2>
+ 55T (Ro— 1) (St + ety (1= Ry) +X),
clRo1k ctu?
a3:%(1—R1)(Zm+NC5k2)—I— ;ZY(RO—l)
2
k
4 ‘;23 ly,uzz(Ro—l)(l —Ry) (c+w2),
AUk
a uzzzly(Ro—l)(l—Rl)
olmak iizere
P()») = 14—|—017L3 —|—0212+Cl3)» “+ay (5.44)

ile verilir. Simdi, belirlenen bu karakteristik denklemin koklerinin isaretinin analizini
yapmak i¢in Routh-Hurwitz kriterini bir modifikasyonu olan Liénard-Chipart kriterini
kullanacagiz. Bu kriter, Routh-Hurwitz kriterinde gerekli olan hesaplamalart daha
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kolay hesaplamalara indirgemektedir. (Detaylar icin EK 1’e basvurulabilir.)
Oncelikle, karakteristik denklemdeki katsayilar icin a1a> — a3 ifadesini hesaplayalim:

CYU

ajar —az = 7 (Ro—1) (N5k2€2—|— (Ro2 +2cyun) (C—l—,uz))
222
+ ;% L(R; —1)* (Roa +cyia (Ry— 1))
clhk
+ 22 L(1=R)) (Roa +cypia (Ry—1))?

+ B2 51y 4 Nedka) (Ro— 1) (2cpaks (1— Ry) + (Roa + Zi))
+ 3 (Z[.Lz +N05k2)2 (Roz + clpk; (1 — Rl))

1
+ 53 (St + Nedka) (Roa + ok (1 —R1))%.

Buradan, Ry > 1 oldugundan, Ry < 1 sarti altinda a; > 0, a, > 0,a3 > 0, ag > 0 ve
ajay —az > 0 saglamir. Sonug¢ olarak Liénard-Chipart Kriterinden, (5.44)’teki
karakteristik denklemin tiim koklerinin negatif reel kismit oldugu sonucuna ulagilir. O
halde, tiimorsiiz enfekte denge noktasit Sy lokal asimptotik kararlidir. Ek olarak, eger
Ry > 1 ise ay < 0 dir. Bu durum ise Routh-Hurwitz kriterinden S| denge noktasimin
kararsiz oldugu anlamina gelir.

Benzer sekilde, (5.38) sistemi, enfekte denge noktasi S» civarinda lineerlegtirilerek
sistemin Jakobiyen matrisi belirlenebilir. Bu matrisin karakteristik denklemi icin
katsayilar sistemde yer alan parametreler cinsinden

ay) =
CEUORT \ +cloR? (S + NeSky + ctiaky (Ry — 1))

AYUIRT (Ro— 1) (Zttp + ¢+ cioky (Ry — 1))
+C.U,2R%R()2 (Z‘llz +Ncoky + clrky (R1 — 1))

1 < CZ}’,LLZZR% (R() — 1) +Cu2R%R02 +22K1R17‘2 (R1 — 1) )

1
ay = m +cOX UK kR, (R] — 1) (C.UZkl (Rl — 1) + (Z‘l.tz —|—N05k2))
! —}—ZzKl (Rl - 1) (Z (C—|—[.12) (R1r2 — 91’1) + clrk Ry (R1r2 — 91’1))
+c?WIR%ky (Zttp + NeSky) (R — 1)
ZZKI (Rll’z — 97‘1) (R1 — 1) (22 + Xk (C—F,llz) (R1 — 1))
4 1 —f-ZzKlkl (R1r2 - 91’1) (Rl - 1) (Zuz +Nc5k2)
3= 30
Z3R% +clrR 1k (Z[.Lz +Nc5k2) (R] — 1) (ZK] 0k (Rl — 1) +R1R02)
SRy2R? (Ry— 1) (E+ ki (c+ 1) (R — 1))
clrk
as = Hal (Rl — 1) (czyuzzR% (Ro — 1) —|—22K1 (Rl — 1) (R1r2 — 91’1))

- X2R?

olmak iizere
PA) =AY+ a1 AP +aoA? + a3 +ay (5.45)

ile verilir. Ayni sekilde, ozdegerlerin negatif reel kisima sahip oldugunu gostermek icin

88



Liénard-Chipart kriterini kullanacagiz. Bunun icin

aray —az = LKy (Ry — 1)* (Riry — 0r1) (cE+ Zip)
+Z KPR Ky (Ry — 1)* (Ryra — 0r)
+ O LK IR kiry (R — 1) (Stp 4+ Nedky)
+ 2O ZKIR Ky (R — 1)’
+cZ KR Rop (¢ + o) (Ry — 1) (Ryr2 — 07y
+ X2 WK R\ Roy (R — 1) (Ryra — 0r1) (Zp + Neks)
+ L2 UK R 1Ryok1 (R — 1) (Riry — 0r1)
+ L2 U3K R3Rpoky (Ry — 1) (Ryry — 6r)
+27YD KR (c+ i) (Ro— 1) (Ry — 1) (Rira — Ory)
+SyE2 WK Rk (Ry— 1) (Ry — 1) (Ryra — 6ry)
+ Y22 U3K Rk (Ry— 1) (R — 1) (Ryry — 6r1)
+ X2 3K R k1 (Ry — 1)* (254 + 2NeSky) (Ryra — Or1)
+ 323K RS (R — 1) (Ryry — 6r1)
+ XK Ry (R — 1) (Rira — 0r1) (NSkoc® L+ NSkoc it + X7 13)
+*OYEUSKIRIE (Ry—1) (R —1)?
+ OV Ki Rk (Ro— 1) (Ry — 1) (Zuz + Nedky)
+ 30y 3K R ikyry (Ry—1) (R —1)?
+ POy 3K R 7y (¢4 1p) (Ry— 1) (R — 1)
+2c022 oK R Roory (Ry — 1) (Eo + Nedky)
+2¢208* 3K R 1 Rookiry (Ry — 1)
+ O K RHUE (R — 1) (Zpa + NeSky) + c*OZ U3 K R3k (R — 1)°
+2OLUIK R (R — 1) (Ztp 4+ Nedky)?
+ P02 U3K R r1 (R — 1) (Ettp + NcSks)
+ P IRIE (Ry — 1) (¢ + 1)
+ PSRk (Ry—1)* (R — 1)
+ YU RIRE (Ro— 1) (e + 1)
+AYU3RIRy (Ry — 1) (Zpp + Nebky)
+2c* Y3 RiRooky (Ro — 1) (R — 1) + 3 Rk (Ro — 1) (R — 1)°
+2c*yus Rk (Ry — 1) (R — 1) (Zuz + NcSky)
+YU3R} (Ro— 1) T (23 + Nc?Sky + NeS k)
+ P UIRS (Roa + Zip +Nedka) (Rop + cpioky (Ry — 1)) (Zpp + Nedk)

+C3,u23R?k1 (R1 — 1) (ROZ +2§8 +Nc5k2) (R()z + clrky (Rl — 1))
(5.46)



hesaplanir. Buradan, Ry > 1 oldugundan Ry > 1 sarti altinda a; > 0, a, > 0, az > 0,
as > 0 ve ajar —az > 0 olur. Oyleyse Liénard-Chipart Kriterinden, (5.45)’teki
karakteristik denklemin tiim koklerinin negatif reel kismi oldugu sonucuna ulasilir. O
halde, tiimorsiiz enfekte denge noktast Sy lokal asimptotik kararlidur. 0

Cizelge 5.1: Denge Noktalarinin Pozitiflik ve Kararlilik Durumlari

Rp <1 Rop>1
Ek Sartlar Ryz >0 Ry3 <0 R; <1 R >1
So1 LAK kararsiz kararsiz kararsiz
So2 kararsiz LAK negatif negatif
S negatif negatif LAK kararsiz
Sh negatif negatif negatif LAK

Sonug olarak, sistemde var olan tiim denge noktalarinin pozitiflik ve lokal kararlilik
durumlarina ait bir 6zet yukaridaki tabloda yer almaktadir. Burada, HIV ile enfekte
olmus bir birey hayat boyu HIV tasiyicis1 oldugu ve biyolojik bir sistemin
matematiksel analizlerini yapti§imiz unutulmamalidir. Dolayisiyla, So; ve Spo denge
noktalar1 gergek diinyada gozlemlenmemektedir.

5.3.3 Enfeksiyon Uretme Temel Esik Degeri

Bu alt boliimde, (5.38) sistemi kompartmanli model olarak diisiiniilerek yeniden ifade
edilecektir. Yani sistemin tasvir ettigi dinamikteki popiilasyon; HIV ile enfekte olan
ve enfekte olmayan boliimler olmak iizere iki genel sinifa ayrilacaktir. Buradaki amacg,
HIV i¢in sistemdeki parametrelere bagli olarak enfeksiyon iiretme temel esik degerini
hesaplanmasidir. Bu hesaplama icin gelecek nesil matrisi yontemi kullanilacaktir.

Oncelikle, kabul edelim ki Rg; > 0, Roz > 0 olsun. (5.38) sistemi 4 tane kompartman
iceren heterojen bir popiilasyondur. Sistemi, ilk 1ki kompartman hastalik
kompartmanina ve geriye kalan iki kompartman ise hastaliksiz kompartmana kargilik
gelecek sekilde yeniden diizenleyelim. Yani

X=(nv,1E)"

olsun. Oyleyse (5.38) sistemi kompartmanli model olarak asagidaki bicimde
yazilabilir:

X=FX)=2(X)-7 (X). (5.47)
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Burada .F = (%1, %2,...,. 74)T ve V = (N, 75,...,%4)T olup

S}

F1=kEt)V(t)+kE(t)I(t),

F = NSI(1),
F3 =0,
ﬁ4 = 07

vei=1,2,3,4icin ¥; =7, — ”,//I.Jr olmak iizere

¥ =cl(1) ve /" =0,

Yy =V () ve /)" =0,

vy = Ir(—lT(t)z—kk]T(t)E(t) ve %5t = nT(1),
1

Yy, =0kTH)E({)+kE@)V () +kE@M)I() ve ¥, =s+rnT(t)+pE(t)+ YE(1)?,
ile tanimlanir. Ayrica her i = 1,2,3,4 icin f; (X) = .%; (X) — #; (X) olmak iizere

F = (f1, /2, f5,f4)T dir. Ek olarak biliyoruz ki bu sistem icin enfeksiyonsuz denge
noktalarinin kiimesi S = {So;, S0} olur. Oyleyse asagida verilen kosullarin saglandig
kolayca goriilebilir:

(A1) X>0ise heri=1,2,3,4i¢in % (X),” (X),% " (X) >0 olur.

(A2) X; =0ise ¥;” =0 olur.

(A3) i>2igin .%; =0 olur.

(Ad) X eSisei=1,2i¢in F (X)=0ve ¥ (X)=0, ¥ (X) =0 olur.

(AS) Ro3z > 0 ise (5.47) sisteminin enfeksiyonsuz denge noktasi Sp;’de hesaplanan

Jakobiyen matrisi DF(Sp;)’in 6zdegerlerinin hepsinin reel kismi negatif olur.

Simdi ise Lemma 3.1°1 kullanarak 2 x 2 boyutundaki F ve V matrislerini belirleyelim:

DZ (So1) = <I(; g) , DV (x0) = (Z J(D :

1<i,j<2igin

ar. pHa/ p2tdsy pH/ prasy
P [8%, (501)] |k 5 ka—%
9X; N§ 0

Ve




ile tanimhidir. Ayrica Lemma 3.1’den V matrisinin tekil olmayan bir M-matris
oldugunu biliyoruz. Bu nedenle tersi vardir ve negatif olmayan bir matristir. Oyleyse
FV~! matrisi de negatif olmayan bir matristir. Simdi de Tanim 3.9 kullanilarak
gelecek nesil matrisi

K PV P2EASY  py/ PR sy ! 0
K—Fy-l— |" 2y 2 2y c
NoO 0 0 —
- 20}
k3 PN/ PPHASY  ky P/ PPtH4sY
=|c 2y o 2y
Ns 0

olarak bulunur. Sonug¢ olarak enfeksiyon iiretme temel esik degeri Ry, gelecek nesil
matrisinin spektral yaricapi olarak

1 1
Ro=p(K)=p(FV )= o <E01k3 + \/E (IE3 k3 +4Nc6k2E01)> (5.48)

p+y/ P2 tasy

seklinde hesaplanir. Burada Ey; = 27

edilirse

olmak tanimlanmistir. Burada dikkat

1 1
Ry = 2—C <E01k3 + \/‘u— ([,leglk%+4NC5k2E01)> <l Ry<1 (5.49)
2

dir.

5.3.4 Catallanma Analizi

Hastaliklarin matematiksel modellemesinin ana hedeflerinden biri, bir popiilasyonda
yayilan bir hastaligin hangi kosullar altinda ortadan kaldirilabilecegini belirlemek
veya hangi durumlarda devam edecegini anlamaktir. Bu amagla, (5.38) sisteminde
kontrol edilmek istenilen hastalik olarak tiimorii kabul edelim. Bu durumda sistemde
gozlemlenen dinamik, Ry < 1 iken hastaliksiz yani tiimorsiiz denge noktasi S;’in
kararli olmasi, Ry > 1 oldugunda ise bu dengesi noktasinin kararsizlagip yeni hastalik
yani timor iceren bir pozitif, kararli S, denge noktasimin ortaya c¢ikmasidir. Bu
gozlem, transkritik catallanmanin sinyallerini vermektedir.

Bu boliimde, R;’i catallanma parametresi olarak secerek, kritik catallanma degeri
civarinda (5.38) sisteminin denge coziimlerinin davraniglarini inceleyece8iz. Bu
durumu inceleyebilmek i¢in; oncelikle kabul edelim ki Ry; > 0, Ry > 0 ve Ry > 1
olsun.

Hatirlatma. Asagidaki ifadeleri birer hatirlatma olarak tekrar edelim:

* S1, Ry catallanma parametresinin her degeri i¢in sistemin denge noktasidir. Yani
VR i¢in F(S1,R;) = 0 dir. S, burada hastaliksiz yani tiimérsiiz denge noktasini
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gostermektedir.

* Timor iceren denge noktas: S1, Ry < 1 iken lokal asimptotik kararli ve Ry > 1
iken kararsizdir.

* A= Dxﬁ(S 1,0), yani A, sistemin denge noktast S; ve kritik ¢atallanma degeri
olan R = 1’de hesaplanmig Jakobiyen matrisi olmak iizere, bu matrisin basit bir
A = 0 6zdegeri vardir.

Dikkat edilirse, buradaki ikinci ve iiclincii maddeler, enfeksiyonsuz denge noktasi
Sy’in kararliligini kaybettigi ve R; = 1 kritik degerinde transkritik catallanma
goriilebilecegi anlamina gelmektedir. Catallanmanin normal formu, yani merkez
manifold tizerindeki vektor alanimin analitik formu, Bolim 3.4’te verilen merkez
manifold teoremi kullamlarak tiiretilebilir. Ustelik, kritik deger civarinda ¢atallanma
lokal olarak karakterize edilebilir. Bunun i¢in, Merkez Manifold Teorisi’'ne dayanan
Teorem 3.8’1 kullanacagiz.

Oncelikle Ry < 1 oldugunda u < 0 ve Ry > 1 iken u > 0 olacak sekilde yeni bir u
parametresi tanimlayarak, kritik catalllanma degerini 0’a tasiyalim. Oyleyse, (5.38)
sistemini asagidaki sekilde yeniden yazabiliriz:

X=FX,u),XecR* ueR, (5.50)

burada X = (T,E,I,V)T ¢ R* ve F= (f1, /2, /3, f4)T olmak iizere

filt)=nT(r) ( — —) — ki1 T(t)E(t)

fo(t) = T (1) + PE() + YEGP 45— O T()E(1) — o E()V (1) ~ ()11
£5(0) = BV () + KsE@I(1) — el 1)

fale) =N8I(t) - v (1)

dir. Oyleyse, asagidaki teorem bu boliimdeki temel sonucu igermektedir:

Teorem 5.9. u = 0 kritik degeri civarinda, (5.50) sisteminin normal formu
it = au® + bu, (5.51)

sistemi ile verilir. Burada
20 e b—2r
a=——veb=
K !
olarak hesaplanir. Yani (5.50) sisteminde @ = O kritik degeri icin ileri transkritik
catallanma goriilmektedir. Sonuc¢ olarak ise (5.38) sisteminde Ry = 1 kritik degerinde

ileri transkritik catallanma goriilmektedir.
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Ispat. Oncelikle A = DxF(S,,0) Jakobiyen matrisi

0 0 0 0

A |- Or1 —3Rp—ciw (Ro—1) —&mwks —Ek,
0 cLpr (Ro—1) ~Nelky  Ewky |’
0 0 NoO — U

olarak hesaplanmir. Bu matrisin karakteristik denklemi:

1
a1 = = (Ro1 + XUy +Ncdky + cyus (Ro— 1)),

X
R

ap = % (Xup + Ncbky) + c;—iy(Ro —1)(Zuy +cX),
C2 2

az = %}/(Ro— 1),

a4:O

olmak iizere
P(l) = 14 —|—a113 —l—azlz +azA +ay

ile verilir. Oyleyse ay = 0 oldugundan A = Dxﬁ(S 1,0) Jakobiyen matrisinin basit (tek
kath) stfir 6zdegerine sahip oldugu goriiliir. Simdi de katsayilar icin aya; — a3 ifadesini
hesaplayalim:

c
ajar —az = ;‘;2 (Rp—1) (N5k262 + (Roz + 2¢cy1) (C—f—,llz))
c
+ % (Zp2 +Nedka) (Ro— 1) (Roz + ko)
Rop > | R§,

Oyleyse a; > 0, az > 0 ve ajay — a3 > 0 sartlart saglamir. Sonug  olarak
Routh-Hurwitz kriterinden A = DxF(S1,0) Jakobiyen matrisinin geriye kalan
ozdegerlerinin reel kismi negatiftir. Boylece Teorem 3.8’in (T1) sartimi sagladig
goriiliir.

A matrisinin sifir 6zdegerine karsilik, vw = 1 olacak sekilde secilmig, negatif olmayan
sag ozvektorii w ve negatif olmayan sol ézvektorii v olsun. Oyleyse bu 6zvektorler

— N&(Er—cOBzk;) \ T
w=(1, 0, gl NGO} ey~ (1, 0, 0, 0)

seklinde hesaplanir. Boylece Teorem 3.8’in (T») sartimn saglandig1 goriiliir. Oyleyse
Teorem 3.8°de (3.13a) ve (3.13b) ile ifade edilen formiilleri kullanabiliriz. Bu
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formiilleri kullanabilmek adina ilk olarak,

$1,0) = —ki, (5.52)

hesaplanir. Sonug olarak

4 4

1 921, 1 % fi
= — Wi =——=— S ,O = = iwvj S 70
a=3 L. H S ax; 10 2.Zlv‘wwfax-ax-< 1,0)

k,i,jZI L=

1 9°fi r
=_ —=(51,0)=——<0
SV ox? (81,0) 1 <
ve : )
9%, 9% fi
b= 0;0 S1,0
k;”‘w’a op 0= lzvlw’axa (51,0)
82]0 2f 2 )
= S1,0 S 0 —— (51,0
% fi
0)=2 0
=VIWiSx oL on (81,0) =2r; >
ifadeleri elde edilir. Oyleyse sistemde ileri transkritik catallanma goriiliir. O

5.4 ikinci Modele Gecikme Terimi Eklenmesi

Tez calismasinin son asamasi olarak, analiz edilen (5.38) modeline gecikme terimi
dahil edilerek

& =nro (1-20) k80—,

Cfi—f =nT(t)+rE(t) (1 - %) +s—WE(@)—0kT(tH)E(t—1)

CE(t— 1)V (1) —ksE(t — T)I(1), (5.33)
= RE( — )V () + E( — 2)I(1) —l(0)
& = N8I() ~ oV (1)
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modeli olusturulmustur. Buradaki 7 kesikli pozitif gecikme terimi CD4t T
hiicrelerinin tiimor, HIV ve enfekte olmus bagisiklik sistemi hiicrelerini tanimasi i¢in
ihtiyac duydugu zaman olarak degerlendirilmistir. Diger tiim parametre ve
degiskenler (5.38) sistem ile aymidir. Bu sistemin periyodik ¢oziimler ailesine sahip
oldugu durum arastiralacaktir. Bu amagla sistemde Hopf ¢atallanmanin goriilebilmesi
icin karakteristik denklemin katsayilar1 iizerine konulmasi1 gereken sartlar
belirlenecektir.

5.4.1 Hopf Catallanmanin Varhk Analizi

Oncelikle bu sistemi X(¢) = (T (¢),E(t),E(t —7),1(t), V)T, F = (f1, >, f3. fa)T ve

fi(t) =nT(t) ( - %f)) —kT()E(t—1),
fa(t) =nT(t)+rE() < —%;U +s—WE(t)—0kT{)E(t—1)

—kE(t—1)V(t) —k3E(t —7)I(1),
f3(t)=kE(t—1)V({t)+kE(t—1)I(t)—cl(1),
Jalt) =N&I(1) — w2V (1)

olmak tizere
X(t) =F(X,7) (5.54)

vektorel diferensiyel denklem formunda yeniden yazalim. Sistemde Hopf
catallanmanin goriilebilmesi i¢in Teorem 3.10’un kosullarinin saglanmasi gerekir. Bu
kosullar1 test edebilmek icin Oncelikle sistemin denge noktasinda karakteristik
denklemini belirlemeliyiz. Analizler 1 denge noktasi civarinda gerceklestirilecektir.
Bunun amaci sistemde tiimoriin yok olmasi durumunu arastirmaktir. Bu nedenle
sistemde Hopf catallanma tiimorsiiz denge noktasi

2
rc Néc
1= (0,E, V)T = (o,ﬁ, ‘Z";"(RO— 1), Zéw(Ro— 1))

civarinda arastirilacaktir. Bu nedenle, bu bolim boyunca (K;) ve (K>) sartlarinin
saglandigini kabul edelim. Ayrica, kabul edelim ki

(K3) Ry <1

sarti da saglansin. Sistemin bu denge noktasinda hesaplanan Jakobiyen matrisini
belirleyelim.

_dfi _dfi _dfi _dfi _dfi
f”_—aT(t)’ flz_—c)E(t)’ flzf_—o'?E(t—r)’ f13—m, f14——av(t),

a2 df2 df2 9f2 df2

fu

BETIOk fzz:&E—(t)’ fzzfzm, fzsza](t), f24:8v(t)’

96



_dfs _df3 _dfs _dfs _df3
f3l_aT(t)’ f32_—8E(t)’ f32f_—8E(t—’c)’ f33= f34_8V(t)’

1(1)’

_ dfa _ 9dfy _ dfy _ Odfs _ dfy
f41_—8T(t)’ f42_—8E(t)’ f42f_—8E(t—’c)’ f43_81(t)’ f44_—8v(t)’

olmak tizere
hi = fu1(S1), ha= fi12(S1), h3 = f12.(S1), ha= f13(S1), hs = f14(S1),
L= f1(81), L=/fa(S1), L=fn(51), lL=f3(51), I5=fu(S),
my = f31(51), mo= f3(S1), mz=f3.(51), ms=f33(51), ms= f3(S1),

ni = fu(S1), na=fa(S1), n3=fa.(S1), na=f(S1), ns= fu(S1),

olsun. Oyleyse sistemdeki parametrelere bagh olarak bu katsayilar

k
hlzcuél(Rl—l), hy =0, h3 =0,
hy =0, hs =0,
1 1 ¢
b= 5 (Zr2—cBuakr), b= (PL—2cya), lr=— ?gtz (Ro—1),
Hac e
Iy = —ks XS =~k
4 3 y ; 15 k2 Y Y
my =0, my =0, m3 = L (Ro—1),
Nok
my = — 2267 mszkz%z—ls,
ni :0, n2:07 n3:0’
ng = N9, ns = —Hy,

olarak hesaplanir. Sonug¢ olarak sistemin enfekte
Jakobiyen matrisi

hy 0 0 O

. L b +l3e_“ Iy 5
DxF(Sl, ’C) = 0 m3e*’17 ma ms (555)

0 0 ng ns

olarak elde edilir. Oyleyse (5.53) sisteminin karakteristik denklemi

a) = (—h1 —12—m4—n5),
ay = (b +hymyg + hins + Lhmg + bns)

a3 =—hilp (m4—|—n5) ,

97



bl = _137
by = (hil3 + L3l4 + l3mg + 3ns)
by =—1I3 (h114 + hymg + hins + lyns +M4l’l5) ,
by = hil3ns (14 +my)
olmak iizere
A+ a A+ A+ ash +e (b1 A3+ baA? +b3A 4+ by) =0 (5.56)
olarak iistel polinom formunda hesaplanir. Hangi kosullar altinda, 79 > 0 i¢in T = 79

iken (5.56) denkleminin A = i@y kokiiniin oldugunu ifade eden lemma asagida yer
almaktadir.

Lemma 5.16. Ustel polinom formundaki (5.56) denkleminin bir ¢ift suf sanal
kompleks eslenik kokii vardir.

Ispat. Kabul edelim ki A (7)) = io(7y) = iax olmak iizere, A = A(7) = a(t) +iw(7)
(5.56) denkleminin bir kokii olsun. Oyleyse, T = Ty iken A (7o) = i®(T) = iy,

(bs — @*by) cos T@ + (wb3 — @by ) sintw + (0! — w?ay) =0, 557
((Db3 — (1)3b1) COSTM + (w2b2 — b4) sinTw + (0)613 — (0301) =0. .

denklemlerinin bir kokii olmalidir. Bu esitliklerde, her iki tarafin kareleri alinir ve taraf
tarafa toplanirsa

o® — (b} —af +2a;) ©° — (—a3 + b3 +2ara3 — 2b1b3) 0*

(5.58)
— (—d3 + b3 —2bybs) @* — b7 =0

esitligi elde edilir. Bu durumda, (5.56) denkleminin bir i@y kokiiniin olabilmesi icin
20 = a)02 olmak iizere,

g(z) =+ p1 + pa + paz— b3 (5.59)

denkleminin pozitif bir zo kokii olmalidir. Burada

dir. Simdi (5.59) ile verilen fonksiyonun pozitif bir kokii olup olamayacagini
aragtiracagiz.

Ilk olarak (5.59) fonksiyonu icin
g(0)=—-b1<0

98



oldugu goriilebilir. Ote taraftan

lim g (z) = e

saglamir. Oyleyse g (z) = 0 esitliginin en az bir pozitif kokii vardir. Yani, &> = zo olacak
sekilde en az bir pozitif reel 7o vardir. Oyleyse, (5.58) denkleminin kokii olacak sekilde

wo > 0 degeri vardir. Sonug olarak karakteristik denklemin T = 7y iken bir c¢ift surf
sanal £iwy kokii vardir.

Oyleyse bu oézdeger ciftinin ortaya c¢ikugr 1 degerlerini  bulalim. (5.57)
denklemlerinden sin(®t) ve cos(@7) ifadeleri elde edilir ve i®(Ty) = imy degeri bu
ifadede yerine yazilirsa;

— (0f —a209) (b3 — brag) + (a3 — a1 (ba — b2 65)
(bs—br@3)” + (b300 — by 03})’

sin(myTy) = , (5.60a)

4

(@~ a205) (ba — b20§) + (as00 — ay) (b3 — by )

(bs—200)" + (b3 — br)”

cos(wpTy) = — (5.60b)

sekilde elde edilir. Buradan n € Nq olmak iizere sirf sanal kok ciftlerinin ortaya ¢iktig
degerler

1 —(wg—azwg) (b3(1)0—b1608)+(a3(00—a1603) (b4—b2(l)§)
T, = —arctan [ ———— 3 5 . .
o (0§ —a2e05) (ba —ba035) + (a3 —ar0) (b30% — b1y

n
+_
0%
(5.61)
esitligi ile elde edilir Surf sanal kok ciftinin ortaya c¢ikngr ilk deger

T =min{t,:n=0,1,2,..} olmak iizere

— (0 —ar0}) (b3 — b1g) + (a3 — a103) (ba — brd)
(@0f —a25) (bs = br05) + (aswn — a1 @) (b3 —b1o;)
(5.62)

ile bulunur. ]

1
Top = — arctan (—
o

Lemma 5.17.
(K4) g(2), (5.59) ile verilen fonksiyon olmak iizere g’(wg) > 0 olsun.

olmak iizere, kabul edelim ki (K4) sarti saglansin. Bu takdirde, iistel polinom
SJormundaki (5.56) denkleminin sirf sanal kompleks eslenik kokii basittir.

Ispat. (Ky) sartimin saglandigim kabul edelim. Ayrica kapali fonksiyon teoreminden
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A fonksiyonunun T ya gore tiirevi i¢in

dA\ "' (A3 +3aiAr 4 2a0A +a3) — Te AT (b1 A3 + byA? + b3A + by)
(E) - —Ae 27 (b1 A3 + byA% + b3A + ba)
e 17 (3b1A% +2byA + b3)
e AT (b A3 +byA +b3A + by)
(AP 3aAr+2mA 4a3) T (36147 4 2b2A + b3)

A A+ a3+ aA?+azd) A A(L1A3+baA% +b3A + by)

esitligi elde edilir. O halde,

(o) =Re [ P4
(x(ro)—Re<dT

dir. Burada, (a%—2a2) > 0 ve (a% —2a1a3) > 0 egitsizliklerinin saglandig direkt
hesaplama ile parametrelerin tanimlari yerine koyularak goriilebilir. Sonu¢ olarak
o' (19) ifadesinin isareti; g'(w?)’nin isareti ile belirlenir. Yani, transversalite
kosulunun saglanmas: g'(®?) ifadesinin isaretine baghdir. Oyleyse, (K4) kosulu
saglandig1 takdirde g' (a)g) > 0 olur. Sonug olarak o/(ty) > 0 dir. Yani; siireklilikten
dolayi, varlig1 garanti edilen kompleks eslenik +iwy kok cifti to bir komsulugunda
basittir. [

_ (@) (5.63)
) (@) + (a] —2a2) 0f + (a3 — 2am1a3) o +a3@5)

Elde edilen tiim sonuclar birlestirildiginde, asagidaki sonuca ulasilir.

Sonug 5.3. Kabul edelim ki (K4) sarti saglansin. T = T degerinde (5.56) karakteristik
denkleminin Ay = iy, Ay = Ay = —iay koklerinden geriye kalan kiklerinin reel kismi
negatiftir.

Oyleyse asagidaki teoremi ispatsiz ifade edebiliriz.

Teorem 5.10. Kabul edelim ki (K4) kosulu saglansin. Oyleyse

1. S| denge noktast © € [0,79) iken lokal asimptotik kararlidir ve T > 7y iken
kararsizdrr.

2. T =1 iken (5.53) sisteminde Hopf catallanma meydana gelir.

5.4.2 Hopf Catallanmanin Yon Analizi

Bu boliimde, tek gecikme iceren (3.13) sisteminde ortaya ¢ikan periyodik ¢oziimlerin
yOniinii, kararlilifin1 ve periyodunu belirleyecegiz. Bunun i¢in Teorem 3.10’u
kullanacagiz. Bu teoremin kullanilabilmesi i¢in ¢;(0) Liapunov Katsayisinin
hesaplanmasi gereklidir. Bu bolimdeki amacimiz ¢ (0) katsayisin1 hesaplayabilmek
icin gerekli olan katsayilar1 hesaplamaktir
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Oncelikle U(¢) = (T(¢),E(1),1(t),V (1))" ve

Air O 0 0 0O 0 00
B Axi Axp Ay Aps o= 0 Ay 0 O
0 0 Azg Ass 0 A3 0 O
0 0 Ay Ays 0O 0 00

olsun. Buradaki matris elemanlar1 sistemdeki parametrelere bagli olarak asagidaki
sekilde tanimlidir:

k 1
A11=r1—cu; L Azlzi(zrz—ceﬂzkl),
1 c
Ap =5 (PL-2cy), A= —% (Ro—1) = —As,
cloks3 cloky
Axy = — y Axs = — = —Ass,
24 Y = b3 3 (5.64)
C
A :%(R —1), A3y = —5 (Z— Uoks3),
k
A35:CM2 2 Ags =N,
)
Ags = —

Simdi, F sistemin lineer olmayan terimlerini iceren fonksiyon olmak iizere (5.53)
sistemini,
dU(t)
dt
seklinde yeniden yazalim ve u = 7 — 7y lineer doniisiimii ile 7y catallanma degerini
sifira tagtyalim.

= BU(t)+CU(t — 1)+ F(U(t),U(t — 7)) (5.65)

6 € [—7,0] icin U,(6) = U(t + 0) ve ¢ = (¢1,02,¢3,04)" € 2 = C([—7,0],R*) icin
Ly:9 — R* bir parametreli siirekli (sinirh) lineer operatorlerin ailesi olmak iizere

(5.65) sistemi
dU(t)

dt

fonksiyonel diferensiyel denklem olarak yeniden yazilabilir. Buradah : 2 — R* en az
kuadratik terimler i¢eren bir operator ve 6 € [—,0] igin

=Ly (U (6)) +h(U: (6);1) (5.60)

hi (9 (0) ;1) = mi107(0) +mi361(0)da(—1 — o)

o (9(8);1t) = 12295 (0) + 11391 (0) 92 (— 1 — To) + 14393 (0) 92 (—p — 7o)
+15304(0)¢2(—1 — T0) (5.67)

h3 (9 (0);1) =ra3¢3(0)P2(—p — To) + 75304(0) P2 (— 1 — T0)

ha(¢(8);u)=0

)
)
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olmak tizere

hi(¢(6);u)
oy |(e(0)u)| o
h(9(6);u)= 1y (6(0) 1) =F(¢(0),¢ (-1 —1)) (5.68)
ha(9(6);1)

olarak tanimhidir. Buradaki katsayilar ise sistemdeki parametrelere bagli olarak
asagidaki sekilde tanimhidir:

182F1 ri 82F1
mll__az—T(Sl)__E’ mp3 = JTIE. (S1) = —ki,
1 9%F 0%F
ny = 82152 (S1)=-7, n13=ﬁ(51)=—9k1,
T
82F3 82F3
r43 = 19, (S1) = ks, ”53—@(&) ko

Riesz Temsil Teoreminden (Bakiniz Ek 1) ¢ € & icin

0
— [an(u.0)9(e)

olacak sekilde 4 x 4 matris degerli bir n(u,0) : [~7,0] — R* x R* doniisiimii vardir.
Bu doniisiimiin her bir bileseni smirli degisimlere sahiptir. ¢ € 2! icin n(u,0)
fonksiyonu kullanilarak A(u) ve R(u) operatorleri ¢ € 7 igin

%(Qm, 6 € [—1,0) ise
AW)o(8) =19 (5.70a)

Jdn(u,v)o(v), 6=0 ise

ve
0, 6 € [—7,0) ise

R(u)9(6) = (5.93b)
h(¢(0);u), 6=0 ise
seklinde tanimlanabilir. Oyleyse (5.66) denklemi
U, =A(n)U, +R(n)U; (5.71)

diferensiyel denklemine denktir. Simdi, A(0) ve A*(0) operatorlerinin reel kismu sifir
olan 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorleri hesaplayalim. Burada, A*(u) ve A(u)
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adjoint operatérlerdir. y € C! ([0, 7], R?) i¢in

€ (0,7] ise

deIT(IJ:V)W(—V)a 0 =0 ise

-7

operatdrii ve ¢ € 7 ve y € C ([0, T],R4) icin i¢ carpim

0 0
(v.9) = / / (6= 0)dn (1, 0)0 (£)d

— 0 € [—7,0) ise

[ dn(0,v)q(v), 6=0 ise

esitligi yazilabilir. Oyleyse 6 € [—7,0) icin

49(6)

o~ l@a(®)

diferensiyel denklemi elde edilir ve bu denklemin ¢6ziilmesiyle

0
1 1wy 0

q(0) = e'™
e

q4

ifadesi bulunur. Buradaki katsayilari ise

A(0)g(0) = Bq(0) +Cq(—10)

Aip O 0 0 0 0O 0 0O 0

A A A A 1 0 A 00 1
i0q(0) = 21 Axp A Aps N 23

0 0 Ay Aszs| |g3 0 A3z 0 Of |g3

0 0 Ay Ass| |qa 0 0 O Of |g4

esitliginin ¢oziilmesiyle elde ederiz. Sonug olarak
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0

1 %0
q(0) = —iwp+A2) e'®
(c+iay)
—iop+Ayp - —i )
( (cHay) 100 —e WOA”) —chyiay
olarak bulunur. Benzer sekilde, 6 € [—7,0) igin
dg*(o) _ . .
=100q (O
e~ log(o)
diferensiyel denkleminin ¢oziilmesiyle
1
6]*(6> Lg qi eia)d
43
4
ifadesi bulunur. Buradaki katsayilar
A*(0)g*(0) =B"¢"(0) +C"q" (w)
A;ip Ay 0O 1 0O 0 0 O
0 A 0 O ; 0 Az A3z O
—ing*(0) =5 22 qi T 23 A33
0 A24 A34 A44 q3 0 0 0 0
0 A25 A35 A45 qz 0 0 0 0
esitlifinin ¢oziilmesiyle
[ 1
71'(12071411
* 21
q(0)=s i . ~
) (— 928 10y + Az + e
-~ —eiworéaaf)zxzs Ay, Aas (i + oAz, +ie" ™M cAy3 + DT @yA,3)

hesaplanir. Simdi ise i¢ carpim tanimi kullanilarak

') = / ['7 €~ 0ram(u.0)a(¢)a

Q9
)
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1l = — N/ ,. 1
—S(l 9 93 qii) </Tdn(0,9)e“’99> o
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yazilabilir. Ote taraftan

0 ) 0 . 0 .
/ dn(0,0)é®°0 =B [ 5(6)®0d0+C [ (6 +1)c°0d0
—T —T —T
0 0 00
:_Toefiwrocz_foefiwro 0 Az 0 O
0 Ay 0 0
0 0 00

ifadesi elde edilir. Boylece
(a",q) =5 ((45+ a3 +q443) — (=70 "™™) (A23q5 +As35)) =1
esitliginden s degeri (¢*,q) = 1 esitligi saglanacak sekilde

1
F=—— M _ — (5.77)
0 + @3G5 + qaq; + Toe N0 (An3gs + Azzqy)

olarak secilir. Siradaki adimda ise hesapladigimiz bu 6zvektorler yardimiyla (5.71)
sisteminin 4 = 0 daki merkez manifoldu W¢(0) 1 hesaplayacagiz. Bunun ig¢in bu
sistemin bir ¢oziimii U, yi ele alalim. Bu ¢oziimii

U =z(t)g+z(t)g+w (5.78)

seklinde parcalayalim. Burada z(r) = (¢*,U;) € C ve (¢g*,w) = 0 dir. Boylece,

z2(t) ={q",Uy),
w(t) =U,—(q",U)q—(q",Ur)q

olmak iizere (5.71) sistemi bu degiskenler cinsinden yeniden yazilabilir. Bunun i¢in ilk
olarak

(", A(0)U;) = (A(0)q",U;) = (—imng", U;) = i (q*, Ur) = iwoz(t)

ve

esitliklerden,

= iz +g(z,Z,w;0)
yazilir. Burada g(z,z,w;0) = ¢*(0).h(zg(0) +zg(0) +w;0) olarak tanimhdir. Ikinci
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olarak w degiskeni i¢in bir esitlik elde edecegiz. Operatorlerin tanimi kullanilarak

A0)U; —(q",A(0)U;) g — (g, A(0)U;) g = A(0)U; — impzq + icnZg

A(0) (zg+2q +w) — imozq + i0nZg
A(O)w

veE

R(0)U; —g(z,7,w;0)g — &(z,Z,w:0)g =
—28(2,Z,w;0)q(8) —g(z,Z,w;0)g(0) 0 €[—1,0) ise
h(zq(0) +7g(0) +w;0) — g(z,Z,w;0)q — 8(z,Z,w;0)g 6 =0 ise

esitlikleri yazilabilir. Oyleyse bu esitliklerden

w=U,—(q",U,)g— (7", U/)7
=U—--7q
= A(0)U; + R(0)U; — (ianz+8(2,2w:0)) g — (—ianz+3(,2w:0) ) g
= (A(0)U, — iwnzq + ianzg) + (R(O)U —3(z,7,w;0)g — (z,2,w;0 q)
— A(0) (U; — zg —29) + (R(0)U; — (2,7, w;0)g — §(2.2,w:0)q))
=A(0)w+H(z,Z,w;0)

sonucuna ulagilir. Burada

H(z,Z,w;0) =
—2(z,Z,w;0)q(0) —2(z,Z,w;0)g(0) 0 € [-1,0)ise (5.79)
h (z¢(0) +7g(0) +w;0) — g(z,Z,w;0)g — 8(z,Z,w;0)g 6 = O ise

ile tanimlidir. Sonug olarak

z=1impz+8(z,Z,w;0)

~ (5.80)
w=A(0)w+H(z,z,w;0)
sistemi elde edilir. Bu sistem, (5.71) sistemine topolojik olarak denktir. Yani, bu
sistemin denge noktasinin yakin civarindaki dinamigi kendisinin merkez manifolduna
kisitlamas1 olan
z =iz +g(z,7;0) (5.81)

sistemi ile belirlenmektedir. Burada g(z,z;0) = ¢*(0).h(z,z;0) dir. Simdi bu sistemi
hesaplamak istiyoruz. Bunun igin 6ncelikle w = W(z,z;0) fonksiyonu ig¢in
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(g*,W;j(6;0)) = 0 olmak iizere Taylor serisini ifade edelim:

L 27/
W(z0) = Y Wy(6:0)5+ 0 (1),
i+j=2 L

Oyleyse bu Taylor seri agilimi ve (5.78) esitligi kullanilarak

Ui (6) = 2(t)q(6) +2(1)q(8) +W(z,z;0)

=2(t)q(0) +z(t)g(6) +Wzo(9;0)§ +W11(9;O)ZZ+W02(9;0)§ +...

‘/Vijl (9;0)
yazilabilir. Diger taraftan W; j(G, 0) = ile tanimli olmak iizere (5.75) ile
Wij;(6:0)
‘/Vi]'4(6;0)
verilen g 6zdegeri bir 6nceki esitlikte yerine yazilirsa
0 0 Wao,(0;0)
1 1 Wao,(0;0) | 22
U (0)=<(0) | |0z | L[ erio g | V(OO 2
93 73 Wao,(6;0) | 2
q4 qa Wa0,(6;0)
Wii,(6:0) Woz, (6:0)
Wi1,(0;0 Wo2,(6;0) | 22
L | Win(8:0) 4 | Wo, (6:0) 1 27
W11,(6:0) Wo2,(0:0) | 2
Wi1,(6;0) Wo2,(6:0)
Ut1 (6)
ifadesi elde edilir. Buradan, U, (0) = ile tanimli olmak iizere
Ut3 (9)
Ut4 (0)
2(t)? _
Uy, (0) = Wao, (6:0) 55 + Wiy, (6:0)2()z(r)
()2
HU
+ Wi, (9,0)% +...
. . £)?
Uy, (8) = z(t)e"™® 4+ 7(t)e "0 WZOZ(G;O)Z(T) + Wi1,(8;0)z(1)z(7)
=(4)2
HU
+W022(9,O)% + ...
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Uy, (8) = z(t)q3¢"™® +Z(t)gze "™ + Wa, (&@@ +Wi1,(0;0)z(1)z(t)

— l’ 2
+W023(9;0)% +...
00 | = i z(1)? ;
Uy, (8) = z(t)qae'™®® +7(t)gge "™ + W204(9;0)% + Wi1,(0;0)z(r)z(¢)
— l’ 2
+W024(9;0)% + ...
esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerde 8 = 0 ve 8 = — 1 degerleri yerine yazilirsa
2 —2
Uy, (0) = Way, (0;0)> 5 W1, (0:0)zz + Woz, (0: 0) 5+
) —2
U, (0) = z+Z+ Wa,(0; 0) + Wi1,(050)zz + Woo, (0; 0)
2 72
— < _
Uy, (0) = zq3 + 2g3 + Wa0, (0; 0)5 +Wi1,(0;0)zZ + Wop, (0; 0)5 + ...
22 z
U, (0) =2zq4 +@+W204(0;0)5 +W114(0;0)ZZ+W024(0;0)5 +...

\&

2 =2
Z _ Z
Utl( ) W201( TO;O)E+W111(—T0;0)ZZ+W021( O)E-i- .
2
—i _ i <
Ut2(—T()):Ze 10)0T0+Ze0J0T0+W202(_TO;0)5+W112( 705 )
ZZ
+W022(—T0;0)§+...
2
_i g Z _
U, (—70) = zq3e” "% +7g3¢' ™% +Wzo3(—fo;0)3 + Wi, (—10;0)zZ
ZZ
+W023(—T0;0)§+...
2
_i 3 Z _
Uy, (—70) = zqae " ™™ 4 Zqze' ™™ + W204(—To;0)5 + Wi, (—70;0)zz
22
—|—W()24(—T();0)3—|—...

olarak hesaplanir. Simdi ise h(z,z;0) fonksiyonunu z ve Z cinsinden acik¢a ifade
edelim. Bunun i¢in ilk olarak,
h1 (U (0);0) = m11 U7, (0) +my3U;, (0)Uy, (— 1)
ha (U (8)0) = n22U;, (0) + 113Uy, (0)Up, (= o) + 143Uy (0) Uy, (— 7o)
+ 153U, (0)Uy, (—70)
h3 (U; (0)30) = ra3Us, (0) Uy, (—10) + r53U4, (0) Uy, (—70)
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ha (U; (8);0) =0

olmak iizere (5.68) denkleminden

6);0
0);0
0);0
hy );0

U,

(
h(U, (6);0) = E
(U, (6

(
(
(
(

seklinde yazilabilir. Buradaki katsayilar sistemdeki parametrelere bagh olarak (5.69)
esitligi ile verilmistir. Ayrica h (U, (6);0) fonksiyonu i¢in Taylor serisi agilimi

k i=Jj
Vaveé

h(U,(6):0)= Y hij(0) 377 + O(|z<)
i+j=2 Ea

ile ifade edilir. Oyleyse bu Taylor seri agilimi kullanilarak

h1 (U; (6)0) h20,(0)z% 4 h11,(0)2Z + oo, (0)22 + a1, (0)2°Z + ...
hy (U;(0);0) | | h20,(0)2% 4 h11,(0)2Z + hoo, (0)2% + hai, (0)2°Z + ...
h3 (U; (6);0) B h203(0)2 +h113(0)ZZ+h023(0)Z —l—h213(0)Z22+ .....
hy (U, (0);0) h20,(0)z% 4 h11,(0)2Z + hoo, (0)22 + 21, (0)2°Z + ...

(5.82)
esitlikleri yazilabilir. Bu son iki ifadenin esitlenmesiyle Taylor seri aciliminin
katsayilar1 hesaplanabilir. Hesaplanan bu katsayilar asagida yer almaktadir:

ha, (0) =0,

hi1,(0) =0,

hoz, (0) =0,

ha1,(0) = m13Wao, (0;0)%6%% +my3Wy1, (0;0)e "%,

B0, (0) = noy +ng3qze " @™ + ns3qqe 0T,

hi1,(0) = 2m + 433 ™™ + nyzgze ™% +ns3qae ™7 + nsygze ™%,
hoa, (0) = naz + nazgze 10T 4 psagae! W,

ha1,(0) = n13Wao, (0; O); la)oro—l—nlaW]ll(O;O)e’i“’OTO

__Wa,(—70;0)
2

1 . .
+ ng3Wao, (0; 0) Eelwofl +ng3Wii, (0; 0)671%1’0

1

+n53q4Wi1,(—10;0) +n53ﬁW202(—T0;0)5

S .
'+ ns3W 1,(0;0)e 10T

+na3q3Wi1, (—70;0) + na3qz

1
+ ns3Wa, (0;0) 3
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120, (0) = ry3qze "™ 4 rs3q4e” T,
h115(0) = r43q3€" 0™ + ry3gze "0 4 r53q4e" ™™ + rs3gze ',
ho2,(0) = ra3qae' ™™ + rs3qze' ™™,
o 1
h21,(0) = +ra3q3Wi1, (—10;0) + razqzWao, (—70;0) 5

2
+ I’43W203 (0; 0)56“001* + 7‘43‘/‘/'113 (O;O)e_iworo

1

+r53qaWi1,(—10;0) + ”53WW202(—T0;0)§

1
+r53W204(0,0)2 e 4 r53 Wiy, (0;0)e TN,

Oyleyse (5.76) ile tamimlanan q* ozvektoriinii ve bilesenleri acikca ifade edilen
h(z,z;0) fonksiyonunu g(z,z;0) fonksiyonunun ifadesinde yerine yazalim:

2(z,7,0) = ¢*(0).h(z,7;0)

! hzol(O)z + 11, (0)2Z+ hog, (0)2% + b1, (0)222+ ...
B 120, (0)2% + k11, (0)2Z + oo, (0)2 + ha1, (0)2°Z + ...
4 h20,(0)2% + h115(0)2Z + oz, (0)2 + 21, (0)2°Z + ...
i h20,(0)2% + h11,(0)2Z + o2, (0)2 + 21, (0)2°Z 4 ...

= (sqha20,(0) + 5q5h20,(0)) 2° + (sqhi1,(0) + 5g5h11,(0)) 22
+(@hozz(0)+@hoz3 )Z (sh211 +Sb1h212(0)+ﬁh213(0))222+,_,

dir. Ote taraftan g(z,z;0) fonksiyonunun Taylor seri agilimi

8(z.z;0 Z 8ij(0 . ﬁ(\ZI"“)

i+j=2

dir. Bu iki ifadenin esitlenmesi ile g20(0), g11(0), g02(0) ve g2 (0) katsayilar1 agagidaki
sekilde elde edilir:

(0) = 25 (g5h20,(0) + ¢3h20,(0)) ,
(0) =5 (g5h11,(0) + ¢5h115(0)) ,
202(0) = 25 (q3h02, (0) + ¢3hoa, (0))
(0) =25 (21, (0) +g3h21,(0) +5¢3h21,(0)) -

(5.83)
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Simdi de (5.80) esitligi i¢in A fonksiyonunun (5.79) ile verilen tanimi kullanilarak

olmak tizere
w=A(0)W(z,z;0) + H(z,z;0)

denklemi yazilir. Ote taraftan (5.81) esitligi kullanilarak

W =W.(2,2;0)z + We(z,7;0)z
= W.(2,7:0) (iwz+ g(2,%:0)) + Wx(2,%;0) (—iwZ +3(2,2:0))

esitligi yazilabilir. Bu iki esitlikten ise

Wz(Z,Z;O) (ia)z+g(z,2; 0)) +WZ(Z,E; 0) (_in‘i‘g(Z,Z;O))

A(0)W (z,7;0) + H(z,7;0)

esitligi elde edilir. Ayrica W(z,z;0) ve H(z,7;0) fonksiyonlarinin Taylor seri agilimlar
son esitlikte yerine yazilmasiyla

(Wao(0:0)z+ W11 (8:0)Z+ ...) (i0z+g(2,7:0))
+ (W11(0;0)z+Wp2(0;0)z+...) (—ioz +2(z,7;0))

(5.85)

2 =2
A(0) (Wzo(O;O)%+W11(9;0)ZZ+W02(6;0)%—l—...)

2 2
+ (Hzo(Q;O)% +H11(0;0)zZ+H02(0;0)% - )

esitligi elde edilir. Burada z2, zZ ve Z° terimlerinin katsayilari karsilikl esitleyelim:

(2i(l)[—A(0))W20(9;0) = Hzo(Q;O),
—A(O)WH(Q;O) :HH(Q;O), (5.86)
— (2i0I +A(0)) Win(0;0) = Hp2(6;0).

Bu esitliklerden goriilebilir ki hesaplamanin yapilabilmesi i¢in Hyo(0;0), H;1(0;0) ve
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Hy(0;0) ye ihtiyag vardir. Bu vektorler ise asagidaki gibi elde edilir:

—20(0)q(0) —202(0)(6), 0 €[-7,0) ise

h20| 0

(
Hy(0;0) = 0 (5.87a)
(
(

hoo,
ho, (0

)
; ~ 40(0)g(0) ~2x(0)(0), 6=0 ise,
hao, 0)

H,1(6:0) = - (5.87b)

—202(0)q (0) —82(0)(6), 6 €[-7,0) ise

hoo, (0
hoo, (0
hoo, (0
hoo, (0

Hy(6:0) (5.87¢)

)
; ~ 502(0)q(0) — Z(0)7(0), 6 =0 ise,
)

O halde, Wx,(0;0), W;1(0;0) ve W2(6;0) vektorlerini hesaplanabilmesi i¢in (5.86) ile
ifade edilen denklemlerin ve (5.87a-5.87c¢) ifadelerinin kullanilmasiyla 6 € [—7,0) i¢in
elde edilen diferensiyel denklemlerin sirastyla ¢oziilmesi gerekir. i1k olarak 6 € [—,0)
i¢in
dW» (60 : N
AW09:0) o (0:0) = —ga0(0)a (6) ~ 2 (0)7 (6)
diferensiyel denkleminin ¢oziilmesiyle Cyq integral sabiti olmak iizere

1 : 1 . .
Wao(0;0) = ——20(0)g (0) €*® — —20,(0)7 (0) e **® + Ce*®
0] 3iw
elde edilir. Benzer sekilde 6 € [—1,0), Cy; integral sabiti olmak iizere

1 . 1 _ _ .
W11(6:0) = 5811(0)61(0) % — %gn(o)CI(O)e 00 1 Cpy

coziimil belirlenir. Ayrica dikkat edilirse
Wo2(6;0) = W20 (6:0) (5.88)

dir. Oyleyse, Cyy ve Cp; integral sabitlerini hesaplayalim. Ik olarak, & = 0 iken
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Wh0(0;0) ¢oziimiine A(0) operatorii uygulandiginda A(0)g(0) = A(0)g(0) oldugu i¢in

0
A(0)Wap(0;0) = / An(0.)Wan(:0)

= —420(0)4(0) ~Fn(0)7(0) +Cxo [ dn(0, )%

olup
: 1_ _
(2ianI —A(0)) Wa0(0;0) = —g20(0)g (0) — 5802(0)61 (0)
0 . (5.89)
+Cy (Ziwo — / dn(o,v)e2'“’0V)
-7
dir. Oyleyse Hyo(0;0) ifadesi kullanilarak
hao, (0)
0 . ho, (0
Cao <2ia)01 — | dn(o, v)ezm’o"> _,| H0.(0) (5.90)
-7 hao, (0)
h204 (0)
elde edilir. Simdi ise tanimlar kullanilarak
0 . .
/ dn(0,v)e* ™Y = B4 Ce 2% (5.91)
-7
olup sitemdeki parametrelere bagl olarak
Moy = 2iwpl — (B + Ce21™™)
2iwy —Aqg 0 0 0
B —Ay 2oy —Ap—e™MAy  —Ay —Aps
0 e @A, 2iay —Asg Aos
0 0 —Ayq 2ia)0 —A45
olmak lizere
hao, (0)
hao, (0
hao, (0)
hao, (0)
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olarak hesaplanir. Sonug olarak

1 . 1 y .
Wao(6;0) = —Egzo(O)q (0) /™8 — %goz(mqm) e 190 4 Cype?i0
1 1
W2 (0;0) = —%gzo(o)q (0) — mgoz(o)ﬁ (0) +Cxo
! . R
Wao(—170;0) = —%gzo(O)CI(O)e ol 3iw0802(0)fI(0) TN | Cype 20T

hi1, (0)
_ h 0
Cii = — (M)~ 1tz (0)
hi1, (0)
hi1, (0)
olarak elde edilir. Oyleyse
4 1
W 9’0 - 0 l(J)G__— — 11017}
11(6:0) l.wgn( )q(0)e iwgn(O)Q(O)e +Cn
1 1
0;0) = — 0)g(0) — —2.,(0)g (0
W11(0;0) ia)g“( )q(0) ia)g“( )7 (0) +Cn
1 Yy . 1 _ _ -
Wit (—71:0) = %811(0)61(0)6 wn %gn(o)fZ(O) e +Cyy

dir.

Sonu¢ olarak Liapunov katsayist i¢in gerekli tiim katsayilar hesaplanmistir. Bu
hesaplanan katsayilardan yerine yazilarak, (5.38) sistemi i¢in Liapunov katsayisi

i

CI(O) = %

(£2000)601(0) -2l OF - 51020 ) + 3(0)  592)

esitligi yardimiyla hesaplanmis olur. Oyleyse catallanmanin yoniine Teorem 3.11
kullanilarak karar verilebilir.

114



6. NUMERIK SONUCLAR

Bu boliimde, teze konu olan iki model i¢in Onceki boliimlerde elde edilen matematiksel
sonuclart niimerik simiilasyonlar kullanarak destekleyecegiz. Bu tez calismasinda yer
alan tiim niimerik ¢alismalar MATLAB (R2021a) programi kullanilarak yapilmistir.
Bu programinda ise MATLAB ODE (ode45) ve MATLAB DDE paketi kullanilmisgtir.

6.1 Parametre Degerleri

Bu alt boliimde, oncelikle niimerik calismalar yapilirken kullanilacak olan parametre
degerleri belirlenecektir. Burada, calistigimiz modellerin canli i¢indeki dinamikleri
tasvir ettigini hatirlatalim. Simdi de her iki modelde de yer alan parametreleri ve bu

parametrelerin anlamlarini yeniden ifade edelim.

Cizelge 6.1: Parametrelerin Aciklamalari

Parametre || Ac¢iklama
T Tiimor hiicrelerinin biiyiime orani
ki Tiimor hiicrelerinde bagigiklik sisteminden kaynakli 6liim orani
K| Timor hiicrelerinin tagima kapasitesi
r Tiimériin sonucu olarak CD4™" T hiicrelerinin bilyiime orani
r3 CD4™" T hiicrelerinin biiyiime orani
K, CD4* T hiicrelerinin tasima kapasitesi
s Viicuttaki kaynaklar tarafindan iiretilen CD4" T hiicresi orani
Uy CD4* T hiicrelerinin dogal 6liim orani
0k, CD4* T hiicrelerinde tiimorden kaynakli 6liim orani
ko Viriis kaynakli enfeksiyon orani
k3 Enfekte olmus CD4" T hiicresi kaynakli enfeksiyon orani
c Enfekte olmug CD4™ T hiicrelerinin dogal 6liim orani
N6 Enfekte olmus hiicrelerden yayilan viriis orani
U Viriisiin dogal 6liim orant
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Canli i¢indeki durumlari modelleyen sistemlerde; parametre degerleri secmek canl
disindaki durumlart modelleyen sistemlere goére daha zordur. Bunun nedeni;
modeldeki degiskenler icin diizenli 6lciimler yapilmamis olmasidir. Olciimler denense
bile, bu Olciimler parametre degerlerinin tahminleri i¢in ihtiya¢ duyulan 6l¢iide dogru
sonuglar vermeyebilir [51]. Ancak, bazi durumlarda klinik deneylerden toplanan
verilere dayanarak siirecler icin gercek oranlari hesaplamak miimkiin olabilir [57].
Simdi ise calistigimiz matematiksel modellerin niimerik caligmalarin1 gerceklestirmek
icin gerekli olan parametre degerlerine ait se¢imlerin detaylarindan bahsedecegiz.

Ik olarak, klinik literatiirde, kiibik mililitre basma CD4" T hiicresi sayisi
raporlanmaktadir. Hem giinliik hem de toplam lenfosit sayisinda dalgalanma olmasina
ragmen, periferik kanda olciilen CD4% T hiicrelerinin yaklasik sayis1 1000
hiicre /mm?’tiir [58]. Oyleyse, saglikli bireylerde CD4* T hiicresi say1s1 icin standart
deger olarak 1000 hiicre /mm?> secilebilir. [59] ¢alismasinda yapilan klinik deneylere
gore kandaki CD4* T hiicre sayis1 enfeksiyon kaynakli olarak dalgalanarak yiizde 50
kadar artabilir. Oyleyse CD4" T hiicreleri icin tasima kapasitesini belirleyen K,
parametresinin degeri 1500 hiicre/mm> olarak belirlenebilir. Bu deger, saglikli
bireylerde tipik olarak bildirilen CD4 " T hiicre sayisindan daha yiiksek ancak siddetli
enfeksiyonlarda elde edilebilecek de8erlerden daha diisiiktir [51]. CD4" T
hiicrelerinin yaklagitk her 12-18 saatte bir boliindiigii klinik ¢alismalardan
bilinmektedir [58]. Ayrica, yapilan klinik ¢alismalarda CD4™" T hiicrelerinin 2 ile 6
hafta arasinda etkinligini kaybettigi gozlemlenmistir [61]. Bu caligmalardan elde
edilen sonuglardan hareketle CD4 ™ T hiicreleri igin biiyiime ve 6liim oranini belirten
r3 ve W parametrelerinin degerleri sirasiyla 0.03 giin~! ve 0.02 — 0.07 giin~! olarak
belirlenmigtir.

Bir virlisiin hiicreyi dogrudan enfekte edebilmesi icin, hiicreyle karsilasmasi,
reseptore baglamasi ve ardindan hiicreye girmesi gerekir. Bu nedenle enfeksiyon,
viriisiin hiicre ylizeyine tasinma hizindan daha hizli gerceklesemez. Ayrica, [62]
calismasinda yapilan laboratuvar deneyleri, viriisiin yaklagik ylizde 40’min enfekte
etmek icin hedef hiicrelere saldirmasina ragmen hedef hiicrelerin sadece yiizde
2-3’iinilin aktif olarak enfekte oldugunu kanitlamistir. Bu durumda, HIV ve CD4T T
hiicreleri arasindaki karsilasmalarin sadece bir kisminin enfeksiyona yol agacagini
diisiinmek mantiklidir [51]. Bu bilgilerden hareketler, [51] caligmasina benzer sekilde
ky parametre degeri, 2.4 x 10~ giin~! olarak belirlenmistir. [63] klinik ¢alismasinda,
enfekte olmus CD4™ T hiicrelerinin 1-2 giinden daha az yasadig1 raporlanmistir. Bu
klinik bilgiden yola ¢ikilarak; [57] ¢alismasina benzer sekilde enfekte olmus CD4™
hiicrelerinin ©liim oram olan ¢ parametresinin deger araligi 0.5 — 1 giin~! olarak
secilmigtir.

Salinan bulasici viriislerin sayisi, N, tam olarak bilinmemektedir. [64], 50 ila 1000
arasinda oldugu raporlanmistir. [65] calismasinda ise, N > 300 olmasi gerektigi tahmin
edilmistir. Bu ¢alismalardan yola ¢ikarak N parametresinin deger aralig1 olarak 300 —
1000 kabul edilmistir.

Serbest viriis, gpl20 proteinindeki degisme nedeniyle zamanla bulagiciligini
kaybetmektedir [67]. Bir viral enfektivite analizinde, viriisiin 37 °C’de 4-6 saat zaman
aralig1 icerisinde etkisinin yariya diistiigii gozlemlenmistir [65]. Bu calisma ve benzer
calismalardan da yola ¢ikarak viriisiin 6liim oranini belirten t; parametresi i¢in deger
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arahig1 2.1 — 3.8 giin~! olarak belirlenmistir.

Sonug olarak calisilan matematiksel modellerdeki parametrelerin alabilece8i deger
araliklar1 ve ilgili referanslar asagidaki tabloda 6zetlenmistir.

Cizelge 6.2: Deger araliklar ve referanslari

Parametre || Deger Araligi Birim Referans
r 0.05-0.5 giin~! [52]
ki 1072 —1073 giin™! [51]
K 1.2 x 10° hiicre/mm? || [68], [69], [70]
r 0-0.05 giin~! [51]
r3 0.03 giin~! [58], [51]
K, 1500 hiicre /mm> [59]
s 10-20 giin™! [51]
L 0.025 —0.07 giin~! [61], [51]
0 0.1 giin~! [50]
k> 24%x107 giin~! [62],[51]
ks 1075 -5x107* || giin™! [68], [69], [70]
c 0.5-1 giin~! [631, [57]
N 300 — 1000 [64],[65]
5 0.3-0.7 giin~! [60]
oy 2.1-38 giin~! [671, [65], [60]

6.2 Birinci Model Icin Niimerik Calismalar

Bu boliimde, PR (5.5) esitligi ile tanimli olmak iizere $Rg’1n li¢ durumu i¢in niimerik
calismalar yapilmistir. Bu durumlar icin Cizelge 6.2 ile verilen deger araliklari
icerisinden secilen parametre de8erleri asagidaki tabloda yer almaktadar.
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Cizelge 6.3: (5.1) sistemi i¢in yapilan niimerik calismalarda secilen parametre
degerleri.

Parametre || r; k1 r I3 0 ko c N o 1)

Set 1 0.3 || 0.001 || 0.05{ 0.03 | 0.1 || 2.4x 107> || 0.5 || 350 || 0.3 || 2.1
Set 2 0.3 || 0.0003 || 0.04 || 0.03 || 0.1 || 2.4x 107> || 0.9 || 300 || 0.3 || 2.4

Set 3 0.1 | 0.002 || 0.04 || 0.03 | 0.1 || 24x107 || 0.5 || 350 || 0.3 || 2.1

Ornek 1: Bu 6rnek icin Cizelge 6.3’te Set 1 siitununda yer alan parametreler
kullanilmugtir. (5.1) sisteminde parametre degerlerinin bu sekilde secilmesiyle

(dT
dt
dE
— 0.057 (t) —0.03E(t) — 0.0001T (1)E(t) — 2.4 x 10°E(£)V(¢),
(6.1)
1
% =24x10°E(t)V(t) —0.51(¢),
av
\ dt

=0.3T(t) —0.001T(¢)E(¢),

=1051(t) — 2.1V (¢)

sistemi elde edilir.

Timor Hiicre Popiilasyonu
T T

a0
Zaman (giin)

Sekil 6.1: (6.1) sisteminin farkli baglangi¢ degerleri icin elde edilen tiimér hiicre
popiilasyonuna ait ¢6ziim grafikleri.

(6.1) ile wverilen ornek icin Sy denge noktast Lemma 5.2 kullanilarak
So = (450,300,0, O)T olarak hesaplanir. Ayrica (5.5) esitligi kullanilarak 97y = 0.8485
olarak hesaplanmistir. Oyleyse Teorem 5.3’ten, Sy denge noktasinin global asimptotik
kararli oldugu sdylenir. Bu sonucu destekleyen niimerik ¢oziim ise Sekil 6.1, Sekil
6.2, Sekil 6.3 ve Sekil 6.4’te goriilebilir. Bu sekiller, alinan farkli baglangic degerleri
i¢cin (6.1) ssiteminin popiilasyonlarina ait ¢6ziim grafiklerini icermektedir. Bu ¢oziim
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grafiklerininden goriilece8i lizere, alinan farkli her baglangi¢
coziimleri denge noktasina yakinsamaktadir.

1100 CD4* Hiicre Popiilasyonu
T T

degeri icin

T
— [T, Eo. I, W] = T
— [Ty, By, Io, W] = |
i [Ty, B, To, %l = [t H
— [Ty, Eo. Io, W]" = [
— [Ty, Eo. I, W]" = [
500 H
[To, Bo, T, Vo] = |
—— [Ty, Bo, I, Vy] " = [
800 [To. Eo, To, Vo] = [1450, 800, 350, 780]’ |
[To, Eo, To, Vo] " = [1500, 1000, 350, 350]"
—— [Ty, Eo, Iy, Vo] = [1750,900, 350, 5550]"
70 —— [Ty, Eo, Io, Vo] = [2300, 1100, 350, 650]7 H
—— [Ty, Eo, Iy, Vo] = [2450, 800, 350, 980]”
[To, Eo, Iy, Vo] = [2700, 1000, 350, 1250]7
oy —— [Ty, Eo, I, Vo] = [2750,900, 350, 1850 [
o —— [Ty, Eo, Io, Vy]" = [3300, 1100, 350, 2850]"
500 — — [T, By, I, Vo] " = [3450, 800, 350,480]” ||
00— i
00— =
200 4
100|- i
o | I | I I I | |
o 0 E) 0 0 E) E) 3 B)

Zaman (giin)

sistemin

Sekil 6.2: (6.1) sisteminin farkl baslangic degerleri icin elde edilen CD4™ T hiicre

popiilasyonuna ait ¢oziim grafikleri.

Enfekte Olmus CD4* Hiicre Popiilasyonu
T T

T
——[Tv, Eo, Io, Vo] T = [200, 1000, 350, 2250]7
50 —— [Ty, Eo, Io, Vo] = [400,900, 350, 1850]” ||
[Tv, Eo, Io, Vo] " = [600, 1100, 350, 850]"
—— [Ty, Eo, Io, Vo] = [800, 800, 350, 180]7
400 —— [Ty, Eo, I, Vo] " = [1000, 1000, 350, 250 | |
[To. Eo, Ty, Vo]© = [1200, 900, 350, 850]"
—— [Ty, Eo, I, Vo] = [1300, 1100, 350, 2850]"
350 o [Ty, By, Ip, Vo] " = [1450,800, 350,780]7 ||
V [Tv, Eo, Iy, Vo™ = [1500, 1000, 350, 350]"
—— [Ty, Eo, Iy, Vo] = [1750, 900, 350, 5550]7
——[Tv, Eo, Iy, Vo] ™ = [2300, 1100, 350, 650]
“ —— [Toy Eo. To, Vil = [2450,800, 350, 950" [
[To, Eo, Iy, Vo] = [2700, 1000, 350, 1250]”
——[Tb, Eo, T, Vo|" = [2750, 900, 350, 18a0]7
B —— [T, Eo, o, Vo]" = [3300, 1100, 350, 2850]" [ |
—— [Ty, Ey, o, Vo]" = [3450, 800, 350, 480]7
20 4
150 B
100 4
0 i
0 L L L |
o 0 E) ) ) E) E) 0 B

Zaman (giin)

Sekil 6.3: (6.1) sisteminin farkli baslangic degerleri icin elde edilen enfekte olmus

CD4™ T hiicre popiilasyonuna ait ¢6ziim grafikleri.

Ornek 2: Bu o6rnek igin Cizelge 6.3’te Set 2 siitununda yer alan parametreler
kullanilmuagtir. (5.1) sisteminde parametre degerlerinin bu sekilde secilmesiyle

(dT
— =0.3T(t
I (1)
dE
— =0.04T (¢
I (t)

dl

dt
v
— =90I(t
L7 (t)

—0.0003T (¢t)E(¢),
—0.03E(t) —0.00017 (r)E(¢)
=24x107E(t)V(t) —0.91(r),

—2.4V(t)

119

—24x10°E()V (1),

(6.2)



sistemi elde edilir. Burada S; denge noktasi Lemma 5.2 kullanilarak sistemdeki
parametrelere bagl olarak S; = (5400, 1000,26.667,1000)7 olarak hesaplanmaktadir.
Ayrica, bu parametre degerleri ve (5.5) esitligi kullanilarak 93p = 1 olarak
hesaplanmistir. Oyleyse Teorem 5.1 kullamilarak, S; denge noktasinin Liapunov
kararli oldugu belirlenir. Bu sonucu destekleyen niimerik ¢oziim ise Sekil 6.5°de
goriilebilir.

10t Viriis Popiilasyonu
— T T
[ ‘ ‘ ——[Tv, Eo, I, Vo] = [200, 1000, 350, 2250]7
Al —— (b, Eo, Io, Vo|" = [400,900, 350, 1850/
‘ [Tb. Eo, I, Vo] ™ = [600, 1100, 350, 850]”
— [Ty, Eo, 1o, Vo] = (800,800, 350, 180]"
T (10, B, 1o, VT =
[Ty, Eo, I, Vo|T = [1200, 900, 350, 850]
—— [Tv, Eo, I, Vol = [1300, 1100, 350, 2850]"
[Tb. Eo, I, Vo] " = [1450,800, 350, 780]”
[Ty, Bo, Iy, 1500, 1000, T
— [Tv, Eo, Lo, = [1750,900, 2
1 — (Tb, Eo, Io H

—— [Tv, Eo, 1o, Vo
[To. Eo, Io.

= — [T, Eo, 1o, Vo
s — [T, Eo, o, Vi )
—[Tb, Eo, Io, Vo] " = [3450, 800, 350, 480)"
1 =
osf- ,
0 . L L i
o 10 ) a0 w0 E} w0 B w0

Zaman (giin)

Sekil 6.4: (6.1) sisteminin farkli baglangic degerleri icin elde edilen viriis
popiilasyonuna ait ¢oziim grafikleri.

Tiimor Hiicre Popiilasyonu
T T T T 1200

6500 4 sor
1100
6000 4

CD4* T Hiicre Popiilasyonu

1050
= — 1000
SE0F =
= w 950 [
5000 - 4 900 -
850
4500
800
2000 . . . . . . . 750 . . . . . . .
o 10 20 a0 ) 50 60 7 0 10 20 a0 % 50 60 7
Zaman (giin) Zaman (giin)

Enfekte Olmus CD4* T Hiicre Popiilasyonu Viriis Popiilasyonu

1100

L e e E LT |

= 9oof!

8001

700 — Sistemin ¢6zum grafigi |
- - -Sistemin denge noktasi
15 . . . . . . . 600 . . . . . . .
o 10 20 30 w0 50 60 70 0 10 20 30 a0 50 60 70
Zaman (gin) Zaman (gin)

Sekil 6.5: (6.2) sisteminin popiilasyon-zaman grafikleri.
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Ornek 3: Bu 6rnek icin Cizelge 6.3’te Set 3 siitununda yer alan parametreler
kullanilmugtir. (5.1) sisteminde parametre degerlerinin bu sekilde secilmesiyle

( ‘il—f — 0.1T(r) — 0.002T (V) E(r),
9E 0,047 (1) — 0.03E(t) — 0.0001T(1)E(t) — 2.4 x 10 SE(1)V (1),
dt (6.3)

1
Z_t =24 x10°E(t)V () —0.51(r),
dv
— =10501(t) — 2.1V (¢

\ dt ( ) ( )

sistemi elde edilir. Oncelikle, So denge noktast Lemma 5.2 kullanilarak secilen
parametre degerleri ile Sy = (37500,500,0,0)” olarak hesaplanmaktadir. Bu
parametre degerleri ve (5.5) esitligi ile kullanilarak R¢p = 1.0954 olarak
hesaplanmistir. Oyleyse Teorem 5.1 kullanilarak, Sy denge noktasinin kararsiz oldugu
belirlenir. Bu sonucu destekleyen niimerik ¢oziim ise Sekil 6.6’da goriilebilir. Dikkat
edilirse, coziim grafigi denge noktasindan uzaklagsmaktadir.

Timor Poplilasyonu CD4* T Hiicre Popiilasyonu

a0 100 120 60 80 100
Zaman (giin) Zaman (giin)

Enfekte Olmus CD4" T Hiicre Popiilasyonu 105 Viriis Popiilasyonu

nnnnnn

uuuuuu

nnnnnn

8 100 120 0 80 100
Zaman (gln) Zaman (gin)

——Sistemin ¢6zim grafigi

- - -Sistemin denge noktas!

Sekil 6.6: (6.3) sisteminin popiilasyon-zaman grafikleri.

6.2.1 Gecikme Terimi Iceren Sistem Icin Niimerik Calismalar

Simdi de, gecikme terimi eklenmis (5.6) sistemi i¢in ii¢ ayr1 6rnek iizerinde niimerik
calismalar yaparak, onceki boliimlerde elde edilen teorik sonuclari test edecegiz. Bu
boliimdeki ornekler icin kullanilan parametre degerleri Cizelge 6.4’te yer almaktadir.
Secilen bu parametre degerleri i¢in $Rg = 1 olarak hesaplanir. Bu durumda, enfekte
denge noktas1 S;’in ortaya ¢iktigi Lemma 5.2°den bilinmektedir. Kullanilan parametre
degerleri igin S; = (506.25,93.750,3.75,1000)7 olarak hesaplanir. Orneklerde bu
denge noktasinin durumu analiz edilmistir.
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Cizelge 6.4: (5.6) sisteminin icin yapilan niimerik calismalarda segilen parametre

degerleri.
Parametre r kq rn M1 0 ko c N 1) %)
Set 0.3 || 0.0032 || 0.4 || 0.03 || 0.1 || 2.4x 107> || 0.6 || 800 || 0.7 || 2.1

Ornek 1: Bu 6rnekte, 7) = 7o = T > 0 durumu icin elde edilen

(dT
i 0.37(¢) —0.0032T ()E(t — 1),
dE
o= 0.4T (1) —0.03E(t) — 0.00032T (1)E(t — 1) — 2.4 x 10 °E(t — 1)V (1),
dl
o =24 107E(t — 1)V (1) — 0.61(t),
dv
= 5601(t) —2.1V ()
(6.4)
sistemini niimerik olarak analiz edecegiz. Bu 6rnek i¢cin Lemma 5.4’ten

o = 1.856 ve 79 = 1.9705

olarak hesaplanmigtir. Teorem 5.4’ten, S| denge noktasinin 7 € [0,7p) iken lokal
asimptotik kararli1 ve T > 7 iken kararsiz oldugu biliniyor. Ayrica, T = 7y iken (6.4)

sisteminde zero-Hopf catallanma meydana gelir.

CD4* T Hiicre Popiilasyonu

Tamor Popiilasyonu

150 200
Zaman (gin)

150 200
Zaman (giin)
Viriis Poplilasyonu

Enfekte Olmus CD4* T Hiicre Popiilasyonu

150 200
Zaman (gin)

150 200
Zaman (giin)

Sekil 6.7: 7= 1.8 < 79 = 1.9705 iken (6.4) sisteminin popiilasyon-zaman grafikleri.

Sekil 6.7°den S| denge noktasinin 7 € [0, 7p) olacak sekilde segilen T degeri igin lokal
asimptotik kararli oldugu goriilebilir. Bu sekildeki ¢oziimler elde edilirken 7= 1.8 <

To = 1.9705 olarak secilmistir.
Sekil 6.8’de, T = 79 = 1.9705 olarak secildiginde S; denge noktasi civarinda olusan
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periyodik ¢oziimler gozlemlenebilir. Son olarak, 7 =2.1 > 79 = 1.9705 iken S| denge
noktasinin kararsiz oldugu Sekil 6.9’da goriilebilir.

Timor Popiilasyonu CD4" T Hiicre Popiilasyonu

50 100 150 200 250 300 a0 400 o 50 100 150 200 250 300 a0 00
Zaman (giin) Zaman (gtin)

Enfekte Olmus CD4* T Hiicre Popiilasyonu Viriis Popiilasyonu

a8 1012
3795 -
1010
a7
3785 b 1008
__ a7 =
e < 1008
e >
a7 B 1004
5765
1002
a8
3785 1000
o 50 100 150 200 250 300 a0 400 o 50 100 150 200 250 300 a0 400
Zaman (giin) Zaman (gtin)

Sekil 6.8: T = 19 = 1.9705 iken (6.4) sisteminin popiilasyon-zaman grafikleri.

Timor Popiilasyonu CD4* T Hiicre Popiilasyonu

50 100 150 200 250 300 350 400 o 50 100 150 200 250 300 350 400

Zaman (giin) Zaman (giin)
Enfekte Olmus CD4* T Hiicre Popiilasyonu Viriis Popiilasyonu

50 100 150 200 250 300 350 400 o 50 100 150 200 250 300 350 400
Zaman (gun) Zaman (gun)

Sekil 6.9: T =2.1 > 79 = 1.9705 iken (6.4) sisteminin popiilasyon-zaman grafikleri.

Ornek 2: Bu 6rnekte, 7; > 0 ve 7o = 0 durumu icin elde edilen

(dT
= 0.37(1) ~0.0032T (E( — 71),

dE
e 0.4T (1) —0.03E(r) — 0.00032T (1)E(t — 7)) — 2.4 x 10 °E(1)V (1),
dl
S =24x% 107°E(1)V (1) — 0.61(1),
dv
— =560I() - 2.1V (¢
| S = 5601() ~2.1v (1)

(6.5)
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sistemini niimerik olarak analiz edecegiz. Bu 6rnek i¢in Lemma 5.7°den
(0)
wp =0.17784 ve 7, = 6.461

olarak hesaplanmigtir. Teorem 5.5’ten, S| denge noktasi 7; € [0, Tl(O)) ve T» = 0 iken

lokal asimptotik kararlhidir ve 7; > ’L'l(o) iken kararsiz oldugu goriiliir. Ayrica, 7] = ’L'I(O)

ve 7o = 0 iken (5.6) sisteminde zero-Hopf ¢atallanma meydana gelir. Sekil 6.11°den S

denge noktasi 1 € [0, ‘L'l(o)) ve T = 0 iken lokal asimptotik kararli oldugu goriilebilir.
(0)

Bu sekildeki ¢oziimler elde edilirken 7 = 7;" = 6.461 ve 7, = 0 olarak se¢ilmistir.

Tumor CD4* T Hiicre Popiilasyonu
5085 99 T T T T T
508
5075
=
507
5065
506
o 50 100 150 200 250 300 350 400 50 100 150 200 250 300 350 400
Zaman (gtin) Zaman (giin)
Enfekte Olmus CD4* T Hiicre Popiilasyonu Viriis Popiilasyonu
38 T T T T T T T 1012 T T T
3795
1010
379l
1008
3785
Z s o
3775
1004
377
1002
3765

50 100 150 200 250 300
Zaman (gtin)

350

400

: (0) : . - ;
Sekil 6.10: 7=6.3 < 7, = 6.461 ve 7, = 0 iken (6.5) sisteminin popiilasyon-zaman
grafikleri.

TUmor Popiilasyonu CDA4* T Hiicre Popiilasyonu
5085 )
508
075
=
s07
5065
06 . . . . . . s . . . . . . .
50 100 150 200 250 300 30 a0 E) 100 150 20 250 300 350 00
Zaman (gtin) Zaman (giin)
s Enfekte Olmus CD4" T Hiicre Popiilasyonu oo Viriis Popiilasyonu
3705+
1010
aral
1008
3785
S n S
3775
1004
arm
1002
3785

Sekil 6.11: 71 = 7{ = 6.461 ve 7o = 0 iken (6.5) sisteminin popiilasyon-zaman

grafikleri.

50 100 150 200 250 300
Zaman (gtin)

350
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1000
0

1000
0

100

150 200 250 300 350 400
Zaman (giin)

100

150 200 250 300 350 400
Zaman (giin)



Sekil 6.12°de, 71 = TI(O) = 6.461 ve 7» = 0 secildiginde S; denge noktas: civarinda

olusan periyodik coziimler gozlemlenebilir. Son olarak, T = 6.5 > ’L'l(o) = 6.461 ve
7, = 0 iken S1 denge noktasinin kararsiz oldugu Sekil 6.13’ten goriilebilir.

Timér Popiilasyonu o CD4* T Hiicre Popiilasyonu

T

200 250 200 50 00 o 50 100 150 200

Enfekte Olmus CD4* T Hiicre Popiilasyonu X Viriis Popiilasyonu
“

0

1006

Vit

yyyyyyy

Sekil 6.12: 7= 6.5 > 7y = 6.461 ve 7, = 0 iken (6.5) sisteminin popiilasyon-zaman
grafikleri.

Ornek 3: Son olarak bu 6rnekte ise 7| = T =55< 1'1(0) olarak sabitleyip 7, > 0

parametresini ¢atallanma parametresi segerek

(dT .
o= 0.37(¢) —0.0032T (¢)E(t — 17 ),
E
le—t =0.4T (1) — 0.03E(t) — 0.00032T (1)E(t — 7}) — 2.4 X 10 °E(t — »)V (1),
dl
o =24 107°E(t — ©)V (1) — 0.61(),
dv
— =560I(t) —2.1V(t
| S = 5600(1) — 2.1V (1)

(6.6)
sistemini niimerik olarak analiz edecegiz. Bu ornekte kullanilan parametre degerleri
icin Lemma 5.10’dan

@y =0.93518 ve 7\”) = 2.815
(0)

olarak hesaplanmistir. Teorem 5.6’dan, S; denge noktas1 7y = 7] ve 7, € [0, 7, ) iken

lokal asimptotik kararlidir ve 7, > Téo) iken kararsiz oldugunu soyleyebiliriz. Ayrica,

T =T} Ve Tp = 1'2(0) iken (5.6) sisteminde zero-Hopf ¢atallanma meydana gelir.

Sekil 6.13’ten S; denge noktas1 7| = 7} ve T» € [0, 1'2(0)) iken lokal asimptotik kararl
oldugu goriilebilir. Bu sekildeki c¢oziimler elde edilirken 71 = 77 = 5.5 ve
T, = 63 < Téo) = 6.461 olarak secilmigtir. Sekil 6.14’de, 7] = 77 = 5.5 ve

T = 12(0) = 6.461 secildiginde S; denge noktasi civarinda olusan periyodik ¢oziimler

gozlemlenebilir. Son olarak, 71 = 7y =5.5ve 7, = 6.5 > Téo) = 6.461 iken S| denge
noktasinin kararsiz oldugu Sekil 6.15’ten goriilebilir.
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5085

5075

T

5065

Timér Popiilasyonu

Zaman (gin)

Enfekte Olmus CD4* T Hiicre Popiilasyonu

Sekil 6.13: 7 =1} =5.5ve 1, =63 < 7.

Zaman (giin)

zaman grafikleri.

Timor Poplilasyonu

508

506.5

506

100 150 200 250 300 350 400
Zaman (giin)

Enfekte Olmus CD4* T Hiicre Popiilasyonu

Sekil 6.14: 7 =77 = 5.5 ve 1, = 7.

grafikleri.

100 150 200 250 300 350 400
Zaman (giin)
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CD4" T Hiicre Popiilasyonu

%9
a5
%8
a3
Soors
%7
a5
s
o E) 100 ) 200 250 20 )
Zaman (gun)
Viriis Popiilasyonu
1012
1010
1008
<1008
>
1008
1002
1000
o El 100 150 200 250 300 350

9385

9365

1004

1002

1000
0

Zaman (giin)

CD4* T Hiicre Popiilasyonu

= 6.461 iken (6.6) sisteminin popiilasyon-

100 150 200 250
Zaman (giin)

Viriis Popiilasyonu

300

350

400

100 150 200 250
Zaman (gtin)

300

350

400

= 6.461 iken (6.6) sisteminin popiilasyon-zaman



Timér Popiilasyonu 941 CD4* T Hiicre Popiilasyonu

Et)

) 200 250 300 as0 00 o 50 100 150 200
Zaman (giin) Zaman (giin)

Enfekte Olmus CD4" T Hiicre Popiilasyonu e Virlis Popiilasyonu

I(t)
(

100 150 200 250
Zaman (giin) Zaman (gin)

Sekil 6.15: 7 =7} =5.5ve 1, = 6.5 > 7.’ = 6.461 iken (6.6) sisteminin popiilasyon-
zaman grafikleri.

Secilen bu ii¢ 6rnek i¢in de, ¢oziim grafiklerden anlasilacagi iizere gecikme terimi,
coziimlerin denge noktasi civarindaki salimimlar iizerinde kritik bir rol oynamaktadir.
Acikga goriilebilir ki gecikme terimi, salimmmda degisiklige neden olmakta ve denge
noktasinin kararliligini etkilemektedir.

6.3 Ikinci Model Icin Niimerik Calismalar

Bu boliimde, (5.38) sistemi icin yapilan niimerik ¢alismalar ifade edilecektir. Ry ve
R (5.42) ile verilen esitlikler ile tanimli olmak iizere Ry ve R;’in durumlarina gore
iki 0rnek niimerik calisma yapilmistir. Bu durumlar i¢in Cizelge 6.2 ile verilen deger
araliklar icerisinden cesilen parametre degerleri Cizelge 6.5’te yer almaktadir.

Ornek 1: Bu o6rnek icin Cizelge 6.5’te Set 1 siitununda yer alan parametreler
kullanilmigstir. Boylece

"fi—f — 017 (1) (1 _ %) —0.001T ()E(r),
©% —0.047(1) +0.03E (1) (1 ~ %) 10— 0.025E (1) — 0.0001T(1)E (1)
—2.4x10E()V(t) =5 x 107*E(0)1(1),
2410 BV (1) +5 % 107 E()1(1) —~0.51(0),
n
= 1801(¢) — 2.5V (1)

(6.7)

sistemi elde edilir. Bu sistem icin Cizelge 6.5ten goriilecegi iizere Ryg; = 0.03 > 0 ve
Rgo = 2.2150 x 107 olarak hesaplanir. Boylece Lemma 5.15’ten tiimor icermeyen
enfekte denge noktasi S1’in pozitif oldugu sonucuna ulagilir. Bu denge noktas1 ise
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secilen parametre degerleri i¢in S§; = (0,224.4165,20.2297,1456.5)T olarak
hesaplanir.

(5.42) esitligi kullanilarak, Cizelge 6.5’ten goriilecegi lizere Rp = 11.0420 > 1 ve R] =
0.4456 < 1 olarak hesaplanmistir. Oyleyse Teorem 5.8’den, S; denge noktasinin lokal
asimptotik kararli oldugu soylenir. Bu sonucu destekleyen niimerik ¢oziim ise Sekil
6.16’da goriilebilir. Bu sekilden goriilmektedir ki sistemin ¢dziimleri denge noktasina
yakinsar.

Ayrica goriilebilir ki S; = (0,224.4165,20.2297, 1456.5)T olarak hesaplanan denge
noktast timor hiicrelerini icermez. Yani sistemde zaman i¢inde tiimor hiicreleri
temizlenirken HIV enfeksiyonu var olmaya devam eder. Sekil 6.16 bagisiklik
sisteminin tiimor hiicreleri ile savasabilme ve onlart yok edebilme yetenegini
gostermektedir. Ancak bagisiklik sistemi hiicrelerinin  HIV ~ enfeksiyonunu
yenemedigi goriiliir. Gercekte de, HIV enfekte bir birey hayat1 boyunca HIV enfekte
kalmaktadir.

Cizelge 6.5: (5.38) sistemi i¢in yapilan niimerik calismalarda segilen parametre
degerleri.

Parametre Set 1 Set 2

r 0.1 0.3

ky 0.001 0.001
K; 1.2x10° || 1.2x10°
r 0.04 0.04
"3 0.03 0.03
K> 1500 1500

S 10 10

L 0.025 0.025
6 0.1 0.1

ko 24x1070 || 24x 107
ks 5x1074 5x1074
c 0.5 0.5

N 600 600

) 0.3 0.3
o 2.5 2.5
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Cizelge 6.6: Se¢ilen parametre degerleri icin hesaplanan degerler.

Parametre Set 1 Set 2
Ro1 0.03 0.01
Ro» 2215%x 1077 || 2.215%x 1077
Ro 11.0420 11.0420
R, 0.4456 1.3368

Timor Poplilasyonu CD4* T Hiicre Popiilasyonu

80 100 120 50 80 100
Zaman (giin) Zaman (gin)

Enfekte Olmus CD4* T Hiicre Popiilasyonu Viriis Popiilasyonu

oooooo

. . . . . N T . . . . . . .
60 80 100 120 140 160 180 3 20 W0 60 80 100 120 140 160 180
Zaman (gun) Zaman (gin)|— Sistemin ¢ézum grafigi
- - -Sistemin denge noktas|

Sekil 6.16: (6.7) sisteminin popiilasyon-zaman grafikleri.

Ornek 2: Bu 6rnek icin Cizelge 6.5’te Set 2 siitununda yer alan parametreler
kullanilmistir. Boylece

(o379 (1 _ %) _0.001T(1)E(r),
2~ 0.047(0) +0.03E (1) (1 - f?%é) 10— 0.025E(r) — 0.00017 (1)E(1)
—24x10E()V(t) =5 x 107 *E(0)I(1),
g =24x10E()V(t)+5x 107*E()I(t) — 0.51(¢),
\‘fl—‘: — 1800(t) — 2.5V (1)

(6.8)
sistemi elde edilir. Bu parametre degerleri icin Ry; = 0.01 > 0 ve Rgy = 2.2150 % 1077
olarak hesaplanir. Boylece Lemma 5.15’ten tiimor hiicrelerini icermeyen enfekte denge
noktasi S;’in ve tiimor hiicrelerini iceren enfekte denge noktasi S, nin pozitif oldugu
sonucuna ulagilir.
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Sekil 6.17: (6.8) sisteminin popiilasyon-zaman grafikleri.

Ayrica secilen parametre deerleri igin S; = (0,224.4165,20.2297, 1456.5)T ve
S> = (0,224.4165,20.2297, 1456.5)T olarak hesaplanmaktadir. Ayrica (5.42) esitligi
kullanilarak Ry = 11.0420 > 1 ve R; = 1.3368 > 1 olarak hesaplanmistir. Oyleyse
Teorem 5.8’den, S; denge noktasinin kararsiz; S> denge noktasinin lokal asimptotik
kararli oldugu soylenebilir. Bu sonucu destekleyen niimerik ¢oziim ise Sekil 6.17 ve
Sekil 6.18’de goriilebilir. Sekil 6.18’de goriilmektedir ki ¢oziim grafigi timor
hiicrelerini icermeyen enfekte denge noktast S;’den uzaklasirken tiimor hiicrelerini
iceren enfekte denge noktas1 S’ ye yakinlagmaktadir.

105 Tiimor Popiilasyonu CD4"* T Hiicre Popiilasyonu

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 40 60 80 100 120 140 160 180

Zaman (giin) Zaman (gin)
Enfekte Olmus CD4"* T Hiicre Popiilasyonu 108 Viriis Popiilasyonu

o 20 0 ) a0 W00 120 w0 160 180 0 20 ) E) ) 10 120 40 10 180
Zaman (giin) Zaman (gun) |— Sistemin ¢éziim grafigi

-- 73‘ denge ¢6zUmi

Sekil 6.18: (6.8) sisteminin popiilasyon-zaman grafikleri.

(6.8) sisteminin c¢oziimleri icin bir catallanma diyagrami Ornegi Sekil 6.19°da
goriilebilir. Bu diagram R; degistik¢e tiimor hiicre popiilasyonu icin ¢oziim grafigini
gostermektedir. Bu diyagram icin Cizelge 6.5’te Set 2’deki degerler kullanilmistir.
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Ancak r; degeri, Ry’de bir degisiklige neden olabilmek icin 0.2 — 0.3 arasinda
degistirilmistir. Ry < 1 i¢in hastalik (tiimor) icermeyen denge noktasinin kararl ve
Ry < 1 icin ise hastalik iceren enfekte denge (tiimor i¢in) noktasinin kararli oldugu
goriilebilir. Niimerik olarak da kritik deger Ry = 1’de ileri trankritik catallanma
oldugu gozlemlenebilir.

400

350
300}
250
i;/ 200t
150 -
100+

50

06 07 08 09 1 11 12 13 14
Ry

Sekil 6.19: (6.7) sisteminin icin ¢atallanma diyagrama.

6.3.1 Duyarhhk Analizi

Duyarlilik analizinin amaci, model ¢iktisinda hangi parametrelerin en etkili olduguna
niteliksel olarak karar vermektir [43]. Bu boliimde, (5.38) sisteminde tiimor hiicreleri
icin esik degeri olusturan R; parametresinin, parametrelerine gore ne kadar hassas
oldugu arastirilacaktir. Boylece, hangi parametrelerin R esik degerinde en fazla
azalmaya neden oldugu belirlenebilir. Bu durum ise sistemde tiimor hiicrelerinin
kontrol edilebilmesine olanak tanir.

Tanmim 6.1. Herhangi bit Q nicelliginin p parametresine gore esnekligi,

90 p

) Z
=90

ile tamimlidir [43].

Oncelikle, R; esik parametresinin sistemdeki parametrelere bagl olarak

n  n (Uoks + NSky)

Ry = —
' kg clzky
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seklinde tamimlandigin1 hatirlatalim. Burada, yukarida ifade edilen tanimi kullanilarak,
Ry’de yer alan tiim parametrelere gore R;’in esnekligi sayisal olarak hesaplanmustir.
Elde edilen degerler Cizelge 6.7°de gosterilmektedir.

Cizelge 6.7: (5.1) sistemi i¢in yapilan niimerik calismalarda secilen parametre
degerleri.

Parametre r |l ki k3 ko c N 1) 15

Ry’m Esnekligi || 1 || —1 || 0.0547 || 0.9453 || —1 || 0.9453 || 0.9453 || —0.9453

Cizelge 6.7; ry, k3, ko , N veya 0 parametrelerindeki bir azalmanin; kj, ¢ veya Ly
parametrelerindeki bir artisin tiimor hiicrelerini kontrol etme iizerinde olumlu bir
etkiye sahip oldugunu gostermektedir. Ayrica, tiimor hiicrelerinin biiyiime oranini
ifade eden rq, tiimor hiicrelerinde bagisiklik sisteminden kaynakli 6liim oranini ifade
eden k; ve enfekte olmus CD4' T hiicrelerinin dogal 6liim oranim ifade eden c
parametreleri R;’i en ¢ok etkileyen parametrelerdir. R; iizerinde en az etkisi olan
parametre ise enfekte olmus CD4" T hiicresi kaynakli enfeksiyon oranini belirten k3
parametresidir.

Oncelikle parametrelerin R iizerindeki etkilerini bir kag 6rnek ile agiklayalim. & deki
%10’1luk bir artig, Ry’de %10’luk bir azalmaya neden olur. Benzer sekilde, u,’deki
9%10’1uk bir artig, R;’de %9.453’1uk bir azalmaya neden olur. Ayrica, r;’deki %10’luk
bir azalma, R;’de %10’luk bir azalmaya neden olur. Benzer sekilde, k>’deki %10’ luk
bir azalma, R’de %9.453’luk bir azalmaya neden olur. Ote taraftan k3’deki %10’luk
bir azalma, R’de %0.547’lik bir azalmaya neden olur.

Bir parametrenin degerindeki kiiciik degisikler diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinde
biiylik degisiklikler iiretiyorsa, o parametre duyarli olarak adlandirilir [43]. Bu
dogrultuda, ozellikle ki ve r| parametrelerinin farkli degerlerinin, sistemin timor
hiicre popiilasyonundaki ¢oziimiinde neden oldugu degisiklikler Sekil 6.20 ve Sekil
6.21’de gozlemlenebilir. Secilen parametre degerleri i¢in hesaplanan R; degerleri
Cizelge 6.8 ve Cizelge 6.9°da yer almaktadir. Diger parametreler i¢cin de benzer
niimerik ¢aligsmalar yapmak miimkiindiir.

Cizelge 6.8: Secilen k; degerleri i¢in hesaplanan Ry degerleri.

ki || 0.00005 | 0.00001 | 0.0008 | 0.0001 | 0.001

Ry 8.912 44.56 | 0.5570 | 4.4560 | 0.4456

Cizelge 6.9: Secilen ry degerleri i¢in hesaplanan R; degerleri.

0.05 0.1 0.2 0.3 0.4

r

0.2228 | 0.4456 | 0.8912 | 1.3368 | 1.5596

Ry
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o Tiumor Hiicre Popiilasyonu
T T T

—k_1=0.001
—k_1=0.0001
ol k_1=0.0008
——k_1=0.00001
——k_1=0.00005

o 20 0 60 Q) 100 120 10 160 180
Zaman (gtin)

Sekil 6.20: Sistem (5.38)’de tiimor hiicre popiilasyonu i¢in ¢oziim grafigi.

108 Tiimér Hiicre Popiilasyonu
T T

o | | | |
] 20 W ) &0 100 120 140 160 180

Zaman (giin)

Sekil 6.21: Sistem (5.38)’de tiimor hiicre popiilasyonu i¢in ¢oziim grafigi.
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6.3.2 Gecikme Terimi Iceren Sistem I¢in Niimerik Cahsmalar

Sistemdeki parametrelerin degerlerinin Cizelge 6.5°te yer alan Set 1’deki gibi
alinmasiyla elde edilen

"fi—f —01T(1) (1 _ %) 0001 ()E(t — 1),

i—f — 0.04T () +0.03E(t) ( - m) +10—0.025E(t) — 0.0001T (t)E(t — T)

1500
—24x10E({t—1t)V(t) =5 x 107 *E(t — 1)1(r),

dl

- =24x% 10°E(t—t)V() +5x 107 *E(t — 7)I(t) — 0.51(1),

dv

— = 180I(t) — 2.5V (t

7 (t) (z)

(6.9)
sistemini niimerik olarak analiz edecegiz. Bu 6rnek i¢in Lemma 5.16’dan

wp = 0.1425 ve 1y = 2.1828

olarak hesaplanmugtir.

Secilen parametre degerleri icin S; = (0,224.4165,20.2297, 1456.5)T olarak
hesaplanir. Teorem 5.10’un kosullar1 ve hesaplanan degerler Cizelge 6.10°da yer
almaktadir. Bu tablodan goriilecegi tizere Teorem 5.10’un kosullar1 saglanir. Boylece,
S1 denge noktasinin 7 € [0,7) iken lokal asimptotik kararli ve T > 7 iken kararsiz
oldugunu sdylenebilir. Ayrica, T = 7y iken (6.9) sisteminde Hopf catallanma meydana
gelir. (6.9) sistemi icin Hopf ¢atallanmanin yon analizinin sonuglar1 Cizelge 6.11 ve
Cizelge 6.12’de yer almaktadir.

Cizelge 6.10: (6.9) sistemi icin Hopf Catallanma Varlik Analizi

Formiil Deger Teorem 5.10’un kosullar1
(5.42) || Ror = 0.03 ve Rpp =2.2150 x 107> Ro1 >0ve Ry >0

(5.42) Rp=30.9110 ve Ry =0.7617 Ro>1veR <1

(5.59) g (®*) =0.0117 g(®*) >0

(5.59) o = 0.1425 Sirf sanal 6zdeger cifti +0.1425i
(5.62) To = 2.1828 Catallanma degeri
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Cizelge 6.11: (6.9) sisteminde Hopf ¢atallanmanin yon analizi i¢in elde edilen degerler

Formiil Elde edilen deger
(5.83) 820(0) = —0.0027 +0.0009:
(5.83) £11(0) = —0.0027 — 0.0008:
(5.83) g02(0) = —0.0018 —0.0022i

(5.83) || g21(0) = —8.7333 x 1075 4+2.7180 x 105

(5.92) || c1(0)=—4.2731 x 107> —2.4587 x 1077i

Cizelge 6.12: (6.9) sistemi i¢in yon analizi sonuclari

Formiil || Deger Teorem 3.11°e gore sonug

Periyodik ¢oziimler,
i -5

(5.92) || Re(e1(0)) = —4.2731 x 107 <0 lokal asimptotik kararhdir.
Hopf catallanma superkritiktir.
Periyodik ¢oziimler,

(3.15) B =0.0041 >0
catalanma degerinden sonra ortaya ¢ikar.

4 Catallanma degerinden
(3.16) || T, =3.1651 x107* >0
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Sekil 6.22: T =2 < 1y = 2.1828 iken (6.9) sisteminin popiilasyon-zaman grafikleri.
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Sekil 6.23: 7 = 15 = 2.1828 iken (6.9) sisteminin popiilasyon-zaman grafikleri.
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Sekil 6.24: T =2.5 > 79 = 2.1828 iken (6.9) sisteminin popiilasyon-zaman grafikleri.

Sekil 6.25: T = 19 = 2.1828 iken (6.9) sisteminin ¢oziim grafigi.
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7. TARTISMA VE SONUCLAR

Insanlarin dogay1 gozlemleyerek anlama ¢abasi tarih boyunca devam etmistir. Bu
slirecte matematigin yerinin ve dneminin ne denli biiyiik oldugunu gosteren 6rneklere
giris boliimiinde yer verilmistir. Teknolojinin gelismesiyle birlikte ise matematik,
artik tiim bilim alanlar1 i¢in olduk¢a 6nemli bir degere sahiptir. Giiniimiizde; fizik,
miihendislik, finans, bilgisayar bilimleri basta olmak iizere tip ve biyolojinin de i¢inde
yer aldig1r pek ¢ok bilim alaninda aktif olarak kullanilmaktadir. Boylece, pek cok
disiplini bir araya getirerek bilimin ve teknolojinin gelisimine biiyiik katki saglayan
uygulamali matematik dali ortaya c¢ikmistir. Uygulamali matematigin en 6nemli
araclarindan olan matematiksel model, gercek diinya ile matematik diinyas1 arasinda
kurulan bir koprii olarak degerlendirilebilir.

Bu doktora tezinde temel olarak, iki farkli matematiksel model {izerine ¢alisilmistir.
Bu matematiksel modellerin ¢alisilmasindaki amag¢ HIV, tiimor ve bagisiklik sistemi
arasindaki dinamigin arastirllmasidir. Bolim 2’de ifade edildigi iizere, HIV ile
enfekte bireylerde, enfeksiyona bagli olarak cesitli tiimor tipleri goriilmektedir. Bu
durum ise HIV enfeksiyonunu yoOnetmeyi, tedaviyi ve enfeksiyonla yasamayi
zorlastiran bir durumdur. Bu nedenle HIV enfekte bireylerde, enfeksiyon, timor ve
bagisiklik sistemi arasindaki iliski dinamigini anlamak ¢ok Onemlidir. Tez
calismasinda, bu biyolojik dinamik kurulan matematiksel modeller yardimiyla
aragtirllmistir. Ancak matematiksel modellerin ifade edilebilmesi ve anlasilabilmesi
icin oncelikle biyolojik dinamik detaylica bilinmelidir. Bu nedenle, Boliim 2’de s6z
konusu biyolojik dinamik ve kavramlar detayli olarak ifade edilmistir.

Matematiksel araclar olarak adlandirilan Boliim 3’te, temel kavram ve teoremlere yer
verilmistir. Bir dinamik sistemde denge noktasinin lokal ve global kararlilik analizinin
nasil yapilacagi bu boliimde agiklanmigtir. Ayrica catallanma teorisi ele alinmig ve
ozel olarak transkritik, fold-Hopf ve Hopf catallanma tipleri tizerinde durulmustur. Bu
catallanma tipleri i¢in catallanma teorilerine yine bu boliimde yer verilmistir. Ek
olarak gecikmeli diferensiyel denklemler ifade edilmis ve bu denklemlerin énemi
vurgulanmistir. Son olarak, epidemolojik modeller i¢in temel kavram ve teorilere yer
verilmistir. Bu boliimde ifade edilen tiim matematiksel kavram, teori ve teknikler bir
matematiksel modelin davraniglarinin analizlerini gerceklestirmek icin gereklidir.

Boliim 4, literatiirdeki tez problemi ile ilgili modellerin ifadesine ayrilmistir.
Literatiirden secilen ve bu calismaya temel olusturan matematiksel modeller ve bu
modellerdeki eksikler ifade edilmistir. Boylece tez ¢alismasinin dayanagi ve onemi
vurgulanmigtir.

Tez calismasi kapsaminda olusturulan iki matematiksel model ve bu modellerin
matematiksel analizi Bolim 5’te yer almaktadir. Birinci model i¢in ilk olarak,
cozimlerin varligi, tekligi ve pozitifligi calisilmistir. Sistemdeki denge noktalari
belirlenerek, denge noktalar1 icin Routh-Hurwitz kriteri yardimiyla, lokal kararlilik
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analizi calisilmistir. Ayrica, enfeksiyonsuz denge noktasinin global kararli durumu
belirlenmistir. HIV icin enfeksiyon iiretme temel esik degeri 93y hesaplanmustir.
Boylece HIV enfeksiyonunun kontroliine olanak saglayan bir esik deger
belirlenmigtir. Elde edilen bu sonuglar, klinik olarak gozlemlenmektedir. Ornegin,
HIV enfeksiyonunun bireyde neden oldugu zayiflik, tiimoriin biiylimesine ve
yayilmasina neden olabilir. Ayrica HIV ve tiimor hiicrelerinin uzun siireli birlikteligi
de bireylerde gozlemlenmektedir.

Calismanin devaminda, sisteme iki farkli gecikme terimi eklenerek, bu gecikme
terimlerindeki degisikliklerin sistemde meydana getirdigi sonuclar arastirilmistir. Bu
arastirmada oncelikle yol gosterici olmasi amaciyla gecikme terimleri esit tutularak
sistemin fold-Hopf ¢atallanma analizi calistlmistir. Iki gecikme iceren sistemin analizi
ise gecikme terimlerinden birinin kararlilik aralifinda sabitlenere dier gecikme
teriminin parametre se¢ilmesiyle tamamlanmistir. Bu sistemlerde periyodik
cOziimlerin goriilecegi kosullar belirlenmistir.

Ikinci modelde, ilk modelden farkl1 olarak hem bagisiklik sistemi hiicrelerinin hem de
tiimoriin lojistik bilyiimesi dikkate alinmistir. Ustelik bu modelde enfeksiyonun hem
serbest viral partikiiller hem de enfekte olmus CD4" T hiicreleri araciliyla yayildig
kabul edilmistir. Son olarak, bagisiklik sistemi hiicreleri i¢in viicuttaki kaynaklar da
model dinamigine dahil edilerek ilk modelden daha gercek¢i bir model elde
edilmigtir. Biyolojik olarak bakildiginda, ikinci modelin ele alinan dinamige ait daha
fazla ozellik tasidigr goriilmektedir. Boylece bu modelden elde edilen sonuglarin
gercege daha yakin olmasi beklenmektedir.

Bu dinamik sistem i¢in de ¢oziimlerin varligi, tekligi ve pozitifligi calisilmistir. Ek
olarak, ¢oziimlerin mevcut oldugu smirli miimkiin bolge belirlenmistir. Sistemin
coziimlerinin davranis analizi icin denge noktalart belirlenmis ve lokal kararliliklar
arastirllmistir. Denge noktalarimin kararhilik yapilar1 goz Oniine alindiginda, timor
icin esik degeri olusturan R; parametresi birden kiiciik iken tiimorsiiz enfekte denge
noktasinin lokal asimptotik kararli; bu parametre birden biiyiik iken tiimorsiiz enfekte
denge noktasinin kararsizlastig1 ve lokal asimptotik kararli bir tiimor iceren enfekte
denge noktasinin ortaya ¢iktig1 goriilmiistiir. Boylece catallanma parametresi olarak
timor icin bir esik deger ifade eden R; parametresi segilerek sistemde transkritik
catallanma tartisilmistir. Ayrica, transkritik catallanmanin yonii arastirilmistir.
Biyolojik olarak, bazi durumlarda tiimoriin bagisiklik sisteminden kagip biiyiiyiip
yayilabildigi sonucuna ulasilir. Yani HIV enfeksiyonunun bireyde neden oldugu
zayiflik, bagisiklik sisteminin tiimorle savagma kabiliyetini azaltabilmektedir. Bunun
sonucunda ise tiimor bagisiklik sisteminin gozetiminden kacar. Ote yandan bazi
durumlarda ise bagisiklik sistemi tiimorii kontrol altina alip yok edebilmektedir. Bu
sonuclar1 klinik olarak da gozlemlemek miimkiindiir.

Calismanin devaminda ise bagisiklik sistemi hiicrelerinin antijenleri tanimasi icin
gecen siire gecikme terimi olarak alinmis ve sisteme dahil edilmistir. Boylece
gercekte olan dinamige daha yakin, iyilestirilmis yeni bir matematiksel model elde
edilmistir. Elde edilen gecikmeli diferensiyel denklem sistemi icin, gecikme
parametresi catallanma parametresi olarak secilerek Hopf catallanma analizi
yapitlmigtir. Yani sistemde periyodik coziimlerin goriildiigii gecikme degeri
belirlenmistir. Ayrica sistemde varligi gosterilen Hopf catalllanmanin yon analizi
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tamamlanmugtir. Sisteme eklenen zaman gecikmesinin, bagisiklik sisteminin timort
kontrol altina alabilme yetenegini etkiledigi goriilmiistiir.

Calisilan her iki model icin de elde edilen teorik sonuclari desteklemek ve
genigletmek icin niimerik ¢aligmalar Boliim 6’da sunulmustur. Ayrica bu béliimde,
ikinci modelde tiimor icin olusturulan bir esik deger olan R;’in parametrelerine gore
duyarliligi da analiz edilmistir. Buradan da, tiimorii kontrol etmede, timor
hiicrelerinin biiylime oraninin ve tiimor hiicrelerinde bagisiklik sisteminden kaynakli
Oliim oraninin en etkili parametrelerinden biri oldugu goriilmiistiir.
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EK 1: Bazi Temel Teoremler

Cebirin Temel Teoremi . [29]

Reel katsayili
PA)=A"+aA" '+ . 4an 1A +an, a€R

polinomunu verilsin. Bu polinomun kompleks veya reel n tane, farkli veya cakistk
M, A2, ... Ay kokii vardir.

Vieta Formiilleri . [71]
Reel katsayili

PA)=A"+a A" '+ +a,_iA+a,, aeR

polinomunu verilsin. Bu polinomun kokleri x1,xy,...,x, olsun. Oyleyse bu kokler
arasindaki iliskiyi veren formiiller asagidaki gibidir:

X1+xo+x3+...+x,=—aq

(x1x0 + X123 + .. x1%) + (X0X3 Fx0x8 + ..+ X0X) F Xp—1X0 = a2
(7.1)

x1x2...x, = (=1)"a,

Descardes’in i§aret Kurali. [29]

Reel katsayili
PA)=A"+a A" '+ +a, A +a,, aeR

polinomunu verilsin. Bu polinomun katsayilarindan olusan ay,a,_1,...,a2,a;
dizisindeki bir katsayidan digerine isaret degisikliklerinin toplam sayist k olsun.
Oyleyse polinomun pozitif reel koklerinin sayisi k veya m harhangi bir pozitif reel say:
olmak iizere k — 2m olur.

Liénard-Chipart Kriteri. [72]

Bu kriter;, Routh-Hurwitz kriterinin tiim hesaplamalarint bir Hurwitz matrisinin
valnizca ¢ift (veya yalnizca tek) derecelerinin hesaplanmasina indirgeyen bir
modifikasyonudur. a;,i = 1,...,n reel sabitler olmak iizere

P(A) = A+ a At a, A +ay

polinomu verilsin. P(A) polinomunun n. Hurwitz matrisi, a; katsayisilart kullanilarak
asagidaki sekilde tanimlanir:

aj 1 0 o ... 0
ay az ai 1 0
Hn — as a4 az day ... 0
0O 0 0 O an



Burada, eger j > nise aj =0 dir. P(A) polinomunun tiim kokleri negatif ya da negatif
reel kisma sahip olmasi icin gerek ve yeter sart

a;>0,Vi=1,2,...n ve det(H,) > 0,det(Hy) > 0,...
Ozel olarak n = 4 icin Liénard-Chipart kriteri:
n=4 : a;>0,a0>0,a3>0,a4 >0veajar—az>0.
seklindedir.
Riesz Temsil Teoremi . [73]
H\ ve H, iki Hilbert uzayt ve
¢©:H xH,—F

siirly bir s—lineer form olsun. Bu takdirde, ¢(x,y) = (T(x),y) olacak sekilde H,
uzaymmdan Hp wuzaywnma tamimli bir T swurl lineer doniisiimii vardir. Ayrica
llo|| = ||T|| olup @ tarafindan belirtilen bu T déniisiimii tektir.

Kapah Fonksiyon Teoremi . [74]

U CR" x R™ agik bir kiime verilsin. xog € R", yo € R™ olmak iizere (xo,yo) € U olsun.
F : U — R™ fonksiyonu icin

1. F(x0,y0) =0dr

2. F’nin her mertebeden tiirevleri belli bir 6, > 0 icin Ng (x0,y0) civarinda

stireklidir.
dF;
3. F(x,y) = <w), 1 <k, j < molmak iizere det(Fy(xo,y0)) # O dur.
Yj
Bu takdirde,

a) xo € V C R" agik kiimesinde tanumli, F(x, f(x)) = 0 olacak sekilde bir tek y =
f(x) fonksiyonu vardur.

b) yo = f(xo) dur
c) feC?(V)vexeV igin

0
det(F (e f:)) 0 ve I = R p ()] R s ()
dir. Burada

I ) (afk(x’y)) 1<k<m, 1<i<n

ox ox; ’ ’ ’

_ 8Fk(X,y)) 1 ki

Fy(x7Y) ( ayj ) S »J <m7
Fi(x,y) = (%j’y)), 1<k<m, 1<i<n

seklinde tanmimhidir.
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EK 2 : Tiirkce-Ingilizce Matematik Terimleri Sozliigii

Tiirkce Terim

Catallanma
Cekici

Cekim Bolgesi
Denge Noktasi
Degismez
Diizgiin

Gecikme
Gradyen

Hastalik Icermeyen Denge Noktasi
Hiperbolik
Kararli Durum
Kararlilik
Kararlilik Gegisi
Karakteristik
Kesikli Gecikme
Kompleks Devrik
Lineer

Manifold (Cok Katli)
Merkez Manifold
Ozdeger

Ozuzay

Ozvektor

Sirf Sanal

Skaler Carpim
Subkritik

Ingilizce Terim

Bifurcation
Attractive

Basin of Attraction
Equilibrium Point
Invariant

Smooth

Delay

Gradient
Disease-Free Equilibrium Point
Hyperbolic

Steady State
Stability

Stability Switches
Characteristic
Discrete Delay
Conjugate Transpose
Linear

Manifold

Center Manifold
Eigenvalue
Eigenspace
Eigenvector

Purely Imaginary
Dot Product

Subcritic
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Tiirkce Terim

Stiperkritik

Tek Kathi (Basit) Kok
Transandantal Denklem
Transversalite (Kesme) Kosulu
Topolojik Olarak Denklik
Topolojik Olarak Eglik
Yerel (Lokal)

Yerel Olarak Degismez
Yerel Olarak Taniml
Yon

Zay1f Bir Sekilde Cekici
Zay1f Bir Sekilde Itici
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Ingilizce Terim

Supercritic

Simple Root
Transcendental Equation
Transversality Condition
Topologically Equivalent
Topologically Conjugate
Local

Locally Invariant
Locally Defined
Direction

Weakly Attracting
Weakly Repelling



EK 3: Biyoloji, Matematik ve Tip Terimleri Sozliigii

Antijen (Antigen) Bagisiklik tepkisi uyandiran ve viicuda yabanci herhangi bir madde
(Url-5).

Antikor (Antibody) Bir antijen tarafindan uyarildiktan sonra 6zellesmis B hiicreleri
tarafindan normal olarak iiretilen ve bagisiklik tepkisinde antijene karsi spesifik
olarak hareket eden yiiksek molekiiler agirlikli cok sayida proteinden herhangi
biri (Url-6).

Bazofil (Basophil) Fonksiyon olarak mast hiicresine benzer bazofilik graniiller iceren
beyaz kan hiicresi (Url-7).

Efektor Hiicre (Effector Cell) Spesifik bir bagisiklik tepkisi olusturabilen bir forma
farklilagsmasi i¢in indiiklenen bir lenfosit (Url-8).

Eozinofil (Eosinophil) Sitoplazmasinda graniilleri eozinle kolayca boyanabilen,
genellikle ¢ekirdegi iki loplu akyuvar. (Url-9).

Epidemiyoloji (Epidemiology) Toplumda goriilen hastaliklarin nedenlerini, goriilme
siklig1 veya oranini, yayiliglarini, hastaliklara karsi alinacak énlem ve korunma
yontemlerini konu alan bilim alan1 (Url-10).

Faz Portresi (Phase Portrait) Sistemin nitel olarak farkli olan biitiin yoriingelerini
gosteren sekil, faz portresi olarak adlandirilir [27].

Homeostaz (Homeostasis) Bir organizmanin devami i¢in korudugu istikrarli denge
durumu veya bdyle bir duruma yonelik bir egilim.. (Url-1).

Hiicresel Bagisikhik (Cellular Immune) Viicuda giren mikroorganizmalar, timor
hiicreleri veya aktarilan organ ve doku gibi antijenlere karst T hiicrelerinin
gosterdigi tepkiye bagl olarak gelisen bagisiklik tiirii. (Url-11).

Hiimoral Bagisikhk (Humoral Immune) Viicuda giren antijenlere karsi B
hiicrelerinin olusturdugu immiinoglobulinler araciligiyla gerceklesen bagisiklik
tiirdi. (Url-12).

Kararh Durum (Steady State) Zaman icinde degismeyen ¢oziimler [27].

Major Histokompatibilite Kompleksi (Major Histocompatibility Complex) Major
histokompatibilite kompleksi veya biiyiik doku uygunluk kompleksi, bagisiklik
sisteminin kendinden olmayandan kendini belirleme yetenegine yardimci olan
hiicre yiizeyi polimorfik glikoprotein molekiillerini kodlayan bir grup
gendir(Url-13).

Makrofaj (Macrophage) Bag dokusunda bulunan, monositlerin farklilagmasiyla
olusan ve yabanci antijenlerin yok edilmesinde antijen sunan bir hiicre olarak
islev goren bagisiklik sisteminin fagositik bir doku hiicreleridir (Url-14).

Mast Hiicresi (Mast Cell) Mast hiicresi veya mastosit,(mikroskobik goriintii) bazik
boyalarla boyanan, histamin ve heparin agisindan zengin graniillere sahip bir
hiicredir (Url-15).
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Notrofil (Neutrophil) Sitoplazmasinda nétral boyalarla kolayca boyanan Kkiiciik
graniillere sahip, parcali ¢ekirdekli alyuvar (Url-16).

Patojen (Pathogen) Hastalifa neden olma potansiyeline sahip herhangi bir
organizma patojen olarak bilinir. Patojenler dort tiire ayrilabilir: bakteriler,
viriisler ve mantarlar ve i¢ parazitler [13].

Proliferasyon (Proliferation) Ozellikle hiicreler icin kullanilir. Cogalma, artma
anlamina gelir (Url-17).

Sitokin (Cytokine) YBagisiklik ile ilgili yanitlara aracilik eden ve bagisiklik
sisteminin hiicreleri arasinda iletisimi saglayan proteinlerden biri (Url-18).

Sitotoksik T Hiicresi (Cytotoxic T Cell) Simif I doku uygunluk kompleksi
molekiilleri tarafindan sunulan, antijenik peptitler bulunan, 6zellikle viriislerle
enfekte olmusg hiicreleri dldiirebilen ve iizerinde CDS8 belirteci tagtyan T hiicresi
tirdi [13].

Ters Transkriptaz (Reverse Transcriptase) DNA’dan RNA’ya olan bilgi akisinin
tersine, kalip olarak RNA’y1 kullanip DNA sentezleyebilen enzim (Url-3).

Tiumor (Tumor/Tumour) Fizyolojik islevi olmayan ve kontrolsiiz, genellikle hizli
hiicre cogalmasindan kaynaklanan anormal, iyi huylu veya kotii huylu olabilen
yeni doku biiytimesi (Url-19).

Ustel/Lojistik Biiyiime (Exponential/Logistic Growth) Ustel biiyiimede, kisi basina
diisen (kisi basina) biiyiime orani, niifus biiyiikliigiine bakilmaksizin ayni kalir
ve boylece niifus arttik¢a daha hizli ve daha hizli biiyiir. Lojistik biiyiimede ise
niifus biiyiikliigii, tasima kapasitesi olarak bilinen cevre kaynaklarinin azami
miktarina yaklastiginda, niifusun kisi basina biiyiime oran1 gittikge
kiiciilmektedir [25].

Yardimar T Hiicresi (Helper T Cell) Bazi antijenlerle uyarildiginda T hiicrelerinden
olusan, sitotoksik T hiicrelerinin iiretilmesine yardim eden, antikor yanitinin
olugsmasinda B hiicreleri ile birlikte gorev yapan, antjeni sinif II doku uygunluk
kompleksi molekiillerinin yardimiyla taniyan ve iizerinde CD4 belirteci tasiyan
T hiicresi tiiri [13].
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