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OZET

Bu calismada, genel miidahaleli 6diillii yenileme siireci ele alinmstir. Siirecin bazi
olasilik karakteristikleri i¢in kesin ifadeler ve asimtotik acilimlar elde edilmistir.
Modeli ifade eden X(t) stokastik siireci matematiksel olarak insa edilmis ve bir
boyutlu dagilim fonksiyonu bulunmustur. Ardindan siirecin ergodikligi ispatlanmis
ve ergodik dagilimin asikar sekli elde edilmistir. Bulunan asikar ifadeler i¢in bazi
dagilimlarla (iistel dagilim, Erlang dagilimi) 6rnekler verilmistir. Ayrica, ergodik
dagilim igin zayif yakinsama teoremi ispatlanmig ve limit dagilimi i¢in iki terimli
asimtotik acilim elde edilmistir. Bunun yani sira, ergodik dagilimim momentleri i¢in
kesin formiiller bulunmustur. Genel miidahale kosulu altinda ergodik momentler i¢in
iki terimli asimtotik agilimlar elde edilmistir. Ergodik momentler igin bulunan
asimtotik acilimlar yardimiyla merkezi momentler, basiklik, ¢arpiklik ve degisim
katsayilar1 icin asimtotik acilimlar bulunmustur. Elde edilen bu asimtotik agilimlarla
farkli dagilimlara sahip miidahaleler (diizgiin dagilim, simetrik tiggensel dagilim,
simetrik olmayan ii¢cgensel dagilim, genellestirilmis Beta dagilimi) s6z konusu
oldugu durumlar i¢in Ornekler verilmistir. Son olarak siirecin {i¢ Onemli sinir

fonksiyonelinin momentleri i¢in kesin ifadeler ve asimtotik agilimlar elde edilmistir.
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Ergodik Moment, Zayif Yakinsama, Asimtotik A¢ilim, Sinir Fonksiyoneli.
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Ozlem ARDIC

ASYMPTOTIC APPROACH FOR A RENEWAL - REWARD PROCESS
WITH A GENERAL INTERFERENCE OF CHANCE

ABSTRACT
In this study, a renewal-reward process with a general interference of chance is
considered. Exact expressions and asymptotic expansions for some of the probability
characteristic are obtained. Stochastic process X(t) is constructed and one
dimensional distribution function is gotten. Then, under weak conditions, the
ergodicity of the process X(t) is proved and exact expression for the ergodic
distribution is obtained. Examples for the found exact expressions under different
distributions (exponential distribution, Erlang distribution) are presented. Moreover,
weak convergence theorem is proved for the ergodic distribution and two term
asymptotic expansion is obtained for the limiting distribution. Besides, exact
expressions for the moments of the ergodic distribution are found. Within some
assumptions for the discrete interference of chance in general form, two term
asymptotic expansions for the moments of the ergodic distribution are obtained.
Additionally, kurtosis, skewness coefficient and coefficient of variation of the
ergodic distribution are computed. Examples are given when the random variable
expresses the discrete interference of chance has several distributions (Uniform
distribution, symmetric triangular distribution, nonsymmetric triangular distribution,
generalized Beta distribution). Finally, exact expressions and asymptotic expansions

for the moments of the three important boundary functionals are obtained.

Keywords: Renewal-reward process, General discrete interference of chance,
Ergodic distribution, Weak convergence, Asymptotic expansion, Boundary

Functional.
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SEMBOL LiSTESI

Bu caligmada kullanilmis olan simgeler agiklamalar ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler

Q

F

P(A)

(Q,FP)

E(X)

Var(X)

M; (x) * M (x)
F*n(x)

M(s)

M*(s)

Aciklama

Bir stokastik deneyin 6rnek uzay1

Bir ()’ nin alt kiimeleri tizerinde insa edilmis bir o cebir

A olayimnin olasilig1

Olasilik uzay1

X rasgele degiskeninin beklenen degeri

X rasgele degiskeninin varyansi

) OX M, (x — y)dM; (y) ‘e esit olan konvoliisyon ¢arpim
F(x) fonksiyonunun kendisiyle n kat konvoliisyon ¢arpimi
M(t) fonksiyonunun Laplace doniisiimii

M(t) fonksiyonunun Laplace — Stiltijes doniisimii



GENEL MUDAHALELI ODULLU YENILEME SURECI iCIN
ASIMTOTIK YAKLASIM

1. GIRIS

Stokastik sozciigli temelde rastlantisal anlamina gelen bir sifattir. Stokastik stireglerin
Ozellikle istatistik biliminde ve endiistri miithendisliginde énemli bir yeri vardir. J.
Bernoulli (1654-1705) stokastik siire¢ kavramini ilk defa kullanmistir ve olasilik
teorisinin gelisimi i¢in 6nemli adimlar atmistir. Onemli ¢alismalarindan biri de ¢ok
sik kullanilan en biiyiik sayilar kanunudur. A. N. Kolmogorov bir stokastik siire¢
olan Markov siirecinin tanimini1 yapmustir. Ayrica verilmis sonlu boyutlu dagilimlara
gore stokastik siireglerin insa edilmesinin miimkiin oldugunu ispat etmistir. Ilerleyen
yillarda ise daha genis bir sinif olan yari-Markov siirecler ¢alisilmaya baslanmistir.
Yari-Markov siire¢ kavramu ilk defa yakin zamanlarda Levy [32] ve Smith [42]
tarafindan es zamanli olarak one siiriilmiistiir. Yine aynmi yil icerisinde, Takacs [44]
ayni tipte bir stokastik siire¢ tanimlamis ve bu siireci bazi problemler {izerinde
uygulamistir. Yari-Markov siireci kavraminin ardindan Markov yenileme siireci
kavrami Pyke [37], [38], Moore ve Pyke [34] ve Pyke ve Schaufele [39], [40]
tarafindan arastirilmaya baglanmistir. Feller [18]’in ¢alismasinda Levy [32] ve Smith
[42]’in tanimladigi yari-Markov siiregleri Kolmogorov denklemlerinin teorisi ile
genellestirmistir. Yenileme siirecleri yari-Markov siireglerin sinifindandir. Yenileme
siiregleri icin bulunan bircok sonu¢ Odiillii  yenileme siirecleri igin
genellestirilmislerdir. Bunlardan bazilar1 gii¢lii sayilar kanunu, temel yenileme

teoremi, merkezi limit teoremi, Blackwell teoremi ve anahtar yenileme teoremleridir.

Bu caligmalarin yaninda yari-Markov siireclerin istatistiksel ¢ikarimlari alaninda
birgok ¢alisma yapilmistir. Moore ve Pyke [34] sonlu yari-Markov kerneller igin
deneysel tahmin ediciler tizerine c¢alismislardir. Lagakos vd. [30] ise ergodik
olmayan sonlu yari-Markov kerneller i¢in en biiyiik olabilirlik tahmin ediciler elde
etmiglerdir. Akritas ve Roussas [1] yari-Markov siiregler i¢in parametrik asimtotik
normal sonuglar vermislerdir. Ouhbi ve Limnios [35] yari-Markov kernellerde
parametrik olmayan tahmin edicilerle ilgili bir ¢alisma yapmis ve yari-Markov

kerneller i¢in dogrusal olmayan fonksiyoneller elde etmislerdir.



Stok kontrol, matematiksel sigorta, kuyruk teorisi, matematiksel biyoloji,
giivenirlilik, stokastik finans ve fizik gibi alanlardaki bir¢ok ilging problem
yenilenme stiregleri, 6diillii yenilenme siiregleri ve rasgele yiiriiyiis siirecleri gibi
siireclerle ifade edilebilmektedir. Bu siiregler iizerine bir¢ok ¢alisma bulunmaktadir
(Aras ve Woodroofe [9], Borovkov [13], Prabhu [36], Smith [42], Tijms [47],
Janseen ve Leeuwarden [23], Cinlar [15], vb.). Bu ¢alismalar ¢ok dnemli olmalarina
ragmen ¢alismalardaki stireglerin ergodik dagilimlari i¢in formiiller hesaplanirken
matematiksel zorluklarla karsilasilmaktadir. Ote yandan, gergek hayat problemleri
¢oziilirken matematiksel karmasasi daha az olan ifadeler kullanmak ¢oziilebilirligi
acisindan daha iyi olmaktadir. Bu nedenle, literatiirde bazi yaklasik formiiller
onerilmektedir (Brown ve Solomon [14], Feller [18], Khaniev ve Kucuk [24],
Khaniev ve Mammadova [25], Anisimov [8], Lotov [33], Aliyev ve Khaniyev [5],
Khaniyev [26], Aliyev vd. [4], vb.).

Bu calismada genel miidahaleli 6diilli yenileme siireci incelenmistir. Literatiirde bu
stireclerle ilgili birgok ¢alisma yapilmistir. Ancak bu calismalarda miidahaleler genel
degildir ve spesifik dagilimlar kullanilmistir. Ornegin, Aliyev vd. [2] kesikli sans
karisimli X(t) odiillii-yenileme siirecinin  iki sinir fonksiyoneli N; ve t;’i
incelemislerdir. N; smir fonksiyonelinin moment tiireten fonksiyonu Wy (z) ile 14
sinir fonksiyonelinin Laplace dontisiimii @ (p) arasindaki iliski degerlendirmisler ve
bu iligki yardimiyla N; ve t;’in ilk dort momenti i¢in kesin ifadeler elde etmislerdir.
Kesikli sans karigimli miidahaleye karsilik gelen rasgele degisken iistel dagilima
sahip oldugu durumda sinir fonksiyonelleri i¢in asimtotik agilimlar elde edilmistir.
Ayrica, Aliyev vd. [3], Gamma miidahaleli 6diillii yenileme siirecini incelemis ve
ergodik dagilim icin asimtotik agilim elde ederek zayif yakinsama teoremi
ispatlamistir. Bu ¢alismalara ek olarak, Khaniyev ve Atalay [28] tiggensel dagiliml
miidahaleli 6diillii yenileme siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu ic¢in asimtotik
acilimlar elde etmis ve zayif yakinsama teoremini ispatlamiglardir. Ayrica, Monte
Carlo benzetim yontemiyle yaklagik formiillerin dogrulugunu test etmislerdir.
Khaniyev ve Aksop [27] genellestirilmis Beta dagilimli miidahaleli (s, S) tipli stok
kontrol modelini ele almislardir. Ergodik momentler icin kesin ifadeler ve asimtotik

acilimlar elde edilmis ve zayif yakinsama teoremi ispatlanmistir. Bulunan
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formiillerin dogrulugunu test etmek icin Monte Carlo benzetim yontemi
kullanilmistir. Khaniyev vd. [29] tiggensel dagilimli miidahaleli (s,S) tipli yari-
Markov envanter modeli degerlendirmisler ve siirecin bazi kosullar altinda ergodik
oldugu ispatlamislardir. Ergodik momentler i¢in ii¢ terimli asimtotik agilimlar elde
edilmistir. Bulunan asimtotik agilimlarin kesin formiillerle yakinlig1 bir gergcek hayat
problemi yardimiyla test edilmistir. Bekar vd. [11] Weibull dagilimli miidahaleli
odilli yenileme siireci incelemistir. Ergodik dagilim fonksiyonu ve ergodik
momentler icin kesin ifadeler ve iki terimli asimtotik a¢ilimlar elde edilmistir.
Ayrica, X(t) siirecinin ergodik dagilimi i¢in zayif yakinsama teoremi ispatlanmuistir.
Bekar [10]’1n yiiksek lisans tez ¢alismasinda iistel miidahaleli 6diillii yenileme siireci
degerlendirilmistir. Siirecin sinir fonksiyonellerinin ilk dort momenti i¢in kesin
ifadeler ve asimtotik agilimlar elde edilmistir. Ayrica, sinir fonksiyonelleri igin
varyans, carpiklik ve basiklik katsayilarinin asimtotik ac¢ilimlar1 bulunmustur. Bizim
calismamiz bu caligmalarin hepsini bir ¢ati altinda toplamaktadir. Boylece, diger

calismalar bizim ¢alismamizin 6zel bir durumu haline gelmektedir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI VE ON BILGILER

Markov ve yari-Markov siireglerinin ve 6zel hallerinin kullanildig1 alanlar gitgide
artmaktadir (popiiler olmustur). Literatiirde teorik ¢alismalarin yaninda uygulamaya
yonelik ¢alismalar da mevcuttur. Bu ¢alismada yari-Markov siire¢lerinin 6zel bir
durumu olan o6dillii yenileme siireglerini ele alinmistir. Bu nedenle, yenileme
stireclerini daha detayli bir sekilde incelemek faydali olacaktir. Feller [18] yenileme

stirecinin tanimini yapmis ve yenileme fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlamistir:
UE® = B(N®) = ) nPN(® =n} = ) F(0).
n=1 n=0

Burada, N(t) = min{n > 1: T,, > t} bir yenileme siirecidir. T,, = }}{L, &; ise bagimsiz
ve ayni dagilima sahip {&,},n = 1, 2, ... rasgele degiskenler dizisinin toplamlarindan
olugsmaktadir. Ayrica F™(t), F(t) dagilim fonksiyonun kendisiyle n kath

konvoliisyon ¢arpimidir.

Bu caligmanin sonrasinda Feller [18] yenileme fonksiyonu i¢in asagidaki gibi iki

terimli asimtotik acilim elde etmistir:

t
U(E) = — + =% + o(1).
ny 2

1 251

Burada p, = E(&}),n = 1, 2, ...’dir. Yenileme fonksiyonlariyla ilgili bir diger degerli
calisma da Smith [42] tarafindan yapilmistir. Bu ¢alismada Feller [18]’in yenileme
fonksiyonu i¢in buldugu asimtotik agilima yakin bir asimtotik ac¢ilim bulunmustur:

t o%—p?
U@ =—+2- 1
M1 27

+ o(1).

Burada o? = Var(§;)’dir. Alsmeyer [7] ve Griibel [21] harmonik yenileme &lgiileri
ve ilk ge¢is zamanlari arasinda bir baglant1 oldugunu tespit etmislerdir. Alsmeyer [6],
x — oo iken E(m;) > 0 oldugunda, asagidaki asimtotik ag¢iliminin dogru oldugunu

ispatlamistir:

U;(x) = log (E) + v+ o(1).



Burada, U, (x) bir harmonik yenileme fonksiyonudur. y ise Euler katsayisidir ve

asagidaki gibi ifade edilebilir:

n
1
y = lim (Z —— ln(n)) ~ 0,557.
n-ow k

k=1

Csenki [16], geriye doniik o6diil yapili odiillii yenileme siiregleriyle ilgili bir ¢alisma

yapmuistir. Yenileme siirecinin beklenen degeri i¢in asimtotik agilim elde etmistir:
Clt)=¢&+n+o0(1)
Burada, C(t) kazanilan toplam 6diiliin beklenen degerine karsilik gelmektedir.

Borovkov [13], {§;},n =1, 2,... gibi birbirinden bagimsiz ve aynit dagilima sahip
rasgele degisken dizisi tanimlamistir. Ayrica gelecekten bagimsiz u degiskenini
tanimlamigtir. Bunlarin yaninda E(§,) ve E(u) beklenen degerleri sonludur. Bu
kosullar altinda Wald 6zdesligi asagidaki gibidir:

u

E(S,) =E <z §n> = E(&,)E(w).

k=1

Smith [42], yenileme fonksiyonun asimtotik a¢iliminin yaninda, yukarida tanimlanan

N(t) yenileme siirecinin varyansi i¢in de asagidaki asimtotik acilimi elde etmistir:

2
Var(N(t)) ~ (:l—:.
1

Brown ve Solomon [14], {X(t),t= 0} seklinde bir odiilli yenileme siireci
tanimlamiglardir. X(t) yenileme siirecinin varyansi i¢in asagidaki gibi iki terimli

asimtotik formiil elde etmistirlerdir:
Var{X(t)} = ct+d + o(1)

X(t) odulli yenileme siireci gesitli stokastik optimizasyon modellerinde 6zellikle de

Markov ve yari-Markov karar modellerinde ortaya ¢ikmaktadir.

Alsmeyer [6], {S,, Uy}, n = 0 seklinde bir yenileme siirecini ele almistir. Burada

Sn =2t Xi ve U, = XL, Y dir. Uygun kosullar altinda (X;,Y;),i = 0 iki boyutlu



vektordiir. t — oo iken E(UT(t)), Val’(UT(t)) ve Cov (UT(t), T(t)) icin asimtotik
acilimlar elde etmistir. Ayrica T(t) = inf{n = 0:S,, > t}’dir.

Taqqu ve Levy [45], agir kuyruklu &diilli yenileme siiregleri {izerine ¢alismislardir.
Sonsuz varyansli yenileme zamanli ve sonlu varyansa sahip odiilli durumu ispat
etmislerdir. Levy ve Taqqu [31], ayrica, hem yenileme zamanlarinin hem de
odiillerin sonlu varyansa sahip olduklari durumu ispat etmislerdir. Willinger vd. [48]

ve Taqqu vd. [46] ise agma kapama yenileme siiregleri lizerine ¢alisma yapmiglardir.

Yari-Markov siireclerle ilgili yapilan ¢aligmalarda ergodik teoremler iizerine olanlar
bliyllk 0nem tasimaktadir. Ergodik teoremlerin yaninda bu siireclerin ergodik
dagilimlar1 da 6nemlidir. Smith [42] kesikli sans karigimli siiregler i¢in anahtar
yenileme teoremi isimli ergodik teoremi ispatlamistir. Markov stiregleriyle ilgili en
genel ergodik teorem Gihman ve Skorohod [20]’un sans karisimli yari-Markov
stirecler i¢in verdigi ergodik teoremdir. Genel ergodik teoreme gore, X(t) siirecinin
zaman ortalamast 1 olasiligi ile durum ortalamasina yakinsamaktadir. Yani, her
siirh ve oOlgiilebilir f(x) fonksiyonu igin asagidaki iliskinin 1 olasihigr ile dogru
oldugu ispatlanmustir:

[e¢]

T 1 ([ |
%L%;Lf(x(u))duz e J J ff(x)PZ{rl > t; X(t) € dx}dtdn(z).

—o0 —oo t=0

Burada X(t), siirecin t aninda aldig1 degere ve 14, siirecin kontrol seviyesinin altina
ilk diistiigli ana karsilik gelmektedir. Bu ¢alismalara ek olarak, Ezhoz ve Shurenkov

[17] yari-Markov siireglerle ilgili ergodik teorem ispatlamiglardir.

Stokastik siireclerin sinir fonksiyonellerinin kesin ifadeleri ve asimtotik agilimlariyla
ilgili literatiirde bir¢ok ¢aligmak bulunmaktadir. Spitzer [43], Rogozin [41] ve Gusak

ve Korolyuk [22] simir fonksiyonelleri ile ilgili temel sonuglari elde etmislerdir.

Yenileme silirecinin tanimi su sekildedir. X4, Xy, ..., Xy, ... rasgele degiskenler dizisi
(Q, F,P) olasilik uzayinda tanimlanmis pozitif degerli bagimsiz ve ayni dagilima

sahip rasgele degiskenler dizisi olsun. Ayrica X;,’lerin dagilim fonksiyonu biliniyor



ve P{X, <x}=F(x),x=0 olsun. {X,},n=1,2,... rasgele degisken dizisinden

yararlanarak agagidaki rasgele degiskenler dizisi olusturulsun:
n
SO = O,Sl = Xl,Sz = X1 +X2, ...,Sn = in,
i=1

Not 2.1. Xj’ler pozitif degerli olduklar i¢cin 0<S; <S, <+ <§, <+ <0
esitsizligi 1 olasiligi ile saglanmaktadir. Bu durumda {S,},n =1,2,... dizisine

literatiirde yenileme dizisi denilmektedir.
Tamim 2.1. N(t) rassal siireci, {S,} yenileme dizisi yardimiyla asagidaki gibi insa
edilebilir:
N(t) = min{n > 1:S, > t},t = 0.
N(t) siirecine literatiirde yenileme siireci denilmektedir.

Ornek 2.1. X; € Ustel(A) oldugunda N(t) = 1 + II(t) seklinde gosterilebilmektedir.

Burada I1(t) Poisson siirecini ifade etmektedir.

Not 2.2. Sonlu boyutlu dagilimlarin hesaplanmasi n katli konvoliisyon c¢arpimlari
sebebiyle matematiksel olarak ¢ok zordur. Bu nedenle, N(t) yenileme siirecinin
momentlerinin kullanimi tercih edilmektedir. Bunlarin i¢inde en Onemlisi N(t)
stirecinin  beklenen degeridir, ¢iinkii diger momentler E(N(t)) ile ifade
edilebilmektedir. Bu oOnemi nedeniyle yenileme siirecinin beklenen degerine

literatiirde yenileme fonksiyonu denilmektedir.

Tanmim 2.2. Yenileme fonksiyonu U(t) asagidaki gibi gosterilebilir:

U® = B(N®) = ) nPN(® =n} = ) F(0).
n=1 n=0

Burada F™(x), F(x) fonksiyonunun kendisiyle n katli konvoliisyon ¢arpimidir.

Not 2.3. Goriildiigli gibi yenileme fonksiyonunun hesaplanmasinda sonsuz seriler ve
n kath konvoliisyon ¢arpimlari mevcuttur. Bu zorlugu asmak amaciyla literatiirde

Laplace doniisiimii kullanilmaktadir.



Tammm 2.3. Yenileme fonksiyonu U(t)’nin Laplace doniisiimii U(A) asagidaki
gibidir:
1

ST ®)

Dolayisiyla U(t) yenileme fonksiyonunun Laplace doniisiimiinii yazabilmek i¢in X,

rasgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonunu bilmek yeterlidir.

Laplace kullanilarak yenileme fonksiyonu elde etmenin disinda bagka yontemler de
vardir. Literatiirde yenileme fonksiyonlar1 i¢in yenileme tipli integral denklemler

mevcuttur.

Yenileme fonksiyonu asagidaki gibi ifade edilebilir:

U = Z F(t) = 14 F(t) + F(t) * F() + - = 1 + F(t) = U(D). (2.1)
n=0

Burada F(t) xU(t) = fot U(t — s)dF(s), F(t) ve U(t)’nin konvoliisyon ¢arpiminin
gosterim seklidir. Bu ¢alismada kullanilan konvoliisyon c¢arpimi F(t) * U(t) =
I Ot U(t —s)dF(s) seklindedir, fakat literatiirde konvoliisyon ¢arpimi gosterimi

FxU(t) = f_oooo U(t — s)dF(s) seklinde de mevcuttur.

Boylece
t
Ut =1 +J U(t — s)dF(s)
0
elde edilir.
(2.1) esitligindeki denkleme literatiirde 2. tip Volterra integral denklemi

denilmektedir. Istatistikciler ise, bu ve benzeri denklemleri yenileme tipli integral

denklemleri olarak adlandirmaktadir.

Tamim 2.4. 2. tip Volterra integral denklemi diger bir deyisle yenileme tipli integral
denklemi genel durumda asagidaki gibi ifade edilebilir:



t

7(t) = G(O) + R(O) * Z(6) = G(t) + f 7(t — 5) dR(S). (2.2)

s=0
Burada G(t) ve R(t) fonksiyonlarinin bilindigi varsayilmaktadir. Ayrica R(t)

monoton artan (azalmayan) bir fonksiyondur.

(2.2) denklemini ¢ozmek i¢in genelde Laplace doniisiimii kullanilmaktadir. Laplace
dontlistimiintin  6zelliklerinden yararlanarak (2.2) denkleminin Laplace doniisiimii

asagidaki gibi yazilabilir:

Z) =G +Z)R*(W),A> 0

Burada M(2) ile M(t) fonksiyonunun Laplace doniisiimii

MQ) = f e MM(t)dt
0

seklinde gosterilmistir.

Ayrica M*(Q) ile M(t) fonksiyonunun Laplace-Stiltijes dontigiimii

[e¢]

M*(A) = f e MdM(t)

0

seklinde gosterilmistir.

Not 2.4. Tanim 2.4’te Z(t) fonksiyonunun Laplace doniigiimii i¢in kesin ifade elde
edilmigstir. Prensip olarak Z(t) fonksiyonu bulunmustur. Ancak c¢ofu zaman
Z*(A)’nin ters Laplace doniisiimii hesaplamak imkansiz olabilir. Bu nedenle
yenileme tipli integral denklemlerinin ¢6ziimiinii elde etmek icin ardigik yaklagim
yontemi veya asimtotik yaklasim yontemi kullanilmaktadir. Bu ¢alismada asimtotik

yaklagim yontemi kullanilmigtir.



Yenileme fonksiyonlarinin kesin seklini elde etmek bazi 6zel durumlar (iistel,
Erlang,...) disinda ¢ok zordur. Bu nedenle t — oo iken U(t) yenileme fonksiyonunun
asimtotik davranisini incelemek faydalidir. Asimtotik 6zellikler Laplace doniigiimii

kullanilarak incelenebilir. Yenileme fonksiyonu asagidaki gibidir:

U(t) = E(N(Y) = Z Fn(0). (2.3)
n=0
(2.3) esitliginin her iki tarafina t’ye gore Laplace doniisiimii uygulaninca
T = £4,(U) = ! +FQO +FQOFQ) + F(A)(F*O\))Z + = !
- T TA(1-FW)

elde edilir.

Burada F*(A) ve F() ile sirasiyla F(t) dagilim fonksiyonunun Laplace ve Laplace-

Stiltijes doniisiimleri gosterilmistir. Ayrica F*(A) = AF(A)’dur.

Not 2.5. Tauber-Abel teoremine gore U(t)’nin t = oo iken davranigini incelemek,

U(A)’nin A = 0 iken davranisini incelemeye denktir. Tauber-Abel teoremi asagidaki

gibi ifade edilebilir:

Teorem 2.1. (Feller [18]) F(A) ve G(A), F(t) ve G(t) fonksiyonlarinin Laplace
dontisiimleri olsun. Bunun yaninda t — o iken F(t)~G(t) olsun. Bu takdirde A — o
iken F(t)~G(t) olur. Bu durumun tersi de dogrudur. Yani A — oo iken F(t)~G(t)

oldugu zaman t — oo iken F(t)~G(t) olur. “~” simgesi iki fonksiyonun asimtotik

denkligini ifade eder. Ornegin, limt_,w% =1 oldugu bir durumda F(t) ve G(t)

fonksiyonlarmin asimtotik denkligi s6z konusudur.

U(A)’nin asimtotik agilimin elde etmek icin 6ncelikle F*(A) incelensin:

o]

Fr(0) = j e MdF(t) = E(e 1) (2.4)

0

(2.4) esitligine Taylor serisi agilimi kullanilirsa
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2y 2
F*(A) =E<1—>Lx1+)‘2X1 —) (2.5)

elde edilir.

E(X;) =m; ve E(X?) =m, mevcut ve sonlu oldugu takdirde asagidaki ifade
yazilabilir (Feller[18]):

2 2

A A
F*() =1 —2AE(Xy) + ?E(X%) +0(A?) =1—Am,; + - M, + 0(A?)

Bu takdirde A — 0 iken asagidaki agilim yazilabilir:

~ 1 1
u) = - = :
A(1-F®) }\{1 - [1 —Am; + }\;mz + 0(7\2)]}
Ozetle
~y 1 m, 1
o0 = ol

elde edilir.

(2.6) esitligine Tauber-Abel teoremi g6z Oniinde bulundurularak ters Laplace

dontisiimii uygulanirsa asagidaki agilim elde edilir:

U(o) = LI (1)
_m1 Zm% © '

Bu takdirde asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 2.2. (Feller [18]) E(X?) <« olsun ve X; rasgele degiskeni aritmetik
olmayan bir rasgele degisken olsun. Bu takdirde, t — o iken asagidaki iki terimli
asimtotik ac¢ilim yazilabilir:

U() = — 4 2
h m1 Zm%

+ o(1).

Burada my, = E(X¥),k = 1,2, ...’dir.
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Sonug 2.1. (Billinsgley [12]) 0 < E(X;) = m; < o olsun. Bu takdirde, t — o iken

bo _ 1

t m,
olur.

Sonug¢ 2.2. E(X;) = m; > 0 ve E(X?) < « olsun. Bu takdirde asagidaki asimtotik

iliski yazilabilir:

lim (U(® t) M2
m ——)=c= :
to m,) = 2m?

Burada c; katsayisinda literatiirde Feller sabiti denir.

Not 2.6. U(t) = E(N(t))’nin kesin ifadesi ve asimtotik agilimi1 yardimiyla momentler
icin de kesin ifadeler ve asimtotik acilimlar verilebilir. Literatiirde N(t) siirecinin

varyansi biiyiik 6nem tagimaktadir. Var(N(t)) nin kesin sekli asagidaki gibidir:
Var(N(t) = 2U(t) = U(t) + U(t) — U2(1).

N(t) siirecinin varyansinin kesin seklinin yardimiyla asimtotik agilimi elde edilebilir.

Teorem 2.3. E(X3) < o olsun ve X; rasgele degiskeni aritmetik olmayan bir rasgele
degisken olsun. Bu takdirde, t = oo iken asagidaki iki terimli asimtotik agilim

yazilabilir:

2 2

ox m, 2mz m,
Var(N(t)) =—t+5 — - + o(1).
ar(N®) =15 <zm§> 3m3 ~ 2mz oW

Burada my = E(XX),k = 1,2, ... ve 6% = m,; — m?’dir.
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3. SURECIN YORUMU VE MODELI

t aninda depodaki stok seviyesi X(t)’dir. t =0 aninda depodaki stok seviyesinin
Az > 0 oldugunu varsayalim. Burada A keyfi pozitif bir katsayidir. Rasgele
zamanlarda gelen talepler birinci periyotta stoktaki Az miktariyla karsilanmaktadir.
Stok seviyesi talep miktarlarina (—1,) gore diismektedir. Bu diisiisler rasgele
zamanlarda T, = Y}iL, §; olmakta ve stok seviyesinin sifir seviyesinin altina diistiga
ana (t,) kadar devam etmektedir. Bu takdirde, bu rasgele zamanlardaki stok

seviyesini asagidaki gibi gosterebiliriz:

X(Ty) =2z — 1y, X(Tp) =2z — (N1 +12), -+, X(Ty) = Az — Zni,
i=1

Burada, {n,},n=1,2,.. talep miktarlarina karsihik gelen rasgele degiskenler
dizisidir. Ayrica {&},n = 1,2, ... ise ardisik talepler arasinda gegen siireleri ifade
eden rasgele degiskenler dizisidir. Stok seviyesi sifir seviyesinin altina diistigli anda
stok seviyesi A{; rasgele seviyesine getirilmekte ve birinci periyot tamamlanmig
olmaktadir. Siradaki talepler yeni baslangi¢ seviyesi A(;’den karsilanmakta ve T,
aninda stok seviyesi sifirin altina diistigii anda stok seviyesi anlik olarak A, rasgele
seviyesine kadar doldurulmaktadir. Boylelikle ikinci periyot da tamamlanmis
olmaktadir. Siirecteki periyotlar bu sekilde devam etmektedir. Burada, {{,},n =
1,2, ... kesikli sans karigimli miidahaleyi ifade eden rasgele degiskenler dizisidir.
Ayrica {{,},n=1,2,.. bagimsiz ve aym dagilima sahip rasgele degiskenler
dizisidir.

Bizim g¢alismamizi daha onceki ¢alismalardan ayiran 6zellik, kesikli sans karigimli
miidahalenin genel durumda inceleniyor olmasidir. Khaniyev ve Atalay [28]
ticgensel dagilimli miidahale ile zayif yakinsama teoremini ispatlamislardir.
Khaniyev vd. [29] ise tiggensel dagilimli miidahale mevcutken ergodik momentler
icin asimtotik acilimlar elde etmislerdir. Khaniyev ve Aksop [27] miidahale
genellestirilmis Beta dagilimina sahipken ergodik momentler i¢in asimtotik agilimlar
bulmus ve zayif yakinsama teoremini ispatlamiglardir. Bu g¢aligmalara ek olarak,

kesikli sans karisimli miidahalenin tistel, Weibull ve Gamma gibi dagilimlara sahip
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oldugu makaleler de literatirde bulunmaktadir. Bahsedilen ¢alismalardan
miudahalenin 6zel dagilimlar aldigin1 goriilebilmektedir. Diger yandan, bu
caligmalarda talep miktarlar1 ve talepler arasinda gegen siireler keyfi dagilim
alabilmektedir. Iste bu noktada, daha genis bir smmf icin formiiller bulunmak
istendiginde {, rasgele degiskeninin sadece 6zel dagilimlar alabilmesi zorluk teskil
etmistir. Bu ylizden, (,, rasgele degiskeninin keyfi dagilima sahip oldugu durum igin
formiiller bulunmustur. Bu c¢alismanin amaci, yukarida adi gecen ¢aligmalarin

hepsini bir ¢ati altinda toplamak ve modellemektir.

Gergek hayattaki bir problemle model daha anlasilir hale gelecektir. Bu ¢aligmada

olusturulan modeli daha iyi anlayabilmek i¢in bir 6rnekle inceleyelim.

Enerji sektoriinde bir sirket LPG iiretmekte, stokta tutmakta, doldurmakta ve dagitim
yapmaktadir. Yurt ici LPG dagitimi, boru hattt ve kara yolu tasimaciligi ile
yiirlitiilmektedir. Boru hatti kurulumu olmayan yerlerde gaz dagitimi kara yolu ile
saglanmaktadir. LPG, bir iiretim merkezinden 22 m? ve 35 m? kapasiteli tankerlerle
30 tane bayiye dagitilmaktadir. Tankerler, 7 giin 24 saat GPS gozetimi altinda
bulunmaktadir. Saticiya siparis edilen gazin tesliminden sonra, eger tanker
kapasitesinin % 10'undan fazlasi kalmis ise, tanker bulundugu pozisyonda herhangi
bir dagiticinin sonraki siparisine kadar beklemektedir. Her saticnin S = 30m3
miktarinda stok kapasitesi bulunmaktadir. Rasgele zamanlarda (§,) rasgele
miktarlarda LPG (n,) bu depolama tanklarindan satilmaktadir. LPG seviyesinin
stok kontrol seviyesi olan s = §/5 © in altina diistiigii t,, rasgele zamanlarinda talep
sinyali otomatik olarak tiretim merkezine gonderilmektedir.

Bu talep sinyaline karsilik olarak, talepte bulunan satictya en yakin tanker
yonlendirilmektedir. Eger saticiya yakin bir tanker yoksa iiretim merkezinden dolu
bir tanker gonderilmektedir. Glivenlik i¢in saticilar stok kapasitesi S’nin yaklagik
%85’ini doldurmaktadir, ¢linkii tankin igindeki gazin basinci maksimum dolulukta
tehlikeli hale gelebilmektedir. Ancak ¢ok kiiclik bir olasilikla bazi1 saticilar ¢ok
gerekli durumlarda tanklarin tam kapasitelerini kullanabilmektedir. Diger yandan,
tankerde bulunan gaz saticinin tankinin %85 ini dolduramasa bile, tankerdeki miktar

tanka yliklenmektedir. Yukarida bahsedilenleri 6zetleyecek olursak, her doldurma
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isleminden sonra her saticinin tankinin %485'i biiyiik olasilikla dolu konumda
olmaktadir.

Matematiksel modelimize adapte edecek olursak, tanklar stok alanlaridir. S gibi
maksimum alabilecedi stok seviyesi vardir. Maksimum stok seviyesinin yaninda
kontrol seviyesi bulunmaktadir. s kontrol seviyesini gosterir ve s = S/5’tir. Talep
edilen LPG miktarlar1 rasgeledir ve m, rasgele degiskeniyle ifade edilmektedir.
Talepler arasinda gegen siireler de rasgeledir ve onlar da &, ile gosterilmektedir.
Sistemdeki gaz miktar1 kontrol seviyesinin altina diistiigii anda anlik bir bigimde gaz
miktar1 {, rasgele seviyesine yiikselmektedir.

Verdigimiz genel modelde maksimum olarak bir kisitlama yoktur ve kontrol seviyesi
sifir seviyesidir. Fakat verilen probleme ve problemin isteklerine gore (, rasgele
degiskeni i¢in uygun gordigimiiz dagilim i¢in bu smirlart ayarlayabiliriz. So6z
konusu gergek hayat probleminde de bdyle bir durum séz konusudur. Boylelikle
inceleyecegimiz problem literatiirde de sik karsilasilan (s, S) tipli envanter modeline
dontismiistiir.

Sistemin baglama seviyeleri (, rasgele degiskenlerinin s kontrol seviyesine yakin
deger almamasi gerekmektedir. Diger bir deyisle, (,’nin s’ye yakin olmasi olasiligi
diisiik olmalidir, ¢linkii stokta az miktarda gaz oldugu zaman sistem ¢ok cabuk
yenilenmek zorunda kalacaktir. Bu da yliksek maliyetlere neden olmaktadir. Her
siparis bir maliyete sahiptir o yiizden de sik siparis vermek istenilen bir sey degildir.
Diger yandan (,,’nin S’ye ¢ok yakin degerler almasi da istenmemektedir. Elde ne
kadar fazla gaz olursa onu elde tutma maliyeti de o kadar artmaktadir. Daha bir siirii
sorun da olabilir. Ornegin duran gazin kalitesi diisebilir veya yiiksek gaz basinci
tehlike yaratabilir. Bu sebeple {,’nin S’ye de diisiik olasilikla yakin olmasi makul
olandir. Ozetle {,’nin alacag1 degerlerin (s,S) araligi arasinda degerler almasi
istenmektedir.

Tiim bu istekler gbz 6niine alindiginda boyle bir durumda 6rnek olarak (,, rasgele
degiskeni icin simetrik olmayan ti¢ggensel dagilimin uygun oldugunu sdyleyebiliriz.

Daha bagka dagilimlar da onerilebilir.
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4. SURECIN MATEMATIKSEL KURULUSU

€.}, (Nt ve {C,},n =1 aym (Q,F,P) olasilik uzayinda tanimlanmis bagimsiz
rasgele degiskenler dizisi olsun. Ayrica, §,, 1N, ve (, rasgele degiskenleri sadece
pozitif degerler alabilsin. &,, n, ve {, rasgele degiskenlerinin ®(t), F(x) ve 1(z)

dagilim fonksiyonlar1 asagidaki gibi sirasiyla verilmis olsun:
P(t) = P{§; <t} F(x) = Plny <x}; m(z2) = P{G; <z} %22 0.

{T,} ve {Y,} yenileme dizilerini agsagidaki tanimlayalim:

T—zil, an,n>1To—Y0—On—12

ayrica {N,}, n > 0 tam degerli rasgele degisken dizisi asagidaki gibi tanimlansin:
No=0; N, =NQAz) =inflk > 1: Az — Y, < 0},
Nnt1 = Ny (Ag) = inflk = N, +1: AZ, — (Y — Yy, ) < 0},n > 1'dir.

Burada inf(@) = +oo sart1 kabul edilmistir. Ornek olarak N, {Y,} yenileme dizisi

tarafindan sifir seviyesini ilk ge¢is zamanina kadar gerekli talep sayisidir. Ayrica,

N(Az) Nn
Top = 0; T = T1(7\Z) = TN1 = z Ei; Tp = TNn = Zzi; n = 2’dir,
i=1 i=1
T, rasgele degiskeni, X(t) siirecinin sifir seviyesinin altina ilk kez diistiigii andir. v(t)
asagidaki gibi ifade edilebilir:
vit)=max{n=>0: T, <t}, t>0,

burada v(t), t anina kadar olan sigrama sayisina karsilik gelmektedir.

Simdi de ele alinan X(t) stokastik siirecini tanimlayalim:
XO =2 — Yoy — Yn, ) T St <Tpp;n=0,1,2, ...
Burada, Yy(¢,) = Yn,,Go =z Ve A > 0°dir.

Insa edilen X(t) siirecinin bir goriiniimii Sekil 4.1°deki gibidir.
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X(0)

&N, +1
A zl ACI '* - 1
2t—— 2l A, :
Tt & | B » | :
! ! ! ; '
: ! : : = : ==
M2 ; ! i : :
| | | [ | | |
o o
: : — | ! — :
v Ty T, T = TN1 g = TNZ t

Sekil 4.1. X(t) siirecinin bir gortinimii.

Bu calismada, {C,},n = 1,2, ... rasgele degiskenler dizisi keyfi bir dagilima sahip
olabilecegi icin X(t) silireci “genel miidahaleli 6diillii yenileme siireci” olarak
adlandirilmaktadir. Bahsedilen siire¢ bircok yari-Markov envanter modelini ifade

etmekte kullanilabilir.

Not 4.1. Stokastik siireglerin en genel olasilik karakteristikleri sonlu boyutlu
dagilimlardir. Bu nedenle bir sonraki boliimde X(t) siirecinin bir boyutlu dagilimini

hesaplayacagiz.
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5. SURECIN BiR BOYUTLU DAGILIMI

Bir onceki boliimde X(t) siireci matematiksel olarak insa edilmistir. Siiregle ilgili
daha fazla bilgi sahibi olabilmek i¢in bu boliimde X(t) siirecinin bir boyutlu dagilim
fonksiyonu bir teoremle elde edilecektir ama teoremi vermeden Once asagidaki

notasyonlar1 tanimlayalim:

Q(t,x,Az) = P {X(t) <x},t = 0,z>0,A = 0, X(t) siirecinin bir boyutlu dagilim
fonksiyonudur. Ayrica G(t,x,Az) ve R(t,Az) kullanacagimiz diger iki notasyondur ve
tanimlar1 asagidaki gibidir:

G(t, x,Az) = Py, {t; > X(t) < x},

R(t,Az) = P, {1, < tL

Kullanilacak olan notasyonlar tanimlandigina gore asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 5.1. {& n}, {n n} ve {C n},n > 1 rasgele degiskenler dizisi birbirinden
bagimsiz olsun. Bu takdirde X(t) siirecinin bir boyutlu dagilim fonksiyonu Q(t, x,Az)
asagidaki gibidir:

Q(t,x,Az) = G(t,x,Az) + G(t,x,) * U (t) * R(t, Az). (5.1)
Burada U.(t) = X5, R™(t,¢)’dir. Baska bir deyisle U.(t) fonksiyonu t; rasgele
degiskeninin iirettigi bir yenileme fonksiyonudur.

Ispat. Bekar [10], {Cn}, n > 1 rasgele degiskenler dizisi listel dagilima sahip oldugu
durumda X(t) siirecinin bir boyutlu dagilimimi elde etmistir. Bu calismada ise
{Cn}, n > 1rasgele degiskenler dizisi keyfi bir dagilima sahip olabilmektedir. Fakat
diger yandan iki calismada da bulunan sonuglar aynidir. Farkli olarak Bekar [10]
sonuca Laplace kullanarak gitmistirr Bu c¢alismada ise {t,},n > 1 rasgele
degiskenler dizisinin olusturdugu yenileme fonksiyonu U.(t) kullanilarak kesin

sonug elde edilmistir.

Toplam olasilik formiiliine gore X(t) siirecinin bir boyutlu dagilim fonksiyonu

Q(t,x,Az) asagidaki gibi gosterilebilir:

Q(t,x,Az) = P {X(t) < x} = P {t < t;; X(t) < x}+ Py {t =1 X(t) <x}. (5.2)
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(5.2) esitliginin ikinci kismi i¢in islemler asagidaki gibidir:

t

Pt > Ty X(D) < %) = f P, {1, € du; X(t) < x}

u=0

© t
= f f P{t1 €du; ¢ € dv; X(t) < x}
v=0u=0

0

- j P{T1 € du} P({; € dv}Pu{X(t - u) <}
0

=ij(t—u,x,7\v) R(du, Az)dm(v)
0 0

=jR(du,?\V)j Q(t — u,x,Av)dm(v)
0

0
t

— j Q(t — u,x,*)R(du, Az).
0

Ozetle,

P {t = t; X(t) < x} = R(t,Az) * Q(t,x,°)

seklindedir.

(5.3)

Burada Q(t,x,+) = [, Q(t,x,A2z) dn(z), R(u,Az) = Py,{T; < u} ve M;(t) * My(t) =

S M, (t — u)dM, (u) dur.

(5.3)’1 (5.2) esitliginde yerine yazarsak agagidaki denklemi elde ederiz:

Q(t,x,Az) = G(t, x,Az) + Q(t,x,*) * R(t,Az).

(5.4)

(5.4) ifadesinin her iki tarafi da dm(z) ile ¢arpilip 0’dan «’a integrallenildiginde

asagidaki esitlik elde edilir:

Q(t,x,°) = G(t,x,+) + R(t,*) * Q(t, %, *).
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(5.5) denklemi Q(t, x,*) icin bir yenileme denklemidir veya baska bir deyisle II. tip
Volterra integral denklemidir. Bu denklemin ¢6ziimii T, rasgele degiskeninin
yenileme fonksiyonu yardimiyla asagidaki gibi yazilabilir (Feller [18]):

t

Q6% ) = G(t,x,+) * Uy () = f G(t— s, % *)dUL(s). (5.6)

0

Burada U.(t) = Y5_oR™(t,*)’dir. Yani U.(t), t; rasgele degiskeninin dagilim
fonksiyonu R(t,*)’nin n kat konvoliisyon ¢arpiminin toplamidir. Hatirlatalim ki, T4

rasgele degiskeni X(t) siirecinin sifir seviyesinin altina ilk kez diistiigii andir.
(5.6)’y1 (5.4)’te yerine yazalim:
Q(t,x,Az) = G(t,x,Az) + G(t,x,°) * U (t) * R(t,Az) (5.7)

ifadesini elde ederiz. (5.7)’deki Q(t,x,Az)’nin hesaplanabilmesi i¢in G(t,x,Az) ve

R(t,Az) ’nin hesaplanmasi gerekmektedir.
Oncelikle G(t, %, Az) fonksiyonunu asagidaki gibi hesaplayalim:

G(t,x,Az) = Py, {t; > t; X(t) < x}

= Z P, {v(t) =n; 1, > t; X(t) < x}
n=0

:zpkz{Tn<t<Tn+1;0<)\Z_YnSX}

n=0

P Ty <t < Thi1}P {0 <Az —-Y, < x}

I
NgE

=
Il
o

I
Ns

[q)n(t) - q)n+1(t)] [P{Yn < )\Z} - P{Yn <Az- X}]

=
I
o

o)

G(txAz) = Z[Cbn(t) — @11 (O] [Fr(A2) = Fpa(Az — x)]. (5.8)

n=0

Burada ®,(t) = P{T, < t}, A®,(t) = ®,(t) — ®,;,(t) ve F,(x) = P{Y, < x}’tir.
Ayrica,
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1, t=0
P =e®={y 2

Fo(x) = e(x),x = 0°dur.

Simdi de (5.7) ifadesindeki Q(t, x,Az)’in hesaplanmasinda yardimci olan R(t,Az)’yi

bulalim:

R(t,Az) = Py {1y < t} = P,{Ty, € du}

= ) BNy =T, € du}
n=1

_ Z Pae(Ta € du; Yo_; < Az < Y

n=1

= Z Py {Ty € du}Py,{Yy_ 1 <Az <Yy}

n=1

R(AZ) = ) 0y(D[Fy s (O2) = Fy(A2)],
n=1

Burada @, (t) = P{T, < t} ve F,(x) = P{Y, < x}’tir.

Dolayisiyla X(t) siirecinin bir boyutlu dagilim fonksiyonu Q(t,x,Az) elde edilmis

olunmaktadir.
Boylece Teorem 5.1°1n ispat1 tamamlanmagtir. O

Not 5.1. Goriildigii gibi X(t) siirecinin bir boyutlu dagilim fonksiyonu ile ¢alismak
¢ok zordur, ¢linkii Q(t, x,Az) bir boyutlu dagilim fonksiyonu igerisinde n katli seriler
ve integraller mevcuttur. Bazi basit dagilimlarda bile kesin sonuca ulagmak
matematiksel olarak ¢ok giictiir. Bu nedenle X(t) siirecinin duragan karakteristikleri
hesaplanabilir. Bu bilgilerin 1s18inda bir sonraki bolimde X(t) siirecinin ergodikligi

ispatlanacak ve ergodik dagilim fonksiyonu elde edilecektir.
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6. SURECIN ERGODIKLIiGi VE ERGODIK DAGILIMIN ASiKAR SEKLI

X(t) siirecinin sonlu boyutlu dagilimlarin1 hesaplamak matematiksel yapinin
karisikligindan o6tiirii ¢ok zordur, ¢ilinkii hesaplamalar boyunca n katli integraller ve
seriler ortaya c¢ikmaktadir. Duragan karakteristikleri hesaplamak bu zorluklari
ortadan kaldirabilir. t = oo iken bir boyutlu dagilimin davranigini incelemek igin X(t)
siirecinin ergodik karakteristikleri incelenecektir. Bu amag¢ dogrultusunda oncelikle

siirecin baz1 kosullar altinda ergodik oldugunu ispatlanacaktir.

X(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonunu Qx(x,7) ile gosterelim:

Qx(x,A) = lim,, P{X(t) < x},x = 0 olsun.

X(t) stirecinin ergodik oldugunu gostermek i¢in asagidaki dnermeleri ispatlayalim:

Teorem 6.1. {€,}, (nn} ve {C,}, n =1,2,... baslangi¢ rasgele degiskenler dizileri

asagidaki ek kosullar1 saglasin:

() E@G) < oo
(i)  E(My) >0;
(i)  E(M) < oo;
(iv)  mp aritmetik olmayan rasgele degisken olsun;

(v)  E(G) <o

Bu kosullar saglandigi takdirde X(t) siireci ergodiktir.

Ispat. X(t) siireci, “kesikli sans karisimli siiregler” olarak adlandirilan genis bir
siiftandir. Bu kavram ilk defa A. N. Kolmogorov tarafindan literatiire kazandirilmis
ve birgok arastirmaci tarafindan iizerinde calisilmistir. Ozellikle, kesikli sans
karigimli  stireglerin - ergodikligi  iizerine literatiirde bir¢ok degerli sonug
bulunmaktadir. Bu sonuglardan en 6nemli olanlarindan biri Gihman ve Skorohod
[20]’un verdigi ergodik teoremdir. Bu teoreme gore kesikli sans karisimli bir siirecin

ergodik olmasi icin asagidaki varsayimlar saglanmalidir:

Varsayim 1. Oyle pozitif degerli artan rasgele anlar dizisi olsun ki, X(t) siirecinin bu

anlardaki degerleri bir ergodik Markov zinciri olustursun.
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o Yukarida bahsedilen rasgele anlar i¢in 4. boliimde tanimi verilen {t,},n =
1, 2, ... rasgele degiskenler dizisi secilebilir. Ciinkii, X(t) siirecinin bu anlarda aldig1
degerler X(tq) = Aly; X(t3) = Aly; ...; X(Ty) = Ay; ... seklindedir. {{,},n=1,2,...
bagimsiz ve ayni dagilima sahip rasgele degiskenler dizisi oldugu i¢in {X(t,)} ler

bir ergodik Markov zinciri olusturmaktadirlar. Béylece birinci varsayim saglanmistir.

Varsayim 2. Ardisik t,,n = 1,2, ... rasgele anlarmin arasinda gegen zamanlarin

beklenen degeri sonlu olmalidir. Yani,
E(t;) < ; E(ty —Typ—1) < 0,n=2,3,...
olmalidir.

o Wald 6zdesligini kullanilarak asagidaki esitligi yazilabilir:
N;(Az)

B =E| ) & | = EGOE(N, 0).

i=1
Burada, N;(Az) = min{n > 1: Y, > Az} ve Y, =i, n;’dir. Diger bir deyisle,
N;(Az), {Y,} yenileme dizisinin Az seviyesini ilk kez astig1 ana kadar ki sigrama
sayisidir. Dolayisiyla, E(N1 (7\2)) = U,(Az) fonksiyonu {n,},n=1,2,... rasgele
degiskenler dizisinin olusturdugu yenileme fonksiyonudur. Her sonlu Az igin U, (Az)
yenileme fonksiyonunun sonlu oldugu bilinmektedir (Feller[18]). Ayrica, E(§;)’in
sonlu oldugu Teorem 6.1’in sartlarindan bilinmektedir. Dolayisiyla,
E(ty) = E(§)U, (A2) < o0

esitligi yazilabilir.

Simdiye kadar E(t)’in sonlu oldugunu ispatlanmistir. Simdi de E(t, — 1,_1), n =
2,3, ... ifadesinin sonlu oldugunu gosterelim. Not edelim ki, {{,},n = 1, 2, ... rasgele
degiskenler dizisi bagimsiz ve aynmi dagilima sahip oldugu i¢cin T, —T,_¢4,n =
2,3, ... artislart da ayn1 dagilima sahiptir. Bu bilgilerin 151¢inda t, — t;’in beklenen
degerinin sonlu oldugunu gostermek yeterlidir. E(t, — T;) asagidaki gibi yazmak

miumkindir;

E(t,—1y) = E(El)f U, (Az)dn(2). (6.1)
0
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E(%,)’in sonlu oldugunu bilinmektedir. Dolayisiyla, (6.1) esitligindeki integralin

sonlu oldugunu ispatlamak yeterlidir. U,(Az) yenileme fonksiyonunu asagidaki

sekilde yazalim:
U, (O2) = 22+ 02 o0 6.2
nz_m1 2m%gz. (6.2)

Burada, m, = E(m}),n=1,2,..’dir ve gx) =U,(x)— (mil + mz) fonksiyonu

2m?
sinirlt bir fonksiyon olup limy_, g(x) = 0°dir. Dolayisiyla, supy|g(x)| = H <
oo’dur (Feller [18]). (6.2) esitliginin her iki tarafim dm(z) ile carpip sifirda
sonsuzluga integrallendiginde,

co

f U,(Az)dm(z) =

0

AE((;) m

2
m +2mf +Oj-g(7\z)dn(z) (6.3)

esitligi elde edilir.

Burada, |f0°° g(Az)dn(z)| < fooolg(kz)l dn(z) <H fooo dn(z) = H < oo “dur.

Ayrica, m, = E(m?) < oo ve E({y) < o kosullar1 altinda (6.3) esitliginin sag tarafi
her A » o igin sonludur. Yani, | Ooo U,(Az)dm(z) < oo ‘dur. Dolaysiyla E(t, —
tl1<oo ‘dur. Ozetle, 2. varsayim saglanmis olmaktadir. Genel ergodik teoremin her
iki varsayimi saglanmistir. Dolayisiyla, ele alinan X(t) siireci ergodiktir.

Boylece Teorem 6.1’in ispat1 tamamlanmig olur. )

Daha sonra genel ergodik teoremin (Gihman ve Skorohod [20]) 2. kismindan
yararlanilarak ve uygun hesaplamalar yapilarak X(t) siirecinin ergodik dagilim

fonksiyonu Qx(x, A) icin kesin ifade elde edilecektir.

Not 6.1. Teorem 6.1°in kosullar1 saglandigi takdirde genel ergodik teoreme gore
t - oo iken X(t) siirecinin zaman ortalamasi 1 olasiligi ile durum ortalamasina
yakinsamaktadir (Gihman ve Skorohod [20]). X(t) siirecinin bu 6zelligi asagidaki

oOnerme ile ifade edilebilir.
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Teorem 6.2. Teorem 6.1°deki kosullar saglansin. Her siirli ve oOlgiilebilir

f(x)(f: (0, 0) — R) fonksiyonu i¢in asagidaki iliski 1 olasilig: ile dogrudur:

1707 ) [Uy(A2) — Uy (hz — v) | dre(z)dv

) Ooo U, (Az)dn(z) (64)

t
1
tll)l’ng f(X(u))du = Sf =
0

Burada, U,(x), {nn},n =1,2,... rasgele degiskenlerinin olusturdugu bir yenileme

fonksiyonudur,

Uy (x) = Z F(x)
n=0

seklinde gosterilebilir. Burada F*™ (x), F(x) fonksiyonunun n kat konvoliisyonudur.

Ispat. Kesikli sans karisimli yari-Markov siirecler igin ergodik teoreme gore

(Gihman ve Skorohod [20]) asagidaki iliski dogrudur:

1
E(ty)

t 0 00 0o
1
lim = | f(X(w))du =S¢ = f(V)P,{t; > t; X(t) € dv}dtdn(z). (6.5)

T4, X(t) siirecinin sifir seviyesine ilk kez diistiigii an1 ifade eden rasgele degiskendir.

[fadelerde  kisalik i¢in  G(t,v,Az) = P,{t; > t;X(t) <v} notasyonu dahil
edilmektedir. Bu takdirde G(t,v,Az) seklinde ifade edilen fonksiyonu agik bir

bi¢cimde yazalim:
G(t v, Az) = Z AD, (O[F, (\z) — F,(0z — v)]. (6.6)
n=0

Burada @, (t) = P{T, < t}; F,(x) = P{Y, < x} ve A®,(t) = &,(t) — P,;,(t),n =
0’dur.

(6.6) esitliginde t parametresine gore Laplace doniislimii uygulanirsa asagidaki

esitlik elde edilir:

_ 1— ok ©
Gtk v12) = =2 Y (00017 [F0) — oz - )1 ©67)
n=0
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Burada (k) = E(exp(—k&;)), k>0 ve G(kv,Az) ise G(t x,Az) fonksiyonun
Laplace doniistimiidiir. k — 0 iken (6.7) esitliginin k parametresine gore iki tarafin
da limiti alinirsa:

o

f G(t,v,Az)dt = lim G(k,v,Az)

t=0

k—0

= hml_T“’(k)Zo[cp(knn [Fo(2) — Fy(Az — V)]

= E@E) ) [Fa02) = Fy Oz = v)]
n=0

= E(§)[Uy(A2) — Uy(Az — V)] (6.8)
seklinde bir ifade elde edilmis olmaktadir. (6.8)’i 0’dan oo’a m(z) ile

integrallenildiginde asagidaki ifade elde edilir:

f f G(t, v, Az)dtdm(z) = f f E(%,)[U,(Az) — U, (Az — v)|dtdm(z). (6.9)

t=0

(6.9) esitligi (6.5)’te yerine yazilirsa agagidaki ifadeyi bulunur:
1[ 1 ([
lim n f f(X(w))du = mml) f f [U,(Az) — U, (Az — v)]dtdn(z). (6.10)
—00 1
0 z=0 t=0

(6.10) esitligindeki E(tq)’i elde etmek igin T, = ZNl(M) &, esitliginde Wald

0zdesliginden yararlanarak

E(ty) = E(§)E(N;(A2)) = E(§,)U,(A2) (6.11)

esitligi yazilabilir. Burada E(Nl(hz)) = U, (Az)’dir. (6.10) ve (6.11) esitlikleri (6.5)
esitliginde yerine yazilirsa (6.4) elde edilmis olur. Dolayisiyla asagidaki ifade 1

olasilig1 ile dogrudur:
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_ fooo fooo f(V)[Uy,(Az) — U, (Az — x)|dn(z)dv
- ) 000 U, (Az)dm(z) '

t
1
0

Boylece Teorem 6.2°nin ispati tamamlanmis olur. O

Not 6.2. Burada f(v) fonksiyonunun yerine asagidaki isaret fonksiyonunu
kullanalim:

1,
f(v) = ljox (V) = {o, v e [0,x]

Bu isaret fonksiyonunun yardimiyla  Qx(x,A) = lim,, P{X(t) < x} ergodik

dagiliminin kesin ifadesi asagidaki gibi verilebilir.

Sonu¢ 6.1. Teorem 6.1’in kosullart saglansin. Bu takdirde Qx(x,A) ergodik
dagiliminin kesin sekli asagidaki gibi yazilabilir:

foix/)\ U, (Az — x) dm(z)

Z

J,- o Un(A2) dm(z)

Qx(xA) = limP{X(t) <x} =1 - (6.12)

Not 6.3. {T,},n = 1, 2, ... rasgele degiskenler dizisi m(z) dagilimima sahip oldugu i¢in

asagidaki sonug verilebilir.

Sonug¢ 6.2. Teorem 6.1°in kosullar1 saglansin. Bu takdirde X(t) siirecinin Qx (X, )

ergodik dagiliminin kesin sekli asagidaki gibi yazilabilir:

E (U, (A8, - %)
E (U, (32)

Qx(x,A) =1- , X =0, (6.13)
X(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu Qx(x,A)’y1 elde etmis olduk. Qx(x,A)
ergodik dagilim fonksiyonundan goriilebilecegi gibi hesaplamalarda U, (x) yenileme
fonksiyonu gereklidir. U, (x) yenileme fonksiyonu i¢in kesin ifadeler ancak {n,},n =
1,2,... rasgele degiskenler dizisi kolay dagilimlara sahip oldugunda
bulunabilmektedir. Bu dagilimlardan bazilar1 iistel dagilim ve Erlang dagilimidir.
Bir¢cok dagilimda yenileme fonksiyonu icin kesin ve kapali formiiller bulmak ¢ok
zordur. Bulunan ifadeler de karmagiktir. Bu nedenle Qx(x,A) ergodik dagilim

fonksiyonu igin bulunan ifadeler daha da kompleks olurlar. {n,},n = 1,2, ... rasgele
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degiskenler dizisi basit dagilimlara sahip olduklarinda da dahi bulunan ifadelerin ne

kadar kompleks oldugunu asagidaki iki 6rnekle gorelim.

Ornek 6.1. n; € Ustel (a) olsun. Bu takdirde 1, rasgele degiskeninin olasilik
yogunluk fonksiyonu asagidaki gibidir:

fi(x) = ae™,x = 0,a > 0.

{; rasgele degiskeninin keyfi bir dagilima sahip oldugunu varsayalim. Onerme 6.2°de

elde edilen Qx(x,A) dagilim fonksiyonu asagidaki gibidir:

[, 2 Un(z = %) dn(z)
J,-, Uy(A2) dn(2)

Qx(xA) =limP{X(t) <x} =1 - (6.14)

Burada iistel dagilimli rasgele degiskenlerin olusturdugu yenileme fonksiyonun kesin

sekli asagidaki gibidir:
Un(x) =ax+1,x=>0,0a>0. (6.15)

Bu ornekte n, rasgele degiskeni iistel dagilima ve C, rasgele degiskeni keyfi bir n(z)
dagilima sahiptir. (6.15)’teki Ustel dagilimin yenileme fonksiyonunun kesin seklini
(6.14)’te yerine yazdigimizda X(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu Qx(x,2)
asagidaki gibi olmaktadir:

fzoix/x[“(xz —x) + 1] dn(z)
fzoozo[akz + 1] dn(z)

Qx(xA) =1~

ol fxojk zdn(z) — ox(1 — n(x/A)) + (1 — n(x/1))
- fzoio[akz + 1] dn(z)

ok [fow zdn(z) — f;xzdn(z)] + 14 ax(1 —n(x/0) — (1 —n(x/A))
oAB, +1

oA fox/x zdn(z) + ox + n(x/A) — axn(x/)\)
oaAB, +1
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0, () - (1-2() + <)

Qx(x, ) = DB T 1 (6.16)
Burada B, (z) = [ tdn(t), n(z) = P{(, < z}ve B, = E((,) dir.
B;(z)’yi asagidaki gibi inceleyelim:
Bi(z) = | tdn(t) = — | td(1 — =(t))
Jeoo=]
=—{— f(l —n(t))dt + t(1 — n(t))
0 0
= - {— j(l —n(t))dt +z(1 — n(z))}
0
Bi(z) = f(l —n(t))dt — z(1 — n(2)). (6.17)
0

(6.17)’de B,(z) i¢in bulunan ifade (6.16)’da yerine yazildiginda asagidaki ifade elde

edilmis olur:

o [ (1 = () dt — ax(1 — n(x/W) + ax(1 — x(x/2)) + n(x/V)
Qu(xA) = WA, + 1

p R (7) +7(3)
oA, +1 '

QX (X, }\) =

Burada, R(z) = Bi 71— n(t)dt, n(2) = P{, <z} vep, = E(C,) dir.

Ornek 6.2. n, € Erlang (2,0) olsun. Bu takdirde n, rasgele degiskeninin olasilik

yogunluk fonksiyonu asagidaki gibidir:
f,(x) = o’xe™™,x = 0,a > 0.
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Ornek 6.1°deki gibi €, rasgele degiskeninin keyfi bir dagilima sahip oldugunu

varsayalim. Burada (2,0) parametrelerine sahip Erlang dagilimli rasgele

degiskenlerin olusturdugu yenileme fonksiyonun genel sekli asagidaki gibidir:
ox 4 3 N
4

1
5 e 2% x > 0,0 > 0.

Ur] (X) = Z
Bu takdirde n, rasgele degiskeni (2, o) parametrelerine sahip Erlang dagilimima ve {;

rasgele degiskeni keyfi bir dagilima sahip oldugunda X(t) siirecinin ergodik dagilim
fonksiyonu Qx(x,A) icin hesaplamalar agagidaki gibi olmaktadir:

fZO:X 2 Un (Az — x) dn(z)

J,-, Un(2) dni(2)

Qx(xA) = lim P{X(t) <x} =1 - (6.18)

Notasyonda kisalik igin [;(A) = fZO:O U,(Az) dn(z) ve L(x,A) = fZO:X /}\ U,(Az —

xdTz olsun.

(6.18)’deki I; (A)’y1 inceleyelim:

3

OAZ 1
Il ()\) = f (T + Z + Z e‘zo‘}‘z) d‘IT(Z) =
0

oABy
2

3
+ 7 + @¢(2a1). (6.19)

Burada B, = E(;)’dir ve @g(201) = E(e™2%1) = [ e72%M2dn(z) ise Laplace-

stiltijes doniistimiidiir.

Simdi de (6.18) esitligindeki I, (x, A) integralini hesaplayalim:

[ [@@z-x 3 1
L(xA) = J [y + Z + Z e—Z(x(kz—x)] dn(z)

zZ=X/A
aA r r 3 ax 1 ‘
— -_= _ —2a(Az—x)
> f zdmn(z) + f (4 > >dn(z) + 2 f e dm(z)
Z=x/A z=x/A z=X/A
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-6 -3 )i

oo

Burada C,(z) = |,

t=z

tdn(t) ve @y(200,z) = [~ e 2 dm(t) dir.

(6.19) ve (6.20) ifadeleri (6.18)’de yerine yazilirsa X(t) siirecinin ergodik dagilim
fonksiyonu Qx(x, ) i¢in asagidaki kesin ifade elde edilmis olur:

20AB; R(x/A) + 31(x/A) + @7 (2ah) — e* (s, x/A)
20AB; + 3 + @g(202) '

Qx(x) =

Burada, R(z) = Bi [FA-n®)dt n(@) =P <z}, ¢r(c) = [, e **dn(z) ve
@e(a,z) = ftooz e~ drm(t)’dir.

Not 6.4. (2,a) parametrelerine sahip Erlang dagilimli ve o parametreli tstel
dagiliml rasgele degiskenlerin olusturdugu yenileme fonksiyonlarinin asikar sekilleri
literatiirde mevcuttur. Fakat daha yiiksek mertebeden Erlang dagilimi icin asikar
ifadeler yoktur. Ek A’da n. mertebeden Erlang dagilimli rasgele degiskenlerin

olusturdugu yenileme fonksiyonlarinin kesin ifadeleri verilmistir.

Not 6.5. Ornek 6.1 ve Ornek 6.2°den de anlasilacag gibi baz1 basit durumlarda bile
X(t) stirecinin ergodik dagilimmin kesin ifadesini hesaplamak zordur veya elde
edilen kesin ifadeler ¢ok komplekstir. {n,},n = 1,2, ... rasgele degiskenler dizisi
tistel ve Erlang dagilimlari disindaki dagilimlara sahip oldugu zaman U, (x) yenileme
fonksiyonu i¢in kesin ifadeler daha da karmasiklagmaktadir. Bu sebeple ergodik
dagilim i¢in yaklagik formiller bulmak o©nemlidir, ¢iinkii kompleks ifadeler
uygulamada kullanigsizdirlar. Literatiirde birgok yaklasim metodu bulunmaktadir. Bu
calismada yaklasim metodu olarak asimtotik yontem kullanilmistir. Bu bilgiler
1s18inda A — oo iken,

(1) X(t) stirecinin ergodik dagilim fonksiyonu i¢in zayif yakinsama teoremi

ispatlanmis ve iki terimli asimtotik acilimlar elde edilmistir;
(i)  X(t) stirecinin ergodik momentleri i¢in iki terimli asimtotik agilimlar

bulunmustur.
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Fakat asimtotik yoOntemi kullanmadan Once X(t) siirecini standartlagtirmak

gerekmektedir. X(t) siirecinin lineer bir doniisiimii olan Y(t) siirecini tanimlayalim.
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7. SURECIN ZAYIF YAKINSAMASI

X(t) siirecinin ergodik dagilimi Qx (%, A) nin kesin ifadesinin kullaniminin zor oldugu
bir onceki boliimde oOrneklerle incelenmistir. Zor olmasinin nedeni, Qx(X,A)’nin
kesin ifadesinin matematiksel olarak kompleks bir yapiya sahip olmasidir. Bu
zorluktan kurtulmanin etkili bir yolu A — oo iken Qx(x,A) i¢in asimtotik agilim elde
etmektir. Bu bolimde Qx(x,A) icin iki terimli asimtotik elde edilmistir. Fakat
asimtotik yontemi kullanmadan 6nce X(t) siirecini standartlastirmak gerekmektedir.

X(t) stirecinin lineer bir doniisiimii olan Y(t) siirecini asagidaki gibi tanimlayalim:

Y(©) = @

Bu takdirde Y(t) siirecinin Qy(y,A) ergodik dagilim fonksiyonu asagidaki gibidir:
. : X(t)
Qy(y,A) = lim P{Y(D) <y} = lim P =V

E(Uy 0% - A)
E (U, (1)

= tlim P{X(t) <Ay} =1- (7.1)
Ozetle bu béliimiin amaci Qy(y, A) ergodik dagilim fonksiyonu i¢in asimtotik agilim
bulmak ve zayif yakinsama teoremi ispatlamaktir. Bu amaglar dogrultusunda

oncelikle asagidaki dnermeyi verelim.

Yardimei Teorem 7.1. Asagidaki kosullar saglansin:
(i) EMD <o,
(i)  g(x) smurh ve 6l¢iilebilir bir fonksiyon olsun,
(ii))  limy, e g(x) =0,
(iv)  supyer+|m'(y)| = K < oo olsun.

Bu takdirde her y > 0 i¢in A — oo iken asagidaki asimtotik iliski yazilabilir:

co

J g(Az)dn(z+y) — 0.

z=0
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Ispat. Ispata gegcmeden dnce kisalik icin asagidaki notasyonu verelim:

Ghy) = f g0\2) dnz + y) (7.2)

z=0

(7.2) esitligi islemlerde kolaylik acisindan asagidaki gibi ikiye ayrilabilir:

*

GQAAy) = f gAz)dn(z +y) + f gAz)dn(z +y). (7.3)

G,(\z) = foz* g(Az)dn(z +y) ve G, (A, 2) = [~ g(Az)dn(z +y) olsun.

limy o g(x) = 0 kosulu g6z 6niine alindiginda her € > 0 i¢in dyle bir sonlu T degeri

>4

secmek mimkiindir ki, |g(x)| S% esitsizligi her x > T icin saglansin. z* =
seklinde tanimlansin.

(7.3) esitligindeki G, (A, z) ifadesi asagidaki gibi incelenebilir:

G,(\,z) < jlg(kz)ldﬂ(z +y) < ;f dn(z+y) = ;(1 —n(y+z9)) < ; (7.4)

(7.3) esitligindeki G, (A, z) fonksiyonu asagidaki gibi degerlendirilebilir:

G 2) < ] g2 |dn(z +y) <H J dn(z+y)
0 0

— H(n(y+7°) - n(y)) < o <

> . (7.5)

N m

Burada H = supyer+|g(x)| < oo’dur. Ayrica supyeg+|m'(y)| = K < o0 oldugu igin

asagidaki esitsizlik yazilabilir:
i . KT
Iy +27) = n(y)| < Kz* = —.

Burada K sonlu pozitif bir sabittir.

(7.4) ve (7.5) esitlikleri (7.3) esitliginde yerine yazildiginda asagidaki ifade elde
edilir:
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€

2=€.

€
GAYI <3+
Dolayisiyla her y >0 igin limy_,, G(A,z) =0 olur veya A - oo iken
fz=0 g(Az) dn(z +y) — 0 olur.
Boylece Yardimci Teorem 7.1’in ispati tamamlanmais olur. O

Simdi de A — oo iken Y(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu Qy(y,A) igin iki

terimli asimtotik acilim elde edelim.

Teorem 7.1. Yardimci Teorem 7.1°in kosullart saglansin. Ayrica E({;) < oo olsun.

Bu takdirde, A — o iken Qy(y, A) ergodik dagilim asimtotik a¢ilim asagidaki gibidir:

cmy

Qy(y,M) =R(y) + B,

fr(y) ~ RO+ 5).

Burada R(y) = Bifoy(l —1(z))dz, B; = E({y), m, = E(Mm?) ve ¢ = m,/2m?’dir.
1
Ispat. Oncelikle Qy(y,A) ergodik dagiliminin kesin seklini verelim:

E (U, (i, —2y))
E(U,(0))

(7.6) esitligindeki E(Un(K§1)> ifadesi i¢in asimtotik agilim elde edelim. m, =

E(M?) < o iken yenileme fonksiyonu asagidaki gibi gosterilebilir:

U,(x) = mll + c + g(x). (7.7)

Burada c= ZmTZZ katsayist literatiirde sik rastlanilan Feller katsayisidir; g(x)
1

fonksiyonu ise sinirli bir fonksiyon olup, limy_,, g(x) = 0°dur.

(7.7) esitligi kullanilarak E (Un (7&;1)) ifadesini asagidaki gibi yazilabilir:

o]

E(U,(1t,)) = f U,(\2)dn(2)

z=0
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f —+c dn(z) +fg(kz)dn(z) (7.8)
0

fgo g(Az)dn(z) ifadesinin A — oo iken 0’a gittigi Yardimci Teorem 7.1°’de y = 0
alinarak gortilebilir. Bu takdirde E (Un (XCI)) ifadesi i¢in asimtotik agilim asagidaki

gibi yazilabilir:

E(U (xz;l)) =1 + ¢+ o(1). (7.9)

Burada 8, = E({;) ve m, = E(n3)’dir.
Simdi de (7.6) esitligindeki Qy(y,A) ergodik dagilim fonksiyonunun payinda
bulunan E (Un (KCI - ky)) ifadesini ele alalim ve inceleyelim:

0

E (Un(xg1 - xy)) = f U,(\z — Ay)dn(). (7.10)

z=y
(7.7)’da yenileme fonksiyonu igin verilen ifadeyi (7.10) integralinde Un(kcl — ky)

i¢in gdz Oniinde bulunduralim:

E(U,(ag, —2y)) = jo lMZ ~y)

+c+ g(k(z — y))l dn(z)

[0e]

= j[£+c+ A |dn(t+y)
= m g y

t=0
A
= m—lD(y) + c(l — n(y)) + G(A, y). (7.11)

Burada D(y) = J._ tdn(t+y),G(Ay) = [_ gD dn(t+y), m, =E®m}) ve
c = m,/2m?’dir.

(7.11) esitliginde bulunan G(2,y) fonksiyonunun A — oo iken 0’a gittigi Yardimci
Teorem 7.1'de gosterilmistir. Bu takdirde A — co iken E (U, (g, — Ay)) ifadesinin

asimtotik agilimi asagidaki sekilde gosterilebilir:

36



A
E(Uy (8, — Ay)) = D) + (1= () +o(1) (7.12)

Simdi (7.12) esitligindeki D(y) asagidaki gibi degerlendirilebilir:

D(y) = f tdn(t+y) = f W —y)dn(v) = - f (v —y)d(1 - n(v))
t=0 v=y y

(0]
(0]

_ - f (1= nW)dv + (v = y)(1 = 1(v))

y v=y
-1 f (1 = m(@))dv + lim (T = y)(1 = m(T)
y
= [ (1= n@)av - Jim (T = )1 = w7y,
y
Ozetle,
D(y) = —Jim T(1 —m(T)) + lim y(1 —m(T)) + f (1—m(v))dv. (7.13)

y
(7.13) esitligindeki limy_,,, T(1 — m(T)) ifadesi asagidaki gibi incelenebilir.
Teoremdeki f; = E({;) < © kosulunun saglanabilmesi i¢in m(T) dagilimmin

kuyruk kism1 asagidaki esitsizligi saglamalidir:

b
1—T[(T)Sm,a>O,T—>OO,O<b<OO. (7.14)

(7.14) ifadesinin her iki tarafi da T ile ¢arpilirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:
b
0<T(1-n(T)) < o (7.15)

(7.15) ifadesinde o > 0 oldugu i¢in T — o iken (b/T*) - 0 olur. Bu takdirde
asagidaki ifade dogrudur:
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lim T(1 —n(T)) = 0. (7.16)

Diger taraftan her sonlu y i¢in asagidaki esitlik elde edilebilir:

lim y(1 - m(T)) = 0. (7.17)

Burada y > 0 sabit bir sayidir.
(7.16) ve (7.17) esitlikleri (7.13) esitliginde yerine yazilarak asagidaki ifade

bulunabilir:

D(y) = f(1 —n(v))dv. (7.18)
y

(7.18) esitligi (7.12) esitliginde kullanildiginda A — oo iken E (Up (AZ, — Ay) ) ifadesi

icin agagidaki asimtotik a¢ilim elde edilir:

E (Un(xz1 ?\y) f (1—7()dv+ c(1 —n(y)) + o(1). (7.19)

(7.9) ve (7.19) asimtotik agilimlart (7.6) esitliginde yerine yazilarak A — oo iken

Qy(y,A) igin asagidaki asimtotik acilim elde edilebilir:

E(Uy (0% - A)

QY(y: }\) =1-
E(Uy (%))
2 D) +c(1 —m(y)) + o(1)
=1-—1
%+ ¢+ o(1)
mLD(y) + c(l — n(y)) + o(1)
=1—-
B, 1
[+ 5+ o (7))

_ 1 _E[_D(y) +c(1-mn(y) + 0(1)] [1 T;j 0(1>]
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-1 2o+ (s () - o 2)

~1 —é[D(y) + =2 (1= n() - S2DE) + 0 @]

— 1-2-D() - 37 (1= 70) + 50 +o5)
= 1—%D(y)— B, [1 ﬂ(y)——D(y)] +0( )

Burada D(y) = fy°°(1 — m(v)) dv’dir.
Qy(y, ) =1- —f (1 Tt(v)) dv

cm4

7\31 1—-mn(y) — 1j‘o(l—ﬂ(v))dv +o<%>.

Sonug olarak A = oo iken Qy(y,A) ergodik dagilim fonksiyonu igin iki terimli

asimtotik a¢ilim asagidaki gibi yazilabilir:

Qv 1) = Ry + 55 In(y) — R()] + o). (720)

AB4
Burada By =E(), m, =EM), n() =P <y} ve RO =,[(1-
m(z)dz’dir.

Boylece Teorem 7.1°1n ispat1 tamamlanmis olur. O

Qy(y,A) igin iki terimli asimtotik agilim elde edilmistir. Simdi A — oo iken Y(t)
stirecinin Qy(y,A) ergodik dagilim fonksiyonu igin zayif yakinsama teoremini

verebiliriz.

Teorem 7.2. Yardimci Teorem 7.1°in kosullar1 saglansin. Bu takdirde, Qy(y,2)

ergodik dagilim fonksiyonu A — oo iken R(y) fonksiyonuna yakinsamaktadir. Yani;
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Qy(y,A) = R(y)

olur. Burada R(y) asagidaki sekildedir:

1
E(¢,)

y
R(y) = f(l — 1(z))dz.

Ispat. (7.20)’deki Qy(y,A) ergodik dagilim fonksiyonu igin bulunan asimtotik
acilimdan R(y) fonksiyonu ¢ikarildiginda asagidaki ifade elde edilir:

cmy

1
Qv(5,2) ~ RO < 35 [x) ~RW)] +o3) <. (7.21)

(7.21) esitliginden faydalanilarak lim;_. Qy(y,A) = R(y) olur.
Her y > 0 i¢in |t(y) — R(y)| < 1’dir. Ayrica Cﬁﬂ < oo olduguna gore A — oo iken
1

asagidaki asimtotik iligkiyi yazabiliriz:

cmy

5. (M) ~R@) — 0.

Dolayisiyla, lim_,q (Qy(y, A — R(y)) = 0 olur. Bagka bir deyisle, Y(t) siirecinin
ergodik dagilimi Qy(y,A), R(y) limit dagilimina zayif yakinsar, yani A — oo iken
Qy(y,A) = R(y) olur.

Boylece Teorem 7.2°nin ispati tamamlanmis olur. O

Teorem 7.1 ve Teorem 7.2°den elde ettigimiz bilgilerin 1518inda asagidaki sonucu

verelim:
Sonug¢ 7.1. Yardimci Teorem 7.1°in kosullar1 saglansin. Bu takdirde, A — oo iken

asagidaki iliski dogrudur:

QX(X,A)~41(§).

Burada R(z) asagidaki sekildedir:

1
E(%)

R(z) = jk1—nanm.

0
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Not 7.1. Asimtotik yontemlerle elde edilen R(y) limit dagilimi kesin formiillerden
daha basit bir yapiya sahiptir (bak, Ornek 6.1 ve Ornek 6.2). Bu basit yapidaki limit
dagilimi kullanilarak X(t) siirecinin birgok olasilik karakteristiklerini bulmak

mimkindiir.

Not 7.2. Uygulamada sik rastlanilan (s,S) tipli yari-Markov envanter modellerini
asagidaki orneklerle ele alalim. X(t) siirecinin ergodik dagilimi Qx(x,A) ’nin, R(x/A)
limit dagilimina zayif yakinsadigini orneklerle test edelim. Bu orneklerde, m(z)
dagilimi icin [0, 1] araliginda diizglin dagilim ve [0, 1] araliginda simetrik iicgensel
dagilim kullanilacaktir. Ayrica s = 0 ve A = S olarak alinacaktir. Bu durumda X(t)

stirecinin bir goriinimii asagidaki gibidir:

X(t)u
; ¢
N;+1
A El }\gl T_l-—ﬁ
zt—— TNy +1] AL,
i g R )
| | ! E i E —
P2 | | 5 : i
| | | | | | |
: L 5 ! — :
0 T T 7y =Ty, T =Ty, t

Sekil 7.1. X(t) siirecinin bir gortinimii.

Ornek 7.1. Kesikli sans karisimli miidahaleyi ifade eden rasgele degisken ¢,,, 0 ve 1
araliginda diizglin dagilima sahip olsun. Bu takdirde ; rasgele degiskeninin olasilik

yogunluk fonksiyonu ve dagilim fonksiyonu asagidaki gibidir:
fr(x) = 1,m(x) = x
X(t) siirecinin Qx(x) ergodik dagilim fonksiyonunu verelim:

E(Uy (S5 — %)
E (Uy(5%))

Qxx®) =1- ,x € [0,5].
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Bu takdirde Qx(Sy) ergodik dagilim fonksiyonu asagidaki gibidir:

E(Uy (5% — Sy)
E (U, (52)

Qx(Sy) = lim PX()) < Sy} = 1 - ,y € [0,1]. (7.22)

(7.22) esitligindeki E (Un (SZl)) ifadesinin asimtotik agilimini bulalim:

1 s )
B (uyst) = | [m— T gl(z)l dn(2)
0

1

1

__> M

= m + 2m? + f g.(Sz)dn(z). (7.23)
0

Yardimci1 Teorem 7.1°de (7.23) esitligindeki fol g1(z)dm(z) ifadesinin S — oo iken
0’a gittigi ispatlanmistir  yani  limg_e fol g1(z)dn(z) = 0. Bu takdirde

E (Un (SZl))’in iki terimli asimtotik agilimi asagidaki gibidir:

E (Un(SQ)) - T

1). 7.24
3o * gy 0D (7.24)

(7.22) esitligindeki E (Un (S¢; — Sy)) ifadesinin asimtotik a¢ilimini hesaplayalim:

1
Sz S
E (Un(SZ1 - sy)) = f m—zl ~ Y 22 oSGz y))l dm(z)
y

mq 2m

1
m;

_S 2
= om y—1D*- 2m? -1+ f g,(S(z—y))dn(z). (7.25)
y

Gerekli degisken doniisiimleri uygulandiginda Yardimci Teorem 7.1°de (7.23)
esitligindeki fyl g2, (S(z - y)) dm(z) ifadesinin S — oo iken 0’a gittigi ispatlanmigtir
yani lims ., f[' g2(S(z —y)) dm(z) = 0. Bu takdirde E (Uy (5%, — Sy) ) ifadesinin
iki terimli asimtotik acilimi agsagidaki gibi olur:
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m;
2
1

S
E(Uy (8% = 59)) = 5= (= D? =55 (v = 1) +0(D). (7.26)

2m

(7.24) ve (7.26)’daki asimtotik acgilimlar1 7.22°de yazalim:

S m
7 O~ D=5 5 =D +o()
Qx(Sy) =1- S m;
Zm; + 2m? + o(1)

|0 =D mE G =D +o(g)]

2 [+ s + 0 (5))

i-ffo- - - a3 [- e o ()

=1

Ozetle,

Qx(Sy) = 2y — y? +w+ 0(1)

m;S S

elde edilir.

Qx(Sy) ergodik dagilim fonksiyonu i¢in bulunan asimtotik agilimdan R(y)
fonksiyonu ¢ikarildiginda asagidaki ifade elde edilir:

Qx(Sy) —R(y) < %ﬁ_” +o (%) < % +o (%)

Burada, m, = E(n?), c = m,/2m? ve R(y) = 2y — y?’dir.
S—> oo iken cm;/2S - 0 asimtotik iligkisi yazilabilir. Ergodik dagilim

fonksiyonu Qx(Sy), R(y) limit dagilmina zayif yakinsar, yani S — oo iken
Qx(Sy) = R(y) olur. Bu takdirde asagidaki asimtotik iliski dogrudur:

x) _ 2Sx — x?

QX(X)~R(§ gz X e [0,S].
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Ornek 7.2. Kesikli sans karisimli miidahaleyi ifade eden rasgele degisken ¢, 0 ve 1
araliginda simetrik ticgensel dagilima sahip olsun. Bu takdirde {; rasgele

degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu ve dagilim fonksiyonu asagidaki gibidir:

4x, 0<x<1/2
fr () =44—-4x1/2<x<1,
0, d.y.

x2, 0<x<1/2

“(X)_{ 2 -1,1/2<x<1

X(t) siirecinin Qx(x) ergodik dagilim fonksiyonunu verelim:

E (Uy (5% — %) )
E (U, (52)

Qxx) =1- € [0,S].

Bu takdirde Qx(Sy) ergodik dagilim fonksiyonu asagidaki gibidir:

E (U, (5% - Sy))
E (Uy (S%))

Qx(Sy) = lim P(X(t) < Sy} =1~ ,y €[0,1]. (7.27)

(7.27) esitligindeki E (Un (S(l)) ifadesinin asimtotik agilimini bulalim:

1
‘ Sz
U (SZ1 f - (SZ)] dm(z) + (S2)| dn(z)
0
1/2 1
S 2
" 2m, + Z_% + j g1(Sz)dmn(z) + J g,(Sz)dmn(z). (7.28)
0 1
2

Burada, m, = E(n?)’dir.
Yardimer Teorem 7.1°de (7.28) esitligindeki fol/ ? g, (Sz)dm(z) ve ) 11/2 g,(Sz)dn(z)

ifadelerinin S — oo iken 0’a gittigi ispatlanmistir, yani limg_,, f01/2 g.(Sz)dmn(z) =0
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ve limg_o, [, ,g,(S2)dn(z) = 0'dir. Bu takdirde E(Uy(S2))'in ik terimli

asimtotik a¢ilimi agagidaki gibidir:

S 2
E(Uy(52)) = 5o+ :—% + o(1). (7.29)

2m
(7.27) esitligindeki E (Un (S¢; — Sy)) ifadesinin asimtotik ac¢ilimini hesaplayalim.

Not 7.3. E (Un (S¢; — Sy))’nin asimtotik ac¢ilimi y € [0,1/2] araligindayken ve
y € (1/2,1] araligindayken ayri1 olarak hesaplanilacaktir.

Oncelikle y € [0, 1/2] araligini ele alalim:

1
2
S
E (Un (5S¢ — SY) f m_Zl - + g3(Sz— Y))l dm(z)
y
2 S S
Z
+f m_1_ m—i o y))l dm(z)
28y Sy S 32 om,
E (Un(S<1 - Sy)) = 3n}1,1 - m—}i + 7, _ mm}%’ + Zr;lnz + J g3(S(Z — y)) dm(z)
y
‘ 1
+ f 2.(Sz—y))dn(z),y € [0, E]' (7.30)

1
Yardimer Teorem 7.1°de (7.30) esitligindeki nyg3(S(z—y)) dn(z) ve f11(4—
2
47g4Sz—ydn(z) ifadelerinin  S—oo iken 0’a gittigi ispatlanmigtir yani

limg_, o fy% g3(Sz—y))dn(z) =0 ve limg,e f%1(4 —42)g,(S(z —y)) dn(z) =

0’dir. Bu takdirde
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E (Un (S¢; — Sy)) ifadesinin iki terimli asimtotik ac¢ilimi1 agagidaki gibi olur:

2Sy3 Sy S myy? m,
- — - 1). 7.31
3m; my * 2m; m? + 2m? o) (7.31)

E(Un (St — Sy)) =

(7.29) ve (7.31)’deki asimtotik agilimlar1 7.27°de yazalim:

2Sy® Sy . S myy*  m,
3m; m; T Zm;  m?z T 2m? T 0D
Qx(Sy) =1- S

2m; [+ g o (5)]

Ozetle,
6y —4y® m, [8y3 +6y?—12y+3 (1)
= - S 1/2 .32
Qx(Sy) 3 +mlS 3 tolg)yelo1/2] (732
elde edilir.

Simdi de y € (1/2,1] aralig1 i¢in E(Un (8¢, — Sy))’nin asimtotik acilimim elde

edelim.

f[sz s "
E(Un(szl—Sy)) =J —=_Z, m2+gs(S(Z—y))l dm(z)
y

m; m; 2m

—2Sy3 N 2Sy?  2Sy  2S  m,y? 2my,y LM

3m, m; m; 3m; m? m?  m?

1

+ f gs(S(z—y)) dn(2). (7.33)

y
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Yardimer Teorem 7.1°de (7.33) esitligindeki fyl g5(S(z — y)) dn(z) ifadesinin
S — oo iken 0’a gittigi ispatlanmistir yani limg_,, fyl gs (S(z — y)) dn(z) = 0. Bu

takdirde E (Un (S¢; — Sy)) ifadesinin iki terimli asimtotik agilimi asagidaki gibi olur:

—2Sy® 2Sy? 2Sy 2S myy? 2m m
y n y Y+ " 2}2’ 2}’+_2+ o(1).
3m, m; m; 3m; mj m?  m?

E(Un (St — 5)) =

(7.34)
(7.29) ve (7.34)’teki asimtotik acilimlar1 7.27°de yazalim:

—2Sy3  2Sy? ZSy 2S  myy? 2m,y  m,
Qx(Sy) =1— S :

m+—+0(1)

—4y3 _ 4  2m,y? _4myy | Z2my, 1
,_2m| 3 + 4y 4y+3+ m,S  m;S +m18+O(S)

2|1+ g+ (5))
3

[—4y 4 2myy? 4m,y 2m, 1
=1- 4y? — 4y + - _ (—)
{_ 3 T Tt s T s Tmgs T O\s

1o (g}
T s T O\s)lS

Ozetle y € (1/2,1] iken,

4y3 —12y2 + 12y — 1 2m, [4y3 —9y? + 6y — 1 1
Qx(Sy) = i +of

3 m, S 3 © §) (7.35)

elde edilir.

(7.32) ve (7.35)’in yardimiyla Qx(Sy) ergodik dagilimi fonksiyonunun asimtotik
acilimi asagidaki gibidir:

A,(y) +B1(y),y €[0,1/2]

) = {0 By e (172 1]
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R(y) limit dagilimi ise asagidaki gibidir:

0, y<oO
| 1 y>1
Burada
6y — 4y3 2cmy [8y® + 6y — 12y + 3 1
M) = = Bi) = - +o(3)
4y3 —12y2 + 12y — 1 4cm, [4y3 —9y? + 6y — 1 1\, ..
A () = - By(y) =~ - +o(3)dir

Burada, m, = E(n?) ve ¢ = m,/2m3 dir.

Qx(Sy) ergodik dagilim fonksiyonu igin bulunan asimtotik agilimdan R(y)
fonksiyonu ¢ikarildiginda bulunan ifadeler S — oo iken 0’a gitmektedir. Sonug
olarak, ergodik dagilim fonksiyonu Qx(Sy), R(y) limit dagilimina zayif yakinsar,
yani S —» o iken Qx(Sy) = R(y) olur. Bu takdirde asagidaki asimtotik iliski

dogrudur:

Qyx(x)~R (g)x € [0,5].
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8. SURECIN ERGODIK MOMENTLERI ICiN KESIN IFADELER VE
ASIMTOTIK ACILIMLAR

Qx(x,A) ergodik dagilim fonksiyonu i¢in kesin ifade 6. Boliimde bulunmustur.
Qx(x,A) ergodik dagilim fonksiyonu yardimiyla Onemli bilgileri elde etmek
miimkiindiir. Ozellikle X(t) siirecinin ergodik dagilimmn momentleri icin kesin
ifadeler ve asimtotik a¢ilimlar Qx(x,A) ergodik dagilim fonksiyonu ile bulunabilir.
Bu béliimde X(t) siirecinin ergodik momentleri igin kesin ifadeler ve A — oo iken iKi

terimli asimtotik acilimlar elde edilmistir.

Oncelikle Qx(x,A) ergodik dagilim fonksiyonunu kullanarak X(t) siirecinin ergodik
dagilimin n. dereceden momentleri i¢in kesin ifadeleri elde edelim. X(t) siirecinin

ergodik dagilimim n. momenti E(X") asagidaki gibi gosterilebilir:
E(X™) = lim E(X*(),n=1,2,..
E(X") i¢in asagidaki 6nermeyi verelim:

Onerme 8.1. (Khaniyev vd. [29]) {€,}, (Mn} ve {¢,}, n = 1,2, ... baslangi¢ rasgele
degiskenler dizileri asagidaki ek kosullar1 saglasin:

() E@G) <o

(i)  E(Mm)>0;

(i) E(M?) < oo;

(iv)  mp aritmetik olmayan rasgele degisken olsun;

(v) E@*) <o
Bu takdirde, X(t) siirecinin n. dereceden ergodik momenti E(X") asagidaki gibi ifade

edilebilir:

E(X") =

mf X" 1E (Uy (O, — ) dx. &1)

Burada U, (%), {nn},n =1,2,... rasgele degiskenler dizisi tarafindan olusturulan

yenileme fonksiyonudur.
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Ispat. Oncelikle 6. Boliimde bulunan Qyx(x,A) ergodik dagilim fonksiyonunu

hatirlayalim:
E (U, 32, — )
Qx(x,A) =1- ,x = 0. (8.2)
E (U, (A2))
(8.2)’yi kullanarak E(X™)’yi asagidaki gibi hesaplayalim:
E(X™) = f x"dQx(x,A) = nj x"H1 — Qx(x,A)]dx
0 0
v E(U,(A; — %)
= nf xh~1 ( N ) dx
E(Uy (A1)
E(X") = — 2 j x"-1E (Un (A, — x)) dx. (8.3)
E(Uy(A%)) )
Onerme 8.1’in ispat1 tamamlanmuis olur. O

Not 8.1. X(t) siirecinin n. dereceden ergodik momenti E(X™) i¢in alternatif bir

formiil elde etmek i¢in asagidaki fonksiyonu tanimlayalim:
X
Up(®) =x""1+U,(x) = J(X —z)" U, (2)dz,n = 1,2, ...
0

Yani Uy, (%), Uy (%) yenileme fonksiyonun konvoliisyon garpimindan olusmaktadir.
E(X™) i¢in alternatif ifadeyi asagidaki onerme ile verelim:

Onerme 8.2. (Khaniyev vd. [29]) Onerme 8.1°deki kosullar saglansin. O zaman,

X(t) stirecinin n. dereceden ergodik momenti E(X™) asagidaki gibi ifade edilebilir:

-
E (U, (23))

Ispat. (8.1) esitliginin integral kismin1 asagidaki gibi ele alalim:

E(X™) = E(U,(A%)),n=1,2,... (8.4)
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[ee]

f x"1E (Un AL — X)) dx = f xh-1 f U,(Az — x)dn(z) |dx

X/A

= foodn(z)fx“_lUnO\Z—x) dx

= f d‘r[(z).]-(kz—t)n_lUn(t) dx
0 0

(0]

f x"1E (Un AL — x)) dx = f U,(Az)dmn(z) = E(U,(AT)). (8.5)
0

0

Burada Up(z) = z"* * Uy (2),n = 1,2,..°dir.

(8.5)’teki ifade (8.1)’de yerine yazilirsa agsagidaki esitlik elde edilmis olur:

n
E(X") =——E(U,(AQ)),n=1,2,...
E(U,(3))
Boylece Onerme 8.2 nin ispati tamamlanmis olur. O

Not 8.2. (8.4)te E(X") icin verilen kesin ifadede bulunan U,(x) yenileme
fonksiyonu i¢in kesin ifadeleri birka¢ dagilim (iistel dagilim, Erlang dagilimi, vb.)
disinda elde etmek ¢ok zordur. Gergek hayatta ise {n,},n =1,2,...rasgele
degiskenler dizisi bu 6zel dagilimlar disinda dagilimlara sahip olabilmektedir. Bu
sebeple (8.4)’te E(X™) igin verilen kesin ifade {n,},n = 1, 2, ... rasgele degiskenler
dizisi genel bir dagilima sahip oldugunda faydali olmamaktadir. Diger yandan Uy, (x)
yenileme fonksiyonunun asimtotik 6zelliklerinden yararlanilarak A — oo iken E(X™)

ergodik momentler i¢in asimtotik agilim elde etmek miimkiindiir.

Bu bdliimiin temel amaglarindan biri A — oo iken X(t) siirecinin n. dereceden ergodik
momentleri i¢in iki terimli asimtotik ag¢ilimlarini elde etmektir. Bu sebeple sonraki
onermelerde yardimci olacak olan asagidaki iki yardimci teoremi ispatlamak

gerekmektedir.
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Yardimer Teorem 8.1. g:R* > R ¢ ye sinirhi ve 6lgiilebilir bir fonksiyon olsun.
Ayrica, limy_, 4 g(x) =0 ve m(0) = P{{; < 0} = 0 olsun. Bu takdirde asagidaki

asimtotik iliski yazilabilir:
}l\im J. g(Az)dmn(z) = 0. (8.6)
0

Ispat.

(8.6)’deki ifadeyi iki parcaya ayiralim:

oo z* oo

f gz dn(z) = j g(O\z)dn(z) + J g(O\z)dn(z). (8.7)
0 0

Z*
z" noktasi asagidaki kurala gore segilecektir:

Yardimc1 Teorem 8.1°deki kosullara gore, x sonsuza giderken g(x) sifira

yakinsamaktadir. Her €; > 0 i¢in Oyle bir T degeri segmek miimkiindiir ki (0 < T <

>0

), |g(x)| < g esitsizligi her x > T i¢in saglansin. Boyle bir durumda, z* =
esitsizligini tanimlayalim.

(8.7) esitliginde bulunan integral ifadesinin ikinci kismin1 agsagidaki hesaplayalim:

[00]

[ s0ane)

z*

< jlg(kz)ldn(z) <g f dn(z) = (1 -n(z")) < &. (8.8)

m(0) = 0 kosulu altinda, 6yle bir z; (0 < z; < ) bulmak miimkiindiir ki her
g, > 0 i¢in m(z,) < &; saglanmaktadir. O zaman %S z, esitsizligi yazilabilir. Bu

bilgilerin 1s181nda asagidaki ifade verilebilir:

RG) < m(zy) < &. (8.9)

(8.9) esitsizligi hesaba katilarak, (8.7) ifadesinin ilk kismindaki integral asagidaki
gibi degerlendirilebilir:
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Z*

f s(\z)dn(z)| < flg(kz)ldn(z) < HJZ* dn(z) = Hr (;) < He,. (8.10)

0
Burada H = supycp+|g(x)| < oo’dur.

(8.8) ve (8.10) ifadeleri (8.7) esitliginin i¢ine koyularak asagidaki ifadeyi elde
edilebilir:

|f,” 82y dn(z)| < & + Hey = &;(1 + H).

€

‘1 secilirse:
H+1

Ozetle, g, =
S Ooo g(Az)dn(z)| < Hiﬂ (H + 1) = £ esitligi bulunmus olur.
Boylece lim;_,, fooo g(Az)n(z) = 0 saglanmis olur ve Yardimci Teorem 8.1’in ispati

tamamlanir. 0

Yardimcir Teorem 8.2. g:R* - R ¢ ye sinirh ve 6lgiilebilir bir fonksiyon olsun.
Ayrica, limy_,,, g(x) =0, m(0) =0 ve E({}) < o olsun. Bu takdirde asagidaki

asimtotik iliski yazilabilir:
}llim j z"g(Az)dn(z) =0,n=1,2, .. (8.11)
0

Ispat.

Kosullara baktigimizda x sonsuza giderken g(x) sifira yakinsamaktadir. Her €, > 0
icin Oyle bir T degeri secmek miimkiindiir ki (0 < T < o), |g(x)| < g, esitsizligi

her x > T i¢in saglansin.

(8.11) esitligindeki integrali islemlerde kolaylik saglamasi agisindan iki parcaya

bolelim:
fzng(kz)dn(z) = f z"g(Az)dn(z) + f z"g(Az)dmn(z). (8.12)
0 0 z*
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z*‘mn se¢imi Yardimci Teorem 8.1°de detayli bir bigimde agiklanmistir. Ikinci

kisimdaki integralin hesaplamalar1 asagidaki gibidir:

[00]

f z"g(Az)dn(z)

z*

(0]

< f 2g(A2)|dn(2)

z*

<g fzoo zhdn(z) < g fooo z"dm(z) = & Bp. (8.13)
Burada, B, = E({7})’dir.

Simdi de (8.12)’deki integralin birinci kismin1 inceleyelim:

*

VA

f z"g(Az)dn(z)| < (;)n H j- dn(z) = T;HH m(z*) < T;HH =H <I>n
0 0

Burada H = sup,g+|g(x)| < oo’dur.

. D, .. T\ . . .
A—- ooiken,z<z* z" < (z")" = (X) *dir ve (X) < g, ’dir. Bu takdirde, asagidaki

esitsizlik yazilabilir:

Z*

]z“g(?\z)dn(z) < Hg,. (8.14)
0

(8.13) ve (8.14) ifadeleri (8.12) esitliginde yerine koyulursa asagidaki ifade elde

edilmis olur:

[00]

j z"g(Az)dm(z)

0

< H€1 + Ean = Sl(H + Bn)

€

H+ Bp

Burada H ve B, = E({}) sonludur. Her € > 0 i¢in ¢, = ’dir. Bu takdirde,

|f000 an(?\z)dn(z)| < &’dur.

Boylece lim;_,q fooo z"g(Az)m(z) = 0 saglanmis olur ve Yardimci Teorem 8.2’nin

ispat1 tamamlanir. O
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A — oo iken X(t) siirecinin n. dereceden ergodik momentleri i¢in iki terimli asimtotik
acilimlarint elde etmek bu boliimiin amaclarindan biridir. Bu amag¢ dogrultusunda
asagidaki onermeler verilecektir. Yardime1 Teorem 8.1 ve Yardimct Teorem 8.2 nin

yardimiyla Onerme 8.3 verilebilir.

Onerme 8.3. Asagidaki kosullar saglasin:
(i) 1, aritmetik olmayan rasgele degisken olsun,
(i) m; =EMm]) < oo,

(iii) By =E(G) <o
(iv)  m(0) = 0 olsun.

O zaman, A - oo iken E(U, (AZ;)) icin asimptotik iliski asagidaki gibi yazilabilir:

m;
2m?

A
E(U,(A%y)) = mill + +0(1). (8.15)

Buradam, = E(m}), n=1,2,...ve B; = E({;) dir.

X(t) stirecinin ergodik momentlerinin asimtotik a¢ilimini elde etmek i¢in gerekli olan
E(U,(A%,)) igin iki terimli asimtotik agilim elde edilmistir. E(Uy,(A;))’in diginda
E(U,(AZy)) ifadesinin de asimtotik agilimi X(t) siirecinin ergodik momentlerinin
asimtotik ag¢ilimini bulmak i¢in gereklidir. A — oo iken E(U,(AZ,)) ifadesinin de
asimtotik agilimini elde etmek igin 6ncelikle x — oo iken U, (x) fonksiyonunun iki

terimli asimtotik agilimi bulunmalidir. Bu sebeple asagidaki 6nermeyi verelim:

Onerme 8.4. (Khaniyev vd. [29]) m, = E(?) < o kosulu saglansin. O zaman,
x = oo iken U,(x) yenileme fonksiyonu i¢in asimptotik acilim asagidaki gibi

yazilabilir:

n+1 n

U, (x) = + c’% + o(xM). (8.16)

n(n + 1)m,

Burada ¢ = ——2"dir.
2mj

Ispat. U, (x) = x"~! * U, (x) ifadesinin Laplace doniisiimii U, (k) asagidaki gibidir:

(n—1)!
kn+1(1 _ (p(k)).

U,(k) = (8.17)
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Burada ¢(k) = E(e™¥1),k > 0°dur.

k — 0 iken @ (k) nin Taylor serisi a¢ilimi asagidaki yazilabilir:
k2

(8.18)’deki asimtotik acilim (8.17)’de yerine yazilirsa k — 0 iken U,(k) icin

asagidaki asimtotik acilim elde edilmis olur:

ﬁn k) =

(m—-1D! (m-1! ( 1 ) (8.19)

rrllkn+2 ¢ rrllkn+1 kn+1
(8.19) asimtotik acilimina Tauber-Abel teoremi uygulanirsa x — oo iken U, (x) i¢in

asagidaki iki terimli asimtotik acilim elde edilmis olur:

n+1 Xn

Upx) =x""1+U,(x) = + c— + o(xM).

n(n+ 1)m,

mp

Burada m, = E(n?%) ve c = —% dir.

2m?
Boylece Onerme 8.4’iin ispati tamamlanmus olur. )

U, (x) i¢in bulunan asimtotik agilimin yardimiyla A — oo iken E(U,(AZ,)) ifadesinin

asimtotik agilimini asagidaki 6nerme ile elde edelim.
Onerme 8.5. Asagidaki kosullar saglasin:

(i) m(0) =0,

(i) my = E(n}) < o,

(ii)) E@G*) < oo,

Bu takdirde A — oo iken E(U,(Al,)) ifadesi i¢in asagidaki iki terimli asimtotik agilim

yazilabilir:

Bus1  ynia + Py +o(A"). (8.20)

E(U,(AG,)) = n(n+ Dm, =

Burada B, = E({}) vem, = E(m]),n = 1,2, ... dir.

Ispat. (8.16) esitligindeki gibi U, (x) fonksiyonu asagidaki gibi ifade edilebilir:
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n+1 n

X X
Un(X) = m + CF + hn(X). (821)

Burada h,(x) = x"g(x) ve g(x) sinirl ve 6lgiilebilirdir ve limy_,,, g(x) = 0’dir.

Yardimci teorem 8.2 (8.21) esitligine uygulanirsa agsagidaki esitlik elde edilmis olur:

Pn+1 Pn
E A =——— )0l n n 22
(Up(A81)) = s AT 4 S0 4+ 0O (822)
Boylece Onerme 8.5’in ispat1 tamamlanmis olur. m)

Daha o6nce de belirtildigi gibi, ¢aligmanin temel amaglarindan biri siirecin ergodik
dagiliminin momentleri i¢in asimtotik agilimlar bulmaktir. Bu ama¢ dogrultusunda

Onerme 8.4 ve Onerme 8.5 yardimiyla asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 8.1. Onerme 8.5’teki kosullar saglanmis olsun. Bu takdirde A — oo iken X(t)
siirecinin ergodik dagiliminin n. dereceden momentleri i¢in asimtotik ag¢ilim

asagidaki gibi verilebilir:

E(X") = B,A" + cmy (B“B;B“);\n—l + o). (8.23)
1
Burada B, = E(3}), Bn = (n[il;)lﬁl’ c= 2 vem, = EMmM),n = . dir.

Ispat. Onerme 8.3’e gére A — oo iken E(Un (Aly)) igin asimtotik agilim asagidaki

gibi yazilabilir:
E(U,(A3)) = o (8:24)
(8.24) esitligi kullanilarak asagidaki esitlik verilebilir:
-1 my m, 1
E(U, (A - —{1 - (—)} 8.25
(5(0)) = 35,1~ Zg + 0 (6:25)

Diger bir yandan, Onerme 8.5’te verilen E(U,(AZ;)) igin asimtotik acilim asagidaki
gibidir:

AN+l 4 o2 P ;\n +o(AM). (8.26)

Br+1

E(U,(AG,)) = n(n+ Dm,
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X(t) siirecinin n. dereceden ergodik momenti igin kesin ifade asagidaki gibidir:

E(X“)==n(E(Un(AQ)))_lE(Uh(h@))rl=iLZ,". (8.27)

(8.26) ve (8.25) esitlikleri (8.27) esitliginde yerine koyulursa;

B0 = {1~ e+ o (g A et o)

(Bn - ﬁn)

= BA™ + cmy B—An_l + o(A"™ 1),
1

elde edilmis olur.

Burada B,, {{,},n=1,2,.. rasgele degiskenler dizisi tarafindan olusturulmus

yenileme siirecinin kalan dmriiniin limit dagilimimin n. momentidir. Yani;

- Br+1
=—,h = 1,2,...
SRRCEE X
Boylece Teorem 8.1’in ispati tamamlanmis olur. O

Not 8.3. Su ana kadar A — oo iken X(t) siirecinin ergodik momentleri i¢in iki terimli
asimtotik a¢ilim elde edilmistir. Ergodik momentlerin asimtotik acilimlar1 yardimiyla
kolaylikla bircok bilgiye ulasmak miimkiindir. Bu sebeple A — oo iken ikinci,
ticlincli ve dordiincli merkezi momentler icin iki terimli asimtotik agilimlar elde
edilecektir. Ayrica merkezi momentler yardimiyla basiklik, carpiklik ve degisim

katsayis1 i¢in yaklasik ifadeler verilecektir.

Sonug 8.1. Onerme 8.5’in kosullar1 saglanmis olsun. Bu takdirde A — oo iken ikinci,
ticlincii ve dordiincii merkezi momentler i¢in asimtotik agilimlar asagidaki gibi elde
edilmistir:

B — Bs
B

B2 — B2
B

M, = Var(X) = (Bz - B%))\Z + cmy < - 2B, )7\ +0o(})

M; = E(X®) — BE()EX?) + 2E(X)% = (B3 — 3B:B, + 2B3)A°

B —Bs
B

B — Bs

+6[2
Bl Bl

- 3B,

+cmy <B3 - B?» __an BZ - BZ

. 3B1 . )7\ + o(A%);
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M, = E(X*) — 4E(X*)E(X) + 6E(X?)E(X)? — 3E(X)*

B3 - G3
Bs

B4 - B4
B

Bl - Gl
Bs

— (B — 4BsBy + 68,87 — 38X + cm, ( _ap BBy
Bl_Gl
By

BZ - BZ
B

I A ~
+12B, B, ——+ 6%

— 123
. B3

)7\3 + o(A3).
Burada B, = E}), Bn = - = 35 my = E(Y)
M, = E(X - E(X))",n = 1,2,...’dir.

A — oo iken elde edilen ikinci, ti¢iincii ve dordiincii merkezi momentlerin asimtotik

acilimlarin1 yardimiyla basiklik, ¢arpiklik ve degisim katsayilart hesaplanabilir.

Sonug 8.2. Onerme 8.5’in kosullar1 saglanmis olsun. Bu takdirde, basiklik, ¢arpiklik
ve degisim katsayilari i¢in yaklasik ifadeler asagidaki gibi yazilabilir:

M, Bs — 4BsB1 + 6B.B% — 3B1
Ya =3z~ 3~ P '
2 (Bz - 31)
M B3—3G132+23§_
Y3 = ~ 3/2

VM)’ (B—B)

Burada B, = E(}), B, = =22 vec =2 n=1,2,.. dir.

(n+1)B,’ T 2m?’

Simdiye kadar (0) = 0 iken m(z) nin keyfi siirekli dagilima sahip oldugu durumda
A — oo iken X(t) siirecinin ergodik dagiliminin momentleri igin iki terimli asimtotik
acilimlar bulunmustur. Bulunan asimtotik a¢ilim yardimiyla ikinci, lig¢lincii ve
dordiincii merkezi momentler igin iki terimli asimtotik acilimlar ve basiklik, ¢arpiklik

ve degisim katsayilari i¢in yaklagsik ifadeler elde edilmistir.
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Not 8.4. Calismanin 6nceki kisimlarinda genel durumlar i¢in sonuglar elde edilmistir.
Fakat buldugumuz sonuglarin bircok uygulama alami vardir. Ozellikle bir endiistri
miithendisligi problemi olan (s,S) tipli envanter modelleri temel uygulama
alanlarindandir. Bu sebeple bir 6rnek yardimiyla (s,S) tipli yari-Markov envanter
modeli i¢in iki terimli asimtotik ag¢ilimlar elde edelim. Bu 6rnekte, 1(z) dagilimi i¢in
[0,1] araliginda diizgiin dagilim kullanilacaktir. Burada s = 0 ve A = S’dir. Boyle

bir siirecin goriiniimi Sekil 8.1°deki gibidir.

X(t)u
S

E )\<1*§N1+1
! i N +1! }\C *

g e b—
I ! : E : —
- R .
| | | ! | | |
! — E | — 5 |
b | o—

R Ty 'f‘z T =Ty T, =Ty t

Sekil 8.1. X(t) siirecinin bir goriinimii.

Ozel Durum 8.1. Kesikli sans karisimli miidahaleyi ifade eden rasgele degisken {,,,
0 ve 1 araliginda diizgiin dagilima sahip olup, s = 0 ve A =S olsun. Bu durumda

S — oo iken X(t) siirecinin n. ergodik momenti i¢in iki terimli asimtotik agilim

asagidaki gibidir:
E(X") = 25" + Zns™ +o(S"™1) 8.28
T+ D0+2) T+ Dm+2) oY (8.28)
Buradac = —%; m, = EMM),n = 1,2, ... dir.
2mj

S —» oo iken X(t) siirecinin ilk dort baslangic momenti i¢in asimtotik agilimlar

asagidaki gibidir:

S cmy
EX)==+— 1
(0 =3 +—3=+0(D),
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S S
E(X%) = €+ cm1§+ o(S),

S3 352
E(X3) = — —— + 0(S?
X3 10+cm1 10 + 0(S%),
S 483
E(X*) = — —_— 3).
X" 15+cm1 1c + o(S?)
Burada c = m_zz; m, = EMM),n=1,2,.. dir.
2m?

S —» oo iken X(t) siirecinin ikinci, tiglinci ve dordiincii merkezi momenti igin

asimtotik acilimlar asagidaki gibidir:

2
S
M, = Var(X) = 18 + cm;, 5 + o(S),
S3 S?

M; = — — 2

3= 135 + cm;, s + o(S9),
M, = > + 4 +0(S*)

¢+ =35 T Mz TOW

Baglangic ve merkezi momentlere ek olarak, basiklik, carpiklik ve degisim

katsayilar i¢in asimtotik agilimlar asagidaki gibi verilmistir:

M V2 11 22
3 _ +o<§),S—>oo,y3szO,566>0,

Y3: 3
(VM) >
Me 5 73, (1)5 _ 0,6 <0
= —— = — —_ — 00 ~ — =
Y4- M% 5 o S ’ 'Y4- ) )
DK—VM2~£~07O7S—>OO
TEX) 20 v '

Not 8.5. (8.28) esitliginde momentler i¢in elde edilen ifadenin ilk terimi olan
2/[(n+ 1)(n + 2)], enteresan bir bigimde yorumlanabilir. Yani, X(t) siirecinin
ergodik dagilimmin n. dereceden momenti i¢in bulunan asimtotik agiliminin ilk
terimi [0,1] araliginda diizgiin dagilima sahip {{,},n = 1, 2, ... rasgele degiskenler

dizisi tarafindan olusturulmus yenileme siirecinin kalan émriiniin limit dagiliminin n.
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momenti ile drtiismektedir. Bu da X(t)/S siirecinin ergodik dagiliminin literatiirde iyi
bilinen kalan 6mriin limit dagilimina yakimsadigini isaret etmektedir (Smith [43]).
Bunlara ek olarak, elde edilen dagilim basiklik ve ¢arpiklik katsayilarina gore basik
ve saga carpiktir.

Ozel Durum 8.2. {{,},n=1,2,.. [0,1] araliginda degerler alabilen simetrik
ticgensel dagilima sahip rasgele degiskenler dizisidir. Bu takdirde {; rasgele

degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibidir:

4%, 0<x<1/2
f(x) ={4—-4x1/2<x<1,
0, d.y.

[0,1] araliginda simetrik iicgensel dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonunun

goriiniimii Sekil 8.2°deki gibidir.

fé (x) /

»>

T 2

xV

0 1/2 1

Sekil 8.2. Simetrik iiggensel dagilim.
Bu takdirde S — oo iken ilk dort baslangic momenti igin iki terimli asimtotik
acilimlar agagidaki gibidir:

EX—7S+ 5+ 1
(X) = 55+ cmy =+ o(D),
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S S
E(X%) = §+ cm1§+ o(S),

3183 5952
3\ — 2
E(X?) = 280 + cm, 540 + 0(S%),
35* 1183
4 3
E(X )——8O + cmy 0 + o(S?).

Baslangic momentlerinin yani sira ikinci, tiglincii ve dordiincii merkezi momentler

icin S — oo iken iki terimli asimtotik agilimlar asagidaki gibidir:

. 2352 4o 135 ©
2T 57 T M4 O
. 16753 6152 + (87,
3= 32560 T “M™73760 T O
234754 1193S3
+ 0o(S3).

* = 552960 T ™ 9120

Burada M, =E(X-EX))" n=12., my=EM!),n=12,.. ve c=m,/

2m?°dir.

Elde edilen merkezi momentler yardimiyla S — oo iken ¢arpiklik, basiklik ve degisim
katsayilar1 asagidaki gibidir:

M;

Y3 = o 0,605 > 0,
(VM)
_ M 3~ —0,338 < 0,
Y4- - M% ~
DK = M, 0,685.
EX)

Sonug olarak, elde edilen dagilim saga ¢arpik ve basiktir.

Ozel Durum 8.3. {{,},n=1,2,.. rasgele degiskenler dizisi (0,m,1), m =
(1+v)/2,v € [0,1] parametreli simetrik olmayan tiggensel dagilima sahip ve A = S
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olsun. Bu takdirde ; rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki
gibidir:

(2x
|—, 0<x<m
m

fZ(X) = ﬁ’m <x<1
1—m
LO ,d.y.

(0,m,1), m=(1+vy)/2, y€[0,1] parametreli simetrik olmayan t¢gensel

dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonunun gériiniimii Sekil 8.3’teki gibidir.

f; (X)A

1
T

0 1/2 m 1

:x:V

Sekil 8.3. Simetrik olmayan tliggensel dagilim.

Bu takdirde S — oo iken ilk dort baslangic momenti igin iki terimli asimtotik

acilimlar agagidaki gibidir:

7 + 4y + v? 15 + 12y + y?

EX) = — 11 g 1,
(X) 8G+y) ™M@ty o(1)
542y +vy? 10 + 7y + y?

Ex2) =221 g2 o — P g (9,
(X9 40 MG+ Y) o(%)

31 + 26y + 16Y% + 6y3 + y*
E(X3) = g3

160(3 +y)
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3(31 + 70y + 36y2 + 10y3 +v%)

S? S?),
+cmy 8033 + 72 + o(S%)
21 4+ 12y 4+ 10v? + 4y3 4+ v*
77 + 73y + 41y? + 15y3 + 2y*
+cmy Y Y Y Y S3 + o(S3).

140(3 + )

Baslangic momentlerinin yani sira ikinci, tiglincii ve dordiincii merkezi momentler
icin S — oo iken iki terimli asimtotik agilimlar agsagidaki gibidir:

115 + 104y + 58y? + 24y® + 3y*

M, = 52
2 320(3 + y)?

3(65 + 88y + 46y2 + 8y3 +y*H)

80(3 1 y)° S+ o(S),

+cm,

M. = 167 + 108y + 35y2 + 72y3 + 53y* + 12y + y® g3
3~ 12803 +vy)3

3(183 + 204y + 163y? + 104y3 + 37y* + 12y° + v°)

$2 4 0(52),
640(3 + y)* oG9

+cmy

49287 + 73104y + 60544y? + 47184y> + 31178y*

= S* + o(S%).
* 143360(3 + y)* o(8%)

Burada M, =E(X—-EX)),n=1,2,., my=EmM),n=12,.. ve c=m,/

2m?°dir.

Elde edilen merkezi momentler yardimiyla S — oo iken carpiklik ve basiklik

katsayilar1 agsagidaki gibidir:
Mz 2v5(167 +108y)

Ys = (/) ~ (15 + 104y)

_ M, _, 31290 - 136800y
Vo= M2 T 7T 715 + 104y)?

VM, ,/115+104y+ D
=~ (0} .

EX) ~ V5(7 +4y)

+0(1) >0,

+o0(1) < 0.

DK =
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Burada y € [0, 1] dir.

Sonug olarak, elde edilen dagilim saga ¢arpik ve basiktir.

Ozel Durum 8.4. {{,},n=1,2,.. rasgele degiskenler dizisi (0,1,1/2,1/2)
parametreleriyle genellestirilmis Beta dagilimina sahip ve A = S olsun. Bu takdirde

(, rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibidir:

Xa—l(l _ X)B—l
B(a, B)

Burada a=1/2 ve B=1/2’dir. Ayrica B(a,f) tamamlanmamis Beta

fz (x) =

fonksiyonudur ve asagidaki gibidir:

F'(r(P)

R}

Bu takdirde S — oo iken ilk dort baslangic momenti igin iki terimli asimtotik

acilimlar agagidaki gibidir:

3S 1
E(X) = 5 + cm;, 1 + o(1),

552 1
E(X?) = —+ cm; =S + 0(S),

24 3
E(X3) = 355° + > S% +0(S?)
=256 " “Mipg> TOW
63S* 7
E(X*) = + cm; =—=S3 + 0o(S3).

640 20

Baslangic momentlerinin yani sira ikinci, tiglincii ve dordiincii merkezi momentler

icin S — oo iken iki terimli asimtotik agilimlar asagidaki gibidir:

w38

27 qgp T Migg TOW)
S3 S2

M; = —— = 2

3 128+cm132+o(S ),
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" _20154+ 11133+ -
4+~ 20480 T ‘™50 T OV

Burada M, =E(X-EX))" n=12., my=EM!),n=12,.. ve c=m,/
2m?°dir.

Elde edilen merkezi momentler yardimiyla S — oo iken carpiklik ve basiklik
katsayilar1 agagidaki gibidir:

M;

(VM)

_ M 3~ 0,859 < 0
Y4—M§ ~ U, )

~ 0,443 > 0,

Y3 =

M
\/_2 =~ (0,694.

K=t

Sonug olarak, elde edilen dagilim saga ¢arpik ve basiktir.
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9. SURECIN SINIR FONKSIYONELLERI iCIN KESIN iFADELER VE
ASIMTOTIK ACILIMLAR

Smir fonksiyonelleri stokastik siire¢lerin 6nemli karakteristiklerindendir ve diger
karakteristiklerinin bulunmasinda yardimci olur. Bu bdliimde X(t) siirecinin ii¢ sinir
fonksiyoneli olan t;, N; ve Sy, i¢in kesin ifadeler ve asimtotik agilimlar elde
edilecektir. t;, X(t) siirecinin sifir seviyesinin altina ilk diistiigi andir, N; ise 0 ana
kadar olan sigrama sayisidir. 7, N; Ve Sy, igin matematiksel gosterimler asagidaki
gibidir:

N4 (%)

n=u®= ) &
i=1

N; = N;(x) =min{n > 1:x - Y, < 0} = min{n > 1: Y, > x},

Ny
SN1 = SN1(X) = Zni'
i=1

Ty, Ny ve Sy, ’in tamimlart yardimiyla bu smir fonksiyonelleri i¢in kesin ifadeleri

asagidaki onermeler yardimiyla verelim.

Onerme 9.1. Her sonlu x i¢in N, (x) sinir fonksiyonelinin ilk dért momentinin kesin

ifadeleri asagidaki gibidir:

U (%) = E(N; () = U(®),

U,(x) = E(N(x)) = 2U(x) * U(x) + U(x),

Us(x) = E(N} (%) = 6U(x) * U(®) * U(X) + 6U(x) * U(x) + U(x),

U,(x) = E(NT(x)) = 24U(x) * U(x) * U(x) * U(x) + 36U(x) * U(x) * U(x)

+14U(x) * U(x) + U(x).

Burada Ux) =U,(x) = X5=0Fn(®)’tir. Ayrica bu ¢alismada kullanilan
konvoliisyon c¢arpimi M; (x) * M, (X) = fOX M, (x — y)dM, (y)’dir. Fakat literatiirde
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konvoliisyon g¢arpimi gosterimi M; * M, (x) = f_oooo M, (x —y)dM;(y) seklinde de

mevcuttur.

Ispat. U, (x)’in kesin ifadesini elde etmek i¢in hesaplamalar asagidaki gibidir:

U, () = E(N; (%)) = Z nP{N(x) = n}

= D nlFa s ()~ FaG0] = ) Fax). 1)
n=0 n=0

(9.1) ifadesindeki F,(x) = P{Y, < x}’tir ve matematiksel olarak hesaplanmasi ¢ok
giictiir. Bu sebeple, bu asamada Laplace donilisiimiine gececegiz. (9.1) ifadesinin

Laplace doniisiimii asagidaki gibidir:

_ 1w 1
U, (k) =Enz=0(p 0 =1 000)

Ozetle

1

U,(k) = U(k) = o)

9.2)

elde edilir. Burada o(k) =E(e™™) ve U(k)=f§oe_kXU(X)dx, U(x)
fonksiyonunun Laplace doniistimiidiir. (9.2) ifadesine ters Laplace doniisimii

uygularsak U; (x)’i buluruz:

U, (x) = U).
Burada U(x) = Y- F,(x)’tir.

U, (x)’in kesin ifadesini elde etmek i¢in hesaplamalar asagidaki gibidir:

U,(9 = E(NECO) = ) n?P(NG) = n} = > 07[Fy () = Fy (9] (9:3)
n=0 n=0

(9.3)’e Laplace doniisiimii uygulaninca asagidaki ifade elde edilir:
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_ BN
0,00 = ) n2(e" ' (K) — ¢"(K)

1 o0
=2 n2g" 191 - 9(K)
Ozetle,
U,(k) = Lol _ 2000 ! (9.4)

Ck(1-0®)’  k(1-o®): k(1-00)

elde edilir. Burada U,(k)’y1 elde etmek icin gerekli olan U*(k) Laplace-stiltijes

doniisiimii i¢cin hesaplamalar asagidaki gibidir:

U*(k) = f e kdU(x) = — j U(x)d(e™ ) + e U (x)
0 0 0
=k j e d(Ux)) — 1 =kU(k) — 1. (9.5)

0

(9.2)’de U(K) i¢in bulunan ifadeyi (9.5)’te yerine yazarsak U*(k)’y1 asagidaki gibi

elde ederiz:
oK)
U*(k) = ———. 9.6
1-0() S
(9.2)’yi ve (9.6)’y1 (9.4)’te yerine yazarsak U, (Kk)’y1 asagidaki gibi verebiliriz:
U,(k) = 20(k)U* (k) + U(k). (9.7)

(9.7)’deki U,(k)’ya ters Laplace islemi uygulaninca U,(x) asagidaki gibi elde edilir:

U,(x) = 2U(x) * U(x) + U(x) = 2U*2(x) + U(x).

U;(x)’in kesin ifadesini elde etmek i¢in hesaplamalar asagidaki gibidir:
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o0

B(N{(0) = U3(0 = ) nPPINGO = 1) = ) 0¥[Fy (9 = Fy (0], (9.8)
n=0

n=0

(9.8)’e Laplace doniisiimii uygulaninca asagidaki ifade elde edilir:

_ 1
U500 =2 ) n*(e" (0 = ¢"(K)
n=1

1 o0
= 2 0gh 0 (1 - oK)
n=1
Ozetle,
2
Ty () = 1+40(k) +0o 3(k)
k(1 - o)
_ 602 (k) 6¢ (k) N 1
k(1-0®)’ k(1-9®)* k(1-o0®)
= 60(K)U*(K)U*(k) + 6UK)U*(k) + U(k) (9.9)
elde edilir.

(9.9)’a ters Laplace doniisiimii uygulaninca U;(x)’in kesin ifadesi asagidaki gibi

olur:

Us(x) = 6U(x) * U(x) * U(x) + 6U(x) * U(x) + U(x).
Ozetle

Us(x) = 6U*3(x) + 6U*2(x) + U(x)

elde edilir.

U, (x)’in kesin ifadesini elde etmek igin hesaplamalar asagidaki gibidir:

U,(9 = E(N{(9) = ) n*P(NGO = n} = ) n*{Fo s () —Fo(].  (9.10)
n=0 n=0
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(9.10)’a Laplace doniisiimii uygulaninca asagidaki ifade elde edilir:

_ RN
0,09 =) n*(@" () — ¢"(K)

1 o0
= =) ntgh 0 (1 - p(k).
n=1
Ozetle,
0,00 = 1+ 119(k) + 11(p2(k4) + ¢3(k)
k(1 - oK)
2493(k) 3609%(k) 14¢(k) 1
= 7+ s+ >+
k(1-0®)" k(1-9®)" k(1-0®)" k1—0k)
= 24U(k)U*(k)U*(k)U*(K) + 36U(k)U*(kK)U*(K) + 14U(k)U* (k) + U(k)
(9.11)
elde edilir.

(9.11)’ye ters Laplace doniisimii uygulaninca U, (x)’in kesin ifadesi asagidaki gibi

olur:
U,(x) = 24U(x) * U(x) * U(x) * U(x) + 36U(x) * U(x) * U(x)
+14U(x) * U(x) + U(x).

Ozetle
U, (x) = 24U (x) + 36U*3(x) + 14U*%(x) + U(x)
elde edilir.

Boylece Onerme 9.1’in ispat1 tamamlanmis olur. O
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N;(x) smir fonksiyonelinin momentleri i¢in kesin ifadeleri elde ettik. Bu
momentlerin yardimiyla da 1,(x) sinir fonksiyonelinin momentleri i¢in olan kesin

ifadeleri asagidaki 6nerme ile verebiliriz.

Onerme 9.2. (Aliyev vd. [3]) v L = E(éf) < o kosulu saglansin. Bu takdirde, her

sonlu x i¢in 14 (x) smir fonksiyonelinin ilk dort momenti i¢in kesin ifadeler N;(x)

siir fonksiyonelinin momentleri cinsinden asagidaki gibidir:

E(u(®) = v,E(N:(0),

E(F(0) = ZE(N?(0) + (v, = 72 E(N. (),

B(51(0) = E(N{(0) + 37, (1, —72) E(NE(0)
+(v5 = 31,7, + 293 E(N1 (),

E(1{ () = v'E(N}) + 673 (1, — v ) E(N} ()
+(4v,7, + 372 — 18y2y, + 11y*)E(N2 (%))

+(v, — 41,75 — 372 + 1292y, — 6y} E(N, ().

Buraday, = E(&),n = 1,2,3,4’tiir.

11 Ve Ny smur fonksiyonelleri i¢in kesin ifadeleri iki dnerme yardimiyla verdikten
sonra simdi de Sy, smir fonksiyoneli igin kesin ifadeleri elde edelim. Islemlerde

gerekli olan yardimci teoremi vermeden Once asagidaki notasyonu tanimlayalim:

o)

YA k) = J e ME(e™NMi)dx; A > 0,k > 0.
0

Yardimci Teorem 9.1. (Aliyev vd. [3]) W(A, k) ikili Laplace doniistimii 1, rasgele
degiskeninin Laplace-Stiltijes doniisiimii olan @(a) yardimiyla asagidaki gibi

verilebilir:
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o) — oA+ k)
?\(1 — oA+ k))

YA k) =

Burada, ¢ (a) = E(exp(—an;)), a = 0’dir.

Yardimer Teorem 9.1°in yardimiyla asagidaki dnermeyi verelim:
Onerme 9.3. (Gever [19]) m; = E(nf) < oo olsun. Bu takdirde, her sonlu x i¢in

Sn,(x) smur fonksiyonelinin ilk {i¢ momenti i¢in kesin ifadeler N;(x) sinir

fonksiyonelinin momentleri cinsinden asagidaki gibidir:

E(Sn, ) = mU®X),
E(Sﬁl(x)) =m,U(x) + 2m, U(x) * U(X) * D; (%),
E(Sl?\)ll(x)) = 6m;U*3(x) * D}2(x) + 3U*?(x) * [m;D, (%) + m,D; (%)] + m;U(x).

Burada U(x) = Uy(x), Ny, n = 1,2, ... rasgele degiskenlerinin olusturdugu yenileme

fonksiyonudur. Ayrica D, (x) = fOX t"dF(t) ve m, = E(n‘ll),i =1, 2, 3’tiir.

Not 9.1. 7;, Ny ve Sy, smir fonksiyonellerinin kesin ifadeleri ile ¢alismak g¢ok
zordur. Her ¢ fonksiyonelin momentleri de yenileme fonksiyonu ve onun
konvoliisyon ¢arpimlariyla ifade edilebiliyor. O sebeple, bu yapilar matematiksel
olarak ¢ok komplekstir. Birkag¢ basit dagilim (iistel dagilim, Erlang dagilimi1) disinda
bu yapilarin hesaplanmas1 imkansiza yakindir. Asimtotik acilimlar gergek hayat
problemlerinde daha kullamghdirlar. Bu sebeple A — oo iken t;, N; ve Sy, smir

fonksiyonelleri i¢in iki terimli asimtotik agilimlar elde edilecektir.

Onerme 9.4. (Aliyev vd. [3]) m, = E(nf) < oo kosulu saglansin. Bu takdirde x — oo
iken N;(x) siir fonksiyonelinin ilk dort momenti igin iki terimli asimtotik
gosterimler asagidaki sekilde yazilabilir:

m;

E(N; (x)) = mil + o+ g1 ().

2
2m7
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Burada m, = E(n;‘),n =1,2 ve g.(x) fonksiyonu sl bir fonksiyon olup

limy_,, g.(x) = 0°dur.

Bu boliimiin amaglarindan biri A — oo iken Nl(XCI) sinir fonksiyonelinin ilk dort

momenti igin iki terimli asimtotik agilim elde etmektir. N;(AL) sinir fonksiyoneli

incelenmeden 6nce Yardimcr Teorem 8.1°1 ve Yardimcei teorem 8.2’yi hatirlayalim.

Teorem 9.1. m, = E(nf) < o ve B, = E({}) < oo olsun. Bu takdirde, A — o iken
Nl(lcl) sinir fonksiyonelinin ilk dort momenti i¢in asagidaki asimtotik acilimlar

verilebilir:

E(N;(1L,)) = % +o 2
E(NZ(,)) (
E(NI(1L,)) = (

<8m2 - %) 3B, +o(2%).

my

)ml +o()),
my

- %) 2B, +o(1?),

E(NH(1L,)) =
Burada m, = E(n?) ve B, = E({}),n = 1, 2,3, 4’tiir.

Ispat. Onerme 9.4’teki agilimlar1 kullanarak NI(Az)’nin momentlerini 0’dan «’a
kadar n(z)’ye gore integralliyelim. N (Az) nin n. momenti i¢in genel ifade asagidaki

gibidir:
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o0

E(NP(A,)) = f E(N?(z)) dn(z),n = 1,2,3, 4. (9.12)

0
Onerme 9.4’te E(Nl(x)) i¢cin olan asimtotik agilimi (9.12) esitliginde yerine yazarsak
E (Nl(kcl)) icin asagidaki agilimi elde ederiz:

0 0

A 2
E (Nl(xgl)) = Of E(N;(A2))dn(z) = Of (m—zl + zrnTg + gl(xZ)> dn(z).
W, m, |
E (Nl(xgl)) = ot f g, 0z)dn(2). (9.13)
1 0

(9.13) esitligindeki fooo g,(Az)dm(z) ifadesinin L — o iken 0’a gittigi Yardimci
Teorem 8.1’de ispat edilmistir, yani lim;_, fooo g1(Az)dn(z) = 0’dir. Bu takdirde

E (Nl(XCI)) icin agagidaki iki terimli asimtotik ac¢ilim verilebilir:

m;
> +0(1).
1

E(N:(25)) = % +o2

Onerme 9.4’te E(N?(x)) icin olan asimtotik agilimi (9.12) esitliginde yerine

yazarsak E (Nf(k@l)) icin agagidaki ac¢ilimi elde ederiz:

o]

E(N%(xgl)) = f E(N2(\z))dn(z)

0
b 2
= j (Mz + <2rr;2 - i) Az + Azg, (kz)l dn(z).
: mj my mq
% 2 1 ‘
E (Nf(ngl)) = mB%Z + < ;; - m—1> AB, + J rzg,(\z). (9.14)

0
(9.14) esitligindeki fooo zg,(Az)dm(z) ifadesinin A — oo iken 0’a gittigi Yardimci
Teorem 8.2°de ispat edilmistir, yani lim;_, e fooo zg,(Az)dn(z) = 0’dir. Bu takdirde
E (Nf (M;l)) icin asagidaki iki terimli asimtotik a¢ilim verilebilir:
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2
E (Nf(xgl)) _MB, + <2m2 ! )ml +o()

m; " \mj m
Onerme 9.4’te E(N3(x)) icin olan asimtotik agilimi (9.12) esitliginde yerine
yazarsak E (Nf(xgl)) icin asagidaki acilimi elde ederiz:

[ee]

E(N3(ng,)) = f E(N3(\z))dn(z)

0

o]

j‘ (Az)3 <9m2 3 > l
= + | —=——= | 02)* + (A\2)*gz(Az) | dn(2).
0

3 4
m; 2m; mj

2’8, [9m
E (Nf(?\,cl)) = m—; + <ﬁ

3\, [
—m—%>x B, + OJ (22)*gs(Az). (9.15)

(9.15) esitligindeki fooo z2g;(Az)dn(z) ifadesinin A — oo iken 0’a gittigi Yardimci
Teorem 8.2°de ispat edilmistir, yani lim;_, fooo z2g5(Az)dm(z) = 0°dir. Bu takdirde

E (Nf (Ml)) i¢in asagidaki iki terimli asimtotik agilim verilebilir:

3
E(N3(ng,)) = % + <

9m,

— %) A2B, + o(A2).
my

4
2mj

Onerme 9.4’te E(Nf(x)) icin olan asimtotik agilimi (9.12) esitliginde yerine

yazarsak E(N¥(A,)) igin asagidaki agilimi elde ederiz:
BN 08) = [ E(N20)dn()
0

o]

- [ (22) +<8_“;2_%> (A2)? +<Az)3g4(xz>] di(2).

4
2 L my m; mj

A8, (8 6 r
E(NT(Agy)) = m—E + < mm52 — E) A3Bs + f(xz)3g4(;\z). (9.16)
1 0

1 1
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(9.16) esitligindeki fooo z3g,(A\z)dn(z) ifadesinin A — oo iken 0’a gittigi Yardimci
Teorem 8.2°de ispat edilmistir, yani lim;_, fooo z3g,(Az)dm(z) = 0°dir. Bu takdirde
E(NT(AZy)) icin asagidaki iki terimli asimtotik agilim verilebilir:

MB, [(8m, 6
E(N}(AL,)) = —E + <% - F) 3B + 0(A3).

my 1 1
Burada m, = E(m}) ve B, = E({}),n = 1, 2, 3, 4’tiir.
Boylece Teorem 9.1°in ispati tamamlanmis olur. 0

Onerme 9.5. m, = E(m?) < « ve y, = E(&?) < o kosullar1 saglansin. Bu takdirde
x — oo iken t;(x) smir fonksiyonelinin ilk dort momenti igin iki terimli asimtotik

gosterimler agsagidaki sekilde yazilabilir:

2m

E(t; () = (;—11) X+ (m—"’2> Y1+ 8100,
1

2 v, —v? (2m 1
E(d(x) = (%) x|y ( - m—> fl X + xg2(%),
1 |

Y1\3 /9m, 6 3 '
E(tX) = (m—1> x3 + < - - —2> Vi + (P) Y1Y2 | X% + x%g3(x),
1 | i

Y1 \* [/8m, 12 6 ]
E(ti(®) = (—1) x* + <—52——3 yi + — Yivz|x3 + x3g,(%).

mq mj mj 1
Burada m, = E(MY?), v, = E(&}),n = 1,2 ve g,.(x) fonksiyonu sinirl bir fonksiyon
olup lim,_,, g.(x) = 0’dur.

Bu bolimiin diger amaci da A - o iken t,(Al;) smir fonksiyonelinin ilk dort
momenti i¢in iki terimli asimtotik agilim elde etmektir. T;(A{) siir fonksiyoneli

incelenmeden once Yardimci Teorem 8.1°1 ve Yardimci Teorem 8.2’yi hatirlayalim.
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Teorem 9.2. m, = E(m?) < o, v, = E(82) < o ve B, = E({}) kosullar1 saglansin.
Bu takdirde, A - o iken t;(Al;) smur fonksiyonelinin ilk dort momenti igin

asagidaki asimtotik acilimlar verilebilir:

E(t;(A3)) = (:;1_11) ABy + (%) Y, +o(1),

L=V (2my 1
B(05) = (1) 2, + [ +< 2 —m—1>y%]ml+o(x),

my

9 6 3 ]
E(206)) = (L) 2, + <m2 )yl (mz)mz W8, + 00,

2m{ m?

8m, 12 6 '
B(c404)) = (L) 2, + (15 >v1 <m3)vivz A*Bs +0().

my m1

Burada m,, = E(7), yn = E(&}) ve B, = E((}),n = 1, 2, 3,4 tiir.

Ispat. Onerme 9.5’teki ifadeleri kullanarak t'(Az)’nin momentlerini 0’dan oo’a
kadar m(z)’ye gore integralliyelim. 17 (Az) ’nin n. momenti i¢in genel ifade asagidaki

gibidir:
E(t](Agy)) = f E(t?(A2))dn(z),n = 1,2,3,4. (9.17)
0

Onerme 9.5’te bulunan E(‘tl (X)) asimtotik acilimin1 (9.17) esitliginde yerine

yazarsak E(‘tl (AZl)) icin asagidaki acilimi elde ederiz:

E(H(MQ) jE(HO\Z))d“(Z) = f[ YI Az + <2 )Yl +81(7\Z)l dn(z)

o]

E(r, 040)) = (35) 261 + (%) v+ [ i), (9.18)

0
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(9.18) esitligindeki fooo g:(Az)dn(z) ifadesinin A - o« iken 0’a gittigi Yardimci
Teorem 8.1°de ispat edilmistir, yani lim,_ fooo g:(Az)dn(z) = 0’dir. Bu takdirde

E(t1(A3y)) icin asagidaki iki terimli asimtotik agilim verilebilir:

E(Tl(}\<1)) ( )7\31 <2nr;2%>yl+o(1).

Onerme 9.5’te bulunan E(‘t% (X)) asimtotik acilimin1 (9.17) esitliginde yerine

yazarsak E(T% (Ml)) icin agagidaki agilimi elde ederiz:

B(200) = [ E(c0)dn)
0

( 1 z 2 % 2 2 1
=f{(;/1—1) (A2)? + ly Y +< m3 —m—1>y%l Az+7ng2(()\z))}dn(z).
0

2 2 1
E(306)) = (L) 2, + [m1“+<m2——>y1]ml

m} m
+f7tzg2(7tz)dn(z). (9.19)

(9.19) esitligindeki fooo zg,(Az)dm(z) ifadesinin A — o iken 0’a gittigi Yardimci
Teorem 8.2’de ispat edilmistir, yani lim,_, fooo zg,(Az)dn(z) = 0’dir. Bu takdirde
E(‘r% (?\Zl)) i¢in asagidaki iki terimli asimtotik agilim verilebilir:

2m,

1
3~ m—1> Yfl AB1 + o).

my

E(2(A3)) = ( ))@B +l mlﬁ+<

Onerme 9.5’te bulunan E(‘ti (X)) asimtotik acilimimi (9.17) esitliginde yerine

yazarsak E(‘ti (7\(1)) icin asagidaki acilimi elde ederiz:
B(1104) = | B((0)dn(2)
0
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F(/y1\3 9m, 6 3
-/ {(rﬁl—) 02’ + [(2211 - m—) v+ (m—) mz] 9)? + @z)Zgg(Az)} dn(2)

1\° 9m, 6 3
E(Ti (Ml)) = (:rll_l) 7\333 + l<2m4 - _2> Yi + <F) Y1Y2] 7\282

m; mj 1

+ f(?xz)zg3 (Az)dm(z). (9.20)
0

(9.20) esitligindeki fooo z2g5(Az)dn(z) ifadesinin A — oo iken 0’a gittigi Yardimci
Teorem 8.2°de ispat edilmistir, yani limy_, fooo z2g5(Az)dm(z) = 0°dir. Bu takdirde
E(Tf (7&(1)) i¢in asagidaki iki terimli asimtotik agilim verilebilir:

Y1\3 9m, 6 3
E(ti(Agy)) = (m_1) B3 + KZ_mLI; - m_%> i + <m_§ Y1Y2|A?B2 + o(A%).

Onerme 9.5°te bulunan E(tf(x)) asimtotik agilimini (9.17) esitliginde yerine

yazarsak E(t7(A{;)) i¢in asagidaki acilimi elde ederiz:
1

B(r100) = [ B(et0)dn(2)
0

- [ oo+ (- 2t (55 vavs| 02 + G200 | anca
: m

3
my

4 8 12 6
B(rfO00) = () 2.+ [( - —3) v+ <E) vivzl 2By

m; Iy 1

oo

+ f (Az)3g,(Az)dn(z). (9.21)
0
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(9.21) esitligindeki fooo z3g,(Az)dn(z) ifadesinin A — oo iken 0’a gittigi Yardimci
Teorem 8.2°de ispat edilmistir, yani limy_, fooo z3g,(Az)dm(z) = 0°dwr. Bu takdirde
E(t$(A%y)) icin asagidaki iki terimli asimtotik agilim verilebilir:

E(T%O\zl)) = (:;1_11)4 7\434 + [<8m_H}2 - %) Yi + <mi§> Y%Yzl 7\383 +o(A3).

Burada m, = E(7), yn = E(&}) ve B, = E({}),n = 1, 2, 3,4 tiir.

Boylece Teorem 9. 2°nin ispati tamamlanmis olur. )
Onerme 9.6. (Gever [19]) m, = E(n?) < o kosulu saglansin. Bu takdirde x — oo
iken Sy, (x) smir fonksiyonelinin ilk {i¢ momenti igin iki terimli asimtotik gosterimler
asagidaki sekilde yazilabilir:

m;

E(SN1(X)) =X+ + gl(x)’

2m;y

m;
E(Sﬁl(x)) =x%+ m_1X + xg, (%),

m;
my

3
E(S%l(x)) =x3+ 5 x? + x%g; (x).

Burada m, = E(Mm7),n=1,2 ve g.(x) fonksiyonu smirl bir fonksiyon olup

limy_, g-(x) = 0’dur.

Bu béliimiin diger amacit da A — o iken Sy, g,y smur fonksiyonelinin ilk dort
momenti i¢in iki terimli asimtotik agilim elde etmektir. Sy, g,y smir fonksiyoneli

incelenmeden 6nce Yardimci Teorem 8.1°1 ve Yardimer Teorem 8.2’yi hatirlayalim.

Teorem 9.3. m, = E(?) < o ve B3 = E(3) kosullar1 saglansm. Bu takdirde,

A — oo iken Sy, g,y smir fonksiyonelinin ilk ii¢ momenti igin asagidaki asimtotik

acgilimlar verilebilir:

m;
E(Sn,00p) = AB1 + 7m, +o(1),

m
E(SX,az0) = B2 + 2B + o),
1
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3m,

E(SR,0zp) = A3Bs + 5—A%B, + 0(A%),

2my

Burada m, = E(m}) ve B, = E({}),n = 1, 2, 3’tiir.

Ispat. Onerme 9.6’daki ifadeleri kullanarak Sy .z nin momentlerini 0°dan oo’a
kadar 1(z)’ye gore integralliyelim. Sy, ) nin n. momenti igin genel ifade asagidaki

gibidir:
E(SN, () = f E(SR,0) dn(2),n = 1,2,3. (9.22)
0

Onerme 9.6’da bulunan E(SNl(X)) asimtotik agilimini (9.22) esitliginde yerine
yazarsak E(SN X 1)) i¢in agagidaki agilimi elde ederiz:

(0]

E(Sn,a0) = f E(S, 0)dm(z) = J [XZ+2m—mzl+g1(XZ) dn(z)
0 0

my
E(Smagn) = A+ 5+ f g1 (Az)dn (). (9.23)
0

(9.23) esitligindeki fooo g1(Az)dn(z) ifadesinin A - o« iken 0’a gittigi Yardimci
Teorem 8.1°de ispat edilmistir, yani lim,_, fooo g:(Az)dn(z) = 0’dir. Bu takdirde

E(SN X 1)) icin agagidaki iki terimli asimtotik a¢ilim verilebilir:
m;
E(SN1(7\Z1)) = )LBl + —2m1 + 0(1)

Onerme 9.6’da bulunan E(Sﬁll(x)) asimtotik a¢ilimimi (9.22) esitliginde yerine

yazarsak E(SI%h(MO) icin agagidaki a¢ilimi elde ederiz:

E(S¥,000) = f E(SR, () dm(2)
0

o)

= f [(7\2)2 + %7\2 + Azgz((hz))] dn(z).
o 1
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oo

2 42 m;
(53, 40) = B2 + 2By + [ A2, 0)dn(a), (0.24)
1

0

(9.24) esitligindeki [

o zg,(Az)dn(z) ifadesinin A - o« iken 0’a gittigi Yardimci

Teorem 8.2°de ispat edilmistir, yani lim;_, ., fooo zg,(Az)dn(z) = 0’dir. Bu takdirde

E(Sﬁrl(xgl)) icin asagidaki iki terimli asimtotik agilim verilebilir:
m;
E(SI%HO\Q)) = }\282 + m_7\81 +o(Q).
1

Onerme 9.6’da bulunan E(Sﬁll(x)) asimtotik agilimini (9.22) esitliginde yerine

yazarsak E(SI%h(?\Zl)) icin agagidaki agilimi elde ederiz:

E(SN,000) = f E(SX, o) dm(2)
0

Oj oy +

E(SN1(7\(1)) 23 83

+ 02)? g3(7\Z)} dn(2)

(0]

B, + J(AZ)Zgg,()\Z)dn(z). (9.25)

0

(9.25) esitligindeki fooo z2g;(Az)dn(z) ifadesinin A — oo iken 0’a gittigi Yardimci
Teorem 8.2°de ispat edilmistir, yani limy_, fooo z2g5(Az)dm(z) = 0°dir. Bu takdirde

E(Sf\}l(}\cl)) icin asagidaki iki terimli asimtotik agilim verilebilir:

E(SX,00)) = A°Bs + B, + 0(A2).

Burada m, = E(m}) ve B, = E({7),n = 1, 2, 3, 4’tiir.
Boylece Teorem 9. 3’{in ispat1 tamamlanmais olur. m

Not 9.2. Anlasilacagi gibi t;, N; ve Sy, smir fonksiyonelleri i¢in buldugumuz

asimtotik agilimlar daha onceden buldugumuz kesin ifadelere gore daha basit bir
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yapiya sahiptirler. T;, Ny ve Sy, simir fonksiyonellerinin momentleri igin elde edilen

asimtotik agilimlarin uygulamadaki rahatligini bir 6rnekle inceleyelim.

Ornek 9.1. n; rasgele degiskeni o parametreli Ustel dagilima ve {; rasgele degiskeni
ise [0,1] arahiginda diizgiin dagilima sahip olsun ve A =S olsun. Bu takdirde, n,
rasgele degiskeninin ilk iki momentini ve (; rasgele degiskeninin momentleri igin

genel formiili verelim:

B() = my ==, EGD) = m, = —
M) =My =2, 50 =My =77

1
1
E@stn=fxwx= =12
0 n

1, rasgele degiskeni ve {; rasgele degiskeninin momentleri yardimiyla Ny (A;) sinir

fonksiyonelinin ilk dért momenti i¢in asagidaki asimtotik agilimlar verilebilir:

oS
E(N;(A)) = -+ 1+ 0(1),

E(N7(Ag,)) = @ + ? + 0(S),
3
E(N; (A7) = (az) + 2(aS)? + 0(S2),
4 3
E(N{(Ay)) = (o) + 5(@S) + 0o(S3).

5 2

1, rasgele degiskeni ve {; rasgele degiskeninin momentleri yardimiyla t; (AZ;) siir

fonksiyonelinin ilk dért momenti i¢in asagidaki asimtotik agilimlar verilebilir:

S
E(Tl(}\Z1)) = % +v1 +0o(1),

(oyy S)Z
3

S
E((Ay)) = + % (Y2 —vi + 4y3) + o(S),
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S)

E( 1(7@1)) = + (aS)2(Y3 + v1v2) + 0(5%),

1S)*
E(t1(Agy) = (ay ) +( 2 2y} + 3v2y2) + o(S?).

Burada y, = E(§}),n = 1, 2’dir.

N, rasgele degiskeni ve ; rasgele degiskeninin momentleri yardimiyla Sy, ;ag,) smir

fonksiyonelinin ilk {i¢ momenti i¢in asagidaki asimtotik acilimlar verilebilir:

S 1
E(Sn,000) = St +0(1)

S2 g
E(SNl(xcl)) + +o(S)

S3 §2
E(SNl(le)) —+—+0(SZ)
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10. SONUCLAR

Bu c¢alismada daha once yapilan kesikli sans karisimli yari-Markov siireglerin
genellemesi yapilmistir. Onceki ¢alismalarda miidahaleler sadece 6zel dagilimlar
(icgensel dagilim, Gamma dagilimi, {stel dagilim, Beta dagilimi, ...)
alabilmekteyken bu ¢alismada miidahale keyfi bir dagilima sahip olabilir. Bulunan
sonuglar yardimiyla 6nceki ¢alismalar bu ¢alismanin 6zel durumu haline gelmistir.
Analitik sonuclar literatiirde biiylik Onem tasimaktadir, ancak uygulamada
kullanimlar1 zorluk yaratmaktadir. Bu nedenle bu ¢aligmada yaklasim yontemi olarak
asimtotik yontem kullanilmistir. Ozetle, bu calismada genel miidahaleli 6diillii
yenileme siireci matematiksel olarak modellenmis ve asagidaki temel sonuglar elde

edilmistir:

1) Siirecin bir boyutlu dagiliminin kesin sekli bulunmustur.

2) Siirecin ergodikligi ispat edilmistir.

3) Siirecin ergodik dagiliminin zayif yakinsadig ispatlanmustir.

4) Siirecin ergodik momentleri i¢in kesin ifadeler ve asimtotik agilimlar elde
edilmistir.

5) Siirecin {ic onemli simr fonksiyoneli t;, N; ve Sy, tanimlanmis ve bu
fonksiyonellerin momentleri icin kesin ifadeler ve asimtotik agilimlar elde

edilmistir.
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EKLER
EK A. YENILEME FONKSIYONU iCIN ORNEKLER

Erlang dagilimia sahip n, rasgele degiskenlerin iirettigi, yenileme fonksiyonu igin

kesin ve acgik formiiller elde edilecektir. Yenileme fonksiyonunun kesin ifadesi

asagidaki gibidir:
U(x) = Z F(x). (A1)
n=0

Burada F*™"(x), F(x) fonksiyonunun kendisiyle n katli konvoliisyon ¢arpimini ifade

etmektedir. Yenileme fonksiyonu U(x)’in Laplace doniisiimii asagida verilmistir:

1

000 = i —mr

(A.2)

Burada @(k) = E(e™ 1) ve T(k) = [ e U (x)dxtir.

n. mertebeden Erlang dagilimina sahip m, rasgele degiskenlerin {irettigi yenileme
fonksiyonlarini elde etmek icin gerekli temel bilgiler (A.1) ve (A.2) yardimiyla

verilmistir. Bu bilgilerin 1s181nda asagidaki 6rnekler verilecektir.

Ornek A.l. n; rasgele degiskeni 3. mertebeden a parametreli Erlang dagilimia

sahip olsun. Bu durumda olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibidir:

O(3X26_ax
fn(X) = T’X > 0.
@(k) asagidaki gibi hesaplanir:
— —oX —
(k) = f e~Of, (x)dx = (a T k) .
0
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Yenileme fonksiyonu Us;(x)’in kesin ifadesi Laplace doniisimi yontemi ile

asagidaki gibi hesaplanabilir.

U3 (x)’in Laplace dontisimii asagida verilmistir:

Us(k) = k{1 -k} k{l - ( -(|1-k)3}
o
2 o k + 2«
T3k 3k2 " 3(K2 + 3ak + 3K2)
V3a

U3(k) = 2 a k+32_a ﬁ<7>
3 3k 3k2 30 2 V3a 7T o V3a

3|(k+) +<T>] 3|+ ) +< )]

(A.3)
(A.3) esitligine ters Laplace doniisiimii uygulaninca U;(x) yenileme fonksiyonunun
kesin ifadesi asagidaki gibi olur:

Us(x) = % + ; + %e_%ﬂ [cos(\/gax/z) + \/—1§sin(\/§ax/2)].

Ornek A.2. n; rasgele degiskeni 4. mertebeden a parametreli Erlang dagilimia
sahip olsun.
Bu durumda olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibidir:

a4x3e—ax

fn(X) = T,X > 0.

(k) asagidaki gibi hesaplanir:
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[0e]

4

oK) = f ef, (x)dx = (#“k) .

Yenileme fonksiyonu U, (x)’in Laplace doniisiimii asagidaki gibidir:

- 1 1
U4(k) = =
K= 000 iy~ ()]
kil (a + k)
5 1 o k+ 2a
==+ +—+ :
8k 8(k+2a) 4k?  4(k?+ 20k + 2a?)
- 5 1 o k+« o
Ug(k) = = (A.4)

8k Bkt 20)  4KZ T A[(k+ )2+ 2] T 4K+ )2 + o]

(A.4) esitligine ters Laplace doniisiimii uygulaninca U, (x) yenileme fonksiyonunun

kesin ifadesi asagidaki gibi olur:

ax 5 1 ook L o )
U,(x) = T+§+§e +Ze [cos(ax) + sin(ax)].

Not A.1. (A.3) ve (A.4)’teki Laplace doniisiimlerinde bir sistematik mevcuttur. Bu
sistematik yardimiyla n. mertebeden Erlang dagilimli rasgele degiskenlerin

olusturdugu yenileme fonksiyonlarinin Laplace dontisiimleri i¢in asagidaki formiiller

verilebilir;

e ntekise;
- n+1 o k+ 2a k+ 2a
Un(k) =

2nk * nk? * n(k? + Ay ok + Ay a?) o n(k? + Aok + Aya?)

Burada, her nigin YI_; Ay = n, A, = 4sin? (?) ver=1,..,[(n—1)/2] dir.
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e n ciftise;

n+1 N 1 N a N k + 2a N
2nk  2n(k+2a) nk? n(k?+ Ay ak+ A a?)

ﬁn k) =

4 k + 2a
n(k? + Aok + Ay 02)

Burada, her n igin ¥1_, Ay = n — 2, A, = 4 sin? (%) ver=1,..., [(n—1)/2] dir.

n. mertebeden Erlang dagilimli rasgele degiskenlerin olusturdugu yenileme

fonksiyonlariin kesin ifadeleri i¢in formiiller agagidaki gibidir:

e ntekise;
+1 1%
axX n .
U,(x) = o + n + Hz e Ani®/2 [cos(wp;0%) + Qi Sin(wy;ax)]
i=1
e nciftise;

ax n+1 e 2%

2n 2n

r
1
+ —Z e Ani%/2 [cos(wn;ax) 4+ Qpi sin(wp;ox)]
n
i=1

Burada, wp; = (\/ 4Anr — A%r)/za Qur = (4— Anr)/(\/ 4Anr — A%r)’ Apr =

4 sin? (%) ver =1,..,[(n — 1)/2] dir.

Verilen bu formiillerin yardimiyla asagidaki ilk 10 mertebeden Erlang dagilimina
sahip rasgele degiskenlerin olusturdugu yenileme fonksiyonlarinin Laplace

dontisiimleri verilebilir:

(0

- 1
U;(k) = K + =
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ﬁ(k)—3+ __
2 T4k 4(k+2a) 0 2k?

2 4 a 4 k+ 2a
3k ' 3k% ' 3(k2 + Az 0k + Az 02)

ﬁs (k) =

burada A;; = 3’tiir.

5 4 1 4 o 4 k+ 2a
8k 8(k+2a) 4kZ  4(kZ+ Ay 0k + Ay a2)

ﬁ4 (k) =

burada A,; = 2’dir.

3 4 o 4 k+ 2a N k+ 2a
5k~ 5k% © 5(k2% 4+ Asjak + Ag;a2)  5(k2 4+ Asyak + Asya?)’

Us(k) =

burada Ag; + Ag, = 5°tir.

7 N 1 N o 4 k+ 2a
12k 12(k+ 2a) 6k? " 6(k% + Agiok + Ag 0?)

ﬁs(k) =

4 k + 2a
6(k2 + A620(k + A620(2)'

burada Ag; + A, = 4’tiir.

4 o k+ 2a k+ 2a

U,k =—+=5+ +
(0 = Z + 7 7(k% + A0k + Ay a?)  7(k% + Aspak + Ajy02)

4 k + 2a
7(k2 + A730(k + A73O(2)'

burada A71 + A72 + A73 = 7’dir.

9 1 o k+ 2a

Ug(k) =
a(k) 16k 16(k + 2a) T 8(k2 + Ag ok + Ag;a?)

N k + 2a N k + 2a
8(k? + Agyak + Ag,a?)  8(k? + Agzak + Agza?)’
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bUI'ada A81 + A82 + A83 ES 6’d11‘.

5 o k+ 2a k+ 2a

Uo(k) = —
90 = ok T Ok * ST T Agy ok Agro®) T I(E F Agyok  Aggo)

4 k+2a 4 k+2a
9(k? + Agzak + Agza?)  9(k? + Aggok + Agya?)’

burada A91 + Agz + A93 + A94 = 9°dur.

11 1 o k+ 2a

Upo(K) = o—+ HET
10(K) 20k~ 20(k+20)  10k* * 10(k% + Ajgiak + Agg102)

k+ 2a k+ 2a
+ +
10(k% + Ajgak + Ajg,02)  10(k% 4+ Ajgzak + Agg3a?)

N k+ 2a
10(k2 + Agg a0k + Ayg402)

bUI'ada A10,1 + A10,2 + A10,3 + A10,4 = 8’dir.

Ornek A.3. Verilen formiiller yardimiyla 5. ve 6. mertebeden o parametreli Erlang
dagilimina sahip olan rasgele degiskenlerin iirettigi yenileme fonksiyonlar1 agagidaki

gibi elde edilebilir.

5. mertebeden o parametreli Erlang dagilimina sahip olan rasgele degiskenlerin
iirettigi yenileme fonksiyonunun Laplace doniisiimii Us (k) asagidaki gibidir:

3 o k+ 2a k+ 2a

U0 = —
500 = S T Sk T S T A ok + Aa®) | 50 + Aok + Anya®)

burada Ag; + Ag, = 5°tir. Ag; Ve Asg, katsayilan asagidaki formiil yarimiyla elde

edilebilir:
_ Tr
A, = 4sin? (?)
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Burada r = 1,2 ve n = 5’tir. Bu takdirde, Ag; = (5 —V5)/2 ve A, = (5++5)/
2°dir. Ug(x)’in kesin ifadesi i¢in formiil asagidaki gibidir:

ax 3 e—A51ocx/2

Us(x) = = + T + — [cos(wsgy0ax) + Qgq sin(wg;ax)]

e—AszocX/Z

+ —= [cos(ws,0x) + Qs, sin(ws,ax)].

Burada, ws; = (V4As — A%, ) /2, Qs = (4—As)/ (VAhs — AZ,),  Ase =
4 sin? (n?r) ver = 1,2°dir.
Sonug olarak, Us(x)’in kesin ifadesi i¢in asagidaki gibi verilebilir:

ox 3 1 3++5
Us(x) = — ctrtge ~As10%/2 lcos(./As ax/2) + ——
575 V101 275

sm(max/z)]

—_

4 = e—Aspax/2 [COS(\/A_MO(X/Z) S — Sln(\/A_mo‘X/Z)l

U‘l

5v10 -2

6. mertebeden Erlang dagilimli rasgele degiskenlerin olusturdugu yenileme
fonksiyonunun Laplace doniisiimii yukaridaki formiillerden faydalanilarak asagida

verilmistir:

7 1 o k+ 2a

Us(k) =
6() 12k T 12(k + 20) Tzt 6(k? + Ag ok + Ag;02)

4 k + 2a
6(k2 + A620(k + A620(2)'

Burada r = 1,2 ve n = 6’tir. Bu takdirde, Ag; = 1 ve Ag, = 3’dir. Ug(x)’in kesin

ifadesinin formiilii agagidaki gibidir:
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ax 7 e—Zocx e—A61ax/2

Ug(x) = 3 + R + 3 + 6 [cos(wgrax) + Qgq sin(wgax)] +

e—Aez(xX/Z

+ — [cos(wg,0x) + Qgp sin(wg,0x)].

Burada, we, = (\/ 4Agr — Azﬁr) /2, Qer = (4—Ag)/ (\/ 4Agr — A26r)' Agr =
4 sin? (E) ver = 1,2°dir.

6
U (x)’in kesin ifadesi i¢in asagidaki gibi verilebilir:

7 1 1
Ue(x) = % R TRET Ll ge“"x/z [cos(V3ax/2) + V3 sin(V3ax/2)]

1 _3ax V3ax 1 [V3ax
+—-e 2 Icos( > >+ﬁsm< > >l

(o))
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