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Ara baglanti aglarmin calisilma sebeblerinden biri ¢ogul bilgisayarlarin iletisim
ihtiyaglaridir. Ara baglanti aglari matematiksel olarak, kose kiimesi V(G) ve kenar
kiimesi E(G) olan bir G = (V(G),E(G)) ¢izgesi seklinde gosterilmektedir. V(G)
kiimesi iglemcileri, E(G) kiimesi ise iletisim aglarmi temsil eder. Baglanti agi
modelleri konusunda esas olarak alabilecegimiz n boyutlu hiperkiip Q, cizgesidir.
Hiperkiipiin koseleri uzunlugu n olan biitiin ikili diziler ile gosterilirken, bir biti farkli
olan koseleri eslestirerek kenar kiimesi elde edilir. » boyutlu Fibonacci kiipii I, O,
cizgesinin kose kiimesinden ardigik bir iceren tiim koseleri ¢ikararak, Lucas kiipii A,
ise I';, cizgesindeki basinda ve sonunda ayni anda bir olan koselerin ¢ikarilmasi ile
olusturulmustur . Literatirde Lucas kiipleri ile bazi baskinlik tipi degismezleri
calistlmistir ve baskinlik sayilar1 bilinmektedir. Bunun yaninda simdiye kadar
calistimanus olan baskilik sayilart da yer almaktadir. Isaretli baskinlik sayis1 ve esli
baskinlik sayist1 ve Roman tipi baskinlik problemi daha ©nce Lucas kiiplerinde
calistimamustir. Bu tezde, Esli baskimlik sayisi, Isaretli baskinlik sayisi, Roman
baskinlik sayisi, zayif Roman baskinlik sayisi ve ¢ift Roman baskinlik sayis1 olmak
tizere beg farkli Lucas kiiplerinde yeni baskinlik tipi degismezleri ele alinmaktadir.
Tam say1 lineer programlama problemlerinden faydalanilarak Lucas kiiplerinde bu
baskinlik sayilart n <9, n < 10 veya n < 11 olacak sekilde hesaplanmig ve n < 13 e

kadar en 1iy1 alt ve uist sinirlar bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: Lukas kiip, Hiperkiip, Baskinlik sayisi, Roman baskinlik say1si.
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ABSTRACT
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SOME DOMINATION TYPE INVARIANTS OF LUCAS CUBES
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Date: December 2022

One of the reasons interconnection networks work is for the communication needs of
multiple computers. Interconnection networks are mathematically represented as a
graph G = (V(G),E(G)) with vertex set V(G) and edge set E(G). The V(G) cluster
represents the processors and the E(G) cluster represents the communication
networks. The hypercube with an n dimensional that we can take as a basis for
connection network models is the Q,, diagram. While the vertices of the hypercube
are represented by all binary sequences of length n, the edge set is obtained by
matching vertices that differ by one bit. The Fibonacci cube with an n dimensional T,
is constructed by subtracting all vertices containing a consecutive one from the vertex
set of Q,,, while the Lucas cube A, is formed by subtracting the vertices that are one
at the beginning and end of the I, diagram. In the literature, Lucas cubes and some
domination type invariants have been studied and the domination numbers are known.
In addition, there are also domination numbers that have not been studied so far. The
signed domination number and the paired domination number and Roman type
domination problem have not been studied in Lucas cubes before. In this thesis,
unknown domination type invariants are discussed in five different Lucas cubes:
Paired domination number, Signed domination number, Roman domination number,
weak Roman domination number and double Roman domination number. By using
integer linear programming problems, these dominance numbers are calculated as
n<9,n<10orn <11 in Lucas cubes, depending on the difficulty of the algorithm
of the dominance type invariant and for uncomputable dimensions, the best lower and
upper bounds were found up ton < 13.

Keywords: Lucas cube, Hypercube, Dominatin number, Roman domination number.
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1. GIRIS

Ozel say: dizileri bilimin bircok alaninda énemli rol oynamaktadir. Bunlardan biri
olan Fibonacci dizisinin ge¢gmisi 820 y1l 6ncesine dayanmaktadir. Altin oran ile olan
iliskisi ve ayrica Kimya, Fizik, Biyoloji, Antropoloji, Sosyal Bilimler, Mimarlik,
Anatomi, Finans vb. alanlardaki bircok uygulama nedeniyle Fibonacci sayilar
tizerinde ¢ok sayida arastirma yapilmustir. Fibonacci dizisinin hafif bir varyanti ise
Lucas tarafindan on sekizinci yiizyilda elde edilmistir ve bu sebeble Lucas dizisi
olarak adlandirilmistir. Cizge teorisi ile sayilar teorisi dahil olmak lizere Matematigin
diger alanlar arasinda ¢ok dogal olan yakin iligkiler vardir. Fibonacci kiipleri yeni bir
ara baglanti modeli olarak hiperkiiplere alternatif olarak sunulmustur. Asimetrik ve
nispeten seyrek ara baglantilarina ragmen, Fibonacci kiipiiniin tekrarlayan yapilara
sahip oldugu bilinmektedir. Boole kiipiine (hiperkiip) bir alt cizge olarak
gomiilebildiginden ve ayn1 zamanda diger yapilarin bir iist ¢izgesi oldugundan dolay1,
Fibonacci kiiplerinin hataya dayanikli hesaplamalarda uygulamalari bulunmaktadir.
Kose kiimesi V(G) ve kenar kiimesi E(G) olan bir G = (V(G),E(G)) ¢izgesi ile
baglanti aglar1 temsil edilebilir. Burada V(G) kiimesi iglemcileri, E(G) kiimesi ise
iletisim aglarmi gosterir. En temel baglanti agi modellerinden biri n - boyutlu
hiperkiip, @, = (V,E,) dir. O, nin koseleri uzunlugu n olan ikili diziler ile ifade
edilir. Tki kose arasindaki kenar ancak ve ancak temsil eden ikili diziler arasindaki
Hamming uzaklik 1 ise vardir. Hamming uzaklik, yani dizilerin ayn1 pozisyondaki
toplam farkli koordinat sayisidir. Lucas kiipii, Lucas sayilarindan ilham alan yeni bir
ag sinifi olarak sunulmustur. n— boyutlu Lucas kiipii, A,, en basit ifadeyle ikili
dizilerinde ardisik 1 icermeyen ve ayni anda basinda ve sonunda 1 bulunmayan
koselerin olusturdugu hiperkiiplerin alt cizgesi olarak tanimlanir. Lucas kiipleri alt
cizgeleri Fibonacci kiipii olan aglara ayristirilabilen bir yapiya sahiptir. Bu yapi
oldukga ilgi ¢ekici olarak bulunmaktadir. Ayni sayida koseler icin hiperkiiplerden ve
Fibonacci kiiplerinden ¢ok daha az oranda kenar bulundurmasiyla tercih edilmektedir.
Bundan dolay1 Lucas kiipleri ne Hiperkiipler ne Fibonacci kiipleri kadar hizh
biiylimemektedir. Dolayisiyla, temel yinelemeli yapisal 6zellikleri nedeniyle baglanti
ag1 modeli olarak tanitilmaktadir.

Tezin 1. boliimiinde Oncelikle Lucas kiiplerinin tanimmna, temel ayristmma ve
strastyla literatiirde bilinen derece dizilerine, kiip sayisina, uzaklik degismezlerine,
bagliliga ve diizensizlige ait sayma sonuglarmma deginilmis ve bu sonuglar
orneklendirilmigtir. 2. boliimiin ilk kisminda bir G ¢izgesi icin baskinlik problemi
motivasyonu ve baskinlik sayist tanimi verilmis olup Lucas kiiplerinin bazi baskinlik
tipi degismezlerine ait sonuglarina yer verilmektedir. 2. boliimiin ikinci kisiminda ise
Lucas kiiplerinde yeni bazi baskinlik tipi degismezlerini ele alacagiz. Yeni baskinlik
tipi degismezleri olarak Esli baskmlik sayisi, Isaretli baskinlik sayisi, Roman
baskinlik sayisi, Cift Roman baskinlik sayist ve Zayif Roman baskinlik sayisi
iizerinde calistk. Bu kistmda oncelikle Esli baskinlik ve Isaretli baskinlik
degismezlerinin tanimlarina, bir G c¢izgesi i¢in bilinen genel sonuglarina ve
optimizasyon problemlerine deginilmistir.



Bu baskinlik tipi degismezleri literatirde daha o©Once Lucas kiipleri igin
calistimamistir. Biz bu 2 farkli baskinlik tipi degismezinin tam sayr lineer
programlamasint Lucas kiipleri i¢in bilgisayar ortaminda calistirdigimiz zaman her
bir optimizasyon problemiyle 1 saatlik siire sonunda n < 10 i¢in elde ettigimiz kesin
degerleri ve karar degiskenlerinin hangi koselere ait oldugunu agik bir sekilde verdik.
11 <n < 13 icin ise elde ettigimiz en 1yi alt ve iist sinir degerlerini verdik. Daha sonra
Roman baskinlik probleminin kaynagi olan motivasyonu ve Roman, zayif Roman ve
cift Roman baskinlik tipi degismezlerinin tanimlar1 ve optimizasyon problemleri yer
almaktadir. Son olarak literatiirde daha 6nce Lucas kiiplerinde ¢aligilmamis olan bu 3
farkli Roman baskilik tipi degismezinin Lucas kiipleri i¢in bilgisayar ortaminda
calistirdiZimiz her bir optimizasyon problemiyle 1 saatlik siire sonunda Roman
baskinlik de8ismezi i¢in n < 11, Cift roman baskinlik degismezi i¢in n < 10 ve Zayif
roman baskinlik degismezinde n < 9 icin elde ettigimiz kesin degerlere ve n < 13 e
kadar literatiirdeki alt ve iist sinir de8erlerini gelistiren ya da ilk kez alt ve iist sinir
degerleri ortaya koyan sayisal sonuglara yer verdik.

Bu tez boyunca G = (V(G),E(G)) ifadesi ile gosterilen bir G ¢izgesi eger G ¢izgesi
aciksa G = (V,E) seklinde gosterilecektir. Bu ifade seklinde V kiimesi G ¢izgesinin
kose kiimesini E kiimesi ise G ¢izgesinin kenar kiimesini temsil etmektedir.

1.1 Lucas Kiiplerinin Tanim, Rekiirsif Yapisi ve Genel Ozellikleri

Lucas kiiplerini anlamak i¢in Oncelikle hiperkiipii ve Fibonacci kiiplerini iyi
anlamamiz gerekir. Simdi hiperkiipiin matematiksel olarak nasil ifade edildigine
bakalim.

Tamim 1.1.1. B = {0, 1} olmak iizere n > 1 igin,,
g@n:{blbz...bnlbiEB,lSifl’l} (1.1)

kiimesi tanimlansin. Hiperkiip, Q, (n - kiip), %, kose kiimesi iizerinde tamimli bir
cizgedir. Bu ¢izgede eger yalnizca bir tane i € 1,...,n i¢in b; # b; ise b1 bs.....b, kosesi
b/1 b/2 . .b; kosesi ile komsudur. n - boyutlu hiperkiipiin kose sayisi 2" dir.

Yani | V(Qy) |= 2" seklinde gosterilir.

Ornek 1. Sekil 1.1 de sirastyla n = 1,2 ve 3 boyutlart icin Q,, ¢izgeleri ve bu cizgelerin
koselerine A, kise kiimesinin elemanlarimin etiketlenmis halleri gosterilmektedir.

110 111
01 01

10 11

00 01
0 1 00 01 000 001

Sekil 1.1: Sirastyla Q1, Q> ve Q3 hiperkiipleri



Hamming mesafesi, iki tane ikili veri dizgisini kargilagtirmak icin bir dlciidiir. Esit
uzunluktaki ikili dizgiyi karsilagtirirken, Hamming mesafesi, iki bitin farkli oldugu bit
konumlarinin sayisidir ve dy ile gosterilir.

Tammm 1.1.2. Hiperkiiplerle benzer ozelliklere sahip Fibonacci kiipleri ilk kez
WengJing Hsu tarafindan ara baglanti aglart icin bir model olarak tanitilmistir.
n > 1 icin,

yn:{blbz...bnG@n|bi-bH_1:0,1§i§n—1}. (1.2)

E(T,) = {{u,v} | u,v € Z,, dy(u,v) =1} (1.3)

olmak iizere %, kiimesi art arda 1 icermeyen n uzunlugundaki ikili dizilerden olusur.

Fibonacci kiipii 'y, n > 1 olmak iizere %, kise kiimesi iizerinde tamumlidir ve kenar
kiimesi
E(T,) = {{u,v} |u,v € Fu, Ndp(u,v) =1} (1.4)

olarak tamimlanir.

Ornek 2. Sekil 1.2 de sirasiyla n = 1, n = 2 ve 3 boyutlart icin T, cizgeleri ve bu
cizgelerin koselerine %, kose kiimesinin elemanlarimin etiketlenmis halleri
gosterilmektedir.

100 101

0 1 10 00 01 010 000 001

Sekil 1.2: Sirastyla I'y, I'; ve I's Fibonacci kiipleri

Fibonacci say1 dizisinin en onemli 0zelligi kendinden Onceki iki ardigik sayinin
toplaminin, kendisinden sonraki sayiya esit olmasidir.

Fibonacci sayilari:
1 n=1
F,=1¢1 n=2 (1.5)
F,.1+F,_, n>3

Fibonacci kiiplerinin kdse sayist ve Fibonacci sayilart arasindaki iligki
|-Zu| = |V(In)| = Fyqp dir.

Tamm 1.1.3. Lucas kiipii koseleri n uzunlugunda bitisik 1 icermeyen ve ayni anda
basta ve sonda 1 bulundurmayan ikili dizgelerden olusan ve koselerin Hamming
mesafesi 1 oldugunda komsu oldugu cizge olarak tamimlanmir. A, ile gosterilir.



B =10, 1} olmak iizere n > 1 icin,

V(Aw)={biby... by €B|bi-biy1 =0,1<i<n—1Aby-b,=0}. (1.6)

E(A,) ={{u,v} |u,veV(A,), dg(u,v) =1} (1.7)

Not 1.1.4. Fibonacci kiipleri Hiperkiiplerinin alt c¢izgesidir. Hiperkiiplerin
kogselerinden bitigik 1 bulunan koseler ¢ikarildiginda Fibonacci kiipleri 'y, elde edilir.
Baska bir deyisle Fibonacci kiiplerinin koselerini olusturan ikili dizgelerde yan yana
1 bulunamaz.

Fibonacci kiiplerinden by = b, = 1 olan koseleri kaldirdigimiz zaman Lucas kiiptinii
elde ederiz.

Ornek 3. Sekil 1.3 de swrasiyla n = 2 ve n = 3 boyutlart icin A, cizgeleri
gosterilmektedir.

10 00 01
100
010 000 001

Sekil 1.3: Sirasiyla Ay ve A3z Lucas kiipleri

Ornek 4. Sekil 1.4 de sirasiyla n = 4 ve n = 5 boyutlart icin A, cizgeleri
gosterilmektedir.

10100
0100 0101 001 00101

010 000
0010 0000 0001 000 00 00001
1010 1000 01010 01000 01001

Sekil 1.4: Sirastyla A4 ve As Lucas kiipleri



1.1.1 Lucas kiiplerinin yinelemeli yapisi

Lucas kiipleri O ile bagliyor ise dizinin geri kalan1 n — 1 uzunlugunda Fibonacci dizisi
ile devam eder. Eger Lucas dizisi 1 ile baglarsa O ile devam etmeli ve kesinlikle O ile
bitmelidir. Bu durumda arada kalan kisimi n — 3 uzunlugunda Fibonacci dizisi
olusturur. Bu 6zellik kullanilarak;

A, =0I',,_; +10I';,_30

yazilabilir. Yukaridaki gosterimi agiklamak gerekirse oncelikle n — 1 boyutundaki
I',—1 kiipiiniin koselerinin bagina O eklenerek yeni bir kose kiimesi olusur. Bu kose
kiimesinden olugan yeni kose kiimesi n — 3 boyutundaki I',_3 kiipiiniin koselerinin
bagma 10 ve sonuna O eklenmis yeni haline Hamming mesafesi 1 olacak sekilde ug
uca birlestirilmesi ile n boyutundaki A, kiipiiniin kose kiimesi olusur.

Ornek 5. Lucas kiiplerinin yinelemeli yapisint daha iyi anlamak icin A4’ inceleyelim.
Sekil 1.5 de I'y ve Sekil 1.6 de I'3 kiiplerinin ¢cizimini goriiyoruz.

0 1

Sekil 1.5: I'y cizgesi

100 101

010 000 001

Sekil 1.6: I'3 ¢izgesi

Simdi 1.7 de '3 iin koselerinin basina 0 ve 'y in koselerinin oniine 10 sonuna 0
eklenmis hali ile gosterilmektedir.

0100 0101

e

1000 1010 0010 0000 0001

Sekil 1.7: 10I'10 ve OI'3 ¢izgesi



Sekil 1.8 de A4 kiipiiniin gosterimi verilmektedir.

0100 0101

0010 0000 0001

1010 1000

Sekil 1.8: A4 cizgesi

Lucas sayilarini olusturan kurala baktigimiz zaman baglangi¢ kosullart Ly = 2, L =
1 olan diginda diger her saymnin onceki iki saymin toplami seklinde devam ettigini
gormekteyiz. Matematiksel olarak asagidaki gibi ifade edebiliriz.

Lucas sayilari:
s n=>0
L,=<1 n=1 (1.8)
L, 1+L,» n>2

1.1.2 Lucas kiiplerinin genel 6zellikleri

Bu boéliimde Lucas kiiplerinin literatiirde ¢alisilip bulunmus olan genel ozellikleri
incelenecektir.

Onerme 1.1.5. n > 2 icin,
|V(rn)| =Ly (1.9)

dir (Munarini ve dig., 1999).

V(A,) igindeki kiselerden ¢ift veya tek sayida 1” e sahip Lucas koselerinin olusturdugu
kiimeleri {£,} ve {0, } ile gosterelim. Kardinalitileri ise {¢,} ve {6, } olsun.

N n—2k n
6y =| E, |= ( ) (1.10)
" " kg’o 2k ) 'n—2k
. n—2k—1 n
5 — O, |= L 1.11
On =| On ,§0( 2%k+1 )n—2k—1 (11D

(Munarini ve dig., 1999)
Lucas kiiplerini kdse sayisinin n > 2 icin L, olduguna gore bu sayi ¢ift veya tek
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sayida 1 igeren koselerin olusturdugu kiimelerin kardinalitileri toplamma esit oldugu
goriilmektedir.
én+on=1L, (1.12)

Tanim 1.1.6. Bir G ¢izgesinin en biiyiik bagimsiz kdse (komsu olmayan koseler)
kiimesindeki eleman sayisina o c¢izgenin kose bagimsizlik sayist denir. Bu sayi
Bo(G)ile gosterilir.

Teorem 1.1.7. A,,’ in kose bagimsizlik sayisi;

L”“w (1.13)

Bole) = | 7
dir. (Munarini ve dig., 1999)

Ornek 6. Sekil 1.9 da sirasiyla n = 3 ve n = 4 boyutlart i¢cin Lucas kiiplerindeki
bagimsiz kose kiimeleri bu kiiplerdeki kirmizi renkteki koseler ile gosterilmektedir.
Buradan By(A3) = 3 ve Bo(A4) = 4 oldugu gozlemlenir.

100 0100 0101
010 000 001 0gLo 0000 0001
1010 1000

Sekil 1.9: Sirasiyla Az ve A4 kiiplerindeki bagimsiz kenar kiimeleri

Dolayistyla Sekil 1.9 da goriildiigii tizere teorem 1.1.7

poiry) = | 2] =3 (1.14)
ve _ ;

Bo(As) = L4;1 =4 (1.15)
saglanmaktadir.

Tanmum 1.1.8. Bir G cizgesinin en biiyiik bagimsiz kenar (komsu olmayan kenarlar)
kiimesindeki eleman sayisina o ¢izgenin kenar bagumsizlik sayist denir. Bu sayt 31(G)
ile gosterilir.

Teorem 1.1.9. A,’ in kenar bagimsizlik sayisi

ZZ_IJ (1.16)

Bilrn = | 2

olur. (Munarini ve dig., 1999)



Ornek 7. Sekil 1.10 da sirastyla n = 3 ve n = 4 boyutlart icin Lucas kiiplerindeki
bagimsiz kenar kiimeleri bu kiiplerdeki kirmizi renkteki kenarlar ile gosterilmektedir.
Buradan By (A3) = 1 ve B1(A4) = 3 oldugu géizlemlenir.

100 0100 0101
010 000 001 0010 0000 0001
1010 1000

Sekil 1.10: Sirasiyla Az ve A4 kiiplerindeki bagimsiz kenar kiimeleri

Dolayistyla Sekil 1.10 da goriildiigii iizere Teorem 1.1.9
-1
Biny = |2 =1

(1.17)

ve

(1.18)

ihe = || =3

2
saglanmaktadur.

Tanmm 1.1.10. Bir G = (V,E) ¢izgesi iizerinde bir veya daha fazla kiseden gecen
rotaya yol denir. n koseden gecen yol P, ile gosterilir.

Tanmm 1.1.11. Bir G = (V,E) ¢izgesinde bir késeden baslayip aym kisede biten yola
dongii denir. n koseli dongii C, ile gosterilir.

Not 1.1.12. Bu ¢alisma boyunca vy, ...,v, € V(P,) olmak iizere B, = (v1,...,v,) ve
Vi,...,v, € V(Cy) olmak iizere C, = (Vy,...,V),) ile gosterilecektir.

Tamm 1.1.13. ir G cizgesinde bir yolun (path) Hamilton yolu olabilmesi icin her bir
koseden sadece bir kere gecilen bir yol varsa iki kose arasindaki bu yola
Hamilton yolu denir. Bir G cizgesindeki Hamilton dongiisii tiim koselerden bir kez
gecen bir dongiidiir.

Fibonacci kiiplerinin ¢ift sayida koseye sahip olmast durumunda bir Hamilton
dongiisiine sahip oldugu kanitlanmistir Hsu (1993). Lucas kiipleri i¢in (Munarini ve
dig., 1999)’da hicbir Lucas kiipiiniin Hamilton grafigi olmadigin1 kanitlamigtir.

Sonug 1.1.14. (Munarini ve dig., 1999)

ﬁl (An) = min<én;6n) (1.19)
Teorem 1.1.15. A, ’in kose bagumsizlik sayist Bo(A,,) olsun. O halde
Bo(An) = max(én,0n) (1.20)

dir. (Munarini ve dig., 1999)



1.2 Lucas Kiipiiniin Sayma Sonuclari

Bu kistmda A, Lucas kiipii ile ilgili 6nemli sayma sonuglarina yer verilecektir. Bu
sonuglarin biiyiik bir kismi iirete¢ fonksiyonu yontemiyle elde edilmistir.

Lucas kiiplerinin yinelemeli yapisini inceledigimizde farkediyoruz ki; A, kenar sayisi
I',_3 ve I',,_1 lin kenar sayilarina I';,_3 iin koselerinin I',,_; e birlestirilmesiyle olusan
kenarlarin eklenmesiyle bulunuyor. I';,_3 iin kdse sayisinin I';,_; den daha az oldugu
asikardir. O halde a, ve b, sirasiyla I';; ve A, in kenar kiimelerinin kardinalitisini
gostersin. | V(I',) |= F,4» oldugu bilinmektedir. O halde | V(I',,_3) |= F,— dir. n > 3
icinb; =0ve by =2

bp=ap 1 +ay,3+F,_ (L.21)

oldugu goriilmektedir. (Munarini ve dig., 1999).
Onerme 1.2.1. n > 2 icin A, kiipiindeki kenar sayist

E(Ay)| =n-Fy s (1.22)
seklinde verilmektedir. (Munarini ve dig., 1999)

Klavzar (2005) calismasinda ise A, icin kenar sayisi su sekilde ifade edilmistir.

Onerme 1.2.2. 1 > 2 icin A, kiipiindeki kenar sayis

n—1
[E(An)| =Y Fily_1-; (1.23)
i=1

Cizelge 1.1 de n < 13 boyutuna kadar Lucas kiiplerinin kenar sayilar1 verilmektedir.

Cizelge 1.1: n < 13 boyutu i¢in A, kiipiiniin kenar sayilari.

n 112345 ]|6]|7 8 9 10 | 11 12 13
IE(Ap)| |0 |23 |[8|15|30|56| 104 | 189 | 340 | 550 | 1068 | 1872

Tanim 1.1.11 de verdigimiz gibi 4 kdseden gecen dongii Cy ile gosterilir.

Onerme 1.2.3. 1 > 5 icin Lucas kiiplerindeki C4 sayust,
n—4
1S(A)| =Y Li(|E(Tu-3-i]) (1.24)
i=0
dir (Klavzar, 2005)

Yukaridaki onermeyi kullanarak n < 13 i¢in Lucas kiiplerindeki dongii sayisini Cizelge
1.2 de hesapladik.

Cizelge 1.2: n < 13 boyutu i¢in A, kiiplerindeki C4 (dOngii) say1si.

n |1]2[3|4]5[6] 78] 9 [10] 11 ] 12 | 13
IS(A)[ [0 [0[0[0[5] 153580/ 171 | 355 | 715 | 1342 | 2586




1.2.1 Derece dizilerine ait sonuclar

A, Lucas kiipiiniin yinelemeli yapist ve iirete¢ fonksiyonlar1 kullanilarak asagidaki
sonug¢lar elde edilmistir.

Teorem 1.2.4. n > k > 0ve n > 2 olsun. A, cizgesinde derecesi k olan koselerin sayist

i n—2i—1 i—1 n—2i
4@+k—J< k—i>+<ﬁ+hm)<hd>] (1.25)

ile bulunur (Klavzar ve dig., 2011).

k

)

i=0

Tanmm 1.2.5. Kdsenin agirligi: bib,...b, € V(A,) olmak iizere bu késenin agihig

n
Z b; olarak bulunur.
i=1

Teorem 1.2.6. n > k,w > 0 ve n > 2 olmak iizere k, n, w tam sayilar olsun. Agirligi w
ve derecesi k olan A, cizgesinin kdse sayisi

w—1 n—2w w n—2w-—1
2 1.26
<2w+k—n><k—w>+ (2w+k—n>( k—w ) (1.26)
olur (Klavzar ve dig., 2011).

Ornek 8. (1.26) kullanilarak A4 cizgesinde derecesi 2 agirhigi 1 olan kose sayisini
bulalim.

(L) ED) G ) () - OO =0 () -+

bulunur. Derecesi 2 olan késelerin kiimesi {0010,1010,1000,0001,0101,0100} olup
bu kiimede agirligi 1 olan koseler 0010,0100,1000 ve 0001 koseleridir. Dolayisiyla
sonucu 4 olarak buluruz

Sonu¢ 1.2.7. n > 1 olsun.w < n icin A, icinde agirligi w olan koselerin sayisini
vermektedir. (Klavzar ve dig., 2011)

(n—w)_l_(n—w—l) (127)
w n—2w

Ornek 9. (1.2.7) u kullanarak A4 ¢izgesinde agirligr 2 olan kose sayisint bulalim.

42\ (4-2-1\ 2\ (1

2 4-4 ) 2 0)
bulunur. Agirligi 2 olan koselerin kiimesi {1010,0101} olup 2 oldugunu dogrulamug
oluruz.
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1.2.2 Kiip sayisina ait sonuglar

Tanmmm 1.2.8. G cizgesinin Q, hiperkiipiine izomorf alt cizge sayist c,(G) ile
gosterelim. G cizgesinin kiip polinomu su sekilde ifade edilir.

C(G,x) =) ca(G)x" (1.28)

n>0

ile gosterilir (Bresar ve dig., 2003).

Burada ¢o(G) = |V(G)|, ¢1(G) = |E(G)| ve G ¢izgesinin igerdigi 4 - dongii sayisi
c2(G) olur.

Onerme 1.2.9. Lucas kiiplerinin kiip polinomlar dizisi iirete¢c fonksiyonu
{C(Anax) ::0

1+y*(1+x)
C(Ay,x)y" = (1.29)
E’o () 1—y—y*(1+x)
olarak bulunur.
Teorem 1.2.10. Herhangi n > 3 tam sayist i¢in, C(Ay,x)’in derecesi | % | dir ve
L) n—a n—a+1 a
C(Ay,x) = a;() 2 . , (a+x) (1.30)

esitligi saglanir (Klavzar ve Mollard, 2012).

(1.30) dan faydalanilarak A, ’ in 0 < n < 8 i¢in kiip polinomlar1 (Klavzar ve Mollard,
2012).

C(Ag,x) =1 (1.31a)
C(Ar,x) =1, (1.31b)
C(A2,x) =2x+3, (1.31¢)
C(A3,x) =3x+4, (1.31d)
C(A4,x) =2x> +8x+7, (1.31e)
C(As,x) =5x* + 15x+ 11, (1.31f)
C(Ag,x) = 2x° + 15x> +30x + 18, (1.31g)
C(A7,x) = 7x° +35x> 4 56x + 29, (1.31h)
C(Ag,x) = 2x* +24x% + 80x? 4 104x + 47 (1.31i)

Ornek 10. Tanim 1.2.8 dan faydalanarak C(As,x) = 5x* 4+ 15x + 11 kiip polinomunda
11 degerinin As de kise sayisini, x in katsayist olan 15 in As de kenar sayisini ve x* nin
katsayisi olan 4 ise icerdigi 4-dingii (Cy) sayisin verdigini Sekil 1.11 de gérebiliyoruz.
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10100

001 00101
010 000
000 00 00001

01010 01000 01001

Sekil 1.11: As kiipiinde 11 kose, 15 kenar, 5 adet 4-dongiisii (C4) oldugu goriilmektedir.

Sonug¢ 1.2.11. n > 1 ve k > 1 icin olusturulan Qy sayisinin

L) n—i n—i+1 i
L)) 1

oldugunu gosterilmektedir (Klavzar ve Mollard, 2012).

Teorem 1.2.12. k > 1 sabit bir tam say1 olsun.

2k
y*(2-y)
Ce(An)y" =
,;) Y (l—y =)t

(1.33)

Klavzar, Mollard (2012).

1.2.3 Lucas kiiplerinde uzaklik degismezine ait sonuclar

Bu boliimde ilk olarak uzaklik degismezlerine ait tanimlari verecegiz. Daha sonra A,
kiiptinde elde edilen sonuclari sirasiyla ele alalim.

Tanim 1.2.13. G cizgesinde iki kose arasindaki en kisa mesafeye uzaklik denir. dg(u,v)
seklinde gosterilir. Ornekte goriildiigii gibi da,(0101,0010) = 3 buluruz.

Tamm 1.2.14. Cizgede yer alan herhangi iki koseden birbirine yol bulunabiliyorsa o
cizgeye bagli cizge denir.
Lucas kiipleri bagh ¢izgeye ornek olrak verilebilir.

Tamm 1.2.15. Dismerkezlilik (eccentricity): Bagl bir G cizgesindeki v kosesinin dis
merkezliligi, v ile diger koseler arasindaki maksimum mesafedir, yani

= d
e(v) max, (u,v)

A3 cizgesinde (010) kdsesinin dismerkezliligini inceleyelim.

da,(010,000) = 1
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da,(010,001) =2
da,(010,100) =2
O halde 010 kosesinin dis merkezliligi 2 dir.

Tanim 1.2.16. Bagl bir cizgede bulunan iki kose arasindaki en uzun uzaklik G
cizgesinin ¢api olarak adlandiriliv. Baska bir deyisle bagl bir G ¢izgesinin ¢apini v
kosesi G cizgesinde iken maksimum dis merkezlik ile ifade ederiz.

diam(G) = - d(u,
iam(G) = max e(v) = max d(u,v)

Tanmm 1.2.17. G ¢izgesinin yaricapi, G’nin koselerinin minimum dis merkezligi
olarak ifade edilir.

rad(G) = uér‘l/i(%)e(v)

Tanim 1.2.18. Bir ¢izgenin merkezi, ¢izgenin yaricapina esit dismerkezlilik degerine
sahip olan kogseler kiimesidir. Yani

rad(G) =e(v)
ise v kosesi merkezdir. Merkez koselerinin kiimesi Z(G) ile ifade edilir. A4 cizgesinde
biitiin koselerin dismerkezliligine baktigimizda Ay’ iin yaricapt 2 olarak bulunur. Ay

cizgesinde dis merkezliligi 2 olan sadece (0000) kdsesi oldugundan merkez {0000}
dir.

Tamim 1.2.19. Eger oo = (@1, 0, ....., Q] dizisinde i=1,2,...n i¢in 0; = 04,_; ise simetrik
olarak adlandirilir. Lucas kiipleri icin acik bir sekilde goriiliiyor ki;

n n=ift
n—1 n=tek

diam(Ay) = {

Onerme 1.2.20. Capa esit mesafedeki kise ciftlerinin sayisi n ¢ift ise n ve n tek sayt
ise n -1 dir (Munarini ve dig., 1999) .

Teorem 1.2.21. n > 1 icin A, ¢izgesi asagidaki ozellikleri saglar.

(i) rad(Ay) = [3]
(i) Z(As) = {0}
(Munarini ve dig., 1999).
Teorem 1.2.22. A, cizgesindeki simetrik Lucas string sayisi
Sim(A,) = Flaj - (=1 (1.34)
seklinde bulunur (Munarini ve dig., 1999).
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Teorem 1.2.23. n > k > 1 olsun. A, ¢izgesindeki k dismerkezli kose sayist

k k—1
<n—k> - (n—k— 1) T nk (1.35)

-1 n=2k
k=141 n=2k+1
0 diger durumlarda

dir (Castro ve Mollard, 2011).

Tanmm 1.2.24. Bagl bir G ¢izgesinin Wiener indeksi W (G), G nin tiim siralt olmayan
biitiin koge ciftleri iizerindeki mesafelerin toplamidir.

Matematiksel kimya alanunda Wiener indeksi olduk¢a onemlidir. pu(G), degeri
hesaplanan ortalama uzakliga, esdegerdir.

1

1(G) = =W (G) (1.36)
(IV(G)|>

2

olarak ifade edilir. Klavzar ve Mollard (2011) Lucas kiiplerinin Wiener indeksini Lucas
sayilariyla asagidaki gibi ifade etmigtir.

Teorem 1.2.25. Herhangi n > 1 icin,
W(A,) =nFy_1F, 11 (1.37)
dir (Klavzar ve Mollard, 2011 ).

Teorem (1.37) yi kullanarak hesapladigimiz n < 11 i¢in Lucas kiiplerinin Wiener
indeksleri asagidaki Cizelge 1.3 verilmektedir.

Cizelge 1.3: n < 11 boyutu i¢in A, kiipiiniin Wiener indeksleri.

n 11273745 6 | 7 8 9 10 11
WA |04 [9]40] 120390 | 1176 | 3536 | 10395 | 30260 | 87120

Binet formiiliinii ve (1.37) kullanilarak, Lucas kiiplerinin ortalama uzaklig: icin bir
sonug elde edilmstir.

Sonug 1.2.26.
lim A(An) _ 2 (1.38)

n—oeo N 5

(Klavzar ve Mollard, 2011).

Tanim 1.2.27. Bir G c¢izgesinin ortalama digmerkezliligi (average eccentricity)

1 _
ViG], L,

ecc(G) =
esitligi ile tanimlanir.

14



Tamim 1.2.28. (Klavzar ve Mollard, 2014). A, ¢izgesinin ortalama dismerkezliliginin
limiti hesaplanmistir.
. ecc(A,)  5+V5
lim =
n—e n 10
dur (Klavzar ve Mollard, 2014).

(1.39)

1.2.4 Lucas kiiplerinde diizensizlige ait sonuclar

Tanim 1.2.29. Bir G cizgesinin diizenli (regular) olabilmesi icin tiim kogselerinin
derecesi aynit olmalidir.

Bir G cizgesinin diizensizligi (irregularity) ¢izgenin diizenli bir ¢izgeden ne kadar
farkli oldugunu olcen bir degismezdir. Hiperkiip, Q, cizgesinde tiim koselerin
dereceleri ayni oldugu i¢in bu ¢izge diizenli ¢izgedir.

Tamm 1.2.30. Bir G ¢izgesinin diizensizligi irr(G), bir diger ismiyle Albertson indeksi

irr(G) = Z |degc(u) —degg(v)| (1.40)
uveE (G)

dir.

Egecioglu ve dig. (2020) bu sonucu motivasyon olarak kullanmistir. Calismasinda
diizensizlik polinomunu Lucas kiipleri i¢in incelemislerdir. Lucas kiipleri icin
diizensizlik polinomunun Albertson indeksini ozellestirdigi ve |deg(u) — deg(v)]
hakkinda ek bilgiler sagladig goriiliir.

Tanim 1.2.31. I5(x) bir G ¢izgesinin diizensizlik polinomunu olsun.

Ix)= Y xldes(u)—deg(v)| (1.41)
uveE(G)

dir.

Teorem 1.2.32. [,(x) gdsterimi T, kiipiiniin diizensizlik polinomunu olsun.
Jn(x) = Ip, (x) gdsterimi A, kiipiiniin diizensizlik polinomunu belirtsin. Her n > 4 icin
Ay, cizgesinin J,(x) diizensizlik polinomu

Jn(x) = Jn+2(x) _Jn+1(x) _Jn(x) = n+l(x) _In(x) _In—Z(x) _In—3(x) (1.42)

olarak tanimlanmir: Burada Jy(x) = 0, Jo(x) = 2x, J3(x) = 3x% , J4(x) = 4x> 4+ 4, J5(x) =
5x% +10x ve Jg(x) = 6x% + 12x + 6 dir (Egecioglu ve dig., 2020).

Ornek 11. Ay kiipiiniin diizensizlik polinomu J4(x) = 4x*> 4 4 diir. Bu polinomdan
ctkarmamiz gereken u,v € Ay iken 4 kenar icin |deg(u) — deg(v)| farkinin 4 ve 4
kenar icin bu farkin 0 oldugudur.

Ag kiipiiniin diizensizlik polinomu Jg(x) = 6x*> + 12x + 6 dir. Bu polinomdan
ctkarmamiz gereken u,v € A¢ iken 6 kenar icin |deg(u) — deg(v)| farkimin 2, 12 kenar
icin farkin 1 ve yine 4 kenar icin bu farkin 0 oldugudur.
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Sonu¢ 1.2.33. A, ¢izgesinin J,(x) diizensizlik polinomlarimin {J,(x)},>0 dizisinin
lirete¢ fonksiyonu

y(e1(x)y+ 2 (x)y* +e3(x)y® + ca(x)y* +c5(x)y” +c6(x)y°+)
(1—y—y?)?

J(x,y) = (1.43)

dir. Burada,
c1(x) =2x

c2(x) =x(3x—4)
c3(x) =-2(x—1)(x+2)
ca(x) ==2(x—1)(3x—4)
cs(x) =2(x—1)(2x—1)
ce(x) =3(x—1)?
(Egecioglu ve dig., 2020).

Ayrica J,(x) x — 1 in katsayilariyla genigletilereck ve elde edilen katsayilari
sadelestirerek (Egecioglu ve dig., 2020) asagidaki sonucu elde etmislerdir.
Sonug 1.2.34. n > 4 icin A, ¢izgesinin diizensizlik polinomu J,(x)

Jo(x) = nF,_ 1 +2nF,_5(x— 1) +nF,_3(x— 1) (1.44)

=nk,_5+2nF,_4x+ I’an_3x2 (1.45)
Burada Jy(x) = 0,J2(x) = 2x ve J3(x) = 3x? dir.

A, ¢izgesinin diizensizlik polinomu J,,(x)’in her zaman n’nin bir kat1 ve bir integral
polinomu oldugu gozlemlenmistir. L, = |E(A,)| oldugu biliniyor. L, = nF,_; seklinde
gosterilebilir. J,,(x) tiirevi alinarak ve x — 1 yerine koyma metodu kullanilarak irr(A,,)
diizensizlik polinomu elde edilir. 1.45 A, nin diizensizligini vermektedir.

Sonug 1.2.35. n > 3 icin
irr(Ay) =2nF,_» =2L, 1 +2F, > (1.46)

(Egecioglu ve dig., 2020).
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2. BASKINLIK TiPi DEGISMEZLERI

Baskinlik probleminin dogusunun 1850 li yillarda Avrupa’ daki satranca merak duyan
insanlarin satrang tahtasina en az kag tane vezir yerlestirerek biitiin kareleri domine
edebiliriz merakina dayandigi bilinmektedir. Fakat baskinlik problemi yardimlagsma
dagitim gibi farkhh alanlara uyarlanabilmektedir. Bir pizzaci zincirini ele alalim.
Hizmet verdigi ilde maksimum 30 dakika i¢inde siparigleri ulastirmasi
beklenmektedir. Bu ilin mahallelerinin gosterildigi haritayr G ¢izge modeli olarak
kabul edersek, Oyle mahallelere pizzaci subesi yerlestirmeliyiz ki diger biitiin
mahallelere siparis yarim saat i¢inde ulastirilabilsin. Bu noktada maliyet acisindan en
az pizzaci gubesi ile biitiin mahallelere ulagilmas1 amaglanmaktadir. Pizzaci subesinin
hizmet vermesi i¢in seg¢ilen noktalar G cizgesinin kogeleri olsun. Bu koseler ¢izgenin
baskin kose kiimesini olusturmaktadir.

Tanmm 2.0.1. G = (V,E) ¢izge ve D kiimesi V noktalar kiimesinin alt kiimesi olmak
lizere u € V — D deki tiim noktalar, D’ deki her bir noktayla ya da D’ deki en az bir
noktaya komsu ise bu D kiimesine baskinlik kiimesi denir. Baskinlik kiimeleri arasinda
en az elemana sahip olan kiimenin eleman sayisina baskinlik sayist denir. Y(G) ile
gosterilir.

Ornek 12. Sekil 2.1 de 8 kise ve 8 kenarli bir G ¢izgesinin baskinlik kiimesinin farkl
durumlari gosterilmistir. Baskin kose kiimeleri kirmizi ile gosterilmektedir.

C e
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Sekil 2.1: G cizgesindeki olasi baskin kose kiimeleri

Sekil 2.1 de G = {a,b,c,d,e, f,g,h} ¢izgesi verilmektedir. 3 farkli olasi baskin kose
kiimeleri gosterilmistir. [k G ¢izgesinde kirmizi ile gosterilen koseler {b,d, £} dir. 2. G
cizgesinde ise kirmizi ile gosterilen koseler {a,d, h, g} koseleridir. 3. G ¢izgesinde ise
kirmzi ile gosterilen koseler {a, ¢, e, h, g} koseleridir. Her ii¢ sekilde de kirmizi ile ifade
edilen koseler baskin koselerdir. Fakat en az elemanli baskin kdse kiimesinin eleman
say1s1 bakinlik sayist oldugu i¢in G ¢izgesinin baskinlik sayis1 3 olarak bulunur.

2.1 Lucas Kiiplerinde Bilinen Baskinlik Tipi Degismezleri

Tam sayili dogrusal programlama yaklagimi, Lucas kiiplerinde bazi baskinlik
sayilarin1 hesaplamak i¢in kullanilmistir. Ilic ve Milosevic (2017) ¢alismasinda tam
say1 lineer programlamasini kullanarak » = 11 boyutuna kadar Lucas kiiplerinin
baskinlik sayisini, 2-paketlenme sayisint  ve bagimsiz baskinhik sayilarmi
hesaplamiglardir. ¥(Ag) i¢in Castro ve dig. (2011) calismasinda iist sinir olarak
verilen 16 sayisinin ise ¥(Ag) = 16 oldugu Ilic ve Milosevic (2017) de dogrulanmustir.
Baskinlik sayisi ile ilgili ¢alismalara bakildig1 zaman Saygi (2020) tarafindan Lucas
kiiplerinin biitiin kdselerinin derece bilgileriyle ilgili daha fazla ayrinti veren yukari -
asag81 derece polinomlari (up - down degree polynomials) calisilmigtir. Saygi (2020)
bu polinomlarin tam sayr lineer programlamasi ile elde edilen optimizasyom
probleminden cok daha az sayida de8isken ve kisit verdigini gozlemlemistir. Bu
polinomlar sayesinde Lucas kiiplerinin baskinlik sayist i¢in yukarida inceledigimiz
optimizasyon probleminden daha 1yi alt smir veren optimizasyon problemi
tammlanmustir. Ornek vermek gerekirse Agg icin degiskenlerin sayismin 58 ve
kisitlarin sayisinin 14 olarak belirlenmistir. Bu say1 tam say1 lineer programlamas ile
Apg icin 271443 e esittir. Bunlarin yaninda Saygi (2020) A, i¢in 12 < n < 26 olmak
tizere NEOS Sunucusunda CPLEX kullanarak tam sayili dogrusal programlama
problemini calistirmistir ve 0,02 saniyeden daha kisa bir siirede sonuglara ulagmistir.
Literatiirii inceledigimiz zaman Castro ve dig. (2011) calismasinda n = 10 boyutuna
kadar A, i¢in 2 - kutulama sayis1 elde edilmistir. Daha sonrasinda Ilic ve Milosevic
(2017) yaptiklar1 c¢alismalarinda tam sayi1 lineer programlama kullanarak n = 12
boyutuna kadar olan A, Lucas kiiplerinin 2 - kutulama sayilarini elde etmislerdir.
Bagimsiz baskinlik sayisi ile ilgili bulunan sonuclara baktigimiz zaman Ilic ve
Milosevic (2017) calismasinda n < 11 i¢in Lucas kiiplerinin bagimsiz baskinlik
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sayilarii da gelistirmeyi basarmiglardir. Bir G ¢izgesinin toplam baskinlik sayis,
%(G) ilk kez Cockayne ve dig. (1980) de cahgilmistir. n < 12 igin NEOS
Sunucusunda CPLEX kullanarak Saygi(2020) tarafindan lineer tam say1
programlamasi uygulanarak %(A,) degerleri elde edilmistir. Ayrica n < 12 olmak
tizere 49 < y(A12) < 54 sinirlamasi yapilmistir. Bu sinirlarin bulunmasinin yaklagik 2
saat siirdiigii belirtilmektedir. n < 11 i¢in A,, degerleri daha oncesinde bilinmektedir.
Simdi bu paragrafta bahsedilen ve heniiz tanitilmayan kavramlari tanimlayalim.

G bir ¢izge olsun. X kiimesinin herhangi farkli u ve v koseleri igin d(u,v) > 2 ise
X C V(G) kiimesine 2-packing denir. 2-packing say1si, p(G), G ¢izgesinin 2-packing
kiimesinin eleman sayisinin en biiyiigiidiir. G bir ¢izge olmak iizere bagimsiz kiime
veya kararli kiime icerdigi koselerin herhangi ikisi komsu olmayan koseler kiimesidir.
G c¢izgesinin bagimsiz baskinlik sayist i(G), en kii¢iik baskin kiimenin boyutudur.
7(G) < i(G) ile gosterilir. Toplam baskinlik sayis1 sadece izole kdsesi bulunmayan,
farkli bir anlatimla bagh ¢izgeler icin tanimlanmaktadir. Her toplam baskin kiime ayni
zamanda baskin kiimedir. Bundan dolay: y(G) < %(G) saglanmaktadir. Buraya kadar
elde edilen hesaplama sonuclarinin hepsi Cizelge 2.1, Cizelge 2.2, Cizelge 2.3 ve
Cizelge ?? de toplanmugtir.

Cizelge 2.1: n < 12 i¢in A, i¢in bazi baskinlik sayilar1 (Castro ve dig. (2011),
Ilic ve Milosevic (2017), Sayg1(2020))

n [1]2[3]4[5]6]7]8 ]9 10][11] 12
%A | 1223479 13][19]27 41| 38
i(Ay) |11 [1[3[4]5[8[11[17]24]35

p(A) |11 [1[2]3[5]6]| 8 |13]18]26] 38
YA | T[T [1[3[4[5][7|11]16]23]35|49—54

Cizelge 2.2: 13 < n < 17 i¢in A, i¢in baz1 baskinlik sayilar1 (Sayg1(2020))

n 13 14 15 16 17
Yi(An) | 77—95 | 101 — 145 | 151 —231 | 225362 | 340 —567
Y(An) | 61 —86 | 89—132 | 134—215 | 203 —340 | 310 —555

Cizelge 2.3: 18 < n <22 i¢in A, icin baz1 baskinlik sayilar1 (Sayg1(2020))

n 18 19 20 21 22
Y (An) | 514—909 | 787 — 1450 | 1205 — 2345 | 1862 — 3795 | 2893 — 6140
Y(An) | 471 —895 | 725—1450 | 1114 —2345 | 1724 —3795 | 2686 — 6140

Cizelge 2.4: 23 < n < 26 igin A, icin baz baskinhk savilan (Saygi(2020))

n 23 24 25

26

AT

4490 — 9935

6794 — 16075

10839 — 26010

16838 — 42082

YA

4184 — 9935

6519 — 16075

10163 — 26010

15835 — 42085
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2.2 Lucas Kiiplerinde Yeni Baskinlik Tipi Degismezleri
2.2.1 Lucas kiiplerinde esli baskinlik sayisi

Esli baskinlik sayisinin gegmisini ve ilk c¢ikigini arastirdi§imiz zaman kargimiza
Haynes ve Slater (1998) calismasi1 ¢ikmaktadir. Egli baskinlik sayis1 ve baskinlik
sayist arasindaki iligkiyi inceleyen ve elde ettikleri sayisal sonuglarin verildigi bir
calismadir. Daha sonrasinda (Azarija ve dig., 2018) makalesinde esli baskinlik
say1smi Fibonacci kiiplerinde ¢alismis ve optimizasyon problemini kullanarak n < 10
boyutuna kadar sayisal degerler elde etmiglerdir. Lucas kiiplerinde ise esli baskinlik
sayist daha once calistlmamugtir. Ik olarak tanimina bakalim. Daha sonrasinda
orneklerle detaylandiralim.

Tamm 2.2.1. G bir ¢izge olsun. Esli baskinlik sayist (paired domination number),
Yp(G), en kiiciik baskin kiime S C V(G) kiimesinin eleman sayisidir. S tarafindan
olusturulan cizge miikemmel eslesme icermelidir.

Tanim 2.2.2. Bir G cizgesinde miikemmel eslesme (perfect matching) cizgenin tiim
kogselerini esleyen bir eslesmedir. Bir baska deyisle, eger cizgedeki her kose eslesmenin
bir kenarina ait ise bu eslemeye miikemmel eslesme denir.

Esli baskinlik sayisini daha iyi anlayabilmek icin 6ncelikle Lucas kiiplerinde n = 3 ve
n = 4 boyutlarinda inceleyelim.

Ornek 13. K; = {000,100} kiimesi A3 icin baskin kiime oldugunu biliyoruz. Ayrica
K kiimesinin olusturdugu ¢izge miikemmel eslesmeyi sagladigindan dolayr A3 icin K|
kiimesini egli baskin kiime olarak kabul edebiliriz. O halde 7y,(A3) = 2 dir. Sekil 2.2 de
kirmuzi renk ile gosterilen Ky kiimesidir.

100

010 000 001

Sekil 2.2: Az kiipii icin egli baskin kiime 6rnegi

K, = {1000,0000,0001,0101} ve K3 = {0010,0000,0001,0101} kiimelerinin
olusturdugu cizge miikemmel eslesmeyi sagladigindan dolayt A4 icin K, ve K3
kiimelerini olast esli baskin kiimeye érnek olarak verebiliriz. O halde Y,(A4) = 4 diir.
Sekil 2.3 de kirmizi renk ile gosterilen koseler sirasiyla Ky ve K3 kiimelerinin
elemanlaridrr.
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0100 0101 0100 0101

0010 0000 0001 0010 0000 0001

1010 1000 1010 1000

Sekil 2.3: A4 kiipii icin olasi esli baskin kiime 6rnekleri

Azarija ve dig., 2018 makalesinde bir ¢izgenin esli baskinlik sayisini tam sayili lineer
program kullanarak belirleme ¢aligmalari sonucunda optimizayon problemi literatiire
sunulmustur. Bu modelleme G cizgesinin esli baskin kogse kiimesi tarafindan
olusturulan ¢izgesinde e € E(G) kenarmim mevcut olup olmadigim: gosteren bir ikili
degisken x, tanmimlanmaktadir. Lucas kiiplerinde daha biiyiik boyutlarda esli baskinlik
sayismin sayisal sonuglarina ulagsmak i¢in bu optimizsyon problemini kullanacagiz.
Sonuglart vermeden 6nce kisaca modellemeyi agiklayalim.

¥(G) = min (2 ) xe> 2.1)

e€E(G)
Kisitlar:
Her veV(G) igin Y xw <1, (2.2)
ueN(v)
Her veV(G) igin Y )Y x>t (2.3)

ueN(v) weN (u)

Cizgenin esli baskin kdsenin kiimeleri yukarida tanimlanan x, degiskeninin belirttigi
kenara ait ise bu koselere 1 sayisi atanir eger degilse 0 atanmaktadir. (2.1) de ifade
edilen ise esli baskinlik sayisinda kose kiimesinin eleman sayisini baz aldigimiz icin
elde edilen toplamin 2 katim1 almamiz gerektigidir. (2.2) ve (2.3) ise kisitlar
belirtmektedir. Lucas kiiplerinde n < 10 olmak iizere egli baskinlik sayilarinin kose
ciftlerini gostermek icin Lucas kiiplerinin Fibonacci kiiplerinden olusumunu ve
yinelemeli yapisimi kullanarak kose kiimelerini gosterdik. n = 11,12, ve n = 13 i¢in
sirastyla L1 = 199, L, = 322 ve Lj3 = 521 kisita sahip oldugundan kesin degerler 1
saatlik siirede elde edilememistir bu sebeble biz elde ettigimiz en iyi alt ve iist sinirlar
verdik. Sinirlar ile birliktr Cizelge 2.4 de Lucas kiiplerinde n < 10 olmak iizere elde
ettigimiz egli baskinlik sayisi1 degerleri ile birlikte verilmektedir.

Cizelge 2.4: n < 13 boyutu i¢in A, kiipiiniin esli baskinlik sayilari.

n 213(4|5]6| 7|89 110 11 12 13
Yo(An) |2 12146 |8[10] 14|20 |28 |40—-42|56—62 | 80—98
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Bu modellemeden faydalanarak 1 saatlik siire sonunda buldugumuz sonuclara gore
n < 10 icin x, degiskeninin belirttigi kenarin hangi koselere 1 sayisi atandigint hangi
koselere O atandigini ayrintili olarak verecegiz. Burada Vi, 1 degerini alan kose
ciftlerini Vj ise o degerini alan koseleri ifade etmektedir. Cizelge 2.5, Cizelge 2.6,
Cizelge 2.7, Cizelge 2.8, Cizelge 2.9 da sirasiyla n = 2,3,4,5 ve n = 6 i¢in Lucas
kiiplerinde Vj ve V| kiimelerinin elemanlarini gosterdik.

Cizelge 2.5: A; kiipiinde x, degiskeninin belirttii kenara ait kose ciftleri 1 adet oldugu
i¢in Y, (A2) = 2 oldugu goriilmektedir.

n =2 | Kiime elemanlar1
Vi {01 <> 10}
Vo V(A2)\ V1

Cizelge 2.6: Aj kiipiinde x, degiskeninin belirttigi kenara ait kose ¢iftleri 1 adet oldugu
i¢in Y, (A3) = 2 oldugu goriilmektedir.

n=3 | Kime elemanlari
Vi {000 «+» 100}
Vo V(A3) \ Vi

Cizelge 2.7: A4 kiipiinde x, degiskeninin belirttigi kenara ait kose ciftleri 2 adet oldugu
i¢in ¥,(A4) = 4 olmaktadir.

n=4 Kiime elemanlari
Vi {0100 <> 0101,1000 <« 1010}
Vo V(A4)\ V)

Cizelge 2.8: As kiipiinde x, degiskeninin belirttii kenara ait kose ciftleri 3 adet oldugu
i¢in Y, (As) = 6 olmaktadir.

n=>5 Kiime elemanlari
Vi {00000 <« 10000,00001 «+» 00101,00010 <> 10010}
Vo V(A4)\ V1

Cizelge 2.9: Ag kiipiinde x, degiskeninin belirttigi kenara ait kose ciftleri 4 adet oldugu
i¢in Y, (A¢) = 8 olmaktadir.

n==~6 Kiime elemanlar:

Vi {001000 <+ 001010,010000 <> 010010,
010001 <> 010101, 100000 «+» 100100}
Vo V(As) \ W1

Asagida Cizelge 2.10, Cizelge 2.11, Cizelge 2.12, Cizelge 2.13 de sirastylan =7,8,9
ve n = 10 i¢in Lucas kiiplerinde kose ciftlerinin esli baskinlik fonksiyonundaki
degerleri yani V) ve V| kiimelerinin elemanlar1 yer almaktadir.

22



Cizelge 2.10: Ay kiipiinde x, degiskeninin belirtti§i kenara ait kose ciftleri 5 adet
oldugu i¢in ¥, (A7) = 10 olmaktadir.

n=717 Kiime elemanlar1
Vi {0000001 <+ 0000101,0000010 <« 0001010,
0000100 <« 0010100,0001000 <+ 0101000,0010000 <> 1010000}
Vo V(A7) \ V1

Cizelge 2.11: Ag kiipiinde x, degiskeninin belirttigi kenara ait kose ciftleri 7 adet
oldugu i¢in ¥, (Ag) = 14 olmaktadir.

n=2_8 Kiime elemanlari
Vi {00000100 «++ 00000101,00001000 <+ 01001000,
00100000 « 00100001,00001010 <> 01001010,01010000 <+ 01010001,
10010000 <+ 10010010, 10100000 <+ 10100010}
Vo V(As) \ Vi

Cizelge 2.12: Ag kiipiinde x, degiskeninin belirttigi kenara ait kose ciftleri 10 adet
oldugu i¢in ¥,(A9) = 20 olmaktadir.

n=9 Kiime elemanlari

Vi {000000010 «++ 010000010,000000101 <« 000100101,
000101000 <« 000101010,001001000 < 001001001,
001010000 <« 001010100,010000000 <+ 010001000,
100000000 < 100000100,010010001 <> 010010101,
100000010 < 101000010,010100000 <+ 010100001 }
Vo V(Ag)\ Vi

Cizelge 2.13: Ao kiipiinde x, degiskeninin belirttigi kenara ait kose ciftleri 14 adet
oldugu i¢in y,(A19) = 28 olmaktadir.

n=10 Kiime elemanlari

Vi {0000000101 <+ 0000100101,0000001001 <+ 0000101001,
0000001010 <« 0000101010,0000010001 <« 0000010101,
0000010010 < 0001010010,0001001010 <« 0101001010,
0010000000 < 0010100000,0100000000 <+ 0100100000,
0101000001 < 0101000101,0101010000 <+ 0101010100
1000001010 < 1010001010, 1000100000 <+ 1010100000,
1001000000 «++ 1001000100, 1010010000 «++ 1010010100}
Yo V(A1) \V1

2.2.2 Lucas kiiplerinde isaretli baskinhk sayisi

Isaretli baskinlik sayisinmn ilk ¢ikigini arastirdigimizda karsimiza Dunbar ve dig.
(1995) calismast c¢ikmaktadir. Daha sonrasinda isaretli baskinlik tipi cesidi
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ozellestirilmis bazi cizgelerde dahil olmak {iizere herhangi G cizgesindeki sayisal
degerlere ve smirlara ulagilmak i¢in detayl bir sekilde calisilmistir. Azarija ve dig.
(2018) de isaretli baskinlik sayisin1 Fibonacci kiiplerinde calismis ve tanimlanan
optimizasyon problemi sayesinde n < 10 boyutlar1 icin sayisal degerler elde
etmiglerdir. Egli baskinlik sayisinda oldugu gibi Lucas kiiplerinde daha once
caligtimamustir. Ik olarak tanimina bakalim sonra Orneklerle detaylandirmaya
calisalim.

Tamim 2.2.3. G bir ¢izge ve [ : V(G) — {—1,1} seklinde tamimlansin. Her v € V(G)
icin Nv] = {v}U{u : uv € E(G)} ifadesi v kosesinin kapali komsulugu olarak
tamumlaniyor. Eger Z f(u) > 1 saglaniyorsa f isaretli baskin fonksiyon olarak
UEN|Y]
adlandinlir. Isaretli baskinlik sayist ise , ¥(G), G ¢izgesinin biitiin isaretli baskin f
fonksiyonlarmmin toplaminin, Z f(v), alabilecegi minimum deger olarak ifade
veV(G)
edilir. Dunbar ve dig. (1995)

Isaretli baskinhik sayisii simdi Lucas kiiplerinde n = 3 ve n = 4 boyutlarinda
inceleyelim.

Ornek 14. Az kiipiinde koselerin f fonksiyonu altindaki  goriintiilerini  dyle
verlestirmeliyiz ki her kosenin kapali komsulugundaki kogselerin [ fonksiyonu
altindaki goriintiileri toplami en az 1 olmalidir. Dolayisiyla ¥;(A3) = 4 oldugu Sekil
2.4 de goriilmektedir.

Sekil 2.4: Az kiipii icin bir isaretli baskin f fonksiyonu

A4 kiipii icin isaretli baskinlik sayisini bulmak istedigimizde koselerin f fonksiyonu
altindaki goriintiilerini Sekil 2.5 deki gibi yerlestirerek toplamlarimin minimum
degerine ulagabiliriz. Dolayistyla ¥s(A4) = 3 oldugu goriilmektedir.
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Sekil 2.5: A4 kiipiinde bir igaretli baskin f fonksiyonu

Benzer sekilde, isaretli baskinlik sayisint modellemek icin Azarija ve dig. (2018)
caligmasinda, her v € V(G) kosesiyle baglantili bir sekilde v’ye sirali bir sekilde 1
veya —1 gOriintlisiiniin verilip verilmedigini gosteren bir x, ikili degiskeni
tamtilmistir. f fonksiyonunda v kdsesinin isaretli baskinlik goriintiisii —1 ise x, =0, 1
ise x,, = 1 olmak iizere, asagidaki tam say1il1 lineer programlama modeli sunulmusgtur.

min Y (2x,—1) (2.4)
veV(G)
Kisit:
vE€V(G) olmak iizere Z (2x,—1)>1 (2.5)
ueN|[v

Burada (2.4) herhangi bir G ¢izgesindeki her v kdsesinin isaretli baskin f fonksiyonu
goriintiisii altindaki aldig1 degerlerin toplaminin minimum degerini belirtmektedir.
(2.5) kisitindan c¢ikarmamiz gereken tanimda ifade edilen her v kosesinin kapali
komgulugunda yer alan biitiin koselerin isaretli baskin f fonksiyonu altindaki
goriintiileri toplaminin en az 1 e esit yada biiylik olmas1 gerektigini gostermektedir.
(2.5) esitsizlikleri ile verilen kisitlar altinda (2.4) deki amag¢ fonksiyonu degerleri
Lucas kiipleri i¢in hesapladigimizda Cizelge 2.14 deki sonuglar: elde ettik.

Cizelge 2.14: n < 13 boyutu i¢in A, kiipliniin isaretli baskinlik sayilari.

n |2]3|4]5]6]7]8]9]10] 11 12 13
%(As) | 3|43 5|6 |13|15]20] 35 | 57-59 | 72-86 | 103-139
VA |3 471118294776 123 | 199 | 322 | 521

Bu modellemeden faydalanarak buldugumuz sonuglara gore Lucas kiiplerinde n < 10
olmak iizere f fonksiyonunda v kosesinin isaretli baskinlik goriintiisii —1 oldugu
zaman x, = 0, 1 oldugunda ise x, = 1 olmak iizere i¢in hangi koselerin —1 hangi
koselerin 1 degerini aldigimi belirttik. 11 < n < 13 i¢in toplam degisken ve kisit
sayilart sirastyla L1y = 199, L1, = 322 ve Lj3 = 521 oldugundan kesin degerler 1
saatlik siirede elde edilememistir bu nedenle elde etti§imiz en iyi alt ve iist sinirlari
verdik. Cizelgelerde Vj olarak verilen kiimedeki koseler —1 degerini, V| olarak
belirtilen kiimedeki koseler ise 1 degerini almaktadir.
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A, kiipiinde goriintiisii —1 olan kdse yoktur. A, kiipliniin 3 kosesi de 1 degerini
almaktadir. Dolayisiyla 75(Az) = 3 oldugu Cizelge 2.15 da goriilmektedir.

Cizelge 2.15: A; kiipiiniin koselerinin Isaretli baskinlik fonksiyonu goriintiileri

n =2 | Kiime elemanlar1

Vo {0}
Vi V(A)\ Vo

A3 kiipiinde goriintiisii —1 olan kose yoktur. A3 kiipliniin 4 kosesi de 1 degerini
almaktadir. Dolayisiyla 95(A3) = 4 oldugu Cizelge 2.16 de goriilmektedir.

Cizelge 2.16: A3 kiipiiniin koselerinin Isaretli baskinlik fonksiyonu goriintiileri

n =3 | Kime elemanlari
Vo {0}
Vi V(A2)\ Vo

A4 kiipiinde goriintiisii —1 olan 2 kdse vardir. A4 kiipiiniin geriye kalan 5 kosesi de 1
degerini almaktadir. Dolayisiyla % (A4) = 3 oldugu Cizelge 2.17 de goriilmektedir.

Cizelge 2.17: A4 kiipiiniin koselerinin Isaretli baskinlik fonksiyonu goriintiileri

n =4 | Kime elemanlari
Vo {0101,1010}
Vi V(A4)\ Vo

As kiipiinde goriintiisii —1 olan 3 kose vardir. As kiipiiniin geriye kalan 8 kosesi de 1
degerini almaktadir. Dolayisiyla % (As) = 5 oldugu Cizelge 2.18 da goriilmektedir.

Cizelge 2.18: As kiipiiniin koselerinin Isaretli baskinlik fonksiyonu goriintiileri

n=>, Kiime elemanlari
Vo {00001,00010, 10100}
Vi V(As)\ Vo

Ag kiipiinde goriintiisii —1 olan 6 kdse vardir. Ag kiipiiniin geriye kalan 12 kosesi de 1
degerini almaktadir. Dolayisiyla %5(Ag) = 6 oldugu Cizelge 2.19 de goriilmektedir.

Cizelge 2.19: Ag kiipiiniin koselerinin Isaretli baskinlik fonksiyonu goriintiileri

n==~6 Kiime elemanlari
Vo {000000,001001,010010,010101, 100100, 101010}
Vi V(As) \ Vo

A7 kiipiinde goriintiisii —1 olan 8 kose vardir. A7 kiipiiniin geriye kalan 21 kosesi de 1
degerini almaktadir. Dolayisiyla ¥(A7) = 13 oldugu Cizelge 2.20 de goriilmektedir.
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Cizelge 2.20: A7 kiipiiniin koselerinin Isaretli baskinlik fonksiyonu goriintiileri

n=7 Kiime elemanlari

Vo {0000000,0001001,0010101,0100101,
0101010,1001010,1010010,1010100}
Vi V(A7) \ Vo

Ag kiiplinde goriintiisii —1 olan 16 kdse vardir. Ag kiipiiniin geriye kalan 31 kosesi de
1 degerini almaktadir. Dolayisiyla %5(Ag) = 15 oldugu Cizelge 2.21 de goriilmektedir.

Cizelge 2.21: Ag kiipiiniin koselerinin Isaretli baskinlik fonksiyonu goriintiileri

n=23_8 Kiime elemanlari
Vo {00000000,00000100,00010000,00010001,00100001,00100010
00101010,01000101,01001001,01001010,01010010,01010101,
10000010, 10001000, 10100100, 10101000}
Vi V(As)\ Vo

Ay kiipiinde goriintiisii —1 olan 28 kose vardir. Ag kiipiiniin geriye kalan 48 kosesi de
1 degerini almaktadir. Dolayisiyla 5(Ag) = 20 oldugu Cizelge 2.22 de goriilmektedir.

Cizelge 2.22: Ag kiipiiniin koselerinin Isaretli baskilik fonksiyonu goriintiileri

n=9

Kiime elemanlari

Vo | {000000000,000000101,000001010,000010100,000100101,000101000,
000101001,001000101,001001010,001010000,001010001,001010010,
010000001,010001001,010001010,010010001,010010100,010100000,
010100010,010100100, 100000010, 100010010, 100010100, 100100010,

100101000, 101000100, 101001000, 101000000}

Vi

V(A9) \ Vo

Ao kiipiinde goriintiisii —1 olan 44 kdse vardir. Ajg kiipiiniin geriye kalan 79 kosesi de
1 degerini almaktadir. Dolayisiyla % (Ajo) = 35 oldugu Cizelge 2.23 de goriilmektedir.

Cizelge 2.23: A kiipiiniin koselerinin Isaretli baskinlik fonksiyonu goriintiileri

n=10

Kiime elemanlari

Vo

{0000000000,0000000100,0000001000,0000001010,0000010010,
0000100010,0001000100,0001000101,0001001001, 0001010000,
0001010001,0010000000,0010001001,0010010001,0010010010,
0010010101,0010100010,0010100100,0010100101,0010101001,
0100000000,0100000101,0100010000,0100010101,0100100010,
0100100101,0100101000,0100101001,0101000010,0101001001,
0101001010,0101010000, 1000010010, 1000010100, 1000100000,
1000100100, 1000101000, 1001000000, 1001000010, 1001001000,
1010000000, 1010001010, 1010010100,1010101010}

V(A10) \ Vo
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2.2.3 Lucas kiiplerinde roman baskinlik sayilari

Roman baskinlik sayisinin motivasyon Milattan sonra Roma Imparatorlugu nu
korumak icin bir savunma stratejisinden dogmustur. Roman baskinlik problemini
sadece savunma stratejisi olarak diisiinmemeliyiz. Genel olarak dagitim ve kargolama
problemlerine de kolaylikla uyarlanabilir. Ornegin, bir sehrin veya mahallenin online
market uygulamalarinin iirlin deposu veya e ticaret sitelerinin kurye merkezi
ihtiyaclarinin hizli ve hicbir aksaklik olmadan yiiriitiilmesi icin hangi noktalarin
secilmesi gerektigi problemine uyarlanabilir. Bir ilceye bagli biitiin mahalleleri goz
ontine alalim. Diyelim ki bazi mahallelerde iiriin deposu olmasm. Eger bu
mabhallelerin komgularindan en az birinde 2 iiriin deposuna sahip ise herhangi bir
ihtiya¢ durumunda bu birimler birer iiriin deposunu imkani olmayan bu mahallelerin
kullanimina agabilirler. Boylelikle bu iirlin deposu alt yapisina sahip mahalleler
herhangi bir sikinti cekmeden imkanlari olmayan diger mahallelerin ihtiyaglarmi
giderebilirler. Hatta ayn1 anda iki farkli mahallenin depo kulllanimma ihtiyaci varsa
bu iki mahallenin ortak komsulugunda olan ve en az 2 depoya sahip mahalle her iki
mahalleye de ayn1 zamanda iiriin deposunu kullanima agabilir. Bu sekilde ihtiyaglarin
giderilmesi bir Roman tipi baskinlik problemi olarak agiklanabilir.

Bir G cizgesindeki her kose bir ilgedeki mahalleleri gostersin. Bir v kosesi iiriin
deposuna sahip degilse Roman baskinlik fonksiyonu, f, degeri O dir. Yani f(v) =0
olur. Eger G ¢izgesindeki bir v kosesi iiriin deposuna sahip ise f(v) € {1,2} dir. Bir v
kosesinden depoya sahip olmayan komsu bdlgenin kullantmina agmadan Once
f(v) = 2 oldugu kontrol edilmelidir. Maliyeti azaltmak ama ayni zamanda biitiin
mabhallelerin iiriin ihityaclarini hizli bir sekilde giderebilmek ise f fonksiyonunun
agirhigi olan w(f) ile ifade edilir. w(f) = Z f(v) dir ve dolayisiyla amag bu toplamin

veV

en az degerine ulasmaktir (Henning ve Hegetniemi, 2003).

Roman baskinlik sayisi, Cift roman baskinlik sayist ve zayif roman baskinlik
sayismin sayisal Ozellikleri ve bulununan smirlart Yilmaz (2022) caligmasinda
incelenmigtir. Yilmaz (2022) caligmasinda roman baskinlik sayisi, Cift roman
baskinlik sayist ve zayif roman baskinlik sayisinin optimizasyon problemleri
bilgisayar ortaminda calistirilarak Fibonacci kiiplerinde incelemis ve Roman
baskinlik sayis1 icin n < 10 boyutuna kadar kesin degerleri elde edebilirken
n = 11,12,13 boyutlart i¢in smir degerler elde edilmistir. Zayif roman baskinlik
sayist icin n < 8 boyutuna kadar kesin degerleri elde edebilirken n =9,10,11,12,13
boyutlar icin smir degerler elde edebilmistir. Cift roman baskinlik sayisi icin ise
n < 10 boyutuna kadar kesin degerleri elde edilirken n = 11,12, 13 boyutlart icin sinir
degerler elde edilmistir.

Biz bu tezde Roman baskinlik degigmezinin, Cift roman baskinlik degismezinin ve
Zayif roman baskinlik degismezinin optimizasyon problemlerini Lucas kiipleri i¢in
bilgisayar ortaminda calistirarak elde ettigimiz degerleri ve sinirlar verecegiz.

Tamm 2.2.4. G bir ¢izge ve f:V — {0,1,2} fonksiyonu G iizerinde bir fonksiyon
olsun. f(u) =0 olan her u kosesi en az bir tane f(v) = 2 olan bir v kisesine komguysa
[ fonksiyonu Roman baskinlik fonksiyonu olarak tanimlanar.

Tanmm 2.2.5. Roman baskinlik fonksiyonunun agirligt w(f) = Z f(v) dir. G

veV
cizgesinin Roman baskinlik sayisi Roman baskinlik fonksiyonunun agirligimin en

kiiciik degeridir ve Yg(G) ile gosterilir.
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Onerme 2.2.6. Herhangi bir G cizgesi icin,
Y(G) < 1&(G) < 2Y(G) (2.6)
esitsizligi saglanmaktadir. (Cockayne ve dig., 2004).

Onerme 2.2.7. Kise sayisi n ve en biiyiik derecesi A olan herhangi G ¢izgesi icin,

2n
ATl < 1&(G) (2.7)

esitsizligi saglanmaktadir. (Cockayne ve dig., 2004).

Roman baskinlik degismezinin literatiirde olusturulmus 4 farkli tam sayi lineer
programlama bulunmaktadir. Ik lineer programlama problemi %% olarak
isimlendirilmistir. Bu lineer problem Revelle ve Rosing (2000) tarafindan
calistlmisgtir. %7 ¥ formiilasyonu olarak bilinen problem Burger ve dig. (2013)
tarafindan  kullanilmisti. Daha sonrasinda bu optimizasyon problemlerinin
gelistirilmis versiyonlar1 yapilmistir. Bizim bu calismamizda Z% ve BV YV
formiilasyonlarin1 ac¢iklanmaktadir. Fakat Lucas kiiplerindeki sonuglarini elde
edebilmek icin A% ¥ formiilasyonunu kullandik.

A% Formiilasyonu f : V — {0,1,2} ye tanmimlanan f fonksiyonu ve i € V igin
degiskenler su sekilde tanimlanir.

I, f(i)>1 ise I, f(i)=2 ise
0, diger durumlarda Y 0, diger durumlarda

Roman Baskinlik Probleminin Z.% formiilasyonu asagidaki sekilde tanimlanabilir:

min Z X + Z Vi (2.8)
eV 121
Kisitlar:
xi+ Y yj=1, iev (2.9)
JEN;
yi<xi, i€V (2.10)
x,yi€{0,1}, ieV (2.11)

(2.8) de verilen amag fonksiyonu mahallelerde kullanilan toplam iiriin depo sayisini
ifade etmektedir. (2.9) deki kosullar her mahallede depo oldugunu veya komsu
mahallelerde iki depoya sahip mahalle oldugunun garantisini vermektedir. (2.10) da
iki depoya sahip bolgede bir aksama olmayacagini ifade etmektedir. Karar
degiskenleri x; ve y;, (2.11) kosulu tarafindan ikili olarak korunmaktadir. Z%
formiilasyonu 2|V| ikili degisken ve 2|V | adet kosul icermektedir.

PV Y formiilasyonu f : V(G) — {0, 1,2} kiimesine tanimlanan f fonksiyonu i¢in

I, f(i)=1 ise I, f(i)=2 ise
Xi = . i= .
0, diger durumlarda Y 0, diger durumlarda

BV Y tam sayi lineer programlamasinda V; kiimesi x; = 1 olan koseler iken V;
kiimesi y; = 1 olan koselerin temsil edildigi kiimeleri gostermektedir. V kiimesi
V(G)\ (V1 UV;) olmak tizere (2.13), (2.14) ve (2.15) kosullarinin altinda (2.12) teki
elde edilebilecek minimum deger bir G cizgesinin Roman Baskinlik sayisin
vermektedir.
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mianH—ZZy,- (2.12)

eV eV
Kisitlar:
i€V igin  xityi+ ) yi>1, (2.13)
JEN;
ieV igin xi+yi<l1, (2.14)
i€V igin  x;,y; €{0,1} (2.15)

(2.12) verilen amac¢ fonksiyonu mahallelerde kullanilan toplam iiriin depo sayisini
gosterir. (2.13) kisiti iiriin deposu olmayan mahallenin komsu mahallelerinde iki
depoya sahip en az bir mahalle oldugunun garantisini vermektedir. (2.14) kosulu bir
mahalleye ya 1 depo ya da 2 depo yerlestirebilecegimizi bunun sonucunda x; + y;
toplaminin en fazla 1 degeri alabilecegini gostermektedir. Karar degiskenlerimiz x; ve
vi» (2.15) kosulu tarafindan ikili olarak korunmaktadir. 2% ¥ formiilasyonu 2|V | ikili
degisken ve 2|V| adet kosul icermektedir.

Asagida n < 11 boyutuna kadar A7 ¥ formiilasyonundan faydalanilarak Lucas
kiipleri i¢in elde edilmis degerleri ve karar degiskenini olusturan bu koselerin
fonksiyonda hangi kiimeye ait oldugunu gosterdik. 12 < n < 13 boyutlarinda kdse
kiimeleri ¢ok fazlar arttig1 igin bilgisayar ortaminda 1 saat gibi bir siire ¢aligtirarak
sinir degerlerini belirledik. Bu karar degiskenlerinin Lucas kiiplerinde hangi koseleri
temsil ettiginin belirlenmesinde ise Fibonacci kiiplerinin temel ayrigim prensibi ve
Lucas kiiplerinin Fibonacci kiiplerinden olusan yinelemeli yapisindan yararlandik.

Cizelge 2.24 den {00} kosesinin V; kiimesine ait oldugunu Sekil 2.6 da ise bu kdsenin

A; kiipiinde gosterimi verilmigtir. Dolayisiyla Yg(Az) = 2 oldugu goriilmektedir.

Cizelge 2.24: A, kiiptiniin &7 ¥ formiilasyonundaki Vi, V, ve Vy kiimelerinin
elemanlari.

n =2 | Kiime Elemanlari
Vi 0
V2 {00}
Vo V(Az) \ (Vl U Vz)

0 2 0

Sekil 2.6: A, kiipiindeki Roman baskinlik fonksiyonu degerleri

Cizelge 2.25 den {000} kosesinin V, kiimesine ait oldugunu Sekil 2.7 de ise bu kdsenin
A3 kiipiinde gosterimi verilmistir. Dolayisiyla Yg(A3) = 2 oldugu goriilmektedir.
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Cizelge 2.25: A3z kiiptinin &7 # formiilasyonundaki Vi, V, ve V; kiimelerinin
elemanlari.

n =73 | Kiime Elemanlar1
Vi 0
Vs {000}
Vo V(A3)\(Vl UVZ)

0 2 0
Sekil 2.7: Az kiipiindeki Roman baskinlik fonksiyonu degerleri

Cizelge 2.26 den {0101,1010} koselerinin V; , {0000} kosesinin ise V; kiimesine ait
oldugunu Sekil 2.8 de ise bu koselerin A4 kiiplinde gdsterimi verilmistir. Dolayistyla
Yr(A4) = 4 oldugu goriilmektedir.

Cizelge 2.26: A4 kiiptiniin A7 ¥ formiilasyonundaki Vi, V5 ve V; kiimelerinin
elemanlari.

n =4 | Kiime Elemanlari
Vi {0101,1010}
%) {0000}

Vo V(A4) \ (Vl U Vz)

1 0

Sekil 2.8: A4 kiipiindeki Roman baskinlik fonksiyonu degerleri

Cizelge 2.27 den {00000,00010,00100} koselerinin V, kiimesine, {01001} kosesinin
ise V) ait oldugunu Sekil 2.9 da ise bu koselerin As kiiplinde gosterimi verilmistir.

Dolayistyla yg(As) = 7 oldugu goriilmektedir.
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Cizelge 2.27: As kiiptinin &7 ¥ formiilasyonundaki Vi, V, ve V; kiimelerinin
elemanlari.

n=>, Kiime Elemanlari
Vi {0 1001 }
Vs {00000,00010,00100}
Vo V(A5)\(V1 UVZ)
0
2 0
0 0
2 D
0 0 1

Sekil 2.9: As kiiptindeki Roman baskinlik fonksiyonu degerleri

Bilgisayarda A7 ¥ - formiilasyonunu 1 saat gibi bir siire ¢aligtirarak A,, kiipiinde
n = 11 boyutuna kadar Roman baskinlik sayilar1 hesaplanabilmektedir. Fakat
n=26,7,8,9,10 ve n = 11 i¢in kose sayilar1 ¢ok arttigindan dolay: el ile gdsterimi
oldukc¢a zorlamaktadir. Bu sebeble Cizelge 2.28, Cizelge 2.29 , Cizelge 2.30, Cizelge
2.31, Cizelge 2.32, Cizelge 2.33 de sirasiyla n = 6,7,8,9,10 ve n = 11 i¢in Lucas
kiiplerinin koselerinin ait oldugu karar degiskeni kiimeleri gosterilmektedir.

Cizelge 2.28: Ag kiiptinin AY ¥ formiilasyonundaki V;, V, ve V, kiimelerinin
elemanlari listelenmistir ve yzr(Ag) =9 dur.

n==~6 Kiime Elemanlari
Vi {001001,010010, 100100}
%) {000000,010101,101010}
Vo V(A6) \ (V1 U Vz)

Cizelge 2.29: Ay kiiptinin AY ¥ formiilasyonundaki Vi, V, ve V kiimelerinin
elemanlari listelenmistir ve ygr(A7) = 14 dir.

n="17 Kiime Elemanlar1
Vi {0100100,0100101}
%) {0000001,0010100,0000010,0101000, 1000000, 1000010}
Vo V(A7) \ (V1 U Vz)
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Cizelge 2.30: Ag kiiptiniin &7 ¥ formiilasyonundaki Vi, V, ve V; kiimelerinin
elemanlari listelenmistir ve yg(Ag) = 21 dir.

n=2=8 Kiime Elemanlari

Vi {00010001}

Vs {00000101,00001001,00001010,00010010,00100000,01000000,
01010101, 10001010, 10010100, 10100000, }
Vo V(Ag) \ (Vl U Vz)

Cizelge 2.31: Ag kiiptinin AY ¥ formiilasyonundaki V;, V, ve V, kiimelerinin
elemanlari listelenmistir ve Yg(Ag) = 30 dur.

n=29 Kiime Elemanlari
Vi {010101001, 101010000}
Vs {000001001,000001010,000010010,000100101,000101010,001000100
001010001,010000000,010010101,010100000, 100010100
100100000, 101000010, 101001000}
Vo V(Ag) \ (V1 U Vz)

Cizelge 2.32: Ay kiiptinin #B7Y formiilasyonundaki Vi, V, ve Vj kiimelerinin
elemanlari listelenmistir ve Yg(Aj9) = 45 dir.

n=10 Kiime Elemanlari

Vi {0001000100,0010000010,0100101000}

%) {0000001010,0000010000,0000100101,0000101001,0001000001,
0010001001,1010101010,0010010101,0010100000,0100000001,
0100000100,1010000100,0100100010,0101001000,1010010010,

0101010010,0101010101, 1000001000,
1000100000, 1001000010, 1001010100}
Vo V(Alo) \ (Vl U V2)

Cizelge 2.33: Ay kiiptinin A7 Y formilasyonundaki Vi, V> ve V, kiimelerinin
elemanlari listelenmistir ve Yr(A11) = 69 dur.

n=11 Kiime Elemanlar1

Vi {10100001000}

V2 {00000100001,00000100010,00000101000,00001000101,00001010001,
00001010010,00010000101,00010001000,00010010100,00100001001,
00100001010,00100010010,00100010101,00100100100,00101000000,
01000000000,01000000101,01001001001,01001001010,01001010100,
01010010001,01010010010,01010100100,01010101001,01010101010,
10000000100, 10000010000, 10000101010, 10001001000, 10010000010,
10010100000, 10100100000, 10101000010, 10101010100}

Vo V(An)\(ViuWy)

n = 11 boyutuna kadar kesin degerler elde ettigimizden dolayr karar degisken
kiimelerini gosterebildik. Fakat #7 ¥ formilasyonu ile 1 saat galistirarak Lucas
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kiiplerinde n = 12 ve n = 13 i¢in kose sayis1 ¢ok hizli arttifindan dolay1 elde ettigimiz
sinir degerlerini elde ettik. Simdi A7 ¥ formiilasyonunun 1 saat ¢aligtirilmasi ile
elde edilen sinir degerlerini Cizelge 2.34 da verecegiz. n = 12 ve n = 13 boyutlar1 i¢in
Cizelge 2.34 de sirali bir gekilde alt sinirin 98 ve 142 iist sinirlarin ise 105 ve 164

oldugunu goriiyoruz.

Cizelge 2.34: n < 13 i¢in A, kiiptiniin alt ve {ist sinirlar1 ve A% 7 - formiilasyonu ile
elde edilen sonuglar.

o | [ZR2 < ma <2man | w(a

2 2 < '}/R(AZ) <2 2

3 2< ’}/R(A3) <2 2

4 2<1r(A4) <6 4

5 3< 1r(As) <8 7

6 5<m(As) < 10 9

7 7<w(Ag) < 14 14

8 10 < yr(Ag) <22 21

9 15 < yr(Ag) < 32 30

10 22 < wr(Ay) < 46 45

11 33 < (A1) <70 69

12 49 < 1r(A12) <108 98 < 1r(A12) <105
13 74 < (A1) <172 142 < yr(A13) < 164

2.2.4 Lucas kiiplerinde cift Roman baskinlik sayilari

Beeler ve dig. (2016) calismasinda sunulan yontem ise olasi bir saldirida yetersiz olan
bdlgeyi en az 2 ordunun korumasini amaglayan Roman baskinlik defismezine gore
daha kuvvetli bir degigsmezdir. Roman baskinlik tipinde bir mahalleye maksimum 2
farkli tiriin deposu kurulacagindan bahsetmistik. Buradaki problemde ise stratejik
olarak secilmis olan mahalleye 3 tane iiriin deposu yerlestirebiliriz. Bu durum daha az
maliyet ile daha hizl1 sekilde ihtiyaglarin giderilmesine imkan saglamaktadhir.

Tanmm 2.2.8. f :V — {0,1,2,3} kiimesine tamumli bir fonksiyon olsun. Eger
asagidaki sartlar saglanirsa bu fonksiyona Cift Roman baskinlik fonksiyonu (double
Roman dominating function) denir.

[ fonksiyonu tarafindan i degeri atanmis koselerin kiimesi V; olmak iizere;

(@) eger f(v) =0 ise v kosesinin ya V, kiimesinde en az iki komsusu ya da Vs
kiimesinde en az bir komsusu olmasi zorunludur.

(b) eger f(v) =1 ise v kosesinin Vo U V3 kiimesinde en az bir komgusu olmasi
zorunludur.

Onerme 2.2.9. y,(G) agirlikli ¢ift Roman baskinlik fonksiyonunda hicbir kiseye 1
degeri atanmast zorunlu degildir. (Beeler ve dig. 2016).
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Onerme 2.2.10. G bir cizge olsun. f = (Vp,V1,V2) olarak tamumlanan G ¢izgesinin bir
Yar - fonksiyonu olmak iizere

Yar(G) < 2\Vi|+3|Va|  dir (Beeler ve dig. 2016). (2.16)

Teorem 2.2.11. A en biiyiik dereceli ve n kdse sayuli herhangi bir G cizgesi icin,

2n  A-=2
Wr(G) = = +==Y(G) dir (Yue ve dig., 2018). 2.17)
Sonug¢ 2.2.12. Eger G cizgesi asikar olmayan bagl bir cizge ve G c¢izgesinin V;
kiimesindeki kiselerinin sayisint en yiiksek biiyiikliige ¢ikaran f = (Vy,V1,Va) olmak
iizere f fonksiyonu bir Roman baskinlik fonksiyonu ise, Yir(G) < 2v%(G) — |Va|
esitsizligi saglanir (Beeler ve dig. 2016).

Cift Roman Baskinlik de8ismezinin Lucas kiiplerindeki degerlerini elde edebilmek
icin DRDP - 1 optimizasyon problemini kullanacagiz. Bu optimizasyon probleminin
yanisira DRDP - 2 problemi Cai ve dig. (2019) tarafindan yapilan ¢aligmada kargimiza
cikmaktadir.

DRDP-1 tam sayi lineer programlama

DRDP-1 tam say1 lineer programlamasinda Cai ve dig. (2019) tarafindan ii¢ farkh
ikili degiskenler kiimesi tanimlanmaktadir. V| kiimesi x, = 1, V; kiimesi y, = 1 ve V3
kiimesi ise z, = 1 degiskenlerinin temsil edildigi kiimeleri gostermektedir. Vj kiimesi
V(G)\ (V1 UV, UV3) olmak iizere her v € V kosesi igin

I, f(v)=1 ise I, f(v)=2 ise I, f(v)=3 ise
Xy = = Ly =
"0, aksi halde =30, aksi halde "7 0, aksi halde

seklinde ifade edilmektedir. (2.18) daki toplamm en az deZerini elde etmek
istedigimiz bu problemde belirtilen koseler igin (2.19), (2.20), (2.21) ve(2.22)
kosullarinin saglanmasi gerekir. Elde edilen minimum toplam ¢ift Roman baskinlik
sayisini vermektedir.

[DRDP-1] min ) x+2) y+3) 2z (2.18)
vevV vev vevV
Kisitlar:
.. 1
WEV igin x byt Y vt Y w>1, (2.19)
ueN(v) ueN(v)
YveV igin Y v+ )Y w>nx, (2.20)
ueN(v) ueN(v)
Yv eV igin Xy +y,+2z, <1, (2.21)
YweV igin  x,,yy,z0 € {0,1} (2.22)

Yukaridaki kisitlar1 kisaca agiklamak gerekirse Yz - fonksiyonunda aldigi deger O
olan her kdsenin en az bir 3 degerini almig veya 2 degerini almis olan en az iki koseye
komsu olmast gerektigini saglayan kisit (2.19) dir. Eger y,z - fonksiyonunda aldig1
deger 1 ise bu durumda 1 olan kosenin degeri 2 ya da 3 olan en az bir koseye
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komsulugunun gerceklenmesini saglayan ksit (2.20) dir. Son olarak 7Yz -
fonksiyonunda alinan degerlerin baska bir deyisle her kosenin sadece bir tane deger
aldigin1 gosteren kisit ise (2.21) de verilmektedir.

DRDP -1 formiilasyonundan faydalanarak Yilmaz (2022) caligmasinda Fibonacci
kiiplerinde n < 10 olmak iizere Cift Roman Baskinlik sayisinin degerlerini elde
etmiglerdir. Fakat 11 < n < 13 icin siir degerlerine ulagsmislardir. Biz bu
calismamizda DRDP - 1 formiilasyonunu kullanarak Lucas kiiplerinde n < 10 olmak
tizere elde ettigimiz Cift Roman Baskinlik sayilarinin degerlerini ve 11 <n < 13 i¢in
elde etigimiz smir degerlerini verdik. Asagida n < 10 a kadar Lucas kiiplerinde hangi
koselerin Yz - fonksiyonunda karar degiskenlerinin hangi degerleri aldig1 acikca
gosterilmektedir. Bu karar degiskenlerinin Lucas kiiplerinde hangi koseleri temsil
ettiginin belirlenmesinde ise Fibonacci kiiplerinin temel ayrisim prensibi ve Lucas
kiiplerinin Fibonacci kiiplerinden olusan yinelemeli yapisindan yararlandik. Cizelge
2.35 dan {00} kosesinin V3 kiimesine ait oldugunu Sekil 2.10 da ise bu kdsenin A;
kiipiinde gosterimi verilmistir. Dolayisiyla ¥r(Az) = 3 oldugu goriilmektedir.

Cizelge 2.35: A, kiipiiniin DRDP - 1 formiilasyonundaki Vi, V,, V3 ve Vy kiimelerinin
elemanlari.

n =2 | Kiime Elemanlari
Vi 0
%) 0
V3 {00}
Vo V(A2)\ V3
0 3 0

Sekil 2.10: A, kiipiindeki ;g - fonksiyon degerleri

Cizelge 2.36 den {000} kosesinin V3 kiimesine ait oldugunu Sekil 2.11 de ise bu
kosenin A3 kiiptinde gosterimi verilmistir. Dolayisiyla Yr(A3z) = 3 oldugu
goriilmektedir.

Cizelge 2.36: Az kiipiiniin DRDP - 1 formiilasyonundaki Vi, V2, V3 ve Vj kiimelerinin
elemanlari.

n =3 | Kiime Elemanlar1
Vi 0
%) 0
Vs {000}
Vo V(A3)\ V3
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0 3 0

Sekil 2.11: Aj kiipiindeki 7y, - fonksiyon degerleri

Cizelge 2.37 de {0101,0000,1010} koselerinin V, kiimesine ait oldugu ifade
edilmektedir.

Cizelge 2.37: A4 kiipiiniin DRDP - 1 formiilasyonundaki Vi, V,, V3 ve V; kiimelerinin
elemanlari.

n=4 | Kiime Elemanlari
Vi 0
Vs {0101,0000,1010}
Vs 0
Vo V(A4)\ V2

Sekil 2.12 de ise bu koselerin A4 kiipiinde gosterimi verilmistir. Dolayisiyla y;z(A4) =
6 oldugu goriilmektedir.

2 0

Sekil 2.12: A4 kiipiindeki 7y, - fonksiyon degerleri

Cizelge 2.38 dan {00001,00010,00100,01000,10000} koselerinin V, kiimesine ait
oldugunu Sekil 2.13 de ise bu koselerin As kiipiinde gosterimi verilmistir. Dolayisiyla
Yar(As) = 10 oldugu goriilmektedir.
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Cizelge 2.38: As kiipiiniin DRDP - 1 formiilasyonundaki Vi, V,, V3 ve V kiimelerinin
elemanlari.

n=>,5 Kiime Elemanlari
Vi 0
%) {00001,00010,00100,01000, 10000}
V3 0
Vo V(As)\ V2
0
2 0
0 2
2 i
0 2 0

Sekil 2.13: As kiipiindeki 7y, - fonksiyon degerleri

n=6,7,8,9 ve n = 10 i¢in kose sayilart ¢cok arttigindan dolayi el ile ¢izimi ¢ok zor
olmaktadir. Bundan dolay1 agagidaki Cizelge 2.39 da y;z(A¢) = 14, Cizelge 2.40 de
Yar (A7) = 21, Cizelge 2.41 de y;r(Ag) = 32, Cizelge 2.42 de yr(Ag) = 46, Cizelge
2.43 de yr(A10) = 68 degerlerini elde ettigimiz kdge kiimeleri ayrintili bir gekilde
gosterilmektedir.

Cizelge 2.39: Ag kiipiiniin DRDP - 1 formiilasyonundaki Vi, V2, V3 ve Vj kiimelerinin
elemanlari.

n==~6 Kiime Elemanlari
Vi 0
\%) {001001}
V3 {000101,001010,010000, 100000}
Vo V(A6)\(V2UV3)
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Cizelge 2.40: A7 kiipiiniin DRDP - 1 formiilasyonundaki Vi, V,, V3 ve V; kiimelerinin
elemanlari.

n=7 Kiime Elemanlari
Vi {1010010}
Vs {0010010}
Vs {0000001,0001010,0010100,0100000,0100001, 1000000}
Vo V(A7)\(V1UV2UV3)

Cizelge 2.41: Ag kiipiiniin DRDP - 1 formiilasyonundaki Vi, V,, V3 ve V; kiimelerinin
elemanlari.

n=2=8 Kiime Elemanlari
Vi 0
Vs {01001010}
Vs {10101010, 10000000,01010101,01000000
00101010,00100100,00010100,00010010,00001001,00000001 }
Vo V(Ag)\(V2UV3)

Cizelge 2.42: Ag kiipiiniin DRDP - 1 formiilasyonundaki Vi, V,, V3 ve V kiimelerinin
elemanlari.

n=29 Kiime Elemanlari
Vi 0
%) {000101010,001010101}

Vi {000000100,000010010,000010100,000101001,001000001
001001010,010001000,010010001,010100010,010100101
100001010, 100100000, 101000000, 101010000}

Vo V(Ag)\ (VLUV3)

Cizelge 2.43: Ay kiipiiniin DRDP - 1 formiilasyonundaki V1, V>, V3 ve Vj kiimelerinin
elemanlari.

n=10 Kiime Elemanlari

Vi 0

%) {0001010010,00010001000, 1001000100, 1001010000}

Vs {0000000100,0000010001,0000010100,0000100000,
0001000001,0001001010,0010000010,0010000101,
0010101001,0100001001,0100010010,0100100101,
0100101010,0101000000,0101010101, 1000000010,
1000001000, 1010010000, 1010100100,1010101010}
Vo V(Alo) \ (V2 U V3)

Boyut biiyilidiikce bilgisayar ortaminda calistirdigimiz 1 saatlik siire icinde n = 11,
n =12 ve n = 13 i¢in program kesin sonuglar vermediginden dolay1 karar degisken
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kiimelerini gosteremiyoruz. Fakat DRDP - 1 formiilasyonunun 1 saat ¢alistirilmasi ile
elde edilen simir degerlerini Cizelge 2.44 de verdik. n = 11, n = 12 ve n = 13
boyutlar1 i¢in Cizelge 2.44 de sirali bir gekilde alt smirlarin 99, 143 ve 209 iist
sinirlarin ise 104, 157 ve 247 oldugu goriilmektedir.

Cizelge 2.44: 2 < n < 13 boyutu icin A, kiipiiniin ¢ift Roman baskinlik sayilarinin
siirlart ve DRDP - 1 formiilasyonu ile elde edilen sonuglar.

i 2|V(An)| +229(G) < yur(G) | vur(G) < 2%(G) — V3 Yar(An

2 3 < Yar(A2) Yar(A2) <3 Yar(A2) =3

3 3 < Yar(A3) Yar(A3) <3 Yar(Az) =3

4 5 < Yar(A4) Yar(A4) <7 Yar(Ag) = 6

5 %2 < vr(As) Yar(As) <11 Yar(As) = 10

6 56 < Yur(Ag) Yar(Ag) < 15 Yar(Ag) = 14

7 93 < Yar(A7) Yar(A7) <22 Yar(A7) =21

8 20 < Yur(Ag) Yar(Ag) < 32 Yar(Ag) = 32

9 22 < yur(Ag) Yar(Ag) < 46 Yar(Ag) = 46

10 43 < ?’dR( 10) Yar(A1o) < 69 Yar(A10) = 68

11 2 < yur(An) Yar(A11) < 104 99 < yar(Anr) < 104
12 143 < yur(App) < 157
13 209 < yur(Ar3) <247

2.2.5 Lucas kiiplerinde zayif Roman baskinlik sayilari

Zayif Roman baskinlik sayisinin amact Roman baskinlik sayisina gore maliyeti
diistirmektir diyebiliriz. Zayif roman baskinlik sayisinda iirlin deposu olmayan
mahalle 1 veya 2 iirin deposu olan bir mahalleye komsu olabilir. Halbuki Roman
baskinlik sayisinda iiriin deposu olmayan mahalle 2 iirlin deposu olan mahalleye
komgu olmali sartinin saglanmasi gerekmektedir. Bu kosul Zayif roman baskinlik
sayisinin daha az maliyetli oldugunu gostermektedir (Henning ve Hedetniemi, 2003) .
Zay1f Roman baskinlik degismezini Roman baskinlik degismezinden ayiran durum
biinyesindeki 1 ya da 2 iirlin deposunu ihtiyaci olan komgu mahallenin kullanimina
acarken diger iiriin deposuna sahip olmayan komsularinin da magdur edilmemesidir.

G bir ¢izge ve f:V — {0,1,2} kiimesine taniml1 bir fonksiyon olsun. Vp,V; ve V»
sirastyla f fonksiyonu degerleri O, 1, 2 olan koselerin kiimeleri olsun. O halde f =
(Vo,V1,V») olarak yazilacaktir.

Tamim 2.2.13. G bir ¢izge ve [ :V — {0, 1,2} kiimesine tanumli bir fonksiyondur. Vy,V,
ve V, sirastyla f fonksiyonu degerleri 0, 1, 2 olan koselerin kiimelerini gostermektedir.
O halde f = (Vy,V1,V») olarak ifade edilebilir.

u € Vo olmak iizere eger u kosesi Vi ya da V, kiimesinde bulunan bir koseye komsu
degilse f fonksiyonuna gore magdur bolgedir. Her u € Vyy kosesi v € Vi UV, sartini
saglayan bir v kosesi ile komsu ise dyle ki; magdur bir kose bulundurmamak sartiyla
f1:V—{0,1,2} fonksiyonu altinda u kosesi f'(u) = 1, v € V{ UV, olan bir v kosesi
ise f'(v) = f(v) — 1 degerini alir. Ayrica w € V —{u,v} icin f'(w) = f(w) olarak
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tammlanmaktadir. Bu kosullar altinda f fonksiyonu zayif Roman fonksiyonu olarak
adlandirilir.

Tanmm 2.2.14. w(f), |Vi| + 2|Va| olmak iizere f fonksiyonunun agirligi olarak
tammlanmir. Zayif Roman baskinlik sayisi, ¥,.(G), G cizgesindeki zayif Roman baskinlik
fonksiyonunun en kiiciik agirligidur.

Literatiirde yapilmis olan ¢aligmalara baktigimiz zaman, baskinlik sayisi, Zayif Roman
baskinlik sayis1 ve Roman baskinlik sayis1 arasindaki iliski (Henning ve Hedetniemi,
2003) tarafindan verilmistir.

Teorem 2.2.15. Herhangi G cizgesi icin,
Y(G) < %(G) < r(G) < 27(G) (2.23)

esitsizligi saglanmaktadir. (Henning ve Hedetniemi, 2003 ).

Zayif Roman Baskinlik degismezinin calisiimis olan 2 farkli lineer programlamasi
vardir. WRDP ve WRDP i¢in gelistirilmis tam sayi lineer programlama problemi ilk
defa Ivanovic (2018) calismasinda tanitilmistir. Biz Lucas kiiplerindeki Zayi1f Roman
baskinlik sayis1 degerlerine ulasabilmek icin WRDP’ 1 gelistirilmis versiyonunu
kullanacagiz.

WRDP i¢in gelistirilmis tam say1 lineer programlama
E'"={(j,i)| (i,j) € E} olsun ve her e € EUE' i¢in

I, e=(,j), i (xx=0 ve y=0) ve j (x;j=1 yada y;j=1)
Ze = degisim kiimesi olustururlar.
0, aksi halde
(2.24)
tanimlanir. 1 tane depo bulunduran mahalleri temsil eden koseler X ile gosterilirken
1 tane depo bulunduran mahalleri temsil eden koseler Y ile gosterilir. x; ve y; ise ikili
karar de8iskenlerini ifade etmektedir,.

I, ieX ise I, ieY ise
Xj = . yi = : (2.25)
0, aksi halde 0, aksi halde
seklinde tanimlanmaktadir. G(V, E) ¢izgesinde WRDP i¢in gelistirilmis tam say1 lineer
programlama asagidaki gibi agiklanmusgtir.

min ) (x4 2y) (2.26)
keVv
Kosullar:
Xityi+Y ze>1, i€V (2.27)
edi
xXj+yj—xi—yi+1>2z, e=(i,j) € EUE’ (2.28)
yi+ Y (i+y) >z, e=(i,j)€EUE', keN;\N (2.29)
lEN,
I£i,
I#]
X, visze €{0,1} i€V, ecEUE'. (2.30)

41



Yukaridaki kisitlart kisaca agiklamak gerekirse ¥,(G) amag fonksiyonunun degerini
ifade eder. (2.27) kosulu biitiin i kosesinin bir iiriin deposuna sahip oldugu veya yer
degistirebilmesi icin kullanimina izin verilen depoya sahip olan bir komusunun
varlifin1 garanti eder. (2.28) kosulu ise ir j kosesi ile bir i kosesi arasinda yer
degisebilme durumunu gostermektedir. (2.29) kosulunda ise bu yer degisikliginden
sonra mahalleler arasinda {iriin yetistirilemeyen magdur bir bélge olmadigint garanti
etmektedir. Karar degiskenlerinin iki farkli deger alabildigi (2.30) ile
gosterilmektedir. WRDP icin gelistirilerek yapilmis olan bu programlamada
2|V |+ |E| degisken ve 3|V |+ 2|E| tane kosul vardir.

WRDP nin gelistirilmis  programlamasindan faydalanarak Yilmaz (2022)
calismasinda Fibonacci kiiplerinde n < 8 olmak iizere Zayif Roman Baskinlik
sayisinin degerlerini elde etmiglerdir. Ayrica 9 < n < 13 i¢in sinir degerlerine
ulasmiglardir. Biz bu calismamizda WRDP nin gelistirilmis versiyonunu bilgisayar
ortaminda 1 saatlik bir siirede caligtirarak Lucas kiiplerinde n < 9 olmak iizere elde
ettiS§imiz Zayif Roman Baskinlik sayilarinin degerlerini ve 10 < n < 13 icin
belirlenen sinir degerlerini verecegiz. Asagida n < 9 a kadar Lucas kiiplerinde hangi
koselerin WRDP - programlamasinda karar degiskenlerinin hangi degerleri aldigini
gosterilmektedir.

Cizelge 2.45 dan {01, 10} koselerinin V; kiimesine ait olduunu Sekil 2.14 de ise bu
kosenin A, kiipiinde gosterimi verilmigtir. Dolayisiyla 7.(A2) = 2 oldugu
goriilmektedir.

Cizelge 2.45: A, kiipiinin WRDP formiilasyonundaki Vi, V» ve V, kiimelerinin
elemanlari.

n =2 | Kiime Elemanlar:
Vi {01,10}
Vs 0
Vo V(Az) \ (V1 U V2)

1 0 1

Sekil 2.14: A, kiipiindeki Zayif Roman baskinlik fonksiyonu degerleri

Cizelge 2.46 den {000} kosesinin V, kiimesine ait oldugunu Sekil 2.15 de ise bu
kosenin Az kiipiinde gosterimi verilmistir. Dolayisiyla %(A3) = 2 oldugu
goriilmektedir.

Cizelge 2.46: Az kiipiinin WRDP formiilasyonundaki V;, V» ve Vy kiimelerinin
elemanlart.

n =3 | Kiime Elemanlar1
Vi 0
%) {000}
Vo V(A3)\(V1 UVQ)
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0 2 0

Sekil 2.15: A3 kiiptindeki Zayif Roman baskinlik fonksiyonu degerleri

Cizelge 2.47 den {0101,1010.0000} koselerinin V; kiimesine ait oldugunu Sekil 2.16
da ise bu koselerin A4 kiipiinde gosterimi verilmistir. Dolayisiyla 7,(A4) = 3 oldugu
goriilmektedir.

Cizelge 2.47: A4 kiipiinin WRDP formiilasyonundaki Vi, Vo, ve V kiimelerinin
elemanlari.

n=4 | Kiime Elemanlari
Vi {0000,0101,1010}
Vo 10}
Vo V(A4) \ (V1 U V2)

1 0

Sekil 2.16: A4 kiiptindeki Zayif Roman baskinlik fonksiyonu degerleri

Cizelge 2.48 dan {00001,00010,00100,01000,10000} koselerinin V; kiimesine ait
oldugunu Sekil 2.17 de ise bu koselerin As kiipiinde gosterimi verilmistir. Dolayistyla
%-(As) = 5 oldugu goriilmektedir.

Cizelge 2.48: As kiiplinin WRDP formiilasyonundaki Vi, V> ve V kiimelerinin
elemanlari.

n=>5 Kiime Elemanlar1
Vi {00001,00010,00100,01000, 10000}
Vo {0}
Vo V(AS)\(Vl UVQ)
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Sekil 2.17: As kiiptindeki Zayif Roman baskinlik fonksiyonu degerleri

Boyut biiyiidiikge kose sayilart ¢ok arttigindan dolayr el ile gosterimi oldukca
zorlamaktadir. Bu sebeble asa8idaki Cizelge 2.49, Cizelge 2.50, Cizelge 2.51,
Cizelge 2.52 de sirasiyla n = 6,7,8 ve n = 9 i¢in Lucas kiiplerinin kogelerinin ait

oldugu karar degiskeni kiimeleri gosterilmektedir.

Cizelge 2.49: v,(Ag) =7 dir. V, V5 ve V; kiimelerinin elemanlari listelenmistir.

n==~6 Kiime Elemanlar
Vi {000000,000010,001001,010000,010101, 100100,101010}
Vs {0}
Vo V(Ag)\ (V1UW2)

Cizelge 2.50: 7,(A7) = 11 dir. V1, V;, ve V; kiimelerinin elemanlari listelenmistir.

n=7 Kiime Elemanlari
Vi {0000001,0000101,0001010,0010000,0010101,0100010,0100100,
0101001, 1000100, 1001000, 1010010}
Vs {0}
Vo V(A7) \ (ViUV,)

Cizelge 2.51: 7,(Ag) = 16 dir. V1, V;, ve V; kiimelerinin elemanlari listelenmistir.

n=23_8 Kiime Elemanlar:

Vi {00000000,00000101,00001010,00010100,00010101,00100000,
00101001,01000100,01001001,01010001,01010010, 10000000,
10010010, 10100000, 10100100, 10101010}

Vo {0}
Vo V(Ag)\ (ViUW2)
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Cizelge 2.52: 7,(Ag) = 23 diir. Vi, V, ve V kiimelerinin elemanlari listelenmistir.

n=9 Kiime Elemanlari
Vi {000000010,000000101,000010000,000010010,000100001,000101000,
001000100,001001001,001001010,001010001,010000000,010000010,
010001001,010010000,010010101,010100100,010101010, 100001000,
100010100, 100100010, 100100100, 101000000, 101010010}
Va {0}
Vo V(Ag) \ (V1 U V2)

WRDP formiilasyonu ile Lucas kiiplerinde n = 9 a kadar ulagtigimiz kesin sonuglar1
karar degisken kiimeleri ile birlikte yukarida detayli bir sekilde verilmektedir. Son
olarak daha biiylik boyutlar icin WRDP formiilasyonunun bilgisayarda 1 saat
caligtirtlmast ile elde edilen sinir degerleri Cizelge 2.53 de gosterilmektedir. Cizelge
2.53 de 2. siitun (2.23) deki alt ve st simirlart gosterirken 3. siitun WRDP icin
gelistirilmis formiilasyon ile elde edilen sayisal sonuglar1 ifade etmektedir. Bu
sonuglar mavi renkle gosterilmektedir.

n=10,n =11, n = 12 ve n = 13 boyutlar: i¢in Cizelge 2.53 de siral bir gekilde alt
siirin 30, 39, 57 ve 83 iist sinirlarin ise 37, 57, 90 ve 143 oldugunu goriiyoruz.Buna
gore n = 10, n = 11, n = 12 ve n = 13 boyutlari i¢in daha iyi sinirlara eristigimizi
sOyleyebiliriz.

Cizelge 2.53: n < 13 boyutu i¢in A, kiipliniin zayif Roman baskinlik sayilarinin
smirlart ve WRDP icin gelistirilmis formiilasyon ile elde edilen sonuglar.

n_| Y(An) < %(An) < (A S 27(An) ¥r(An)

2 1 <1(Ay) <2<2 2

3 1 <y(A3) <2<2 2

4 3<1(As) <4<6 3

5 4<7(As) <T7<38 5

6 5< 7(Ag) <9< 10 7

7 7T<%(A7) <14< 14 11

8 11 < 7(Ag) <21<22 16

9 16 < 1(Ag) < 30< 32 23

10 23 < %(A) < 45< 46 30 < ¥ (Ayg) < 37
11 35 <y (A11) £69 <70 39 <y (A1) <57
12 49 < y,(Aq1) <105 < 108 57 < 1,(A12) <90
13 61 < y(A11) <164 <172 83 < 1 (A13) < 143
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3. SONUC

Biz bu caligmada ilk olarak yinelemeli yapisi ve daha yavas biiylimesi ile baglanti ag
olarak Hiperkiiplere altenatif olarak gosterilen Lucas kiiplerini ele aldik. Ik béliimde
Lucas kiiplerinin olusumunu, yinelemeli yapisini, c¢izge teorik Ozelliklerini,
litaratiirde c¢aligitlmig ve elde edilmig olan sayisal sonuglarmi vererek ve
orneklendirerek n boyutlu Lucas kiipleri hakkinda bilgi sahibi olduk.

Daha sonra calismamizin temelini olusturan baskinlik problemini pizza zincirinin bir
sehirdeki yerlesimi ile agiklamaya calistik. Baskinlik probleminin Lucas kiipleri
tizerindeki yapilmig calismalara bakti§imiz zaman 2 - kutulama, bagimsiz baskinlik,
toplam baskinlik sayilarinin calisildiini belirledik. Bu ¢aligmalarin sonucunda 2 -
kutulama, bagimsiz baskinlik, toplam baskinlik sayilari icin hesaplanmis A,
kiiptindeki degerlerini, alt ve list sinirlarini 6zet seklinde topladik.

Biz bu tezde calisilmig olan baskinlik tiplerine ek yeni olarak Lucas kiiplerinde daha
once galigitilmamus olan Esli baskinlik ve Isaretli baskilik tipi degismezi esas olmak
iizere Roma Imparatorlugu’nun savas stratejisinden dogmus olan fakat ¢ok ¢esitli
yardimlagsma ve daynigma problemine uyarlanabilen Roman, zayif Roman ve cift
Roman baskimlik tipi degismezlerini A, Lucas kiipleri i¢in inceledik. Bulunmus olan
optimizasyon problemlerinde ifade edilen kisitlarin ve karar degiskenlerinin neyi
temsil etigini kisaca agiklamaya calistik. n < 5 i¢in kdse ve kenar sayisit az olmasi
sebebiyle el ile c¢izerek sonuglara ulagabilmemize ragmen daha yiiksek boyutlarda
deggerlerini elde edebilmek i¢in bu baskinlik tipi degismezlerinin literatiirde var olan
optimizasyon problemlerini kullandik.

Calismamizda Azarija ve dig.(2018) tarafindan gelistirilen Egli baskinlik sayisi ve
Isaretli baskinlik sayis1 icin modellenen tam say1 lineer programlamasini ve sirastyla
Roman, zayif Roman ve ¢ift Roman baskinlik tiirleri icin %7 ¥, WRDP igin
gelistirilmis tam say1 lineer programlama ve DRDP-1 formiilasyonlarini kullandik.
Bilgisayar ortamimda bu optimizasyon problemlerini bir saat boyunca Gurobi
Optimizerini kullanan Ubuntu 20.04 LTS Linux isletim sistemini ¢alistiran 32GB
RAM’li Intel Core i7-10875H CPU @ 2.30 GHz ye uyguladik. Sonug olarak Esli ve
Isaretli baskilik baskinlik sayilariicin n < 10 boyutu icin Lucas kiiplerinde kesin
degerlerine ve n = 11,12 ve n = 13 boyutlarinda bilinen en iyi alt ve iist sinir
degerlerine ulagilmistir. %7 ¥ formiilasyonu kullanilarak » < 11 boyutu i¢in Lucas
kiiplerinde Roman baskinlik sayilaria, n = 12 ve n13 i¢in alt ve sinir degerlerini elde
ettik. Lucas kiiplerinin ¢ift Roman baskinlik sayilarini hesaplamak i¢in bilgisayar
ortaminda bir saat calistirdigimiz DRDP-1 formiilasyonu ile n < 10 boyutlar1 i¢in net
degerler elde ederken 11 < n < 13 boyutlarinda Lucas kiiplerinin ¢ift Roman
baskinlik sayilarinin bilinen en iyi siir degerlerine ulasmay1 basardik. Son olarak
WRDP i¢in kullanilan modelleme ile n < 9 i¢in bilgisayar ortaminda bir saat
calistirlldiginda kesin degerlere ulasabildik fakat » = 10,11,12 ve 13 i¢in alt ve iist
sinir degerlerini elde ettik. Tlerideki ¢alismalarimizda amacimiz A, kiipiinde hem elde
ettiimiz sonuglar1 gelistirirken yaninda daha biiyiik boyutlar i¢in net sonuglar elde
edebilmektir. Ayrica Lucas kiiplerinde hi¢ calisilmamis olan restrained Roman
baskinlik sayisi, Roman-3 baskinlik sayist ve baglh baskinlik sayis1 problemlerinin
optimizasyonlari ile Lucas kiiplerinde sayisal veriler elde etmeyi planliyoruz.
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EKLER

EK 1: Tiirkce-Ingilizce Matematik Terimleri Sozliigii

Tiirkce terim

Asal ¢izge

Bagimsizlik sayisi
Bagl

Cap

Cift Roman baskinlik sayisi
Dismerkezlilik

Diizenli

Diizensizlik

Esli baskinlik sayis1
Fibonacci kiip

Lucas kiip

Hamilton yolu
Hiperkiip

Ideal amag fonksiyonu
2 - kutulama

Isaretli baskinlik sayist
Kartezyen ¢arpim
Kenar kesimi

Kopri

Kose kesimi

Merkez

Miikemmel eslesme
Ortalama digmerkezlilik
Paket

Tam ¢izge

Toplam baskinlik sayist
Uzaklik

Yaricap

Yukar1 - Asagi derece polinomlari

Zay1f Roman baskinlik sayis1

Ingilizce Terim
Prime graph
Independence number
Connected

Diameter

Double Roman domination number
Eccentricity

Regular

Irregularity

Paired domination number
Fibonacci cube

Lucas cube

Hamiltonian path

Hypercube

Optimal objective function

2 - packing

Signed domination number
Cartesian product

Edge cut

Bridge

Vertex cut

Center

Perfect matching

Average eccentricity

Packet

Complete graph

Total domination number
Distance

Radius

Up - Down degree polynomials

Weak Roman domination number
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