TOBB EKONOMI VE TEKNOLOJI UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

SUREKLI VE AYRIK POPULASYON MODELLERINDE ALLEE ETKILERI

DOKTORA TEZi
Pmar BAYDEMIR DASTAN

Matematik Anabilim Dali

Tez Damismam: Prof. Dr. Hiiseyin MERDAN

Temmuz 2024






TEZ BILDIiRIMIi

Tez icindeki biitiin bilgilerin etik davramis ve akademik kurallar ¢ercevesinde elde
edilerek sunuldugunu, alint1 yapilan kaynaklara eksiksiz atif yapildigini, referanslarin
tam olarak belirtildigini ve ayrica bu tezin TOBB ETU Fen Bilimleri Enstitiisii tez

yazim kurallarina uygun olarak hazirlandigini bildiririm.

Pinar BAYDEMIR DASTAN

il






OZET
Doktora Tezi
SUREKLI VE AYRIK POPULASYON MODELLERINDE ALLEE ETKILERI

Pimar BAYDEMIR DASTAN

TOBB Ekonomi ve Teknoloji Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Tez Danigmani: Prof. Dr. Hiiseyin MERDAN

Tarih: Temmuz 2024

Bu tezde, Allee etkisine sahip Leslie tipi bir ayrik av-aver popiilasyon modeli ile
stirekli av-avcl popiilasyon modelinin dinamik yapisi analiz edilmistir. Analiz edilen
modeller aynmi cevreyi paylasan ve birbirleriyle etkilesim i¢inde bulunan iki
popiilasyonu icermektedir. Lineer olmayan dinamik sistemler yaklagimiyla
modellenen bu popiilasyonlarin zamana gore degisimi, ayrik sistem i¢in fark
denklemleri, siirekli sistem icin adi diferensiyel denklemler ile ifade edilmistir. Ik
olarak ayrik av-avct modeli ele alinarak modelin pozitif denge noktasinin varligi ve
tekligi gosterilmistir. Ardindan bu pozitif denge noktasinin kararli olabilmesi ve bu
denge noktasinda Flip catallanma ve Neimark-Sacker catallanmanin goriilebilmesi
icin gerekli kosullar belirlenmistir. Daha sonra merkez manifold teoremi ve
catallanma teorisi kullanilarak bu kosullarin saglandig: teorik olarak ispatlanmistir.
Elde edilen bu analitik calismalari desteklemek amaciyla bazi Ornek parametre
degerleri ele alinmig ve bu parametre degerleri icin sistemin faz portreleri ve
catallanma diyagrami elde edilmistir. Tezin diger yarist ayrik sistemin Euler metodu
kullanilarak elde edildigi siirekli av-avci sistemi i¢in ayrilmistir. Ayrik sistemdeki
temel analizler siirekli sistemde de benzer sirada takip edilmistir. Oncelikle, sistemin
denge noktasinin lokal asimptotik kararli olabilmesi i¢in gerekli kogullar
belirlenmigtir. Daha sonra, bu pozitif denge noktasinda goriilen Hopf catallanmanin
varlik kosullar1 incelenmistir. Bu c¢atallanmanin varlig1 ise, c¢atallanma parametresi
olarak Allee sabiti kullanilarak Hopf catallanma teorisi ve normal form teorisi
aracilifiyla gosterilmistir. Yapilan analizlere gore, av popiilasyonu iiremek i¢in es

bulmakta zorlandigindan Allee etkisi av popiilasyon yogunlugunu azaltmustir.
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Ek olarak, av popiilasyonu avci popiilasyonu i¢in birincil ve tek besin kaynagi
oldugundan, Allee etkisi avci popiilasyon yogunlugunu da azaltmistir. Ote taraftan,
daha diisiik popiilasyon yogunlugunda, artan Allee etkisinin siiperkritik Hopf
catallanmasina, giiclii Allee etkisinin ise subkritik Hopf catallanmasina yol actig
gozlenmistir. Bagka bir deyisle, Allee etkisi arttikca dinamik sistemin denge
noktalarinin kararlidan kararsiza ve kararsizdan kararliya dogru bir gecisi s6z
konusudur. Dolayisiyla, Allee etkisi hem kararli hem de kararsiz limit dongiileri
ortaya cikarabildiginden, sistemde farkli iki Hopf catallanma goriilmiistiir.
Calismanin devaminda, Allee etkisinin hem av hem de avci popiilasyon dinamikleri
tizerindeki etkisi niimerik Orneklerle gozlenmistir. Ayrica, av-avci sisteminin bu
sistemi olugturan tiim parametre degerlerine duyarliligini incelemek icin FAST
(Fourier Amplitude Sensitivity Test) yaklasimi kullanilmigtir. Burada tek bir
parametre degerindeki degisikligin sistem dinamigi iizerindeki etkisine ek olarak,
hangi parametrenin sistem ¢iktisi iizerinde etkili oldugu belirlenmistir. Tez ¢alismasi
kapsaminda ele aldigimiz modellerin analizi, av ve avci popiilasyonlar1 arasindaki
dengenin korunmasinda Allee etkisinin 6nemini vurgulamaktadir. Bunlarin yani sira,
elde ettigimiz sonuclar hem siirekli hem de ayrik av-avci sistemlerini gercekci bir
sekilde modellemek ve anlamak icin karmasik ekolojik etkilesimleri dikkate almanin
gerekliligini vurgulamaktadir.

Anahtar Kelimeler: Adi diferensiyel denklemler, Fark denklemleri, Kararlilik analizi,
Flip catallanma, Neimark-Sacker ¢atallanma, Hopf catallanma, Duyarlilik analizi.
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In this thesis, the dynamical behaviour of both discrete-time and continuous-time
Leslie type predator-prey system with the Allee effect is investigated. These models
have two populations which are prey and predator living in the same environment and
interacting with each other. In these systems the change of populations, modeled by
approximation of nonlinear dynamical systems, with respect to time is governed by
difference equations in discrete system and by differential equations in continuous
system. First, the discrete-time prey-predator system is considered and the existence
and uniqueness of the positive equilibrium point of this system is determined. The
required conditions are then found for the stability of this positive equilibrium point,
as well as for the observation of Flip bifurcation and Neimark-Sacker bifurcation at
this equilibrium point. More specifically, these bifurcations are driven by using the
center manifold theorem and the normal form theory by choosing the integral step
size as a bifurcation parameter. In the following chapter, some numerical simulations
are presented to support and extend the theoretical results. The other half of the thesis
is devoted to the continuous-time predator-prey system, where the discrete system is
obtained by using the Euler method. The continuous system follows the same
sequence of basic analyses as the discrete system. Initially, the local stability
conditions of the positive equilibrium point of this system are determined. Then, the
conditions for the existence of a Hopf bifurcation at this equilibrium point of system
are investigated. This bifurcation is demonstrated through Hopf bifurcation theory

and normal form theory by using the Allee constant as a bifurcation parameter.
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According to mathematical analysis, the Allee effect reduces prey population density
due to difficulties in mate finding. In addition to this, since prey populations are the
primary and only nutritional source for predator populations, the Allee effect
diminishes predator population density. On the other hand, at the lower level of
population density, we have observed that a gradually increasing Allee effect causes a
supercritical Hopf bifurcation, while a strong Allee effect leads to a subcritical Hopf
bifurcation. In other words, there is a stability switch from stable to unstable and from
unstable to stable as the Allee effect increases. Therefore, the system exhibits
multiple Hopf bifurcations since the Allee effect can bring out both stable and
unstable limit cycles. Subsequently, we focus on a sensitivity analysis to ascertain the
robustness of the model to the parameter values that are correlated with the critical
bifurcation parameters directly related to the Allee constant. Finally, we discuss the
impact of the Allee effect on the dynamics of both prey and predator populations via
numerical simulations. Moreover, the FAST approach has been used to examine the
sensitivity of the predator-prey system to all parameter values, and the most efficient
factors among input parameters on the output variable have been determined in
addition to the impact of a single parameter value change on the dynamic of the
system. Our results highlight the need to consider complex ecological interactions to
realistically model and understand the predator-prey system.

Keywords: Ordinary differential equation, Difference equation, Stability analysis, Flip
bifurcation, Neimark-Sacker bifurcation, Hopf bifurcation, Sensitivity analysis.

vii



TESEKKUR

Doktora egitimim boyunca destek ve emeklerini esirgemeyen, yardimlart ve
katkilartyla beni yoOnlendiren, bilgi ve tecriibeleri ile bana 1s1k tutan, Ogrencisi
olmaktan her zaman gurur duyacagim degerli hocam Prof. Dr. Hiiseyin MERDAN’a;
yonlendirici sozleriyle bana akademik yolda ilerleme sevki kazandiran, elestirileriyle
yol gosteren ve her konuda destek olan kiymetli hocam Dog¢. Dr. Meltem
GOLGELIye; tezde dikkat etmem gereken noktalarla ilgili bilgi ve tecriibelerinden
faydalandigim degerli jiiri iyeleri Prof. Dr. Oktay DUMAN’a, Dog¢. Dr. Elif
DEMIRCI’ye ve Dr. Ogr. Uyesi Esra KARAOGLU’na; kiymetli tecriibelerinden
faydalandigim TOBB Ekonomi ve Teknoloji Universitesi Matematik Boliimii 6gretim
iyelerine tesekkiirlerimi sunarim. Hayatimin her evresinde yanimda olan, yiiksek
lisans ve doktora egitimim boyunca yogun ve stresli gecen calisma hayatima renk
katan sevgili esim Saltuk Bugra DASTAN’a; destekleri ile her zaman yanimda olan
aileme ve arkadaglarima sonsuz tesekkiir ederim. Son olarak doktora egitimimde
sagladig1 burstan dolayr TOBB Ekonomi ve Teknoloji Universitesine tesekkiirlerimi
sunarim.






ICINDEKILER

Sayfa

OZET . . . . . iv
ABSTRACT . . . . . . vi
TESEKKUR . . ... ... ... ... .. ... ... ... .. viii
ICINDEKILER . . . ... ... ... ... ... ... ... ix
SEKILLISTESI . . .. ... ... . ... . . ... ... .. .. .. .... X
CIZELGELISTESI . . . . ... ... ... .. . .. . ... . ... .... xii
KISALTMALAR . . . . . .. e xiii
SEMBOL LISTESI . . ........... ... ... ... ........ Xiv
RESIMLISTESI . . . . .. ... ... ... .. ... ... ......... XV
LGIRIS . ... . . . 1
1.1 Allee Etkisi Temel Tanim ve Notasyonlar . . . . . . . . ... .. ... 4
1.1.1 Bilesen ve Demografik Allee Etkisi . . . . ... ... ... ... 4

1.1.2 Giiclii Allee Etkisi ve Zayif Allee Etkisi . . . . . . ... .. ... 7

1.2 Literatlir Arastirmast . . . . . . . . . . . v o i e e e 14

2. CATALLANMA TEORIiSI VE MERKEZ MANIFOLD TEORISI .. 17
2.1 Matematiksel Temel Tanim ve Teoremler . . . . . . . .. .. ... .. 17
2.1.1 Fark Denklemleri . . . . . ... ... .. ............. 17
2.1.1.1 Fark Denklemlerinin Kararlilik Analizi . . . . . .. ... .. 19

2.1.2 Adi Diferensiyel Denklemler . . . . . ... .. ... ... .... 22
2.1.2.1 Diferensiyel Denklemlerin Kararlilik Analizi . . . . . . . .. 23

2.2 Dinamik Sistemlerde Catallanma Teorisi . . . . . . . ... ... ... 27
2.2.1 Merkez Manifold Teorisi ve Normal Form Kavram1 . . . . . . . . 27

2.2.2 Flip Catallanma Teorisi . . . . . . . . ... ... ... .. .... 29

2.2.3 Neimark-Sacker Catallanma Teorisi . . . . ... ... ... ... 32

2.2.4 Hopf Catallanma Teorisi . . . . . . .. ... .. ... .. .... 37

3. AYRIK AV-AVCI POPULASYON MODELINDE ALLEE ETKiSI .. 43
3.1 Modelin Tanitim1 ve Temel Ozellikleri . . . . . ... ... ...... 43
3.2 Kararlilik Analizi . . . . . . . ... ... ... .. . 44
3.3 Flip Catallanma Analizi . . . . . .. ... ... ... ... ...... 47
3.4 Neimark-Sacker Catallanma Analizi . . . . .. ... ... ...... 60
3.5 Niimerik Ornekler . . . . . ... ... ... ... .. ......... 70

4. SUREKLI AV-AVCI POPULASYON MODELINDE ALLEE ETKISI . 79
4.1 Modelin Tamtim1 ve Temel Ozellikleri . . . . ... ... ... .... 79
4.2 Kararlilik Analizi . . . . . . . . .. ... .. 79
4.3 Hopf Catallanma Analizi . . . .. ... ... ... ... ....... 81
44 Niumerik Ornekler . . . . .. . . ... . ... 100
S.DUYARLILIK ANALIZI . . . .. .. ... ... ... ... ....... 105
6. TARTISMA VE SONUCLAR . . .. ... ... ... ... .. ..... 111
KAYNAKLAR . . . 115
EKLER . . . . . . e 119
OZGECMIS . . . .. .. .. .. 123

iX






Sekil 1.1:

Sekil 1.2:

Sekil 1.3:

Sekil 2.1:
Sekil 2.2:
Sekil 2.3:
Sekil 2.4:
Sekil 2.5:
Sekil 2.6:
Sekil 2.7:
Sekil 3.1:

Sekil 3.2:

Sekil 3.3:

Sekil 3.4:

SEKIL LISTESI

Sayfa
(a) r=0.2, A =20 ve K = 60 i¢in biiyiime orani (b) Ayni parametre
degerleri icin popiilasyon yogunlugu . . . . .. ... ... ... .. 9
(a) r =0.2 ve K = 60 icin biiylime oran1 (b) Ayn1 parametre degerleri
icin popiilasyon yogunlugu. Kesikli grafikler A = 0 durumunu
gostermektedir. . . . . . ... L. oL 9

N(0) = 1 x 10® baslangi¢c degeri icin (1.1) ve (1.9) dinamiklerinin

farkli C degerleri i¢in kargilastirilmasi. Burada r = 0.12 ve

K=2764x10% alinmustir. . . . . . . ... ... .. 11
Ikinci iterasyon fonksiyonu (Kuznetsov, 1998) . . . . ... ... .. 30
Flip catallanma (Kuznetsov, 1998) . . . . ... ... ... ... .. 31
Flip catallanma diyagrami (Kuznetsov, 1998) . . . . . ... ... .. 31
Siiperkritik Neimark-Sacker catallanma (Kuznetsov, 1998) . . . . . 36
Subkritik Neimark-Sacker catallanma (Kuznetsov, 1998) . . . . .. 36
Stiperkritik Hopf catallanma (Kuznetsov, 1998) . . . . ... .. .. 39
Subkritik Hopf ¢atallanma (Kuznetsov, 1998) . . . . ... ... .. 40

0 = 0.25 iken N(0) =5, P(0) = 11 baslangi¢ degerindeki farkli 8
degerleri icin av-zaman iligkisi gosterilmektedir. B degerleri ve bu
degere karsilik gelen denge noktas sirasiyla su sekildedir: (a) k =0
icin B =0, N =9.3750, (b) k = 0.2 i¢in B = 1.8750, N = 7.5, (¢)
k=0.5i¢in B = 4.6875, N =4.6875, (d) k=0.8icin § =7.5, N =
1.8750. . . e 71
0 = 0.25 iken N(0) = 5, P(0) = 11 baslangi¢ degerindeki farkli
degerleri i¢in avci-zaman iligkisi gosterilmektedir. B degerleri ve bu
degere karsilik gelen denge noktasi sirasiyla su sekildedir: (a) k =0
icin 3 =0,P=15,(b) k=0.2i¢in B = 1.8750, P =12, (c) k=0.5
icin B =4.6875,P=75,(d)k=0.8i¢in =75 P=3. ... ... 72
N(0) = 9.38 ve P(0) = 15.01 baglangi¢ degerleri ve k = 0.2 igin
Allee etkisi icermeyen (mavi) ve Allee etkisi iceren (kirmizi) av-avci
faz portresi gosterilmektedir. (a) 6 = 0.35 iken her iki modelde de 2
periyotlu ¢6ziim (2-dongii) mevcuttur. (b) 6 = 0.414 igin Allee etkisi
icermeyen modelde 4-dongii goziikiirken, Allee etkisi iceren model
goriintiimii farkli olan cekiciye sahiptir. (c) 6 = 0.45 degerinde her
iki model de goriiniimii farkli olan cekiciye sahiptir. . . . . . . . .. 73
0 parametresi 0.25 < 6 < 0.45 araliginda degisirken av ve avci
popiilasyonun catallanma diyagrami sirasiyla sekil (a) ve (b) de
verilmigtir. kK = 0 iken popiilasyon grafikleri mavi, kK = 0.2 iken
popiilasyon grafikleri kirmizi renk ile gosterilmistir. . . . . . . . . . 74



Sekil 3.5:

Sekil 3.6:

Sekil 3.7:

Sekil 3.8:

Sekil 4.1:

Sekil 4.2:

Sekil 4.3

Sekil 5.1:

Sekil 5.2:

Sekil 5.3

Sekil 5.4:

Sekil 5.5:

Sekil 5.6:

0.25 < 6 < 0.45 i¢in Maksimum Lyapunov Eksponent. Allee etkisi
icermeyen (3.3) sistem icin (k = O durumu ) mavi ile, Allee etkisi
iceren sistem (k = 0.2 durumu) kirmizi ile gosterilmistir. . . . . . . .
0 =0.9 iken N(0) =7 ve P(0) = 14 baslangi¢ degerindeki farkli f3
degerleri icin av-zaman iligkisi gosterilmektedir. B degerleri ve bu
degere karsilik gelen denge noktasi sirasiyla su sekildedir: (a) k =0
icin § =0, N =17.5, (b) k= 0.05 i¢in B = 0.3750, N = 7.1250, (¢)
k=0.1i¢in B =0.75,N =6.75, (d) k=0.2i¢cin f = 1.5, N =6. . .
0 =0.9 iken N(0) =7 ve P(0) = 14 baslangi¢ degerindeki farkli f3
degerleri icin avci-zaman iligkisi gosterilmektedir. B degerleri ve bu
degere karsilik gelen denge noktast sirasiyla su sekildedir: (a) k =0
icin § =0, P =15, (b) k =0.05 igin § = 0.3750, P = 14.25, (¢)
k=0.11igin B =0.75, P=13.50,(d) k=0.21i¢in = 1.5, P=12. .
N(0) = 7.4, P(0) = 14.9 baslangi¢c degerindeki av-avci popiilasyon
diyagrami 6 = 2.2111 iken 1.sekil (mavi), 6 = 2.2116 iken 2.sekil
(kirmiz1) ve & = 2.222 iken 3.sekilde (pembe) gosterildigi gibidir.
(a) k =0.02, (b) k=0.2 ve (c) k = 0.3 iken av popiilasyonun zamana
gore degisim grafigi solda, avci popiilasyonun zamana gore degisim
grafigi ortada, sistemin faz portresi ise sagda gosterilmistir. Burada av
ve avcl popiilasyonun baglangi¢ degeri sirasiyla N(0) = 10 ve P(0) =
ISdir. . ..
(a) ve (b) Allee sabiti B degeri B = 1’den B = 2.5’e kadar artarken
denge noktasindaki av ve avci sayisim gostermektedir. Burada H
noktast Hopf catallanma noktasidir. (B,N,P) uzayinda B degeri
artarken ortaya ¢ikan limit dongiileri sekil (c) de gosterildigi gibidir.
(a) k=0.7,(b) k =0.8 ve (c) k =0.9 iken N(0) = 10 ve P(0) = 15
baslangic degerindeki av-zaman, avci-zaman ve av-avcl faz portresi
sirastyla sekilde gosterildigi gibidir. . . . . . . ..o
r, = 0.08, e = 0.03, 6 = 0.05 ve k = k; iken N(0) = 10 baslangig
degerine sahip av popiilasyonu ¢oziim grafigi r; = 0.5 (kare), r| =
0.55 (karo) ve ri = 0.65 (yildiz) degerleri i¢in elde edilmistir. . . . .
ri = 0.5, ¢ =0.03, 6 = 0.05 ve k = k; iken N(0) = 10 baslangi¢
degerine sahip av popiilasyonu ¢oziim grafigi r, = 0.08 (kare), r, =
0.09 (karo) ve rp = 0.12 (yildiz) degerleri i¢in elde edilmistir. . . . .
r, = 0.08, e = 0.03, 6 = 0.05 ve k = k; iken P(0) = 15 baglangi¢
degerine sahip avci popiilasyonu ¢6ziim grafigi | = 0.5 (kare), r| =
0.55 (karo) ve r; = 0.65 (y1ldiz) degerleri icin elde edilmigtir. . . . .
ri = 0.5, € =0.03, 6 = 0.05 ve k = k; iken P(0) = 15 baslangig
degerine sahip avci popiilasyonu ¢oziim grafigi r, = 0.08 (kare), r, =
0.09 (karo) ve r, = 0.12 (yildiz) degerleri i¢in elde edilmistir. . . . .
(a) Cizelge 5.1’de yer alan parametre araliklari i¢in (4.1) sistemine
ait her bir parametrenin zaman bagli duyarlilik indeksi (b) Duyarlilik
indeksi bar grafigi. . .. ... ... .. oo
(a) Cizelge 5.2’de yer alan parametre araliklar1 i¢in (4.1) sistemine
ait her bir parametrenin zaman bagli duyarlilik indeksi (b) Duyarlilik
indeksi bar grafigi. . .. ... .. Lo

xi

75

76

77

103



CIZELGE LISTESI

Sayfa

Cizelge 1.1: Bilesen Allee etkisi mekanizmalarinin 6zeti . . . . . . ... ... 6

Cizelge 1.2: Literatiirde yer alan baz1 F (D, E) fonksiyonlart . . . .. ... .. 13
Cizelge 4.1: Secilen k degerlerine karsilik hesaplanan Allee sabiti ve (4.76)

sisteminin denge noktast . . . . . . . ... ... ... 101

Cizelge 5.1: (4.1) sisteminde yer alan parametre degerleri icin alt ve {ist stmirlar 109
Cizelge 5.2: (4.1) sisteminde yer alan parametre degerleri icin alt ve iist stmirlar 109

xii






KISALTMALAR

YMT : Yiiksek mertebeden terimler
FAST : Fourier Amplitude Sensitivity Test
dig. : Digerleri

Xiii






SEMBOL LISTESI

Bu tezde kullanilan simgeler aciklamalar ile birlikte asagida yer almaktadir.

Simgeler

Ck

(Xl,...x2)

Re(1)
Im(

~

iz(J)
det(J)

Q

Aciklama

k-kez tiirevlenebilen ve tiirevleri siirekli olan fonksiyonlarin uzayi
X in t ye gore tiirevi

T matris doniislimiiniin tersi

Biiyiik-O notasyonu

(x1,...,x2) vektoriiniin devrigi/transpozu

Ozdeger

A kompleks 6zdegerinin reel kismi

A kompleks 6zdegerinin sanal kismi

Sistemin denge noktasinda hesaplanan Jakobiyen matrisi
Jakobiyen matrisin izi

Jakobiyen matrisin determinanti

Yaklasik olarak esit

X1V






RESIM LISTESI

Saya
Resim 1.1: a) Giiney Afrika col fareleri (rotifer) gruplar halinde yasar.
Bebek bakicilifi, gengleri yetistirme, yiyecek arama gibi
sorumluluklar paylasilir. b) Bildircinlar kig aylarinda diisiik
sicakliklarla miicadele edebilmek icin bir araya toplanir. ¢)
Sahra Coliinde tek bagmna ayakta kalan Tenere agaci. d)
Disilerini ve yavrularin1 ¢emberin i¢ine alarak avcilardan
koruyan geyikler. e) Yirticilarin siiriiden birini se¢me
thtimalini azaltan sigircik kusu siiriisii. f) Birlikte hareket

ederek besin arayan ton baliklar1 (Courchamp ve dig., 1999). 2
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1. GIRIS

Gokyiiziinde kuglarin adeta dans eder gibi kanat ¢irptig1 anlar sik kargsilasilabilen bir
doga olayidir. Peki kuslarin bu hareketine neden olan itici gii¢! nedir? Baliklarin suda
senkronize bir sekilde yiizmesi de ayni itici giigten mi kaynaklanir? Her ne kadar bilim
insanlart tiirlerin bu davranigini biyolojik, ekolojik ve psikolojik acidan degerlendirmis
olsalar da bu sorularin ortak cevabi "hayatta kalma stratejisi" dir (Courchamp ve dig.,
2008).

Tiirlerin grup halinde yasamasi ve belirli bir alanda kiimelesmesi, hayatta kalma
miicadelesinin temel dinamiklerinden biridir. Bu kiimelesme sayesinde toplam yiizey
alani azalir ve tiirler kotii hava kosullari, aveilar gibi disaridan gelebilecek tehlikelere
karst hayatta kalma ihtimallerini arttrirlar. Ornegin, soguk hava kosullarinda
bildircinlar birbirlerine ¢ok yakin durarak soguk havayla temas eden yiizeylerini
azaltirlar. Benzer sekilde Amerikan antiloplari kiimeleserek, sigircik kuslar1 ve bazi
baliklar da senkronize hareket ederek avcilarina karst koruma bandi olustururlar.
Erkek geyikler, disi geyikleri ve yavru geyikleri yirticilardan korumak i¢in bir cember
olusturarak onlar1 cemberin ortasina alirlar ve etrafinda donmeye baslarlar. Bu sayede
disi ve yavru bireylerin 6liim orami azalir. Eger kiimelesen gruptaki birey sayisi
azalirsa bireylerin olumsuz dis etkilerle temas eden yiizey alani artar, sonug¢ olarak
bireylerin 6liim orani yiikselir. Bunlarin yam sira, tek basina kalan bir aga¢ tozlasma
yapamaz ve ¢ogalamaz. Benzer sekilde avlanmak icin birlikte gezen ton baliklari,
tiirdesleri yeterli sayida degilse avlanamazlar ve besin bulamadiklari i¢in yagamlarini
devam ettiremezler (Bakiniz Resim 1.1).

Literatiirde tiirlerin yasamlarina devam edebilmesi i¢in tiirdeslerin mevcut ve yeterli
sayida olmasi gerektigini vurgulayan ve deneysel ¢alismalar yiiriiten oncii kisi Warder
Clyde Allee’dir. Allee’nin asil ¢alisma alani hayvan kiimelesmesi iizerinedir. Allee,
suda yasayan bazi tiirlerin suyun kimyasini olumlu etkiledigini gozlemlemistir.
Allee’ye gore belirli su canlilar1 suya kalsiyum tuzlari gibi koruyucu madde
birakmakta ve bu maddeler sudaki tiirlerin yasama sansini arttirmaktadir. Bu olayin
gerceklesmesi icin ise kimyasal maddelerin cok seyreltik olmamasi, yani tiirlerin bir
arada olmasi, kiimelesmesi gerekmektedir (Allee, 1931). Allee, gozlemlerini gercek
verilere dokebilmek icin 1932 yilinda Japon baliklarimi®> kullanarak bir deney
yapmustir. Deney icin 140 adet balik kullanmustir. 11k olarak, 70 adet balig1 bireysel
olarak izole etmis diger 70 adet balig1 ise 10’arli 7 gruba ayirmigtir. Daha sonra, her
iki gruptaki baliklarin 6liim siirelerini hesaplamistir. Allee, grup halinde yasayan
baliklarin ortalama yasam siiresini 507 dakika olarak 6lgcerken, bu siireyi tek basina
yasayan baliklarda 182 dakika olarak hesaplamistir.

Utici giic, dogadaki gelismenin ve degismenin hareket ettirici nedenini dile getiren bir kavramdir
(Url-1).

2Japon baliklar1 *Gold Fish’ olarak bilinmektedir. Ortalama yasam siiresi 10 ile 30 yil arasindadir
(Url-2).



Bu deney sonucunda Allee, bir popiilasyondaki bireylerin kendi tiirlerinden
sagladiklar1 faydanin 6nemli oldugu, ve bu durumun dogal bir sonucu olarak da
bireylerin popiilasyon yogunlugundaki diisiisten negatif etkilendiklerini tespit
etmistir. Allee’ye gore, eger bir tiire ait popiilasyon yogunlugu diisiik seviyelerde ise,
bireylerin iireme sayist azalacak ve bireyler tiirdeslerinden sagladiklar1 faydaya
ulagabilmek i¢in sayica yetersiz kalacaklardir (Allee, 1949).

Resim 1.1: a) Giliney Afrika ¢ol fareleri (rotifer) gruplar halinde yasar. Bebek
bakicilig1, gengleri yetistirme, yiyecek arama gibi sorumluluklar paylagilir. b)
Bildircinlar kig aylarinda diisiik sicakliklarla miicadele edebilmek ic¢in bir araya
toplanir. ¢) Sahra Coliinde tek basina ayakta kalan Tenere agaci. d) Disilerini ve
yavrularin1 ¢cemberin i¢ine alarak avcilardan koruyan geyikler. e) Yirticilarin siirtiden
birini se¢gme ihtimalini azaltan sigircik kusu siiriisii. f) Birlikte hareket ederek besin
arayan ton baliklar1 (Courchamp ve dig., 1999).

Allee ilerleyen ¢alismalarinda ¢6l (¢ege) sineginin, belirli bir popiilasyon yogunlugun
altinda iken kendiliginden ortadan kayboldugunu, denizkestanesi, rotifer vb. gibi bazi
tirlerin yasama sanslarin1 daha ¢ok artirmak amaciyla grup halinde yasadiklarim
gozlemlemistir. Allee, Japon baliklari ile yapti§1 deneyin yani sira yeterli sayidaki
denizyildizlarimin UV 151 veya toksik kimyasallara maruz birakildiklarinda hayatta
kalma sanslarmin yiikseldigini gosteren deneysel ve gozlemsel calismalar
yiiriitmiistiir (Allee, 1951). W.C. Allee’nin Oncii ¢calismasindan bu yana "Allee etkisi",
bir tiirlin tiirdes bireylerinin varliklarindan dolay1 sagladiklar1 fayda olarak kabul
edilmekte olup bu durum Odum (1953) tarafindan Allee prensibi olarak
adlandirilmistir.

Devam eden calismalarinda Allee (1958), bugday unundaki kin kanatli bocekleri
analiz ederek bu tiiriin en yliksek dogum oranina popiilasyon yogunlugu orta seviyede
iken ulastigini gozlemlemistir. Yiiksek yogunlukta yetiskin bireyler arasindaki
rekabet sonucu yumurtalar zarar goriirken, diisiik yogunlukta disi bireyler es bulma
sorunu ile karsilastifindan daha az yumurta tiretmektedir.



Allee, diisiik popiilasyon yogunlugunun niifus artis hizindaki negatif etkilerini dikkate
alarak diisiik popiilasyon yogunlugunun,

dN(t)
dt

:rN(t)< J%) K >0 (1.1)

ile verilen klasik lojistik modelin (Allen, 2007) varsayimlarint ihlal ettigini
gozlemlemistir. (1.1) modelinde, N(¢), ¢ anindaki niifus biiyiikliigiinii (devam eden
ifadelerde N olarak gosterilmistir), r, dogal biiyiime oranin1 ve K tagima kapasitesini
gostermektedir. Allee, gdzlemsel ¢alismalarin sonucunda, asagidaki model ile ((1.1)
modelinin gelistirilmis hali) Allee etkisinin basit bir matematiksel drnegini ortaya

koymustur:
dN N N
—=rN({——-1](1—=]. 1.2
i =i (%) a2

Burada r, N ve K (1.1) modeli ile ayn1 olup 0 < A < K olmak iizere A, ’Allee esik
degerini’ gostermektedir. 0 < N < A i¢in popiilasyon negatif biiyiime oranina sahip
iken A < N < K i¢in biiylime oran1 pozitiftir. Biyolojik agidan agiklamak gerekirse, tek
bir tiirii ele alan ve Allee etkisini igeren popiilasyon modelinde, tiir ya yok olacak ya
da tasima kapasitesine ulasacaktir. Eger popiilasyon biiyiikliigii Allee esik degerinin,
A’ nin, altinda ise popiilasyon ortadan kaybolacaktir.

Dikkat edilirse (1.1) modelinde esitligin sag tarafi f(N) fonksiyonu olarak
tanimlanirsa, bu fonksiyon aslinda f(N) = ag + a;N + a,N*? polinomunun bir 6zel

halidir. Bu modelde, ay = 0 olmak iizere a; =r ve a; = —% dir. Oyleyse, diizgiin! f

fonksiyonunu asagidaki sekilde Taylor serisine agabiliriz:
fN)=Y aN"=ap+aiN+aN>+.... (1.3)
n=0
Burada ag = 0 olmak iizere

AN

—r=f)= aiN +a;N* +-a3N°> +--- = N(a; +apN +a3N*+...) = Ng(N) (1.4)

olarak ifade edilebilir. Genellikten bir sey kaybetmeksizin kabul edelim ki g(N) = a; +
a>N + azN? olsun. Dikkat edilirse a, > 0 ve a3 < 0 ise Allee etkisinden bahsedilebilir.
Ozel olarak, kabul edelim ki a,b > 0 olmak iizere a; = r — ab?, ay = 2ab ve az = —a
olsun. Oyleyse,

g(N) = r—ab*+2abN — aN* = r —a(N* — 2ab+b*) = r —a(N — b)? (1.5)

olarak elde edilir. Burada N < b — \/Z ve N > b+ \/2 iken kisi basi niifus artig hizi,
a a
yani g(N) negatif olur.

Bir popiilasyonun yasadig1 ¢evre kiigiik bir alan fakat bu alanda popiilasyon yogunsa

IDiizgiin fonksiyon, tanim kiimesindeki her noktada tiirevlenebilir (istenilen mertebede kismi
tiirevleri var ve siirekli) fonksiyondur (Munkres, 2014).
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veya popiilasyon birbirinden uzak bolgelerde yasayan farkli gruplara ayrilmis ve her
bir gruptaki birey sayisi fazla ise Allee etkisinden bahsedebiliriz. Bu kapsamda
popiilasyonun yasam alaninda ne kadar ¢ok birey varsa (belirli bir tagima kapasitesine
kadar) popiilasyonun devamlilig1 o kadar basarili olacaktir.

Allee etkisi kavrami iyi bilinmesine ragmen bu kavramin birden fazla anlamu
mevcuttur. W. C. Allee acikca bir tanim yapmasa da bir popiilasyondaki bireylerin
hayatta kalabilmesi i¢in gerekli unsurlarin ne oldugunu belirlemistir. Bu yiizden Allee
etkisi genel olarak bireysel uyumun herhangi bir bileseni ile tiirdeslerin sayisi veya
yogunlugu arasindaki pozitif bir iligki olarak tanimlanir. Uyum, bireyin tiim yasami
boyunca ya da belirli bir yasam periyodunun tamaminda dikkate alinmas1 gereken bir
unsurdur. Tek bir zaman diliminde bireysel uyumun herhangi bir bilesenini tek basina
ele almak yamltict olabilir. Ornegin; bir popiilasyondaki birey sayisinda bir yil
boyunca artig gbzlemlenebilir. Fakat besin kaynaklar1 kisitli ise bireylerin tireme veya
hayatta kalma siiresi azalabilir. Sonu¢ olarak da birey sayist dengede kalabilir.
Popiilasyonlarin biiyiik ya da kiiciik olmasi yasanilan ortam kosullarina baglidir.
Biiyiik veya yogun popiilasyonlar kaliteli ortam kosullarinda yasayabilirken, ortam
kosullar1 elverigli olmayan popiilasyonlar kiiciikk veya seyrek olabilir. Dolayisiyla
biiylik popiilasyondaki bireylerin popiilasyona ya da topluluga bireysel uyumu yiiksek
olabilir ve bu durum Allee etkisine bagli olmayabilir.

1.1 Allee Etkisi Temel Tanim ve Notasyonlar

Allee etkisi ile ilgili baz1 temel tanimlar asagida verilmistir.

Kritik Allee Degeri (Allee Esik Degeri) : Eger popiilasyon biiyiikliigii/ yogunlugu bu
degerin altinda ise kisi bag1 niifus artis hiz1 negatif olur.

Bilesen Allee Etkisi: Bireysel uyum bileseni ile popiilasyon biiyiikliigii/yogunlugu
arasindaki pozitif iligkidir.

Demografik Allee Etkisi: Genellikle kisi basi biiyiime orani ile iligkilendirilen,
bireysel uyumun tiim bilegenleri ile popiilasyon biiyiikliigii/yogunlugu arasindaki
pozitif iligkidir.

Giiclii Allee Etkisi: Allee kritik degerine sahip bir demografik Allee etkisidir.

Zayif Allee Etkisi: Allee kritik degerine sahip olmayan bir demografik Allee etkisidir.

Asagida, literatiirde kullanilan Allee etkisinin birka¢ Onemli alt kategorisine yer
verilmistir.

1.1.1 Bilesen ve Demografik Allee Etkisi

Bilesen Allee etkisi, bireysel uyum bileseninin popiilasyon biiyiikliigii/yogunlugu
(Devam eden agiklamalarda popiilasyon yogunlugu kelimesi kullanilacaktir.) ile olan
pozitif iligkisidir. Uyum genel olarak bir bireyin bir sonraki nesile genetik katkisi
olarak tanimlanir. Bir sonraki nesile katkida bulunmak icin bir bireyin 6nce hayatta
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kalmasi, sonra iiremesi ve daha fazla iiremek icin hayatta kalmaya devam etmesi
gerekir. Bireysel uyum bileseni, iireme veya hayatta kalabilme miicadelesi ile
popiilasyon yogunlugunu etkileyebilir. Ornegin, popiilasyondaki bir birey, es
bulamayip cogalamaz ise bireysel olarak uyumu diiser ve normal lireme sayisindan
daha az bir say1 ile popiilasyonu etkiler. Bilesen Allee etkisi bireysel uyumda diisiis
yaratabilir, fakat popiilasyonun tamaminda biiyiikk bir diisiis yaratmayabilir.
Popiilasyonda ¢ok sayida birey mevcut ise avcilara karsi tetikte olmak daha kolay
olabilir ve bu durum bireysel uyumu yiikseltebilir. Ancak popiilasyondaki birey sayisi
asir1 fazla ise bireyler arasi rekabet baglayabilir, her bir birey icin besin veya es
bulmak zorlasabilir, dolayisiyla bireysel uyum azalabilir.

Hayatta kalma ve iireme cok sayida alt bilesene sahiptir. Bitki tiremesini ele alirsak,
bitki iiremesi cigcek sayisi, tozlasma orani, tohum acma gibi bilesenlere ayrilabilir.
Kuslar icin ise parlak tiiyler gibi bir 6zelligin hem ilireme hem de hayatta kalma
tizerinde etkileri olabilir. Tiim bu etkiler gbz Oniine alinarak Allee etkisinin genel
mekanizmasi Cizelge 1.1°de 6zetlenmistir. Ilk olarak iireme etkisini ele alalim. Ureme
icin bilinen mekanizmalar, duragan canli/organizmalarda dollenme etkinligini,
hareketli canli/organizmalarda es bulmay: ve isbirligine dayali iiremeyi icerir.
Duragan organizmalar kalic1 olarak karaya veya deniz tabanina bagh olarak yasarlar
(Ornegin: bitkiler). Bunun yani sira, bircok hayvan tiirii de iireme sirasinda
duragandir. (Ozellikle deniz omurgasizlari: siingerler, mercanlar, anemonlar,
istiridyeler vb). Cift kabuklular, derisidikenliler ve kum kurtlar1 gibi duragan olmayan
fakat cok az hareket eden organizmalar da vardir. Tiim bu organizmalar tiirdesleriyle
dogrudan temas kurmadan yasadiklar1 ortam (su veya hava) yoluyla tiremelerini
gerceklestirirler. Dolayisiyla seyrek popiilasyondaki bireyler daha az gamet alarak
verimli bir dollenme/basarili bir tireme gerceklestiremeyebilirler (Courchamp ve dig.,
2008).

Es bulma bir diger iireme Allee etkisi mekanizmasidir. Diisiikk yogunluktaki
popiilasyonlarda bireyler her zaman uygun bir es bulamayabilir ve iireme sayilar
buna bagli olarak azalabilir.

Hareketli organizmalarda bazi disi tiirleri, tireme verimliliklerini en iist diizeye
cikarabilmek icin tiim yumurtalarinin dollenmesini ister. Bu amacla, gerekli spermi
verebilecek yeterli sayida erkek veya yeterince biiyiik bir erkek ile karsilasmak ister.
Seyrek popiilasyonlarda, disiler herhangi bir erkekle veya yeterli sayida erkekle
karsilasamayabilir ya da optimum boyutta erkek secemeyebilir. Balik¢ilikta mavi
yengec, karayip dikenli 1stakozu ve yeni zelanda kaya 1stakozu tiirlerinin ozellikle
biiylik erkekleri hedef alinmaktadir. Sonug¢ olarak, bu tiirlerin disi bireyleri sinirh
sperm yiiziinden iiremelerini azaltmaktadir. Bu da lireme Allee etkisinin bir bagka
mekanizmasidir (Courchamp ve dig., 2008).

Un kurdu tiirtinde oldugu gibi baz tiirler dogrudan es bulamadiklart i¢in degil yeterli
sayida tiirdesleri ile karsilasamadiklar1 i¢in tireyemezler. Ciinkii iiremek icin gerekli
fizyolojik duruma tiirdeslerinin varlig1 ile ulasabilirler. Baz1 disi bireyler de cekici
erkeklerle ciftlesmelerinden elde ettikleri fayday1 (6rnegin genetik olarak daha cekici
erkek yavrular meydana getirmek) baz alarak es seciminde bulunurlar. Disilerin
erkekler arasinda se¢cim yapamadigi veya secimin 6zellikle ¢ekici olmayan erkeklerle
sinirlt oldugu kiigiik veya diisiik yogunluklu popiilasyonlarda, disiler ciftlesmemeyi



Cizelge 1.1: Bilesen Allee etkisi mekanizmalarinin 6zeti

Mekanizma Calisma Sekli Ornekler
Ureme

Yayilmig Diisiik popiilasyon yogunlugunda diigiik ~ Mercan gibi
yumurtlama sperm ve yumurta bulugma olasiligi derisidikenliler

Polen kisit1

Es bulma

Ureme kolayligi

Sperm kisiti

Toplu yasama

Hayatta Kalma
Cevre kosullamasi

Seyretme etkisi
Avcilara karst
isbirligi

Ureme ve/veya
Besin arayist

Yetistiricilik

Genetik

Diigiik bitki popiilasyon yogunlugunda
daha az polen taginmasi

Diisiik popiilasyon yogunlugunda uyumlu
ve aliml1 eg bulma zorlugu

Diigiik popiilasyon yogunlugunda daha
az tiirdes faydasi ile daha az tireme

Erkek bireylerin sayica az olmasi sonucu
digsilerin dollenme i¢in sperm bulamamasi

Geng bireylerin lireme ve/veya yavru
yetistirme konusundaki basarisizliklar

Daha iyi mikrobiyolojik ortam i¢in
cevresel kosullarinin iyilestirilmesi

Av popiilasyonu azaldik¢a avin avlanma
riskinin artmast

Diigiik av popiilasyon yogunlugunda
avcilara kars1 savunma zorlugu

Hayatta Kalma
Diisiik popiilasyon yogunlugunda
birlikte yiyecek bulma zorlugu

Yetiskin bireylerin gengleri yetistirmek
icin yeterli sayida olmamasi

Diisiik popiilasyon yogunlugunda
genetik cesitlilik azalmasina bagl
bireysel uyumun azalmast

Bazi boceklerle
tozlasan bitkiler

Mezgitgiller
Iparhan Kelebegi

Kertenkele
Deniz kusu, Lemur

Mavi yengec
Dikenli 1stakoz

Afrikali vahsi
kopek

Dag sicani
Meyve sinegi
Parazitler

Kara kurbaga
Ren geyigi

Kanada koyunu
Kiz kusu, Mirket

Kara kagl albatros,
Gezgin giivercin

Morina balig1
Kizil deniz kirpisi

Bazi bitki
cesitleri



tercih edebilir veya iiremeye ya da yavrulara daha az 6nem verebilirler (Courchamp
ve dig., 2008).

Simdi de bireylerin hayatta kalmasi ile igili Allee etkisi mekanizmalari ele alalim.
Tiirlerin hayatta kalabilmesi icin yasadiklar1 c¢evre kosullari Onemlidir. Cevre
denilince fiziksel (sicaklik, riizgar vb.), kimyasal (oksijen, hormonlar vb.) ve biyolojik
(avcilar) etkenler akla gelebilir. Allee, ilk calismalarinda kimyasal etkeni g6z 6niinde
bulundurmustur. Ayrica Allee, bildircin gibi baz tiirlerin soguk hava kosullarindan
korunmak i¢in gruplar halinde yasadiklarini gézlemleyerek fiziksel ¢evrenin 6nemini
vurgulamistir (Allee, 1951).

Avlanma, genellikle av popiilasyonunda Allee etkisi yaratabilir. Avcilar, av
popiilasyonlarinin  biiyiikliigiine ve yogunluguna gore farkli gsekilde davranig
sergileyebilirler. Ornegin, avcilar, daha yogun besin bulanan alanlar aramak igin
hareket ederler. Eger ortamda fazla av mevcutsa, avcilar belirli bir sinira kadar av
tilkketebilirler. Ayrica avcilar, kendi popiilasyon biiyiikliikleri ve biiyiime oranlarindaki
degisiklikler yoluyla da av popiilasyon yogunlugundaki degisikliklere tepki
verebilirler. Basit bir sekilde ifade etmek gerekirse, av popiilasyon yogunlugundaki
bir azalma hem avci sayisinda hem de avcinin tiikketim oraninda bir azalmaya neden
olabilir. Fakat bu azalig av sayisindaki azalmayi dengelemek icin yeterli degildir.
Ciinkii avcmnin av tiiketimindeki azalis avin azalma hizindan daha yavags olabilir.
Dolayisiyla, av popiilasyon yogunlugu azaldik¢a her bir avcinin avlanacagi av sayisi
azalir, bunun sonucunda da her bir av popiilasyonunun avlanma olasilig1 artar. Bu
mekanizmaya ren geyiklerini 6rnek verebiliriz. Avlanma, ren geyikleri i¢in temel
olim sebebidir. Dolayisiyla diisiik popiilayon yogunluguna sahip ren geyiklerinde
azalan yogunlukla birlikte kisi bas1 niifus artis hiz1 da azalir (Allee, 1958).

Bilesen Allee etkisi, sadece bireysel uyumu negatif etkilemekle kalmayip ayni
zamanda tiim popiilasyonu da olumsuz etkiliyorsa demografik Allee etkisinden
bahsetmek miimkiindiir. Demografik Allee etkisi, bireysel uyumun tiim bilesenleri ile
popiilasyon yogunlugu arasindaki pozitif iligkidir. Bir bagka ifade ile, demografik
Allee etkisi, bilegsen Allee etkilerinin toplamidir.

Yukarida da yer verildigi gibi ¢esitli bilesen Allee etkisi mekanizmalart mevcuttur. Bu
mekanizmalarin yani sira besin, es ve yasam alam icin rekabet etme gibi negatif
yogunluga baghh mekanizmalar da mevcuttur. Bir bilesen Allee etkisi mekanizmasi
tek basina mevcut olsa bile, popiilasyon biiyiikliigli veya yogunlugunun genel uyum
tizerindeki net etkisini tahmin etmek kolay degildir. Dolayisiyla, bir demografik Allee
etkisinin var oldugunu sadece bir tek mekanizmanin varhifindan yola c¢ikarak
belirlemek dogru degildir.

1.1.2 Giiclii Allee Etkisi ve Zayif Allee Etkisi

Giicli Allee etkisi ve zayif Allee etkisi birer demografik Allee etkisidir. Giiglii Allee
etkisinde, niifus yogunlugu belirli bir kritik degerin, Allee esik degerinin, altina
diistiigiinde, bireylerin kisi basina diisen biiyiime oran1 negatif olur. Dolayisiyla, eger
popiilasyonlar kritik degere ulasamazsa yok olmaya baglar. Zayif Allee etkisinde ise
diisiik popiilasyon yogunlugundaki bireylerin kisi basina diisen biiylime orani
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diisiiktiir fakat hicbir zaman negatif degildir. Bu yiizden zayif Allee etkisinde bir
kritik deger mevcut degildir.

Bir popiilasyonun yasadigi cevredeki demografik Allee etkilerini belirlemek zor
olabilir. Popiilasyonlar genellikle biiylime hizlarimin diisiik oldugu bolgelerde
yasamak istemezler. Bazilar1 bu bolgelerden kacip kendilerine yeni yasam alam
yaratabilirken bazilar1 da bu bolgelerden kacamayip nesillerinin titkkenme tehlikesi ile
kars1 karsiya kalabilirler. Bu nedenle, Allee etkilerinin niifus ve topluluk
dinamiklerindeki potansiyel dnemini degerlendirebilmek i¢cin matematiksel modeller
onemli bir ara¢ olarak karsimiza cikar.

Matematiksel modeller, genellikle zamana baglh olarak degisen sistemlerin yapisini
anlamak icin kullanilir. Elde edilen bu modeller, zaman veya zaman ve konum
etkenlerine bagli oldugundan adi diferensiyel denklemler, fark denklemleri ya da
kismi diferensiyel denklemler kullanilarak olusturulur. Bu denklemlerin tanimladig:
dinamik sistemler zamana gore kesikli (ayrik) ve siirekli sistemler olarak ikiye ayrilir.
Kesikli sistemlerin mevcut oldugu doga olaylar1 fark denklemleriyle modellenirken,
stirekli sistemler icin diferensiyel denklemler kullanilarak modelleme yapilir.
Ornegin, bocek, kelebek ve bitki gibi ardigik jenereasyonlar: Ortiismeyen
popiilasyonlarin dinamik yapisi fark denklemleri modelleri ile analiz edilir.
Diferensiyel denklemler ise nesillerin ayn1 anda yasadigi popiilasyonlart modellemek
icin kullanilir (Elaydi, 2006).

Hem siirekli hem de ayrik sistemlerde, bir popiilasyon dinamigi, kisi basi niifus artis
oranini temsil eden bir g(N,X) fonksiyonu ile ele alinir. Burada N, niifus bityiikligi
veya yogunlugunu, X ise yiyecek, dogal diismanlar, hava durumu vb. gibi niifus artisini
etkileyen diger tiim degiskenleri temsil eder. X sabit olmak {iizere, en basit siirekli ve
ayrik popiilasyon modeli sirastyla asagidaki sekilde ifade edilir:

dN
o Ng(N) (1.6)
Nip1 = th(Nt>' (1.7)

Her iki denklemde de 7 zamani temsil etmektedir. g(N) fonksiyonu i¢in tercih edilen
bir form yoktur. Dolayisiyla ele alinan farkli g(N) fonksiyonlar igin zayif Allee
etkisi, giiclii Allee etkisi veya her iki etki birden mevcut olabilir. Asagida tek tiirii ele
alan siirekli popiilasyon modelleri i¢in bazi g(N) fonksiyonlar: ele alinmig ve bu
fonksiyonlarin analizlerine yer verilmistir.

. N\ /N A
Ik olarak, g(N) =r (1 - E) (E — §> fonksiyonunu ele alalim. 0 < A < K olmak

tizere 0 < N < A igin, g(N) < 0, yani kisi bas1 niifus artig hiz1 negatiftir. Sekil 1.1 nin ilk
kisminda popiilasyonun biiytime oranina, f(N) = Ng(N), yer verilmigtir. Sekil 1.1’de
0 < N < A i¢in biiylime oraninin negatif oldugu agikca goriilmektedir. Grafigin ikinci
kisminda ise farkli N(0) baslangi¢ degerleri igin popiilasyon yogunlugunun zamana
gore de8isimi gosterilmistir. Burada, Allee kritik degerinden diisiik sayida bireye sahip
popiilasyonlar yok olmaktadir. Sonug olarak, ele alinan popiilasyon modeli i¢in giiclii
Allee etkisi mevcuttur.



Aymt g(N) fonksiyonu, A < 0 icin pozitiftir. Bir bagka ifadeyle, kisi bagina diigen
bliylime orami pozitiftir. Sekil 1.2°’de A = 0 ve A < 0 durumlart ele alinarak
popiilasyonun biiyiime oranm1 ve zamana gore degisimine yer verilmistir. Dikkat
edilirse, diisiik popiilasyon biiyiikliigiinde popiilasyonun artis hiz1 daha diisiiktiir. Bu
da zay1if Allee etkisinin bir gostergesidir.
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Sekil 1.1: (a) r =0.2, A = 20 ve K = 60 icin biiyiime oran1 (b) Ayn1 parametre degerleri
i¢cin popiilasyon yogunlugu
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Sekil 1.2: (a) r = 0.2 ve K = 60 icin biiylime orani (b) Ayn1 parametre degerleri icin
popiilasyon yogunlugu. Kesikli grafikler A = 0 durumunu gostermektedir.

Aragtirilmak istenen konuya gore g(N) fonksiyonu degisebilir. Ornegin, Delitala ve
Ferraro (2020) tarafindan ele alinan ve asagida ifade edilen

dN N A+C

Allee etkisine sahip kanser hiicresi modelini inceleyelim. Burada N, ¢ aninda insan
viicudunda yer alan kanser hiicresi sayisini, r, Allee etkisinin olmadig1 durumda kanser
hiicresinin kendini yenileme hizim1 ve K tasima kapasitesini gosterir. A parametresi,
Allee kritik degerini ifade eder. Eger A > 0 ise giiclii Allee etkisi, A < 0 ise zayif Allee
etkisi mevcuttur. C parametresi ise, kanser hiicresinin liremek icin kendi tiirlerinden
elde ettikleri fayda miktarini temsil eder. A = —C, demografik Allee etkisinin olmadig1
durumu ifade eder.



Kabul edelim ki A = 0 olsun. Yani, zayif Allee etkisi mevcut olsun. Bu durumda, (1.8)

denklemi N N c
i ] —— 1——— 1.
dr rN( K) ( N+C) (1.9)

olarak yazilir. Analitik olarak incelemek gerekirse, C parametresi g(N)
fonksiyonunun genel seklini etkiler. C arttikca g(N) fonksiyonunun grafigi daha diiz
hale gelir ve daha diisiik maksimum degerlere ulagir. Dolayisiyla, ¢ok yiiksek C
parametre degerinde, sadece yiiksek kanser hiicresi miktarinda kayda deger bir
biiylime meydana gelebilir (Bakiniz Sekil 1.3). Eger C = 0 ise, tiir i¢ci dayanisma s6z
konusu degilse, kanser hiicresi kendiliginden de artabilir. Bu gozlemi (1.9)
denkleminin ¢oziimii ile agiklayalim. C = 0 ise (1.9) denklemi iistel biiylime modeli
olan (K, lojistik terimi ile smnirli)) (1.1) denklemine ingirgenir. (1.1) ve (1.9)
denklemlerinin her ikisi de N = 0 (kararsiz) ve N = K (kararli) denge noktalasina
sahiptir. Dolayisiyla, Allee etkisi icermeyen (1.1) modeli ile zayif Allee etkisini ele
alan (1.9) modeli daha ¢ok kanser hiicresinin biiyiime hizina gore farklilik gosterir ve
bu fark N kiiciildiikge artar. Kabul edelim ki N << K olsun. Bir bagka ifade ile, N cok
kiigiik olsun. Oyleyse, her iki modelde de N/K terimi ihmal edilip elde edilen
denklemlerin ¢6ziimii sirasiyla asagidaki sekilde yazilabilir:

dN dN N 1. (N

— =rN=—=rdt=InN| =rn=t=-In{— (1.10)
dN C NN+C f 1 N c C
dt_rN<1_]V—|—(:>:> - N2 dN—/Ordt:>[—r|:ln<%>+1\[O_N:| (111)

Burada Ny, t = 0 anindaki hiicre sayisin1 gosterir ve N > Ny kabul edilir. Yukaridaki
denklemlerden acikca goriiliiyor ki, zayif Allee etkisini iceren model belirli bir
N << K degerine ulagabilmek i¢in lojistik modele gore C’ye bagh ek bir siireye
ihyita¢c duymaktadir. Ayrica bu siire C arttikca artmaktadir. Sekil 1.3’te (1.1) ve (1.9)
dinamikleri farkli C degerleri i¢in karsilagtirilmistir. Grafikten agikca goriiliiyor ki

zay1f Allee etkisini iceren (1.9) modelinde C arttik¢a biiyiime orani azalmaktadir.

Simdi de kanser tedavisi yontemini ele alalim. Tedavi yontemi, kansere neden olan
hiicrede azalma meydana getireceginden (1.1) ve (1.9) modeline —gN terimi
eklenerek modellenebilir. Burada g, sabit bir deger ya da zamanin bir fonskiyonu

olarak ele alinabilir.
Kabul edelim ki g sabit bir katsay1 olsun. O halde (1.1) denklemi

dN

N
—=rN(1-=)—gN 1.12
o7 r< K) g (1.12)

ile ifade edilir.
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Populasyon yogunlugu

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Zaman

Sekil 1.3: N(0) = 1 x 10% baslangi¢ degeri icin (1.1) ve (1.9) dinamiklerinin farkli C
degerleri icin karsilastirilmasi. Burada r = 0.12 ve K = 2.764 x 10° alinmistir.

dN _
i f(N) ve N = 0 denge noktas1 olmak iizere
f(N)=r—g<0&r<g (1.13)

sarti altinda N = 0 denge noktasi lokal kararh! olur. Biyolojik acidan aciklamak
gerekirse, eger kanser tedavisinin hiz1 g, biiylime hizi r den biiyiik olursa, uygulanan

tedavi ile kanserli yap1 yok olur.

Benzer sekilde zayif Allee etkisi igeren (1.9) modelinde tedavi yontemini ele alalim. g

sabit bir katsay1 olmak lizere

dN N C
N (1-2) (1-- ) —en 1.14
ar ( K)( N+c> 8 (1.14)

denkleminin bir denge noktasi N = 0 dir. Denklemin sag tarafim1 f(N) fonksiyonu ile

gosterelim. Eger
f(N)=-g<0&g>0 (1.15)

gergeklenirse N = 0 denge noktasi lokal kararhdir. Sonug olarak, her iki modelde de

uygulanan tedavi siirecinde kanser hiicresi sayisi farkli oranlarda da olsa azalacaktir.

IBir diferensiyel denklemin denge noktasimin kararlig1 Boliim 4’te tamimlanmustir,
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Eger tedaviye son verilirse, yani ¢ = O durumunda, kanser hiicreleri yeniden

cogalacaktir.

Peki giiclii Allee etkisinde dinamik yap1 nasil degisecektir? Pozitif A degeri icin, N < A

olmak tizere

dN N A+C
—=rN|{1—=||1-——F—= 0 1.16
ar ( K)< N+C>< (1.16)
olup gii¢lii Allee etkisi mevcuttur. N = 0 (1.16) denkleminin bir denge noktast olup
N A+C
f(N)=rN ( 1-— E) (1 — ]ﬁ) olarak tanimlayalim. Burada
_ A
.ﬂm=—%<0 (1.17)

elde edilir ve herhangi bir kosula bagl kalmaksizin N = 0 denge noktas1 lokal
kararhidir. Bu demek oluyor ki, giiclii Allee etkisi altinda kanser hiicresi yok olacaktir.

Ayni1 model i¢in tedavi yontemini gdz Oniine alirsak:

dN N A+C
Vv (1-2) (1-2%) —en 1.18
ar ( K>< N+C> % (1.18)

modeli icin N = 0 denge noktasi

f@ﬁz—%—g<0 (1.19)

sart1 altinda lokal kararli olacaktir. Dolayisiyla, giiclii Allee etkisi iceren modelde
tedavi sona erse bile kanser hiicresi sayist azalacaktir. Sonu¢ olarak, giicli Allee

etkisinin kanser tedavisinde onemli bir yere sahip oldugunu soyleyebiliriz.

Allee etkisini iceren modellerde, kisi basi niifus artis hizinin yam sira bilesen Allee
etkisi mekanizmalar1 i¢in de genel bir matematiksel form yoktur. Fakat ele alinan
mekanizmalar, baz1 genel 6zellikleri saglayan farkli fonksiyonlarla temsil edilebilir.
Ornek olarak es bulma mekanizmasini ele alalim. Kabul edelim ki F(D,E)
fonksiyonu bu mekanizmay1 temsil etsin. Burada D disi popiilasyon biiyiikligiinii, E
ise erkek popiilasyon biiyiikligiini gostermektedir. F(D,E) fonksiyonu, siirekli
popiilasyon modellerinde disi popiilasyonun es bulma orani, ayrik popiilasyon
modellerinde ise belirli bir zaman aralifinda disi popiilasyonun es bulma olasilig1

olarak yorumlanabilir. O halde F fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglar:

* Eger popiilasyonda erkekler mevcut degilse veya disi popiilasyonun
kargilasabilecegi erkek popiilasyonu ortamda bulunmuyorsa, disi popiilasyonu

iiremek i¢in eg bulamaz, yani keyfi D degeri i¢in F(D,0) = 0 olur.
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Cizelge 1.2: Literatiirde yer alan bazi F (D, E) fonksiyonlart

Fonksiyon Hipotez Referanslar

1 —e(E/4) E sabit olmak iizere disilerin es bulma oranm1 aynidir. Boukal ve Berec, 2009
Burada A, Allee etkisini gostermektedir. A arttikca Lutscher ve dig., 2023
es bulma Allee etkisi artacaktir.

ETA Cok eslilik mevcuttur. Tiim disiler eglerini ayn1 Duman ve Merdan, 2009
oranda arar. Chen ve dig., 2024

E n
1— (1 - E) B popiilasyonlarin yagadig1 bolge ve n bolge sayis1 olmak McCarthy, 1997

tizere disi bireylerin birim zamanda (lireme doneminde) Fisher ve dig., 2020
eslerini bulma olasilig1 rastgele dagilmisgtir.

» Eger disi popiilasyonu sabit bir degerde iken erkek popiilasyonu artarsa, disi
bireylerin eg bulma orani/olasilig: artar. Dolayisiyla F (D, E) fonksiyonu, sabit
D degeri icin E nin azalmayan bir fonksiyondur. Benzer sekilde, sabit erkek
popiilasyon degeri icin disi popiilasyonun artmasi erkek popiilasyonunun eg
bulma orani/olasiligini artiracagindan F (D, E) fonksiyonu sabit E degeri i¢in F

nin azalmayan bir fonksiyondur.

* Eger erkek popiilasyonu disi popiilasyonundan sayica ¢ok fazla ise bireylerin es
bulma ihtimalleri olduk¢a yiiksektir. Bir bagka ifadeyle, yeterince biiyiik E/D
orani i¢in F (D, E) fonksiyonu 1’e yaklagir.

Literatiirde yukaridaki sartlar1 saglayan farkli F (D, E) fonksiyonlari ile eg bulma Allee
etkisine yer verilmistir. Bu fonksiyonlarin en basit halleri Cizelge 1.2°de gosterilmistir.

Tek tiirii ele alan popiilasyon modelleri Allee etkisini anlamada olduk¢a faydalidir
(Bakimiz: Celik ve dig. 2008; Karaoglu, 2011; Merdan ve Giimiis 2012; ve
referanslart). Tiir i¢i etkilesimleri goz Oniine alirsak avlanma, rekabet, parazit veya
mutualist yasama gibi karsilikli etkilesimlerden herhangi biri de Allee etkisinden
etkilenebilir ve popiilasyon modelinde farkli dinamikler gozlemlenebilir (Bakiniz:
Celik ve Duman, 2009; Kang ve dig., 2015; Liang ve dig., 2024; Merdan ve Duman,
2009; Merdan, 2010 ve bu makalelerde atif yapilan kaynaklar).

Teorik ekolojistlerin av-avci dinamiklerini anlamak i¢in kullandiklar1 en yaygin model

asagidaki gibidir:
dN
© = Ng(N)— f(N,P)P
(1.20)
P of(N,P)—mP
—=e —mP.
dt ’

Burada g(N) avin bilyime oranini, f(N,P) tepki fonksiyonunu temsil eder. m,

avcilarin yogunlugundan bagimsiz kisi bagi 6liim oranmidir ve e, avin tiiketilmesinden
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elde edilen enerjinin avci yavrulara doniistiiriilme verimliligini belirten pozitif bir
sabittir. Bu av-avci modelinin bagka varyantlar1 da mevcuttur (Guckenheimer and
Holmes, 1983; Murray, 2002; Strogatz, 1994).

Literatiirde Allee etkisi farkli formlarda gosterilmis olup yalnizca av popiilasyonu veya
yalnizca avci popiilasyonu ya da her iki popiilasyonda Allee etkisi goriilebilir. Allee
etkisini kigi bagi bityiime orani olan g(N) fonksiyonunda acik bir sekilde ya da Ng(N)
terimini Cizelge 1.2°deki gibi bir fonksiyon ile ¢arpilmis sekilde gorebiliriz.

1.2 Literatiir Arastirmasi

Warder Cycle Allee’nin 1931 yilindaki deneysel calismalar ile literatiire giren Allee
etkisi, Allee ve 6grencileri tarafindan elli yila yakin bir siire boyunca calisilmistir.
Ekoloji alaninda arastirma yapan bilim insanlar1 ise popiilasyon dinamigi iizerinde
Allee etkisini incelemek icin toplu bir veri ve uzun bir siire¢ gerektigini one siirerek
bu etkiye arastirmalarinda yer vermemistir. Ancak ¢evre dengelerinin bozulmaya
baglamas1 ve biyogesitliligin azalmasi1 ile birlikte Allee etkisi yeniden bilim
adamlarinin aragtirma alanina girmistir. Dennis’in (1989) Allee etkisi tizerine yaptig1
arastirma ve Caughley’in (1994) Kkiiciik popiilasyonlar ile azalan popiilasyonlarin
neden yok olduguna dair yaptig1 ¢alisma, Allee ve 68rencileri disinda yapilan ilk
calismalardir. Bu calismalardan sonra Allee etkisi iizerine yapilan arastirmalar
hizlanmis ve arastirmalar balikcilik, biyolojik tiirlerin  kontrolii/korunmasi

mekanizlarinda yol gosterici olmustur.

Biyolojik ve ekolojik modellerin yani sira niifus dinamiklerinde de Allee etkisi
goriilebilir. Ornegin bir yerlesim yerinde (daha ¢ok koy ve kirsal kesimlerde) niifus
belirli bir kritik degere kadar azalirsa, sosyal, ekonomik ve Kkiiltiirel yasamin devami
icin insan giici yetersiz kalir. Bu durumda bolgeden gog¢ artar, iiretim faaliyetleri

durur veya okul gibi kurumlar kapanir (Day, 1975).

Sosyal bilimlerden de ornek vermek gerekirse kiiltiirel/irk ¢esitliligin yok olmasi ile
kullanilan dillerin yok olmasi arasinda benzerlik bulunmaktadir. Genellikle sozlii veya
yazili olarak daha az kullanilan diller insanlar1 bu dilleri kullanmaya veya 6grenmeye
tesvik etmemektedir (Sutherland, 2003).

Allee etkisi popiilasyon ve topluluk dinamikleri, davramigsal ekoloji, biyolojik
cesitliligin korunmasi, epidemiyoloji, evrim ve niifus yonetimi gibi ekolojinin farkl
dallarinda sasirtict sonuglar sunmaktadir. Walter Clycle Allee’nin deney ve
gozlemleri ile baglayan "Allee etkisi" uzun yillardir calisilan ve giinlimiizde

calisilmakta olan aktif bir arastirma konusudur. Giincel bazi ¢calismalara yer vermek
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gerekirse, Yuan ve dig. (2024) balik¢iligin siirdiiriilebilir gelisimi icin ele aldiklar
av-avcl sisteminde avcinin bilylimesinde; Su ve dig. (2024), Pal ve dig. (2024)
popiilasyon dinamiklerinin analizinde; Bouin ve dig. (2024) ise reaksiyon-difiizyon
denkleminde Allee etkisini ele almiglardir. Ma ve Meng (2024) zayif Allee etkisi
altinda ii¢ tiirlii bir besin zinciri sisteminin dinamikleri tizerine bir ¢alisma sunmustur.
Herndndez-Lopez ve dig. (2023) bagisiklik sistemi ve kanser hiicreleri arasindaki
dinamikte; Yang ve Fan (2023) bir plankton modelinin dinamiginde Allee etkisine yer
vermistir. Bu ¢alismalarin yani sira, Sardar ve Khanjanchi (2022) Allee etkisine sahip

bir tiimor hiicresinin evrimini incelemistir.

Bu tezde yukaridaki ¢alismalardan farkli olarak Allee etkisi altinda bocek, bitki ve
kelebek gibi ardisik popiilasyonlar1 ¢akigsmayan tiirler ile bir 6nceki popiilasyonun bir
sonraki popiilasyona katki sagladigi, yani memeliler ve bazi deniz canlilar1 gibi
ardisik nesillerin bir arada yasadi8i tiirlerin analizine yer verilecektir. Bunun icin
Leslie tipi siirekli av-avci poiilasyon modeli ile bu modelin Euler metodu ile
ayriklastirilmasiyla elde edilen ayrik av-avci popiilasyon modeli ele alinacaktir. Her
iki modelin kararlilik ve catallanma analizi gerceklestirilecek, Allee prensibinin
stirekli ve ayrik av-avci sisteminin dinamigindeki etkileri kargilastirilacaktir. Daha
sonra, av-avcl sistemini olusturan parametre degerleri ile Allee parametresindeki
degisikligin av ve avci popiilasyonun ileri zamandaki davranigina etkisi arastirilacak,
hangi parametrenin sistem dinamigi izerinde en ¢ok etkisi oldugunu belirlemek adina

duyarlilik analizine yer verilecektir.
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2. CATALLANMA TEORISI VE MERKEZ MANIFOLD TEORISI

2.1 Matematiksel Temel Tanim ve Teoremler

Biyolojik sistemlerin matematiksel modeli olusturulurken ilk olarak, incelenen
sisteme ait bagiml ve bagimsiz degiskenler belirlenir. Ardindan bu degiskenlere baglh
matematiksel model elde edilir. Daha sonra, matematiksel tanim, teori ve teknikler
kullanilarak modelin analizi yapilir. Matematiksel modeller, zaman ve konum
etkenlerine bagli oldugundan adi diferensiyel denklemler, fark denklemleri ya da
kismi diferensiyel denklemler kullanilarak olusturulur. Bu denklemlerin tanimladig:
dinamik sistemler zamana gore kesikli (ayrik) ve siirekli sistemler olarak ikiye ayrilir.
Kesikli sistemlerin mevcut oldugu doga olaylar1 fark denklemleriyle modellenirken,
stirekli sistemler icin diferensiyel denklemler kullanilarak modelleme yapilir. Bu
tezde, lineer olmayan 2—boyutlu fark denklem sistemi ile diferensiyel denklem
sistemi ele alinacaktir. Bunun i¢in ilk bu bolimde fark denklemlerini ve adi
diferensiyel denklemleri tamtilacaktir.

2.1.1 Fark Denklemleri

Fark denklemleri, biyoloji, ekonomi, miihendislik gibi alanlarda kullanilan
matematiksel modeller icin bir aragtir. Bu denklemlerde bilinmeyen fonksiyonun
farklar1 bulunur. Dolayisiyla, fark denklemleri daha ¢ok siirekli olmayan problemleri
tanimlar. Bu problemlere 6rnek olarak bir ekonomideki yillik, aylik veya giinliik fiyat
degisimlerinin hesaplanmasi, igsizlik oraninin hesaplanmasi ve genetikte nesiller arasi
degisimler verilebilir.

Tamim 2.1. f reel degerli ve reel degiskenli bir fonksiyon olmak iizere

F(Xteo Xrikts - s Xe, ) =0 1=0,1,2, ... 2.1)

denklemine k.mertebeden bir fark denklemi denir (Allen, 2007).

Burada x, # nin (zamanin) bir fonksiyonu olup x;, sistemin # zamanindaki durumunu
gostermektedir. Denklemin mertebesinin k& olabilmesi i¢in denklemde x;,; ve x;
terimlerinin bulunmasi gerekmektedir. Literatiirdeki mevcut calismalarda x;,; yerine
bazen x(t + k) da kullanilmaktadir.

Sayet f fonksiyonu, ¢ ye agikca baglh degil ise denkleme otonom, aksi halde otonom
olmayan denklem ad1 verilir.
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Tanmm 2.2. x;. + ayX;yp—1 + ... + agxy = b, denklemini ele alalim. j = 1,....k
olmak iizere aj ve b, sabit veya t nin bir fonksiyonu ve x; nin bir fonksiyonu degilse bu
denkleme k. mertebeden lineer fark denklemi denir (a; # 0). Eger b; = 0 ise denklem
homojen, aksi halde homojen olmayan denklem adini alir (Allen, 2007).

Tamm 2.3.
)C](t+1) :fl(xl(t)a'-~7xn<t)7t)

x(t+1) = fo(x1(t),. .., xa(2),1) (2.2)

Xn(t+1) = fulx1(2),...,x4(2),1)
1. mertebeden n tane fark denkleminden olusan bu ifadeye 1. mertebeden bir fark

denklem sistemi denir.

Ozel olarak, i = 1,2,...,n icin ajj ve bj katsayilart x; ye bagl olmadigindan
X,‘(t—l— 1) = Zaij(t)xj(t) +bj(t)
=1

sistemine lineer sistem denir ve

x1 () b(t)
X(t) = xz,(t) , AQ) i=aij(1)],,,, Bl)= bz.(t)
(1) bu(t)

notasyonlart altinda
X(t+1)=A()X(t)+B(t) veya X;11 =A(t)X; +B(t)

olarak ifade edilir (Allen, 2007).

Sistemin ¢oziimii: Eger sabit katsayili lineer bir fark denklem sistemi icin ¢oziim
arantyor ise ¢6ziim aday1 X (r) = A’V tipindedir. O halde,

X(t4+1)=AX(1) = AW =AALV = A/ (AT -A)V =0=det(AI—A) =0= P(1) =0

olarak hesaplanir. Burada P(A) karakteristik polinom, A karakteristik polinomun
kokii, yani ozdegeri olup V ise A Ozdegerine karsilik gelen 6zvektordiir. Sonug
olarak sistemin lineer bagimsiz ¢oziimler kiimesi asagidaki sekilde elde edilir:

i=1,...,n ve X;(t) = AlV; olmak iizere sayet 3t > 0 i¢in C[X;(t),...,Xn(t)] # O ise
X(t) = c1X1(t) + c2Xa(t) 4 ... + ¢, X, (2) dir.

Not: Cosaration Matrix

X1 (l‘) XQ(Z‘)

Clx1(t),x2(t)] = det xi(t+1) xp(t+1)

£0
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esitsizligi 3¢ > 0 i¢in saglaniyor ise x| (¢) ve x,(¢) ¢oziimleri lineer bagimsizdir.

2.1.1.1 Fark Denklemlerinin Kararhlik Analizi

Tanim 2.4. x; | = f(x;) birinci mertebeden otonom lineer olmayan fark denklemini
ele alalim. X = f(X) esitligini saglayan sabit ¢oziimiine fark denkleminin denge noktast
(denge coziimii) veya f fonksiyonunun sabit noktasi denir.

Birinci mertebeden X; 1 = F(X;) sistemi i¢in denge ¢6ziimii ise X = F(X) sisteminin

ve e a S . o . ve e gee . o. Xe+1 :f(-xtayt)
cozimil olan X sabit degerli vektoriidiir (Allen, 2007). Ornegin,

Ver1 = g(Xt,)1)
sisteminin denge c¢oziimii ¥ = f(%,5), ¥y = g(&,y) esitliklerini saglayan (X,y)
¢oziimleridir. Genel olarak, f(x;i,-..,Xx/) = 0 k. mertebeden fark denkleminin denge
¢oziimii ise f(%,...,%) = 0 esitligini saglayan x sabit ¢oziimuidiir.

Not. x; 11 = f(x;) olmak iizere xy biliniyor ise,

t=0=x; Zf(X())

t=1=x=f(x1) = f(f(x0)) = f*(x0)

t=t=x= f'(x0)
gerceklenir.

Tanmm 2.5. x| = f(x;) birinci mertebeden fark denklemi icin periyodu m olan bir
periyodik ¢oziim

fMR)=% > f(X)#% i=12,....m—1,m>1

sartint saglayan reel degerli bir ¢oziimdiir.

{%1,%2,....%m} (3 j=1,2,...,m— 1 i¢gin X lerin her biri periyodu m olan periyodik
coziimler) ciimlesine m-dongii adi verilir.

{x1,f(x1),...,f" (%))} ciimlesine ise X n periyodik yoriingesi adi verilir .
Benzer tamumlar X, = F(X;) sistemi i¢in de yapilabilir (Allen, 2007).

Tanmm 2.6. x;1 = f(x;) ve f(X) = X olsun.
o Eger € > 0 verildiginde
lxo—%| <6 iken |x,—x|<g,(Vt>0)
olacak gekilde 30 > 0 mevcut ise X sabit ¢oziimiine lokal kararli denir.
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o Eger |xo — X| < ¥ kosulunu saglayan 3y > 0 mevcut ve Vxy igin

lim x, = lim f'(xo) = x
X—ro0 X—ro0

ise X denge noktasi lokal ¢ekici adint alir.

o Eger X hem lokal kararli hem de lokal cekici ise X denge ¢oziimiine lokal
asimptotik kararlt denir.

Benzer tammlar X,y = F(X;) sistemi icin de yapiabilir. Burada |.| yerine
.| = \/x% + -+ +x2 alinmalidir (Allen, 2007).

Simdi de f(¥) = & saglansin. Oyleyse, f(x;) fonsiyonunu % civarinda Taylor serisine

acalim:
f"(6)

foa) = FR)+ /(@)% —0) + = (x — %)+ YMT.
Burada YMT ifadesi (x; —X)’a gore yiiksek mertebeden terimleri simgelemektedir. O
halde,
/!
X1 RE+F(F) (g — %) + %g)(xt _x)z

yazilabilir. Buradan ¥ ifadesini esitligin sol tarafina atip u; = x; — X alinirsa

f’(g)uz
2 1

ury1 = f(%)u; +
olup u; 1 ~ f'(X)u,; bulunur. Burada denge ¢6ziimii & = 0 olup sonug olarak

t=0=u = f/()f)u()

t=1=uy = f(®u = [f(®)] uo

t=t=u = [f’(f)]tuo

¢Oziimii elde edilir.

Tamim 2.7. Eger |f'(%)| # 1 ise X denge noktasina hiperbolik denge noktast denir.
Bu durumda lineerlestirilmis denklem, lineer olmayan denkleme lokal topolojik olarak
denktir ! (Allen, 2007).

Teorem 2.1. x; | = f(x;) birinci mertebeden fark denklemini ele alalim. Kabul edelim
ki f(x)=x,x¢€l=(a,b)ve f € C(I) olsun. O halde asagidaki ifadeler saglanir:

L |f(X)| < 1 ise x lokal asimptotik kararlidur.
2. |f'(x)| > 1 ise X kararsizdur.

3. |f/(X)| = 1 ise x hiperbolik denge noktas: degildir (Allen, 2007).

'Bu kavram EK 1°de tanimlanmustir.
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Simdi de
Xt+1 = f(-xlayt) 2.3)
Vir1 = &(Xt, 1)

sisteminin (¥,y) denge noktasinin lokal asimptotik kararli olabilmesi i¢in gerekli
sartlar1 belirleyelim. Kabul edelim ki f ve g fonksiyonlarinin ikinci mertebeden kismi
tiirevleri, (¥,¥) denge noktasini i¢eren bir acik aralikta siirekli olsun. f fonksiyonunu
bu denge noktasi civarinda Taylor serisine acarsak

f) =)+ LD )+ LD )
PIES) (=0 P (5P
+ any 2! + 8y2y y2!y

esitligi elde edilir. Burada u = x — X ve v = y — j doniisiimii ele alinirsa f fonksiyonu
yaklasik olarak

+YMT

Floy) ~ it 6fg)fc,y‘)wr 8f$,y‘)v

ile ifade edilir. Benzer adimlar1 g fonksiyonu icin de ele alirsak

dg(x,y)  dg(x,y)
dx o dy

g(x,y) ~ X+ v

olarak bulunur. Oyleyse (2.3) sistemi
Xiv1 =JX; (2.4)

sistemi olarak elde edilir. Burada J matrisi

If(%,3) 9f(%,5)

J=J(E5) ox dy
=JXYy) = - -
dg(x,y) dg(xy)

dx dy

olup (2.3) sisteminin denge noktasindaki Jakobiyen matrisi olarak adlandirilir.

Teorem 2.2. (2.3) sistemi

Nz+1 = f(Nt,Pt)
(2.5)

Pt+1 = g(N,,P,)

seklinde ifade edilsin. Kabul edelim ki lineer olmayan sistemin (N, P) denge noktasint
iceren bir acik bolgede f ve g fonksiyonlarimin birinci kismi tiirevleri var ve siirekli
olsun. Ayrica, kabul edelim ki Ay ve Ay (2.5) sisteminin Jakobiyen matrisine karsilik
gelen ve A? — izJA + detJ ile tanumlanan karakteristik polinomunun kokleri olsun.
Oyleyse, lineer olmayan sistemin denge noktast (N,P)’in lokal asimptotik kararl
olabilmesi icin gerek ve yeter sart |A1| < 1 ve |Ay| < 1 olmasidir (Allen, 2007).
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2.1.2 Adi Diferensiyel Denklemler

Dogum ve 6liim gibi biyolojik olaylarin siirekli gerceklestigi durumda ardisik nesiller
aynt anda yasayabilmektedir. Nesillerin oOrtiistiigli modeller i¢in diferensiyel
denklemler ile olusturulan siirekli zamanli modeller, fark denklemleri ile olusturulan
ayrik zamanli modellere gore daha c¢ok tercih edilir. Fark denklemlerinde zaman
aralig1 + = 0,1,2,... gibi ayrik iken diferensiyel denklemlerde zaman aralifi siirekli
olup [tp, T') gibi sonlu ya da [fy, o) sonsuz uzunlukta olabilir.

Fark denklemlerinde oldugu gibi diferensiyel denklemler de lineer ya da lineer
olmayan ve otonom ya da otonom olmayan seklinde siniflandirilir.

Tanmim 2.8. n. mertebeden bir diferensiyel denklem

dx d*x d"x

f(xaavﬁa”'uﬁ):o (2.6)

olarak tamumlamir. Eger (2.6) diferensiyel denklemi acikca t’nin bir fonksiyonu degil
ise otonom, eger f fonksiyonu t’yi iceriyor ise otonom olmayan diferensiyel denklem
olarak adlandirilir.

. d d
Ornegin, d—); = kx otonom, d—); = kx4 1? otonom olmayan diferensiyel denklemdir.

Tanim 2.9.
d"x n (t) d"1x b tai(t) dx
- . a _ —r .« .. a [R—
dm I gy W

denkleminde i = 1,2,....,n — 1 olmak iizere a; katsayiari sabit veya yalnizca t’nin
fonksiyonu ise lineer, aksi halde lineer olmayan diferensiyel denklem olarak
adlandinilir. Eger lineer (2.7) denkleminde g(t) = 0 ise denkleme homogen denklem;
g(t) # 0 ise homogen olmayan denklem adi verilir.

+ap(t)x = g(t) @.7)

Tanim 2.10.

%:fl(xla' 7xn)t)

de

Z:fz(xlw-'vxmt) (28)
ddxtn an(xl,...,xn,l‘)

ifadesine 1. mertebeden n tane lineer diferensiyel denklemin olusturdugu bir

diferensiyel denklem sistemi adi verilir.

Ozel olarak, i = 1,2,...,nicin X(t) = (x1(t),%2(t), ..., (t)T, F = (f1, o, s [u)T ve
fi = filx1(t),x2(2),...,xn(t),t) notasyonlart altinda

179.4
— =F(X(¢),t 2.9
= FX().1) 29)
olarak ifade edilir (Allen, 2007).
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Tamm 2.11. (2.9) sisteminde F, t’ye acikca bagl degil ise sisteme "Otonom Sistem"
F, t’yi acikca iceriyor ise sisteme "Otonom Olmayan Sistem" adi verilir.

Tamm 2.12. Kabul edelim ki (2.9) sistemi

dx

L a0+ a0+ )

: (2.10)
dx

dtn = an1 (1)X1+ -+ ann(t) X0 + gn(t)

seklinde ifade edilsin. Oyleyse (2.10) sistemine "Lineer", aksi halde "Lineer Olmayan
Sistem" adi verilir. Sayet i = 1,2,...,n olmak iizere g;(t) = 0 ise (2.10) sistemine
"Lineer Homogen Diferensiyel Denklem Sistemi" denir. Eger Ji icin gi(t) # 0 ise

sisteme "Lineer Homogen Olmayan Diferensiyel Denklem Sistemi" ad verilir.

2.1.2.1 Diferensiyel Denklemlerin Kararhlk Analizi

Tamm 2.13. X = (x1,...,x,)" n—boyutlu vektir ve F : R" — R" olarak tamimlansin.
F(X) = (fi(x1, .0y %0)s fo(X1, eos X))y ooy fr (X150 X)) T Ok degiskenli bir fonksiyon
olmak iizere

X=F(X), X(0)=X, (2.11)

diferensiyel denklem sistemini ele alalim. (2.11) sisteminde X’in iizerindeki nokta
zamana gore tiirevi temsil ederken Xo baslangi¢c degeridir. (2.11) sisteminin denge
noktasi F(X) = 0 egsitligini saglayan X vektoriidiir.

Denge noktasi sistemin zaman icinde degismedigi duragan durumunu temsil eder.
Ornegin popiilasyon modelinde av-avci sisteminin sifir denge noktasi iki tiiriin yok
oldugunu gosterirken, denge noktasinin pozitif olmasi av ve avci popiilasyonunun bir
arada yasadig1 gosterir. Denge noktasinin kararli olup olmamasi sistemin kisa veya
uzun vadeli davranislar1 hakkinda bilgi verdiginden, ele alinan sistemin analizi i¢in
kararlilik analizi onemli bir matematiksel aractir. Asagida bir diferensiyel denklem
sisteminin denge noktasinin kararlilik tiirleri tanimlanmagtr.

Tamm 2.14. (2.11) sisteminin bir denge noktasinin X oldugunu kabul edelim. Oyleyse,

e Eger ||X(0) —X|| < & iken tli_>mX(t) = X olacak sekilde bir § > 0 mevcut ise X
denge noktasi lokal cekicidir. Bu ifade bize sunu soyler: Denge noktasina yakin

baslayan her ¢oziim zaman ilerledikce denge noktasindan uzaklassa bile t — oo
iken denge noktasina ulagacaktir.

e Ve >0 icin X(to) = Xo ve ||Xo—X|| < & iken t > to icin ||X(t) — X|| < €
olacak sekilde bir § > 0 var ise X denge noktasina lokal kararldir denir. Bir
baska ifadeyle, denge noktasina yakin basglayan ¢oziimler yine denge noktasina
yvakin kalir. Bu kararlilik sekline literatiirde "Start Close Stay Close" olarak da
karsilasabiliriz.
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* Bir denge noktasi hem lokal ¢ekici hem de lokal kararli ise lokal asimptotik
kararl olarak adlandirilir.

o Eger bir denge noktasi kararlil degil ise bu durumda kararsiz denge noktasi adi

verilir.

Bir sistemin dinamik yapisini arastirmak i¢in denge noktasinin lokal kararliligin analiz
edilmesi 6nemlidir. Oyleyse, sirasiyla lineer ve lineer olmayan dinamik sistemler icin
lokal kararlilik analizine dair yontemleri ifade edelim.

Ik olarak, X € R" ve A ise n x n boyutunda reel bir matris olmak iizere
X =AX (2.12)

lineer sistemini ele alalim. Bu sistem i¢in v, n X 1 boyutunda sifirdan farkl skalar bir
vektor ve A € C olmak iizere (2.12) sisteminin ¢oziim aday1

X(r) = My (2.13)
formunda olsun. Oyleyse (2.13) ¢oziimii (2.12) esitligini saglamas1 gerektiginden
Aty = Aty (2.14)
elde edilir. ¢** # 0 olup bu terimin sadelestirilmesiyle
AV = Av

esitligi elde edilir. Burada A, A matrisinin bir 6zdegeri ve v vektorii ise bu 6zdegere
karsilik gelen Ozvektordiir. A matrisinin 6zdegerleri ise det(A —AI) = 0 esitligi
coziilerek bulunur. i = 1,...,n igin g; reel katsayilar olmak iizere det(A —AI) =0
esitlifinden elde edilen

PA)=A"+a; A" '+ . +a, 1A +a,=0 (2.15)

denkleminin kokleri A matrisinin 6zdegerlerini verir. Burada P(A) polinomu A
matrisinin karakteristik polinomu ve P(A1) = 0 denklemi A matrisinin karakteristik
denklemi olarak tanimlanir. Dikkat edilirse lineer ve homojen (2.12) diferensiyel
denklem sistemi i¢in orijin her zaman bir denge noktasidir. Bu sistem i¢in ¢oziimler
X(t) = My formunda oldugundan, sifir denge noktasimin kararliligit A matrisinin
Ozdegerlerinin durumuna baglhidir. Bununla ilgili teoremin ifadesi asagida yer
almaktadir.

Teorem 2.3. (2.12) diferensiyel denklem sistemini ele alalim.
* A matrisinin tiim 6zdegerlerinin reel kismu sifirdan kiigiik, yani Re(A) < 0, ise
orijin lokal asimptotik kararlidr.

* A matrisinin en az bir ozdegerinin reel kismu sifirdan biiyiik, yani Re(A) > 0, ise
orijin kararsizdur.
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o Eger A matrisinin en az bir ¢ift ozdegerinin reel kismu sifir, yani Re(A) = 0, ve
geri kalan ézdegerlerinin reel kismu sifirdan kiigiik, yani Re(A) < 0 ise denge
noktast kararlidir.

Oyleyse; karakteristik polinomun tiim kokleri negatif reel kisma sahipse (2.12) ile
verilen lineer ve homojen diferensiyel denklem sisteminin denge noktasina yeterince
yakin baglayan herhangi bir coziimii denge noktasina yakinsar. Dolayisiyla,
karakteristik polinomun koklerinin isareti denge noktasinin kararliligini belirler.
Asagida ifade edilen Routh-Hurwitz kriteri bir karakteristik polinomun tiim
koklerinin negatif reel kisma sahip olmasi icin gerek ve yeter sart1 ifade eder.

Teorem 2.4 (Routh-Hurwitz Kriteri). i = 1,...,n icin a; sabitleri reel olmak iizere
PA)=A"+a A" '+ +a,_ A +ay,

polinomu verilsin. P(A) polinomunun n. Hurwitz matrisi

al 1 0
aj 1
le(al),HZZ ( >,H3: as dp a

asz az
as d4 ajs
ve j >nise a; =0 olmak iizere
ap 1 0 0 ... O
az a» ap 1 ... 0
Hn = as a4 az day ... 0
0O 0 0 0 ... ay

olarak tamimlanir. P(A) polinomunun tiim kokleri negatif veya negatif reel kisma
sahip olmast icin gerek ve yeter sart tiim Hurwitz matrislerinin determinantinin
pozitif olmasidr, yani j =1,2,....n icin

det(H j) >0

olmasidir. Ozel olarak n = 2,3,4 icin Routh-Hurwitz kriteri:

2 a; >0, a,>0.
3 : a1>0, az>0 ve ajax> a;s.
4

S 3 S
I

a; >0, a3>0, a4 >0 ve a1a2a3>a§+a%a4.

seklindedir (Allen, 2007).

Ayrik sistemlerden de bilindigi lizere lineer olmayan sistemlerin analizi i¢in sistem
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denge noktas: civarinda lineerlestirilir. Oyleyse, 6zel olarak 2—boyutlu

x(t) = f(xy)
(2.16)

y(t) = g(x,y)

sistemini ele alalim. Bu sistemin denge noktast f(X,y) = 0 ve g(x,y) = 0 esitliklerini
saglayan (x,y) ¢oziimudiir. Eger f ve g fonksiyonlarin1 denge noktasi civarinda Taylor
serisine acarsak ve u = x —X ve v = y — y donlislimiinii kullanirsak (2.16) sistemi

dzZ
—=JZ 2.17
I (2.17)

sistemine indirgenir. Burada Z = (u,v)” ve J matrisi

fx(xm)_]) fy(fyy)
J=J(%5) = @.18)

gx('f?y) gy(iu)_o
olup (2.16) sisteminin denge noktasindaki Jakobiyen matrisidir.

Bilindigi iizere bir lineer diferensiyel denklem sisteminin 6zdegerleri negatif reel
kisma sahip ise o sistemin ¢oziimleri sifira yaklasir. Ayrica Routh-Hurwitz kriterinden
biliyoruz ki karakteristik polinomun katsayilarinin pozitif olmast durumunda
sisteminin 6zdegerleri negatif reel kisma sahiptir. Oyleyse, (2.18) Jakobiyen matrisine
karsilik gelen karakteristik polinom

A% —iz(DA +det(J) == A2 +a A +ay (2.19)

olup bu polinomun koklerinin negatif reel kisma sahip olmasi icin gerek ve yeter sart
iz(J) < 0 ve det(J) > 0 olmasidir. Ciinkii a; = —iz(J) olup a; > 0=-iz(J) <0, ay =
det(J) olup ap > 0 = det(J) > 0 olur. Asagidaki teoremde tiim bu kararlilik kosullart
Ozetlenmigtir. Tez problemi kapsaminda ele alinan siirekli zamanli av-avci popiilasyon
modelinin kararlilik analizinde de bu teorem kullanilacaktir.

Teorem 2.5. (2.16) sistemi

seklinde ifade edilsin. Kabul edelim ki lineer olmayan sistemin (N, P) denge noktasini
iceren bir acik bolgede f ve g fonksiyonlarimin birinci kismi tiirevleri var ve siirekli
olsun. Oyleyse, lineer olmayan sistemin denge noktast (N,P) in lokal asimptotik
kararli olabilmesi icin gerek ve yeter sart iz(J) < 0 ve det(J) > 0 olmasidir (Allen,
2007).
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2.2 Dinamik Sistemlerde Catallanma Teorisi

Bir dinamik sistemin bagli oldugu parametre degerindeki ufak degisiklikler sistem
dinamiginde niteliksel degisikliklere neden olabilir. Niteliksel degisikliklerden
kastimiz parametre degisirken var olan denge noktalarinin kaybolmasi veya yeni
denge noktalarin ortaya ¢ikmasi, denge nokltalarinin kararlilik yapisinin degismesi ve
kaotik yapilarin ortaya ¢ikmast gibi durumlardir.

Tamim 2.15. Parametredeki degisim altinda topolojik olarak denk olmayan (Bakiniz
EK 1) faz portrelerinin meydana gelmesine ¢atallanma denir. Degisen parametre
degerine de catallanma parametresi denir (Kuznetsov, 1998).

2.2.1 Merkez Manifold Teorisi ve Normal Form Kavram

Dinamik sistemlerin lokal kararlilik analizinde kullanilan 6nemli yontemlerden biri
olan merkez manifold teorisi, bir dinamik sistemin boyutunu, catallanma analizini
gerceklestirebildigimiz diferensiyel veya fark denklem sistemine indirmek icin
kullanilir (Wiggins, 2003).

Bu kisimda ayrik sistemlerin denge noktasinda ortaya ¢ikan flip catallanma igin
merkez manifold teorisi anlatilacaktir. Diger catallanma tiirleri icin de benzer
analizler yapilmakta olup detaylar icin Wiggins (2003) kaynagi incelenebilir.

Ik olarak, X; € R" ve F : R” x R — R olmak iizere
Xoi1 = F(X,) (2.20)

sistemini ele alalm. Sistemin denge noktasinin X = 0 oldugunu kabul edelim. J
matrisi, sistemin denge noktasinda hesaplanan Jakobiyen matrisi olmak iizere

Xt+1 — JX[ (2.21)

sisteminin Jakobiyen matrisine karsilik gelen ozdegerleri ise A1,A,,...,A, olsun.
Burada 6zdegerler mutlak degerce birden kiiciik, mutlak degerce birden biiyiik veya
mutlak degerce bire esit olabilir.

Jakobiyen matrisin mutlak degeri birden kiiciik olan, bir bagka ifadeyle birim
cemberin icinde kalan 6zdegerlere karsilik gelen d6zvektorlerin gerdigi altuzayr M* ile
gosterelim. Bu altuzaya (2.21) sistemin Kararli Altuzay: adi verilir. Benzer sekilde,
mutlak degeri birden biiylik olan, yani birim cemberin diginda kalan 6zdegerlere
karsilik gelen ozvektorlerin gerdigi altuzayr M" ile gosterelim. Bu altuzaya (2.21)
sistemin Kararsiz Altuzayr denir. Birim ¢cember iizerinde yer alan, mutlak degeri bire
esit olan ozdegerlere karsilik gelen 6zvektorlerin gerdigi altuzay M€ ile gosterilmek
tizere Merkez Altuzayr olarak tanimlanir (Wiggins, 2003). Burada M* altuzayinda
baglayan coziimler ileriki iterasyonlarda denge noktasina yaklasirken, M* altuzayinda
baglayan ¢oziimler bir sonraki iterasyonda denge noktasindan uzaklagir. Baglangicta
M¢ altuzayinda yer alan c¢oziimler ise ¢ artarken ne denge noktasina yaklasir ne de
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denge noktasindan uzaklasir.

Dikkat edilirse (2.21) sisteminin Jakobiyen matrisinin m tane 6zdegerinin mevcut
oldugu kabul edilmistir. Simdi de kabul edelim ki bu 6zdegerlerden m, tanesi mutlak
degerce bire esit olsun. Ayrica kabul edelim ki ddegerlerden mutlak degeri birden
kiiciik olanlarin sayis1 mg, mutlak degeri birden biiyiik olanlarin sayisi ise m,, ile
gosterilsin. Burada m = m. + my + m,, esitligi saglanmaktadir.

my, = 0 olmas1 durumunda (X;,Y;) € R¢ x R® i¢in (6.2) sistemi asagidaki sekilde ifade
edilebilir:
X1 =JcX; +fc(Xz, Yl)
(2.22)
Yii1 =JYs "’fS(XhYt)'

Burada f,, f; € CK olup J, matrisi 6zdegerleri mutlak degerce bire esit olan ¢ x ¢
boyutlu matris iken J; matrisi 6zdegerleri mutlak degerce birden kiigiik olan s x s
boyutlu matristir. Ayrica burada

an’ Yy

Ofsk 9fsk
X, JY;

fC(X7Y):( )7 i,jZl,Z,---,mC; k:1727...,ms

fs(X,Y):( ), i=1,2,---,me; jk=1,2,--- my

i¢in £.(0,0) = £5(0,0) = £.(0,0) = £;(0,0) = 0 dir. Dolayistyla (2.22) sistemin denge
noktast (X,Y) = (0,0) civarindaki lineerlestirme kararlilik analizi i¢in yeterli degildir.
Oyleyse kararlilik analizini asagidaki teorem ile verebiliriz.

Teorem 2.6. m,, = 0 ve m. # 0 olsun. Oyleyse yeterinece kiiciik § degerleri icin (2.22)
sistemin

We(0) = {(X,Y) € R xR*|Y = h(X),|X| < 8,h(0) = 0,/(0) = 0},

m¢ — boyutlu bir merkez manifoldu mevcuttur. Ayrica, yeterince kiiciik U degerleri icin
(2.22) sistemi
U1 = JUi + f(U, W(Uy)), Ur €RC (2.23)

sistemine lokal topolojik olarak denktir. Bir baska ifadeyle, (2.21) sistemin denge
noktast (0,0) komsulugundaki nitel yapisi, ayni sistemin merkez altuzayina teget olan
merkez manifoldu iizerindeki davranist tarafindan belirlenir (Wiggins, 2003).

ispat. Bakiniz (Carr, 1981).

Dikkat edilirse teoremde yer alan 2(0) = 0 ve 4(0) = 0 kosullart W(0) merkez
manifoldunun M merkez altuzayina teget oldugunu soyler.

Simdi de asagidaki teorem ile (2.22) sisteminin denge noktasinin kararlilik yapisi ile
(2.23) sistemin U = 0 denge noktasimin kararlilik yapis1 arasindaki iligkiyi ifade
edelim.

Teorem 2.7. Eger (2.23) sistemin denge ¢éziimii U = O lokal asimptotik kararl
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(kararsiz) ise (2.22) sistemin sifir denge ¢oziimii (X,Y) = (0,0) da lokal asimptotik
kararly (kararsiz) dur.

Kabul edelim ki (2.23) sistemin sifir ¢oziimii kararli olsun. Ayrica kabul edelim ki
yeterince kiiciik (X,Y) degerleri icin (X;,Y;) (2.22) sisteminin bir ¢oziimii olsun.
Oyleyse, k ve B katsayilart pozitif ve B < 1 olmak iizere her t degeri icin (2.23)
sisteminin bir U; ¢oziimii vardir ve bu ¢oziim icin

X, — Ul <kB' ve |Y,—h(Uy)| < kB’ (2.24)
saglanir.

Ispat. Bakimz (Carr, 1981).

Simdi de (2.22) sistemin merkez manifoldunu hesaplayalim. Bu sistemde ¥; = h(X;)
olarak alinirsa
Xiv1 =JeXi + fe(Xi, (X))

(2.25)
Yii1 =h(Xev1) = Lh(X;) + fs(Xi, h(X;))
sistemi elde edilir. Burada ikinci deklemden,
h(Xt+1) - ]’l(JcX[ + fC(Xl‘7 h(Xt)) = Jsh(X[) + f:;(Xt, h(Xt)) (226)
oldugundan
N(h(Xt)) - h(JCX[ +fc(Xt,h(X[)) —Jsh(X[) - fS(X17 ]’l(X[)) — 0 (227)

denklemi elde edilir. (2.27) denklemi (2.22) sistemin merkez manifoldunun
katsayilarin1 hesaplamak icin kullanilir. Elde edilen yeni katsayilar ise Flip catallanma
analizinde kullanilir.

Ayrik ve siirekli sistemlerde normal form, sistemin daha basit bir forma indirgenmis
halidir. Bu sistem, analizi gerceklestirilecek sistemin nitel yapist korunacak sekilde
uygun doniisiimlerle elde edilir. Dolayisiyla, diferensiyel ve fark denklem
sistemlerinde c¢atallanma tiplerinin genel formunu veren bir normal form mevcuttur.

2.2.2 Flip Catallanma Teorisi

Kabul edelim ki (2.20) sistemi 6 parametresine bagli olsun. Yani, X; € R" ve f: R" x
R — R olmak iizere asagidaki sekilde ifade edilsin

X1 = £(X;,6). (2.28)

Biliyoruz ki sifirdan farkli herhangi bir denge noktasi degisken degistirme yontemi ile
orijine tagmabilir. Oyleyse, (2.28) sisteminin denge noktasinin sifir oldugunu kabul
edelim ve & parametresi degisirken denge noktasinin kararlilik yapisindaki
degisiklikleri analiz edelim. Burada sistem dinamigini degistiren 6 degeri, ele alinan
sistemin catallanma parametresidir.
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Bu tezde, (2.28) sisteminde goriilmesi muhtemel olan ¢atallanma tiirlerinden iki tip ele
alinacaktir. Ele alinacak birinci tip ¢atallanma, kararli denge noktasinin § parametresi
degisirken kararsiz oldugu ve kararl 2-dongiilerin ortaya ¢iktig1 Flip ¢atallanmadir.

Ik olarak Flip catallanmanin normal formunu tanitalim. Bunun igin § parametresine
baglh 1—boyutlu
X1 =—(1+8)X+X> = f(X,5) (2.29)

sistemini ele alalim (Kuznetsov, 1998). Ayrica f fonksiyonunun, orijinin bir
komsulugunda yeterince kiigiik || degeri igin tersinin mevcut oldugunu kabul edelim.
Devam eden analizlerde gosterim kolayligi agisindan X; yerine X alalim. Burada Vo
degeri ve | 6| min kiigiik degeri icin X = 0 noktas1 (2.29) sisteminin denge noktasidir.

fx(X,8)=—(1+8)+3X%*= fx(0,8) = —(1+9)

olup 6 = 0 i¢in fx(0,8) = —1 oldugundan denge noktast hiperbolik degildir. Eger
0 > 0ise fx(0,0) < —1 olacagindan denge noktasi kararsizdir. Ciinkii bu durumda
|//(X)| > 1 olup Teorem 2.1 geregince denge noktasi kararsiz olur. Eger 8 < 0 ise
| fx(0,8)]|< 1 olmasi —2 < § < 0 olmasin gerektirir. Oyleyse bu araliktaki & degerleri
i¢in denge noktasi kararlidir.

Simdi de f?(X, &) fonksiyonunu ele alalim.

FA(X,8) = f(f(X,8) = —1(1+8)[-1(1+ X + X+ [-1(1+8)X +X°]°
=(1 +5)2X— [(1 +5)(2—|—25+52)]X3+0(X5)
olup f?(X,8) fonksiyonunun asikar ¢oziimii X = O dir. Bunun haricinde yeterince

kiigiik || degeri icin yukaridaki esitligi saglayan iki denge ¢6ziimii daha mevcuttur.
Bu coziimler X; , = +(v/8 + 0(§)), 8 > 0 olarak hesaplanir (Bakiniz Sekil 2.1). Bu

fZ fZ fZ
"“‘_,,' , "“‘
X X X X
§<0 =0 6>0

Sekil 2.1: Ikinci iterasyon fonksiyonu (Kuznetsov, 1998)

iki denge ¢oziimii kararli olup X; # X, iken X, = f(X1) ve X; = f(X2)
saglandigindan 2-dongii gerceklenir. (2.29) sisteminin dinamigi Sekil 2.2’de
verilmektedir. Burada pozitif 6 degeri sifira yaklastik¢a iki dongii kiigiiliir ve
kaybolur. Bu ise Flip ¢atallanma olarak adlandirilir.
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"’," .r"r"x‘a}hn‘\\\.
fx.8) L x.s)
6<0 6=0 6>0

Sekil 2.2: Flip catallanma (Kuznetsov, 1998)

X
X1
b}
0
X, X = (x,8)

Sekil 2.3: Flip catallanma diyagrami (Kuznetsov, 1998)

Flip catallanma diyagrami ise Sekil 2.3’te (X,0) diizleminde gosterilmistir. Bu
diyagramda diigey eksen (2.29) sistemin denge noktalarini (6 < O iken sifir denge
noktasi kararli ve d > 0 iken sifir denge noktasi kararsiz) gosterirken parabol, 6 > 0
iken iki periyotlu {X;, X, } kararli dongiisiinii gosterir.

X;11 = —(1+8)X; — X;> durumu da benzer sekilde analiz edebiliriz. Burada § # 0
icin X = 0 denge noktas1 (2.29) sisteminde oldugu gibi aym kararhilik yapisina
sahiptir. Ayrica & = 0 iken bu denge noktas1 kararsizdir. ikinci iterasyon analiz
edildiginde 6 < 0 iken olusan iki periyotlu kararsiz dongiiniin 6 = 0 iken kayboldugu
gozlemlenir. Ayrica yiiksek mertebeden terimlerin catallanma diyagramini
etkilemedigi goriiliir (Kuznetsov, 1998).

Lemma 2.1.
X1 =—(14+8)X; + X3+ O(Xt4)

sistemi orijinin komsulugunda lokal topolojik olarak
X1 =—(1+6)X; +X°

sistemine denktir (Kuznetsov, 1998).

Merkez Manifold Teoreminden biliyoruz ki orijin denge noktasi civarinda analiz edilen
bir sistem, her bir ¢atallanma tiiriine ait en temel 6zelliklere sahip ve davraniglar1 her bir
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catallanma tiiriiniin nitel 6zelliklerini belirleyen fark/diferensiyel denklem sistemine
indirgenebilir. Asagidaki teorem (2.28) sisteminde Flip catallanmanin goriilebilmesi
icin bu sistemi (2.29) normal formuna indirgeyen hipotezlere yer vermektedir.

Teorem 2.8. Birinci mertebeden bir fark denklem sistemi olan
Xl‘—|—l :f(X[,(S), Xt,6 GR,

sistemini ele alalim. Kabul edelim ki 8 = 0 iken X(0) =0, f(X;, 0) fonksiyonunun sabit
noktast olsun. Ayrica f fonksiyonu analitik olup fx(0,0) = —1 saglansin. Oyleyse,

FI) 5 (fx(0,0)*+ 3 ox(0,0) #0
F2) fx5(0,0) #0

sartlarmn saglanmast durumunda X, 1 = f(X;,0) denklemini

M1 =—(1+B)n.Fn’ +0(n)

denklemine doniistiiren diizgiin koordinat ve parametre doniisiimleri vardir ve bu
doniistimlerin tersi mevcuttur (Kuznetsov, 1998).

2.2.3 Neimark-Sacker Catallanma Teorisi

Ayrik sistemlerde & parametresi degisirken kapali egri ¢Oziimlerinin, bir bagka
ifadeyle, periyodik ¢oziimlerin ortaya ¢iktigr catallanma Neimark-Sacker catallanma
olarak adlandirilir. Burada kapali egriler denge noktasinin kararlilik yapisinin
degistigi anda ortaya ¢ikmaktadir. Bu catallanma genellikle popiilasyon dinamikleri,
elektrik devreleri ve mekanik sistemler gibi ayrik sistemlerde gozlemlenir. Ornegin
kontrol teorisinde, Neimark-Sacker ¢atallanma lineer olmayan sistemler icin kontrol
semalar1 tasarlamak, analiz etmek, sistemi stabilize edebilecek ve istenmeyen salinim
davranmiglarim1  Onleyebilecek kontrolorler tasarlamak icin kullanilir. Popiilasyon
dinamiklerinde, av-avci sistemini ele aldigimizi diisiiniirsek, periyodik ¢oziimler iki
tiiriin birbirini yok etmeden bir arada yasadiginin bir gostergesidir.

Farkli dinamikler i¢in farkli anlamlar tasiyan periyodik c¢oziimlerin varligi,
arastirilmak istenilen sistemin analizi icin 6nemli bir aractir. Oyleyse, asagida ifade
edilen O parametresine bagli 2—boyutlu fark denklem sistemini ele alalim ve
Neimark-Sacker ¢atallanmanin normal formunu tanitalim.

X cosO@ —sin0 X,
Yii sin@  cosO Y;
cosO —sin0 a —b X
+ (Xt2 + Ytz) ) !
sin@  cos0 b a Y

sisteminde 8 = 0(8), a=a(8) ve b= b(8) € C* olup 0 < 8(0) < 7, a(0) # 0 oldugunu

(2.30)
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kabul edelim.

Sistemin denge noktasi tiim & degerleri i¢in (X,Y) = (0,0) dir. Bu denge noktasindaki
Jakobiyen matris ise

sin@  cosO

J(0,0) = (1+9) ( cos@ —sin0 )

dir. Burada iz(J) = 2(1 + &)cos8 ve det(J) = (1+ §)? olup Jakobiyen matrisine
karsilik gelen karakteristik polinom

F(A)=A*—iz()A +det(J) = A* =2((1 + 8)cosO)A + (14 §)?
olarak hesaplanir. Bu polinom
Ai2=(140) [cosGZF\/cosze—l} = (14 6)¢® (2.31)

seklinde kompleks eslenik koke sahiptir. § = 0 ve 0 < 6(0) < 7 iken A;, = €0
ise [A12(0)|= 1 gergeklenir. Dolayistyla, (0,0) denge noktast 6 = 0 iken hiperbolik

olmayan bir denge noktasidir.

Simdi 0 = 0 iken catallanma analizi yapabilmek adina

kompleks degiskenini tanimlayalim. Burada Z; = X; — i¥; ve |Z|* = X;> + ¥;? olarak
hesaplanir. Oyleyse d(8) = a(8) +ib(8) olmak iizere

Zipy =X +1Y;
—=(1+8)(X;cos0 — iY,s5in0) + cosO (X,> + Y,) (aX, — bY,) — sin® (X;> +Y;>)(bX, + aY;)
+i [(1+4 8)(X,sin@ + Y;cos0) + 5in®(X,* + Y,*) (aX; — bY,) + cosO(X,> + Y;*) (bX, +aY,)]
=(148)(X, +iY;)(cosO + isin8) + (X,* + Y,?) (cos® + isin®) [a(X; + iY;) + ib(X, + iY,;)]
=(1+8)Z:" +|7|*e® (az, + ibZ,)
=[Z ((1+8)+d|z|*)]

olarak bulunur. Sonug olarak (2.30) sistemi
Zii1 =07, (148 +d(8)|z ) (2.33)

denklemine indirgenir. Dikkat edilirse (1 + &)e®(® = A(8) olup |A(0)| = 1 dir.
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Eger p = |Z,| olmak iizere Z, = p,e'? doniisiimii ele alinirsa
Zii1 = Prpr®it = OO, (145 + (a(8) +ib(8))p7)
kutupsal formu elde edilir. Buradan
41| = i1+ 8 + (a(8) +ib(8))p7 |
1/2

Pri1 = Py [(1 +8+a(8)p? +b(5)Pr2)2}

olup

2a(8) 5 @26) 4. B 4\
1o TrerP Tlirer

2(8) 5 a8 ,  bS)
1162 T 1+6) (1+9)
V1 4 u fonksiyonun u = 0 da Taylor Seri acilimi kullanilirsa:

1d(8)]
1+6

P = (14 8)p, (1 i

olarak bulunur. Eger u := 50+ 5p;} olarak tammlamir ve

M [(1 £8) +a(8)p2+ p;‘+o<u>}

= p [(1+8)+a(8)p +p/'R(p;,8)], ReC*
seklinde (2.30) sisteminin kutupsal formu elde edilir. Burada

Pr+1 = ptei(9(8)+¢t)y = ptei(9(6)+¢1) |y|eiQ(pt76)

ve @11 =@+ 6(8)+ O(ps, 6) olmak tizere

prv1=p; (148 +a(8)p? + pi'R(p1,5))
(2.34)

Gri1 =@ +6(5)+Q(pr,0)

sistemi elde edilir. Oyleyse (2.34) sistemini kullanilarak & degeri degisirken ve § =0
kritik degerinden gecerken catallanma analizini yapabiliriz. Ciinkii p icin yapilan
doniisiim ¢ agisindan bagimsiz olup (2.34) sistemi bagimsiz iki fark denkleminden
olusmaktadir. Bu sistemler literatiirde "uncoupled’ olarak tanimlanmaktadir. Kutupsal
denklemlerde denge noktas1 p; ile verilen denklemden elde edildigi i¢in ¢ yalmzca
donme acisin1 belirler. ()yleyse, birinci denklem, birinci mertebeden bir fark
denklemidir. Burada p = 0 sistemin bir denge noktasi olup negatif ve yeterince kiigiik

0 degeri icin p = 0 kararl, pozitif 0 degeri icin ise kararsizdir.

Pr+1= f(pr,8) olmak iizere f, = 1+ 8 +3a(8)p? +5p;R(p:, )+ p{ 'R (pr, §) olarak
hesaplanir. Burada fj, (0) = 146 olup —2 < § < 0 i¢in denge noktas1 kararhdir.
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0 = 0 iken denge noktasinin kararlilig1 a(0) m isareti ile belirlenir.

e Kabul edelim ki a(0) < O olsun. O halde orijin denge noktasi 6 = 0 iken
kararhidir. Ote taraftan, § > 0 iken (2.34) sisteminin sifirdan farkli denge
noktasi

p=p(1+8+a(8)p*+p*R(p,8)) =0=235+a(8)p*+p*R(p,5) ~ 6 +a(5)p*

olmak iizere agsagidaki sekilde hesaplanir:

Burada f,,(Po) = 1 — 28 + 6(8?) olup yeterince kiigiik & degerleri igin
| fp.(Po)| < 1 saglanacagindan po denge noktasi kararlidir. Diger taraftan ¢, &
ve p ya gore donme agisini belirler ve yaklasik olarak 6(J) ya esittir. Sonug

olarak faz portresi su sekilde cizilir:

0 > 0 durumunda p = O kararsiz denge noktasinin etrafinda kapali bir egri
meydana gelir. Her bir 8 > 0 i¢in bu egri tektir ve yaricap1 po(6) dir. Orijin
noktasi haricinde kapali egrinin i¢inde veya disinda baslayan tiim yoriingeler
(2.34) sistemindeki iterasyonlart gercekler. a(0) < 0 oldugundan 6 = 0
degerinden Once ortaya cikan periyodik c¢oziimler kararli olup bu durum

Siiperkritik Neimark-Sacker ¢atallanma olarak adlandirilir (Bakiniz Sekil 2.4).

* a(0) > 0 durumu da benzer sekilde analiz edilebilir. Bir onceki analizin aksine
negatif & degerinde kararsiz bir kapali egri mevcuttur ve bu egri 6 pozitif
degerine giderken yok olmaktadir. a(0) > 0 oldugundan 6 = 0 degerinden 6nce
ortaya cikan periyodik c¢oziimler kararsiz olup bu durum Subkritik

Neimark-Sacker catallanma olarak adlandirilir (Bakiniz Sekil 2.5).
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o0 <0 =0 6>0

Sekil 2.4: Suiperkritik Neimark-Sacker catallanma (Kuznetsov, 1998)

Y; Y; Y;

o <0 6=10 6>0

Sekil 2.5: Subkritik Neimark-Sacker catallanma (Kuznetsov, 1998)

Simdi (2.30) sisteminde yiiksek mertebeden terimlerin de mevcut oldugunu kabul

edelim ve asagidaki sistemi ele alalim:

X1 _(1+6) C?SG —sin6 X;
Y1 sin®  cosO Y;

0 —sinb —b X

+ (X241 ( IO ) ( ) ) ( . >+o<||xz4,n4 )
sin cos a t

(2.35)
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Burada O(|| X;*,Y;* ||), 8 ya bagh diizgiin bir fonksiyondur. Fakat (2.35) sistemi (2.30)
sistemine lokal topolojik olarak denk degildir. Bu yiizden yiiksek mertebeden terimler
sistemin catallanma davranisini etkiler. Eger (2.35) sistemi kutupsal formda yazilirsa p
doniistimii @ agisina bagh olacaktir. Bu sistem (2.34) formunda yazilabilir fakat burada
R ve Q fonksiyonlar1 27-periyotludur. Buna karsin, (2.30) ve (2.35) sistemlerinin faz

portreleri benzer 6zelliklere sahip oldugundan asagidaki lemmayi ifade edebiliriz.

Lemma 2.2. O(|| X,*,Y,* ||) terimleri (2.35) sistemindeki kapali egrinin ¢atallanmasim
etkilemez. Yani, kapali yoriinge orijinin solundan sagina gecerken (2.30) sistemindeki

ayni yon ve kararlilik yapisi ile catallanir (Kuznetsov, 1998).

Simdi de Neimark-Sacker catallanmaya sahip herhangi 2—boyutlu sistemin (2.35)

formuna doniistiiriilebilecegini gosteren asagidaki teoremi ifade edelim.

Xt—|—l _ f(Xt7Yt75)
Yt+1 g<Xl7Yt76)

sistemi yeterince kiiciik 0 degerleri icin (0,0) denge noktasina sahip olsun ve bu

Teorem 2.9.

denge noktasindaki Jakobiyen matrisinin dzdegerleri Ay = r(8)e™) 5 r(§) = 1
ve 0(8) = 6 olsun. Kabul edelim ki asagidaki sartlar saglansin:

(N.S.1) ¥ (8) #0,

(N.S.2) k% £ 1, k=1,2,3 4.

Oyleyse, (2.9) sistemini (2.35) sistemine doniistiiren tersi mevcut olan parametre ve
koordinat doniigiimleri mevcuttur. Ek olarak a(8) = Re(e'®c¢(8)) # 0 olsun. Bu
durumda, 8 soldan saga & degerinden gecerken orijinin bir komsulugunda kapali

yoriinge ailesi ortaya ¢ikar. Burada

_ —ifo | — 2060 p—2i60) 2 2
a(8) = Re [ 2821 _Re (1-2e7™)e"Mgo0g11 ) lguil” |80
2 2(1— ) 2 4

dir (Kuznetsov, 1998).

Aciklama 2.1. a(S ) katsayist kapaly yériingenin yoniinii ve kararliligin belirler.
» Eger a(S) < 0 ise Siiperkritik Neimark-Sacker ¢atallanma ortaya ¢cikar.
e Eger a(8) > 0 ise Subkritik Neimark-Sacker catallanma ortaya cikar.
2.2.4 Hopf Catallanma Teorisi

Bir diferensiyel denklem sisteminde periyodik c¢oziimlerin goriildiigii, bir bagka

ifadeyle sistemin denge noktasinin lokal komsulugunda (bir ¢ift sirf sanal 6zdegerin
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bulunmasiyla) limit dongiilerinin ortaya c¢ikti@1 catallanma tiirti Hopf catallanma

olarak adlandirilir.

Siirekli zamanda degisen gezegenlerin giines etrafindaki hareketi, gece ve giindiiz
dongiisii, uyku dongiisii, solunum olayi, kalbin kan1 periyodik olarak pompalamast,
finansal piyasadaki fiyat degisiklikleri karsilagilan farkli periyodik davranislara 6rnek
olarak verilebilir. Hemen hemen her alanda goriilebilen periyodik davraniglar aslinda
tanimladig1 olgunun kontrol edilebilecegini gostermektedir. Dolayisiyla, av-avci
popiilasyon dinamiginde tiirlerin hayatta kalma stratejilerini anlamak, tiirlerin
varliginin korunmasi ve kontrol edilmesini analiz etmek 6zellikle nesilleri tiikenme
tehlikesi altinda olan tiirler icin gelistirilecek Onlemler i¢cin 6nemli bir arastirma

konusudur.

Bir diferensiyel denklem sisteminde Hopf catallanmanin goriilebilmesi i¢in gerekli
sartlar1 belirtmeden Once bu catallanmanin normal formunu ele alalim. Bu amag

dogrultusunda asagida verilen 2—boyutlu ve k parametresine bagl sistemini ele

()0 )0 )wen(y). e

Burada X := X(r) ve Y :=Y(¢) yi temsil etmektedir. Tim k reel sayisi i¢in (2.36)

k —1
sisteminin (0,0) denge noktasindaki Jakobiyen matrisi J(k) = - olup

alalim:

A1 2(k) = k= i bu matrisin kompleks eslenik 6zdegeridir.

Simdi de Z = X + iY komplek degiskenini ele alahm. Z = X — i¥ ve |Z|?> = X% 4 Y?
olmak iizere Z = X + iV = k(X +iY¥) +i(X +iY) — (X +i¥)(X?> +Y?) olup (2.36)
sistemi

Z=(k+i1)Z—-Z|Z]? (2.37)

sistemine indirgenir. Ayrik sistemlerde oldugu gibi Z = pe’? doniisiimii ile
Z=pe'? +pigpe'? = pe'® +pige'® = pe'®(k+i—p?)
esitliginden (2.36) sisteminin kutupsal formu

p=pk—p?)
(2.38)
¢=1

olarak elde edilir. (2.38) ile verilen ikinci denklem sabit hizda doniisii gdstermektedir.
(2.38) ile verilen birinci denklem ise tiim k degerleri icin p = 0 denge noktasina sahip

iken pozitif k degerleri icin p = v/k denge noktasma sahiptir. Denge noktalarinin
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kararliklar1 icin denklemin sag tarafin1 f(p,k) = p(k — p?) ile gosterelim. Buradan
fp=k— 3p? olup asagida ifade edilen ii¢c durum s6z konusudur:
* Eger k < Oise f(p =0) =k < 0 olup p = 0 denge noktas1 kararlidur.

* k=0 iken fp(p =0) =0 olup p = 0 denge noktasimin kararhigi igin
lineerlestirme cevap vermez. Fakat k = 0 iken p = —p> < 0 olup ¢dziim egrisi

orijine yaklagir.

e k>0 iken f(p =0) =k > 0 olup p = 0 denge noktasi kararsizdir. f,(Vk) =
—2k < 0 olup p = vk denge noktas1 kararlidur.

Y(r) Y (1) Y (1)

N x

k<0 k=0 k>0

Sekil 2.6: Siiperkritik Hopf ¢atallanma (Kuznetsov, 1998)

Dikakt edilirse p = 0 denge noktast pozitif k degeri i¢in kararl bir kapali yoriinge
(vVk yaricapli cember) ile cevrilidir. Dolayisiyla orijin diginda kapali limit
dongiisiiniin i¢cinde veya disinda baslayan tim c¢oziimler ¢+ — oo iken dongiiye
yonelecektir (Bakinmiz Sekil 2.6). Bu ise Andronov-Hopf catallanma, kisaca Hopf
catallanma olarak adlandirilir (Kuznetsov, 1998). Burada k = O kritik catallanma
degeri olup bu degerde (2.36) sistemi bir ¢ift sirf sanal 6zdegere sahiptir.

Lemma 2.3.

X . k —1 X 2 ) X -
<Y>_(1 k)(Y) <X+Y><Y>+0(I|X,Y h @39

sistemi orijin denge noktasinin komsulugunda (2.36) sistemine lokal topolojik olarak

denktir. Yani yiiksek mertebeden terimler kapali egrinin catallanma davranisini

(1)) (y) e

degistirmez.

Simdi de



sistemini ele alalim. Yine Z = X +iY degisken degistirmesi yapilirsa (2.40) sistemi
Z=(k+0)Z+Z|Z] (2.41)
sistemine indirgenir. Z = pe'? doniisiimii ile
p=pk+p?)
(2.42)
¢=1

birbirinden bagimsiz iki denklemden olusan (uncoupled) sistem elde edilir. Burada
birinci denklem tiim &k degerleri icin p = 0 ve negatif k£ degerleri i¢cin p = v/ —k denge
noktasina sahiptir. f(p,k) = p(k+ p?) olmak iizere f, = k+ 3p? dir. Oyleyse

* k< 0iken fp(p =0) =k < 0 olup p = 0 denge noktasi kararhidir. f,(v/—k) =
—2k > 0 olup p = /—k denge noktas1 kararsizdir.

* k=0 iken fp(p = 0) =0 olup p = 0 denge noktasinin kararlig1 icin
lineerlestirme cevap vermez. Fakat k = 0 iken p = p> > 0 olup ¢oziim egrisi

orijinden uzaklagir.

* k> 0iken f,(p =0) = k > 0 olup p = 0 denge noktas1 kararsizdur.

Y (1) Y(r) Y(r)

N

k<0 k=0 k>0

Sekil 2.7: Subkritik Hopf catallanma (Kuznetsov, 1998)

Boliim 2.1.2°den biliyoruz ki bir diferensiyel denklem sisteminin kararlilik yapisi,
lineerlestirilmis sistemin Ozdegerlerinin isaretine baglidir. Ayrica tanimlanan yeni
degiskenlerle hem denge noktast hem de kritik catallanma degeri sifira taginabilir.
Asagidaki teorem 2—boyutlu keyfi bir diferensiyel denklem sisteminde Hopf
catallanmanin varhi§1 icin yeterli kosullar1 vermektedir. Bu tez c¢alismasinda ele
aldigimiz siirekli av-avci sistemi igin periyodik ¢oziimlerin varligi bu teoremin

uygulanmasi ile gosterilecektir.
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Teorem 2.10. Kabul edelim ki

sistemi yeterince kiiciik k degerleri icin (0,0) denge noktasina sahip olsun ve bu
denge noktasindaki Jakobiyen matrisi A (k) = m(k) F in(k) kompleks eslenik ozdegere
sahip olsun. Ek olarak k. kritik catallanma degerinde,

(H.1) m(k;) =0 ve m' (k) #0

(H.2) n(k;) :=nyp >0

saglansin. Oyleyse, o(k.) = —M # 0 ise k soldan saga k. degerinden

m' (k)
gecerken orijinin bir komsulugunda kapalr yoriinge ailesi ortaya ¢ikar. Burada

_ 820812A+A) g 1202/ 821
c1(ke) = 2 += +2(27L—7L)+2

dir (Kuznetsov, 1998).

Aciklama 2.2. Kapali yoriingenin yoniinii ve kararliligi icin dort farkli durum soz

konusudur.

» Eger m'(k.) > 0 ve a(k.) > 0 ise denge noktasi k. ¢atallanma degerinden once
kararli iken bu degerden sonra kararsizdir. Periyodik ¢oziimler catallanma
degerinden sonra ortaya ¢ikar. Re(ci(k.)) < 0 oldugu icin periyodik ¢éiziimler
kararlidir. Dolayisiyla, k. kritik catallanma degerinde Siiperkritik Hopf

catallanma meydana gelir.

o Eger m'(k.) > 0 ve a(k.) < 0 ise denge noktasi k. ¢atallanma degerinden once
kararly iken bu degerden sonra kararsizdir. Periyodik ¢oziimler ¢atallanma
degerinden once ortaya ¢ikar. Re(cy(ke)) > 0 oldugu icin periyodik ¢éziimler
kararsizdir.  Dolayisiyla, k. kritik catallanma degerinde Subkritik Hopf

catallanma meydana gelir.

o Eger m'(k.) <0 ve a(k.) <0 ise denge noktasi k. ¢atallanma degerinden nce
kararsiz iken bu degerden sonra kararlidir. Periyodik ¢oziimler catallanma
degerinden once ortaya ¢ikar. Re(cy(k.)) < 0 oldugu icin periyodik ¢éziimler
kararlidir. Dolayisiyla, k. kritik catallanma degerinde Siiperkritik Hopf

catallanma meydana gelir.

o Eger m'(k.) <0 ve a(k.) > 0 ise denge noktasi k. ¢atallanma degerinden énce
kararsiz iken bu degerden sonra kararlidr. Periyodik ¢oziimler ¢atallanma

degerinden sonra ortaya ¢ikar. Re(ci(k.)) > 0 oldugu icin periyodik ¢iziimler
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kararsizdir. Dolayisiyla, k. kritik catallanma degerinde Subkritik Hopf

catallanma meydana gelir.

Ek olarak, asagida tammli T degeri ile periyodik ¢oziimlerin periyodu hesaplanir:

Im(cy(ke)) + a(ke)n' (ke) .

r=- ”(kC)

o Eger T > 0 ise periyodik ciziimlerin periyodu k. catallanma degeri arttikca

artar,

e Eger T < 0 ise periyodik coziimlerin periyodu k. kritik catallanma degeri

arttikca azalir.
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3. AYRIK AV-AVCI POPULASYON MODELINDE ALLEE ETKIiSI

3.1 Modelin Tamitimi ve Temel Ozellikleri

Bu tezde, ilk olarak

3.1
H+5Pt(r2—e]%) G-D

t

(Nz+1 ) _ N+ 6N (r1 —¢h)

B

Leslie tipi ayrik av-avcr sistemi ele alinacaktir. Burada ry, rp, €, 6 parametreleri
pozitif olup N; ve B swrastyla ¢ anindaki av ve avci popiilasyon yogunluklarini
gostermektedir. Modelde, 1 N; ifadesi av popiilasyonunun sinirsiz bir biiylimeye sahip
oldugunu gosterirken, tepki fonksiyonu €F;, bu biiylimenin sinirsiz olmadigini belirtir.
Av popiilasyonundan farkli olarak, avci popiilasyonu r, biiyiime orani ile lojistik bir
biiyiimeye sahiptir, ancak avcinin yasamasi avcl bagina diisen ortamdaki av sayisi ile
sinirhdir. Burada, 6 parametresi denge halinde her bir avcinin hayatta kalabilmesi icin
tilketmesi gereken gerekli av sayisini temsil etmektedir. Son olarak, § ayriklagtirma
adimudir. Biyolojik agidan modelin tiiretilmesinde & ayriklastirma adimini sabit bir
deger almadan (6rnegin 6 = 1) dikkate almak, iyi tanimli lineer olmayan bir sistem
elde etmemizi saglar. (3.1) sistemi Euler metodu ile asagidaki siirekli av-avci
sisteminden elde edilmistir:

dlzft) = rN(t)—eP()N()

3.2)
dP(t) P(t)
a "0 (Q_QW)

Popiilasyon modelleri {izerine yapilan arastirmalar c¢esitli mekanizmalar veya
etkilesimlerin  popiilasyon dinamiklerinde meydana getirdigi degisiklikleri
icermektedir. Allee etkisi de bu mekanizmalardan biridir. Allee etkisinin tek bir
aciklamasi bulunmayip bu tezde (3.1) ve (3.2) sistemlerinde Allee etkisine ayrintili
bir sekilde yer verilecektir.

Un kurdu, alp marmotlart gibi tiirlerin yasamlarin siirdiirebilmesi i¢in tiirdeslerinin
varlig1 6nemli bir avantaj saglamaktadir. Ornegin, diisiik popiilasyon yogunlugunda
bireylerin bulunduklar1 ortamdaki tiirdes sayis1 arttikca her bir bireyin es bulma sansi,
buna bagl olarak da kisi bas1 dogum orani artar. Av-avci popiilasyon modellerinde av
popiilasyonu uygun bir es bulma zorlugu yasayip Allee etkisine maruz kalabilir. Bu
durum, tek besin kaynagi av popiilasyonu olan avci popiilasyonunu olumsuz
etkileyebilir.
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Kabul edelim ki av popiilasyonu es bulma Allee etkisine sahip olsun. O halde (3.1)
sistemini asagidaki sekilde yazabiliriz:

N+ 8N, [ SeN,P,
(Nt—i-l>: t+ori Nz—f—ﬁ o ) (3.3)

P
Fry1 P+8P(r—0-1).
N,

Burada 8 > 0, Allee sabiti olup Allee etkisinin bityiikliigiinii belirler. B parametresi
azaldik¢a Allee etkisinin giicii azalir. Bir bagka ifadeyle, § — 0 iken a/(N;) — 1 olur.

Dikkat edilirse, a(N,) =

B

(N: +B)?
olasilig1, dolayisiyla dogum oram artar ve Allee etkisi azalir. Eger popiilasyondaki

birey sayisi cok fazla ise es bulma sorunu belirlenemeyeceginden Allee etkisinden

N,
bahsedemeyiz (yani, matematiksel olarak lim L —1dir).
Nt*)w ]Vt + B

! fonksiyonu N nin artan fonksiyonudur
N;+B

(o' (N;) = > (). Yani, popiilasyon yogunlugu arttik¢a bireylerin es bulma

3.2 Kararhhk Analizi

Av-avci popiilasyon modelleri iizerine yapilan calismalarin temel amaglarindan birisi
ileri zamandaki popiilasyon davraniglarinin incelenmesi; denge noktalarinin (sayet var
ise) kararli olabilmesi i¢in gerekli sartlarin belirlenmesidir.

(3.1) sisteminin pozitif denge noktasinda lokal kararli olabilmesi i¢in gerekli sartlar
Baydemir ve dig. (2020) tarafindan belirlenmistir. Simdi de Allee etkisi i¢eren (3.3)
sisteminin kararhilik analizini inceleyelim. Ilk olarak, sistemin denge noktalarini
belirleyelim. (3.3) sisteminde birinci denklemi ele alirsak

_ _ N _ _ N _

esitliginin saglanmasi i¢in 8 > 0 olmak iizere

€

. s 1 N
N=0 veya P= (N_——l—ﬁ) 3.5

olarak elde edilir. Benzer sekilde (3.3) sisteminde ikinci denklemden

L P _ P
esitligi
_ _ 0P
P=0 veya N:r_ 3.7
2

iken saglamir. Agikga goriliiyor ki (N,P) = (0,0) (3.3) sisteminin bir denge
noktasidir. Fakat bu denge noktas1 biyolojik acidan anlamli degildir. Ciinkii model
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"Av popiilasyonu avci popiilasyonunun tek besin kaynagidir ve avcinin yagamasi
ortamdaki av sayis ile iligkilidir" hipotezi altinda kurulmustur. Oyleyse

_ 0 97‘1 N — 91”1 1 — 01’1
N=—P=————|=2N(]l-———— )| =0&N=—— 3.8
r r € <N+ﬁ) ( ) €ry P (3-8)

olup (3.7) esitliginden

_ - r(0n ron
p—2N—22(21_ =_—_= 39
0 0 ( €ry ﬁ) e 0 P (39)
olarak bulunur. Denge noktasinin pozitif olabilmesi i¢in f = L > ke (0,1)
€r
alabiliriz. Sonug olarak (3.3) sistemin tek denge noktasi
_ 91’1 r
€r €

olarak bulunur. Dikkat edilirse k£ = 0 i¢in (3.10) denge noktas1 Allee etkisi icermeyen
(3.1) sisteminin denge noktasina indirgenirken k = 1 igin (N, P) = (0,0) denge noktasi
elde edilir. Buradan k arttikca 3 Allee sabitinin arttigini, dolayisiyla Allee etkisi sonucu
sistemin dengeye ulastig1 deger kiiciiliir.

(3.3) sisteminde denklemlerin sag tarafi sirasi ile (N, P) ve g(N,P) fonksiyonlar ile
gosterilsin. Oyleyse

N?+2NB
1+68r——5+ —8eP —0eN
Jv.p)— [ VOP) feNP) TR ‘
’ gn(N,P) gp(N,P) S0P 280¢
1 + 57’2 —
N2
(3.11)
olmak iizere (3.3) sistemin denge noktasindaki Jakobiyen matrisi
—06
14+ 6m(k—k2) —21—p)
J(N,P) = ) "2 (3.12)
ory 1—6r
0 2
olarak elde edilir. Burada
0r; 12
a=rk(l1—k), b=—(1—k), c=g d=nr (3.13)
rn

olmak iizere Jakobiyen matrisinin izi ve determinant1 asagidaki sekilde hesaplanir:

iz] =2—8rm+8ri(k—k*) =2+8(a—d)

det] =1—38r+8rik(1—k)+8%rir(1—k)? =1+8(a—d)+ 8*(bc —ad).
(3.14)
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Oyleyse x := a—d ve y := bc — ad alnirsa, (3.3) sisteminin Jakobiyen matrisine

kargilik gelen karakteristik polinomu
F(A) =A% —izJd +det] = A* — (24 8x)A + (1 + Sx+ 82) (3.15)

olarak bulunur.

Biliyoruz ki ayrik sistemlerde bir sistemin denge noktasiin lokal kararli olabilmesi
icin karakteristik polinomun tiim koklerinin mutlak degerinin birden kiigiik, kararsiz
olabilmesi i¢in en az bir kokiin mutlak degerinin birden biiyiik, catallanmanin ortaya
cikabilmesi icin de koklerden en az birinin veya tiim koklerin mutlak degerinin bire

esit olmasi gerekmektedir. Bu yiizden, (3.15) ile verilen karakteristik polinomun

2 _
)‘1’2:2+5xi(;\/x 4y (3.16)

koklerini analiz edebilmek icin asagidaki lemma kullanilacaktir.

Lemma 3.1. F(1) = A%+ BA +C ikinci dereceden reel katsayili bir polinom olsun ve
A1 ile A de F (M) polinomunun iki kékii olsun. Oyleyse,

1. [M|<1ve|l<1< F(1)>0,F(—1)>0,veC<1,
22 M =—lve|l|#1 < F(—1)=0ve B#0,2,

3. M, eC, |M|=1ve|l]=1<B>—4C<0veC=1dir

Ispat. Bakiniz Baydemir ve dig. (2020).

Lemma 3.1 geregince (N,P) denge noktasinin kararli olabilmesi i¢in F(1) > 0,
F(—1) > 0 ve C < 1 esitsizliklerinin ayn1 anda saglanmasi gerekmektedir. Bu ii¢

esitsizligin ayn1 anda saglanmasi i¢in gerekli kosullari aragtiralim.
F(1)=1-2—8x+148x+ 8% = 8%y > 0 olmast i¢in y > 0 olmalidur.

C=1+6x+8% <1=8(x+8y) <0igin § < —x/y saglanmalidir. § >0 ve F(1) >0
iken y > 0 olacagindan C < 1 i¢in x < O olmalidir.

F(—=1)=142+68x+1+8x+8%y=38%+286x+4=(6—5/)(5§—5) olupx<0ve
y > 0 olmak iizere F(—1) polinomunun kokleri
= —x—/x2—4dy —x+ /X2 —4y

8 = ve & = (3.17)
y y

seklindedir. Eger x*> > 4y ise F(—1) polinomu iki reel koke sahiptir. Ayrica, 5>0
olmasi i¢in x> — 4y > 0 ise —x > x> — 4y > 0 yazilabilir. Burada esitsizligin her iki
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tarafinin karekokii alinirsa 51 > 0 olarak elde edilir. Ote yandan, 0 < 51 < 52
gerceklenir. Oyleyse, F(—1) polinomunun isaret tablosu asagidaki seklide

olusturulur.

Sonug olarak, x> > 4y iken 0 < § < §; veya 8§ > & ise F(—1) > 0 saglanir. Dikkat

edilirse §; < _r < & dir. C < 1 sartindan § < _r olmalidir. O halde § > &,
y y

alinamayacagindan x> > 4y iken 0 < § < & icin (N, P) denge noktasi lokal asimptotik
kararhdir.

Eger x* < 4yise F(—1) polinomu reel koke sahip olmadigindan V& > 0 i¢in F(—1) >0

saglanir.

Eger x*> = 4y ise de F(—1) cift katli koke sahip olup V8 > 0icin F(—1) > 0 saglanir. O
halde x? < 4y icin tek bakmamuz gereken kriter F(1) > 0 ve C < 1 olmasidir. Boylece

asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.1. Eger F(A) karakteristik polinomu x < 0 ve y > 0 olmak iizere asagidaki

sartlardan birini sagliyor ise (N, P) denge noktasi lokal asimptotik kararlidir:

i) x2 > 4y iken 0 < § < &,

i) 2 < 4y iken 0 < & < ——.
y

Burada
= —Xx—/x—4dy

(3.18)

dir.

3.3 Flip Catallanma Analizi

Lemma 3.1 geregince (3.3) sisteminin (N,P) denge noktasinda Flip ¢atallanmanin

goriilebilmesi icin F(—1) = 0 ve B # 0,2 olmahdir. Oyleyse, F(—1) =0 i¢in § = §,

veya 0 = & secilmelidir. Ayrica B # 0,2 olabilmesi i¢in 0 # ——,—— sarti
x X

saglanmalidir.

flk olarak § = &; oldugunu kabul edelim. Bu kabul altinda, A; = —1 ve A, = 3+x§;
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5 |A2| # 1 olarak bulunur. Bu ise denge noktasinda Flip ¢atallanmanin goriilebilecegini

isaret eder. Oyleyse catallanmanin var oldugunu analitik olarak gosterelim.

Simdi de islemleri basitlestirmek i¢in sistemin denge noktasini orijine tagtyyalim. Bu

amacla (3.3) sistemindeki denklemlerin sag tarafini

N
N;,P):=N;,+06r|N,| ——— | — 8eN,P,
f( t t) tt+ rlt(Nt+B> €Nt L,
P
8N P): =P+ 8P (r,— 0-7)

t

(3.19)

ile gosterelim. Daha sonra (3.19) ile tanimlanan f(N;,P;) ve g(N;, P;) fonksiyonlarini

(N, P) denge noktasinda Taylor Serisine agalim:
Ni1 = f(N,P)+ fn(N,P)(N; = N) + fp(N,P)(F; — P)

+ 3 U (N, P)(N; =N+ 2fwn (N, PY (N~ W) (B = P) + for (¥, P) (B, — PP

+é[fNNN(Nap)(Nt —N)?+3fynp(N,P)(N, —N)*(P, — P)

+3fypp(N,P)(N; —N)(P, — P> + fppp(N,P)(P, — P)’] + - --
(3.20)

Pt+1 :g(N>p)+gN(NaP)(NI_N)+gP(NaP)(Pl_P)

+%[§NN(N7P)(NI_N)2+28NP(N7P)(Nt_N)(Pt—P)‘f‘gPP(N,P)(P,—P)Z]

+ 2 Lo (V. P) (N 9+ 3gwn (N, P) (s~ 9 (B~ P)

(3.21)

+3gnpp(N,P)(N;, — N)(P, — P)* + gppp(N,P) (P, — P)*] + - --

formunda olup (3.10) ve (3.13) esitliklerinden

e f(N,P)=Nveg(N,P)=P

N? +2Np _

.fNZI—i_SFIW_SSP ise fN(N, ):1+561

s fp= —0€eN ise fp(N,p) =—0b




6 o 6k2e2r?
JNNN Nt B ise fynn(N,P) 02,

* fane(N,P) = fypp(N,P) = fppp(N,P) =0

opr? o
. gN:SW ise gn(N,P)=6dc

6P _
. gp:1+3r2—25ﬁ ise gp(N,P)=1-4d

6 P? _y €rs
. =-286— i NP =-26——2
NN N ise anw(N.F) (1—k)62r,
2597 (§,F) =267
. =20— 1se =20——=—
8NP N2 &ne\V, (1—k)6r
269 (N,P) = —25—"
. =—20— 1se =-20—F—
8PP N 8pPP\IV, (1—k)r
0 P> ezrg

. =60— | N,P) =60 ———=—
8NNN N ise gnvn(N,P) (1—k)293r%

2.3
€°r5

0P o
. =—-40— i N,P)=—-40—TF>
8NNP N3 ise gnnp(N,P) (1— k)292r%

2.2
€r;

0 .
8NPP N2 ise gnpp(N,P) (1—k)29rf

* gppp(N,P) =0

olarak hesaplanir. Buradan (3.10) ve (3.12) denklemleri asagidaki sekilde ifade
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edilebilir:

_ _ _ k? _
Niy1 =N+ (1+6a)(N; —N)—6b(P, —P)+ 6 ;rz(]v,fN)Z
- _ K*€*r3 _ 3
—&8(N,—N)(B,—P)—8—5—=(N;—N)"+---,
0 r
3
_ _ — €r. _
P’“:P+5C(M_N)+(1_5d)(P’_P>_5m(Nz—N)2
2 2.4
M NP —-P —6— (p_pRas— T2 (NN
+28(1_k)9r1(Nt N)(F—P) 6(1_k)r1(P; P) +6(1—k)293rf(N’ N)
—25i(N —N)(P, —P)—SL(N —N)(P,—P)*+
(1—k)2027 " ’ (1—k)26r2 " ’
(3.22)
Boylelikle (3.3) sistemi asagidaki sekilde yazilir:
= |+ ’ (3.23)
P[+1 6C 1—661 B—P fz
Burada
K2 _ y d K2e2r2 )
fi=6 grz(Nt—N)Z—SS(N,—N)(P,—P)—S 9‘; DN NP -
r
fr=-8 s (N; —N)2 428 ik (N, —N)(B —P)— 8§ ——2 (P, — P)?
2T 1 —ker (1—k)@r ! (1—k)r '
2.4 2.3
€°r _ €“r. _ _
+8— 2 (N,—N)? 26— 2 (N,~N)*(R—P
(l—k)263r%( +=H) (1—k)262r%< 1= N)(B—P)
ezr% _ _ 5
—86—- 2 (N,—N)(B —P)"+---
(1—/()201’%( t )( t )
(3.24)

dir. Gosterim kolaylig1 acisindan § := &; alalim ve 5=6-6 doniistimii ile yeni bir
catallanma parametresi tanimlayalim. Ayrica U; = N, — N ve V, = P, — P olsun. Oyleyse

U1 =N,o1 —Nve Vi = P — P olup (3.23) sistemi asagidaki sisteme doniigiir:

Ur+1 1+6a —6b U, fiU;, V1, 6,6)
= _ _ + o (3.25)
‘/H—l oc 1—-0od Vi f2(U17‘/la675>
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ve yukaridaki ifadede f ve f> asagidaki formdadir:
iU, V;,8,8) = 8aU — bV + (54 8)s1U — (8 + 8)soUV — (5 + 8)s3U° +YMT,
£(U,V;,8,8) = 8cU + (1 = 8d)V — (6 + 8)s4U + (54 8)ssUV — (5 +8)sgV>  (3.26)
+ (54 8)s7U% — (6 +8)ssUV — (6 + 8)soUV> +YMT.

Buradai=1,---,9 icin s; katsayilar1 asagida yer aldig: gibidir:

N k2€r2 . N (kerz)z
S1 = 0 §2 =€ 53 = }"IT
o2 e
YT 0—Kre? ST (1—k)6n T U—k)r (3.27)
ezr‘z1 2621”% ezr%
== SR = ————F———5 S —= ——"—"7~+——5.
T (1= k)2632 ST (1—k)20%2 ’T (1—k)20r

Dikkat edilirse (3.25) sisteminin denge noktasi (0,0) dir. Ayrica 8 = § iken § = 0 olur.
Sonug olarak, (3.23) sistemin kritik catallanma degeri ve denge noktasi orijine taginmig
ve bu sistemin dinamik yapisina lokal topolojik olarak denk olan (3.25) sistemi elde

edilmistir. Oyleyse, analize (3.25) sistemi ile devam edelim.

Dikkat edilirse 8 = 6 iken (3.23) ve (3.25) sistemleri ayni Jakobiyen matrise sahiptir.
Dolayisiyla § = & kritik catallanma degerinde (yani, 5 = 0 iken), (3.25) sistemin
karakteristik polinomunun kokleri, bir bagka deyisle Jakobiyen matrisinin 6zdegerleri
A =—1ve Ay =3 +x8; =3+ x6 seklindedir.

Simdi de bu 6zdegerlere karslik gelen 6zvektorleri bulalim. Tlk olarak

1+68a —0b
J = _ _ =J-MH)DP=0
oc 1-46d
_ - (3.28)
24+06a —0b ] 0
= _ _ =
oc 2-46d () 0
esitligini saglayan ® vektoriinii bulalim. Bunun i¢in
(2+0a)p; —Obpr =0
(3.29)

SC(])l +(2- 5d>¢2 =0
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esitliklerini saglayan ¢, ve ¢ degerlerini bulalim. Birinci denklemden kabul edelim ki

o1 8b
b= = B (3.30)
(Pz 2+ 06a

olsun. Oyleyse bu degerler ikinci denklemde yerine yazilirsa

8¢6b+(2—8d) (24 6a) = 6*(bc —ad) +28(a—d) + 4

B B (3.31)
= 8%y +26x+4
denklemi elde edilir. Burada kabiiliimiiz geregi § = &; oldugundan
2 _ 4 2 2_4
521 25544y (—x—x—y> o (—x—x—y> "
y y
x4 2x x274y+x274y_2x2+2x\/x274y+4 (3.32)
y y
= —4+44=0
bulunur. O halde (3.30) ile tanimalanan ® vektorii A} = —1 6zdegerine kargilik gelen

ozvektordiir. Benzer sekilde Ay = 3 +x8 dzdegerine karsilik gelen 6zvektorii asagidaki
sekilde bulabiliriz:

1+6a —6b
J= = (J =AM =0

S¢c 1-6d
da—6x—2 —6b my 0
— B _ _ —
oc —2—0d— 6x my 0

(3.33)
ifadesinden ~ B _
(8a—6x—2)my — 8bmy =0
B _ B (3.34)
demy 4+ (—2—06d — 6x)mp =0
esitliklerini saglayan m; ve my degerleri icin birinci denklemi baz alarak
nq Sb
M — = _ (3.35)
my 0(a—x)—2

oldugunu kabul edelim. ikinci denklemde bu degerler yerine yazilir ve (3.32) esitligi
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ele alinirsa

8cSb+(—2—8(d+x))(8(a—x)—2) = 6*(bc—ad) +4+28(d+x—a+x)
o (3.36)
= 6%y 426x+4=0

olarak bulunur. Bu da bize M vektoriiniin Ay = 3 4+ x§ 6zdegerine karsilik gelen
0zvektor oldugunu soyler. O halde bu 6zdegerlere karslik gelen 6zvektorleri birer

siitun kabul eden asagidaki tersinir T matrisini insa edebilirz:

8b 8b
T— o . (3.37)
2+6a d(a—x)—2

Burada det(7) = —b&(4 + x8) dir. Lemma 3.1 geregince (3.25) sisteminde Flip
catallanmanin goriilebilmesi i¢in 6 # ——,—— sart1 saglanmalidir. Ayrica b ve 5
X X

pozitif olacagindan det(7') # 0 dir. Oyleyse T matrisinin tersi

2—98(a—x)
: =
y AN o0 (3.38)
44 6x 2+ da {
5b
olarak elde edilir. Simdi de
Ui Xi
=T (3.39)
Vi Y;
doniistimiinii ele alalim.
Ut—H Xt—H
=T (3.40)
Vit Yip1
olup (3.25) sistemini yeniden yazarsak
Xt+l 1 + Sa —Sb X; fl
= _ _ T + (3.41)
Y1 oc 1-46d Y; f2

sistemi elde edilir. Burada (3.41) sisteminin her iki yani soldan T~ matrisi ile

carpilirsa

X1 )vl 0 X; gl(Xt,Y,)
= + (3.42)
Y1 0 A Y, 22(X:,Y7)
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sistemi elde edilir. Burada

gl(XnYt) fl(Xt;Yt)

—71! (3.43)
gZ(XhYl‘) fZ(XhYI)
dir. Oyleyse bu matrisi hesaplayalim. 11k olarak
fl(Uty‘/t7S7S) fl(XhYt7S7S)
Lo — Lo (3.44)
fZ(Utvvt7676) fZ(Xt7Yt7576)

formuna gecisi inceleyelim. (3.39) doniisiimiinden

U; B Sb 5b X
Vi - 24+6a 8(a—x)—2 Y,

B 5b(X, +7Y,)
\ @+dax 4+ (Sla-x -2,

elde edilir. Buradan U ve V degiskenine bagh yiiksek dereceli terimler asagidaki

(3.45)

kutuda formiilize edilmistir:

U? = (6b)* (X7 +2X.Y, +¥;)

U = (8b)° (X7 +3X2Y, +3XY' +17)

V2= (2+6a)’X?+2(2+48a)(5(a—x) —2)X,Y; + (§(a—x) —2)*¥?
UV, = 8b(2+ 8a)X? 4 8%b(2a — x)X,Y, + 8b(8(a — x) —2)Y?

(3.46)
UV, = [(6b)*(2+ 6a)] X + [(6b)*(2+ 6 (3a+x))| XY,

+[(66)*(8(3a—2x) —2)] X, ¥ + [(8b)*(6(a —x) —2)] ¥,
UV? = [8b(2+ 6a)*] X + [8b(2+ 8a)(6(3a —2x) —2)| XY,

+[6b(8(a—x) —2)(8(3a—x)+2)| X,¥? + [6b(5(a—x) —2)*] V.
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(3.26) ve (3.46) esitlikleri kullanilirsa f; ve f> fonksiyonlari
fi(X,,Y:,8,8) = —2b8X, + 5 (2b+ 8bx) Y, + [518°b* +5:86%b(2+ 8a)| X}
+ [2518°6? +52,8°b(2a — x)| XY, + [516°D* + 5:6%b(5(a — x) —2)] ¥
+ 6 [518%b7 +520b(2+ 8a)] X7 + 6 [2516°b% +5,6%b(2a — x)| XY,
+8 [518%0% +528b(8(a—x) —2)] V2 — 538*P° X} — 353 8D (XY, + X, V)
—538*°Y? — 5538°b° X7 —385:8°0° (XY, + X,Y7?) — §538°b°Y?,
o o (3.47)
f(X:,Y:,6,8) =6 [6(bc —ad) —2d| X; + 6 [6(bc — ad +xd) +2d] Y,
+ [~546°b* +558%b(2 + ba) — 566 (2 + da)?| X
+ [2548%b +556°b(2a — x) — 2568 (2+ 8a) (8 (a—x) — 2)| XY,
+ [—54876% +5567b(8(a— x) —2) —566(8(a—x) —2)*] ¥
+ 8 [—54(8b)? +558b(2+ ba) — s6(2 + Sa)?] X

5[ 254(6b)* +556°3b(2a —x) — 256(2+ 6a) (6 (a —x) —2)| X,Y,

_l’_

5 [—54(5b)2 +550b(8(a—x) —2) —s56(8(a—x) — 2)2] Y?

+ [s78*0% — 538°b*(2 + 8a) +596%b(2 + Sa)*] X;
+ [3578%D — 538°b*(2+ 6 (3a —x)) +5908°b(2 + 8a) (8 (3a — 2x) — 2)] XY,
+ [3578%D* — 538°b*(2+ 6(3a —2x)) +596%b(8(a — x) — 2)(8(3a —x) +2)] X.¥;?
+ [S764b3 580°b*(8(a—x) —2) +598°b(8(a—x) — 2)] Y3
+8 [57(8b)° — 53(8b)*(2+ 8a) +598b(2 + 8a)?| X}
+6 [357(8b)* — 53(8b)* (2 + 8(3a — x)) +5908b(2 + 8a) (8 (3a — 2x) — 2)| X7,
+6 [357 —53(8b)*(2+ 8 (3a—2x)) +596b(8(a—x) —2)(8(3a—x) + 2)] X,Y?
+8 [57(8b)° — 53(8b)*(8(a—x) —2) +598b(8(a —x) —2)] ¥}
(3.48)
formunda yazilir. Simdi de ifadeyi daha takip edilebilir hale getirmek icin 7!
matrisini ~
2—90(a—x)
1 Sb ! it
y A — g = (3.49)
4+ ox 2+ 9a 1 Dy
ob
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formunda ele alalim. Oyleyse (3.43) esitliginden

g1(X,Y;) =tif1 +tof
= 010X, + 0y 8Y, + 3 X? + ou XY, + +0sY? + 06X (3.50)
+ a7 0X,Y, + 0gSY? + X +YMT
seklinde ifade edilebilir. Buradaki ¢; katsayilar asagida yer aldigi gibidir:
oy = t11(—2b) +112(8(bc — ad) — 2d)
o = t11(2b+ 8bx) +112(8 (be — ad + dx) +2d)
0 = 111 (518302 + $282b(2 + 8a)) + t12(—54830 + 5582b(2 + 8a) — 565(2 + §a)?)
oy = 111(251 8D + 5,8°b(2a — x)) + 112(—2548°b* + 556°b(2a — x) — 5602(2 + Sa) (8 (a —x) —2))
05 = 111 (518°0% + 5,82b(8(a— x) — 2)) + 112 (—548°b* + 5582b(8(a— x) —2) — 566 (8 (a—x) —2)?)
o = 111(51(8b)? +5,8b(2+ 8a)) +t12(—54(8b)* + 556b(2 + 8a) — s6(2 + 8a)?)
o7 = 111(251(8b)* +528°b(2a —x)) +112(—254(8b)* + 556°b(2a — x) — 562(2 + 8a) (8 (a—x) — 2))
og = 111 (s1(85b)2 + 528b(8(a— x) — 2)) + t12(—s54(8b)* + 558b(8(a—x) — 2) — 56(8(a —x) —2)?)

Oy =111 (—S3S4b3) +t12(S784b3 = S853b2(2 + Sa) +S982b(2+ Sa)z).
(3.51)

Benzer sekilde,

22X, Y,) =t fi+tnf
= 16X + ROV + BX + uXY, ++5Y +%0XF  (352)
+ 18X, Y; + ®wOY? + X +YMT

formunda yazilabilir. Buradaki ¥; katsayilari ise asagida tanimlanmistir:

Y1 = t1(—2b) +12(8(bc — ad) —2d),

¥ = ty1(2b 4 85bx) + 122 (8 (be — ad + dx) +2d),

¥ = 121 (518302 + 528%b(2 + 8a)) + 122 (—5483b% + 5582b(2 + 8a) — 568 (2 + 8a)?),

Y4 =11 (2518°b% +528°b(2a — x)) + 122 (—2548°b* 4 556°b(2a — x) — 5662(2 4 6a) (8 (a —x) —2)),
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Vs = 121 (518°0% +528%b(8 (a — x) — 2)) + 122 (—548°b” + 5582b(8(a —x) —2) — 568 (8 (a — x) —2)?),
Y6 = 121(51(0b)* +528b(2+ 8a)) + 122 (—54(8b)* +558b(2 + Sa) — s6(2 + ba)?),

¥ = 121(251(8b)* +526°b(2a — x)) + 122 (—254(8b)? + 556°b(2a — x) — 562(2 + 8a) (S (a — x) — 2)),
% = 121 (51(8b)? 4+ 528b(8 (a—x) — 2)) + tax(—54(8b)? + 556b(8 (a — x) — 2) — 56(8(a — x) — 2)?),

Y =1 (*S3S4b3) + t22(S7S4b3 — S853b2(2 + Sa) + Sggzb(2 + Sa)z).

(3.53)
Sonug olarak, (3.42) sistemi merkez manifold teoremini kullanabilecegimiz uygun
formda elde edilmigtir. Oyleyse, bu sisteme kargilik gelen W€(0,0,0) merkez

manifoldu asagidaki sekilde tanimlansin:
W<(0,0,0) = {(X,,Y;,8) € R®: ¥, = h(X,) = 1 X? + h26X; + h36%}. (3.54)
Buradaki /1, hy ve h3 katsayilari icin (3.42) sistemini tekrar ele alalim

Xip1 = MX; + 81 (X;,Y,)

(3.55)
Y1 =MLY + (X, 1)
Burada A; = —1 oldugundan X, = —X; + g1(X;, h(X;)) olarak yazilir. Ayrica
h(Xiv1) =Y = h(Xi1) = LY + 82X, 1) (3.56)
= hh(X:) + g2(X, h(X;))
olup
h(_Xt +g1(Xt7h(Xt))) = A’Zh(Xt) +82(Xz;h(Xt)) (3.57)
denklemi elde edilir. Bu esitlikten,
R(h(Xt)) = h<_Xt +81 (Xtah(Xt))) - lzh(Xz) _gZ(Xtah(Xt» =0 (3.58)

fonksiyonu tanimlanabilir. Dikkat edilirse (3.54) ile tamimlanan merkez manifold ve

57



(3.50) ile (3.52) esitliklerinde ifade edilen g; ve g, fonksiyonlar1 uyarinca,
R(A(X;)) = I [=X; + &1 (X, h(X))]* + B8 (=X, + &1 (X, h(X,)))
+h36% = oh(X,) — g2(Xi, h(X,))
=h [th —2X,81(X;, h(X;) + g%(th(Xt)] + hZS(—X, +81(X1,h(X,)))
+h38%— s [th,z + X, +h382} — g2(X h(X,))

— X% — 21X, [al 85X, + 0uSh(X,) + aaX? + o X,h(X,) + YMT}

(3.59)
~ ~ 2 -
h [al 5X, + audh(X,) + s X2 + auX,h(X,) + YMT] — X,

+hyd [al 5X, + audh(X,) + s X2 + auX,h(X,) + YMT] +h38% — Aol X2
— Mahy8X; — Aah3 8% — | 118X, + 1Oh(X,) + 13X + X, h(X,) + YMT

= [h1 — Mahy — 1) X2 — [ha + 1 + Maha) 8X, + [h3 — Aahs) 8 + YMT

=0

olmasi icin X7, 5X, ve &2 terimlerinin katsayilari sifir olmahdir. Oyleyse |A;| # 1

olmak iizere,

V3

hy —Xh—pB=0=h; =
1 —A2h =73 1A

4!

m+n+hh=0=h(1+h)+7n=0=>hy = ———
1+ 2,

/’l3—/12h3 :0:>h3(1—),2) =0=h3=0
olarak bulunur. Sonug olarak ¥; = h(X;) = h1X? + hy 85X, olup (3.42) sistemi
Xiv1 ==X+ 81(Xe, h(Xy)) (3.60)
1—boyutlu sistemine indirgenir. Burada g; fonksiyonu asagida gosterildigi gibidir:
21X, h(X,)) = 018X, + 008 [hle + hQSX,} + X2+ oy, [hle + hZSX,]
2 5y 1? g2 g 2 g
tas [tht v max,} +adX? + ar8X, [hlx, v h25X,}

< L 12
+o0gd [th,Z—l—thX,} + X +YMT (3.61)

=0 SX; + OC3X,2 + (Olzh] + ayhy + (Xﬁ) SXZZ

+ (00h2)8%X; + (04hy + 00) X +YMT.
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Simdi de (3.60) sisteminin sag tarafim f(X,8) olarak tanimlayalim ve Flip ¢atallanma

teoreminin hipotezlerini kontrol edelim.

X1 = f(X,8) = =X + o1 6X + a3 X? + (0phy + 04y + o) 5X?
i (3.62)
+ (0ph2) 82X + (aghy + 009) X3 +YMT

olmak tizere

fx(X,5) =-—1 —|-0618+2063X—|—2(062h1 —|—Ot4h2—|—066) SX
+ ((thz)gz—l-?) (OC4/’11 + 069>X2—|—YMT

fXX( ,S) =203+ Z(Oézhl + aghy + 066) 5 +6 (Ot4h1 + OCg)X +YMT (3.63)

olup bu tiirev fonksiyonlarnin (X, 8) = (0,0) daki degerleri

fx(0,0)=—1
fxx(0,0) =203
(3.64)
fxxx(0,0) =6 (04h1 + ao)
fXS (07 0) =0
dir. Ayrica yukaridaki esitliklerden
1 , 1 2
5 (xx(0,0))7 4 2 fxxx (0,0) = 2065 + 2 (uhi + a9)
(3.65)

fx5(0,0) = oy
olarak hesaplanir. Sonu¢ olarak asagidaki teorem ile (3.60) sisteminde Flip
catallanmanin goriilebilmesi i¢in gerekli sartlar belirlenmis olur.

Teorem 3.1. (3.60) sistemi x < 0 ve y > 0 degerleri icin

= = _ = 2 4
F0)x2>4y ve 86=020#—=,——
X

X

FI) 205 42 (a4hy + a9) # 0

F2) a; #0

sartlart altinda Flip catallanmaya sahiptir. Eger 20632 + 2(oyh1 +9) > 0 ise
catallanma siiperkritik, eger 20632 +2(0uhy + ow) < 0 ise catallanma subkritiktir.
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3.4 Neimark-Sacker Catallanma Analizi

Bu kistimda, & catallanma parametresi olmak iizere (3.3) sistemin (N,P) denge

noktasinda ortaya cikan Neimark-Sacker catallanma analizine yer verilecektir.

(3.15) ve (3.16) esitliklerinden goriildugii  iizere 2 < 4y iken (yani
B? —4C = (iz])2 —4detJ < 0 iken) (3.3) sisteminin Jakobiyen matrisine karsilik

gelen karakteristik polinomu kompleks eslenik koke sahiptir. Bu 6zdegerler

M2(8) = u(8) Fio(8) = r(8)eT o) (3.66)
formundadir. Burada
_ 2406x 5/4y —x?

u(9) 0(8) = ————,

2 2
r(8) = \/u2(8) + @(8) = V/1+8x+ 5%, (3.67)
0(0) =Arctan (0)(6)) _ 5+\/4y—x2

() 2+ ox
dir. Lemma 3.1 den biliyoruz ki 4;,4, € C, |A;|=1 ve |A;|= 1 olabilmesi i¢in gerek
ve yeter sart B2 —4C < 0 ve C = 1 olmasidir. B> —4C < 0 ise §%(x* —4y) <0
esitsizliginden x> < 4y esitsizligine ulasilir. Burada 0 < x> < 4y oldugundan y > 0 dir.

C=1ise d (x+ dy) =0olup 6 # 0 oldugundan 6 = — ¥ olarak bulunur. Burada pozitif
y
0 degeri i¢in (y > 0 oldugundan) x < 0 olmalidir. O halde, x < 0 ve y > 0 degerleri igin

P<dy  ve §i=6=-2 (3.68)
y

kosullar1 altinda (3.3) sisteminin (N, P) denge noktasinda Neimark-Sacker ¢atallanma
ortaya cikabilir. Catallanmanin var oldugunu analitik olarak gosterebilmek icin
Neimark-Sacker Catallanma Teoremi kullanilacaktir (Bakiniz Teorem 2.9).

x? xy/4y — x2

Eger (3.68) kosullari saglanirsa p(8) = 1 — 5 Ve o(5) = olmak tizere
Y

2y
_ _ _ 2 Ay — 2
M2(8) =u(d) Fio(5) =1 —;—yﬁ“;# (3.69)

kompleks eslenik 6zdegeri elde edilir. (3.66) ve (3.67) esitliklerinden

M2(8)] = r(8) = \/1 T <_yx)x+ <_yx>2y (3.70)

=1
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(3.71)

ve

+ 20y
§)=/1+0x+02y=r(8)=—
r(8) x+8%y =r'(9) T onon

x+2 (—_x) y
= /(8) = ) (3.72)

= /(&) =-1

dir. Burada x < 0 ve y > 0 kabiiliimiizden
7(8)#0 (3.73)
ve 0(8) # 0 ise By # 0 olup k = 1,2,3,4 icin
(M2 (8)] = £ 1 (3.74)

gerceklenir. Boylelikle Neimark-Sacker catallanma teoreminin (N.S.7) ve (N.S.2) sart1

saglanmus olur.

Simdi de ¢atallanmanin yon analizini inceleyelim. Bunun i¢in (3.3) sisteminin denge
noktas1 ve kritik catallanma degerinin orijine tasindiginda elde ettigimiz (3.22)
sistemini  ele alalim. Ayrica izJ = 2 4 8(a — d) = 2 + Sx ve
detJ = 14 8(a—d) + 8%*(bc —ad) = 1+ Sx+ 8%y olup x < 0 ve y > 0 degerleri icin
X2 < dyved = . secilmesiyle (3.22) sisteminin Jakobiyen matrisine karsilik gelen

ozdegerleri (3.69) ile verilen formda elde edilir.

Simdi de A; = u — i@ 6zdegere karsilik gelen 6zvektorii bulalim.

| ax bx ‘ _
_ ; ; Jit Ji2
J(6) = o o | = (3.75)
-= 14+= J21 J»2
y y
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olup (J — A )W =0 i¢in
¥ oax  x\/dy—x2 bx
» oy 2y v wi 0
= (3.76)
cx dx x* N ix\/4y —x? Wy 0

y y 2y 2y

esitligini saglayan W vektoriinii bulalim. Bunun i¢in

2 2
a4y — b
<x @ —|—ix—y al ) w1+ YXWQ =0 (3.77)

2y y 2y

esitliini saglayacak sekilde kabul edelim ki

b
w1 7
g W - ax x> x\/4y—x2 G-79)
y

=

:xj(aa’—bc)Jrg L 4y—x2)_z X2+ZXiv4y—X2—(4y—x2)> 570

bx 0
W = j 3.80
ax x2 T —x\/4y—x2 ( )

y 2y 2y

olup bu 6zvektoriin reel ve imajiner kistmlarina karsilik gelen siitun vektorlerinden

bx

v 0 Jji2 0
T = = (3.81)
2 Jav_ 12 ,
ax X7 —xy/dy—x* H—ji1 —o
y 2y 2y
matrisini ingaa edebiliriz. Burada det(7') = — jjow # 0 olup
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—1

, 0
T = . mj 1 (3.82)
— J11
Jiaw (0]

olarak hesaplanir. (3.39) doniisiimii ile birlikte (3.25) sistemi

XH—I U —o Xl f(XtaYhSas)
— + . (3.83)

f(XI7YI7S,S) - f](Xt7Yt7676)
U =1 o (3.84)
g(XlaYl7675) fZ(Xt7Yt7575)
olup
fl(Ut7Vt7676) fl(Xt7Yt7576>
r = . _ (3.85)
fZ(Uth7676) fZ(Xt7Yt7675)

formuna gecis i¢in asagidaki adimlan takip edelim. (3.39) doniisiimiinden

Ut j12 0 Xt leXt (3 86)

dir. Buradan U ve V degiskenine baglh yiiksek dereceli terimler asagida ifade edildigi
gibidir:

Ufz =J %ZXIZ Ut3 =J %ZXE
Vtz =(u *jll)Zth —20(u — jin)XY, + COZYIZ
UVi = jiz(u — j11)X? — @ j12 X, (3.87)

UV, = jhL(1— jn)X; — jLoXY,

UVE = ji(p — jn)2X = 2j1no(p — ji) XY, + jno’X.Yr .

5 =0 icin (3.26) ve (3.87) esitliklerinden

f1 = SISUtz — SQSU;V; — Sg,SUt3
i ] i i i i (3.88)
o = —548U? + 558UV, — 560V + 570U — ssSUV, — 598U, V;*

63



almabilir. Oyleyse

-1
~ — 0
f o il _ Jj12 il
g f2 p—ju 1 f2
Jizw ()
(3.89)
—1
—N
. J12
H—J11 1
oW fi a)f
ifadesinden 3
f= k]X,2 + ko X Y; + k3Xt3
(3.90)
&= UX2 +0XY, + BY? + 14X + IsX2Y, + [6X,Y?
seklinde ifade edilir. Burada
ki =526 (1 — ji1) — 1812
ky=—500 (3.91)

k3 = —S35j%2

Ve

1 i} ] ] ] ]
I =— [=s18(u— ji1)j1o— 528 (U — ji1)* + 548 j1o — 556 1o (i — j11) + 566 (1 — j11)?]

o
12ISQS(H—jll)—2S6S(/.L—j11), l3=S6S(O
_ l . o s 2 . INER) IN o 2 IN s 2 .
ly = a)[ 530 (1 — j11)j1o — 570 jio + 580 (1 — j11)j1o + 590 (1 — j11) 112]
Is = 558 j12 — 2588 j12 — 2598 j1o (1L — ji1), I = 598 j12®
(3.92)
dir. Sonug olarak (3.83) sistemi asagidaki formda elde edilir:
X1 u —o X f(XtaYt)
= + . (3.93)
Yt o —pu/)\Y, §(X.Y,)

Simdi yukaridaki sisteme Z; = X; + i¥; kompleks doniisiimiinii uygulayalim. Bu
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doniislim ile
Zi1 = X1 + Y

= uX, — 0% + f+i(0X, + 1Y, + §)
= (U +io)(X; +iY,) + f+ig

= lZl—i—g(ZhZ_taS)

(3.94)

olup g(Z,Z;,6) fonksiyonunu ifade edelim. Bunun igin asagidaki formiilleri

kullanalim.
Z =X +1iY; 7 17 7
i = X, = f;” ve Y,:itzt
Z[:X[—l.Yt
olup
, Z24277,+ 77 , 2P -277,+72
X = Y =—
4 4
s ZP43727,+32,7°+ 7] 7P -72
Xl‘ - Xth:l
8
o A ZIZE-TP7,-73 , L —Z77-77,-7}
XtY[:l Xth = —
8 8
olarak hesaplanir. Buradan
N T . T R T - R < §
g(Z,,Z,,S)—f—Hg—[4 12+l4+2 14}2,
(kL Bl [k ke L b B oo
+ _2+12+12} Z,7; + |:4 +12+l4214} Z
[3ks  3ls Is ds| -2 [3ks 3l Is s, 55
+_8 +l8—8+l8:|ZtZt+|:8 +l8+8+18:|Z[ZZ‘
(ks Ay Is ] 53 [ka s 15 ls] 53
RE Y b I Y S B/ B B e B e
+_8+18+8+18},+[8+18 3 18}’
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seklinde ifade edilir. Eger

kL
B1-= 5 Ty T
g2 ki ko L1 b

812, Sk S sl (3.98)

g2 3ks  3ly Is g
> T3 +18 +8+18

g0 . ks Ml Is
6.—8—|—l8—|—8—|—18

g3 _ ks a5 s

6 8 8 8 8

olarak tanimlanirsa (3.93) sistemi

Zi :7LZ;+gzothJrgnZ,Z_,+gozZ_t2+gIZZ,Z_tz
2 2 2
81,05 . 80,3 . 80353 (3-99)
+TZt Zt"’?Zl +?Zt

sistemine indirgenir. Oyleyse asagidaki adimlari takip ederek ¢atallanmanin yoniinii

belirleyen a(9) katsayisini hesaplayabiliriz.

1. Adim: (3.74) sartindan biliyoruz ki ¢’% # 1 ve ¢*% = 1 dir. Oyleyse yeterince kiiciik

0 degerleri i¢in parametreye bagli ve tersi mevcut olan

h — hy -
Zi =V, + PV ViV (3.100)
doniisiimiinii ele alalim. Burada kabul edelim ki
V; = AZ, +BZ}+CZ,Z,+ DZ* + YMT (3.101)

formunda olsun. Belirsiz katsayilar yontemi ile
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o
= AZ, +BZ} +CZZ,+ D7, +7[A222+ -]
- h -
i [A2Z 4]+ 22 (02274 (3.102)

h i hoy 5] -
—AZ + [B + ;()AZ] 72+ [C+hA%) Z.Z, + [D + SZAZ} Z’+YMT

h hoo
denkleminde A =1, B= —% C=—hjyveD= —7 olarak bulunur. Sonug olarak,

hoo hoy -
V=272 —hZ 7, — 222t2+YMT (3.103)

olarak elde edilir. Buradan (3.99) denklemi ile birlikte

hoo hoa -
Viet = Zioi = — Ziy —hnZeniZiy = = 2 +YMT
- [;LZI g2022+gllztzt+ Zt +&ZzZz +g21222f+ ]
2 2 2 2
h _ 2
— 0% [),Zz g;OZZ +g11ZtZz + 82 Zt + %tht + %ZZZt + } (3104)

—h A+ 27 vz i+ | 22+ 222 4 g12Z+
h 2
e [xzt g—éoz, +gnZiZ, + ggz 722+ %thz + %Z, Zi+ }

olarak elde edilir. Son esitlikte (3.100) doniisiimii kullanilirsa

Vt+1=7tVt+(g20 (A — 12) >V2+(g11—(l—l/_l)h11)Ver

2
(3.105)
h
(224 (A —A22 ) 2y ymMT
2 2
denklemi elde edilir. Eger
820 811 802
hyoy=———=, hy=—5—— ve hyp=-=
DT -y T G- L P
secilirse kuadratik terimler yok olur ve asagidaki denklem elde edilir:
k k k k
Vit = AVik =2V 4+ SV 4 VRS2V Y M. (3.106)

67



Yukaridaki ifadede

ko g0h0 oMy | gihey  ,zhitho | 80, 8nhit | 43
(1o j2T0 SR IR 80 8L 28,
k A A2 . 1
%:(1 E)gzohll—(l +—)h20h11 llh%l—(l—5)811h20+(1—)~)g11h11
2213 gn2ho2 | g21
— 22220 L (1= ol
2 +( )5 2 + 27
k h hooh h = hih = =
%2820202_12 20202+811220_ML “202+(1—l)g11h11—Mth%lJrgzohll
g2, 8mhn . goh = giho
— 22heoh _ _
12 02N+ —= > —-A > A > A >
ko3 guhox = hithm gozhzo z2hohoo 803 z2802M11 5 2820h02
6 2 A 2 2 A 2 6 A 2 A 2
dir.

2. Adim: ¢?% =£ 1 ve ¢*% =£ 1 olmak iizere yeterince kiigiik § degerleri icin asagidaki

parametreye bagli ve tersi mevcut olan doniisiimii ele alalim.

h h h ho .-
V=W, + 20W3+ §1W2Wt+ ;W,Wz-i— 63Wt3+YMT (3.107)
Belirsiz katsayilar yonteminden
h3o ha1 hiz hos
W= V= OV = SV = SV = SV YT
olup
h3o hz his hos -
Wit = Vet ==Vt = 5 VAV = 5 Ve Vi = =2 VA +YMT - (3.108)
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olarak bulunur. Burada ilk olarak V;; 1 hesaplayalim.

k k k ko3 -
A=V = AV, + g°v3 ;lvzvt+ ;V,Van%VerYMT
h h h hos -
— AW+ 20W3+ ;IW W, + 212W,W2+(6)3Wt3+YMT]
ko[ h h h h 3
+ 500w+ 20w 2w+ SR wwR + S8 W Yy MT
6 | 6 2 2 6
k h 21 ol
+2 Wt+ﬂw3+--- Wy + 2, +
2 6 6
k h h 2
+3 WtJr%W3 } [W,+;OW, +e ]
k h h h h 3
+ 2 vvt+ﬂvw + 22 W, 4 P2 W2+ S8 W L yMT
6 6 2 2 6
olup
h Moy - h h
Wi =A— 20A3—%A2A—¥AA2 23A3+YMT

k h k
_;LWt+(gO (,1_/13)%)Wt3+<§1 (-2 )szt (3.109)

+ (%ﬂx —M)%) W,W,* + (%Jr(k —13)%) W, +YMT

olarak bulunur. Burada

k k12 k03
h hijp=——"—"— hoy = =

alinirsa WZZWI terimi digindaki kiibik terimler yok olur ve (3.106) denklemi

Wy = AW, + (%Jr(z A l)hZ])Wtth—l—YMT (3.110)

denklemine indirgenir. Dikkat edilirse Wtth terimini  yok etmek i¢in
ka1 B ka1

AAL—1)  A(JA]P-1)
|A] = 1 olup A(JA|> — 1) = 0 olacagindan bu secim gergeklenemez. Ayrica

= h k k
% +(A— Az/l)% = % olup ¢y := % olmak iizere (3.110) denklemi

hy = secilmelidir. Fakat & kritik catallanma degerinde

W1 = AW, +c,W2W, +YMT (3.111)
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seklinde ifade edilir. Burada c; = ¢ (5) olup asagidaki sekilde hesaplanir:

<~ go08u(1-24) |gnl en g0z |?
8 — = +—+_—
<1 (9) 202-2)  1-4 2 2(A2—-A)

(3.112)

Sonug olarak (3.112) esitligi, § catallanma degerinde ortaya cikan, kapali yoriingenin

yoniinii ve kararlili§ini veren
a(8) = Re(e'®c1(5)) (3.113)

katsayisin1 hesaplamak i¢in elde edilmis olur.

3.5 Niimerik Ornekler

Bu boliimiide, Bolim 3.2, Bolim 3.3 ve Boliim 3.4°te bulunan teorik sonuclari
niimerik o6rneklerle desteklemek ve Allee kontol parametrisinin (3 parametrisinin)
(3.3) sisteminin dinamigi lizerindeki etkisini gostermek amag¢lanmaktadir. Bunun icin
MATLAB programi kullanilarak (3.3) sistemi i¢in asagidaki simiilasyonlar elde
edilmistir.

1. Ornek: Ilk olarak, (3.3) sisteminin kararliligii inceleyelim. Bunun i¢in Baydemir

ve dig. (2020) ele aldig1 asagidaki parametre degerlerini baz alalim:
rn=15 mrn=8 =01, ve 6=05. (3.114)

Bu parametre degerlerinde Vk € (0,1) i¢in Sonu¢ 3.1’in birinci maddesindeki
hipotezler saglanir. Dolayisiyla Vk € (0, 1) degeri icin elde edilen &; kritik degerinden
kiiciikk 0 degerlerinde (3.3) sisteminin denge noktasi lokal asimptotoik kararli olur.
Ornegin, k = 0 i¢in &; = 0.3333, k = 0.2 i¢in &; = 0.3032, k = 0.5 icin &; = 0.2774
ve k = 0.8 icin & = 0.2598 olarak hesaplanir. Sekil 3.1 ve 3.2°de ele alinan k
degerleri icin hesaplanan & kritik degerlerinden daha diisiik & = 0.25 degeri
kullanilarak av ve avci popiilasyonunun zamana gore degisim grafigine yer
verilmigtir. Her iki sekilde de goriildiigii iizere av ve avci popiilasyonu denge
degerlerine ulagmakta, fakat ayni1 baglangi¢ degerleri ve ayn1 6 degerinde Allee sabiti,

B, arttikca her iki popiilasyonun da dengeye ulagsma siiresi gecikmektedir.

Tam tersine, &; kritik degerlerinden biiyiikk § degeri icin (3.3) sisteminin denge
noktasi kararsiz olacaktir. Hatta 0 degeri arttikca sistemde 2-dongii, 4-dongii vb.
yapilarin ortaya ¢cikmasi beklenmektedir. Sekil 3.3 (b)’de goriildiigii tizere Allee etkisi
icermeyen model 4-dongiiye sahip iken Allee etkisi dinamik yapiyr bozarak

goriintimii farkli olan ¢ekicinin (strange atractor) olusmasina neden olmustur.
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Sekil 3.1: § = 0.25 iken N(0) = 5, P(0) = 11 baglangi¢ degerindeki farkli B degerleri
icin av-zaman iligkisi gosterilmektedir. B degerleri ve bu degere karsilik gelen denge
noktas sirasiyla su sekildedir: (a) k = 0 i¢in f = 0, N = 9.3750, (b) k = 0.2 i¢in
B =1.8750,N =17.5,(c) k=0.51i¢in § = 4.6875, N = 4.6875, (d) k= 0.8 i¢in § = 7.5,

N = 1.8750.

Simdi de (3.3) sisteminde goriilen Flip catallanma diyagramina bakalim.

* k=0 iken, yani Allee etkisi mevcut degil iken (3.3) sistemi tek bir pozitif denge
noktasina sahiptir. Bu denge noktasi (N, P) = (9.3750, 15) dir. Kritik ¢atallanma
degeri ise 8; = 0.3333 olarak hesaplanir. Teorem 3.1 geregince

x=—8<0 ve y=12>0
hipotezleri saglanip

o x>’—4y=16>0

2 4 < 2 4
e ——=025ve ——=05i¢ind6 =620 #*——,——

X X X X

o 203 +2(auh + o) =1.2177 >0
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Sekil 3.2: § = 0.25 iken N(0) = 5, P(0) = 11 baslangi¢ degerindeki farkli B degerleri
icin avci-zaman iliskisi gosterilmektedir. B degerleri ve bu degere karsilik gelen denge
noktasi sirasiyla su sekildedir: (a) k= 0igin § =0, P = 15, (b) k = 0.2 i¢in f = 1.8750,
P=12,(c)k=0.5icin B =4.6875,P=7.5,(d) k=0.8i¢in B =7.5, P = 3.

o ) =-258+40

oldugundan teoremin F(0), F(1) ve F(2) sartlart saglanir. Sonug¢ olarak
catallanma parametresi 8, 0, = 0.3333 degerinden gecerken (3.3) sistemi

stiperkritik Flip catallanmaya sahiptir.

* k = 0.2 iken, yani av popiilasyonu es bulma Allee etkisine sahip iken (3.3)
sistemi yine tek bir pozitif denge noktasina sahiptir. Bu denge noktasi
(N,P) = (7.5,12) olup Allee etkisi altinda av ve avci popiilasyonun denge
degeri azalmistir. Kritik catallanma degeri ise 8; = 0.3032 degerine diigmiistiir.

Teorem 3.1 in hipotezlerinden
x=-776<0 ve y=7.68>0
olup

o x> —4y=29.4976 >0
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icermeyen (mavi) ve Allee etkisi iceren (kirmizi) av-avci faz portresi gosterilmektedir.
(a) 0 = 0.35 iken her iki modelde de 2 periyotlu ¢6ziim (2-déngii) mevcuttur. (b) 6 =
0.414 icin Allee etkisi icermeyen modelde 4-dongii goziikiirken, Allee etkisi igeren
model goriiniimii farkli olan gekiciye sahiptir. (c) 6 = 0.45 degerinde her iki model de
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goriiniimii farkli olan ¢ekiciye sahiptir.

olarak hesaplanir. Boylelikle teoremin F(0), F (1) ve F(2) sartlar1 saglanir. Bu
sonu¢ bize catallanma parametresi & mmn, &; = 0.3032 kritik catallanma

degerinden gecerken (3.3) sisteminde siiperkritik Flip catallanmanin mevcut

2 4 < 2
o ——=02577ve ——=0.5.55i¢cin 6 =620 # ——,——
X X X

o 207 +2(0ouhy + o) = 3.9097 >0

o g =—34.7949 £ 0

oldugunu soyler.

Sekil 3.4 de N(0) =9.38 ve P(0) = 15.01 baglangi¢ degerlerinde § degeri [0.25 0.45]
aralifinda degisirken sirasiyla av ve avci popiilasyonun degisim grafigine yer
verilmigtir. Burada Allee etkisi iceren ve icermeyen model bir arada yer almaktadir.
Allee etkisini su sekilde yorumlayabiliriz: Allee etkisi ile birlikte av popiilasyonun

azalmasi temel besin kaynag1 av olan avci popiilasyonunu da azaltacagindan iki tiiriin
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951

851

Av popiilasyon yogunlugu (N)
Avci popiilasyon yogunlugu (P)
S

©

el S |
0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45
4 3

Sekil 3.4: 6 parametresi 0.25 < 6 < 0.45 araliginda degisirken av ve avci
popiilasyonun catallanma diyagrami sirasiyla sekil (a) ve (b) de verilmistir. k = 0
iken popiilasyon grafikleri mavi, k = 0.2 iken popiilasyon grafikleri kirmiz1 renk ile
gosterilmistir.

birbiri ile etkilesimi gecikmektedir. Dolayisiyla Allee etkisi icermeyen modelin denge
noktasinin kararli oldugu 0 degerinde, Allee etkisi iceren modelin denge noktasi
kararsizlagmakta ve 2 periyotlu ¢6ziim (2-dongii) ortaya c¢ikmaktatir. Sonu¢ olarak
Allee etkisi ile birlikte (3.3) sistemi diisiik & degerinde kaotik yapiya sahiptir. Hatta o
degeri arttikca Sekil 3.3 (b)’de goriildiigii tizere Allee etkisi icermeyen model
4-dongiiye sahip iken Allee etkisi dinamik yapiy1r bozarak goriiniimii farkli olan

cekicinin olugmasina neden olmustur.

0.6

Maksimum Lyapunov Eksponent

0.25 0.3 0.35 0.4 0.45
)

Sekil 3.5: 0.25 < 6 < 0.45 i¢in Maksimum Lyapunov Eksponent. Allee etkisi
icermeyen (3.3) sistem i¢in (k = 0 durumu ) mavi ile, Allee etkisi iceren sistem (k = 0.2
durumu) kirmizi ile gosterilmistir.

Ayrik sistem coziimlerinde kaotik davranig gostergesinden biri baslangi¢c kosullarina

olan hassasiyettir. Bu hassasiyetten kastimiz baglangicta birbirine ¢ok yakin baglayan
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coziimlerin birbirinden farkli davraniglar sergilemesidir. Bu ise pozitif lyapunov
katsayist ile olgiilmektedir. Sekil 3.5’te [0.250.45] arahigindaki & degerleri i¢in
Maksimum Lyapunov Eksponent grafigine yer verilmistir. Bu grafikten kritik &
degerinden yiiksek 0 degerlerinde kaotik yapilarin goriildiigiinii sdyleyebiliriz.

2. Ornek: Simdi de kabul edelim ki

rr=045 rn=01 =003, ve 06=0.05 (3.115)
olsun. (3.115) parametre degerlerinde Allee etkisi igermeyen modelin (f = 0, (yani
b
@ 85 () 74
z |- 275"
> . >
§ <t 5 R t
7 A Em.--:_:sf“'
=5 7.5 P “ / N e e —— 35 H
& Lo ud s
a i o 7
E; - E;
7 6.9
100 200 300 0 100 200 300
Zaman (t) Zaman (t)
d
(c) 7 (d) 9
2 7 A
& ) R R S
2 .. oA 2 M I k3
c * . Y c . h
> 68 r N f\s\/\/\/\/\ 27 =
o . e L} o
> oo > : .
§ TR § [ . -
B 66, I W g 6 - T
% g | -
g g4l g2 50 L
E K . E -.i. ¥ Y '\,-' W v
6.2 4
0 100 200 300 0 100 200 300
Zaman (t) Zaman (t)

Sekil 3.6: § = 0.9 iken N(0) =7 ve P(0) = 14 baglangi¢ degerindeki farkli B degerleri
icin av-zaman iligkisi gosterilmektedir. B degerleri ve bu degere karsilik gelen denge
noktasi sirasiyla su sekildedir: (a) k =0 i¢cin B =0, N = 7.5, (b) k = 0.05 i¢in 8 =
0.3750, N = 7.1250, (¢) k = 0.1 i¢in B = 0.75, N = 6.75, (d) k = 0.2 i¢in 8 = 1.5,
N =6.

k = 0) iken) kararlilik analizi Baydemir ve dig. (2020) tarafindan caligilmistir. Bu

parametre degerleri i¢in sistemin denge noktasi (N, P) = (7.5,15) dir.

Ayrica x = —0.1 < 0 ve y = 0.045 > 0 olup x*> —4y = —0.17 < 0 oldugundan

sistemin kompleks eslenik 6zdegerleri mevcuttur. Kritik ¢atallanma degeri §=2222
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olup (3.113) formiilii kullanilirsa

a(8) = —0.0034

3 —rik(1—k
olarak hesaplanir. Bu deger, § c¢atallanma parametresi 6 = _Xx_nTn ( )
y r r2(1 — k)2

—_
o
—
N
[=2]
—_
o
~

14.5

144} =

-
o
o

1430 it opa

12t Ll

145

Avci popiilasyon yogunlugu (Pt)
N
3

Avci popiilasyon yogunlugu (P,)

141

14 14
0 100 200 300 0 100 200 300
Zaman (t) Zaman (t)
c d
© 14 @ 14 >
- —~ o %
g . < . nohor e
g 138 2 13 o R
2 a E :
g 136 A A g
c sl i \/\/W 5 12
@ L BRIV} ?
gAY g
a P =3
2 ¥ g 1 P
g 1821y TR A
c: v 4 N ¥ v v
v ¥
13 10
0 100 200 300 0 100 200 300
Zaman (t) Zaman (t)

Sekil 3.7: 6 = 0.9 iken N(0) = 7 ve P(0) = 14 baslangi¢ degerindeki farkli B degerleri
icin avci-zaman iligkisi gosterilmektedir. B degerleri ve bu degere karsilik gelen denge
noktasi sirastyla su sekildedir: (a) k = 0 igin B =0, P = 15, (b) k = 0.05 igin § =
0.3750, P = 14.25, (¢) k = 0.1 i¢in B = 0.75, P = 13.50, (d) k = 0.2 igin § = 1.5,
P=12.

kritik degerinden gecerken (3.3) sistemin denge noktasinda siiperkritik
Neimark-Sacker catallanmanin ortaya ciktigim belirtir. Bir baska ifadeyle, &
degerinden 6nce coziimler kararli iken (yani ¢oziimler denge noktasina yaklagirken),
S kritik degerinde kararl periyodik ¢6ziim ortaya ¢ikmaktadir. § degeri 8 degerinden

biiylik olmasi halinde ¢oziimler kararsizlagir.

Dikkat edilirse (3.115) ile verilen parametre degerleri icin eger k < 0.33 ise Sonug
3.1 ikinci maddenin hipotezleri saglanir. Oyleyse k < 0.33 sartin1 saglayan farkli k
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degerleri i¢in & de@erini ve bu k degerine karsilik gelen denge noktalarini bulalim.

k=0 =B=0, (N,P)=(7.5,15), § =2.222,
k=0.05= B =0.375, (N,P)=(7.125,14.250), & =1.9360,
k=0.1 =B =0.75, (N,P)=(6.75,13.50), & =1.6324,
k=02 =B=15, (N,P)=(6,12), § =0.9722.

Sekil 3.6 ve 3.7°de N(0) =7 ve P(0) = 14 olmak tizere § = 0.9 degerinde sirasiyla av
ve avcl popiilasyonunun zamana gore grafigine yer verilmigtir. Grafiklerden
goriildiigii iizere Allee sabiti B degeri arttikga, yani av popiilasyonunun es bulma
orant azalip iireme orami azaldikca av popiilasyonu ve buna bagli olarak avci
popiilasyonu azalmakta, bir baska ifadeyle, denge noktasi azalmakta ve baslangictaki

popiilasyonlarin denge degerlerine ulagsma siiresi artmaktadr.

Baydemir ve dig. (2020) ayni parametre degerleri ve N(0) = 7.4 ve P(0) = 14.9
baslangi¢ degeri icin Allee etkisi icermeyen modelde (k = 0 hali) § = 2.222
degerinde periyodik c¢oziimlerin varligmmi gostermistir. Sekil 3.8’de parametre
degerleri ve baslangic kosulu sabit tutulmus ve k = 0.001 i¢in 6 = 2.2116 ile
k = 0.002 igin & = 2.2111 degerinde periyodik ¢oziimlerin varligi gosterilmistir.

Burada Allee sabitindeki artig ¢oziimlerin periyodunu azaltmustir.

1515
~ 151
o
2
3 15.05 .
=
B
e -
s ° /
g
3 14.95.
-3
2
S 14.9.
2
14.85
S

" 7;)\}\ -

4 S R o

Po,. 75 TS 2222

Yas, > o 222
Yo,  TAE T T o 2218
0, TN < -
9:4,,,‘@ 74 S~ 2212 2214
“ 221 5

Sekil 3.8: N(0) = 7.4, P(0) = 14.9 baslangic degerindeki av-avci popiilasyon
diyagrami 6 = 2.2111 iken 1.sekil (mavi), 8 = 2.2116 iken 2.sekil (kirmizi) ve
0 = 2.222 iken 3.gekilde (pembe) gosterildigi gibidir.
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4. SUREKLI AV-AVCI POPULASYON MODELINDE ALLEE ETKIiSI

4.1 Modelin Tamitimi ve Temel Ozellikleri

Calismanin bu kisminda

N(t)

N(t) = rlN(t)N(t)——l—ﬁ

—eP(t)N(1)
4.1)

ile verilen av popiilasyonun es bulma Allee etkisine sahip oldugu siirekli av-avci
popiilasyon modelinin karalilik ve ¢atallanma analizine yer verilecektir. Burada > 0
sabiti Allee etkisini gostermekte olup ry, 3, € ve 6 parametreleri pozitiftir. N(r) ve
P(t) sirasiyla t anindaki av ve avci popiilasyon yogunluklarimi, N(t) := dN(t)/dt ve
P(t) := dP(t)/dt ise av ve avci popiilasyonlarinin zamana gore degisimlerini gosterir.
Modeldeki diger katsayilar ise (3.3) sisteminde ifade edildigi gibidir.

4.2 Kararhlik Analizi

Bu bolimde, Allee etkisi altinda, av ve avci popiilasyonlarinin ileri zamandaki
davraniglar arastirilacaktir. Bunun i¢in ilk olarak (4.1) sisteminin denge noktalarini
belirleyelim. Denge noktasindan kastimiz ileri zamandaki av ve avci popiilasyonun
sabit degeri, bir bagska ifadeyle popiilasyon yogunlugunda degisikligin olmadigi
degerdir. Zamana bagl fonksiyonlarin degisimi o fonksiyonlarin zamana gore tiirevi
ile ifade edilir. Oyleyse ele aldigimiz modelin denge noktalar1 icin N =0 ve P =0
esitliklerini saglayan (N,P) ikililerini bulalim. Daha sonra bu denge noktalarinin
kararli veya kararsiz oldugu durumlar1 analiz edelim.

(4.1) sistemindeki birinci denklemi ele alirsak

. _ N __ _ N _
N=0=rNe— —ePN=0=N| 2 _p)=0
N N

+5 N +B 4.2)
— — I"l
SN=0 P=—|=——
v € (N +B )
olmalidir. Benzer sekilde, (4.1) sisteminin ikinci denkleminden
. _ P2 _ P
P=0=nrnP-0—=0=P(rn—-0=]=0
N N
0P 4.3)
&P=0 veya N=—
rn
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olarak elde edilir. Agikga goriilityor ki (N, P) = (0,0) degeri (4.1) sisteminin bir denge
noktasidir. Ancak, bu denge noktas1 biyolojik acidan ilgi cekici degildir. Oyleyse

— 0 _ 91’1 N — 91’1 1 — 91’1
N=—P=——"-—" N(l-— —— | =0&N=—— 4.4
( >:> ( €r) N+l3> < €r) Foas

p:rzfvzz.(%_ﬁ)zﬁ_r_zﬁ 4.5)

olarak bulunur. Denge noktasinin pozitif olabilmesi i¢in k € R ve k € (0,1) olmak

0
tizere § = k"L alinabilir. Sonug olarak (4.1) sisteminin pozitif denge noktasi
€r

(N,P) = ((1—k)%,(1—k)ﬂ) (4.6)

€r €

olarak bulunur. Dikkat edilirse (3.3) sistemi ile (4.1) sistemi ayn1 denge noktasina
sahiptir. Simdi bu denge noktasinin kararlig1 icin Teorem 2.5°1 ele alalim.

N(t
FING.P) = AN oD PN ),
N +B “n
P2(t) ’
N(t),P(t)) =rP(t)—0
8(N(1),P(e)) = raP(1) ~ 05
olup (4.1) sisteminin (N, P) denge noktasindaki Jakobiyen matrisi
_ _ Or
_ In(N,P)  fp(N,P) rik(1—k) —(1—k)—
J(N,P) = o o = ’ 2 (4.8)
gN(N7P> gP(N7P> % —r
dir. Burada
iz = rik(1 —k) —ry,
4.9)
detJ = rir (1 —k)?
olup a; := —izJ ve a := detJ olmak ilizere (4.1) sisteminin denge noktasindaki
Jakobiyen matrisine karsilik gelen karakteristik polinomu ise
F(A)=A?—izJA+det) =A*+a A +ay (4.10)

olarak elde edilir. Oyleyse a; > 0 (yani —iz(J) > 0 = iz(J) < 0) ve a; > 0 (yani
det(J) > 0) iken (N, P) pozitif denge noktasi lokal asimptotik kararli olur.

(4.9) esitliklerinden agik¢a goriiliiyor ki a; = detJ = r1r(1 — k)? her zaman poxzitiftir.
O halde a; katsayinin pozitif olmasi i¢in gerekli sartlar1 belirleyelim.
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a; = ry —rik(1 —k) = rik* — rik + r, denklemi k reel parametresine bagh ikinci
dereceden bir denklemdir. Bu denklemi a;(k) ile ifade edelim. Denklem,

r% —4rir, > 01ken
rliF\/r%—4r1r2 @in

2r

formundaki reel koke sahiptir. Burada iki durum s6z konusudur.

kip=

Eger r| > 4r) ise r% —4ryry > 0 olup ,/r% —4riry < |r| esitsizligi saglanacagindan
k12 > 0 olur. Ayrica burada

rl—,/r%—4r1r2 r1+@/r%—4r1r2
ki = 4.12)

ky =
27‘1 ve 2 2r1

olmak iizere k| < k olup a; (k) denklemin koklerinin isaret tablosu agagidaki gibidir.
Tablodan da gériildiigii iizere k € (0,k;) U (ka, 1) i¢in a; (k) > 0 olur.

0 ki ky 1
ai(k) | |

2 2
polinomunun ry = 4r; iken bir ¢ift sanal 6zdegeri de olsa (a; (k) =0, a2 >0olup A; , =
Fiy/ay) asagidaki isaret tablosundan da goriildiigii lizere denge noktasinin k degisirken
kararlhilik yapis1 degismez. Sonug olarak asagidaki teorem ile (4.1) sisteminin denge

1 1 1
Egerr =4rise ko = 5 olupaj (k) =r,—4r— (1 — —) = 0 dir. Her ne kadar F (1)

0 ki 1
a(k) | |

+ |+

noktasinin lokal asimptotik kararli olmasi icin gerekli sartlar1 ifade edebiliriz.
Teorem 4.1. r| > 4r, iken

rl—w/r%—4r1r2 r1+\/r%—4r1r2
k1 = ve ky= 4.13)

21’1 21’1

olmak iizere k € (0,ky) U (kp, 1) ise (4.1) sisteminin denge noktast lokal asimptotik
kararlidrr.

4.3 Hopf Catallanma Analizi

Boliim 4.2’de gosterdik ki k parametresi ve buna bagli olarak B Allee sabiti degistikce
sistemin denge noktasinin kararlilik yapis1 degismektedir. Oyleyse Allee etkisi altinda
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(4.1) sisteminin dinami8inde nitel degisikliklerin, yani catallanmalarin mevcut
oldugunu soyleyebiliriz. Burada denge noktasinin kararlilik yapisinda degisiklik
olmas1 demek sistemin reel kisminin negatif oldugu iki 6zdegerin degisikligin neden
oldugu parametre degerinde, yani catallanma parametresinde, sifir olmasi ve
catallanma parametresinden sonra ise ayni Ozdegerlerin reel kisminin pozitif
olmasidir. Bu durum, sistemin catallanma parametresinde sifir veya bir ¢ift sirf sanal
0zdegere sahip olmas1 halinde gerceklenir. Bir cift sirf sanal 6zdegerin mevcut oldugu
durumda sistemde Hopf catallanma ortaya ¢ikmaktadir. Oyleyse Allee etkisi igeren
(4.1) sisteminin hangi sartlar altinda Hopf catallanmaya sahip oldugunu arastiralim.

Lemma 4.1. (4.1) sisteminin (N, P) denge noktasindaki Jokobiyen matrisinden elde
edilen karakteristik polinomu F(A) = A2 + a1 A + ap formunda verilen reel katsayili
ikinci dereceden bir polinom olsun. Oyleyse, bu polinomun bir ¢ift sirf sanal dzdegere
sahip olmast icin gerek ve yeter sart a; = 0 ve ay > 0 olmasidur.

Ispat. w € R ve w > 0 olmak iizere A = iw degerinin F(A) polinomunun bir kokii
oldugunu kabul edelim. Oyleyse, A = iw kokii F(4) = 0 denklemini saglayacagindan

Mtadl+a;=0= (iw)2+a1(iw)+a2 —0= —w+aiwta =0

= (g —w*) +ilaw) =0 a; =0 ve ay=w>>0

dir. Burada A = —iw i¢in de aymi sonug gegerlidir. Tersine, kabul edelim ki a; = 0
ve a; > 0 olsun. Bu durumda karakteristik polinom F(A) = A% + a5 seklinde olup bu
denklemin kokleri, bir bagka ifadeyle karakteristik polinomun 6zdegerleri A2 = —ap =
M 2 = Fiy/a; seklinde bir cift sirf sanal 6zdegerdir.

Sonug olarak, gatallanma parametresinde F(A) karakteristik polinomunun reel kismi
sifir olan kompleks eslenik koke sahip olmasi i¢in gerekli sartlar agsagidaki teorem ile
ifade edilir.

Teorem 4.2. k| ve ky Teorem 4.1 de ifade edildigi gibi olmak iizere ya k = ki ya da
k = ky ise F(A) karakteristik polinomu bir ¢ift surf sanal ozdegere sahiptir.

ispat. Eger k = ki yada k = ky ise a; = 0 olur. Ote taraftan a, > 0 oldugundan Lemma
4.1 geregince F(A) polinomu bir ¢ift sirf sanal 6zdegere sahiptir.

Simdi de kabul edelim ki F(A) karakteristik polinomu A;>(k) = m(k) F in(k)
formunda kompleks eslenik 6zdegere sahip olsun. Burada m(k),n(k) € R ve n(k) # 0
dir. Burada k catallanma parametresi olup (4.1) sisteminin (N,P) denge noktasinda
Hopf ¢atallanmanin goriilebilmesi i¢in m(k.) = 0 ve n(k.) = no > 0 olacak sekilde k.
kritik ¢atallanma degeri bulunmalidir.

Kabul edelim ki A; = m(k) + in(k) olsun. Gosterim kolaylig1 agisindan m(k) = m ve
n(k) = n olarak ifade edelim. A;, F(A) = A? 4+ a;A + a, polinomunun bir kokii
oldugundan

(m+in)2—|—a1(m—|—in)+a2:O:m2+2mni—n2+a1m+ia1n+a2:O

2

= (m? —n* +aym+ax) +i(2mn+an) =0
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olmalidir. Bu ise m?> —n? +aym+a, = 0 ve 2mn + ayn = 0 esitliklerinin aym1 anda

saglanmas1 durumunda gerceklenir.

Benzer sekilde, Ay = m —in i¢in

(m—in)*+ay(m—in) +ay = 0 = m*> — 2mni —n* + aym — ian+a; =0

2

= (m* —n® +aym+ay) +i(—=2mn —ajn) = 0

2

olup bu esitligin saglanmasi i¢in m> — n> +aym +a; = 0 ve —(2mn+ ajn) = 0 =

2mn+ ajn = 0 olmalidir. Buradan

n2m+a))=0=a; =—-2m (4.14)

mz—n2+a1m—|—a2:0:>m2+a1m+a2—n2:0 4.15)

denklemleri elde edilir. Oyleyse, bu denklemleri ortak ¢cozelim. (4.14) esitligini (4.15)
denkleminde yerine yazarsak

mz—km(—Zm)—kaz—nz:Oimzzaz—n2 (4.16)

denklemi elde edilir. Burada ii¢ durum s6z konusudur.

* Eger ay < n® ise m*> < 0 olup m € R olmast ile celisir.

* Eger ar = n?

ise m = 0 olup A1 » = Fi,/a; olur.
* Eger ay > n? ise m = F+/a — n? # 0 olur. Fakat bu durumda m(k.) = 0 esitligini
saglayan k. kritik ¢atallanma degeri bulunamaz.

Simdi de (4.15) denklemini ele alalim. Bu denklem m parametresine bagl reel katsayili
ikinci dereceden bir denklem olup denklemin kokleri a2 —4(az —n?) > 0 kosulu altinda
asagidaki gibidir:

—a + a%_4(02_”2) —ap— a%—4(a2—n2) 4.17)

2 - 2

Dikkat edilirse burada aj,a> ve n, k parametresine bagli fonksiyonlardir. Ayrica a;
her zaman sifirdan biiyiiktiir. Oyleyse sirasiyla a; in sifir, negatif veya pozitif oldugu
durumlar1 asagida analiz edelim.

1. Durum: Eger a; = 0 ise (4.14) den m = 0 olup bu deger (4.15) denkleminde yerine
yazilirsa n> = a; = n = F,/a; bulunur. Béylelikle (1) polinomu A, = Fi,/az
seklinde bir ¢ift sirf sanal 6zdegere sahip olur.

2. Durum: Eger a; > 0O ise (4.14) den m = —% < 0 olmalidir. (4.15) denklemi icin ise

my ve my koklerini ayr1 ayn ele alalim. Ik olarak kabul edelim ki a% —4(ay —n?) >0
olsun.
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2

* Eger a; = n” ise m; = 0 olup m < 0 olmasu ile ¢eligir.

 Eger ay < n” ise m; > 0 olup m < 0 olmasi ile celisir.

* Eger a, > n? ise m; < 0 bulunur.

Sonug olarak, a; > 0 ve a% — 4(ay —n?*) > 0 olmak iizere eger ap > n” iken m = m
secilirse F(A) polinomu reel kismi negatif olan kompleks eslenik koke sahip olur.
Dolayisiyla denge noktasi lokal asimptotik kararli olur. Benzer sekilde,

2

* Eger a; =n” ise my = —a; < 0 olur.

* Egerap < n? veya ay > n? ise my < 0 bulunur.

O halde a; > 0 ve a? —4(ay —n?) > 0 degerleri igin m = my alinirsa F (1) polinomunun
reel kismi negatif olan kompleks eslenik kokii mevcuttur. Bu durumda (4.1) sistemin
denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.

3. Durum: Eger a; < 0 ise (4.14) den m = —% > (0 olmalidir. Ayrica reel m degeri

icin a? — 4(az —n*) > 0 olmalidir. Bu kabul altinda

2

* Eger ap =n” ise m; = —a; > 0 olur.

* Egerap < n? veya ay > n? ise m; > 0 bulunur.

Dolayistyla, a; < 0 ve a? —4(ay —n*) > 0 iken m = m ise F(A) polinomunun reel
kismi pozitif kompleks eslenik koke sahip oldugundan denge noktasi kararsiz olur.
Simdi de aymi kosullar altinda m; nin isaretini inceleyelim:

* Eger ay = n? ise my = 0 olup m > 0 olmasi ile celisir.
* Eger as < n? ise my < 0 bulunur. Bu ise m > 0 olmast ile celisir.

* Eger ay > n? ise my > 0 dir.

Sonug olarak, a; < 0 ve a% —4(ap — nz) > 0 kosullar altinda eger a, > n? iken m = my
alinirsa F(A) polinomunun kompleks eslenik 6zdegerlerinin reel kismi pozitif olur. Bu
da denge noktasinin kararsiz oldugunu soyler.

Dikkat edilirse aj, yani a;(k), kritik catallanma degerini belirlemektedir. Dolayisiyla
a1 (k) = 0 denkleminin ¢6ziimii kritik ¢atallanma degerini verecektir. Bu degeri k. ile
gosterelim. r; > 4r, iken a;(k) = O ikinci dereceden denklemin kokleri (4.11)
denkleminde verildigi gibi olmak tizere k. = k; veya k. = kp degerinde m(k.) = 0,
n(kc) = y/az olup Ay » = Fi/as olarak elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanir.

Dikkat edilirse, Teorem 4.2 hipotezi altinda F(A) karakteristik polinomu bir ¢ift sirf
sanal 6zdegere sahiptir. Ayrica, 0 < k < k; veya kp < k < 1 (yani Teorem 4.1 hipotezi
altinda) iken (4.1) sisteminin denge noktasi lokal asimptotik kararlidir (bakiniz Durum
2). Ote taraftan, k; < k < ky iken denge noktasi kararsizdir (bakiniz Durum 3).
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Simdi de yukaridaki hipotezler altinda elde ettigimiz kompleks ozdegerler icin
asagidaki sonuglara yer verelim.

d
Lemma 4.2. a; ve m, k nmin bir fonksiyonu olmak iizere eger (@) #0ise —| #0
dk |, dk |,
drr.
. —ay+y/a? —4(ay —n?)
Ispat. Kabul edelim ki m(k) = m; (k) = 5 olsun.
1

my (k) = —% + 3 [a? —4(ay —n?)] 12 jle gosterilmek iizere

dmy 1| dla)] 1o 0 2q-1/2 dlai) ,(dla) , dn)

dk_2[ dk}+4[al 4az )] e Y Ta M

olarak hesaplanir. Burada k = k. iken a; = 0 olacagindan a, = n” esitligi saglandiginda
dm1 _ 7161(611)

bulunur. Benzer sekilde, m(k) = mp(k) iken e8er k = k. ise

dk 2
d 1d .. d d

:;,12 = S]’;) olur. Oyleyse, d—’;: . # () olmasi icin c(iZi) ) # (0 olmalidir. Gergekten de
d d 1 d

(d‘;(l) = (r1k2 —rik+ r2) = (2r1k —ry) olmak iizere k. # 3 oldugundan c(lZi) . #0 dir.

1 rliFg/r%—4r1r2
Dikkat edilirse k. = 3 = ke =kip = > ~5 esitliginin saglanabilmesi icin
8

1
r% —4rr, = 0 olmalidir. Fakat k. nin tanim1 geregince r; > 4r, olup k. = 3 olamaz.

Lemma 4.3. Re d(A (k) #£0
dk k.
. d(A(k d d
Ispat. Re <(d(k))) . = d—’;: . olup Lemma 4.2 den d—’;: . # 0 olup ispat tamamlanir.

- 0
Su ana kadar Teorem 4.1 ile (4.1) sisteminin (I, P) = <(1 2 - k)”) pozitif denge
€r €

noktasinin lokal asimptotik kararli oldugunu gosterdik. Ayrica Teorem 4.2 den de biliyoruz ki
k = ki veya k = ko ise A2 = Fiy/ay bir ¢ift sirf sanal 6zdegeri mevcuttur. Dolayisiyla, bu

durumda r; > 4r; iken Hopf ¢atallanma ortaya ¢ikmaktadir.

Simdi de Hopf catallanmanin mevcut oldugunu Teorem 2.10 ile ifade edilen Kuznetsov'un
Hopf Catallanma Teoremi ile gosterelim. ilk olarak islemleri basitlestirmek icin sistemin denge
noktasini orijine tagtyalim. Bu amagla (4.1) sistemindeki denklemlerin sag tarafini

N()

fINQ@),P(t)) : = rlN(f)m —eP(1)N(1),

2
g(N(t),P(t)) : = rP(t) — 91;’\,((;))

(4.18)

ile gosterelim. Daha sonra (4.18) ile tamimlanan f(N(r),P(t)) ve g(N(t),P(t)) fonksiyonlarini
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(N, P) denge noktasinda Taylor Serisine agalim:

N(t) = f(N,P)+ fn(N,P)(N(t) = N) + fp(N,P)(P(t) - P)
1

+ E[fNN(Nup)(N(t) —N)?+2fyp(N,P)(N(t) — N)(P(t) — P) + fop(N,P)(P(t) — P)?]

+ < [funn (N, P)(N(r) = N)*+ 3 funp(N, P)(N () = N)*(P(r) — P)

hesaplanir:

. h _NWN+2B)
NN+ B)?

eP = fN<N,P) = rlk(l —k)

_ 2erd
. =—20P) N3 = N,P) = 2
8NN gnn (N, P) (1—K)62r,
oP o 2ers
. =2— = N,P) = 2
&NP N2 gnp(N,P) (1—k)6r,
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2er

0 _
. =-2—-= N,P)=——"+—
gpp N gpp(N,P) (1—k)rn

2.4
6¢°r5

. =60P’N~* = NP)=— 2
SNNN gnNN (N, P) (1= 12657

2.3
de“ry

. =—40PN 3 = NP)=——" 2
ENNP 8NNN ( ) (1 — k)2 er%

0 __ 26212
. =2— = N,P 2
gnpp =277 = gnpp(N, P) (1—k267
* gppp(N,P)=0
Simdi de
U(lt)=N()—N
V(t)=P(t)— P 4.21)
k=k—k,

doniigtimlerini tanimlayalim. (4.21) esitlikleri altinda (4.19) ve (4.20) denklemleri

U(1) = r (ko) (1 (kDU (1) + (—(1 — R+ k) %)vm

+ % [2(1}+k0)2 % U2(r) - zeu(t)v(r)] 41

e L
—6(k+ke)”—==U"(t
6 ( c) 02r, (t)

. r% 1 261‘% 2 4er% 2ery )
V(t)ng(t)_VZV(l‘)‘i‘i —WU ([)+ (1*]()9}’1 U(I)V(l‘)—m ([)
[ eed peq " 2
e (1= (Kt ko)) 20372 U(t)— (= (ko) 2027 U= (n)v(t)+ WUO)V (1)

(4.22)
formunda elde edilir. Boylelikle (4.22) denkleminden denge noktasi (0,0) olan
asagidaki sistem elde edilir:

' k(1—k) —(1—k)?" i
0@\ _ [kl k) —0=k" ) (0@ | A0@.VOkk)
= 2

V<t) % —n V(t) fZ(U(t)JV(t)7l~Cakc)
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Yukaridaki ifadede yer alan f; ve f> asagidaki formdadir:

AWUW.VE) k) =r (127122 72121%) v+
)

V()
+ % [2 (12+212kc +k§) %UZ (1) 725U(I)V(t)]

U L6 (ks 2k, +12) S22 3
+ 6 — ( + ¢+ C) QTI‘IU (t)
AUV Fk) =~ |- 2er} U1 + oy V() — — 22y
PR T (= (R ke))82r (1— (k+ke))Ory (1— (+ke)ry
1 6621‘3 3 12€2F% 5 2627‘% )
6 [(1(1}+kc))2e3rfU O T Grrpen Y OO ik e VOV O

(4.24)
Dikkat edilirse, (4.23) sisteminde hem denge noktas1 orijine tasinmis hemde kritik

catallanma degeri k (k = k. iken) orijine tasmmustir. Dolayisiyla, k = 0 icin f; ve f>
fonksiyonlarini asagidaki sekilde yeniden ifade edelim:

FU®0), V), k) = s1k2U% (1) — 52U 1)V (1) — s3k2U> (1),

S4 2 S5 S6 2
(U (), V(t), k) =— U-(t)+ U)vi(t)— Vet
57 3 58 2 39 2
— U (t) - —U" () V() + ———U(1)V-(¢).
(4.25)
Buradai=1,---,9 i¢in s; katsayilar1 agsagidaki gibidir:

s _€n . s _ezrg o = er%

2(—:7’% €r 621"2l
§5 = 9_}”1 S — ? §7 = 93}/‘% (426)

2627‘3 ezr%
SS = = —=

S9 = )
62r2 0r?

Simdi kabul edelim ki k. = k; (yani k = k) olsun. Bu durumda (4.23) sisteminin
Jakobiyen matrisine kargilik gelen karakteristik polinomu a; = r, — rik.(1 — k) ve
ar = rira(1 —k.)? olmak iizere F(A) = A% 4 ajA + ao olarak bulunur. Dolayisiyla,
Teorem 4.2 den F(A) polinomu A » = m(k.) Fin(k.) = Fiy/a> kompleks koke sahip
olup sistemde periyodik ¢oziimler ortaya ¢ikmaktadir. Burada m(k.) = 0 ve Lemma
4.3 geregi m'(k;) = %rl(l —2kc) # 0 dir. Ayrica n(k.) = \/a, > 0 olup Hopf
Catallanma Teoreminin (H.1) ve (H.2) sartlari saglanmis olur. Oyleyse, Hopf

catallanma teoremini uygulayabilmek ve catallanmanin yon analizini veren c;(k.)
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Lyapunov katsayisini hesaplayabilmek i¢in (4.23) sistemini normal forma

indirgeyelim.
(4.23) sisteminin k. kritik noktasindaki jakobiyen matrisini

91"1

rike(1—ke) —(1 —kc)z jin Jji2
J(ke) = ) = 4.27)
2 —ry j21 Jja2
0
ile gosterelim ve A} = —in(k.), kisaca A; = —in 6zdegerini ele alalim. Daha sonra

(4.27) esitliginden yola ¢ikarak A; 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorii bulalim. Bunun

icin

ju+in  jn Vi 0

(J(ke) — M)V =0 = (4.28)

21 Jantin V2

esitligini saglayan V; vektoriinii bulalim. (4.28) esitliginden (ji; + in)vy + jiav2 =0

ise vi = ji ve vo = —j11 — in alahm. Bu durumda jp v| + (j22 + in)vo = 0 olmalidir.
Gergekten de
. g 3 Or . .
Jovi+ (o t+inpvy == —(1—k.)— | + (—ry+in)(—rike(1 — k. ) —in)
o 2 (4.29)

=rira(1 —ke) (ke — 1) +n® +i(ron — rinke(1 —ke))

olup o= a = riry(1 — kc)2 oldugundan (4.29) esitligininin reel kismi

—r1ra(1 —k.)*> +n? = 0 bulunur. Ayrica

/2 /2
1 i —4rir 1 ri —4rir r
k(l=k)= | - F——| |3+ —5— =2 (4.30)

27‘1 2 27‘1 ri

olup (4.29) denkleminin imajiner kismi1 rn — rink.(1 — k.), (4.30) esitliginden sifira

esittir. O halde, A; = —in 6zdegerine karsilik gelen V; 6zvektorii
Jj12
Vi = (4.31)
—jin—in

olarak elde edilir. Simdi de V; 6zvektoriiniin reel ve imajiner kismina karsilik gelen

siitun vektorlerden

jiz 0
T — 4.32)
—jun —n

89



matrisini ingaa edelim. Burada det(7T) = — jion = 0r2(1 —k:)? > 0 olup

1
— 0
1 -n 0 j
Tl | | (4.33)
TR i N E—
Jiznon
olarak bulunur. Ayrica
Jir 12 Jjz 0 0 —Jji2n
JT = = (4.34)
J21 J22 —Jjui —n J21j12 = jitj2 —jon
olup (4.33) ve (4.34) matrislerinden
1
— 0 . _
o Ji2 0 —Jian p "
rJr= j 1 | Je2jii—ji2ja
i Jatjiz—jujn —jnn = jutij»
Jizn n

matrisi elde edilir. Dikkat edilirse bu matrisin ikinci satir birinci siitun elemani

gooin —jiogr1 _ ey o 40,

n n n n

dir. Benzer sekilde ikinci satir ikinci siitun elemant ise ji; + jyp = izJ = 0 dir.
Dolayistyla 7~ 'JT matrisi asagida sekilde ifade edilir:

0 —n
77T = : (4.35)
n 0
Simdi
U(t) X(1)
=T (4.36)
V() Y(7)
doniisiimiinii ele alalim.
Ult X(t
) =T ) (4.37)
V() Y(t)
olup (4.23) sisteminde (4.37) esitligi yerine yazilirsa
X(t) X(7) fiX(@),Y (1), k)
T =JT + (4.38)
Y(7) Y(7) S(X(2),Y (1), k)
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sistemi elde edilir. (4.38) sisteminin her iki tarafi 7~! matrisi ile soldan carpilirsa

X(t) 0 —n X(1) FiX(1),Y (1), ke)
- + (4.39)
( Y (1) ) (n 0 ) ( Y(2) ) (fz(X(r),Y(t),kc) )

sistemi elde edilir. Burada

fl(X(t>7Y(t)akc> :Tfl fl(X(t)7Y(t)akc)
H(X(0).Y (1) k) S (X(2),Y (1), k)

_‘ji _l fZ(X(t)7Y(t)7kC)
Jian n
L@, Y (), k)
_ J12

(4.40)
olup bu matrisi hesaplayalim. Bunun i¢in (4.36) doniisiimiinii ele alalim. Bu

doniistimden

v\ _ (X0 (e oo\ (x0 _( sexw
V() Y() —jn = )\ ¥ —juX () = ()
(4.41)

olup U(t) ve V(t) degiskenlere bagli yiiksek dereceli terimler asagidaki kutuda
hesaplandig1 gibidir:

UXt) = jiX*(1)  U°(0) = X ()
V(1) = X2 (1) +2j1unX (1)Y (1) +n*Y 2 (1)
U0)V (1) = —jinj1X?(1) = j1anX (1)Y (1) (4.42)
UP(1)V (1) = — j11jinX> (1) = jionX>(0)Y (¢)

U)VE(t) = ji1jiX> () + 2j11j1onX ()Y () + jin®X (0)Y ().
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Buradan (4.42) esitlikleri ile birlikte

FX@),Y(t), k) = jizfl (X(1),Y(t),ke) = JL [s1k2U (1) — s2U (1)V (1) — s3k2U° (1)]

1 . o . .
= —— [s1kZ X3 (1) = 52 (= j11j12X3 () = junX ()Y (1)) — s3/1,k X3 (1)]

J12
= [Sljlzkg —}—Szjll] Xz(l‘) +S2]’LX(Z)Y(Z‘) — S3j%2ng3(l‘)
(4.43)
olarak hesaplanir. Ifadeyi daha yalin yazmak icin
1= s1jioke + 5211
1 = SHn (4.44)
13:= —s3jirk
olarak tanimlamirsa f; (X (¢),Y (¢),k.) fonksiyonu (4.44) esitliklerinden
Fi(X(1),Y(t),ke) =1 X2(t) + 02X ()Y (t) + 1372 (¢) (4.45)

seklinde yazilabilir. Benzer sekilde,

RO (0k) = L AX (0.7 (0.k) = LA,V (1))

. k2 .
nji2 nji2
55
(I —ke)n
58
+7
(1—k:)*n

s3j1k? 4 54 2
Ut)V(t)+ - U°(t)+ U-(t
)V (¢) . (t) (1 —kon (t)

57
(1 —ke)n

56
(1 —ke)n

UV () + V23(1) — U3 (1)

VOV ()~ =V OV

S4j3, _ s1j11 j12k? B 20 Ssijn Se6Ji1 X2(t)
(1 —ke)n n n (I—k)n (1 —ko)n

F s s B [ xov o+ [ 5] o

[ssjidhke  s1it ssiidih | Sejtun 31
n (1—ke)n  (1—ke)’n (1—ke)?n

[ sg )t 259 j11J12 S9j12n
“lTkE T _kc)z]xz(t)y(t) B [(1 —kc)z} X @)
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olup

I s4Jt) _Sljlljlzkg_SZj%1+ 55J11J12 N S6Ji1
DT U =ko)n n n | (I—kJ)n  (1—kon
85712 . 256 j11
I = —
2 (1 —k) s2J11 + (I—k)
56
L= —0
3 (1 —ke)n
o . . 5 (4.47)
L S3Inibke  siit,  ssindt,  sejtiin
+ n (I—kn  (1—k)?n  (1—ke)?n
fe e ssita 2891112
YT T =k (1—k)?
l = _M
T T 1=k, )2

olarak alinirsa (4.46) ve (4.47) denklemlerinden f5(X (¢),Y (¢),k.) fonksiyonu

HX(1),Y (1), ke) = L X23(t) + LX ()Y (1) + LY (1) + X3 (t) + 15X (£)Y (1) + 16X (1)Y?(1)
(4.48)

olarak ifade edilir. Sonug olarak (4.39) sistemi
X(t) = —nY (t) + 1 X2(t) + X ()Y (1) + X3 (¢)

Y(t) =nX(t) + 1 X2 (1) + LX ()Y (£) + BY? (1) + X3 (1) + IsX> ()Y (t) + I6X (1) Y (1)
(4.49)

sistemi olarak elde edilir. Simdi de en son elde etti§imiz (4.49) sistemine
Z(t)=X(t)+iY (1) (4.50)

kompleks doniisiimiinii uygulayalim. 1k olarak, (4.50) doniisiimiiniin her iki tarafinin
zaman degiskenine gore, yani ¢ degiskenine gore tiirevini alirsak

Z(t) =X(t) +i¥ (1)
= —nY (1) +0.X* (1) + X ()Y (1) +15X° (1)
+i (nX (£) + L X2 (t) + X ()Y (1) + BY*(t) + LX (1) + IsX*(1)Y (1) + 16X (1) Y2 (2))
= in(X(t)+i¥ (1)) + fi(X (1), Y (1), ko) +if(X (1), Y (1), ke)

= A(ke)Z(t) +8(Z(1), (1), ke)
(4.51)

olarak elde edilir. Burada g(Z(t), Z(t),k.) = f1(X(¢),Y (t), k) +ifa(X(¢),Y (¢), k.) olup
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fonksiyonun agik halini ifade edelim. Bunun i¢in agsagidaki esitlikleri kullanalim.

20 =X +ir@) Xy = ZOFZO oy ZO-Z20) 5
Z(t) =X (1) —i¥ (1) ’ 2

olup

(4.53)

4
x(r) = 2L 0O 202 20
Z(1)Z2(1) = Z2(0) + 22 (1) 2(t) — 2 (1)

8

olarak hesaplanir. Oyleyse, (4.45) ve (4.48) fonksiyonlarinda (4.52) ve (4.53) esitlikleri
yerine yazilirsa g(Z(t),Z(t), k.) fonksiyonu asagidaki sekilde hesaplanir:

X(6)Y(t) =

8(Z(1),Z(t) ke) = [1(X (1), Y (1), ko) +ifa (X (2), Y (1), ke)

[ l l -
+ %H% +i23] Z(OZ(1) + [ piZ it -2 i} Z2(t)

(33 3l Is .ls - 3t 3y Is s | 5, 5
+_8 +ig 8+18}Z(t)z (1)+ s Tig +8+18 Z7(t)Z(t)

(15l Is ], 5 3 s Is  ls| 53
22 S B+ S it 28 2.

3 ety 18] (1) { i l:| (1)

4.54)
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Simdi de kabul edelim ki

t N [
glllzzl 1514—153
g2t b It b I3
2 Tttty Ty
3¢ 31 l l
&::_34_1._4__5_{_1._6 (4.55)

olarak tanimlansin. Oyleyse, (4.51) sisteminde (4.54) ve (4.55) esitliklerini yerine
yazarsak

2() = Mk)2(0) + 522 (1) +euz(02(0) + 5222 (1) + 22(0) 21
p. (4.56)

+82 220 2() + 223 (1) + ES 23 (1)
2 6 6
sistemi elde edilir. Dolayisiyla (4.56) sistemini kullanarak Hopf c¢atallanmanin yon
analizini belirleyen cj(k.) Lyapunov katsayisini hesaplayabiliriz. Bu hesaplama igin

sirastyla asagidaki adimlart takip edelim.

1. Admm: Biliyoruz ki k = k. kritik catallanma degerinde m(k.) = 0 ve
n(ke) = \/az > 0 olmak iizere (4.39) sistemi A(k.) = m(k;) F n(k;) ozdegerine
sahiptir. Ayrica (4.50) doniisiimii ile 2—boyutlu (4.39) sistemi (4.51) ile ifade edilen
1—boyutlu sisteme indirgenmis ve bu sistem gerekli tanim ve sadelestirmelerle son
olarak (4.56) formunda elde edilmistir. Dolayisiyla, (4.56) denkleminde
A(ke) = in(k.), kisaca A = in 6zdegerine karsilik gelmektedir. Dikkat edilirse hem A
hem de A = —in 6zdegeri sifirdan farkhidir. Oyleyse, yeterince kiiciik k degeri icin
parametreye bagli ve tersi mevcut olan

ho2 =

0% (1) +h110(1)0(t) + 7Qz(z) (4.57)

hao

2(0) = 0(1) +

doniisiimiinii ele alalim. Ayrica kabul edelim ki

O(t) = AZ(t) 4+ BZ*(t) + CZ(1)Z(t) + DZ*(t) + YMT (4.58)
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formuna sahip olsun. Oyleyse (4.58) esitligini (4.57) denkleminde yerine yazarsak

Z(t) = AZ(t) + BZ*(t) + CZ(t)Z(t) + DZ*(t) + % [AZ%(1)+ -]

- h
+hi [AZOZ0) -]+ W20+
I (4.59)
=AZ(t)+ {B + §°A2] ZX(t) + [C+hnAY Z(1)Z(r)
+ [D—F }?AZ} ZX(t)+YMT
esitligi elde edilir. Burada (4.59) esitliginin saglanabilmesiicin A =1, B = —%,
h
C=—hjyveD= —% olmalidir. Sonug olarak
- hx 5 - hoz 5
Q) =2(t)— —=—Z°(t)—hnZ(t)Z(t) — —=—Z°(t)+YMT (4.60)

2 2

olarak ifade edilir. Simdi de (4.60) denkleminin her iki tarafinin zamana gore tiirevini
alalim ve (4.56) ile verilen Z(¢) tiirevini denklemde yerine yazalim.

O() =2(r) — haoZ(1)2(t) — Iy (Z(O)Z(r) + Z(O)Z(1) ) — honZ(1)Z(e) + Y MT

= 220+ 2 22(0) +g12()2() + T2 (1) + 522022 ()) + L2 (0)2(0)

+802(0)+ 22 ()| —hoo [AZ2() + 522 (1) + 91 22()20) + 5L 20 Z(1) -

— iy [A2(0)2() + 222 (0)2(0) + g Z(0)2(0) +

—m [AZ(0)Z0)+ 52202 (1) + gn 22 () 2(0) + L 2(1) + - |

0
i [AZ(0) + 22 (1) + g1 2(0 22 (0) + S22 (0)2(0) + -

=AZ(1) (gzo Al ) () + (g11 — Ahyy — Ahn ) Z(6)Z(t) + (& _Zh()z) 2()

2
+(%2 f—hngn—hn?—hozgn) Z()Z%(t)
821 b -
+(7 hzogu—hn*—hngu—hoz > )Z (1)Z(1)
830 820 802 3 803 802 820
80 o2 )z ‘ (——h g2, )z ‘
+(6 20 = (t)+ 5 1= 0275 (1)

(4.61)
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Daha sonra elde ettigimiz (4.61) denkleminde (4.57) esitligini yerine yazarsak

hoy ~

0 =1 [0+ 200+ 10100 + £ 00

(52 ) [Q<>+h;°Q<>+th<> )+ hOZQ()]

0o
o= (D) |00+ 2000 + -] {20+ 20+

hoo

2
> —Q (t)] +YMT

o (B2 ) [Q(z) #2002+ 110()0() +

— Ah . - — (24 —A)hoa A
=20(t) + LZZOQ%) + (g1 — Ahip) Q1) (1) + 52 ( 5 oo 0*(t) +YMT
(4.62)
denklemi elde edilir. A # 0 ve A # 0 olup eger
_ 82 _ 811 _ _8m

h20 = 2 y /’l]] Z ve /’loz 21 ) (4.63)

alinirsa (4.62) denklemi kuadratik terim icermeyen

T30 T12 > (73 = T03 =3

0(r) =A0(1) + 2 0(1) + 20 GX(1) + S QX ()0() + 2 8*() (4.64)

denklemi olarak elde edilir. Burada

T30 _ 830 hoz 820 802
50 — A —ha®2 52
6 G 1 20 1=

T2 _ ho 82, 82 820
> 2(A — A)hoohyy Ml11< 5 +h11>+ 3 hao 22 2 hu(g11+ 2) hoag11

T = h
2L (A — A)hgy — Ahyy <h11 +20) +&—h20811 —hy; (gn _,_7) h02&

2 2 2 2 2

T03 803 ho> 802 802

- = /lh17+(7t Mgy — hop == 5 —h &= 5 e
dir.

2. Adim: Yeterince kiiciikk k degeri icin parametreye bagli ve tersi mevcut olan
asagidaki doniisiimii ele alalim.

0(t) =W(r)+ %uﬁ( 0+ %W(z)wz(n hél W2(0W (1) + %W3( )+ YMT.  (4.66)
Burada kabul edelim ki
W(t) =AQ(t) + BQ* (1) + CQ*(t)O(1) + DQO(t) 0% (1) + EQ? (1) + YMT (4.67)

ile verilsin. Oyleyse (4.67) ile verilen W (¢) fonksiyonunu (4.66) denkleminde yerine
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yazarsak;

0(1) =AQ(1) + BOY (1) + COX(1)0(¢) + DO O (1) + EG*(1) + 22 [APQ (1) +-]

6
Mot c 30 A hia r 3000 A2 hos 1,3 43
+ 5 N0+ [+ S A0 )+ [+ [AQ () +-]
Iy I ) (4.68)
=AQ(1) + {B+ 60A3] Q’(n)+ [C + ;Uﬁ} 0*(10(r)
hiy 3 = hos 13| 53
+ D+7A Q)0 () E+?A o’ (t)
denklemi elde edilir. (4.68) denkleminden A =1, B = —%, C= —%
D= —% ve E = —% olup W(¢) asagidaki sekilde yazilir:
_ h3o 3 hat o, A hia =2 ho3 3
W(r) =0Q(t) - - ~0°(1) = 507 (NQ(r) — - Q)0 (1) -~ Q" () +YMT  (4.69)

(4.69) denkleminin her iki tarafinin zamana gore tiirevi alinir ve (4.64) ile ifade edilen
Q(t) esitligi denklemde yerine yazilirsa

W) =0) - "230*()0(0) 2 (200)00)0() + ()0 )
-2 (000 (1) +20(0)0(000)) ~ "2302(1) Q1) + YMT
=[100)+ 220 )+ T o0+ 5 100 + 20 (1)
- % [AQ% 1)+ ]~ % (@A +2)Q*(1)0(1) +-++] (4.70)
-2 (022000000 + -

—20(1)+ <ch —ﬂ’;‘)) (1) + <21 ~Ahy —;1’21> 02(1)0(1)

n <“2 e —11112) 000X (1) + <Tg3 —ihf) O%(1) + YMT

olarak elde edilir. Eger (4.66) ile verilen Q(¢) fonksiyonu (4.70) denkleminde yerine
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yazilirsa

W(r) =2 {W(t) 100+ B2 )+ 2w 0 1)+ ’?W%n]
3
+ ?—AZ”) [W(t)—IrhéOW3(t)+ }
(B Ay -2 [W(r)+h3ow3(t)+ --]Z[W(t)+h30W3(t)+ ]
6 6

:lW(l‘) =+ é (T3() —22,]’130)W3(l‘) + % (’521 — (). —f—i)hz]) W2(Z)W(l‘)

1
2

12 (tia— 22 ki) W)W (1) + é (103 + (A — 33 )ho3) W2 (1) + YMT

4.71)
denklemi elde edilir. Burada A # 0 ve A # 0 oldugundan eger
730 T12 103

hagfl-) i 2 hos = —
0o MToy Y TR

secilirse W2 (t)W (¢) terimi disindaki kiibik terimler yok olur ve (4.71) denklemi
. 1 = -
W(t) =AW (0)+ 3 (T21 — (A +A)hat ) W2 ()W (t) + YMT (4.72)

denklemine indirgenir. Dikkat edilirse, W2(¢)W(t) terimini yok edebilmek icin

hy1 = l?—li olarak secilmelidir. Fakat A (k.) = \/a; ve Z(kc) = —,/az olup

A+ A = 0 olacagindan bu secim gerceklenemez. Oyleyse, A + A = 0 olacagindan
(4.72) denkleminde W?(¢)W (t) teriminin katsay1s1t 4 olarak bulunur. Bu katsay1y1 da
c ile ifade edersek (4.72) denklemi

W(t) = AW(t) + W ()W (t) + YMT (4.73)

seklinde ifade edilebilir. Simdi de c¢; katsayisin1 agik¢a hesaplayalim. (4.65)
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denkleminde (4.63) esitlikleri yerine yazilirsa ¢ katsayisi

T = h
c1 :% = (A —A)h3, — Ahy, <h11+20> —i-&—hzogn —hn (gll‘i‘gﬂ) _hOZgE

2 2 2 2
_ 2 2 2 2
= _M_é’#_l@_lgljgzo+g_820811 _820_811 _@_ igoz
Ci-A2 22 "Taa T2 A1 204-1)
_ 82081124 +4) | [guif? |g20/* L8
2712 Ao 2024-2) 2

(4.74)
denklemine esit olup k. kritik catallanma degerinde A (k.) = in(k.) = in ve A(k.) =
—in(k.) = —in oldugundan (4.74) denkleminden ¢ Lyapunov katsayisi

_ gogn(2in—in) lenl>  lg2l* | g

k
ilke) 2n? in  2(Q2in+in) 2

(4.75)

_ L b0 821
= 5,,820811 n\gnl 6n\820! +5

olarak elde edilir.

4.4 Niimerik Ornekler

Bu boliimde, Boliim 4.2 ve Boliim 4.3’te bulunan teorik sonuglar niimerik 6rneklerle
desteklenecek ve Allee etkisinin ¢atallanma dinamigi tizerindeki etkisi gosterilecektir.
Bunun icin MATLAB ve MatCont programi kullanilarak asagidaki simiilasyonlar elde

edilmistir.

Ik olarak, Allee etkisinin (4.1) sisteminin kararlilk yapisimi nasil degistirdigini
gozlemleyebilmek icin Baydemir ve dig. (2020) ele aldig1 parametre degerleri baz

alarak asagidaki ornek sistemi ele alalim.

r1 =0.5,r, =0.08, ¢ =0.03 ve 6 = 0.05 parametre degerlerinde Allee katsayis1 f =
0
k=1L 2 10.42k olup (4.1) sistemi asagida formda elde edilir:

€r
d]ZEt) _ o,szv(r)%—o-oy(’w@
(4.76)
dP(t) P2(1)
= 0.08P() —O.OSW-

r1— 4 /r%—4r1r2
= 0.2 ve

Burada ri = 0.5 > 4r, = 0.32 gerceklenip k; = 5
r
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Cizelge 4.1: Secilen k degerlerine karsilik hesaplanan Allee sabiti ve (4.76) sisteminin
denge noktasi

k Allee Sabiti Denge Noktasi (N, P)

k=002 | B=02083 | (N,P)=/(10.2083,16.3333)

k=02 | B=20833 | (N,P)=(8.3333,13.3333)

k=03 | B=3.1250 || (N,P)=(7.2917,11.6667)

k=07 | B=72917 || (N,P)=(3.1250,5.0000)

k=08 | B=83333 | (N,P)=(2.0833,3.3333)

k=09 | B=93750 || (N,P)=(1.0417,1.6667)

r|+,/r]2—4r1r2
ky =

2rq
k € (0,0.2) veya k € (0.8, 1) iken (4.76) sisteminin denge noktasinin lokal asimptotik

= 0.8 olarak bulunur. Dolayisiyla Teorem 4.1 geregince

kararli olmasi beklenir. Ayrica Teorem 4.2 den k = k| = 0.2 ve k = ko = 0.8 de8erinde
sistemin karakteristik denkleminin sirf sanal kok ciftine sahip olmasi nedeni ile denge
noktasinin kararlilik yapisinin degisecegini ve Hopf catallanmanin ortaya ¢ikacagini
soyleyebiliriz. Oyleyse, ki ve ks (4.76) sisteminin kritik catallanma degeridir.

Dikkat edilirse, ry,rp,e ve 8 parametre degerleri sabit olmak iizere (4.76) sisteminin
or 1 rl

denge noktast (N,P) = (1—k)£,(1—k)?), k parametresine bagl olarak
degisiklik gostermektedir. Ayrica k degeri arttikca (buna bagli olarak Allee sabiti
arttikca) denge noktasi azalmaktadir. Cizelge 1°de bazi k degerlerine karsilik gelen 3
degeri ile denge noktasina yer verilmigtir. ~ Sekil 4.1 (a)’da (N(0),P(0)) = (10,15)
baglangic degerindeki popiilasyon icin k£ = 0.02 olarak, yani k; = 0.2 kritik
catallanma degerinden kiiciik secilmis ve sirasiyla av ve avcir popiilasyon
yogunlugunun ¢o6ziim grafigi ile sistemin faz porteine yer verilmistir. Sekilden
goriildiigii tizere av ve avcl popiilasyonu salinim yaparak (N, P) = (10.2083,16.3333)

denge degerine yaklagir.

Sekil 4.1 (b)’de baslangic kosullari sabit tutulmus ve k = 0.2 i¢in periyodik ¢oziimlerin

varlig@1 gosterilmistir. Sekil 4.1 (c) ise bize k degerinin k kritik ¢atallanma degerinden
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(a)

@
=1
S

Av popiilasyon yogunlugu N(t)
= 8

Avci popiilasyon yogunlugu P(t)
. > .
o o ~

Avci popiilasyon yogunlugu P(t)
- o
o> o

o
n
o
o
IS
o
o
(2]
o
o

2155 /
15
0 200 400 10 11 12

Zaman (t) Zaman (t) Av popiilasyon yogunlugu N(t)

14
13
12
8 10 1

(b)

Av popiilasyon yogunlugu N(t)
Avci popiilasyon yogunlugu P(t)
Avci popiilasyon yogunlugu P(t)

0 200 400 0 200 400 600 6 2
Zaman (t) Zaman (t) Av popiilasyon yogunlugu N(t)
c) = = =
© g E.; 40 % 40
3400 2 2
E S 30 ‘g 30
300 g e
S > >
c 520 5§20
S 200 Y 7
3 s s
= = 3
3100 g 10 A 10
g A : g
z g o g o
0 200 400 < 0 200 400 600 < 0 100 200 300 400
Zaman (t) Zaman (t) Av popiilasyon yogunlugu N(t)

Sekil 4.1: (a) k = 0.02, (b) k = 0.2 ve (c) k = 0.3 iken av popiilasyonun zamana gore
degisim grafigi solda, avci popiilasyonun zamana gore degisim grafigi ortada, sistemin
faz portresi ise sagda gosterilmistir. Burada av ve avci popiilasyonun baglangic degeri
sirastyla N(0) = 10 ve P(0) = 15 dir.

biiyiik olacak sekilde, k = 0.3 olarak, alinmas! sonucunda denge noktasinin kararsiz

oldugunu gostermektedir.

Cizelge 4.1’den de goriildiigii iizere k1 = 0.2 kritik catallanma degeri i¢in Allee sabiti
B = 2.0833, denge noktasi ise (N, P) = (8.3333,13.3333) olarak hesaplanmaktadir.
Bu kritik Allee degerinde (4.76) sistemi A; > = m(ky) F in(k;) = 370.16i sirf sanal
ozdeger ciftine sahiptir. Sekil 4.2 (a) ve (b) de Allee sabiti artarken denge durumundaki
av ve avc sayisindaki azalis gosterilmis ve Hopf catallanmanin ortaya ¢iktigi Allee
degeri "H" noktasi olarak isaretlenmistir. Bunlarin yani sira, ekte ifade edilen Hopf
Catallanma Teoreminde yer alan formiiller geregince Hopf ¢atallanmanin kararligini,

yoniinii ve periyodunu veren katsayilar asagidaki sekilde hesaplanir:
e ci(k;)=-0.0011—0.0003i
e Re(ci(k;))=-0.0011<0
o m'(k;)=0.15#0

Re(cy(ky))
m'(ky)
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o n'(k;)=-02

Im(c1 (k])) + (X(k])n/(kl)
n(ki)

Burada m'(k;) > 0 ve o(k;) > 0 oldgundan periyodik ¢oziimler catallanma

o T=— =0.0114 > 0.

degerinden sonra ortaya cikar, dolayisiyla Siiperkritik Hopf Catallanma mevcuttur.
Re(ci (k1)) < 0 oldugu icin bu periyodik ¢oziimler kararihdir. Ayrica 7 > 0
oldugundan periyodik ¢oziimlerin periyodu ¢atallanma degerinden uzaklastikca artar.

Sekil 4.2 (c) bahsi gecen Hopf catallanma diyagrami gosterilmistir. Simdi de ayni

@ ®

f

Av denge noktasi N
e >

Avci denge noktasi P
>

o

o
o

o

2 25 1 15 2 25
Allee sabiti 3 Allee sabiti 3

z

Avci poptilasyon yogunlugu P(t)

10 ~

214
212 213

5 S

<
n 2.1

Yo, — 21
yu%g 0 07 208 209 L
4 % : Allee sabitl |

Sekil 4.2: (a) ve (b) Allee sabiti B degeri B = 1’den B = 2.5’e kadar artarken denge
noktasindaki av ve avci sayisint gostermektedir. Burada H noktas1 Hopf catallanma
noktasidir. (B,N,P) uzayinda B degeri artarken ortaya ¢ikan limit dongiileri sekil (c)
de gosterildigi gibidir.

parametre degerlerinde ve baslangi¢ kosullarinda k| catallanma de8erinden biiyiik &
degerleri i¢in (4.76) sisteminin ¢6ziim grafiklerinin ve av-avci faz portresinin yer
aldign  Sekil 4.3’t inceleyelim. (a))dan k = 0.7 < k, = 0.8 icin
(N,P) = (3.1250,5.0000) denge noktasinin Kararsiz oldugu, Sekil 4.3 (b)’de ise k,
catallanma degerinde (N,P) = (2.0833,3.3333) denge noktasi civarinda catallanan
periyodik ¢oziimlerin mecvut oldugu goriilmektedir. Sekil 4.3 (c)’den de goriildiigii
tizere k = 0.9 > k; secilmesi halinde (N, P) = (1.0417,1.6667) denge noktas1 kararl
olmaktadir. Dolayisiyla ko kritik catallanma degerinde Hopf catallanma ortaya
cikmaktadir. Gercekten de, kK = ko = 0.8 i¢in (4.76) sisteminin Ozdegerleri
M 2 = m(ky) Fin(ky) = 70.04i formundadir. Benzer sekilde k, ¢atallanma degeri igin

Hopf catallanmanin kararlifini, yoniinii ve periyodunu veren katsayilar asagidaki
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sekilde hesaplanmustir.

(a)

£ 150 30 30
,g-, ’g’ >§s
E} 2 2
s 320 820
2100 o o
S > >
< g g
S 2 7
& so s 10 s 10
3 ‘a 3
g g g
Z 0 g So
< 0 1000 2000 3000 4000 < 9 1000 2000 3000 4000 < 90 50 100 150
Zaman (t) Zaman (t) Av popiilasyon yogunlugu N(t)
b g ) )
=10 a 15 a 15
B B
510 310
> >
5 § s
7 2
s 5 & 5
= 5
& g
o o
zo0 S o g o
0 1000 2000 3000 4000 < 0 1000 2000 3000 4000 < 0 5 10
Zaman (t) Zaman (t) Av popiilasyon yogunlugu N(t)
© ¢ e e
10 T 15 a 15
K B
2 10 2 10
> >
5 § s
7 2
s 5 s 5
3 3
| g |- g
Q Q.
z0 So So
0 1000 2000 3000 4000 < 0 1000 2000 3000 4000 < 0 5 10
Zaman (t) Zaman (t) Av popiilasyon yogunlugu N(t)

Sekil 4.3: (a) k=0.7, (b) k = 0.8 ve (c) k = 0.9 iken N(0) = 10 ve P(0) = 15 baglangi¢
degerindeki av-zaman, avci-zaman ve av-avci faz portresi sirasiyla sekilde gosterildigi

gibidir.

o ci(ky) =0.0139 — 1.4367i

e Re(ci(ky)) =0.0139 >0

° m’(kz)
[ OC(/Q) =
o n'(ka)

—0.15#0

7Re((71(/<2))

m' (ky)

B Im(cy(k2)) + OC(/Q)H/(/Q)

=0.0925 >0

= —35.4544 < 0.

n(kz)

Yukaridaki k, kritik catallanma degerinde hesaplanan degerlere gore m'(k;) < 0 ve

o(ky) > 0 olup dordiincii durum s6z konudur. Re(cy(k2)) > 0 oldugu igin kararsiz

periyodik ¢oziimler goriiliir. Ayrica T — 35.4544 < 0 olup Sekil 4.3’den de goriildiigii

izere periyodik ¢oziimler azalan bir periyotla kararsizdir.
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5. DUYARLILIK ANALIZI

Av-avcr popiilasyon modelinde tiirlerin birbiri ile etkilesimi, zamana gore degisimi
modeli olusturan denklemlerin parametrelerine baghdir. Keyfi secilen parametre
degerleri icin av ve avci popiilasyon dinamigindeki degisiklikleri analiz edebiliriz.
Fakat popiilasyon biiyiikliigiiniin parametrelerdeki degisikliklere nasil tepki verdigini
bilmek ele alinan modelin gercek yasam problemlerine uygulanabilmesi agisindan
oldukca 6nemlidir.

Boliim 4°te (4.1) sisteminin kararlilik ve catallanma analizi gerceklestirilmis, sistem
dinamiginin Allee katsayisi B degerini olusturan k parametresine bagl oldugu
analitik olarak ispatlanmigtir. Calismanin devaminda modeli olusturan ry,r;,€ ve 6
parametreleri sabit olmak iizere k parametresi degistirilmis ve farkli k degerlerine
gore sistemin ¢oziim grafiklerine yer verilmistir.

Bu boliimde (4.1) sisteminin dinamiginin degistigi ve ¢atallanmanin ortaya ¢iktig1 ky
ve kp degerlerinin, bu degerleri olusturan r| ve r, parametrelerine gore ne kadar
hassas oldugu arastirilacaktir. Biliyoruz ki Q parametreye bagh bir ¢ikt1 fonksiyonu
ve g da Q’nun bir girdi parametresi olmak iizere bu girdi parametresine gore Q cikti
miktarindaki degisiklik, bu miktarin parametreye gore tiirevi ile ol¢iiliir.

Tamim S.1. Herhangi bir Q niceliginin bir q parametresine gore duyarlilig

re 92

0 8_q S.D

orani ile hesaplanmir (Martcheva, 2015).

Tanim 5.1, Q ve g degerlerinin biiyiikliigiine bagli oldugundan g parametresindeki
yiizdelik degisime gore Q miktarindaki yiizdelik degisimi veren asagidaki esneklik
tanimin1 baz almak daha dogru olacaktir.

Tamim 5.2. Herhangi bir Q niceliginin bir q parametresine gore esnekligi

Eq_a_Qg

0= 9,0 (5.2)

ile tamimlamir (Martcheva, 2015).
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Simdi ky ve k; kritik degerlerini tekrar ele alalim:

rr—4/ %—41’11”2 (7']2—41’]7'2)1/2

r 1
kl = = — —
2}”1 2 21”1
Lo VT 1 ann)'?
2 2r 2 2
Buradan r; > 4r; iken asagidaki tiirevleri hesaplayabiliriz:
oky %(r%—4r1r2)_1/2(2r1 —4r))2r; —2(r2 —4rrp) /2 r
— == =— <0
dry 4r% rH/r%—4r1r2
ok 11 1
a—r; = —Ei(r%—4r1r2)71/2(—4r1) =———>0

(5.3)

1/r%—4r1r2
1

ok, E(r% - 4r1r2)’1/2(2r1 —4r))2r — 2(r% —4r; ,,2)1/2

2
ari 4ri rH/r%74r1r2

ok 11 _ 1
52 = 55 (= nm) () = -——— <0,

1/r%—4r1r2

Oyleyse Tanim 5.2 kullanilarak, ki ve ko kriritk catallanma degerlerinin r; ve rp

parametrelerine gore esnekligini hesaplayalim.

EN ok r —r r 2rir
[ ] k = — = g
bodrik rlw/r%f4r1r2 rlf\/r%f4r1r2 r“/r%f4r1r27(r%f4r1r2)
2rq
.Emiakl 1) 1 rn 2rir
k = ——— p—
bodnk \[1F—drira ri— /1l —4riry  riy/r—4rir— (7 —4rir)
2r;
o E — dkyry r r B 2riry
= = -
> dnk rH/r%—4r1r2 r1+\/r%—4r1r2 r“/r%—4r1r2—|—(r%—4r1r2)
2r
o oky ry 1 r 2ri1r)
[ ] = = — .
k" 9r) ks 2 2 2 2
ry—4riry ri+y\/ry —4rir riy/ri —4rir + (ry —4rir)
2r

(5.4)
Hipotezden biliyoruz ki ki,k; € (0,1) ve r,r, > 0 dir. Oyleyse (5.4)’te hesaplanan
esneklik formiillerinin isareti (5.3) esitlikleri ile verilen kismi tiirevler tarafindan

belirlenir. Boylelikle asagidaki sonucu ifade edebiliriz:

106



Sonuc 5.1. kj kritik catallanma degerininin ry parametresine gore esnekligi E,:ll ile k
kritik catallanma degerininin r, parametresine gore esnekligi E ,g daima negatif olup,
ki degerininin ry parametresine gore esnekligi E,:f ile ky degerininin r| parametresine

gore esnekligi E];l daima pozitiftir.

Sonug 5.1°e gore E,:: < 0 oldugundan, av popiilasyonunun biiyiime oranini ifade eden
ri’deki artis k;’t yani Allee etkisini azaltacaktir. Gercekten ri’deki artis av
popiilasyonun dogum oranini1 dolayisi ile es bulma oranimi arttiracak bu ise Allee

etkisini azaltacaktir.
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Sekil 5.1: r, = 0.08, e = 0.03, 8 = 0.05 ve k = k; iken N(0) = 10 baslangi¢ degerine
sahip av popiilasyonu ¢oziim grafigi r; = 0.5 (kare), r; = 0.55 (karo) ve r; = 0.65
(y1ldiz) degerleri icin elde edilmistir.

Av popiilasyon yogunlugu N(t)

[ N N )

o

50 100 150 200 250 300
Zaman (1)

Sekil 5.2: r; = 0.5, ¢ =0.03, 6 = 0.05 ve k = k; iken N(0) = 10 baglangi¢ degerine
sahip av popiilasyonu ¢oziim grafigi r, = 0.08 (kare), r, = 0.09 (karo) ve r, = 0.12
(y1ldiz) degerleri icin elde edilmistir.
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Sekil 5.1’de rp,¢,0 degerleri sabit olmak iizere farkli r; degerleri icin k = ky
durumunda (periyodik c¢oziimlerin mevcut oldugu) av popiilasyon yogunlugunun
degisim grafigine yer verilmistir. Burada r| deki artig ile Allee etkisindeki azalis

numerik olarak desteklenmektedir.

Tersine E ,:f > () oldugundan avci1 popiilasyonun biiyiime oranini ifade eden r,’deki artis
avci popiilasyon sayisini arttiracak, bu ise av popiilasyon sayisini azaltip avin eg bulma
olasiligini azaltacaktir. Dolayisiyla Allee etkisi artacaktir (Bakiniz Sekil 5.2).

r1 ve rp bilyiime oranlarindaki artisin avcr popiilasyonundaki de8isim ise sirasiyla

Sekil 5.3 ve 5.4°te gosterilmistir. Dikkat edilirse yapilan duyarlilik analizinde diger

24
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Sekil 5.3: r, =0.08, ¢ = 0.03, 8 = 0.05 ve k = k; iken P(0) = 15 baslangi¢ degerine
sahip avci popiilasyonu ¢oziim grafigi r; = 0.5 (kare), r; = 0.55 (karo) ve r; = 0.65
(yildiz) degerleri i¢in elde edilmisgtir.

Aver popiilasyon yogunlugu P(t)

0 50 100 150 200 250 300
Zaman (1)

Sekil 5.4: r; = 0.5, ¢ =0.03, 8 = 0.05 ve k = k; iken P(0) = 15 baglangi¢ degerine
sahip avci popiilasyonu ¢oziim grafigi r, = 0.08 (kare), r, = 0.09 (karo) ve rp, = 0.12
(y1ldiz) degerleri icin elde edilmistir.

parametre degerleri sabit olmak iizere tek bir parametredeki degisikliin sistem
¢Oziimiine etkisi arastirilmistir. Peki tiim parametre degerleri degisirken av ve avci

popiilasyonun zaman icindeki degisiminde hangi parametre daha etkili olur? Bu
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Cizelge 5.1: (4.1) sisteminde yer alan parametre degerleri icin alt ve iist sinirlar

r ) € 6 B
Min | 0.5 | 0.08 || 0.03 || 0.5 0.1
Max | 0.8 || 0.12 || 0.04 || 0.6 || 10

Cizelge 5.2: (4.1) sisteminde yer alan parametre degerleri icin alt ve iist sinirlar

r r € 0 B
Min 0.08 || 0.03 || 0.5 || 0.1
Max 0.12 || 0.04 || 0.6 || 10

soruya cevap verebilmek adina Matlab SAFE (Sensitivity Analysis For Everybody)
programinin  FAST (Fourier Amplitude Sensitivity Test) metodu kullanilmigtir
(Pianosi, 2015).

Burada parametre degerlerinin de8isimi i¢in Cizelge 5.1 ve Cizelge 5.2°de verilen
araliklar baz alinarak model parametrelerin duyarlilik (hassasiyet) indeksi
hesaplanmig ve sonuclar niimerik olarak Sekil 5.5 ile Sekil 5.6’da gosterilmistir.
Burada sirasiyla parametrelerin zamana bagli duyarlilik indeksi (parametrelerin
model ¢iktis1 yani sistemin ¢oziimiiniin zaman i¢indeki de8iskenligi iizerindeki etkisi)
ile birlikte duyarlilik indeksi bar grafigine (her bir parametrenin sistemin ¢oziimiine
bireysel katkis1) yer verilmistir. Sekil 5.5’ten goriildiigii tizere parametre degerleri

cue

sistemin kararlilik bolgesinde kalacak sekilde degistiginde (4.1) sistemi icin en etkili

parametre avin bilylime oranini gosteren r; parametresidir. f = jaadl oldugundan ry
€r)

ve ry parametresindeki degisiklikler B parametresini de etkiler. Dolayisiyla, (4.1)

sisteminin dinamiginin bu ii¢ parametredeki degisikliklere kars1 daha hassas olmasi

dogaldir.
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Sekil 5.5: (a) Cizelge 5.1°de yer alan parametre araliklari i¢in (4.1) sistemine ait her
bir parametrenin zaman bagli duyarlilik indeksi (b) Duyarlilik indeksi bar grafigi.
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Peki sistem kararli iken av popiilasyonu yeterince biiyiiyemez ise ne olur? Cizelge
5.2’de avin biilylime orani rq diisiiriilmiis ve aralifi kisitlanmigtir. Bu degerler icin
duyarhilik indeksi grafigi Sekil 5.6’da verilmistir. Burada Allee etkisi f nin duyarlilik
indeksi daha yiiksektir. Biyolojik a¢idan yorumlamak gerekirse; eger av popiilasyonu
yeterli derecede biiylime oranina sahip degilse (yani popiilasyon es bulmada ve
tiremede ¢ok zorlaniyorsa) veya av popiilasyonu yavas biiyliyorsa avin iireme orani
cok diiger, dolayisiyla Allee etkisi o tiirii yok etmeye dogru gotiiriir. Bu durumda
Allee parametresi sistemin dinamiginde diger parametrelere gore daha cok etkilidir.
Tersine, eger av popiilasyonu yeterince mevcut ve ilireme orani ¢ok artmissa, es
bulmada zorluk cekmiyorsa Allee etkisinin diismesini bekleriz. Bu ise Sekil 5.5 ile

ortuigtir.

(a) (b)
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Sekil 5.6: (a) Cizelge 5.2°de yer alan parametre araliklar i¢in (4.1) sistemine ait her
bir parametrenin zaman bagli duyarlilik indeksi (b) Duyarlilik indeksi bar grafigi.
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6. TARTISMA VE SONUCLAR

Bilindigi ilizere insanlar karsilastiklart doga olaylarini aciklayabilmek icin bilime
dayali bir¢ok calisma yapmis, matematiksel modelleme teknikleri ile de doga
olaylarin1 anlamaya ve aciklamaya calismistir. Bu sekilde olusturulan biyolojik
modellerden biri de popiilasyon modelidir. Popiilasyon modelleri ayni cevreyi
paylasan iki veya daha fazla biyolojik tiir arasindaki etkilesimi icermektedir. Iki tiirii
iceren av-avci sistemini ele alirsak avci olarak adlandirilan tiir av olarak adlandirilan
tiirli yiyerek hayatta kalir. Av popiilasyonu ise ortamdaki diger besinlerden beslenir.

Av-avcl modellerinin biyoloji ve ekolojiye olan katkilarinin yam sira miihendislik,
ekonomi vb. ¢alisma alanlarindaki uygulamalarinm1 da gorebiliriz. Av-avcr modelleri
Lotka (1920) ve Voltera (1926)’nin klasik av-avct modelinde oldugu gibi ilk basta
basit terimlerle ve degiskenlerle olusturulur. Daha sonra modeli iyilestirmek ve
gercek hayat problemine daha iyi bir yaklasim yapabilmek i¢in modele yeni terimler
ve degiskenler eklenir. Elde edilen modeller bagimli ve bagimsiz degiskenlerin yani
sira Allee fonksiyonu gibi bu degiskenlere ve parametreye bagl fonksiyonlar da
icerebilirler. Allee etkisi, bir popiilasyondaki birey sayisi ile bireylerin yasamlarini
stirdiirdiikleri ortam kosullarina uyumlar1 arasindaki pozitif iligki olarak tanimlanir.
Popiilasyonun yasam alaninda ne kadar ¢ok birey varsa (belirli bir tasima kapasitesine
kadar) popiilasyonun devamlilig1 o kadar basarili olur.

Klasik popiilasyon dinamigi goriisiine gore bir popiilasyon kiiciikse veya diisiik
yogunlukta ise popiilasyondaki her bir birey daha fazla kaynak kullanabileceginden
popiilasyon bir siire sonra orta yogunlukta olacaktir. Fakat bu goriiste tiir ici
dayanigsma goz ardi edilmektedir. Pek c¢ok tiiriin bireyleri isbirligi yaparlar: avlamak
veya avcilarindan kurtulmak i¢in ortak stratejiler kullanirlar, birlikte yiyecek ararlar,
elverigsiz ortam kosullarindan kurtulmak icin giiclerini birlestirirler, ayn1 yerde ve
zamanda eg ararlar. Popiilasyonun diisiik yogunlukta olmasi tiirler i¢in kaynak
kullanimi acisindan faydali goriinse de aym tiirden olan bireylerin topluluk
dayanigsmasinin getirdigi fayda daha fazla oldugunda diisiik popiilasyon yogunlugu
bireylerin iireme veya hayatta kalma ihtimallerini diisiirecektir. Dolayisiyla tiiriin
cevreye uyumu azalacaktir. Sonug olarak popiilasyon yogunlugu ile uyum iligkili olup
popiilasyon yogunlugu ne kadar diisiikse uyum da o kadar az olacaktir. Bu durum
oziinde Allee etkisidir.

Popiilasyonda, birey sayist azaldik¢ca dogum orani azalacak ve daha az geng birey
tireyecektir. Bu durum popiilasyon yok olana kadar devam edecektir. Simdi de bir
tiirtin avcilardan korunmak veya besin bulabilmek i¢in gerekli minimum sayida bireye
sahip oldugunu ve bu birey sayisi ile yasama ihtimallerinin yiiksek oldugunu kabul
edelim. Eger belirtilen bu minimum birey sayisindan daha az birey mevcut olursa,
ortamda bulunan bireylerin yagama sansi diiser ve birey sayis1 popiilasyon yok olana
kadar azalir. Bu iki durum Allee etkisinin birer Ornegi olup bu Orneklerin
varyantlarina dayanan Allee etkileri tanimlanabilir.
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Bu tezde, av popiilasyonunun es bulma Allee etkisi (8 Allee sabiti) igeren Leslie tipi
ayrik av-avclr modeli ile siirekli av-aver modeli ele alinmig ve Allee etkisinin iki
sistemin dinamiginde meydana getirdigi degisiklikler analiz edilmistir. Bu kapsamda
Bolim 2’de bir dinamik sistemin denge noktasinin lokal kararli olabilmesi i¢in
gerekli sartlar1 belirleyen temel tanim ve teoremler ifade edilmistir. Ayrica catallanma
teorisi kullanilarak ayrik sistemler icin Flip ve Neimark-Sacker ¢atallanma, siirekli
sistemler icin ise Hopf catallanma analizleri yapilmistir. Flip catallanma sistemin
denge noktasinin kararlilik yapis1 degisirken kaotik yapilarin - goriildiigi,
Neimark-Sacker catallanma ve Hopf catallanma ise degisen kararlilik durumunda
periyodik ¢oziimlerin ortaya c¢iktig1 veya kayboldugu bir ¢atallanma ¢esididir.

Bolim 3’te ilk olarak tez calismasi kapsaminda ele alinan (3.3) (ayrik av-avci)
sisteminin pozitif denge noktast bulunmustur. Daha sonra bu denge noktasinin kararli
olabilmesi icin gerekli sartlar Lemma 3.1’in 1. maddesinin saglanmasi sonucunda
Sonu¢ 3.1 ile belirlenmistir. Burada Allee sabiti ’min degeri arttik¢a, yani av
popiilasyonunun eg bulma oran1 dolayisiyla iireme oranmi azaldik¢a av popiilasyonu ve
buna bagli olarak avci popiilasyonun azaldigi, bir baska ifadeyle, sistem
popiilasyonun daha diisiik degerlerinde dengeye ulasirken, baslangi¢c popiilasyonun
denge degerlerine ulagsma siiresinin arttigr gozlenmistir (Bakimiz Sekil 3.1 ve Sekil
3.2). Calismanin devaminda kararlilik bolgesi disinda catallanmalarin mevcut oldugu
(kaotik yapilar) gozlenmis ve Lemma 3.1°in 2. ve 3. maddesi baz alinarak (3.3)
sistemin denge noktasinda Flip ve Neimark-Sacker ¢atallanmanin goriilebilmesi icin
gerekli sartlar belirlenmistir. Burada 6 ayriklastirma adimi catallanma parametresi
olarak ele alinmugtir. Daha sonra bulunan teorik sonuclari niimerik Orneklerle
desteklemek amacl Allee etkisi iceren ve icermeyen iki 6rnek model ele alinmistir.
Sekil 3.3’ten de goriildiigii iizere Allee etkisi icermeyen model periyodik ¢oziimlere
sahip iken Allee etkisi dinamik yapiy1 bozarak goriiniimii farkli olan bir ¢ekicinin
olusmasina neden olmustur. Sekil 3.4 ve Sekil 3.5 ise Allee etkisi altinda iki tiiriin
birbiri ile etkilesiminin geciktigini gdstermektedir.

(4.1) ile ifade edilen Leslie tipi siirekli av-avct modelinde Allee etkisi Boliim 4’te
incelenmigtir. Analize sistemin denge noktalar1 bulunarak baglanmistir. Denge
noktasinin lokal asimptotik kararli olabilmesi icin gerekli sartlar Teorem 4.1 ile
belirlenmistir. Sistemin kararliligi Allee Sabiti ’y1 olusturan k parametresine bagh
olarak degisiklik gostermektedir. Teorem 4.2 ile (4.1) sisteminde Hopf ¢atallanmanin
ortaya ¢iktif1 iki k degeri (k; ve kp) bulunmustur. Catallanmanin varligi icin
Kuznetsov (1998)’in Hopf Catallanma Teoremi kullanilmis ve catallanmanin yon
analizini veren c|(k.) Lyapunov katsayisi hesaplanmigtir. Calismanin devaminda
teorik sonuglar1 desteklemek icin MATLAB ve MatCont paketi kullanilarak niimerik
simiilasyonlar elde edilmigtir. Sekil 4.1 ve Sekil 4.2, k de8eri artarken ortaya ¢ikan
kararli periyodik ¢oziimleri (Siiperkritik Hopf catallanma) gosterirken, Sekil 4.3
kararsiz periyodik ¢oziimleri (Subkritik Hopf catallanma) gostermektedir. k degeri
arttikca, yani Allee etkisi arttik¢a, av popiilasyonu es bulma zorlugu yasayip sayica
azalirken tek besin kaynagi av olan avci popiilasyonu da azalmaktadir. Fakat her iki
tir de hayatta kalabilmek i¢in mevcut kararsiz ortamlarina uyum saglayarak sistem
kararli duruma geri donmektedir.

Bolim 5, (4.1) sisteminin duyarlilik analizine yer vermektedir. Bolim 4’ten de
goriildiigii tizere (4.1) sisteminin kararlilik yapisinin degistigi ve catallanmanin ortaya
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ciktigr kritik deger, Allee sabitini belirleyen k parametresidir. Sistemde Hopf
catallanma k; ve kp parametre degerlerinde goriiliip bu iki deger sirasiyla av ve avci
popiilasyonun biiyiime orani olan r; ve r, parametresine baglidir. Dolayisiyla, r| ve r;
parametrelerindeki degisiklikler sistem dinamigini anlamak admna Onemlidir.
Duyarlilik indeksi, ele aldigimiz siirekli av-avci sistemi i¢in modeli olusturan
parametre degerlerlerindeki degisikligin sistem c¢iktis1 tizerindeki etkisini Olgen
sayisal bir degerdir. Bu deger O ile 1 arasindadir (O ile 1 dahildir). Bir girdi
paremetresinin duyarlilik indeksi sifira yakinsa, bu parametredeki degisimin sistem
¢Ozlimii lizerinde ihmal edilebilir bir etkisi vardir. Dolayisiyla bu parametre sabit bir
deger olarak almabilir. Ote taraftan, en yiiksek duyarlilik indeksine sahip parametre
degeri sistemin dinamigini biiyiik 6l¢iide degistirme potansiyeline sahip oldugundan,
bu parametre degerini bir kontrol (veya ¢atallanma) parametresi olarak dikkate almak
dogru bir adim olacaktir. Bu kapsamda, (4.1) modelini olusturan tiim parametre
degerleri degisirken duyarlilik indeksi hesaplanmis, sistemin kararli iken av ve avci
popiilasyonun biiyiime oranina, av popiilasyonun es bulma Allee etkisine sahip
oldugu durumda ise Allee sabiti ’ya daha duyarh oldugu gozlenmistir (Bakiniz Sekil
5.5 ve Sekil 5.6).

Sonug¢ olarak, elde ettiimiz bulgular, analizler ve niimerik Ornekler sadece
popiilasyon davraniglarin1 ve nesli tilkkenmekte olan popiilasyonlarin hayatta kalma
stratejilerini anlamada degil ayn1 zamanda popiilasyon dinamikleri, ekoloji, koruma
ve kontrol teorisi hakkinda gelecekteki uygulamalar icin de 6nemli bir etkiye sahiptir.
Ayrica, duyarhilik analizinin sayisal Ornekleri, veri toplamaya Onciiliik edebilir ve
ekosistemin igleyisi i¢in dnemli siirecleri anlama potansiyelimizi artirabilir.
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EK 1: Bazi Temel Tanimlar

Tanim. Bos olmayan bir X kiimesi iizerindeki topoloji, asagidaki ozelliklere sahip X
kiimesinin alt kiimelerinden olusan bir T ailesidir:

1. X, ger.
2. T’ya ait keyfi sayidaki kiimelerin birlesimi T’ya aittir.

3. T’ya ait sonlu sayidaki kiimelerin kesigimi T’ya aittir.

Topolojisi T olan X kiimesine ise topolojik uzay denir (Munkres, 2014).

Tamm. ¢ ve Y topolojik uzaylar olmak iizere H : ¢ — s birebir ve érten' bir fonksiyon
olsun. Ayrica, H fonksiyonu siirekli olup H fonksiyonunun tersi H=' mevcut ve siirekli
olsun. Bu taktirde H fonksiyonuna homeomorfizm denir (Munkres, 2014).

Topolojik Denklik f fonksiyonu analitik olmak iizere, parametreye bagl
x— f(x,a), xeR" oecR! 6.1)

ayrik dinamik sistemini ele alalim. Bu sistemin Jakkobiyen matrisinin (0,0)
noktasindaki degeri A(¢c) olsun.

Ik olarak, & = 0 oldugu durumu ele alalim. Burada f(x,0) = f(x) olmak iizere (6.1)
sistemi
x— f(x), xeR" (6.2)

seklinde yazilabilir. Ayrica A := A(0) olarak tanimlanabilir. Boylelikle lineer olmayan
(6.2) sistemi
x— Ax (6.3)

lineer sistemine cevrilebilir. Dikkat edilirse orijin hem (6.2) sistemi hem de (6.3)
sistemin denge noktasidir.

Benzer tamim parametreye bagli siirekli bir diferensiyel denklem sistemi icin de
yapilabilir.

Tanmmm. Kabul edelim ki ¢, (6.2) sisteminin denge noktasini iceren, Y ise (6.3)
sistemin denge noktasint iceren bir acik kiime olmak iizere ¢ deki yoriingeleri v deki
yoriingelere egleyen bir H : ¢ — W homeomorfizmi mevcut olsun. Bu taktirde, (6.2)
sistemi ile (6.3) sistemine orijinin civarinda topolojik olarak denktir denir (Perko,
2006).

£ : A — B fonksiyonu verilsin. A’nin farkli elemanlariin f fonksiyonu altindaki goriintiileri farkls
ise f fonksiyonuna birebir fonksiyon denir. Eger B’ nin her bir eleman1 f fonksiyonu altinda A’nin bir
elemaninin goriintiisii ise f fonksiyonuna érten fonksiyon (Munkres, 2014).
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EK 2: Tiirkce-Ingilizce Matematik Terimleri Sozliigii

Tiirkce terim

Adi diferensiyel denklem

Ayrik av-avct modeli
Catallanma

Denge noktasi
Degismez

Diizgiin

Hiperbolik
Kararhlik
Karakteristik

Lineer

Manifold (Cok Katlr)
Merkez Manifold
Nitel

Ozdeger

Ozvektor

Subkritik
Stiperkritik

Topolojik Olarak Denklik

Yerel (Lokal)
Yon

Ingilizce Terim

Ordinary differential equation
Discrete-time predator-prey model
Bifurcation

Equilibrium Point

Invariant

Smooth

Hyperbolic

Stability

Characteristic

Linear

Manifold

Center Manifold

Qualitative

Eigenvalue

Eigenvector

Subcritical

Supercritical

Topologically Equivalent
Local

Direction
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