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SEMBOL LISTESI

Bu tezde kullanilan simgeler aciklamalar ile birlikte asagida yer almaktadir.

Simgeler Aciklama

R Reel sayilar kiimesi

N Dogal sayilar kiimesi

F, n. Fibonacci sayisi

L, n. Lucas say1s1

P, n. Pell sayisi

On n. Pell-Lucas sayis1

{U,} Genellestirilmis Fibonacci dizisi
{V} Genellestirilmis Lucas dizisi

| -] Alta yuvarlama (Taban) fonksiyonu
[P] Iverson notasyonu

[n]y n dogal sayisinin g-versiyonu
(x;q)n g-Pochhammer sembolii

@) Binom katsay1lar

{3, Fibonomiyal katsayilar

Y 7 Toplam notasyonu

I1 Carpim notasyonu

i Kompleks birim






1. GIRIS

Lineer cebirin temel konularindan biri olan matrisler matematigin bir¢cok alaninda
karsimiza ¢cikmaktadir. 2. bolimde matrislerin genel 6zelliklerinden, kullanacagimiz
bazi temel tamim ve kavramlardan bahsedecegiz.

Bir matris girdileri bir ya da daha fazla bagimsiz degigskene bagli bir fonksiyon ya da
0zel olarak bir dizinin terimlerinden olusmasi durumunda kombinatoryal matris
olarak adlandirilir. Kombinatoryal matris aileleri genellikle Hankel, Toeplitz,
Hessenberg, Tridiagonal, Circulant vb. matris ailelerinden sec¢ilmektedir.
Kombinatoryal matrislerin gesitli cebirsel ozellikleri literatiirde arastirilmaktadir. 3.
boliimde literatiirdeki mevcut arastirmalari inceleyecegiz.

Ozel tipteki matrisler test matrisi olarak da kullamlmaktadir. Baz1 yazilimlarda
matrislerin her bir cebirsel 6zelliginin hesaplanabilmesi i¢in klasik fonksiyonlar
(inverse( ), det( ), LU( ), Cholesky( ), Eigenvalues( ), v.b.) mevcuttur. Bu
fonksiyonlarin dogrulugunun arastirilmas: i¢cin ©Ozel yapilara sahip ve cebirsel
ozellikleri bilinen cesitli test matrislerine ihtiyag duyulmaktadir. Ornegin Matlab
yaziliminda galeri islevinde kapsamli ve iyi hazirlanmis, parametrelere bagli test
matrislerini iceren bir koleksiyon bulunmaktadir. Bu matrislerin bilinen cebirsel
ozellikleri yazilimlardaki fonksiyonlarin kontrol edilmesi amaciyla test matrisleri elde
etmek icin kullanilabilir.

4. boliimde tez problemlerimizi tanitacagiz. Tezimizde amacimiz 6zel yapilandirilmig
ve parametrik girdilere sahip kombinatoryal matris ailelerinden olan Hankel tiiriinde
yeni genel matris ailelerinin ¢esitli cebirsel 6zelliklerini elde etmektir.

5. bolimde ispat yontemlerinden bahsedecegiz. Kalan bdoliimlerde tezimiz
kapsaminda ele aldigimiz 6zel matris aileleri i¢in elde ettigimiz sonuclar1 ve bunlarin
ispatlarin1 ayr1 ayri sunacagiz. Ayrica matris ailelerimizin 6zel durumlarini
inceleyerek caligmalarimizin ¢esitli uygulamasini sunacagiz.

Tezimizde elde edilen sonuglarimiz saygin dergi ve konferanslarda kabul edilmistir.






2. TEMEL TANIMLAR

Bu boliimde tezimiz boyunca kullanacagimiz bazi temel tanim ve kavramlar
tanitacagiz.

2.1 Lineer Indirgeme Dizileri

Tanim kiimesi dogal sayilardan olusan fonksiyonlara dizi denir. Bir fonksiyon olarak
dizilerin tanim kiimeleri indis degerleri, goriintii kiimeleri de dizinin terimleridir.

Her terimi kendinden 6nce gelen terimlerinin bir lineer kombinasyonu ile ifade edilen
dizilere lineer indirgeme dizileri denir. Bu kombinasyonda bulunan terim sayisina o
dizinin basamagi denir. Eger dizinin basamagi k ise k tane de baslangi¢ kosulu vardir.
Ikinci basamaktan genel Fibonacci ve Lucas say1 dizileri {U,} ve {V, };

Up=0,U; =1, Vy =2 ve V] = p baslangic kosullar1 i¢in

U, = pUn—l +U, 2 ve V,= an—l + Vo2 (21)

kurallar1 ile tanimlanair.
Simdi bazi1 6zel say1 dizilerini asagidaki tabloda verelim:

Cizelge 2.1: Baz1 Sayi Dizileri

Katsayis1 | Baslangic Degerleri Dizinin Ad1
p=1 Upy=0veU; =1 Fibonacci {F, }

p=1 Vo=2veV, =1 Lucas {L,}
p:2 U0:0veU1:1 Pell{Pn}
p=2 Up=U; =2 Pell-Lucas {Q,}

U, ve V, dizilerinin karakteristik denklemi x? — px — 1 = 0 ’dir. Bu karakteristik
denklemin koklerini @ ve 8 olmak iizere

p+VA
="

p=" _XK (2.2)

esitlikleriyle elde edilir.
Burada A = p? + 4 olarak gosterilir. Ozel olarak Fibonacci ve Lucas sayilart igin
karakteristik denklemimiz x> —x — 1 = 0 ve kokleride (14 +/5)/2 seklinde olacaktir.
U, ve V, dizilerin n. terimini hesaplamak i¢in Binet n ’e bagl bir formiil vermistir. Bu
formiiller

o' — ﬁn

o—p

U, ve V,=a"+p" 2.3)

seklindedir.



2.2 g-Versiyon

Herhangi bir n dogal sayisinin g-versiyonu

1— qn n—1 '
nly = =Yq (2.4)
I-q &
seklinde tanimlanir. Burada
lim[n], = n. (2.5)
q—1

(x;q)o = 1 olmak iizere negatif olmayan n tam sayisi i¢in g-Pochhammer sembolii

(1:q)n = (1 =) (1 —xq) - (1 —xq"""). (2.6)

seklinde tanimlanir. Bu durumda genel Fibonacci ve Lucas dizilerinin g-analoglar1 ¢ =
B/ (ya da buna denk o = i/,/q) secilerek

_o =B ol 2.7)

ve
Vi=a"+B"=a"(14+4") (2.8)

elde edilir.

2.3 Matrisler ve Bazi1 Cebirsel Ozellikleri

Matematikte lineer cebirin temel kavrami olan matrisler; dikdortgen bir dizi
olusturacak sekilde satir ve siitunlar halinde diizenlenmis bir say1 kiimeleridir. Bagka
bir deyisle matrisler, bir veya birden fazla satir ve siitundan olusan dizilerdir.
Matrislerdeki sayilara matrisin elemanlar1 veya girdileri denir. Buradaki elemanlarin
yerlerini satirlar ve siitunlar araciligi ile gosteririz.

Temel olarak matrisler bir bilgiyi ifade etme yoludur. 1. boliimde bahsettigimiz tizere
matrisler bircok alanda siklikla kullanilir. Bu nedenle matrislerin cebirsel 6zellikleri
arastirtlmaktadir. Literatiirdeki bu oOrneklerden bazilar1 kombinatoryal matris
ailelerinden olan Hankel, Band, Toeplitz ve Hessenberg matrisleridir.

Tezimiz kapsaminda bizde Ozel matris ailelerinden Hankel tiiriindeki Hilbert
matrislerinin yeni bir ailesini ¢alisacagiz. Bu tezin amaci daha once caligilmamis yeni
kombinatoryal matris ailelerinin LU ayrisimlari, determinantlari, tersleri gibi bazi
cebrisel ozelliklerini incelemektir.

Simdi matrislerin bazi cebirsel 6zelliklerini verelim:

Bu tezde bir A matrisinin (i, j) elemanini A;; ile gosterecegiz.

A, n x n tipinde kare matris olsun. Eger

A-B=B-A=1, (2.9)
olacak sekilde n boyutlu B matrisi varsa bu durumda A matrisine ters ¢evrilebilirdir
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(Yani A terse sahiptir) denir ve A~ =B dir.

Burada 7, sadece kosegen elemanlar1 1; diger elemanlar1 O dan olusan birim matristir.
Bir matrisin tersi mevcut ise tektir.

A ve B, n x n tipinde ters ¢evrilebilir iki matris ise A - B matrisi de ters cevrilebilirdir
ve burada

(A-By '=p71.A71 (2.10)
Eger A matrisi ters cevrilebilirse A~! ters gevrilebilirdir
A Hl=A. (2.11)

Reel sayilar lizerinde tanimli bir kare matrisin determinanti reel bir say1 de8eridir ve
her matris i¢in bu deger tektir. Determinant degeri matrislerin tersinin bulunmasinda
ve lineer denklem sistemlerinin ¢oziimiinde kullanilir. Bir matrisin determinant1 detA
veya |A| ile gosterilir. Cok degiskenli bir olguyu tek bir sayiyla 6zetlemek igin
determinant hesab1 oldukc¢a faydalidir. Matrisin boyutuna bagh olarak determinant
hesaplarken bir¢ok farkli yontem kullanilir.

Genel bir 6rnek verecek olursak;

i > jicin a;j =0ise A = [a;;], n x n matrisine st iiggen U; i < j i¢in q;; = 0 ise alt
ticgen L ile gosterilir. n X n boyutlu bir matris alt veya iist iicgen formdayken matrisin
kosegen elemanlarinin ¢arpimi determinant degerine esittir.

Herhangi bir A kare matrisi bir birim alt ticgen L matrisi ile bir iist licgen U matrisinin
carpimi seklinde yazilabilir. Bu ayrisim dogrusal denklemlerin kare sistemlerini
cozerken, ters matrisi hesaplarken ve matrisin determinantin1 hesaplarken kolaylik
saglar.

Ornegin;

A=L-U (2.12)

ayrisimina sahip herhangi bir A kare matrisi icin A~ hesabini yaparken bu esitligin
her iki tarafinin tersini aldigimizda

Al=w.v)yt=vu"'.L! (2.13)
esitliginden yararlanabiliriz.

Baska bir ornek olarak A herhangi bir kare matrisinin LU ayrigimininda bir birim alt
ticgen matris L ve ist icgen matris U

1 0 U U Ulp
Iy 1 U Uy

L= 13 I3 U= u33 Usp (2.14)
) ln,n—l 1 i i 0 Unn i

seklinde olmak iizere A matrisinin determinanti kolaylikla hesaplanabilir. Burada alt
ticgen matrisin determinant1 kosegen elemanlarinin ¢carpimi oldugundan detL = 1 ’dir.

4



Benzer sekilde bir iist ticgen matrisin determinanti kdsegen elemanlarinin ¢arpimi
oldugundan
detU = ujiuyy ... uy, (2.15)

ile hesaplanir. Burada
A=L-U (2.16)

esitliginin her iki tarafinda determinant alirsak
detA = det(LU) =det(L)-det(U) =1-detU = ujjup;...un, (2.17)

olacaktir. Dolayisiyla A matrisinin determinantim1 sadece U matrisinin kosegen
elemanlarini garparak hesaplariz.

Not. Herhangi bir A kare matrisi bir birim alt ticgen L matrisi ile bir iist iiggen U
matrisinin ¢arpimi seklinde yazilabilmesi i¢in ters cevrilebilir bir A matrisinin tiim alt
matrislerinin sifir olmayan determinantlara sahip olmasi gerekir.



3. LITERATUR TARAMASI

Bu boliimde tezimiz kapsaminda ele alacagimiz temel kombinatoryal matris ailelerinin
ve mevcut genellestirilmis hallerinin matematiksel detaylarini ve literatiirdeki mevcut
olan ozelliklerini asagidaki gibi sunacagiz:

Genel olarak n x n boyutlu Hankel matrisleri

ag ap a» ... dp_|
ai a a ... ay
A= a as aq | (3.1)
an—-1 dn Apyl ... A2p-2

formuna sahiptir. Hankel matrisi A nin girdileri, i < j olmak iizere A; j = A; 1 j &
(k = 0,1,...,j — i) esitligi ile tammlanir. Hankel matrislerinin 6nemli 6zel
durumlarindan biri Hilbert matrisidir. Hilbert matrisi H = [H; /]

1

H;j =
Yooitj—1

(3.2)

seklinde tamimlanir. Bu matrisin tersi, 0z degerleri, 0z vektorleri ve
kosegenlestirilebilir olup olmadig1 gibi  ozellikleri literatiirde  verilmistir
([21,141,[51,[61,[71.[81,[241,[25],[261,[27],[28]).  Hilbert = matrisinin  tersi  ve
determinanti agik formiillerle elde edilmis ve matrisin terimleri birim kesirlerden
olusmasina ragmen tersinin biitiin girdileri tam sayilardan olusmustur [4].

Richardson [24], Hilbert matrisinde tam say1 dizisi kullanmak yerine Fibonacci
dizilerinin terimlerini kullanarak Filbert matrisi F = [f;;] "yi

1

3.3)
Fiyj

fij =

seklinde tamimlamigtir. Benzer sekilde bu matris Lucas sayilar ile tanimlandiginda
Lilbert matrisi olarak adlandirilmistir. Hilbert ve Filbert matrislerinin terslerinin
formiilleri arasinda biiyiik bir paralellik oldugu goriilmiis, ters Filbert matrisinde, ters
Hilbert matrisindeki binomial katsayilarin yerine Fibonomial katsayilarin alindigini
ve ters Filbert matrisinin girdilerinin de tam say1 oldufu elde edilmistir. Burada
0 < k < n olmak iizere genel Fibonomiyal katsayilari



n
H. Fﬁ+r

n t=n—k+1
=onktl (3.4)
{k}lJ

k
[IFhHJ
=1
seklinde tanimlanir. Ayrica g-Pochhammer sembolii kullanilarak » > k icin g-Binom

katsayilart
Ze 4%
|:n:| — (q ’q )” (3.5)
ki, (@G q )«

seklinde tanimlanir.
Simdi Hilbert ve Filbert matrislerinin literatiirdeki genellestirilmis 6zel halleri tizerine
yapilan ¢aligmalar1 inceleyelim:

* r > —1 tam sayis1 i¢in

1
aijj = ——— (3.6)
p I§+j+r
seklinde tanimlamis ve cebirsel 6zellikler incelenmisgtir [13].
* Ardindan Filbert ve Lilbert matrislerinin terslerine ait sonuglar verilmistir [22] .

* Filbert matrisinin bagka bir genel durumu A > 1, r > —1 herhangi tam sayilar ve
x, y reel sayilar olmak iizere

(3.7)

seklinde alinarak incelenmistir [23].

* Daha genel durumda; bir dnceki ¢alismadan farkli olarak yazarlar [15], matrisin
elemanlarini pay kismindaki reel sayilar yerine s # r, A > 1, s > —1 olmak iizere
Fibonacci ve Lucas sayilarinin oranlarini

B (it j)+r ve L (it j)+r
Fh (it j)+s Ly (it j)+s

seklinde almis ve bu matrislerin 6zellikleri incelenmistir.
Bu calismalarin iizerine:
e r > —1, k > 1 tam sayilar olmak iizere [14]

1

FivjorFivjrre1 - Figjyrik—1

* A,rk tam sayilari i¢in r > —1 ve k,A > 1 olmak iizere [16]

1

F)L(i+j)+rF/1(i+j+1)+r e 'Fl(i+j+k—1)+r

7



* Yukaridaki iki ©zel durumda Fibonacci sayilari yerine Lucas sayilarinin
incelendigi [18]

e A,U,rstam sayilariigin r,s > —1, s # r ve A, i > 1 olmak iizere [17]

1 Fpivpjer 1 ve Lyivpjir

L)Li+uj+r L)Li+uj+s

F)Li+uj+r F)Li+uj+s

* [19] ve onun daha genel versiyonu olan [20]

1

(Faitpjrr1 - Frispjerek) Laicpjestr - Laicpjestk)

ve
1

(Laivpjerst Laivpjerek) Laimpjese1 - Laipjrs+k)

e A,u # 0 ve r, s tam sayilari icin [3]

Fiivy: Lyiiyi
it A

Lyivpjss Fhivpjvs

olacak sekilde matris genellestirmeleri yapilmis ve 6zellikleri ele alinmisgtir.

* Daha once calisilan tiim yapilarda indisler lineer yapilara sahipken Kili¢ ve
Arikan [9] ve Kili¢ vd. [21] calismalarinda, ilk kez genellestirilmis Fibonacci
ve Lucas sayilarini iceren indisleri lineer olmayan Filbert ve Lilbert matrislerini
tanimladilar:

Burada A, i, k, m pozitif tam sayilar ve r, s, ¢ tam sayilari i¢in elemanlar

1 1

ve ,
Y A(i+r)Rp(j+s)m+c V)L(i-l—r)"—Hl( j+s)m+c

1

)

U (itrfr iy e VAG+rf—p(isym e
|

Vatitnkru(irsynrer Valirrk—u(itsym+es
olarak alinmigtir.

« Ayrica yazarlar [1], A ve i pozitif tam sayilar ve tiim i, j icin x # g~ **~*J olacak
sekilde x reel say1 olmak iizere ¢ = [; ;]; j>0 matrisini

1 — xghi—Hi

LJ ]—qulJrllJ’

(3.8)

seklinde tamimlayarak diger calismalarin aksine sonuglarini  matrisin
g-versiyonundan yararlanarak hesaplamiglardir.
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Yukarida sunulan c¢alismalarda tanimlanan matrislerin cebirsel Ozellikleri olarak
tersleri, LU ve Cholesky ayrisimlart ve bunlarin tersleri, determinantlari gibi
ozellikleri incelenmistir.

Burada bahsedilen bazi caligmalar Fibonacci ve Lucas gibi dizilerin terimleriyle
tanimlanmig olsa da bu matrisler genellestirilerek rasyonel bir fonksiyon ile
tanimlanmigtir. Bu fonksiyonlarin 6zel bir durumunda elemanlar bu dizilerin
terimlerini vermektedir.

Tezimiz kapsaminda literatiirde calisilan 6zel yapilandirilmis matris ailelerinden
Hankel tiiriinde yeni genel matris ailelerini ve bunlarin bazi cebirsel 6zelliklerini ele
alacagiz.



4. TEZ PROBLEMI VE CALISMA PLANI

Bu boliimde tezimiz kapsaminda yapacaklarimizi kisaca ozetleyecegiz.
Calismalarimizda ele alacagimiz yeni matris ailelerini asagidaki gibi tanimlayalim:

1. Herhangi a, b, x, y, g reel sayilart igin 1 +xg®" 2" = 0 ve 1 +yg®" " 2 0 olmak
tizere & = [Hin p)mn>0;

1

W m tek ise,
o =[] = 4.1)
1 .
W m glft 1Se.

2. Herhangix,y, ¢, A, U, a,b, p, r,v, wreel sayilari icin 1 +xg*+* (m+p)"+p(n+r)” +
0 ve 1 +yghtAm+p) +(40)" - 0 saglayan B = (B plmn>0;

1 X
TR m tek ise,
B = [PBmn) = 4.2)
1
m cift ise.

1+ yqb+@m+q‘z1
Burada ® ve ¥ index fonksiyonlarini asagidaki gibi tamimlayalim:

D, :=A(i+p) ve ¥ii=pu(i+r)". 4.3)

3. Herhangia, b, p, r, A, lt, v, w, ¢ ve x reel sayilari igin 1 4 xghta(ptm) +b(rn)" -
0 ve 1 +yghtalptm)+b(r+m™ 2L 0 (x y = 0) olmak tizere € = [Gnnlmn>0;

(1 A+®(m)+¥(n)
+Xq m tek ise,

1+ xqu+<1>(m)+‘l’(n)
C = [Gna] = (44)
1+yq/1+<b(m)+‘{'(n)
1+ yqu+<b(m)+‘1’(n)

m ¢ift ise.

Burada gosterimi sadelestirmek amaciyla yukaridakinden bagimsiz olarak & ve
Y index fonksiyonlarin1 asagidaki sekilde tanimlayalim:

®(i):=a(p+i) veP(i):=b(r+i)". 4.5)
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4. Herhangia, b, p,r, A, lL, v, w, q ve x reel sayilart icin 1 + ygh+ta(m+p) +b(ntr)" £
0, (y # 0) olmak tizere ¥ = [.@m7n]m,n>0;

B 1 +qu+¢(m,n) “46)

m,n

N 1 —|—yql~1+cb(m7") '

Burada gosterimi sadelestirmek amaciyla yukaridakinden bagimsiz olarak &
index fonksiyonunu asagidaki sekilde tanimlayalim:

®(m,n) =:a(p+m) +b(r+n)". 4.7

Bu tez boyunca yukarida tanimlanan matrislerde asagida belirtilen ozellikler
incelenecektir:

« flk olarak LU ayrisimlarindan ve bunlarin terslerinden gelen L, U, L~ ve U~!
matrisleri i¢cin ve matrisin boyutuna baglhh olarak matrisin tersinin ve
determinantinin genel formiiliinii elde edecegiz.

e Girigler asimetrik oldugu icin bu matris aileleri i¢in Cholesky ayrisimini
degerlendiremiyoruz.

* Elde ettigimiz formiillerimizi klasik yontemleri kullanarak ispatlayacagiz.

* Son olarak matrislerin 6zel durumlarini inceleyerek uygulama alanina
deginecegiz. Burada tiim 6zdesliklerimiz genel ¢ i¢in gecerlidir. Bu durumda
Fibonacci ve Lucas sayilariyla ilgili sonuglar, ¢ 'nun 6zel se¢cimi icin dogal
sonuclar olarak ortaya ¢ikacaktir.

e o/ matrisine ait elde ettigimiz sonuglar Mathematica Slovaca dergisinde
“Harmony of asymmetric variants of the Filbert and Lilbert matrices in g-form”
ismiyle basilmistir [10].

* % matrisine ait elde ettigimiz sonuglar “Curious harmony in asymmetric &
nonlinear variant of Filbert and Lilbert matrices” ismiyle SCI-Expanded
kapsamli Hacettepe Journal of Mathematics and Statistics dergisinde basilmistir
[11].

* 2 matrisine ait elde ettigimiz sonuglar “A nonlinear Filbert-like matrix with
three free parameters: From linearity to nonlinearity” ismiyle SCI-Expanded
kapsamli Mathematica Slovaca dergisinde basilmistir [12].
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5. YONTEM

Bu boliimde onceki bolimde tanimladigimiz Hankel tiirii 6zel matris ailelerinde
parametrelerine ve girdilerine gore kullanacagimiz yontemleri ozetleyelim:

1. Her bir parametrik matris ailesi i¢in diisik boyutlu (< 15) matrisler
olusturulacak ve bu matrislere kars1 gelen cebirsel 6zellikler i¢in girdilere bagh
olarak matematiksel ifadeler elde edilecektir.

* Bu kapsamda sembolik islem yapilabilen ve matris girdileri olan dizi
elemanlarin1 degiskenler olarak girebilecegimiz Mathematica ve Scientific
WorkPlace gibi yazilimlar1 kullanilacaktir.

» Teorik metotlarla hedeflenen sonuglarin elde edilememesi veya ¢ok karmasik
olmas1 durumunda ise bu diisiik boyutlu matrisler i¢in girdiler sayisal degerler
olarak alinacak ve bu degerlere kars1 gelen her bir matrisin cebirsel 6zellikleri
tahmin giiclinden yararlanarak bulunacaktir. Elde edilen bu sayisal sonug¢lardan
matrisin girdilerine bagh olarak matrisin her bir cebirsel 6zelligi icin agik
formiiller veya indirgeme bagintilar1 elde edilecektir. Bu amagla bir veri havuzu
olusturulup ve benzer sekilde matris elemanlar1 parametrelere ve indislere baglh
olarak ifade edilecektir. Bu durumlarda matrisin boyutuna bagl bir formiil elde
edilebilmektedir.

 Her bir matris ailemiz i¢in LU ayrnigimlart farkli parametreler icin
hesaplanacaktir. Bu ayrisim sayesinde alt veya iist tiggen seklindeki bir matrisin
determinant1 kosegen elemanlarin ¢carpimi oldugundan dolay1

det(L-U) =det(L)-det(U) (5.1)

esitligini kullanarak yeni matris ailemizin determinantint da elde etmek
miimkiindiir. Eger iicgen matrislerden herhangi birinin bir kdsegen elemani 0
ise determinant1 O olacak ve tersi olmadig1 sonucuna varacagiz. Determinantin
0 dan farkli oldugu durumlar i¢in ise yapilarina bagh olarak L ve U matrisleri
aragtirilacak ve

(L-u)yt=u-t.L! (5.2)

esitliginden matrislerin tersleri bulunacaktir. Burada 6nemli bir ayrinti bir
matrisin birden fazla LU ayrisiminin olabilmesidir. Bu ayrisimin tek olabilmesi
icin L matrisinin birim alt iicgen (kdsegeni 1 olan alt icgen matris) veya U
matrisinin birim {iist ticgen matris (kdsegeni 1 olan iist iggen matris) olmasi
sart1 kullamlabilir. Islem kolaylig1 acisindan bu durumda L matrisi birim alt
ticgen matris olacak sekilde c¢alismalar yiiriitilecektir. Bu sebeple yeni
matrisimizin determinant1 sadece U matrisinin kdsegen iizerindeki elemanlarin
carpimi seklindedir. Boylece determinant i¢cin matrisin boyutuna bagl olarak
daha net bir formiil elde etmek miimkiindiir.
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2. Her bir parametrik matris ailesi i¢in tiim boyutlarda gecerli olacak sekilde bu
matrislere kars1 gelen cebirsel 6zellikler icin girdilere bagl olarak matematiksel
ifadeler elde edilecektir. Burada elde edilen sonuglar diisiik boyutlu (< 15)
matrisler i¢in elde edilen sonuglarin genellemeleridir. Bu genel sonuclarin
dogrulugu tiim boyutlar i¢in ispatlanacaktir. Bu ispatlar sirasinda klasik ispat
yontemlerini kullanacagiz.

3. Elde edilen sonuglar tiimevarim ve geriye dogru tiimevarim yontemleri
kullanilarak hesaplanacaktir.
Burada kisaca tiimevarim ve geriye doniik tiimevarim yontemini hatirlatalim:
Her pozitif n tamsayis1 igin P(n) bir 6nerme olsun.
* P(1) ’in dogru oldugunu gosterelim.
* Kabul edelim ki P(k) her k pozitif tam sayis1 i¢in dogru olsun.

* Bu durumda eger P(k+ 1) de dogruysa, o zaman P(n) her pozitif n tam
sayis1 i¢in dogru oldugu duruma tiimevarimla ispatlama denir.

e P(k+1) indogru kabul edilip P(k) *nin dogrulugunun gosterildigi duruma
ise geriye doniik timevarimla ispatlama denir.
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6. </ MATRISI ICIN SONUCLAR

6.1 Tez Problemi ve Calisma Plani

Bu boliimde tezimiz kapsaminda ele alacagimiz 4. boliimde tanimladigimiz o/ matris
ailesinine ait sonuglari ispatlariyla birlikte verecegiz.

Oncelikle .7 matrisini tekrar hatirlatalim:

Herhangi a, b, x, y ve g reel sayilari i¢in 1 4+ xg®" 2" £ 0 ve 1+ yg®"+b" £ 0 olmak
lizere &/ = [ﬂm,n]m,n>0;

W m tek ise,
5 = (6] = 6.
1 .
qum m glft 1S€.

e 1k olarak LU ayrigimindan ve bunlarin terslerinden gelen L, U, L™! ve U~!
matrisleri i¢in agik formiiller sunacagiz.

* Ardindan matrisimizin boyutuna bagli olarak matrisin tersinin ve
determinantinin genel formiillerini verecegiz.

* Elde ettigimiz formiilleri gerekli yontemleri kullanarak ispatlayacagiz.

* Son olarak matrisin 6zel durumlarini inceleyerek uygulama alanina deginecegiz.
Burada tiim 6zdesliklerimiz genel ¢ icin gecerlidir. Bu durumda Fibonacci ve
Lucas sayilariyla ilgili sonuclar, ¢ 'nun 6zel secimi icin dogal sonuglar olarak
ortaya cikacaktir.

6.2 Temel Sonuclar

Simdi .7 matrisinin LU ayristmuini, L~!, U~! matrislerini ve <7 ~! matrisini asagidaki
teoremlerde verecegiz.
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Teorem 6.1. 1 < d < n ve n tek olmak iizere,

Lo 1 [ (n—1)/2 }
" (~xgm i), LLd = 1) /2],
(
(_xqad+b;qb)d <xy—1qa(nfd+l);q2a> v |
5, d tek ise,
(xy~'g%q )(d_1)/z
X (6.2)
__yad+b. b -1 _a(n—d+2). 2a
( e 4 )d<xy 4 4 )(d2)/2 o
(x—Lyg; ¢ d ¢ift ise
\ Y4%4°) 472
ve n ¢ift ise,
B, ! Pm—nmq
C O (—ygmthigh) L@ —1) /2] ],
( _yqad+b. b —1,, a(n—d+2). 2a
() ()
— d tek ise,
(xy~'q%q )(d—1)/2
X (6.3)
(_yqad+b;qb)d (x—lyqa(n—d—i-l);an) "
—F> d cift ise
X 7
\ (" 1yg%q*) 40
ve
glad+2bn)(d=1)/2 ( AEOR qb) (%)

Upn = (— 1) 1) a1 ’ L(d—1)/2]
) (_xqa+bn;q2a) (d11))2) (_yq2a+bn;q2a> m
A AL TR

(_xqader;qb)d_l
x (6.4)
(xyfl)d/Z (xflyqa;q%z)d/2
d cift ise.
\ (_yqad+b;qb)d71

Asagidaki teoremde L~! ve U~! matrislerinin formiillerini verecegiz.

Teorem 6.2. 1 < d < nve n tek olmak iizere,

3
Q=
I

(= 1yt ga('s) 1 [L(n—l)/2 L

(_xqaner; qb) -

15



( ad+b. b 1 ad. 2a
q ,C] Xy q q n—
( (- n?/Z ( >( /2 d tek ise,
(x_ly) (x_ yq“;q a)(nfd)/Z
X
(_yqader;qb) B (xyflqa(nfdJrZ);an) v
(d—nt1)/2 d cift ise
\ (oy=1) (g 4% 4
ve n ¢ift ise,
- " 1 [(n—1)/2]
L 1 —(—1 n+dqa( 2’1) {
na =D (—yq™ttq),_ LL(d—1)/2]]5,
(3 25) (5 2
(d—n+1)/2 (D2 d tek ise,
(Xﬁly) (xyflqa;an)(d_l)/z
X 4
ad+b. b —1,,,a(d+1). 2a
( Yq 4 )nfl Ry Vq q (n—d) /2
d=n))2 ‘ d ¢ift ise
( —1) ()C —1,a. Za)
\ Xy Yy q°.q (n_d)/2
ve
—1 _ (_1\(d+n+1)/2_bd(1+d—2n)/2—a(}) n—1
Ud,n ( 1) q 2 |:d—1 .
y (—xqtde; qza)wzJ (—yg2etb, qza)t(n_l)m
(@46%) (1-1)/2) (4%:4)1-
( an+b. b
1( - - ) d tek ise,
(xy)(”_ )2 (xy~lq% q? )(n_1)/2
X
: an+b. b
:( qu ,q) d cift ise.
\ (xy— )n/ (.X_ )’q ,q )n/2

Simdi &7 matrisinin boyutuna bagl olarak tersini asagidaki teoremde verecegiz.

Teorem 6.3. 1 < m,n <N olmak iizere,

1

-1 _ / q\m+n+N+1
(V) = (=1) g(an@N—n=1)+bm(2N-m~1))/2

2a+bm. 2a a+bm. 2a

X

(@67 (v—1))2) (4":4°) v

16

N—-1

(—vq 3@*) oy (X)) o) [L(N )/2@ {
[(n=1) /2] [, lm—

(6.5)

(6.6)

(6.7)

.



¢ (1 +xqan+bM)—1x(1+n—2N)/2y(1—n)/2 (—xq@ b )
—1y,qa- 42a —1,a- ,2a ~ n tek ise,
(x~'yg*:q )L(N—n—i—l)/zj (xy~'g%q )(n—l)/Z
X (6.8)
1+ an-+bm _lx—n/2 (n—2N=-2)/2 ( _ an-i—b; b
(L+ye 1 a.) 2a ’ - <a.yq2a d )N n ¢ift ise.
\ (™1 94%) (v ong1y 2y (Y9587 0

Son olarak, %7 matrisinin determinantin1 boyutuna bagl olarak asagidaki teorem ile
verecegiz. Daha Onceden belirttidimiz iizere U matrisinin kosegen girdilerinin
carpimini kullanarak .7 matrisinin determinantini kolayca elde edebiliriz.

Teorem 6.4. N > 1 olmak iizere,

det oty = (—1)[V/2] gN=DN @D @)/6 | (V/2)° | | (-1)/27)

(
N—1 . |N/2] (an;an)tz (x—lyqa;q2a)t (xy—lqa;an)l

b. b
X P (q g )t ZI;II (_xqa(2t71)+b;qb)N (_yq2a[+b;qb>N

(o) o (3™ ) N ke
X (6.9)

(qz“;qza)1§§2 (xy‘lcz/“;qrz"m}2 N cift ise.

6.3 Ispat

Simdi buldugumuz bu sonuglarm ispatin1 verecegiz. Iddialarimzi tiimevarim ve
geriye doniik timevarim yontemleriyle kanitlayacagiz. Bu yontemlerde islemler uzun
ve zaman alici1 oldugundan sonuclarimizin bir kisminin ispatin1 verecegiz. Diger
sonuclarin ispatlar1 da benzer sekildedir.

6.3.1 LU Ayrisiminin Ispati

&/ matrisinin LU ayrigiminin ispati i¢in

Z Lm,dUd.,n = vam,n (6 10)

1<d<min(m,n)

esitlifini gostermeliyiz.

Burada esitligi ispatlarken dikkat etmemiz gereken nokta; L matrisinin ardisik iki satir
ve siitununun dort farkli formiille tanimlanmis olmasidir. Benzer sekilde, U ’nun
ardisik satirlarin1 da iki farkli formiille tanimlamistik. Bu nedenle, </ 'nin LU
ayristmini kanitlamak i¢in dort durumu degerlendirmeliyiz.

Bundan 6nce, daha genel durumu ele alacagiz. m > n olmak iizere genelligi bozmadan
ekstra bir K degiskenine bagli olarak

Y, LuaUin 6.11)

K<d<n
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toplamin1 dort alt durumla ele alalim. Bunun i¢in agagidaki toplamlar1 tanimlayalim:
(1) m ve K tek ise,

. b(1—n). b -1 a(m—d+1). 2a
SUM(]) _ mlrl(znuﬂ)(_l)dl (q ’q )d—l (-xy q aq )(d—l)/z
K = q(ad+2bn)(17d)/2(xy)(lfd)/Z (_yq2a+bn;q2a) (d-1)2
(qa(mfdJrZ) : q2a> s (1 +qu(a+b))
< . (6.12)
(_xqa+bn; an) (@112 (_xqam—i-b; qb)d
(i1) m cift, K tek ise,
. b(1—n). b —1,, a(m—d+2). 2a
SUMY 1= muf‘,ﬂ’n)(—l)"‘1 <q ,q >d‘1 <x ™ 1 >(d—1>/2
= q(ad+2bn)(1—d)/2 (xy)(l—d)/Z (_yq2a+bn; an) (d-1)2
(qa(m—d-i-l);an) A (1 +qu(a+b))
X . (6.13)
(_xqa+bn; an) (d11))2 (_yqam-i-b; qb)d
(ii1) m tek, K cift ise,
. b(1-n). b -1 a(m—d+2). 2a
syMP .= mﬁmn)(_l)d <q 4 >‘H <xy < A >(d2)/2
P P gad-+26m)(1=d) /2 (xy~1)~d/2 (_yq2a+bn;q2a)d/2
( golm=d+1), qza)d/2 (14 ygla+b))
X . (6.14)
(_xqa+bn; an)d/z (_xqam+b;qb)d
(iv) m ve K cift ise,
. b(1—n). b —1,,,a(m—d+1). ,2a
SuM@ -— mlrg‘j’n)(_ 4 (q 4 )d—l <x Y4 4 )d/2
K = q(ad+2bn)(lfd)/2 (xy—l )fd/2 (_yq2a+bn;q2a)d/2
a(m—d+2). 2a d(a+b)
q 'q (1+yg™ ™)
" ( )(d—Z)/Z 6.15)

(_xqa-i-bn;an)d/z (_yqam—i—b; qb)d
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O halde 1 <i <4 olmak iizere SUM%? toplamlarini kullanarak (6.11) toplamini

( ) -
SUMy" m ve n tek ise,

SUMg) m cift, n tek ise,
Y, LuaUin= (6.16)
SUMg) m tek, n cift ise,

@) o
| SUMg~ mven cift ise,

seklinde dort alt duruma bolebiliriz. Simdi 1 < i < 4 olmak iizere SUM&? toplamlarini
hesaplamak i¢in agsagidaki 6nermeyi verecegiz.

Onerme 6.1. (i) m ve K tek ise,

<qb(17n);qb> V. (xyflqa(meJrl);qM) 3

() _ ; \K-1
SuMy” = (=1) K2 (1K) () (1=K)]2 (—yqabn; oa)

(K+1)/2

a(m—K+2). 2a am+Kb a(K+1)+bn
(a 0) oy (1) (1 43 )

X . (6.17)
(_xqa+bn; an) (K-1)/2 (—anm+b;qb)K (1 +xqam+bn)

(ii) m ¢ift, K tek ise,

q(aK+2bn)(1—K)/Z(xy>(l—l()/2 (_yq2a+bn;q2a)(K_1)/2

a(m—K+1). 2a am~+Kb aK+bn
q 1q (1+yg  22) (1 +xg"77")
y ( )(Kl)/2 (6.18)

(_xqa+bn;q2a) (K+1)/2 (_yqaerb;qb)K (1 +yqam+bn) .

SUMP = (—1)K-!

(iii) m tek, K cift ise,

). g i xy~ lgam=K+2), 2 i
K—1 (K—2)/2

3) _ (1)K
SUM =(—1) q(aK+2bn)(lfK)/2(xy—1)fK/Z (_xqa+bn;q2a)

K/2

(qa(m—K+l);q2a)K , (1 —I—anm+Kb)(1 _|_yan+bn)

/
X . (6.19)
(_yq2a+bn;q2a>K/2 (_xqam—l-b; qb>K (1 +xqam+bn)
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(iv) mve K cift ise,

b(1—n). b -1, a(m—K+1). 2a
(q 4 )K—] (x Y4 4 )K/Z
q(aKﬁ-an)(l—K)/Z(xyfl)—K/Z (_yq2a+bn;q2a)K/2
a(m—K+2). 2a am+Kb aK+bn
(q 1q )(Kz)/z(lﬂq )(1+yg™® ")

X . (6.20)
(_xqa—i-bn; q2a)K/2 (_yqam—l-b; qb)K (1 _|_yqam+bn)

suMd = (—1)K

Kamt. Iddiamizi kanitlarken m ve K ’nin tek veya cift olmas1 durumunu ayri ayri
inceleyecegiz. m ve K tek oldugunda geriye doniik tiimevarim yontemi geregi (6.17)
ve (6.19) ’da verilen sonuglari birlikte diisiinecegiz. Bunun sebebi toplamin indisinde
hem cift hem tek degerlerin bulunmasidir. Benzer sekilde m cift oldugunda ise (6.18)
ve (6.20) ’deki sonuglar birlikte degerlendirilecektir.

Simdi m ve K 'nin tek oldugu durumu ele alalim.

SUM%? “nin toplanan terimini Sg) (1 <t <4) olarak isaret edersek
somd | =sum® 450, (6.21)

esitligini ispatlamaliyiz.

Burada n > m durumuda benzer sekilde oldugundan genel olarak m > n alacagiz. K =n
ise ispat aciktir. K — 1 ’in ¢ift oldugunu diisiindiigiimiizde geriye dogru tiimevarimi
asagidaki adimlarla uygulayacagiz:

soMd = som® 45

(qb( 1-n). qb) . (xy— 1 galm=K+1), q2a)

_ (_1)K71 (K-1)/2
q(aK+2bn)(lfK)/2(xy)(lfK)/Z (_yq2a+bn;q2a) (K11))2
a(m—K+2). 2a am~+Kb a(K+1)+bn
) (61 q >(K_l)/2(1+xq )(1+yq )

(_xqa-i-bn; q2a) (K-1)/2 (_xqam-i-b; qb>K (1 +xqam+bn)

_1\K-1{( _b(1-n). b —1_a(m—K+3). 2a
(=1) (q 4 )Kfz (xy 9 4 )(KS)/Z
q(a(K71)+2bn)(27K)/2(xy—l )(lfK)/Z (_yq2a+bn;q2a) (K—1)/2

a(m—K+2). 2a (K—1)(a+b)
q 'q (1+yq )
x ( >(K")/2 . (6.22)

(_xqa-l-bn; q2a) (K1) (_xqam—l-b; qb>K—1

_|_
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Gerekli sadelestirmelerin ardindan

<qb(lfn) : qb> o <xy71qa(me+3) : q2a> s

q(a(K—1)+2bn)(2—K)/2(xy71)(1—K)/2 (_xqa+bn;q2a)

3 K—1
sUM! | = (~1)

(K-1)/2
a(m—K+2). 2a> 1 am+(K—=1)by (1 a(K—1)+bn
) (q ) ey (1Y )(1+yq ) .
(_yq2a+bn; q2a) K1)/ (_xqam+b; qb)Kfl (1 _|_xqam+bn)
elde ederiz. Buda ispati tamamlar.
m ’nin ¢ift oldugu durumda da ispat benzer sekilde tamamlanir. [

Sonug olarak .7 matrisi i¢in iddia ettigimiz sonuglara tekrar donelim:
K =11ise (6.17)-(6.19) ve (6.18)-(6.20) esitliklerinden sirasiyla

;

SUM%I) n tek ise,
1
T = L LwmaUin= (6.24)
q 1<d<min(m,n) 3) o
\ SUMg"  niftise
ve )
SUM%Z) n tek ise,
1
T = L LnaUin= (6.25)
yq 1<d<min(m,n) @ o
| SUMg n ¢ift ise,

elde ederiz. Bu durumda ./ matrisinin LU ayrigiminin ispati tamamlanir.

6.3.2 L~! Matrisine Dair Sonucun Ispati

Simdi LL~! carpimindan yararlanarak .7 matrisinin LU ayrisimindan elde ettigimiz L
matrisinin tersi olan L~! matrisi icin verdigimiz sonucun ispatim1 gosterecegiz. Ispati
tamamlamak i¢in
~1
Z Lm7de,n

n<d<m

toplamini inceleyecegiz. Bu toplamin degeri

. 1 m=nise,
Y, Laaly, = . (6.26)
n<d<m ’ 0 m#nise

seklinde olacaktir.

Burada esitligi ispatlarken dikkat etmemiz gereken nokta; L ve L~! matrislerinin
ardigik iki satir ve siitununun dort farkli formiille tanimlanmig olmasidir. Bu nedenle,
LL~! carpiminda sekiz durumu degerlendirecegiz.

Bundan 6nce, daha genel durumu ele alacagiz. m > n olmak iizere genelligi bozmadan
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ekstra bir K degigkenine bagl olarak:

toplamin ele alalim. Burada tiimevarim yontemi geregi

Y Lnalgp+Lmkeilghi,= Y Lmalg, (6.27)
n<d<K n<d<K+1

esitligini inceleyecegiz. O halde simdi agagidaki toplamlar1 tantmlayalim:

K tek ise,
(1) m ve n tek ise,

d—n)(d—n—1)/2 (1 +xqad+bd) (_xqan+b;qb)

a(
M. d+n 4 d—1
suM’ == ). (—1) —
i (x—ly)( d)/2 (_xqam—l—b;qb)d(x—lyqa;an)(d_n)/z
-1 _a(m—d+1). 2a a(m—n+2). 2a
y (xy ! g )(d—l)/z (q - )(n—l)/Z [(m—n)/Z} -
(9% (1) 2 (P44 (-1 2 (m—d)/2],,
(6.28)
(i1) m cift, n tek ise,
a(d—n)(d—n—1)/2 (1 +x ad+bd) (—X an+-b. b)
sun® = Y (—1ydn? I KL RV
n<d<K (= ty) D (—ygemtbigh) (g9 g2 oy
—1,,,a(m—d+2). ,2a a(m—n+1). 2a
(x ¥q 4 )(d—l)/Z(q 4 >(n—l)/2 [(m—n—l)/Z]
(Vg% 6%) (a2 (P44 (-1 2 (d—n)/2 ]y,
(6.29)

(111) m tek, n cift ise,

a(d—n)(d—n—1)/2 14+x ad+bd\ (_ an+b; b
SUMg) — Z (_1)d+nq ( q )( yq q )dfl

_1\(n—d+1)/2 _
g (xy 1)(n )/ (_xqam—i-b;qb)d(x 1yqa;q2a)n/2

-1 a(m—d+1). 2a a(m—n+1). 2a
y (xy 1 4 >(d—1)/2 (q 4 >n/z [(m—n—l)/Z}
(Y 19%0) (a—nr1) 2 (P4 (n-2) 2 (m—d)/2 ]y,

(6.30)
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(iv) m ve n cift ise,

qa(dfn)(dfnfl)/Z (1 _|_xqad+bd) (_yqan+b;qb)d_l

“) . d+n
suM =Y. (—1) — 5
n<d<K (xyfl)(" 0/ (—yqawb;qb)d(xy’lqa;qz")(d—nﬂ)/z

—1,,,a(m—d+2). 2a a(m—n). ,2a
y (x 4 4 >(d1)/2 (q 4 >n/2 [(m—n—2)/2
(G620 (P67 (n-2) 2 (m—d—1)/2

} . (6.31)
2a

K cift ise,
(v) m ve n tek ise,

SUME?’ _ Z (_1)d+n qa(d—n)(d—n—l)/z(1_|_yqad+bd) (_xqan—i-b;qb)d_l

n<d<K (x1 y)("_d+1)/ 2 (—xq@m+b;gb) , (x~1yg®; @) (a—n+1)2
-1 a(m—d+2). 2a a(m—n). ,2a
Y (o' 4 ><d—2>/2 (4" sq ><n+1>/z {(m—n—2) /2}
(1948 (1) 2 (PP (1) 2 (m—d—1)/2],,
(6.32)

(vi) m cift, n tek ise,

d—n)(d—n—1)/2 (1 +yqad+bd) (_xqan—f—b;qb)dil

a(

®) . dn 4
suM’ == ) (—1) —
nldeK (rLy) D2 (ygamtbi gb) | (xy =g 29 )

—1,, a(m—d+1). 2a a(m—n+1). 2a
(x Yd 4 )d/2<q 4 )(nl)/Z {(m—n—l)/Z]
TG4 (g pi1) 2 (P44 (1) 2 (m—d)/2 |,,

(6.33)

(vii) m tek, n cift ise,

qa(d—n)(d—n—l)/Z (1 +yqad+bd) (_yqan-l-b;qb)d_l

(7 d+n
SUM = (—1)
: ngg'g (ry )" (—xgamtbigb) | (x Ty g2,
-1 _a(m—d+2). 2a a(m—n+1). 2a
G 4 )<d—2>/2 (4 ' >n/2 [(m—n—1>/2]
2a

X
(9% (a2 (PP (-2) 2 (d—n)/2

(6.34)
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(viii) m ve n cift ise,

d—1

s® = Y (1) gD (1 yg ) (—ygthigh)
K - -
n<d<K (xyfl)( d)/2 (—ygem+b; qb)d (xy~1g%; qza)(d_n)/z

—1,,,a(m—d+1). 2a a(m—n+2). 2a
y (x Y4 4 >d/2 (q 4 >(n2)/2 {(m—n) /2
(T 1yg% %), (@467 (1-2) 2 (m—d)/2

] . (6.35)
»q 2a

O halde 1 <i < 8 olmak iizere SUMg) toplamlarini kullanarak (6.3.2) toplamim

.
SUM%I) m tek ise,

) n tek ise,
SUM%) m ¢ift ise, )
3 d tekise,
SUM%) m tek ise, o
n ¢ift ise,

“@ o
I B SUM,~ mgift ise,
Im,n ~ Z Lm7de7il1 - 5) . (6.36)
d=n SUM;" m tek ise,

; n tek ise,
SUMS() m ¢ift ise, o
. d cift ise,
SUM%) m tek ise, o
n ¢ift ise,

\ SUMf) m ¢ift ise,

seklinde sekiz alt duruma bolebiliriz.

Simdi 1 <7 < 8 olmak iizere SUME? toplamlarini hesaplamak icin asagidaki dnermeyi
verecegiz.

Onerme 6.2. K rek ise,
(i) mve n tek ise,

qa(K—n)(K—n—l—l)/Z (1 +xqan+bl() (_xqan—i-b;qb
)(an)/Z (1 o

SUMg) — (—1)K+" )Kfl

(x—ly qa(m—n)) (—xqam+b;qb)K (x—lyqa; q2a)(K—n)/2

<xy—l g K+, q2a> o ( g q2a>

(19 6%) (1) 2 (@567 (41 2

e

(6.37)
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(ii) m ¢ift, n tek ise,

K- (K=n+1)/2 (1 +xqan+bK) (1 _xflyqa(m71)> (_xqan+b;qb)K_l
(_1)K+n (1 o x—lyqa(mfn)) (_yqam—i-b; qb)K (xy—lqa;an)(nil)/2

—1,, a(m—K). 2a a(m—n+1). 2a
x <x > 4 ><K—1>/2 <q ' ><n—1>/z {(m—n—l)/Z]
T e e I e

2 _
suMe) =

(6.38)

(iii) m tek, n cift ise,

(_1)K+nqa(K—n)(K—n+l)/2 (1 +yqan+bK) (_yqan+b;qb)](_1

_xy—lqa(mfn)) (—xq“m+b;qb)K (x—lyqa;an)n/z
—1_a(m—K+1). 2a a(m—n—1). 2a
(w'q 2) oy (@)

(g% 6%) (k—ps1) 2 (P40 (n-2) 2

3) _
SUMK - (xy_l)(n—K+1)/2 (1

(n+2)/2 [(m—n—S)/z}
(m—K—2)/2],,

(6.39)

(iv) m ve n ¢ift ise,

SUM(4) - (_1)K+n qa(Kfn)(KfnJrl)/Z (1 +yqan+bK) (_yqaner;qb)Kil
K n—K— _ _
(Xyil)( K-1)/2 (l_qa(m n)) (_yqam+b;qb>K(xy lqa;an)(K_n+1)/2
—1,,am—K). 2a a(m—n). 2a
<x Ya 4 )(K+1)/2<q 4 )n/Z (m—n—2)/2
X —1yqa- 52a 2a. 42a - (640)
(=yq%0%) 2 (@0°) (4-2) )2 (m—K—1)/2],,
K c¢ift ise,

(v) mve n tek ise,

qa(Kfn)(Kfn+l)/2 (1 +xqan+bK> (_xqan+b;qb)K_l

(xfly)(n—K_l)/Z (_xqam+b; qb)K (xfl)"]aﬂlza)(K—nH)/z

-1 a(m—K). 2a a(m—n+2). 2a
y (xy 9 4 >1</2 (q 4 )(nl)/z{(ng)/Z
147 (1) 2 (P44 (1) 2 (m—K—1)/2

suM = (1)K

} . (6.41)
2a
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(vi) m ¢ift, n tek ise,

_xqan—i-b; qb)Ki1

(_1)K+n (1 _x—lyqa(m—n)) (_yqam—l—b;qb)K (xy—lqa;q%)(n_l)/z
-1, ,a(m—K+1). 2a a(m—n—1). 2a
() ()

(x—l )(K7n+1)/2 qa(K—n)(K—n+l)/2 (1 +xqan+b[(> (

suM® —

(n+1)/2 {(m—n—3)/2} .
2a

(TGP (k1) 2 (PEP) (01 2 (m—K—2)/2
(6.42)
(vii) m tek, n ¢ift ise,
qa(K—n)(K—n—H)/z <1 _qa(m—K-H)) (1 _|_yqan+bl() (_yqan-i-b;qb)K_l

suM?) =

(=K (1= xy~1gatm=m) (—xg™™+P:6P) ¢ (x~'¥q% %),
-1 a(m—K). 2a a(m—n+3). 2a
(om0 )

(n—=2)/2 [(m —n+1)/ 2}
/2 2(1

()2 (1% ) 2 (P4 oy L K =) /2
(6.43)
(viii) m ve n cift ise,
K+n _a(K—n)(K—n an an+b.
SUM?): (—1) ey (K—n)(K +1)/2(1+yq +bK) (—yq +b’qb)K—1
(xy—l)(an)/Z (1 _ qa(m—n)) (_yqam+b;qb)K (xy—lqa;an)(K_n)/z
—1,, ,a(m—K+1). 2a a(m—n). 2a
(x"g 4 >K/z<q 4 )W (m—n—2)/2 644
X —1yqa- 52a 2a. ,2a K — 2 ’ ( ’ )
(= 1yq%0%), 2 (@°0°) (1-2) )2 (K—n)/2 |,

Kanit. 1ddiamizi1 kanitlarken m, n ve K ’nin tek veya cift olmasi durumunu ayri ayri
inceleyecegiz. Tiimevarim yontemi gere8i m ve n tek oldugunda K 'nin hem ¢ift hem
de tek oldugu (6.37) ve (6.41) ’de verilen sonuglar1 birlikte diisiinecegiz. Benzer
sekilde  (6.38)-(6.42), (6.39)-(6.43) ve (6.40)-(6.44) esitlikleri birlikte
degerlendirildiginde ispatimiz tamamlanmis olacaktir.

(i) Simdi m, n ve K "nin tek oldugu durumu ele alalim.

SUM%) “nin toplanan terimini Sg) (1 <t < 8) olarak isaret edersek
suM | 4+ s = suuy) (6.45)

esitligini gostermeliyiz. Burada n > m durumuda benzer sekilde oldugundan genel
olarak m > n alacagiz. K = n 1ise ispat aciktir. K — 1 ’in ¢ift oldugunu
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diisiindiigimiizde timevarimi agagidaki adimlarla uygulayacagiz:

g (K=n=1)(K=n)/2 <1 n xqaner(Kfl)) (qa(mn+2);q2a)( s

(5) (1)
SUMY | + Sk’ = — 75
(=D ) 2 (o ygas ey o (—xgemtbigh)

—1_a(m—K+1). 2a an+b. b
X()Cy q 5q )(K—l)/Z( Xq aQ) [(m n— 2)/2:|
(') (1) 2 (P48 (a-1) 2 (m—K) /2
a(K—n)(K—n—1)/2 1+ aK+bK\ (_ an+b’ b
e
(x~1y) (1G5 %) (g 2 (—xq "+ ;q”) X
—1_a(m—K+1). 2a a(m—n+2). 2a
(xy g 4 )(K—l)/2(q 4 )(n 1/2[( )/2] .
(147 (1) 2 (P44 (1) 2 (m—K)/2],,
(6.46)
Simdi esitligin sag tarafinda ayni olan terimleri ortak paranteze alalim:
a(K—n)(K—n—1)/2 ( _ .. an+b. ,b a(m—n+2). 2a
1 (=xg" g )K—Z (q 4 >(n—l)/2

= | (=D 1\ (n—K)/2 +b. b 1 2
(x~1y) (—xq®tb:6%) o (719 %) (k) 2

an+b(K—1) -1 a(m—K+1). 2a
(l—l—xq ) (xy K ;' >(K—1)/2 {(m—n—z)/z]
1947 (1) 2 (P40 (1) 2 (m—K) /2

(1 +xan+bK) (1 _qa(mfn)>
X (15 ag ) (1= &) 1 (6.47)

Burada ortak parantezdeki terimlerle ulagsmak istedigimiz (6.37); yani SUMg) degerinde
bulunan terimleri sadelestirdi§imizde ispati tamamlamak i¢in

(1 +xqan+bK) <1 _qa(m—n)>

(1 _qa(mfn)) (1 _|_xqam+bK) (1 _ qa(Kfn))
1 (1 +xan+bK) (1 _qa(m—n)>

1— qa(me) (1 +xqam+bK) (1 _ qa(Kfn))

a(K—n)

q

—1 (6.48)

esitligini gostermeliyiz. Bu son esitlik degerler dagitildiginda kolaylikla goriilebilir.
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O halde

qa(K—n)(K—n+l)/2 (1 _|_xqan+bK) (_xqan—i-b;qb
)(an)/Z (1 .

1 K )Kfl
SUMY) = (— 1)K+

(x—ly qa(m—n)) (_xqam+b;qb)K (x—lyqa; q2a)(K_n)/2
-1 a(m—K+1). 2a a(m—n). ,2a
<xy 1 4 )(K—l)/z (q 4 >

(190 (1) 2 (P4 (-1 2

(n+1)/2 [(m —n—2) /2]
(K=n)/2 |y,
(6.49)

esitligini elde ettigimize gore ispat tamamlanir.

(i1) Simdi m ’nin ¢ift, n ve K 'nmin tek oldugu durumu ele alalim. Bu kosullar altinda
(6.38) ve K — 1 c¢ift oldugundan (6.42) esitliklerini birlikte diistinerek

suM® 4 5@ — syu® (6.50)
esitligini gostermeliyiz. O halde tiimevarimi asagidaki adimlarla uygulayacagiz:

g K=n=1)(K=n)/2 (1 +xqan+b(K—1)>
SUME?),l —|—S§?) — (_1)K+n—1

(x—1y)n=K)/2 (1 —x~Tygalm=n))

—yan+b. b ( —1,, a(m—K+2). 2a>
(—=2q™*:4%) ¢, (¥ g )
2a.

(1% 6%) o1y o (99" 348) o (P57 (1) 2

a(m—n—1). 2a
(¢ ' )<n+1>/z[(mn3)/2}
(a2 (k—pyp Lm—K—=1)/2],,
a(K—n)(K—n—1)/2 (1+xan+bK)
)(n—K)/2(

X

(x1y Xy 1) 1y

(_xqan—i-b;qb)Ki1 (x—lyqa(m—K+2);q2a> P
(_yqam-i-b;qb)K (x—lyqa;q2a)(K7n)/2
<qa(mfn+1);q2a>

(n=1)/2 (m—n—l)/ﬂ 6.51
. (@*:0°) (n—1) 2 { (K—n)/2 ]y (=1

X

Simdi esitligin sag tarafinda ayn1 olan terimleri ortak paranteze alalim:

qa(j(—n)(K—n—l)/2 (—xq‘m"’_b;qb)[(,l <qa(m—n+1);q2a) (n—1)/2

= | =D _1,)\(n—K)/2 Ybe b) (x—1 2
(x~1y) (—yqm+5qP) (" 1yq%6%) (k2
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X

-1, a(m—K+2). 2a
"'y - ><K1>/2 {(m—n—l)/ﬂ
(g0 (1) 2 (PGP oy o L (K—1) /2 |y,

(1 _qa(K—n)> (1 _|_yqam+bl()
1 _x—lyqa(mfn)

X (1 +xan+bK) . (6.52)

Burada ortak parantezdeki terimlerle ulagsmak istedigimiz (6.38); yani SUM%Z) degerinde
bulunan terimleri sadelestirdigimizde ispati tamamlamak icin

(1+ xg oK) (1 _xflyqa(me)>

a(K—n)
q 1 _x—lyqa(m—n)
1 — qa(Kfn) 1 +yqam+bK
_ <1+xan+bK> o ( > ( ) (6.53)
1 _xflyqa(m—n)

esitligini gostermeliyiz. Bu son esitlik degerler dagitildiginda kolaylikla goriilebilir.
O halde

K= (K=n+1)/2 (1 +xqan+bK) (1 _xflyqa(mfl)) (_xqan+b;qb)K_l

)
SUMg™ = K+n —Lya(m—n) am+b. b —1,a.2a
(—1) (l—x yq )(—yq q )K(xy q-:9 )(nfl)/2

—1,, a(m—K). 2a> <a(mfn+l). 2a>
(o Riq (k-n/2\ ) {(m—n—l)/Z]
_ —-K)/2, _ a. 2a a. 2a — '
()" (g ) o (P2 o L K= /2 L2
(6.54)
esitligini elde ettigimize gore ispat tamamlanir.
Diger durumlarin ispatlart da benzer sekilde yapilir. [

Sonug olarak .7 matrisi i¢in iddia ettigimiz sonuglara tekrar donelim:
K =11ise (6.37)-(6.41), (6.38)-(6.42), (6.39)-(6.43) ve (6.40)-(6.44) esitlikleri birlikte
degerlendirildiginde

_q 1 m=nise,
SUMg = Y, Luwaly, = (6.55)
n<d<m ’ 0 m#nise

elde ederiz. Bu durumda .o/ matrisinin LU ayristimindan elde ettigimiz L matrisinin
tersi olan L~! matrisinin ispat: tamamlanur.

Benzer sekilde UU ! ¢arpimindan yararlanarak .7 matrisinin LU ayrisimindan elde
ettigimiz U matrisinin tersi olan U ~! matrisine ait sonuglarin ispat1 icin

Lin="Y. UnaUg, (6.56)

m<d<n
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toplami incelenir. Burada esitligi ispatlarken dikkat etmemiz gereken nokta; U ve U !
matrislerinin ardisik iki satir ve siitununun iki farkli formiille tanimlanmis olmasidir.
Bu nedenle, 7 nin UU ! carpiminda dort durumu ele almaliy1z.

6.3.3 o7~ ! Matrisine Dair Sonucun Ispati

[ L | « . . o . . o e
U, " JL dn carpimindan yararlanarak .27 matrisinin tersinin ispatin1 gosterecegiz.

Ispat1 tamamlamak icin

Y U L= (), (6.57)
max(m,n)<d<N
toplamini inceleyecegiz.

Burada esitligi ispatlarken dikkat etmemiz gereken nokta; L~! matrisinin ardisik iki

satir ve siitununun dort farkli formiille tanimlanmis olmasidir. Benzer sekilde, U~! *in
ardisik satirlarin1 da iki farkli formiille tanimlamistik. Bu nedenle, (%N);ln 1
kanitlamak i¢in dort durumu ele almaliy1z.

Bundan 6nce, daha genel durumu ele alacagiz. m > n olmak iizere genelligi bozmadan
ekstra bir K degiskenine bagli olarak

—17-1
Z UpraLan (6.58)

m<d<K

toplamini ele alalim. Burada tiimevarim yontemi geregi

1,1 1 -1 1,1
Z Unalan TUngi1ligiin= Z Upn.alan (6.59)
m<d<K m<d<K-+1

esitligini inceleyecegiz.
O halde simdi asagidaki toplamlar1 tanimlayalim:

(1) n ve K tek ise,

max (m,n) <d<K x(2d=n=1)/ y(ni )/ (q N} )
. (1 +xqad+bd> (_quaerb;an)(d_l)/z
(4%39°) (@487 (a-n) 2 (P48 (1) 2
(_xqa+mb;q2a)(d_l)/2 (_xqaner;qb)d_l
(g, (TN

m—1

X (6.60)
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(i) n cift, K tek ise,

SUM%) = Z (_1)d+m+n+1 qan((n72d+1)/2)+bm((m72d+1)/2)
max (m,n) <d<K x/2y(2d-n-2)/2 (qb; qb)

(1 +xqad+bd) (_yq2a+mb;q2a)(d_l)/2

(4%:4%) 4 (P58 g1y /2 (P58 (4-2) 2
(_an+mb;q2a)(d—l)/2 (_yqan+b;qb)d_l ol

x(fl a. ,2a (fla.Za : (6.61)
X yq7iq )n/2 Xy 4749 )(d—n+1)/2

m—1

(iii) n tek, K cift ise,

T (e e
max(m,n)<d<K X y (61 q )
(1 +yqad+bd) (_yq2a+mb;q2a)(d_2)/2
(4%3°) g (PP (amn1) 2 (P50 1) 12
(_ana-‘rb;qb)d_l (_xqa-‘rmb;an)d/z
1447 (1) 2 VG P) (a—ntr) 2

m—1

(6.62)

(iv) n ve K cift ise,

g (o
max (m,n)<d<K XNy (4”:4")
(1 + yqad+bd) (_yq2a+mb; qza)(d72)/2
(4%39°) 4 (@487 (a-n) 2 (P45 P (1-2) 12
) (_xqa+mb;q2a)d/2 (_yqna+b;qb)d71
(g% @) gy o (Va4 47,0

m—1

(6.63)

O halde 1 <i <4 olmak lizere SUM%? toplamlarini kullanarak (6.58) toplamini

(

SUMg) n ve K tek ise,

141 SUM%) n ¢ift, K tek ise,
Z Um,de,n = 3) e -
max (m,n) <d<K SUMg" n tek, K cift ise,

SUM}?) n ve K cift ise,

\

seklinde dort alt duruma bdélebiliriz.

Simdi 1 <i <4 olmak iizere SUM?? toplamlarin1 hesaplamak icin asagidaki 6nermeyi
verecegiz.
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Onerme 6.3. (i) n ve K tek ise,

(n—2K+1)/2 gan((n—2K+1)/2)+bm((m—2K+1)/2)
Y02 (i) (14 xgnom)

§ (1 _|_xan+bm) (_yq2a+mb;q2a)(Kil)/2
(4%39) g (P48 (k) 2 (@5 (012

. (_xqa-i-mb;an) (K-1)2 (—ann+b;(]b)K
(a5 ) ), 4GP 0y 2

SUMg) — (_1)K+m+n+1 X

(6.64)

(ii) n ¢ift, K tek ise,

(n—2K+2)/2qan((n—2K+l)/2)+bm((m—2K+1)/2)

SUM(Z) — (_1)K+m+n+1 y n
: 3 (), (@),
(1 _l_xan—l—bm) (_yq2a+mb;q2a)(K_1)/2

X
(an;q2a)(K_n_l)/2 (an;QZa)(n_z)/z (1 +yqan+bm)

(_xqa—O—mb;chz)(K_l)/2 (_yqan+b;qb)K

X B
(" 1yg*:6%9),, 2 (919 6*) (k—ni1) 2

(6.65)

(iii) n tek, K cift ise,

(n—2K+l)/ann((n—ZK—l—1)/2)+bm((m—2K+1)/2)

R VA I U P
(1 _|_yan+bm) (_yq2a+mb;q2a)(K_2)/2
q2a; qza)(K—n—l)/Z (an; an)(n_l)/z (1 _|_xqan+bm>
(_ana+b;qb)K (_xqa—i-mb;an)K/2

(g% a2 ) 1) (TGS (k)2

SUMg) = (-1 )m+n+K+1 X

1

(6.66)

(iv) nve K cift ise,

qan((n—ZK-H)/2)+bm((m—21(+1 )/2) (1 +yan+bm)

xn/2y(2Kfn72)/2 (qb;qb)mf1 (qb;qb)Kfm (an;an)(Kin)/z
§ (_qua—l-mb;an) (K-2)/2 (_xqa+mb;q2a)K/2 (_yqna+b;qb)K
(@*%5.6%) (—2) 2 (1 +3q™0m) (xy 1G9 6%) (k) ;2 (X7 1¥q%6%),, 10

(6.67)

SUMg) = (-1 )m+n+K+1

Kamit. 1ddiamz1 kanitlarken n ve K 'nin tek veya cift olmasi durumunu ayri ayri
inceleyecegiz. n ve K tek oldugunda tiimevarim yontemi geregi (6.64) ve (6.66) ’da
verilen sonuglar1 birlikte diisiinecegiz. Bunun sebebi toplamin indisinde hem ¢ift hem
tek degerlerin bulunmasidir. Benzer sekilde n cift oldugunda ise (6.65) ve (6.67) *deki
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sonug¢lar birlikte degerlendirilecektir.
(i) Simdi n ve K ’nin tek oldugu durumu ele alalim.

SUM%) nin toplanan terimini S (1 <t <4) olarak isaret edersek

3 1) _ 1)
SUM | + Sk’ = SUMy

esitligini gostermeliyiz. Burada m > n durumuda benzer sekilde oldugundan genel
olarak n > m alacagiz. K = m ise ispat acikti. O halde tiimevarimi asagidaki
adimlarla uygulayacagiz:

(n72K+3)/ann((n72K+3)/2)+bm((m72K+3)/2)

YuD/2 (gbigb)  (qhiq?)
(1 +yq“(K_l)+bm> (=0 (k_3)2

X
(@%6%) (k—n-2)/2 (@507 (1) 2 (1 +xgm+om)

( qna+b’qb) ( a+mb’q2a) (K=1)/2

X
(g4 (i) 2 (VG ) (k) 2
an((n—2K+1)/2)+bm((m—2K+1)/2)

3 1 KX
SUMY | + S = (—1)mnt

K+m+n+1 4
+(=1) KCK=n=1)/2y(0=1)/2 (g gh)

(1 +xan+bK) (_yq2a+mb’q2a)( /2
(4%:0°) ko (P48 (k) 2 (@562 )(n_1)/z
( qa+mb,q2a)( K—1)/2 (_xqaner,qb)

X~ - (6.68)
(lyghg?) L (v lghg? )(n—l)/z

X

Simdi esitligin sag tarafinda ayni olan terimleri ortak paranteze alalim:

(n—2K+1)/ann((n—ZK-i—1)/2)+bm((m—2K+1)/2)

= [ (-pyfemmi
YD (g246%) (k12 (P56 (0 1) 12
atmb. 2a na+b. b

(—vq te1yy2 (734G ) ey (=300
(42:°) g (@236) g (7102 (1) 0 (7 Ty 62 )UHV2

xgtbm (1 _ qb(K—m)> (1 _ qa(K—n))
1 _|_xqan+bm

2a+mb. 2
am’qa)
X

(6.69)

% <1+anK+bK> .

Burada ortak parantezdeki terimlerle ulagmak istedigimiz (6.64); yani SUMg) degerinde
bulunan terimleri sadelestirdigimizde ispati tamamlamak i¢in

(1 _|_xan+bm) (1 +xqan+bK)
1_|_xqan+bm

xqan+bm (1 _ qb(Kfm)> (1 _ qa(Kfn)>
1+xqan+bm

- (1 +xq“K+bK) _ (6.70)
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esitligini gostermeliyiz. Son esitlik degerler dagitildiginda kolayca goriilebilir.
O halde
(n72K+1)/2qan((n72K+l)/2)+bm((m72K+1)/2)
VD2 (ghi ) (14xgonthm)
§ (1 +xan+bm) (_yq2a+mb;q2a>(K71)/2
(4%39°) ko @58 (k) 2 (P58 (=12

(_xqa-i-mb;an) (K-1)2 (—ann+b;qb)K

SUMg(l) — (_1)K+m+n+1 X

X (6.71)
(a5 ) ), 4GP 0y 2
esitligini elde ettigimize gore ispat tamamlanir. O
Sonug olarak .7~ matrisi icin iddia ettigimiz sonuclara tekrar donelim:
K = N ise (6.64)-(6.66) ve (6.65)-(6.67) esitlikleri birlikte degerlendirildiginde
( (1) :
SUMg"~ nveK tek ise,
2) q .
SUMy”  ncift, K tek ise
—1 = — K ’ 5
(Dmp= Y, Upalgn= (6.72)

max (m,n) <d<K SUME?) n tek, K cift ise,

\ SUME?) n ve K cift ise,

elde ederiz. Bu durumda .7 ~! matrisinin ispati tamamlanir.
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7. % MATRISI ICIN SONUCLAR

7.1 Tez Problemi ve Calisma Plani

Bu boliimde onceki ¢alismamizdaki ./ matrisinden [10] ve literatiirdeki lineer
olmayan Orneklerden [9, 21] esinlenerek 4. boliimde tamimladifimiz % matris
ailesinine ait sonuclari ispatlariyla birlikte verecegiz.

Oncelikle % matrisini tekrar hatirlatalim:

1+ xg®tAmtp) +untn)” £ (] 4 yghtAmtp)" ()" £ () gaglayan herhangi x, y, g,
A, W, a,b, p,r,v,wreel sayilar icin B = [%m7n]m7n>0 matrisimizin elemanlarini

1

1 + xqa+q)l1z+lpn

B =By = (7.1)
1

1 +yqb+q)m+lpn

m tek ise,

m cift ise

seklinde tanimlayalim.
Burada gosterimi sadelestirmek amaciyla @ ve ¥ index fonksiyonlarini

D :=A(i+p) ve Wii=u(i+r)" (7.2)

seklinde tanimlayacagiz.

Boylece Z ’nin ardisik satir elemanlari x ve y segimine gore lineer olmayan Filbert ve
Lilbert matrislerinin eleman formlarina sahip olacak. Bu acidan, % matrisi ¢ok 6zel
ve ilgin¢ bir uyum sergiler. Bu uyumu matrisin cebirsel ozelliklerini elde ederken de
gorecegiz.

Simdi bu ¢alismamizda yapacaklarimizi kisaca ozetleyelim:

« 1lk olarak LU ayrisimlarindan ve bunlarin terslerinden gelen L, U, L~! ve U~!
matrisleri i¢in agik formiiller sunacagiz.

* Ardindan matrisimizin boyutuna bagli olarak matrisin tersinin ve
determinantinin genel formiillerini verecegiz.

* Elde ettigimiz formiilleri gerekli yontemleri kullanarak ispatlayacagiz.

* Son olarak matrisin 6zel durumlarini inceleyerek uygulama alanina deginecegiz.
Burada tiim 6zdesliklerimiz genel ¢ icin gegerlidir. Bu durumda Fibonacci ve
Lucas sayilariyla ilgili sonuglar, ¢ 'nun 6zel secimi i¢in dogal sonuglar olarak
ortaya cikacaktir.
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7.2 Temel Sonuclar

Simdi % matrisinin LU ayrisimini ve determinantini, L~!, U~! matrislerini ve %!
matrisini asagidaki teoremlerde verecegiz.

Teorem 7.1. Kabul edelim ki 1 < d < n olsun.
n tek ise;
(i) d tek ise,

d 1 +xqa+®d+‘l’; (d-1)/2 (1 _xyflqa*b+q3n*q)2t) (1 _ qq)n*(bZr—l)

nd = zl;ll 1 _|_xqa+cpn+q"r bl (1 _xy—lqa—b-F(Pd—(Dz,) (1 _ qCI)d—Cth,l) ’ (73)
(ii) d cift ise,

d 1 +yqb+q>d+lyt (d—2)/2 1 _xy_]qa_b+¢n_q)2t d/2 1 F q(bn_q)thl
Ls=1|————— .
n,d g 1 —|—xqa+q)”+\P’ ol 1 — qq)dchZt | 1 _x—lyqb—a-i-(bd—q)zt,l

(7.4)
n ¢ift ise;
(iii) d tek ise,
d | 4 xgotPa+¥i (4212 (1 —x~ygh=at®n=®um1) (1 — g @)
L. ;= A . 7.5
n,d ll;ll 1 +y6]b+q)"+\yt Pl (1 _xy—lqa—b+<bd—®2,) (1 _ qq)d—q)z,,l) ( )
(iv) d cift ise,
d q Jryqb+01>d+lp, /24 _x—lyqb—a—i-fb,,—sz,,l (d-2)/24 _qd>n—d>2,
Ln’d - tI:—! 1 +y6]b+¢)”+\{l’ bl 1 _x—lyqb—a-l-(pd—(bzt,l ' 1— q(pdfq)Zt ' (76)
Teorem 7.2. Kabul edelim ki 1 < d < n olsun.
(i) d tek ise,
(xqa+cl>d)d_1 d—1 1 — %Y
Upp=—2 ) TTq%——L
d.n 1+xqa+d>d+‘1’n S 1+xqa+<l>d+‘Pt
y (di_ll)/z (1 —x_lyqb_a+¢2’_¢d) (1 _ qq)thl_(bd) (7 7)
=1 (1 _|_yqb‘|‘¢)2t+q"n) (1 +xqa+q)2t—l+\yn) ’
(ii) d cift ise,
d—14d—1 1— v, —¥,
_ b+®y LY q
Uin= (yq ) g‘l ' 1+ ygb™®a+¥;
d/2 1 a—b+®y_;—d (d-2)/2
l—xy"'q T Dy — D
X 1—qg 2 74). 7.8
ll;ll (1 _,_xqa—l—d)z,,l-i-‘yn) (1 _,_yqb—F(Dgt-l—‘Pn) tI:T] ( q ) (7.8)
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Asagidaki teoremlerde L~! ve U~! matrislerinin formiillerini verecegiz.

Oncesinde Iverson notasyonunu hatirlatalim:

1 P dogruysa,
[P] = (7.9)
0 diger durumlarda.

Teorem 7.3. Kabul edelim ki n < d ise L, 611 = 0 olmak iizere 1 <d < n olsun.

n tek ise;
(i) d tek ise,
| ind] (n—1)/2 1—xy 1qa b+®,— Dy (n—1)/2 1— qcb — Py n—1 14 x¢° a+®,+Y,
L =(-1
n,d ( ) g 1—Xy qa b+P,;—Dy, l‘I;Il 1_q¢'d Dy P 1+xqa+q’n+‘Pr
1£(d+1)/2
(7.10)
(ii) d ¢ift ise,
71 IT) 1 — qq)nfq)Zt—] (nfl)/z 1 _ qud*(th n—1 1 —|—yqb+®d+q‘f
n d = P 1 _xflyqbfaJr‘I)d*CDm—l o 1 _xyflqaber‘I’nftbd 11 1 +xq“+q’n+‘f'z .
t#d/2
(7.11)
n ¢ift ise;
(iii) d tek ise,
| (n—=2)/2 1 — g®n—Px n2 B Ol et STt I NP e T
L =— ’
n,d g 1 —xy*lqaflﬂ“q)d*q)h zl;ll 1— qq)d_(Dthl Pl 1 _|_yqb+<1>n+‘{'t
t#(d+1)/2
(7.12)
(iv) d ¢ift ise,
1 1 "#d]H 1 — x~Lygh=at P2 (n-2)/2 4 @ nml | 4 bt P
nd — X yqb a+®q—Pyy by 1_q<1>d*<1>zz by 1_|_yqb+<I>n+‘P,'

t7§1/2
(7.13)

Teorem 7.4. Kabul edelim ki d < n ise Udj = 0 olmak iizere 1 < d < n olsun.
(i) n tek ise,

- ~1)/2
Ul — (_1)d_HM(n )/ (1 +xqa+¢>2r—1+‘l‘d) (1 +yqb+<1>2;+‘l—‘d)
d,n (xqa+cl>n)n—l it (1— qq>2[7l*q>n)(1 —xilyqb*“%bz:*q’n)

d—1 -, n

q +®,+¥,
X H lPt+d 7 111 1= g%, 1_11(1 + xq“ ) (7.14)
1= 1=
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(ii) n ¢ift ise,

1 g qlmm¥a 22y bt @t W W2y et @+
U, ' =(-1)°4———
dn ( ) (yqb+q>n)n_l g 1— qq>2[ -, Pl 1 _xyflqafbﬁ“q)zt,lfq)n
! 4" b+®,+,
% H '{'Hd Wq I:Il 1—q\Pd*\Pr H(l g ' t)' (7.15)

Simdi &% matrisinin boyutuna bagl olarak bu matrisin tersini asagidaki teoremde
verecegiz.

Teorem 7.5. 1 < m,n < N olmak iizere;
(i) n tek ise,

2 _ ( 1)N+1 l+xqa+¢n+\yt L(N+1)/2] 1
( N)m,n - ( qa+®n+\ym)N 1 H q‘Pt ‘Pm tzl 1 — qq>2t717®71
Zm (1))

IN2] g pygh+®at¥n LINED/2]

+Dy 1+
| —x lygh—at oo, <1+xqa N )’ (7.16)

t=1 =1

(ii) n ¢ift ise,

| (—1)V+1 1—|—yqb+q’ n+ ¥ LN/2] 1
B)L =
(dnn = o oy 1H [l ==
t;ém t#n/2
L(N+1)/2] 14+x a+®y_1+¥m [N/2]
q b+<I>2+‘Pm>
y El s g (14yg %) @)

Son olarak, # matrisinin determinantini boyutuna bagli olarak asagidaki teorem ile
verecegiz Daha Onceden belirttigimiz lizere U matrisinin kdsegen girdilerinin
carpimini kullanarak % matrisinin determinantini kolayca elde edebiliriz.

Teorem 7.6. N > 1 olmak iizere,

(21 ((N=1)/2) [(N-1)/2]

det By = (—1)V/4 <yqb> H gL (1 _qq)2k+1_¢’2z—l)

t=1 k=t
N—1N—1 [(N=2)/2] [(N-2)/2]
« H H q‘Pr (1 _q‘I’kH—‘Pz) q‘Pzz (1 _ q‘1>2k+2—‘1>2z>
t=1 k=t t=1 k=t
[(N+1)/2] N IN/2] N 1
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N tek ise,

3 (7.18)
/2 ()ccf’)(y\g/z)/3 N cift ise.

=z
=

7.3 Ispat

Simdi buldugumuz bu sonuglarin ispatini verecegiz. Iddialarrmizi tiimevarim ve
geriye doniik tiimevarim yontemleriyle kanitlayacagiz. Bu yontemlerde islemler uzun
ve zaman alici1 oldugundan sonuclarimizin bir kisminin ispatin1 verecegiz. Diger
sonuclarin ispatlar1 da benzer sekildedir.

7.3.1 LU Ayrisiminin Ispati

2 matrisinin LU ayrigiminin ispat1 igin

Z Lm7dUd,n = '@m,n (7. 19)

1<d<min(m,n)

esitligini gostermeliyiz.

Burada esitligi ispatlarken dikkat etmemiz gereken nokta; L matrisinin ardigik iki satir
ve siitununun dort farkli formiille tanimlanmis olmasidir. Benzer sekilde, U ’nun
ardigik satirlarint da iki farkli formiille tanimlamistik. Bu nedenle, % ’nin LU
ayristmini kanitlamak i¢in dort durumu ele almaliyiz.

Bundan 6nce, daha genel durumu ele alacagiz. m > n olmak iizere genelligi bozmadan
ekstra bir K degiskenine bagl olarak

Y, LnaUin (7.20)

toplamini dort alt durumla ele alalim. Bunun i¢in asagidaki toplamlar1 tanimlayalim:
(1) m ve K tek ise,

min(m,n) (xanr‘I)m)d—l (1+xqa+®d+‘l‘d)

@ .
SUM," =
: dZK (14 xg2+®Pat¥n) (1 4 xga+Pmt¥a)

A=l g¥r (1 — g% %) 1d/2] (1= g®x-17%m) (1 — x~lygb—a+®u—Pn)

q
E 1 —|—xqa+®m+‘1’f H (1 _|_xqa+q)2,,1+'l’,,) (1 _|_yqb+q)2,+‘Pn)

. (7.21)
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(i1) m cift, K tek ise,

min(m,n)

" (g ) (1 g gt
K = d;{ (1+xqa+d>d+‘1‘,,)(1 +yqb+<1>m+‘Pd)
d=1 ¥ (1 — ¥ ¥ ld/2] 1 — xyv—lg@ bt 1—Pp
Xqu( bfmwr)H( ! q,)(q,xy I M,t v ),(7.22)
=1 1+yq m ! =1 (1+an+ 21t 'l) (1 —|—yq +Py+ n)

Dy, —

(iii) m tek, K cift ise,

in(m, D, \d—1 b+® 4+,
sumy = mm(znj " g (1 +yg"tPaa)
= (1+xqa+d>m+‘l‘d) (1
d1g¥ (1 —g¥T) [4/2]
X
1‘1;11 1+xqa+q>m+‘P[ tI:Il

" yqb—a—i-d)d—dDm)

(1 - q¢2t71_¢m) (1 —x_lyqb_a"rq)zt—cbm)
(1 +.qua+cb21—l+q/n) (1 +yqb+¢>21+\yn) 3 (723)

(iv) m ve K cift ise,

@ rnin(znj,n) (yqurcpm)d*l (14 ygbt®at¥a) d1 g% (1 — g¥—¥r)
SUMy" =
K = 1+yqb+<bm+‘{’d Pl 1_|_yqb+d>m+‘l’t
d/2 1 ,a— 4 d—1)/2
y LILIJ l_xy lqa b+Dy; 1 —Pyy, I_( )/ J (1 _q‘bgt*q)m) . (724)
.1 (1+ xqa+d>z,71+%) (1+yqb+d>zt+‘1‘n) Pl

O halde 1 <i <4 olmak iizere SUME? toplamlarini kullanarak (7.20) toplamin

( s -
SUMy" m ve n tek ise,
(2) . .
SUMy”"  m cift, n tek ise,

(7.25)
K<d<n

SUMg) m tek, n cift ise,
@ e
\ SUMy" m ve n gift ise,

seklinde dort alt duruma bolebiliriz.

Simdi 1 <i <4 olmak iizere SUM%) toplamlarin1 hesaplamak icin asagidaki onermeyi
verecegiz.
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Onerme 7.1. (i) m ve K tek ise,

(xqa+<1>m)K*1 K—1 \{',(1_ ‘P,,—T,)

) q q
SUM," =
K 1 + xg@t®Pm+¥n Lo+ xqd+®n+ Y,
T (1 g (g
=1 (1 +xqa+¢2’*1+q’”) (1 +yqb+¢2z+‘l‘n) :
(ii) m ¢ift, K tek ise,
b+@, \ K1 k1w () _ -
e ) R gt (gt
P (=g (1 g ) (7.27)
e (T+xget®u-1t¥n) (14 yghtPut¥n) :
(iii) m tek, K ¢ift ise,
K (1 +qu+¢m+\{‘n> (1 —x_lyqb—a+¢)K_(I>;71) =1 1 +xqa+¢m+‘1’t
If/Iz (1—g® %) (1 —x~ Tyg? et ®u®n) (7.28)
o1 (1 +xgat®uat¥a) (14 ygh+Putn) :
(iv) mve K cift ise,
K—1 3 -
ao® _ 08E) T (L yg et Kt g (1— g )
K/2 —1 a—bt+Dy | —D (K—2)/2
l—xy 'q 2t—1—Prm oy,
8 g (1 4 xgotPau—1+%n) (1 _|_yqb+<b2,+‘l’,,) I:I (1 —q ) . (7.29)

Kamt. Iddiamizi kanitlarken m ve K 'nin tek veya cift olmasi durumunu ayri ayri
inceleyecegiz. m tek oldugunda K tek ise (7.26) ve K — 1 cift olacagindan (7.28) ’de
verilen sonuclar birlikte diisiinecegiz. Benzer sekilde m ¢ift oldugunda ise (7.27) ve
(7.29) *daki sonuglar birlikte degerlendirilecektir.

Oncelikle m nin tek oldugu durumu ele alalim.

SUM%? ‘nin toplanan terimini Sg) (1 <t <4) olarak isaret edersek

soM® | = sm® 45, (7.30)

esitligini ispatlamaliy1z.

Burada n > m durumuda benzer sekilde oldugundan genel olarak m > n alacagiz. K =n
ise ispat aciktir. K — 1 ’in ¢ift oldugunu diisiindiiglimiizde geriye dogru tiimevarimi
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asagidaki adimlarla uygulayacagiz:

3 _ ey (3)
sumd = sumb 5P
(s o)t K g (1= g

(K-1)/2 ( q(IJZt,l—‘I)m) (1 _x—lyqb—a+<b2t—q)m)
X H 1 +xqa+¢2,_1+lyn) (1 _|_yqb+q>2r+\1‘n)
(xqa‘I»q)m)K*Z (1 +yqb+q3](_]+‘{’](_1) K-2 quz (1 _ qunf‘{‘;)
(1 _i_xqa-i—q)m—O—‘PK,l) (1 _x—lyqb—a—i-q)[(,l—cbm) g 1 +xqa+¢’m+‘{’z

(K—l)/2 (1 _ qq)thlf(Dm) (1 _xflyqb7a+q)2tfq)m)

Py (1+xqa+¢2t,1+‘{'") (1_|_yqb+q32t+‘l"n)
a+<I>m)K—2 K-2 ‘P;(l ‘Pn—‘l‘z)

X

_ (g g (1-¢
1+xqa+¢m+‘1’1{,1 Pl 1+xqa+¢m+‘yt

(K-1)/2 (1 _q<b2,_1—q>m) (1 _x—lyqb—a+d>2,—q)m)
- (1 _|_xqa+¢‘2,,1+l{’y,) (1 _|_yqb+q32t+‘l‘n)

xg®T®Pmt¥x-1 (1 = g¥n—Yx1 1 b+®g 1+¥k
« X (1-g ), 1ty (73D
1 +xqa+<1>m+‘Pn 1— x—lyqb—a-}—q)l(,l—(bm

X

Gerekli sadelestirmelerin ardindan

(xqa+d>m)1<—2 (1 +yqb+d>,<_1+‘{'n) K-2 q\P, (1 _ qu,,—lp,)
(1 4 xqa+<1>m+‘1‘n) (1 —x1 yqbfa+d>K,17<I>m)

1
(K—1)/2 ( qqaz,,.fapm) (1 g qbfa+<l>2,f<bm>

suM$) | =

X H 1 _|_xqa+d>2,,1+‘1‘,,) (1 _|_yqb+q>2t+‘f'n) (732)
elde ederiz. Buda ispati1 tamamlar.
m ’nin ¢ift oldugu durumda da ispat benzer sekilde tamamlanir. [
Sonug olarak % matrisi i¢in iddia ettigimiz sonuclara tekrar donelim:
K = 11ise (7.26)-(7.28) ve (7.27)-(7.29) esitliklerinden sirasiyla
1 :
1 SUM;” n tek ise,
— Ly aUsn = (7.33)
1+ xg+®ntEn 1<d<§n(m,n) e SUM(13) n ¢ift ise
ve
(2) :
1 SUM;™ ntek ise,
= Y  LaaUs,= (7.34)
1+ ygbt Pmt¥n 1<d<min(m,n) SUM(14) n gift ise,

elde ederiz. Bu durumda % matrisinin LU ayrigiminin ispati tamamlanir.
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7.3.2 L~! Matrisine Dair Sonucun Ispati

LL~! carpimindan yararlanarak % matrisinin LU ayrisimindan elde ettigimiz L
matrisinin tersi olan L~! matrisi i¢in verdigimiz sonucun ispatin1 gosterecegiz. Ispati
tamamlamak i¢in

Y Lndly, (7.35)

n<d<m

toplamini inceleyecegiz. Dikkat edilecegi iizere bu toplamin degeri

1 1 m=nise,
Y Lnalg,= . (7.36)
n<d<m 0 m+#nise

seklinde olacaktir.

Burada esitligi ispatlarken dikkat etmemiz gereken nokta; L ve L~! matrislerinin
ardisik iki satir ve siitununun dort farkli formiille tanimlanmis olmasidir. Bu nedenle,
% *nin LL~! carpiminda sekiz durumu ele almaliy1z.

Bundan 6nce, daha genel durumu ele alacagiz. m > n olmak iizere genelligi bozmadan
ekstra bir K degiskenine bagl olarak:

Y Ludly, (1.37)

toplamini ele alalim. Burada tiimevarim yontemi geregi

Y Lm7dL;L+Lm7K+1LI}}an: Y Lm,dL;; (7.38)
n<d<kK n<d<K+1

esitligini inceleyecegiz. O halde simdi agagidaki toplamlar1 tantmlayalim:

K tek ise,
(1) m ve n tek ise,

a+®,+Y, d 1+xqa+¢n+l{1[

. \[nd) L +xq
SUMK T Z ( 1) 1_|_xqa+¢‘n+‘l‘d Pl 1+xqa+¢m+‘l’z

n<d<kK
(@072 (] -y~ 1gabt®n=Pu) (] — g®n—Pu-r) [@ZU/2 ) 0=y
X -~ & b
Z‘IZII (1 _xyflqa*b+q)11*q)21‘) (1 — qq)d*q)2[71) Pk 1 - q@n_q)2t71

1#(n+1)/2
(7.39)
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(i1) m cift, n tek ise,

14 xqit®at¥®a d 1 4 xqat Pty @-1)/2 4 _ ®Pa—Dy

s .= ¥ (—1)7d

n<d<K 1 —|—xqa+cbn+"Pd bl 1 _|_yqb+<bm+‘l’, H 1— q(bn_(bZt—l

(d—1)/2 (1= x~Tygh=a+®n=Pa-1) (] — gOn=Px)

* tIJl (1 —xy—lqa—b+c1>,,—c1>z,) (1— @)’ (7.40)
(i) m tek, n cift ise,
K nede K 1 +yqb+d>n+‘1‘d 1 1 +xqa+<1>m+‘l’, 11 1 —xyflqa*bﬁbr%
t#n/2
d—1)/2 — - — _
><( 1_1[)/ (1—xy~Lga bt ®n—Pu) (1 — g®n—Pu-r) an
ey (1 —xy*lq“*bﬂL‘Pd*‘Dzz) (1 _xflyqbfmrq)nfq)z,fl) : .
(iv) m ve n ¢ift ise,
@ .— _ Z 1+ xq@t®at¥a d | 4y bt Pt ([d21)/2 1 — @
K ok 1 +yqb+¢>n+‘I‘d Pl 1 _|_yqb+¢'m+‘{’t pul. 1 _xyflqaberd)dqun
t#n/2
d—-1)/2 = — — _
y ( I_[)/ (1 —x 1yqb a+®, (I)thl) (1 _qum (IJZ,) -
=1 (1 —xflyqbfa%bnf@zz_]) (1 _xyflqafb+q>d,q>2t) . .
K cift ise,
(v) m ve n tek ise,
SUM(S) . Z 1+yqb+q3d+\Pd ﬁ 1+xqa+cl>n+ll‘, d/2 l—x_lyqb_“""bd_q’zt—l
K - Wk 1 +xqa+<1>n+‘Pd Pl 1 +xqa+<1>n1+‘l’, 11 1— qq)n_q,zpl
1#(n+1)/2
d-2)/2 1 oae . d)2 B
y ( I_I)/ l—xy lqa b+®,,— Dy, 4/ 1_qd>m Dy .
= 1 —xy~lgabt =Py ol —x " lygh—at®i—Pau—1’ :
(vi) m cift, n tek ise,
Sum® .— 1 _|_yqb+d>d+‘l’d ﬁ 1+xqa+d>n+\{', d/2 1 —x—lyqb—ﬁ‘i’d—@ztﬂ
K - Wk 1 4 xgat+®Pnt¥a | + ygb+Pmt+ ¥ o 1— g® P2
1#(n+1)/2
(d-2)/2 1 — g ®n—Pu d/2 | 1 bt =D
; = (7.44)

X .
zI;II 1 —xylga=b+Pa=Px il | — x lygb—at+®i—Pa-
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(vii) m tek, n cift ise,

d-2)/2 —
SUM(7) — Z (_1)[n7éd] 1_|_yqb+<1>d+‘l’d d 1+yqb+d>n+‘P, ( )/ 1 _qud Dy,
K Tk 1 —}—yqb+(1>n+‘l’d Pl 1 _|_xqa+cl>m+‘l‘t L 1— qq;-”_q;.Zt
t#n/2
(d-2)/2 1— —1 _,a—b+®,,— Dy, d/2 1— @, — Doy
x = qcp e — qb,a S o San (7.45)
t=1 1 —g®a=%x =1 I1—x"'yq n— P21
(viil) m ve n cift ise,
(d-2)/2
sm® = Y (1)l L+ yg" Pt ﬁ 1+yg+ @t { H)/ 1 - q<1>d s,
t n/ 2
d/2 | _ 1y b—at®p =Dy (d-2)/2 | _ Dp—Dy
N H 1 x—lyqb—a+q>n—cl>zl 1 1 qq)d_cpzf . (746)
t=1+"% Y4 nyy —q

Burada d <nise L, ,11 = 0 oldugundan toplanan terim de bu kosulda 0 olmalidir. O
halde 1 <i < & olmak iizere SUM? toplamlarini kullanarak (7.37) toplamini

( 1) -
SUM~ m tek ise, ]
5 n tek ise,
SUM%) m ¢ift ise, i
3 d tek ise,
SUME() m tek ise, o
@ n ¢ift ise,
n SUM,~ m ciftise
_ K ’
Ima" = Z Lmade,}l - 5) . (7.47)
d=n SUM;" m tek ise, )
s n tek ise,
SUM%) m cift ise, .
; d cift ise,
SUMg{) m tek ise, o
n ¢ift ise,

| SUM?) m ¢ift ise,

seklinde sekiz alt duruma bolebiliriz.

Simdi 1 <7 < 8 olmak iizere SUM? toplamlarini hesaplamak icin asagidaki dnermeyi
verecegiz.

Onerme 7.2. K fek ise,
(i) m ve n tek ise,

sum?) — (1)K 1= g® O K et @t ¥ (KU/2q gty
K ) 1 _ ‘I)m =1 1 +xqa+®m+‘l‘, Pl 1 _ q(bn_q)2r71
N 1 (nt1))2

1@1)/2 1 afb+d>mf<1>2,> (1 p

—Xy q
X .
I‘I:Tl 1 — Xy~ qa b+q)n_q)2t) (1 — qq)K_q)thl)

q’m*q)Zt—l)
(7.48)




(ii) m ¢ift, n tek ise,

1 4 _ K—1)/2 _
SuM®) — ()R Ly e Lt (gl gt
K 1 _xyflqafb%bnf@m Pl 1 _|_yqb+<bm+‘l’, L 1— qun—QDZt,l
1#(n+1)/2
(Kfl)/2 (1 _xflyqb*aﬁ‘cpm*q)%—l) (1 _ qq)m*q)Zt) 7 49
X g (1 —xy_lqa_b+q)”_q)2t) (1 _ qCD](—(I)zt,1) : ( : )
(iii) m tek, n cift ise,
_ K—1)/2 _
@ 1 a® P Lyt (2 gt
K 1 _x—lyqbfaqLCanCI)m Pl 1 +xqa+¢m+‘}‘f Pl 1 _xyflqafb+¢>1<f<bn
t#n/2
(K*l)/Z 1—x —1_a—b+®,—Py; 1— Dy — Doy
X ( REA )(1-q — (7.50)
] (] — Xy~ q‘l* JFCI:'K*CI)Zt) (] —xflyqb*‘H”q)n*(Derl)
(iv) m ve n ¢ift ise,
1 a— _ K—1)/2 _
o — 1 — xy~ 1 gabt®x—Pn II_<I 14 yght@nt¥r (KZD/ 1— g
K — 1—g®n—®n g +yghtent® Ll T ga—br k-2,
t#n/2
(K-1)/2 1 _x—l b—a+®,— Py 1— D — Dy,
X ( ) ) (1-4 ) __ (7.51)
o] (1 _xflyqbfaJrq)n*q)zt,l) (1 —xy*lqafb"‘q)K*q)Zz)
K cift ise,
(v) mve n tek ise,
o — 1 — x~lygh—at®x—Pn K | 4 ypat®t¥s K/2 1 —x~lygh—a+®x—Pa
Kk — 1 —g®n—%nm L1 xget®nt¥ L1 1 — g®n—Pa
t#(n+1)/2
(K=2)/2 4 _ xy~Lgt b On— P K/2 1 — g®m=Pai s
X . 7.52
I e G T T T o (7.52)
(vi) m ¢ift, n tek ise,
SuM®©® — _ 1 — g®k—Pn K | 4 xgt+ @t K/2 | _ 1 yg? o+ Pr =P
K 1 _.xy—]qa—b-Fq)n—q)m ol 1 +yqb+¢m+‘{‘t ke 1 — qq)nfq)Zt—l
t#(n+1)/2
(K-2)/2 1 — g®n—Px K/2 | _ 1y b—at+®m—Dy
< 1 1 —1qa—b+q> —o, 117 x—1yqb—a+q>K—¢>2 L (7.53)
—Xy 'q A L =XT7yg =

=1
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(vii) m tek, n ¢ift ise,

b— a+¢K*q) K 1+yqb+q)n+lyl (K*Z)/Zl q)K*q)Zt

7 mek] 1 —x 'yg —q
SUMg~ = (=1 1 —xlygh—at®n q:m L1 + xgatPm Y 1= q%n—Px
z;é71/2
-1 _,a—b+®,,— Dy, K/2 1— qcbm*q’m—l

-2)/
xy q
I;I @K—(I)zt E 1 _xflyqb7a+q3n*q32t_| ’ (754)

(viii) m ve n ¢ift ise,
1 +yqb+q)m+\l"t I 1— qq)n_(bZt

t=1 =

t#n/2
K2 |y lygh—at@n=—®yy (K22)/2 1 (@=Ds,
X — e ——i 7.55
rl;l1 B (7.55)

Kamnit. 1ddiammz1 kanitlarken m, n ve K *min tek veya cift olmasi durumunu ayri ayri
inceleyecegiz. Tiimevarim yonteminden dolay1 m ve n tek oldugunda K 'nin hem cift
hem de tek oldugu (7.48) ve (7.52) ’de verilen sonuglar1 birlikte diisiinecegiz. Benzer
sekilde (7.49)-(7.53), (7.50)-(7.54) ve (7.51)-(7.55) esitlikleri  birlikte
degerlendirildiginde ispatimiz tamamlanmigs olacaktir.

(1) Simdi m, n ve K ’nin tek oldugu durumu ele alalim.

SUM%) nin toplanan terimini S (1 <t < 8) olarak isaret edersek
sumd |+ 5@ = sumy) (7.56)

esitligini gostermeliyiz. Burada n > m durumuda benzer sekilde oldugundan genel
olarak m > n alacagiz. K = n ise ispat aciktir K — 1 ’in ¢ift oldugunu
diisiindiigtimiizde timevarimi agagidaki adimlarla uygulayacagiz:

1 _xflyqb7a+q>](_] —-®,, K—1 1 +xqa+cpn+\l"r

SUMS) | + S = —

1— q)n_q)m 1 —}—xqa+q)n1+ll"t
(K=3)/2¢ _ N s (K 1)/2 1 — g®n— P2
X
bl 1 _xy qa h+ch—(D2; bl 1 _x—lyqb—a“‘q)[(,l—q)zt,l
(K-1)/2 1 _x—lyqb—a-i-q)](,l—q)z[,l
x tl;ll 1— qq)n*cDthl
#(n+1)/2

(7.57)
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1_’_xqa+¢K+\P1{ K 1+xqa+¢'n+‘l‘,
+(~1 )[#K]

1 +xqa+q)n+‘PK Z];Il 1 _|_xqa+q3m+‘l‘,

(K-1)/2 (1_ —14a=b+® q>2t)( g®n— P ,) (K-1)/2 | — g®x—®ai
X —— (7.58
Pl (1 _xy 1 a b+, (I)Zt) q)[( Dy, 1) pal l_qq)n—q)zl,] ( )
t#(n+1)/2

Simdi esitligin sag tarafinda ayni olan terimleri ortak paranteze alalim:

K | 4 xqot®at¥ (K21)/2 1
1 +xqa+¢'n+lPK ZI;II 1 +xqa+®m+\yt bl 1 — qq)n_q)ZIfl
t#(n+1)/2
o (Kil)/z (1 _xyilqaib+¢)m7¢2l) (1 — qum*‘bm—l)

1 —xy lga bt~y

(1 —X_lyqb_a+q)K_1_q>"> (1 i qq)n_q)m)

1_xy lqa b+d,—DPg_; [n;éK] 1_’_xqa+¢K+\P1{
1 —xy 1ga—b+tPm—Pk-1 +(=1) 1 —q®x—Pn

(7.59)

Burada ortak parantezdeki terimlerle ulagmak istedigimiz (7.48); yani SUM%]) degerinde
bulunan terimleri sadelestirdigimizde ispati tamamlamak icin

(—1)l#K] L gt
(1—g®n=®m) (1 —gPx—n)
B 1 < (1 _x—lyqb—a+cb,<,1—cbm) (1 +xqa+¢m+‘l’l<)
1 + xg®+®ntPx (1— g®n—Pn) (1 _ x—lyqb—a+c1>,<,1—q>,,)

1— xy lqa b+®,—Dg_;
l—xy qa b+®,,—Pg_

a+dx+Y¥
+(_1)[n¢1<]1+x‘1 ’ K) (7.60)

1 _ qq)K_q)n

esitligini gostermeliyiz. Bu son esitlik degerler dagitildiginda kolaylikla goriilebilir
O halde

1—g Dx—Pp K 1 a+®@,+¥, (K-1)/2 | _ dx—Dy

1— q —&,, bl 1 _|_xqa+q)m+\Pr o 1— qq>l1_q)2t 1
1#(n+1)/2
(K=1)/2 (1 _ 5y~ 1ga=b+Pm—P2) (1 — o Pm—Por—1
X ( > qa b+P,—P ) ( q(D - ) (761)
=1 (1—xy q n 2[) (1—q K 2t71)

esitligini elde ettigimize gore ispat tamamlanir.
Diger durumlarin ispatlar1 da benzer sekilde yapilir.

Sonug olarak % matrisi i¢in iddia ettigimiz sonuglara tekrar donelim:
K =1 1se (7.48)-(7.52), (7.49)-(7.53), (7.50)-(7.54) ve (7.51)-(7.55) esitlikleri birlikte
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degerlendirildiginde

_ 1 m=nise,
SUMk = Y, Lyaly, = (7.62)
n<d<m ’ 0 m+#nise

elde ederiz. Bu durumda % matrisinin LU ayrisimindan elde ettifimiz L matrisinin
tersi olan L~! matrisinin ispat: tamamlanr.

Benzer sekilde UU ! carpimindan yararlanarak % matrisinin LU ayrisimindan elde
ettigimiz U matrisinin tersi olan U ~! matrisine ait sonuclarin ispat1 igin

Lin="Y. UnaUg, (7.63)

m<d<n

toplami incelenir. Burada esitligi ispatlarken dikkat etmemiz gereken nokta; U ve U~!
matrislerinin ardigik iki satir ve siitununun iki farkli formiille tantmlanmis olmasidir.
Bu nedenle, % *nin UU ~! carpiminda dort durumu ele almaliyiz.

7.3.3 %~ ! Matrisine Dair Sonucun Ispati

—17y—1 « .. o« . . . v
Unalan carpimindan yararlanarak % matrisinin tersinin ispatini gosterecegiz.

Ispat1 tamamlamak icin

Y ULy = (BN (7.64)

max(m,n)<d<N

toplamini inceleyecegiz.

Burada esitligi ispatlarken dikkat etmemiz gereken nokta; L~ matrisinin ardisik iki
satir ve siitununun dort farkli formiille tanimlanmis olmasidir. Benzer sekilde, U~ *in
ardisik satirlarimi da iki farkli formiille tanmimlamistik. Bu nedenle, (%N);ln 1
kanitlamak i¢in dort durumu ele almaliyiz. 7

Bundan 6nce, daha genel durumu ele alacagiz. m > n olmak iizere genelligi bozmadan
ekstra bir K degiskenine bagl olarak

Y Un;},L;jl (7.65)

m<d<K

toplamini ele alalim. Burada tiimevarim yontemi geregi

—17-1 —1 —1 -1
Y, UpilintUpiiiliiin= Y Unilan (7.66)
m<d<K m<d<K+1

esitligini inceleyecegiz. O halde simdi asagidaki toplamlar1 tanimlayalim:
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(1) n ve K tek ise,

g¥n(m=d) (1+x qa+<1>d+‘1’d)

1) . m+1
SUM, " .= (— 1) —
K max(m%gdgl( (qua+b) (d=1)/2 (—1 -+ [n # d] q(bd*q)n)

(d-1)/2 (14 xg*t®u1t¥n) (1 4 yghtPut®n) mot =
gPt P (1 _xyflqafbﬁbnf@z,) - q¥n—Yi

72 1 (= o8\ TT 1
YT (14 g ) - . (167
X 1 — @ ® H ( +xq J;Il 1 — g¥iem—Fn (7.67)

1 4 xg+Pat¥a

Q2 ._ _ymHd—1)/2
SUM;" 1= ( 1) -
. max(mg)’gdgl( (xqa)d lq‘Pm(d—m)qd:'d(d—l)/z
1)

/2 q—q)zl 1 (1 _i_xqa-f‘q)z[,]-i‘q‘m) (1 +yqb+q>2t+q"m>
X H (1 —x yqb a+dy,— qu) (1 _xflyqbfLH»(I)n*(Dzl_])

=1
e 1—g® b ®,+W
X 11;11 1_xy qa b+®,;—P, H<1+yq " >
z;é /2
_y,
X H i \P,Hn—\y H \y v, - (7.68)

(ii1) n tek, K cift ise,

(xqa)—d/Z q‘Pm(mfd) (1 +yqb+¢>d+‘1’d)

SUMP = (—1)m+d
K max(m%gdgl( (yqb) (d-2)/2 (] _xflyqbfaﬂbdfq)n)

d/2 1 _,_xqa+‘1>2t—1+‘l‘m (d-2)/2 q—q’zt (1 _|_yqb+(b2t+lpm)

|1

Pl qd>2z71 o] 1 _xy—lqa—b+d>n—d>2t
d/z I 1 (= +&,+¥
a n
X H P v H (1 +xq t)
t=1 q t=1
t#(n+1)/2
d—m 1 m—1 q—\Pt
X . (7.69)
ZI;II 1 — qLPler_qu l‘IZIl 1 — qLPm_lPt

(iv) n ve K cift ise,

(xqa)—d/Z q‘I’m(m—d) (1 +yqb+q)d+‘l‘d)

) m+d+1
suM? = (—1) -
K max(m,%gdgl( (yqb)(d 2)/2(—1+[n7§d]qq’n*q)d)
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d/2 q—q’ztfl (1 _}_xqa-i-q)zrfl“‘\l"m) (d-2)/2 1 _|_yqb+(b2t+\{’m

111 — x Lygb—at®n—Py u g%
(d-2)/2 1 d—1 b
< Il v—s-= H(1+yq +®,+ f)
=1 1 =g "=l
t#n/2
d—m 1 m—1 q—‘I‘,
% (7.70)
I,‘I:—! 1 — q‘Pter le tl;ll 1 —qle_lPt
O halde 1 <i <4 olmak iizere SUM&? toplamlarini kullanarak (7.65) toplamini
(
SUMg) n ve K tek ise,
(2) . .
o SUMg” ncift, K tek ise,
Y U.ili,= (7.71)

max(m,n)<d<K SUMg) ntek, K gift ise,

SUMg) n ve K cift ise,

seklinde dort alt duruma bolebiliriz.

Simdi 1 <i <4 olmak iizere SUMg) toplamlarin1 hesaplamak icin asagidaki dnermeyi
verecegiz.

Onerme 7.3. (i) n ve K tek ise,

g ) (1-K)/2 g =K) (1 4 xq O+ ¥n)
(=1 [n# K] g®x=Pn) (1 +xg9+PatFm)
(K—l)/2 (1 +xqa+¢’2tfl+lym) (1 +yqb+q)2t+\{lm)

qq>2r+q)2171 (1 _ xyflqa*bJrq)n*‘DZz)

X

t=1
(K=1)/2 { K

+&,+¥
< 11 —1_q¢n_%lnl(1+xqa )
t=

t=1
1#(n+1)/2
—yp,

XKI_in lyl —¥ ”ﬁ q‘P - (7.72)
bl 1_q t+m— Y'm bl 1_q m— Xt

(ii) n ¢ift, K tek ise,

(xqa)I*K (1 +xqa+¢>1<+‘l’m)
qlpm(K—m) g®Px(K=1) /2 ( 1+ yqb+c1>n+le)

(K*l)/z q7<l>2,,1 (1 +xqa+¢‘2,,1+lym) (1 +yqb+q)2r+lpm)

x (1 —x Lyghav®a—x) (1 1~ lygh—at®—®a1)

t=1
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— g P h+®,+
a—b+Dg—D, H<1+yq ! t)

= 1-x7lg
t#n/2
K—m 1 m—1 (]_LPt
X . (7.73)
II;Il 1 — q‘Pter_le ll;ll 1 — qle_\Pt

(iii) n tek, K cift ise,

—_K/2 2—K)/2 _

ay K/ (yqb)( )/ g ¥m(m—K) (1 _|_yqb+<bK+‘Pm)
(1 _xflyqbftkHbK*‘bn) (1 +xqa+q)n+q’m)

K/2 1 _’_xqa"’_(bztfl'i"{lm (K_z)/z q_qDZt (1 +yqb+q>2t+‘ym)

x H qq)Zz—l

3 k (xq
suM = (—1)"*

ol ] 1 _.xy—]qa—b-Fq)n—q)zt
K/2 1 K
< T1 TI‘[(H_xqﬁtia,mu}'f)
= 1_q n— P21 2k
t;é(n—i—l) /2
¥
X H \PH,,,—\{' H ‘I-' - (7.74)

(iv) nve K cift ise,

a)fK/Z (yqb)(z_K)/Z qum(m*K) (1 +yqb+‘I’K+‘Pm)

(=1 +[n # K] g® ) (1+yg> &t ¥n)
K/2 q—¢>2,,1 (1 +an+q)2t71+lpm) (K=2)/2 1 +yqb+CI>2,+‘Pn1

X
SUMS?) = (_1)m+K+l ( q

X
bl 1— x_lyqb_a"'q’n_q)m—l pali qq)Zt
(k272 1 K b+®,+Y¥,
X H T 5, Dy, H (1 +yq n t)
t=1 1 — g% t=1
t#n/2
K—m 1 m—1 qf‘{’t
« . (7.75)
[];]1: 1— q‘{’z-&-m_qlm tI:—! 1— qq"m_\yt

Kamt. Iddiamizi kamtlarken n ve K ’nimn tek veya ¢ift olmasi durumunu ayri ayri
inceleyecegiz. n ve K tek oldugunda tiimevarim yontemi geregi (7.72) ve (7.74) ’te
verilen sonuglar birlikte diisiinecegiz. Bunun sebebi toplamin indisinde hem ¢ift hem
tek degerlerin bulunmasidir. Benzer sekilde 7 ¢ift oldugunda ise (7.73) ve (7.75) ’teki
sonuclar birlikte degerlendirilecektir.

(1) Simdi n ve K 'nin tek oldugu durumu ele alalim.

SUM%) nin toplanan terimini S (1 <t <4) olarak isaret edersek

@ | ¢ _ gy
SUMP | + Sy = SuMy

esitligini gostermeliyiz. Burada m > n durumuda benzer sekilde oldugundan genel
olarak n > m alacagiz. K = m ise ispat aciktir. O halde tiimevarimi asagidaki
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adimlarla uygulayacagiz:

(xqa>(lfK)/2 q‘Pm(m—K—H) (1 +yqb+d>K_1+‘{‘m)

(yqb) (K-3)/2 (1 _x—lyqb—a+<1>1(—1—¢n) (1 _|_xqa+<I>n+‘Pm)

X H qcDZz—l

t=1

suMP s — (—1)™

(K-1)/2 1 K-1 1
a+P,+Y;
X H 1_q¢‘n7¢2,,1 H <1+xq )
=1 t=1
t#(n+1)/2
K—m—1 m—1 —¥

_ q
ZI;II 1— q\Pm—LP,
q‘l—‘m(me) (1 _|_xqa+d>1<+‘1"1()

(ryget?) K2 (<1 4 [n £ K] g®x—0)

1
X
g 1 — quhLm_LPm

+ (_1)m+l

Y (Kfl)/z (1 +xqa+¢'2171+lym) (1 —|—yqb+q)2t+l{‘m) m—1 q_lyt
k] qq)2t+q)2t71 (1 _xy—lqa—b-i-(bn—(bzt) by 1— q‘me‘I’l
(K—1)/2 I K—1 o oy K 1
X <1 +xqa+ nt l)
1‘1;11 1 il qq)n*q)%fl I,‘I;Il I,‘I;Il 1 — qlPter_le
t#(n+1)/2
(7.76)
Simdi esitligin sag tarafinda ayni olan terimleri ortak paranteze alalim:
B (_1)m+1q‘1‘m(m—K) (K-1)/2 (1 _|_xqa+<l>2r71+‘1’m) (1 +yqb+¢2t+‘1’m)
N (xyge+?) k=02 UL g (12 1 gabr 002
K—1 & 4w (K-1)/2 1 K—m 1
X (1 + xg®T®n ’)
g ZI;II 1— q(pn_q)thl g 1— q\Pt-km*\Pm
1#(n+1)/2
m—1 -, X a+®,+%¥, 1— Yi—Y 1 a+Pg+¥g
<[] qu o7 : (+¢qu )+ g pp— (71.77)
l‘le_q m— Xt 1+xqa ntTm _1+[n#K]q K—Pn

Burada ortak parantezdeki terimlerle ulagsmak istedigimiz (7.72); yani SUM%I) degerinde
bulunan terimleri sadelestirdigimizde ispati tamamlamak i¢in

(1 +xqa+q>K+‘Pm) (1 +xqa+<bn+‘l‘K)
(—1+[n# K] q®cPn) (1 4 xqo+®Pnt¥m)
< xg®t ¥ (1 — g ¥k =) 1+ xg@tPx+¥x )

(7.78)

1 +xqa+¢'n+q”m _1 _|_ [n ;é K] q(bK_(Dn

esitligini gostermeliyiz. Bu son esitlik degerler dagitildiginda kolaylikla goriilebilir.
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O halde

xyqa+b)(l_K)/2 q‘I’m(me) (1 +xqa+d>1<+‘{’m)

O _ m+1(
S = ) K] g™ %) (1 Farge o )

(K-1)/2 (1 _{_xqa—HDz,,l—i-‘Pm) (1 +yqb+¢2t+‘l‘m)
X tIJ qq)Zz‘i‘q)thl (1 —xy_lqa_b+q)il_q>21)

(K-1)/2 1 K o
a+®,+Y;
X H 1 _qq)n—q)zt,l H(l +Xq )
=1 t=1
t#(n+1)/2

K—m 1 m—1 q—‘{’,
X .
I‘IJ 1 — qlPhLm_\Pm H 1 —_ q\ym_‘yl

=1

esitligini elde ettigimize gore ispat tamamlanir.

Sonug olarak %~ matrisi i¢in iddia ettigimiz sonuglara tekrar donelim:

K =N ise (7.72)-(7.74) ve (7.73)-(7.75) esitlikleri birlikte degerlendirildiginde

¢

SUMg) n ve K tek ise,

2 v .
(2 )_1 B Z U-l7-1_ SUM%) n ¢ift, K tek ise,
N)mn — m,d~d.n 3) W .
max (m,n) <d<K SUMg" ntek, K cift ise,

SUM?) n ve K cift ise,

\

(7.79)

(7.80)

elde ederiz. Bu durumda U, LL;; carpimindan yararlanarak % matrisinin tersinin

ispat1 da tamamlanir.

7.4 Uygulama

Simdi buldugumuz genel sonug¢larimizin bir uygulamasi olarak ¢ 'nun 6zel secimiyle

genel Fibonacci ve Lucas sayilari i¢in asagidaki sonuglart verelim:

Herhangi a, b, p, r, A, W, v, w tam sayilari i¢cina+ A (p+m)" + u (r+n)" # 0 olmak

tizere S =[] matrisini

.
! m tek ise,
UatA(p+m)"+u(r-+n)"
%ﬂ,n -
1 o
m cift ise
\ Vb+/l(p+m)"+u(r+n)w

ya da
D :=A(i+p) ve Wii=u(i+r)"
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olmak tizere

m tek ise,
Ua+(1)m+‘}'n
Hmn = (7.83)
1
m ¢ift ise,
(. Vo+a,+w,

seklinde tanimlayalim. Burada .7 matrisinin tek numarali satirlar1 genel Fibonacci
sayilarindan, diger satirlar ise genel Lucas sayilarindan olugsmaktadir.
Ornegin boyutu 4 alian .7 matrisi asagidaki gibidir:

B 1 1 1 1 7
Usro,rv, Usrorw, Usrorv; Usro 1w,

1 1 1 1
Vird,+w,  Voro,+w, Vord, 4w, Viro,4w,
T = . (7.84)
1 1 1 1

ULH-‘I’;; +¥ Ua-i-d)g +¥; Ua+<1>3 +¥3 Ua+¢>3 +¥y

1 1 1 1
L Vrao,+9,  Vrao+9,  Vro+ws Verotw,

x = —g*, vy =q¢" ve ¢ = B/ olmak iizere U, ve V,, icin tanimlanan Binet formiilleriyle
¢ matrisini

1—gq 1 .
el g o, m tek ise,
1
Fonn = e X (7.85)
1
—b A
X T ygh ot m ¢ift ise,
seklinde de tanimlayabiliriz.
Simdi Z matrisini
1 .
TR m tek ise,
B = [Bn) = (7.86)
1
m cift ise,

seklinde tanimlayalim.

Burada x,y ve ¢ 'nun x = —1, y =1 ve ¢ = B/ gibi 6zel degerlerini segerek, ¢
matrisinin % matrisinin 6zel bir hali oldugunu gorebiliriz. Dolayisiyla 7 matrisinin
ozelliklerini (LU ayngimi, L~', U~!, #~! gibi) % matrisi icin verilen ana
sonu¢larindan tiiretebiliriz.
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{U,,V,} dizilerinin g-formlarina gore herhangi x ve y reel degerinin secimine bagh
olarak, &4 matrisi Filbert ve Lilbert matrislerinin formlarina sahip olacaktir.
Daha acikga;

i. Eger x = y = —1 ise, % matrisinin elemanlar1 Filbert matrisinin elemanlar
seklinde olacaktir.

ii. Eger x =y = 1 ise, % matrisinin elemanlar1 Lilbert matrisinin elemanlar1
seklinde olacaktir.

iii. Eger x = —y = —1 ise, & matrisinin ardigik satirlart sirasiyla Filbert-Lilbert
seklinde olacaktir.

iv. Eger x = —y =1 ise, % matrisinin ardigik satirlar1 sirasiyla Lilbert-Filbert
seklinde olacaktir.
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8. ¥ MATRISI iCIN SONUCLAR

8.1 Tez Problemi ve Calisma Plani

Bu boliimde 2 matrisinden [12], literatiirdeki lineer olmayan 6rneklerden ve [10, 11]
calismalarimizdan esinlenerek 4. boliimde tanimladigimiz 4° matris ailesinine ait
sonuglart ispatlariyla birlikte verecegiz.

Oncelikle € matrisini tekrar hatirlatalim:

Herhangi a, b, p, r, A, W, v, w, g, x ve y reel sayilar igin 1+ xgtta(ptm) +b(rtn)" _£
1 + yghtalptm) +b(r+n)" £ 0 (x,y # 0) olmak iizere € = [Cnnlmn>0:

( l_i_qu—i—cb(m)—l—‘{’(n)

1 +xqu+¢(m)+‘1’(n) m tek 1se,

C = [Gnn) = (8.1)
1+yql+<l>(m)+‘{’(n)

m ¢ift ise.

Burada gosterimi sadelestirmek amaciyla daha once tanimlananlardan bagimsiz olarak
® ve ¥ index fonksiyonlarimi asagidaki sekilde tanimlayacagiz:

®(i):=a(p+i) veP(i):=b(r+i)". (8.2)

Boylece % ’nin ardigik satir elemanlar1 x ve y se¢imine gore lineer olmayan Filbert ve
Lilbert matrislerinin eleman formlarina sahip olacak. Bu a¢idan, ¢ matrisi ¢ok 6zel
ve ilging bir uyum sergiler. Bu uyumu matrisin cebirsel ozelliklerini elde ederken de
gorecegiz.

Ayrica x = y ise sonuglarimiz [12] ’te yani & matrisi i¢in verecegimiz sonuclari da
kapsayacaktir.

Simdi bu ¢alismamizda yapacaklarimizi kisaca 6zetleyelim:

« 1k olarak LU ayrigimlarindan ve bunlarin terslerinden gelen L, U, L~! ve U~!
matrisleri i¢in acik formiiller sunacagiz.

* Ardindan matrisimizin boyutuna bagli olarak matrisin tersinin ve
determinantinin genel formiillerini verecegiz.

* Elde ettigimiz formiillerimizi gerekli yontemleri kullanarak ispatlayacagiz.

 Son olarak matrisin 6zel durumlari inceleyerek uygulama alanina deginecegiz.
Burada tiim 6zdesliklerimiz genel ¢ icin gecerlidir. Bu durumda Fibonacci ve
Lucas sayilariyla ilgili sonuclar, ¢ 'nun 6zel secimi i¢in dogal sonuglar olarak
ortaya cikacaktir.
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8.2 Temel Sonuclar

Simdi € matrisinin LU ayrisimin1 ve determinantini, L~!, U~! matrislerini ve €~!
matrisini agsagidaki teoremlerde verecegiz.

Oncelikle gosterimi sadelestirmek amaciyla asagidaki fonksiyonu tanimlayalim:

Q(z1,2y,23,24,25,26;K) 1= 1 + (—1)5+le{5+222JyV+%J

x g IO -2 HK(@(2) 1 (s HE) O @FEW) (g3

Ozel olarak k = 0 durumunda; Q(z1,2,,23,24,2s,24;0) yerine W (z1,2,,23,2)
fonksiyonunu kullanacagiz.

Teorem 8.1. Kabul edelimki 1 <n <mve 0 = n olsun.
m tek ise;
(i) n tek ise,

(n—1)(@(m)—d(m) 2 (1,1, —1,mn, 1;1) Iﬂl 1 4 xgh+em+E0)
w(lulu_luo) —1 1+Xq'u+q)(m)+\{‘(l)

(n—1)/2 (1 — q‘1>(2f—1)—¢(m)> (1 _x—lyq<1>(2t)—<1>(m)>

Lm,n =dq

x (1= @@= (1 — xLyg®)-00m) (8.4)
(ii) n ¢ift ise,
L (o7 \Te@2z—2mn L) 1 ygt O
e q<1>(n)—<1>(m) v (1,0,0,0) tI;I1 1 4 xgh+®m)+¥(1)
y n/2 _ g®@=)=2(m) (n=2)/24 oy lyg@0)-2(m) 55
Hl xy~ 1g®Q=1)~®(n) II;Il 1 — ¢®@)—®(m) :
m ¢ift ise;

(iii) n tek ise,

ly V7'e@d,-1,1,mn1;1) H ] g+ 2(m) ¥ ()
C[¢> (m) II/(L 17 _170) —1 1 _|_yq,u+¢'(m)+‘{—‘(t)

(n-1)/2 (1 _ q¢<zz>f<1><m>> (1 _xy—lqcbarfl)—cb(m))

X tIJl (1 —q<b(2z—1)—<1>(n)) (1 _xflchb(z;)_(p(n)) ) (8.6)
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(iv) n ¢ift ise,

. n D(n)+¥
Loy = gl D@om) (o) €(1,0.0.m. . L) g2y 139" () +()

v (1,0,0,0) L5 14 yghtRm)TE@)
y <"ﬁ>/2 | — g®0)-2m) ﬁ 1 _xy—l qcp(zt_l)_q)(m) .
Teorem 8.2. Kabul edelimki 1 <n <mve & = n olsun.
(i) n tek ise,
n—1
_ _ A-u —Xq“ Q(l,l,—l,n,m,l;l)
Un,m (1 q ) (q—(¢(n)+‘{‘(m))) 1//(0,—1,—1,1)
y rﬁ | — g¥0)—¥m) (n+1)/2 |
S 14 xght®@+¥@) L1 ] 4 xght®2-1)+¥(m)
(n—1)/2 (1 _qlD(Zt—l)—d)(n)) (1 _x—1yqq>(zz)—q>(n)>
8 El 1+ yght 20 +¥(m) , (8.8)
(ii) n ¢ift ise,
n—1
(1 H —q" Q(1,0,0,n,m,1;1)
= g JORL O (n—2)/2 o
_ o ®Q21)—®(n)
* ,1;11 Tygemvn 11 (19 )
n/2 1 — oyl @@=~ (n)
o (8.9)

* ;131 (1 ygh+t@RO+Em)) (1 4 xgh+ Q1)+ (m)) -

Asagidaki teoremlerde 6nceden tanimladiginiz Iverson notasyonunu kullanarak L~!
ve U~! matrislerinin formiillerini verecegiz.

Teorem 8.3. m < n ise L;l}n = 0 olmak iizere 1 <n <mve 8§ =m olsun.
m tek ise;
(i) n tek ise,

Q(0,—1,—1,n,m,0;—1) "=/ | _ ;0(m-®2-1)

=1 _ (_1)lm#n]
Lm7n ( 1) W(Oy_l,—l,l) [1;11 l_qq)(n)_(p(zt_l)
t#(n+1)/2
" tl;ll 1 —xy~lg®n -2 I;Il 1+xqu+d>m Te0)° (8.10)
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(ii) n ¢ift ise,

Q(0,0,—2,n,m,0; —1) "=1/2 | _ xy—1,80m)-(20)
,131 1 — g @0
t#n/2
— g®m)—@(2=1)  ml oy utR(n)+E (1)

II;II 1 —x—lyg®m)=®@2=1) L1 | 4 xght+®m)+¥(0)"

Lol —
" v (0,0,0,1)

(8.11)

m ¢ift ise;
(iii) n tek ise,

L*l o _Q((); _270;n,m,0;—1) nﬁ 1 _x—lyqu(m)—d)(Zz—l)
e II/(0707 _27 1) —1 1 _qu(n)fq)(thl)
#0rt1)/2
(m=2)/2 g @m)=®Qt)  mol gy () ()

e H 1— xy—lqcb( n)—®(2r) . 1_|_yqu+d>(m)+‘1’(t)’

(8.12)

(iv) n ¢ift ise,

) = (_1)[”17&"] 9(0707 _27n7m70;_1) ( )/ 1_q¢)( )=e2)
e W(anr _27 1) =1 1 _qq>(n)—q>(2t)
t#n/2
"’/Zl—x yq @ (m)— @(Zt—l)m—l 1 4 ygh+em+¥()

(8.13)

Teorem 8.4. m < n ise Un_nl1 = 0 olmak iizere 1 <n <mve § = m olsun.
(i) m tek ise,

(1_ /1_#>1 q*(fb(m)nt‘{’(n)) m_lQ(O,—l,—l,m,n,O;—l)
I W(1717_170)
(m—1)/2 | 4 ygh+®R)+2(n)

X H SO -B(m)) (] — 1~ lyg®2)-(m)

1—}—xq“+q)( m)+®(r) (m+1)/2

X
tI:Tl 1— q"P(t)_‘{J(”)
t#n

(1 _|_xq,u+cb(21—l)+‘l’(n)> ’ (8.14)
=1

(ii) m ¢ift ise,

m—1
1 —(P(m)+¥(n)) B L
U,;nﬁ:_(l_qlfu) q Q(0,0,—2,m,n,0;—1)
7 yg* v (1,0,0,0)
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m/2 (1 +xqu+¢>(2t—l)+‘11(n)> (1 +yqu+q>(2z)+\y(n))
@ (2t —1)—D(m)

X

-2)/
H TGy (8.15)
Simdi ¢ matrisinin boyutuna bagli olarak bu matrisin tersini asagidaki teoremde

verecegiz.

Teorem 8.5. 1 < m,n <N ve § = N olmak iizere;
(i) n tek ise,

N—1
(60! = (1—&—”)_1 g (P +¥(m)) Q(0,—1,0,n,m,0;—1)
£ —xq/-‘ W(17170a0>

IN/2] 4 4 ygh+@(20)+¥(m) N
Y9 B D(n) (1)
A g | —x1yg®20) -3 ZIJI (1 +xq )
. ﬁ 1 L(N+1)/2] 1 4 xgh+®Q—1)+%(m) 816
L1 1—g¥@)-F0m) 5 1 — g®Q—1)=2(m)
+=m t#(n+1)/2
(it) n cift ise,
- ! Q(0,1,-2,n,m,0; 1)
] A’ bl
—(1=g*H
(%N)m,n < q ) < —yq“ ) 1 1’0,0)
N+1)/2
y [(N+1)/2] 1—|—Xqﬂ+<b(2t 1)+%(m ﬁ <1+yqﬂ+‘1’( o~ ))
21 1—xy 1g®@-D-2@) 1 1
y I’X[ 1 |N/2] 1 4 ygh+ @0 +¥(m) w1
L1 1—g¥O)-¥m) 1L | g®2)-(n)
t#m t#n/2

Son olarak, ¥ matrisinin determinantin1 boyutuna baglh olarak asagidaki teorem ile
verecegiz Daha Onceden belirttigimiz lizere U matrisinin kosegen girdilerinin
carpimini kullanarak % matrisinin determinantini kolayca elde edebiliriz.

Teorem 8.6. N > 1 ve 0 = N olmak iizere,

N

N—1
detgy = (") gr(3) (1 _ q’tfﬂ) w(1,1,0,0)

[(N=2)/2] [(N=2)/2] N—IN-1

d21) (1 D(2k+2)—D(21) W) (1 ®k+1) P ()
< I I ¢ (1= DI (1-a )
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/2] N | [(V+1)/2) N .
- g kI:[] 1 4 ygh+®2)+¥(k) ,IJ o 1 xgh+ @21 +¥ (k)
[N/2] [(N+1)/2]
% H H g1 (1_ x—lyqd>(2t)—d>(2k—1)>
t=1 k=1
L((N-1)/2] [(N-1)/2]

% H H CIJ(Zz—l)<1_q¢>(2k+1)—d>(2t—1)>

t=1 k=t

(—I)LN /4,357 N tek ise,
X (8.18)
(_I)L(N+2)/4J x(3l(N+21)/2J)/3 N ¢ift ise.

8.3 Ispat

Simdi buldugumuz bu sonuglarin ispatimi verecegiz. Iddialarimizi tiimevarim ve
geriye doniik tiimevarim yontemleriyle kanitlayacagiz. Bu yontemlerde islemler uzun
ve zaman alic1 oldugundan sonuclarimizin bir kisminin ispatin1 verecegiz. Diger
sonuclarin ispatlar1 da benzer sekildedir.

8.3.1 LU Ayrisiminin Ispati

¢ matrisinin LU ayrigiminin ispati igin

Z Lm,dUd,n = (gm,n (8.19)

1<d<min(m,n)

esitligini gostermeliyiz.

Burada L matrisinin ardigik iki satir ve siitununun dort farkli formiille; benzer sekilde
U ’nun ardigik satirlarint da iki farkli formiille tanimlamistik. Bu nedenle, 4" "nin LU
ayristmini kanitlamak i¢in dort durumu degerlendirmeliyiz.

Bundan 6nce, daha genel durumu ele alacagiz. m > n olmak iizere genelligi bozmadan
ekstra bir K degiskenine bagli olarak

Z Lm,dUdm (820)

toplamin1 dort alt durumla ele alalim. Bunun i¢in agagidaki toplamlar1 tantmlayalim:

0 = d olmak lizere;
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(1) m ve K tek ise,

min(mn) o (1,1, -1,d,n, ;1) Q(1,1,—1,m,d, 1;1

1) . _ l—[.t (77 77n7’) ( ) 7m77’)

= (1-

o= (1-" ) L o L1y yaiL Lo
d—1

<_xqu+<1>(m)+‘{—‘(n)) (1 I xunrcb(d)Jr‘P(d)) o,

(1+xqu+cl>(d)+‘ll n)) (1+xqﬂ+<l>(m)+‘l‘(d)) Pl 1+xqu+(l>(m)+‘~l"(t)

(d—1)/2 (1 _qd>(2t—l)—d>(m)> (1 _x—lyqu(Zt)—d)(m))
% (1 ygh T OCOTFm) (1 4 g1 +%0))

()~ (n)

(8.21)

=1

(11) m cift, K tek ise,

min(mn) 11, -1.d.n1:1)Q(1,-1.1.m.d,1:1
SUMg) — (1 _qlfu> Z ( » 49 ,d, 1, L ) ( ) ,1,m,d, L3 )
d= W(O _1 -1 1) l[/(l,l,—l,O)

(yqﬂ-i-(b )) (] +qu+CI> )+¥( d)) -1 q_ q P(1)—¥(n)
X (1+xq”+¢’ )(1—|—yqﬂ+q’ H l—l—yq““l’ m)+¥(r)

(d=1)2 ( _qd)(Zt)flI)(m)) <l—xy* ; (Zz 1)—d(m)

X g (1—|—yqu+d>(21)+‘l’(n)) (1_|_xqu+d>(21 1)+lp(n)) (8.22)

(ii1) m tek, K cift ise,

min(m1) 0 (1,0,0,d,n,1;1) Q( 1,2, —2,m,d, 1;1)

3 ._
s = (1-47) }% y(1,0,0,0) y(0,0,-2.1)

x4/2 (_qu+¢(m)+‘{’(n)>d1 (1+yqu+d> )+¥(d B (1) —¥(n)
% qCI)(m) (1 _x—lquD(d)—CI)(m)) (1 —|—xq/~i+q) d)) H —|—_xqﬂ+q) m)+¥(1)

d/2 (1 —x_lyq‘D(Zf)—q’(m)) <1 D (2t—1)—

i (1 xght =1+ (1 +yqu+<1>(2z)+lp(n)) (8.23)
(iv) m ve K cift ise,
rmn(mn 100dn11)9(100md1-1)
(4) : ) ) b 9
SUM, (= (1—
K ( > ZK v (0,0,-2,1) v (1,0,0,0)
< ygh e v’ (1 +yqu+¢(d)w(d)> PO

X

: \

—®(m /2(1_|_yqu+<1>( )+‘P(d)) 1+yqu+c1> m)+¥(r)

t=1
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dj2 | —xy~ ! g®@=1)-®(m) 1)/2

X g (1 +xqu+d>(2t71)+‘l‘(n)) (1 _|_yqu+¢> (20)+¥(n H <

cb(m)) _

(8.24)

O halde 1 <i <4 olmak iizere SUM}? toplamlarini kullanarak (8.20) toplamini

( (1) -
SUM;" m ve n tek ise,

SUM%) m cift, n tek ise,
Y, LnaUin= (8.25)
SUME?) m tek, n cift ise,

@ -
\ SUMg~ m ve niftise,

seklinde dort alt duruma bolebiliriz.

Simdi 1 <i <4 olmak iizere SUM&? toplamlarin1 hesaplamak icin asagidaki 6nermeyi
verecegiz.

Onerme 8.1. § = K olmak iizere;
(i) mve K tek ise,

K-1 —_
suMll) — —xg" 1—g*#
K q_(q’(m)"“y(”)) 1 _|_xqu+<l>(m)+‘{’(n)

(K—1)/2 (1 _ qd>(2t—1)—<1>(m)> <1 _x—lyqd>(2t)—<b(m))
L (14 ygrr@R0+¥0) (14 xgh @D +¥(0))

Q(L1,—1,m,n,1;1) K= 1 —g¥O-¥0)
I//(O, —1, —1, 1) =1 1 —|—xq/~‘+¢‘(m)+ly(’) ’

(8.26)

(ii) m ¢ift, K tek ise

sun®@ = ¥q" R s
K g~ (®m)+¥(n)) 1 4 ygh+®m)+¥(n)

(K—1)/2 (1 _ qCI)(Zt)—q)(m)) (1 _xy—quI)(Zt—l)—d)(m)>
(1 +yqu+<I>(2t )+¥(n ) (1 _|_xqu+<I>(2t 1)+¥(n ))

t=1
Q(1, 11mn11 K 1—g¥0-¥m

Il/(07_17 I:Tl 1+ q“"‘(b +lP(t)7

(8.27)
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(iii) m tek, K ¢ift ise

<—Q“+q’(m)+\1'(”))K1 (1 - ql_”) <1 - yqﬂ+<1>(K)+‘P(n))
x(2=K)/2 (1 —x~Lyg®K)=2(m)) (1 4 xgh+P0m+¥(n)
K2 (1 _xflyq‘b(Zt)*fb(m)) (1 _qCD(thl)qu(m))
o1 (14 xgit Q=D+ (1 4 ygh+220)+F ()

- )KL | ¥O-¥n)
e i , (828)
v(0,0,—2,1) L1 14 xght@m+EQ)

3 _
sum{) =

(iv) m ve K cift ise

SUM” =
K ( @)+ () ) g2 (1+ yq,quCI)(m)Jr‘P(n))

K/2 1 .

(m)
X g (1 +qul+<1>(2171)+‘y(n)) (1 F ygHt R0 T H ( )
Q(1,0,0,m,n,1;1) =1 1 — 4¥O-¥0)

w(0,0,—21) i eremien;

14®(2=1)=®(m) -

(8.29)

=

Kamt. Iddiamiz1 kanitlarken m ve K ’nin tek veya cift olmas1 durumunu ayri ayr
inceleyecegiz. m tek oldugunda K tek ise (8.26) ve K — 1 cift olacagindan (8.28) ’de
verilen sonuclar birlikte diisiinecegiz. Benzer sekilde m ¢ift oldugunda ise (8.27) ve
(8.29) ’daki sonuglar birlikte degerlendirilecektir.

Oncelikle m 'nin tek oldugu durumu ele alalim.

SUM%) nin toplanan terimini S (1 <t <4) olarak isaret edersek

sumd | =sum s (8.30)

esitligini ispatlamaliyiz.

Burada n > m durumuda benzer sekilde oldugundan genel olarak m > n alacagiz. K =n
ise ispat acgiktir. K — 1 ’in cift oldugunu diisiindiigiimiizde geriye dogru tiimevarimi
asagidaki adimlarla uygulayacagiz:

soM® 4 @) = (X" R s
K K-1" q7(¢(m)+‘l’(n)) 1 +xqu+q>(m)+‘{’(n)

(K—1)/2 (1 _ qcmz—l)—cb(m)) (1 _x—lchb@z)—cb(m))

(1 +yqu+<b(21)+‘lf(n)) (1 _|_xqu+<b(21—l)+‘l’(n))
— g¥O)—¥(n)

t=1
Q(1,1,-1,mn, ;)& 1—¢
W(07_17_171) I;I _|_xqﬂ+¢'( HJP()

65



Q(0,~1,-1,K—1,n,2;1)Q(0,1,-3,m,K—1,2;1)
v(0,—1,—1,1) v(-1,-1,-32)

(K=1)/2 <_qu+d>(m)+‘P(n)>K_2 (1 _qa—u) <1 Jryqu+<1>(1<—1)+l11(1<—1)>
@) (1= xTyg®K-1)-2m)) (1 + xqu+¢>(m)+‘l‘(1{71))
(K=1)/2 (1 _x—lyqd><2z>—d><m>) (1 g1 —%(m )) _
(1 +xqu+¢(2171)+‘1’(n)) (1 —|—yq“+q’ (26)+%¥(n H 1 +xqﬂ+‘b m)+¥(t)
(8.31)

X

—g¥O)-¥(n)

t=1

Gerekli sadelestirmelerin ardindan

LK-3)/2 (_qu+¢>(m)+‘l‘(n)>K2 (1 _qk7u> (1 _i_yunr(I)(Kfl)Jr‘P(n))

g®m) (1 — x~Tyg®K=1)=2(m)) (1 4 xgu+2(m)+¥(n))
(K-1)/2 (1 _x—lyq<1><2r>—<b<m>> <1 y q<b<2r—1>—<1><m>>

- (1 +xqu+¢>(2t—1)+lP(n)) (1 +yqu+fl>(2t)+‘l‘(n))
Q(0,1,-3,m,n,2;1) K2 1 —4¥O-¥0)

3 _
suMp) | =

8.32
w(—1,-1,-3.2) Bl T gl o0m () (8.32)
elde ederiz. Buda ispati tamamlar.
m ’nin ¢ift oldugu durumda da ispat benzer sekilde tamamlanir. [
Sonug olarak ¢ matrisi i¢in iddia ettigimiz sonuglara tekrar donelim:
K =1 1se (8.26)-(8.28) ve (8.27)-(8.29) esitliklerinden sirasiyla
1 A+®(m)+¥(n) suMV 5 tek ise,
= L el =4 (8.33)
1 +xq 1<d<min(m,n) SUMI n gift ise
ve
1 A+@(m)+¥(n) suM® 1 tek ise,
Jryunrcl>(;n)+LIJ(;1) = Y LU= (14) (8.34)
1+yq 1<d<min(m.n) SUM;” niftise.

elde ederiz. Bu durumda 4" matrisinin LU ayrigiminin ispati tamamlanir.

8.3.2 L~! Matrisine Dair Sonucun Ispati

LL~" carpimindan yararlanarak % matrisinin LU ayrnigimindan elde ettigimiz L
matrisinin tersi olan L~! matrisi icin verdigimiz sonuclarin ispatini gosterecegiz.
Ispati tamamlamak igin

Y Ludly, (8.35)

n<d<m
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toplamini inceleyecegiz. Dikkat edilecegi iizere bu toplamin degeri

1 1 m=nise,
Y, Laaly, = . (8.36)
n<d<m 0 m+#nise

seklinde olacaktir.

Burada esitligi ispatlarken dikkat etmemiz gereken nokta; L ve L~! matrislerinin
ardigik iki satir ve siitununun dort farkli formiille tanimlanmis olmasidir. Bu nedenle,
% nin LL~! carpiminda sekiz durumu ele almaliyiz.

Bundan 6nce, daha genel durumu ele alacagiz. m > n olmak iizere genelligi bozmadan
ekstra bir K degiskenine baglh olarak:

Y Ludly, (8.37)

toplamini ele alalim. Burada tiimevarim yontemi geregi

Y Lm7dL;}l+Lm7K+1LI}}rl7n: Y Lm,dL;,‘l (8.38)
n<d<K n<d<K+1

esitligini inceleyecegiz. O halde simdi agagidaki toplamlar1 tantmlayalim:
0 = d olmak iizere;

K tek ise,

(1) m ve n tek ise,

(d-1)/2
LO Z (_1 +[d #n q<1>(d)—¢>(n)) (1 +xqu+d>(n)+llf(d))

n<d<K
Q(0,-1,-1,n,d,0;-1) Q(1,1,~1,m,d, 1;1)
W(O,—l,—l,l) l[/(l,l,—l,())
a1z (1ol yg®@)=0m ) (1 — g¥om-e-1)
- ,I;II g®@) (1 — xy—1g®n)-2(0)
(d=1)/2 d UAD(n)+¥(1)
< 1 5o [ . (8.39)
bl 1 — g®n)—2(2-1) | + xgh+@m)+¥(0)

1
#(n+1)/2

(i1) m cift, n tek ise,

(d-1)/2
Ko Z (—1+4[d # n]g®@D=20) (1 4 xgh+@W+¥())

n<d<K
Q(0,-1,-1,n,d,0;—1)Q(1,—1,1,m,d, 1;1)
W(Oa_lv_lal) W(laL_laO)
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1 g®2- 1)(1_xy—1q (n) <I>(2t))
(@ 21)/2 d H () -+ (1)
<1 <1>1c1>2 1H1+xq ST (8.40)
S 1= g®m= @@= L] fyghttRm) ()
t#(n+1)/2
(1) m tek, n cift ise,
. 5 (xy—l)(d—l)/2 (d—1)®(m) <1+xqu+¢(d)+‘}‘(d)>
ik (1= [d # nxy~ 1g2@=2m) (1 4 ygh P +¥(d))
L Q(0.0, —2,n,d,0,—1) Q(1,1,-1,m,d,1;1)
(d— 1)/2( (2r 1)~ (m )) <l_x*1yq¢'(2t)fq>(m)>
X 1;11 P FPT) (] — xLyg®(n) S i1
(d=1)/2 d H+®(n)+¥(1)
X a1l i (8.41)
=1 1—q 2t) L0 1+ xgh+@m)+¥(0) |
t#n/2
(iv) m ve n cift ise,
e y (x 71y>(d—1)/2q(d71)<1>(m) <1+xqu+<1>(d)+‘l‘(d)>
ik (1= [d # nxy~ 1@ 2M) (1 4 ygh P +¥(d))
0(0,0,—2,n,d,0;-1) Q(1,~-1,1,m,d, 1;1)
v (0,0,0,1) v(1,1,-1,0)
(d-1)/2 (1 _ qcb(zr)—cb(m)) <1 - qd>(2t—1)—<l>(m)>
% tl;ll q¢(2t—1)+‘1>(21)(1_x71ch1>(n)—q>(2t—1))
(d-1)/2 d L+ D(n) (1)
< I1 1 I L4y . (8.42)
s 1 —g®m=®Q1) 111 4 ygh+Pm)+¥(0)
t#n/2

K cift ise,
(v) m ve n tek ise,

“1N[d=2)/2 (41 Dd(m
e T (o) 4% )<1+yqu+d>(d)+‘l‘(d)>
nSdSK( —[d # n]x~1yg®d)- q’(”)) (1 _|_xq,u+<1>(n)+‘l’(d))
Q(0,-2,0,n,d,0;,—1)Q(1,2,-2.m,d,1;1)
v(0,0,-2,1) v (1,0,0,0)
(d-2)/2 l_xflyqd)(Zt)flI)(m) d/21_qcp(2t71)7cp(m)
q®2) (1 —xy~lg®n)— ‘D(Zf)) Pl g®2-1)

X

t=1
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4/2 1 d_ | 4 xght®m+E0)

8 ,I;II | — g®m—®(2-1) E 14 xgh om0 (8.43)
t#(n+1)/2
(vi) m cift, n tek ise,
d/2 (d—1)D(m
i (x~1y) /2 gla=1(m) <1 X yq,u+<1>(d)+‘1‘(d)>
e n<§;,< (1—[d # n]x~lyg®@D) =) (1 4 xghtt+P)+¥(d))
Q (05 _2507n7d70; _1) Q (1,0,0,m,d, 1; 1)
ll/(()?()a _271) W(I,0,0,0)
y (dﬁ/z g *@) (1 —qq)(%)_q)(’")) d/2 4 _ 1 4®(2=1)=P(m)
=1 1 —xy*lq‘b(”)*q’@f) Pl g®@-1)
d/2 d 1 4 xght®n)+¥()
q
X ZI;II 1 — g@m) -1 H1+yqp+¢>m+‘y() (8.44)
1#(n+1)/2

(vii) m tek, n cift ise,

—1y(@=2)/2 (om) ! p+D(d)+¥(d)
soMy = Y eo”) <q ) (qu )
v nedek (—1+1[d # n]g®@=2) (14 ygh+M+¥(d))
Q(0,0,—2,n,d,0;-1)Q(1,2,-2,m,d,1;1)
v (0,0,-2,1) v (1,0,0,0)

d/2 qf':D(szl) <1 _ qd>(2t71)41>(m)> (d-2)/24 _xf1yqq>(2:)fc1>(m)

|1 1y ®n)—®(2—1) [1

X

=1 L=x7lyg®™ L pen
(d-2)/2 | 1 4 g+ P w0
© 1—q‘1’<">—“1°<2f>g1+xqu+d><m>+%>' (8.45)
t#n/2
(viil) m ve n cift ise,
412 (d=1)®(m) UAD(d)+¥(d)
s® - — Y ) <1+y‘1 )
T A C1H A £ P90 (14 ygh #0790
" Q(0,0,-2,n,d,0;—-1) Q2(1,0,0,m,d, 1;1)
v(0,0,-2,1) v (1,0,0,0)
Xﬁ 1 —xy 1q¢(2’ 1)=®(m) (d72)/21_qq>(2;),<p(m)
1= 1P ])(1 x~ Llyg®n)— q’(Zf—])) Pl ¢®@)
(@2)/2 1 d 1 4 yghtem) ¥ ()
¥q
: tIJl 1—q ,I:Tl1+yqﬂ+¢ (m) 19 (1) (8.46)
t#n/2
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Burada dikkat etmemiz gereken noktad <nise L, il = 0 oldugundan toplanan terim de

bu kosulda 0 olmalidir. O halde 1 <i < 8 olmak iizere SUM?? toplamlarin1 kullanarak

(8.37) toplamini

m
Im,n - Z Lm,de_Jll = 9
d=n

\

sumy
sum?
suM
sum?
sum
sumM'®
sum?
sumd

seklinde sekiz alt duruma boélebiliriz.

m tek ise,
m ¢ift ise,
m tek ise,
m cift ise,
m tek ise,
m ¢ift ise,
m tek ise,

m ¢ift ise,

n tek ise,

n ¢ift ise,

n tek ise,

n ¢ift ise,

d tek ise,

d cift ise,

(8.47)

Simdi 1 <i < 8 olmak iizere SUM&? toplamlarin1 hesaplamak icin asagidaki 6nermeyi

verecegiz.

Burada gosterimi sadelestirmek adina

Q (Z17Z2,Z3,Z4,Z57Z6;k) =1+ (_1>6+11x{

xq

fonksiyonunu kullanalim.

Onerme 8.2. § = K olmak iizere;

K tek ise,
(i) m ve n tek ise,

5+12

NSS

A1 (8421 ~2) +K(@(24) ~B(25)) + X, (@) + ¥ (1))

Eardd K=nre (e

suM =

(_1 + [K 7& l’l] qu(K)—d)(n)) (1 _ qa(p—i-n)"—a(p—i-m)v)

Q*(1,1,—1,m,n,0;1) K 1 4 xghtt®M+¥0)

y(1,1,-1,0)

=1

H 1 _|_xq,u+<1>(m)+‘1—‘(t)

(K—1)/2 (1 _xflyq‘b(%)*ﬂm)) (1 — qu(m)*fb(%*l))

X

t=1
(K-1)/2

qd>(2t) (1
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(ii) m ¢ift, n tek ise,

(_x—1chp(m)> (K=1)/2 (1 _xy—1qc1>(1<)—c1>(m)>
(—1+ [K # n]q®E)=®0) (1 — xy~Tg®()-®0m))
Q*(1,—-1,1,m,n,0;1) £ 14 xgtt @) +¥(0)
W(1a17_170) H 1+yqy+q>(m)+\y(;)

i=1
2 (1 a1 )-9m) (1 g@m-020)

=1 q‘b(z’*l) (1 —xy—qu’(”)*q’(ﬂ))
(K—1)/2 |

@ _
sum) =

X

(iii) m tek, n cift ise,

(K=1)(m) (1Y E=1/2 (| &(K)—d(m)
q Xy q
suMY = — o) ( )

(1= [K # n]xy=1g®K)=®) (1 — x~1yg®0)-®im)
QF (1,3, —3,m,n,0; 1) K 1 —|—yq/‘1+q)(n)+‘P(t)
l[/(l,l,—l,(}) H 1+Xq“+q>(m)+lp(t)

(K-1)/2 (1 _ qd><zr—1>—<1§<n:>> (1 _x—lchmt)—cb(m))

g2@)+2(2-1) (1 _x—lyq¢>(n)f<l>(2t71))

t=1

(iv) m ve n ¢ift ise,

xly) (K-1)/2 g\K—D@(m) (1 _xy—1qq>(1<)—cp(m)>

)
SUM,” = —
K (1 —[K #n]xy~lg (K)fCID(n)) (1 _ q<1>(n)fd>(m))
O (1,1, —1,m,n,0;1) K 1 4 ygh+®0)+¥(0)
W(la17_170) tI:Tl 1+yq‘u+q)(m)+ly(t)
(K—1)/2 (1 _ qd>(2t)—d>(m)) (1 _xy—qub(Zt—l)—fb(m))
8 1 gD+ (] — x~lygPn)-@(2-1))
(K-1)/2 1
< I T a-ear
t#n/2

K cift ise,
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(v) mve n tek ise,

(xy71)<’<—2>/2 (K—1)®(m )(1_x yg®K)- cb(m))

(5)
SUM,” =
K (1= [K # n)xTyg®E) =) (1 — g®()-2(m)
Q*(1,0,0,m,n,0;1) ﬁ 1 + xghtt e +¥()
v (1,0,0,0) il | + xgh+@(m)+¥ (1)
(K22 1yg®@@0-2(m) K2y 0Qi-1)-®(m)
: 1 g% (1—xy1g®m-2(0) 14 ¢®2—1)
K/2 |
% tl;ll 1— q<1>(n)7q>(2t71) ) (8.53)
t#(n+1)/2

(vi) m ¢ift, n tek ise,

(x—ly)K/2 g(K=1)(m) (1 _ qd>(K)—lI>(m)>

(1 = [K =+ n] x_]yqq)(K)*q)(’l)) (1 _xy—lqcb(n) <I>(m))
Q* (17 _2727man;0;1) g 1 +Xq“+q)(n) ()
I1 FRSTEE e 10)

suM® —

v (1,0,0,0) Pl
(K-2)/2 q_‘b(Zf) (1 _q<I>(2t)—<I>( )) K/2 1 _xy_qu>(2t_1)_¢>(m)
A § SRRSO 722D
K/2 |
X t[Jl EpETe=E (8.54)
t#(nt1)/2

(vii) m tek, n cift ise,

() (K—-2)/2 g2 mEK-1 <1 _x—lyqu(K)—<I>(m)>

(— 1+ [K # n] q®E) =) (1 — x~ Lyg®(n)-®m))
Q*(1,2,—2,m,n,0;1) £ 1 4 ygh TeM+¥0)
v (1,0,0,0) 11;11 1 4 xgh+®m)+¥()
K/2 q—'ib(Zt 1) 1 — qCD(Zt—l)—CD(m)
X H ( )
1 —x—lyg®mn)—-
(K-2)/2 1 _ (=1y,0(2)-0(m) (K-2)/2 |
yq
X [ @ g e (8.55)
t#n/2

sumM? = —

D(2t—1)
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(viii) m ve n ¢ift ise,

(xfly)K/Z gK=1(m) (1 _q<1>(1<)7<1>(m)>

(“1+ [K £ 1] g®®)-2m) (1 — 420 -20m)
Q* (1,0,0,m,1,0;1) £ 1 4 ygh+®+¥()

1//(1,()7() 0) H 1 _|_yqu+<l>(m)+‘l’(t)
1@ D)= P(m)

<I1 PT) (1 x Lyg®) @@

t
(K=2)/2 | _ ®(2)~P(m) (K=2)/2 1
q
% I — (8.56)
1 ¢®2) 11;11 1 — g®(n)—P(2)
t#n/2

& _
suMe) = —

Kamt. Iddiamizi kamtlarken m, n ve K 'min tek veya ¢ift olmasi durumunu ayri ayri
inceleyecegiz. Tiimevarim yonteminden dolay1 m ve n tek oldugunda K ’nin hem cift
hem de tek oldugu (8.49) ve (8.53) ’te verilen sonuglar1 birlikte diisiinecegiz. Benzer
sekilde  (8.50)-(8.54), (8.51)-(8.55) ve (8.52)-(8.56) esitlikleri  birlikte
degerlendirildiginde ispatimiz tamamlanmis olacaktir.

Simdi m, n ve K "nin tek oldugu durumu ele alalim.

SUM%) nin toplanan terimini S (1 <t < 8) olarak isaret edersek
sum |+ 5% = sumy) (8.57)

esitligini gostermeliyiz. Burada n > m durumuda benzer sekilde oldugundan genel
olarak m > n alacagiz. K = n ise ispat aciktir. K — 1 ’in ¢ift oldugunu
diisiindiigimiizde tiimevarimi asagidaki adimlarla uygulayacagiz:

(xy—1)(1<73)/2q(1( 2)d(m )(1_x v (K—1)—c1>(m))

(1= [K — 1 n]x~lyg®K=D=®m) (1 — g®=2(m))
Q*(1,0,0,m,n,0;1) K=! 1 4 xgh+®+¥(0)

(5) (M _
SUM )+ Sk’ =

W(l 0 0 0) t=1
(K /24 _ g®=1)=®(m) (K-1)/2 1
IJ D(2—1) E 1 — g@n)-22—1)
1#(n+1)/2
(K—3)/2 | —xlyg®)-2m)

X g qq)(zt) (1 _xyflqtb(n)—é(Zt))
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(_xy—lqu(m)) (K-1)/2 (1 +xq“+q’(K)+lP(K)>
" (—1+[K # n] g®EK)=PM)) (1 4 xgh+P)+¥(K))
Q(0,-1,-1,n,K,0;-1) (1,1,-1,m,K, 1;1)
v(0,-1,-1.1) v(1,1,-1,0)
(K—1)/2 (1 _xflyq®(2t)fd>(m)> (1 _ qcb(m)ftb(2171)>

" =1 g®) (1 - xy—lqcb( n) ()
K2 p+®(n)+¥(1)
=1 1— q (n)—®(2t-1) Pl 1 +xqu+¢(m)+‘P(z)
t#(n+1)/2

Simdi esitligin sag tarafinda ayni olan terimleri ortak paranteze alalim:

(_xy—qu>(m))(K1)/2 (k1)) <1 _x—lyq<I>(2t)—<I>(m)) (1 N <I>(m)—<l>(2t—l)>
1+ xgh + 200 T(K) GO (1~ xy- 14—

=1

(K-1)/2 K 1+xq“+q’() ¥(r)

x (1 +xgH P K O (1,0,0,m,n, 0: 1)

1 — g@(m)—®(n) v (1,0,0,0)
N 1+ xg" KK 0 (0,-1,-1,n,K,0;—-1) Q(1,1,—-1,m,K,1;1)
(—1 4 [K # n] g®&)—®(n) v(0,—1,-1,1) v(1,1,-1,0)
(8.59)

Burada ortak parantezdeki terimlerle ulagmak istedigimiz (8.49); yani SUMg) degerinde
bulunan terimleri sadelestirdi§imizde ispati tamamlamak i¢in

(1-+xgt @K ) (1 qalen=almtn)") o 1 o, 01)
(—1+[K # n] g®UWO—2M) (1 — galmep)'—almep)")  yr(1,1,-1,0)
_1+xq#+‘1’<m>+‘1’(’<) Q*(1,0,0,m,n,0;1)

(1 — g@m—-2(m)) v(1,0,0,0)
1 +xght®E+H¥E) 0(0,-1,-1,n,K,0;—-1) Q(1,1,—1,m,K  1;1)

(—1+[K #n]g®®-20)  y(0,-1,-1,1) v(1,1,-1,0)

(8.60)

esitligini gostermeliyiz.
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Bu son esitlik degerler dagitildiginda kolaylikla goriilebilir. O halde

(—x1q%m) K (1= qetcro—atmsn)

1 _
SUMg " = (_1 + [K # n] qu(l()—d)(n)) (1 _ qa(n—r—p)v—a(m—o—p)")
Q*(1,1,—1,m,n,0;1) I’SI 1 + xgh+ ) +¥()
y(,1,-1,00 Ly e
(k-1)/2 (1 _xflyqu(Zt)ffD(m) 1— q‘I)(m)de(thl)
ke ) )

u g®@) (1= xy~ 10 —®00)

(K=1)/2 1

x tUl [ e (8.61)

1£(n+1)/2

esitligini elde ettigimize gore ispat tamamlanir. [

Sonug olarak iddia ettigimiz sonuglara tekrar donelim:
K = 11ise (8.49)-(8.53), (8.50)-(8.54), (8.51)-(8.55) ve (8.52)-(8.56) esitlikleri birlikte
degerlendirildiginde

_q 1 m=nise,
SUMk = Y Lnaly, = (8.62)
n<d<m 7 0 m 75 nise

elde ederiz. Bu durumda L~! matrisinin ispat: tamamlanur.
Benzer sekilde UU ! carpimindan yararlanarak U ! matrisine ait sonuclarin ispat:
icin

Inn="Y, UnaUyg, (8.63)

m<d<n

toplami incelenir. Burada esitligi ispatlarken dikkat etmemiz gereken nokta; U ve U~!
matrislerinin ardigik iki satir ve siitununun iki farkli formiille tanimlanmis olmasidir.
Bu nedenle, 4 "nin UU ~! carpiminda dért durumu ele almaliyiz.

8.3.3 ¥~ Matrisine Dair Sonucun Ispati

U”_lva;’}ll carpimindan yararlanarak % matrisinin tersinin ispatin1 gosterecegiz.
Ispati tamamlamak i¢in

Y UL = () (8.64)

max(m,n)<d<N

toplamini inceleyecegiz.
Burada esitligi ispatlarken dikkat etmemiz gereken nokta; L~! matrisinin ardigik iki
satir ve siitununun dort farkli formiille tamimlanmis olmasidir. Benzer sekilde, U~! *in

ardigik satirlarini da iki farkli formiille tanimlamistik. Bu nedenle, (%N);ln i
kanitlamak i¢in dort durumu ele almaliy1z.
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Bundan 6nce, daha genel durumu ele alacagiz. m > n olmak iizere genelligi bozmadan
ekstra bir K degiskenine bagli olarak

Y Un;;L;; (8.65)

toplamini ele alalim. Burada tiimevarim yontemi geregi

—17-—1 1 —  —
Y U ilin+Unkiiliiin= Y Unilg, (8.66)
m<d<K m<d<K+1

esitligini inceleyecegiz. O halde simdi agagidaki toplamlar1 tanimlayalim:

(i) n ve K tek ise,

() (1= /2 g+ ¥ (m)) (1) (1 +xqu+d><d>+‘f'<d>>

M ._
e max(m%<d<K (1—g*H) (=1 +[d # n]g®d)-®m)
Q(0,-1,—1,d,m,0;—-1) Q(0,—1,—1,n,d,0; 1)
v(1,1,-1,0) v(0,—1,-1,1)
(d-1)/2 (1 n xqu+<1>(2t—1)+‘l’(m)> (1 n yqu-l-fI)(Zt)-‘r‘P(m))

* FOTRCT) (1 —xy 100 900
d 1 (d—1)/2 | d—1
U+D(n)+P(r)
g E 1 —g¥O-¥0m tl;ll 1 —g®0)=22=1) 1 7 (1 g )
1#m 1#(n+1)/2
(8.67)
(i) n cift, K tek ise,
S y (xy) (172 g+ (m) (1-) <1 _|_xq/.t+<I>(d)+‘P(d)>
B mmormea<k (1=a*78) (1= [d # n]xy~1g®(@=%n)
Q0,-1,-1,d,m,0;-1) 2(0,0,—2,n,d,0; 1)
v(1,1,-1,0) v(0,0,0,1)
( 1)/2 <1+yqu+d>(2t)+‘1‘( )) <1+xqu+cb(zr—1)+~y(m)>
zl;l D (2t)+P(2r—1) (1 _X—Iyq<b(n)—<l>(2t—1))
T +D(n)+ (1) @ h)/2 1
H+@(n I
- H (m) g (1 e ) g | — g®m)-—®2)° (8.68)
t;ém 1#n)2
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(iii) n tek, K cift ise,

3 ._ xg®™ (_q)(ﬂ+‘1‘(m))(1—d)
S Z d/2 A—
max(m,n)<d<K (xy) (1 —q u)

Q(0,0,-2,d,m,0;,—1) Q(0,—2,0,n,d,0;—1)
W<17070a0) II/(0,0, -2, 1)

d/2 (1 _|_qu~l+‘1>(2t—1)+‘P(m)) (1 +yqu+d>(2t)+‘l‘(m))

qCI>(21)+<I>(2t71) (] _xy—qu)(n)ffb(Zt))

X
=1

ﬁ q“*‘p( JHE(E) AL gyl @) +P() ﬁ |
“Em LT 1 ygh R +E) 1= g®m—o@-1)"

t=1

t#(n+1)/2

(iv) n ve K cift ise,

s —— Y ¥ (xy) 2 g (—g) D)
B armcask (L=@* ) (=14 [d # n]q®D=2)
Q(0,0,—2,d,m,0;—1) ©(0,0,—2,n,d,0;—1)
v(1,0,0,0) v (0,0,—2.1)
d/2 (1 + xqu+c1>(2t—1)+'¥(m)> (1 s yq/.l+<1>(2t)+‘{‘(m)>
qd>(2t)+<b(2t71) (1 _x—lquD(n)fCD(thl))

X
=1
d 1_|_yqu+<1>( )+E(r) d—1 l_l_yqu+<1>( n)+¥(r) (d=2)/2

H 1 —g¥O-¥0m) 131 4 yght®d)+¥0)

t=1 1
t#£m t#n/2

O halde 1 <i <4 olmak iizere SUM?? toplamlarini kullanarak (8.65) toplamini

;

SUM%D n ve K tek ise,

SUMg) n ¢ift, K tek ise,

Z Ul —
m,d~d;n 3) o
max (m,n) <d<K SUM;" ntek, K cift ise,

SUMg) n ve K cift ise,

\

seklinde dort alt duruma bolebiliriz. Simdi 1 < i < 4 olmak lizere SUM(') toplamlarini
hesaplamak i¢in agsagidaki 6nermeyi verecegiz.
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Onerme 8.3. (i) n ve K tek ise,

( )(1 K)/2 gu+¥m)(1-K)

(=) 1+ K o)
y 1+xqﬂ+¢<K> ¥m) Q(0,—1,—1,n,m,0; 1)
1—|—xq,u+q)(”) W(m) ll/(l,l,—l,())
(K-1)/2 (1 _l_xq,u+<1>(2t71)+‘l‘(m)> <1 +yqu+<b(2t)+‘l‘(m)>
gPRFRRT) (] =y 1420 -2(2))

1) _
sum) =

X
t=1
K —i—xq“+q’( n+w()  (K=1)/2 1
I:—[ t 7§ m —¥(m) H 1— qd>(n)—<1>(2t—l) )

t=1

t#(n+1)/2

(8.71)

(ii) n ¢ift, K tek ise,

() (1K)/2 2 m)) (1K)

(=g ) (1- K% n)xy~1g®E)=Pn))
1+xq“+‘1’<’(>”’< ™ Q(0,1,—2,n,m,0;—1)
X

14 ygh+@m+¥m g (1,1,-1,0)

(K—1)/2 (1 _|_yq.U+CI>(2t)+‘I’(m)) <1 r xq/.i+<1>(2t—l)+‘l’(m))
- g®COFRQ=T) (1 — 5 Lyg®(m)-2(-1))
K 1—|—yq“+¢)( )+lP(t) (K—l)/Z 1

H It 2 m] g ¥ —¥(m) E 1— g®m -0

1#n/2

suM =

(8.72)

(iii) n tek, K cift ise,

_x(xy)fK/2 g®" (—q)(“JrlP(m))(l*K) Q(0,-1,0,n,m,0;—1)
(1 _ /l—u) (1 _|_xqu+d>(n)+‘1‘(m)) v (1,0,0,0)

<l—l—xq“+q’(2’ 1)+%(m )> <1+yqu+¢(21)+‘P(m)>
X H g®CFRCIT) (1 =y~ 1@ - (2))

1 +xq“+q’( n)+¥(t) K/2 1

g e

(8.73)

(iv) nve K cift ise,

y (xy) K2 g (—q) WK

(1= g2 #) (—1 4@ -0 K7
) 1 ©(0,0,—2,n,m,0; 1)
1 _|_yq/,1+cl)(n)+‘{'(m) W(1;07070)

@ _
suMy = —
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/2 (1+xqu+<1>(2t—l)+‘l’(m)> (1+yqu+d>(2t)+‘P(m)>

X PR (] — xLyg®0n) @21

t=1

II_<I 1+yqu+cp( )+‘P() (K—2)/2 1 5.7
Sl —[t#m “¥m) L1 1 —g®m)-2@)” '
t#n/2

Kamnit. 1ddiamz1 kanitlarken n ve K 'nmin tek veya cift olmasi durumunu ayri ayri
inceleyecegiz. n ve K tek oldugunda tiimevarim yontemi geregi (8.71) ve (8.73) ’te
verilen sonuglari birlikte diisiinecegiz. Bunun sebebi toplamin indisinde hem ¢ift hem
tek degerlerin bulunmasidir. Benzer sekilde 7 cift oldugunda ise (8.72) ve (8.74) ’teki
sonuclar birlikte degerlendirilecektir.

Simdi n ve K nin tek oldugu durumu ele alalim.

SUM%) nin toplanan terimini S (1 <t <4) olarak isaret edersek

sum | + S = sump) (8.75)

esitligini gostermeliyiz. Burada m > n durumuda benzer sekilde oldugundan genel
olarak n > m alacagiz. K = m ise ispat aciktir. O halde tiimevarimi asagidaki
adimlarla uygulayacagiz:

% (ay) 17HV/2 g0 (— gy W H¥ImICK) 3 (0, ~1,0,m,m,0; - 1)

@ | _
SUMR) | + S = —

(1 _ q)u—,u) (1 +xqu+q>(n)+‘1’(m)) v (1,0,0,0)
(K—1)/2 (1 _|_xqu+q>(2t71)+‘l-’(m)> (1 +yqu+¢(2t)+‘l’(m)>
x 1 SROTR() (] — xy~ 140 -2(2))
(K—1)/2 1 K—1 l—l—xq’”‘b( n)+¥(r)
X g 1—g P(2t—1) zl;lll q Y(t)—¥(m)
(£(n+1)/2
(xy) (1KI/2 g+ 2 (1K) (1 N xqu+<1>(K)+‘P(K)>
+

(1=g*H) (=14 [K # n]q®&K)~®0)
Q0,-1,-1,Km,0;,-1)Q(0,-1,-1,n,K,0; 1)
l[/(l,l,—l,ﬂ) 1/1(0,—1,—1,1)

(K—-1)/2 (1 _,_xqu+<1>(2t71)+‘l‘(m)> <1+yqu+¢(2t)+‘l‘(m)>

X 11 PO (] — xy~ 1480 -P(20))

~ L)) T 1

u+®(n
<11 (152 )H 1= g0 %)
t£m

(K-1)/2 .
X ,IJ] e (8.76)

t#(n+1)/2
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Simdi esitligin sag tarafinda ayni olan terimleri ortak paranteze alalim:

q(,u+‘l‘(m))(27K) (K-1)/2 1
)(K—l)/Z (1_61,1,”) 1_qd>(n)—d>(2t—1)

(xy =1
1#(n+1)/2

(K-1)/2 <1_|_xq#+cb(2t—l)+‘l’(m)> <1+yqu+q)(21)+‘l‘(m)>

1 qd)(Zz)—i—dJ(zz—l) (1 —xy g0 -2())

8 H 1= [t % m| gPO—¥(m)

X

o[ (rye xg®®) Q(0,-1,0,n,m,0; 1)
1+ xgH+ P +¥m) v (1,0,0,0)

g~ (¥ (m) (1 +xqu+¢<K>+‘P<K>>

(1= g¥E) ¥} (Z1+ [K £ n] g®E) )
Q(0,—1,—1,K,m,0;—1)Q(0,—1,—1,n,K,0;—1)
v(1,1,—1,0) w(0,—1,—1,1)

_|_

(8.77)

Burada ortak parantezdeki terimlerle ulagsmak istedigimiz (8.71); yani SUM degermde
bulunan terimleri sadelestirdigimizde ispati tamamlamak i¢in

g~ (¥ (m)) 1 + xgttRE)+F(m)
— 1+ [K % n] g®E) =) | 4 xght+P(n)+¥(m)
1—|—xq“+q)( m+¥E)  Q(0,—-1,—1,n,m,0;—1)
1—[K7ém] (K)—¥(m) v(1,1,—1,0)
_( (=) xg®™ 0 (0,—1,0,n,m,0;—1)
(1 _|_xqu+<1>(n)+‘1’(m)) v (1,0,0,0)
g~ (¥ (m) (1 +xqu+¢<K>+w(K>)
(1—g¥®—F0m) (=1 4 [K # n] g®K)—®()
Q(O,—l,—l,K,m,O;—l)Q(O,—l,—l,n,K,O;—l))
v(1,1,-1,0) w(0,—1,—1,1)

_|_

(8.78)

esitligini gostermeliyiz.
Bu son esitlik degerler dagitildiginda kolaylikla goriilebilir. O halde

suMY = (xy)(1 o (M(m))(l,,{)
K (1—g*1) (- 1+[K7é n) q®(K) ()

y 1+ xgh K+ (m )Q(O,—l,—l,n,mﬁ;_l)
1 + xgh+2(n)+¥(m) w(1,1,-1,0)
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(K—-1)/2 (1 +xqu+¢>(2t—1)+‘P(m)> <1 +yqu+<l>(2t)+‘11(m)>

X L1 @) (1 — xy~ 14800 -9(2))
K D(n)+¥(1 K-1)/2
1 p@(n) () 1
H +xq g O—¥(m) O(n)—d(2—1) (8.79)
=1l =1 1—q
t#(n+1)/2
esitligini elde ettigimize gore ispat tamamlanir. 0
Sonug olarak € ~! matrisi icin iddia ettigimiz sonuclara tekrar dénelim:
K = N ise (8.71)-(8.73) ve (8.72)-(8.74) esitlikleri birlikte degerlendirildiginde
SUMg) n ve K tek ise,
) . .
B L SUM n ¢ift, K tek ise,
(Wpn=" X Upalsn= p (8.80)

max (m,n) <d<K SUMg) ntek, K Qift ise,

SUM}?) n ve K cift ise,

\

elde ederiz. Bu durumda U,ZLLL;;Z carpimindan yararlanarak % matrisinin tersinin
ispat1 da tamamlanir.

8.4 Uygulama

Simdi buldugumuz genel sonuglarimizin bir uygulamasi olarak g 'nun 6zel se¢imiyle
genel Fibonacci ve Lucas sayilari icin asagidaki sonuglart verelim:

Herhangi a, b, p, r, A, W, v, w reel sayilart igina+A (p+m)" + u (r+n)" # 0 olmak
tizere S =[] matrisini

( Ul+a(m+p)v+b(n+r)w m tek ise
Upta(m+p) +b(n+r)"
%nm = (88 1)
Vita(msp)'+b(n+r)" m cift ise
C Viraimp)'+b(ntr)”
yada
®(i):=a(i+p) ve W (i) :=b(i+r)" (882
olmak iizere U
(
AR ek ise,
U/,H—CI)(m)—O—‘P(”)
o (8.83)
V
Vit ¥ i
Viu+(m)+(n)

\

seklinde tanimlayalim. Burada #° matrisinin tek numarali satirlar1 genel Fibonacci
sayilarinin, diger satirlari ise genel Lucas sayilarinin oranindan olugsmaktadir.

81



Ornegin boyutu 4 alman .7 matrisi asagidaki gibidir:

Unio)yrey  Dnro)rve)  Unrom)+v)  Uito()+w@)
Uproyre)  Upre+e@)  Upreo)1we)  Upre()+ee)
Vita@+rw()  Vareoyree) Vairo)+v)  Vate@)1v@)
Viro)y+e)  Viroe)+w@) Viro@+v3)  Vite@)+w@)
(8.84)
Upro)re)y  Uiroe)ree) Urrep)ree)  Urreon)rwe
Upro)yre)  Uproa)+w@)  Unto@)+ve)  Unto@3)+we)
Vito@+wa) Vite@+ee) Virow+w3)  Virew@+w@)
| Viro@re)y Vare@wrv Viro@w+vs)  Verew@rwe) |
U, ve V, i¢in tamimlanan Binet formiilleriyle .7# matrisini
( l_i_xq?t—kfl)(m)—i-‘l‘(n) i
m tek ise,
1 _|_xq,u+<1>(m)+‘{’(n)
S = 0 H (8.85)
1 _i_yql-i—fb(m)—l—‘l*’(n) Y.
m c1it 1se,
L 1+ ygh+®m)+¥0n) ¢
seklinde de tanimlayabiliriz.
Simdi %" matrisini
( 1 +qu+a(m+p)v+b(n+r)w
S -~ mtekise,
1 _|_qu.t+a(m+p) +b(n+r)
C = Cmn = (8.86)
1_|_yql+a(m+p)v+b(n—|—r)w
- - mciftise,
1 _|_yqu+a(m+p) +b(n+r)

seklinde tanimlayalim.

Burada x,y ve ¢ 'nun x = —1, y =1 ve ¢ = B/ gibi 6zel degerlerini secerek, 7
matrisinin 4" matrisinin 6zel bir hali oldugunu gorebiliriz. Dolayisiyla .72 matrisinin
ozelliklerini (LU ayrisimi, L=, U~!, ¥~! gibi) € matrisi icin verilen ana
sonuglarindan tiiretebiliriz.

{U,,V,,} dizilerinin g-formlarina gore herhangi x ve y reel degerinin secimine bagh
olarak, % matrisi Filbert ve Lilbert matrislerinin formlarina sahip olacaktir.

Daha acikca;

i. Eger x = y = —1 ise, ¥ matrisinin elemanlar1 genellestirilmis Fibonacci
sayilarinin oranindan olusur.

ii. Eger x = y = 1 ise, ¥ matrisinin elemanlar1 genellestirilmis Lucas sayilarinin
oranindan olusur.

iii. Eger x = —y = —1 ise, ¥ matrisinin ardigik satirlart sirasiyla genellestirilmig
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Fibonacci-Lucas sayilarinin orani seklindedir.

iv. Eger x = —y = 1 ise, ¢ matrisinin ardigik satirlar1 sirasiyla genellestirilmig
Lucas-Fibonacci sayilarinin orani seklindedir.

8.5 ¥ Matrisinin Lineer Bir Alt Durumu: 4* Matrisi

Bu béliimde " matrisinin 6zel bir durumunu inceleyecegiz:

Herhangi a, b, A, 1, g, x ve y reel sayilart igin 14 xg*"THmb oL 0, | 4 yghmthnt+b £,
(x,y # 0) olmak tizere €* = € nlm.n>0;

( Am+un+a
1+ x K :
4 m tek ise,

1 +qum+un+b
G =€ mn] = (8.87)
1 +yqlm+un+a

i ise.
| T gt m ¢ift ise

Burada % matrisinin ardisik satir elemanlari x ve y secimine gore lineer olan Filbert
ve Lilbert matrislerinin eleman formlarina sahip olacak.

8.5.1 ©* Matrisi Icin Temel Sonuclar

Simdi €* matrisinin LU ayrisgimim ve determinantini, L~!, U~! matrislerini ve ¢!
matrisini agagidaki teoremlerde verecegiz.

Oncelikle gosterimi sadelestirmek amaciyla yukaridakinden bagimsiz asagidaki
fonksiyonu tanimlayalim:

Q(g,h,i, o kyu,v) = (—1)078 1 x5y [55]

OS2 (i+89) +u (e (3) (8.88)

Ozel olarak j = u = 0 ve k = v durumunda Q(g,h,i, j,k,u,v) yerine W (g, h,i,k)
fonksiyonunu kullanacagiz.

Teorem 8.7. Kabul edelimki 1 <d <nve 6 =d olsun.

83



(i) n tek ise,

—1_A. 2A
Loa= (o) {(n—1>/2]
T o) gy (g LU = 1) /2] o
( (. Adtutb. pu
< qu 0 M"] )d d tek ise,
o (o71a%:0%) 4
(1,2,—1,n,0,0,1) (8.89)
v(1,1,0,1) ’
( _yghdtuh, q“)
d cp
7 d cift ise.
(ya*a7) 40
(ii) n ¢ift ise,
A, 2A
. 9 (hatia) [un—l)/zJ]
T aha?) gy ) (YA gR) LA =1) /2] [y
( < qld+u+b’qu>
7 di d tek ise,
(o1a*:0%%) 4
Q(1,0,1,1,0,0,1) 590,
v (1,1,0,1) ’
< qud+u+b’qu>
T d d cift ise
(" 1yaha7) )
ve
Uy, = (_1)d+1de/2Jq(l+u)(‘2’)+(d—2)b+a
1—gba 27L’ 21 He gt
) (1-¢ )(61 q )L( 1oy (@500 [n_1]
(—xghHnth; u) .y ( —yqPAtunth, qm)Ld/ZJ d—1],
(
(xy’ q ;q”) yld/
L4/2] d tek ise
(“xghdriibigh) g
Q(1,1,0,0,1,n,0) - 591)
v (0,0,—1,0) ’
(x_lyql;q2’1> yl@-172]
4/2 d cift ise
[ (gt ihigt),

Asagidaki teoremlerde L~! ve U~! matrislerinin formiillerini verecegiz.

Teorem 8.8. Kabul edelim ki 1 <d <nve & = n olsun.
n tek ise;
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(i) d tek ise,

L

A" (=1 A 22
) (71t >Ln/2j {(n—1>/2}
(—xghntrtbigh) — w(0,0,—1,0) [[(d—1)/2]],y
(_xq/'l.d—O—/,L—i-b;q/J)n_l Q (07 —1,0, _d7 1705 0)

X ) (892)
_1\(n—=d)/2 _ _
(xy 1)( )/ (xy lql;qu)td/ZJ (x 1yqz;qzx)(nid)/2

- d
n,cll — (_1>n+

(ii) d cift ise,

(") (xy‘lql;qm)tn/zJ { (n—1)/2 }
(_xq),nJrller;q:“)n_lW(O,O,—l,o) L(d_l)/2J 21

<_yqld+“+b; q'u)nfl Q (07 17 _27 _d7 1707 O)
(L) (D720

ergll — (_1)n+d

X

Tyh 20 1 4. 22 ' (8:93)
g ) g (7R d?) (g

n ¢ift ise;
(iii) d tek ise,
AN (= 1yt 22
L1 (_pyd () {L(n—l)/ZJ}
“ (—yghntatbigh) — w(0,0,—1,0) [[(d—1)/2]],;
(_qud—ku—i-b;qu) 9(07_1707_d717070)
X T T A B9
(xy~1) (xy— q”:q )Ld/2J (x_ yq~iq )(n,d+1)/2
(iv) d cift ise,
A" (—=1yh. 20
Ly ()., [un—l)/zJ]
md (—yghntitbigh) — w(0,0,—1,0) [[(d—1)/2]],;

<_qud+u+b;qu> Q(O,l,—Z,—d,l,0,0)
% 1 \(m=d)/2 (1 Aniéx 1,4 20 ' (8.95)
A G U ) PP G (e e T

Teorem 8.9. Kabul edelim ki 1 <d <nve 0 = n olsun.

(_ A-+ud+b. 21) (_ 2A+ud+b. 21)
Xq »q yq »q
_ n/2 n—1)/2
Ud,;i = (—1)d+1 - Ln/ J - l(n—1)/2]
4o 2)+A(5)+u(dn—("%")) (1—gb=a)
y ©(0,0,—1,0,0,n—d,0) [n—l}
(930"t (42567 oy oy W (1,1,0,1) [d = 1],
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(_xq1n+u+b;qu>
W] oy Tghig?h) nekise
(xy) (xy— q-°:4q )[n/zj
X (8.96)
<_yqln+u+b;q,u> ;
1 n ¢ift ise.
PRERICEE (x*lyql;qm)n/z

\

Simdi % matrisinin boyutuna bagli olarak bu matrisin tersini verecegiz.

Teorem 8.10. 1 < m,n <N ve § = N olmak iizere;
(i) n tek ise,

g(Hmm=2N+1)+2n(n—2N-+1))/2-b(N-2)~a

3= _
(€N = NI /21y /2] (1= gb=aY (1 xgbrrimb)

e A umb. 27L> <_ Antu+b. u)
< 7l ’ L(N+1)/2] y )y
— A 20 —1,A. 24
(x'ygt:q? )(N—n+1)/2 (xy~'g*: 4 )(n—l)/Z
<_yq21+“m+b' 4 Q (07 —1,0,—n,1,—m, 1)

b

>LN/2J
(439" )1 (6%:4%%) |y 1) o) ¥ (1,1,0,1)

Lomns Lo, 5

(ii) n ¢ift ise,
q(um(m—2N+1)+ln(n—2N+1))/2—b(N—2)—a
an/ZJyN—l—Ln/ZJ (1 _qbfa) (1 _|_yq/ln+um+b)
o Aumb. 2}L> <_ Antu+b. u)
(- ) v\ )N
(1M 4) (o (7 14H47)
<_yq2/l+um+b. 21 9(071’_27 —n,l,—m,l)

2

((K*N)fl _

mn

)
(Q”QQ“)N_l (CIMQCIM)L(N,I)/ZJ v (1,1,0,1)

o [y W o 659

Son olarak, ¢* matrisinin determinantin1 boyutuna bagh olarak asagidaki teorem ile
verecegiz Daha Onceden belirttigimiz iizere U matrisinin kosegen girdilerinin
carpimini kullanarak 4* matrisinin determinantini kolayca elde edebiliriz.
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Teorem 8.11. N > 1 ve § = N olmak iizere,

(—1) V2] [v/27 ] [(v=1)/2)7]

det€*n =
s q*(N*l)N(N+1)(/l+u)/6+a(N—1)+(N2—1)b
2
N/2] (q“;q”>r (xy‘lql;q“)r (x‘lyql;qz’L)r
X 11 (_qu(2r71)+u+b;qu)N (_yq2)tr+,u+b;q,u)N
1 —gta N-l 1,1,0,1)N=!
x ( q 1);14 215(2 ) (q”;q”)r
(xy_ q~.q )LN/2J r=1
( 2A. 20
<q “ >(N_1)/2 N tek ise
(_X‘IAN’L“M;Q“)N ,
% (8.99)

—1
-1 ,A. 22 o
; N cift ise.
\ <x 7 d )N/Z ciftise

8.5.2 ¢ Matrisinin Uygulamasi

g 'nun 0Ozel secimiyle genel Fibonacci ve Lucas sayilar i¢in asagidaki sonuclari
verebiliriz:

Herhangi a, b, A ve u, reel sayilari i¢in 7 =[7#,,] matrisini

(U
M m tek ise,
Ulm+un+b
Sy = (8.100)
V
ZAmtpnta m cift ise
\ V)Lm+[.£n+b

seklinde tanimlayalim. Burada .7 matrisinin tek numarali satirlarinin genel Fibonacci
sayilarinin, diger satirlarinin ise genel Lucas sayilarinin oranindan olugmaktadir.

Ornegin boyutu 4 alian .7 matrisi asagidaki gibidir:

Upipra  Ungoura Unispta  Uriduta
Upipve Unpops Ungaprs Unyapso

Varipta  Vorsoura  Voasspra  Vortauta
Varrps  Voarsours  Voagsps  Vortauss

H = . (8.101)

Usjipra Uspiopra Usasptra Usadapta
Uspvprvr  Uspouss Usapzprnr Usaqauss

Vapapta  Varsoura  Varispra  Vartapta
Varsprs  Varsours  Varsps  Vartauss
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x=—1,y=1, g = B/a olmak iizere U, ve V, i¢in tanimlanan Binet formiilleriyle .7#
matrisini

(1 +qum+un+a '
m tek ise,

1+qum+un+b
Aoy, =P (8.102)
1 +yq7tm+un+a

m ¢ift ise,

L1 +yq7hm+un+b
seklinde de tanimlayabiliriz.

Simdi ¢* matrisini

(1 +qum+un+a .
m tek ise,

l+qum+un+b
C* = [€ ] = (8.103)
1 _|_yqlm+,un+a

m ¢ift ise.

L 1_|_yq/’Lm+un+b

seklinde tanimlayalim.

Burada x,y ve ¢ 'nun x = —1, y =1 ve ¢ = B/ gibi 6zel degerlerini secerek, 7
matrisinin 6 matrisinin 6zel bir hali oldugunu gorebiliriz. Dolayisiyla .7# matrisinin
ozelliklerini (LU ayngimi, L=', U™, €*~! gibi) 4* matrisi icin verilen ana
sonuglarindan tiiretebiliriz.
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9. 2 MATRISI ICIN SONUCLAR

9.1 Tez Problemi ve Calisma Plani

Bu boliimde [1, 9, 10] ¢calismalarindan esinlenerek tezimiz kapsaminda ele alacagimiz
4. bolimde tanimladifimiz & matris ailesinine ait sonuclar1 ispatlartyla birlikte
verecegiz. Bu matrisleri; elemanlari lineer olmayan indislere sahip Filbert ve Lilbert
matrislerinin g-versiyonlarinin oranlartyla kuracagiz. Calismamiz hem asimetrik hem
lineer olmayan durumda tanimlanan ilk 6rnek olacaktir.

Oncelikle 2 matrisini tekrar hatirlatalim:

Herhangi a, b, p, r, A, W, v, w, g ve x reel sayilari icin 1 4 yghta(mtp)'+b(n+n™ £ o
(v # 0) olmak tizere Z = [Py n)m n>0 matris ailesini

y 1_|_xq).+(l>(m,n) ©.1)

m,n

= —1 +yqu+(l>(m,n)
seklinde tanimlayalim. Burada gosterimi sadelestirmek amaciyla ® index fonksiyonu
®(m,n)=:a(p+m)’+b(r+n)". 9.2)

Simdi bu ¢alismamizi kisaca 6zetleyelim:

« {lk olarak LU ayrisgimlarindan ve bunlarin terslerinden gelen L, U, L™ ve U~!
matrisleri i¢in acik formiiller sunacagiz.

* Ardindan matrisimizin boyutuna bagli olarak matrisin tersinin ve
determinantinin genel formiillerini elde verecegiz.

* Elde ettigimiz formiillerimizi gerekli yontemleri kullanarak ispatlayacagiz.

e Son olarak matrislerin 0zel durumlarmi inceleyerek uygulama alanina
deginecegiz. Burada tiim 6zdesliklerimiz genel ¢ i¢in gecerlidir. Bu durumda
Fibonacci ve Lucas sayilariyla ilgili sonuglar, ¢ 'nun 6zel secimi icin dogal
sonuclar olarak ortaya ¢ikacaktir.

9.2 Temel Sonuclar

Simdi & matrisinin LU ayristmim ve determinantini, L', U~! matrislerini ve 2!
matrisini asagidaki teoremlerde verecegiz.

89



Teorem 9.1. 1 < n <m olmak iizere

1+ (_1)n+1xynflq‘{’(n,l,l)+<1>(m,n) n—1 1— qu(mJ)fCID(t?t) no +yqu+d>(n,t)
L =
m,n 1+ (_1)n+1xyn—lq‘l’(n,l,0) Pl 1_q<1>(n,t)fq>(t,t) Pl 1+yqu+q>(m,z)

9.3)

ve

(yq#)nil (1 _x}’ilq}hu> 1+ (_1)ﬂ+1xyn—lq‘P(n,l,l)+¢>(n,m)
1 +yq/.H-<I>(n,m) 14+ (_1)”xyn—2q‘~1"(n,2,l)
y nI_Iqu’(fJ) 1— qcb(n,t)—cb(z,z) 1— qd>(z,m)—d>(z,t)
1 +yqu+<1>(n7t) 1 +yqu+‘1>(t,m) )

9.4)

Burada sade goriiniim icin Y fonksiyonunu

i—k
(i, j,k) =t A+ p(i—j)+ ), @) 9.5)

t=1

seklinde tanmimladik.
Asagidaki teoremlerde L~! ve U~! matrislerinin formiillerini verecegiz.

Teorem 9.2. 1 <n <m olsun.
(i) m <nise L;"n = 0 olmak iizere,

(—pymen L (—1)" xyn—2g ¥ (m2 )+ @lmn) = lnn)

1+ (_ 1>mxym—2q‘P(m,2,l)

_ o P(mp)—D(t1) U+d(n,)
o (122 ) (1)
1+ yqu+d>(m,t)

L} =

m,n

3
|

I -
Il
REGUR

—a(p+t)" m q—a(p+n)V

t=n+1 1— qq>

X

(9.6)

q
1— qu(n,t)fCD(t,t) (t,n)—D(n,n) °

~
—

(ii) m < n ise U,:,}l = 0 olmak iizere,

(vgt)' ™" (1 +yq“+q’(’"”"))

1— xy—lql—u
1+ (_ 1)mxym72q‘l‘(m,2,1)+<I>(n,m)f<1>(n,n)

1+ (_1)m+1 xymflq‘{’(mJ,O)
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3
I

1 (1 +yqﬂ+<1>(t,n)) (1 +yqu+<1>(m,t))

—a(p+t)"
* 114 1 — g®(mt)— (1)
y n—1 qu(r+t)w ﬁ qu(rJrn)w | ©7)
Pl 1— qq)(t,n)—<1>(l,t) el 1— q(I)(n,t)—QD(n,n) )

Simdi & matrisinin boyutuna bagli olarak bu matrisin tersini asagidaki teoremde
verecegiz.

Teorem 9.3. 1 < m,n <N olmak iizere;

(vg*)' N (1 +(—)N N 2g¥ W ’270)“1’(””"))

(1—xy~tg*=H) (1+(—1)N+1xyN‘1qT(N’1’°)>

(-@N);hln _ (_ 1)N+m+n—|—l

. n—1 qfa(PH) IIXI qfa(PJrn) ﬁ | +yq“+q>(l’m)
=1 1 — qq)(nJ)_q)(tvl) t=n+1 1 — qq)(t,n)—q)(n,n) =1
m—1

> q—b(r+t)w 1 +yqu+<1>(n,z) I]_VI q—b(r—i—m)w ! +yqﬂ+¢(n,t)
1— qd>(z,m)—d>(t,z) (o 1— q(I)(m,t)—Q)(m’m) .

t=1

9.8)

Son olarak, & matrisinin determinantin1 boyutuna bagl olarak asagidaki teorem ile
verecegiz Daha Onceden belirttigimiz ilizere U matrisinin kosegen girdilerinin
carpimini kullanarak & matrisinin determinantini kolayca elde edebiliriz.

Teorem 9.4. N > 1 olmak iizere,

(yqll)(g]) (1 _Xqulll>N_1
N N

[T IT1+yg+®4)
k=1t=1

y <1+(_1>N+1xyN—1q\I’(N,1,O)>
N

k
Hqcp(t,t) (1 _ qu(k—i—l,t)—CI)(t,t)) (1 _ q<1>(r,k+1)—d>(t,t)> _ (9.9)

det 7y = (—1)L )]

9.3 Ispat

Simdi buldugumuz bu sonuclarin ispatin1 verecegiz. Iddialarrmizi tiimevarim ve
geriye doniik tiimevarim yontemleriyle kanitlayacagiz. Bu yontemlerde islemler uzun
ve zaman alic1 oldugundan sonuclarimizin bir kisminin ispatin1 verecegiz. Diger
sonuglarin ispatlar1 da benzer sekildedir.
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9.3.1 LU Ayrisimmn Ispati
% matrisinin LU ayrigiminin ispati i¢in

Z Lm,dUd,n = -@m,n (9.10)

1<d<min(m,n)

esitligini gostermeliyiz.
Ispati yaparken oncelikle daha genel durumu ele alacagiz. m > n olmak iizere genelligi
bozmadan ekstra bir K degiskenine bagli olarak

Y, LnaUin 9.11)
K<d<n

toplamim ele alalim. Boylece toplamimiz herhangi bir K tam say1 degerinden
bagladiginda toplamin degeri nasil degisir onu inceleyecegiz. Burada geriye doniik
tiimevarimdan

Z Lm.,dUd,n :Lm,KUK,n+ Z Lm,dUd,n (912)
K<d<n K+1<d<n

esitligini gosterecegiz. O halde simdi asagidaki toplami tanimlayalim:

; d d(d.d)
s = ¥ (1) (vq") (1+yqu+ >

= (1 _i_yq[.t+cl>(m7d)) (1 _|_yq/.t+<1>(d,n)>
P(m,t)=P(t,t) | _ ,P(tn)—D(t)

1—q q
% (1,t)
tI_Il 1 1 +yqu+<b(m Ho1 _|_yqu+<l>(t n)

q
1+ (_1)d+1 xyd—1g%(d,1,0)
y 1+ (_1)d+1xydflq‘l‘(d,l,l)qu)(d,n)

1+(_1)d+] xyd—] ¥(d,1,1)+D(m,d)

9.13
14 (—1)? xyd-2g¥(@2.1) (©.13)
Simdi toplam1 hesaplamak icin agagidaki dnermeyi verecegiz.
Onerme 9.1.
SUML — © (yqu)K 1+ (_I)K—I—lxyK—lq‘P(K,l,l)—FCI)(m,n)
k= (=1)
1 +yqu+d>(m,n) 1+ (_1)K yK 2q‘I‘(K 2,1)
K-1 _ (m,t)qu(t,t) _ O(t,n)—D(t,1)
1 1
w T g2t 9 (9.14)

1 _|_yq/.t+d>(m,z) 1 +yqu+d>(z,n) )

t=1

Kanit. (9.13) esitliginde verilen SUMk 'nin toplanan terimini S, olarak isaret edelim.
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Geriye doniik tiimevarim yonteminin geregi olarak (9.14) esitliginden
SUMg_1 = SUMg + Sg_1 (9.15)
esitligini gostermeliyiz.

Burada n > m durumuda benzer sekilde oldugundan genel olarak m > n alacagiz. K =n
ise ispat agiktir. O halde geriye dogru tiimevarimi agsagidaki adimlarla uygulayacagiz:

SUMg +Sk—1 = (—1)¥ g 14 (— 1) Kl VKL D@
1 +yqu+<b(m,n) 1+ (_1)ny1< zq‘P(K 2,1)
y Ii:lqu)(m) 1— qcb(m,t)—é(m) 1— qrb(t,n) D(t,t)
k-1 ( u+<1>(K—1,K—1)>
D (vg")™ " (1+yq
(1 +yqu+fl>(m,K—1)) (1 +yqu+d>(K—l,n)>
y Ii:qu)(m) 1— qCID(m,t)—CI)(t,t) 1— qcb(t,n)—cb(t,t)
1+ (—I)nyK 2q‘P(K 2,2)+®(m,K—1)
1_|_( 1) K2\P(K21)
)+P(K—1,n)

y l+(—1)nyK 2q‘P(K22

9.16
14+ (-5 L xyK=3g¥(K32) ©.16)

Gerekli sadelestirmelerin ardindan

(yq,u)K—l 1+(_1)nyl( Zq‘P(K22)+<I>(m n)
1 _|_yqu+cl>(m,n) 1+ (_1)’( ]xyK’3q\P(K’3’2)
y Ii_Izqq) (1) qd)(m 1)=®(t1) 1 _ q<i>(t7n)—d>(t,t)
Pl 1 _|_yqu+d>(m | _|_yqu+<1>(t,n)

SUMg_; = (—1)K!

: (9.17)

elde ederiz. Buda ispati tamamlar. 0
Sonug olarak & matrisi i¢in iddia ettigimiz sonuclara tekrar donelim:

K = 11ise (9.14) esitliginden:

1 +xq).+(b(m,n) 1 _xyflqlf‘u
T = L LmaUap= - SN, 9.18)
Tyq ’ 1<d<min(m,n) q°y

elde ederiz. Bu durumda & matrisinin LU ayrigiminin ispati tamamlanir.

9.3.2 L~! Matrisine Dair Sonucun Ispati

LL~' carpimindan yararlanarak 2 matrisinin LU ayrnigimindan elde ettigimiz L
matrisinin tersi olan L~! matrisi icin verdigimiz sonucun ispatim gosterecegiz. Ispati
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tamamlamak i¢in
Y Lualy, (9.19)

n<d<m

toplamini inceleyecegiz. Dikkat edilecegi iizere bu toplamin degeri

1 1 m=nise,
Y Lnalg,= - (9.20)
n<d<m 0 m#nise

seklinde olacaktir. Oncelikle genel durumu ele alacagiz. m > n olmak iizere genelligi
bozmadan ekstra bir K degiskenine bagl olarak:

) LmydL;}l (9.21)

n<d<kK

toplamini ele alalim. Burada tiimevarim yontemi geregi

Y, Lualy:+Luxilghi,= ¥ Lualy) (9.22)
n<d<kK  n<d<K+l

esitligini inceleyecegiz. O halde simdi agagidaki toplami tanimlayalim:

q

1 4 ygh+2(dd) | 1) yd =1 g¥(@ 11 +@(m.d)
sumg = Y (1)t +1( )

n<d<K T yght®md) 14 (- l)d+1 xy?~1g¥(d.1.0)
14 (= 1) xyd=2g¥(d:2.)+0(dd)~D(n.d) ﬁ g
14 (— 1)dxyd—2q‘P(d,2,1) 1 — g®0)—2(n)

><5171 (1_ D(m,t)— d)(tt)) <1+yq“+¢ nt)>

II;II q- a(p+t)’ (1 +yqu+CP(m t)) (9.23)
Simdi bu toplam1 hesaplamak i¢in asagidaki Lemmay1 verecegiz.
Onerme 9.2.
_ k-1 q )
SUMg = (_1) 1— qd)(m,n)ffb(n,n)
y 1+ (_1)K+1 xyK—lq‘P(KJ70)+<I>(m,n)—<1>(n,n)
1+ (_1)K+1xy1(—1qlp(1<,1,0)
k (1-g%m0-200) (1L ygtt®00) ki
% tl;ll q*a(l’+t)v (1 +yqu+d>(m,t)) I;I P(n,n)’ (924)
t#n

Kanit. (9.23) esitliginde verilen SUMk 'nin toplanan terimini S, olarak isaret edelim.
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Tiimevarim yonteminin geregi olarak (9.24) esitliginden

SUMg = SUMg_1 + Sk (9.25)
esitligini gostermeliyiz. Burada n > m durumuda benzer sekilde oldugundan genel
olarak m > n alacagiz. K = n ise ispat agiktir. O halde tiimevarimi agagidaki adimlarla

uygulayacagiz:

( 1)K 2 _—a(n+p)’ 1_|_<_1)K K—2 W(K2,1)+®(m,n)—P(n,n)

xXy" °q
SUMp_ | + Sk =
K—11TOKk = CDmn) @(n,n) 1—}—(-1) xyK—24¥(K2.1)
X H a(p+t)’ (1 L+ (mt) H )
=4 ( +yq )
+(_1)K_1 1 + ygh+PKK) 1+(_1)K+1xy1( 1q\p(1(,1,1)+q>(m7,()

1 + (_ 1)nyK—Zq‘P(K,Z,l)—l—d)(K,n)—(D(n,n) K q_a(n+p)v

1+ (_I)nyK—zq\P(K,z,l) 5;1 1— q‘P(t,t)—q)(n,t)
n

r (1 r qQD(m,t)—CI)(t,t)) (1 i yqu—l—CI)(n,t))
X H q—a(p+t)v (1 _|_yq,U+CI>(m,z))

t=1

X

(9.26)

Simdi esitligin sag tarafinda ayni olan terimleri ortak paranteze alalim:

, -1
g K+p) <1+(—1)K K- 2qu(1<21)>

(1= g®mK)~2(KK)) (1 ygh+®(nK))

(1 _qq>(m,z)—d>(t,t)> <1 _|_yqu+‘b('17f)> K q—a(n+p)V

K
X v
E g AP+ (14 ygh+®0m1)) ’il 1 — g@n)—2(nn)
t#n

= (-1

(1= g2 (1 g0t (gotn-ot 1)

K -1
<1 (1) xnyZq‘P(K7271)+d>(m7n)—d>(n,n))

N 1+ (_1)nyK—Zq‘P(ICZ,1)+<I>(K7n)—CI>(n7n) 1+ (_1)K+1 xyK—lq‘P(KJJ)—&-(D(m,K)
(1 _|_yqu+d>(l(7l())’1 1+ (_1)K+1xyK—1q‘P(K,1,O)

X

(9.27)

Burada ortak parantezdeki terimlerle ulagsmak istedigimiz (9.24); yani SUMg de8erinde
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bulunan terimleri sadelestirdigimizde ispati tamamlamak i¢in

1+ (_1)K+1xyK—lq‘l—‘(K7170)+<I>(m7n)—d>(n,n)
1+ (_1)K+1xy1<—1qu(1<,1,0)

g K+p)” (1 _ qcI>(m,1<)—q>(K,K)) ( 14 yqu+<1>(n,1<))

(1 + (= 1)ny1<72q'y(1(72,1)> N

1

-qa(K-i-p)v <1 _ qu(n,K)—fl:'(K,K)) <1 +yqu+fl>(m,l())
X 1
(1 (=K xyK—Zq‘I‘(K,Z,l)+<I>(m,n)f<I>(n,n))
qa(n+p)v <1 _qu(m,n)f@(n,n)) (1 +yqu+¢(K,K)>
+ 1+ (_1)K+1xy1(71q111(1<,1,0)

. 1+ (_1)KxyK—Zq‘I—‘(K,L1)+<I>(K,n)—CID(n,n)

(1 h (_1)K+1xyK—lq‘I‘(K,l,l)—l—(I)(m,K)) !

(9.28)

esitlifini gostermeliyiz. Simdi diizenleyelim ve sagdaki ortak parantezde bulunan
ifadeyi sol tarafa atalim:

gk +p)" (1 _|_yq,u+<l>(n,K)> (1 +(_1)ny1(fzq\p(1(,2,1))

— (9.29)
[(1 — g K)-®(KK)) <1 (1)K K1 ¥ (K. 1,0) D (mn) () !
g K+p)" (1+yqu+c1>(m,1<)> <1+(_1)K+1xyK—lq‘P(K,1,0)> 030
1 — g®K)=P(K.K)) (1 4 (— 1)K xyK—24%¥(K.2,1)+P(m,n)—P(n.n) -l '
q (1) xy 2¢q
g <1 _ q(ID(m,n)—dD(n,n)) (1 ()R gk q‘{‘(l(,l,l)+d>(m,l()>
+ (9.31)

[(1 + ygh+ K K)) (1 I (_1)nyK—2q‘P(K,2,1)+<I>(K,n)f¢>(n,n)>} !

Bu son esitlik (9.29), (9.30), (9.31) degerleri dagitildiginda kolaylikla goriilebilir. O
halde

—a(n+p)” 1 —1 K+1_K—1_W(K,1,0)+®P(m,n)—D(n,n)
SUMg = (_I)Kfl qq)( 5] « + ( ) Xy K+]q
1 — g®(mn nn 1_|_(_1) xnylq‘I‘(K,l,O)
X <1 _ qu(mJ)—‘ID(t,t)) (1 _|_yqu+d>(n7t)) K gantp)
X 11 q—a(p-i-t)" (1 _J’_yqu-i-(b(m,t)) tI:—! 1— qd)(t,n)*d)(n,n) (9.32)
t#n
esitligini elde ettigimize gore ispat tamamlanir. [

Sonug olarak & matrisi i¢in iddia ettigimiz sonuglara tekrar donelim:
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K = mise (9.24) esitliginden:

1 1 m=nise,
SUMk = Y, Lyaly, = (9.33)
n<d<m ’ 0 m+#nise

elde ederiz. Bu durumda & matrisinin LU ayrigimindan elde ettigimiz L matrisi ve
onun tersi olan L~! matrisi i¢in verdigimiz sonuglarin ispat1 da tamamlanir.

Benzer sekilde UU ! carpimindan yararlanarak & matrisinin LU ayrisimindan elde
ettigimiz U matrisinin tersi olan U ~! matrisine ait sonuclarin ispat1 igin

Y UnaUg, (9.34)

m<d<n

toplamui incelenir.

9.3.3 2~ ! Matrisine Dair Sonucun Ispati

U, LLJ :l carpimindan yararlanarak & matrisinin tersinin ispatin1 gosterecegiz. 1spat1
tamamlamak i¢in
—17-1 —1

max(m,n)<d<N

toplamini inceleyecegiz. Oncelikle daha genel durumu ele alacagiz. m > n olmak iizere
genelligi bozmadan ekstra bir K degiskenine bagh olarak:

Y Unilas (9.36)

m<d<K

toplamuini ele alalim. Burada tiimevarim yontemi geregi

11 -1 -1 1,1
Y, UpalintUpiiiliiin= Y Unilan (9.37)
m<d<K m<d<K+1

esitligini inceleyecegiz. O halde simdi asagidaki toplami tanimlayalim:

K ®(dd

1+ yght+®(dd)

SUM = Z (_1)m+n+d+1yq—cH
d=m (yq”)

) 14 (= 1) xyd2g¥(d2,1)+0(d.d)~D(nd)

1+ (_1)dxyd—2q‘l‘(d,2,l)

14 (= 1) xyd—2g¥(@d.2.1)+0(d.d)~D(dm)

1+ (_1)d+1xyd71q‘P(d,1,O)
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d—1 1 _|_yq/~t+q)(n7t) d q—b(m+r)w
=1 (1 —f—yq,u‘Fq)(l‘,m)) -1 t=m-+1 1-— q‘p(l7t)—¢>(t7m)
1 =b(r+1)"  n=1 —a(p+t) d gt )’

q q
X I I .
=1 1 — qq)(hm)*q)(tat) =1 1 — qu(nvt)fq)(ht) t:n+1 1 — q(D([J)fCD(n’[)

X

3
|

(9.38)

Simdi bu toplami1 hesaplamak icin asagidaki Lemmay1 verecegiz.

Onerme 9.3.

(_1)m+n+K+1 1+ (_1)ny]( Zq‘P(I(Z 0)—P(n,m)

(rg) T (1 ygie@mm) 1 (1) K1 (K L)

SUMg .=

m—1 —b(r+1)" n—1 —a(p+t)¥ K qfa(ner)v

= q q
X g 1— qCID(m,m)—CI)(m,t) tlle 1— qq)(n,l)—CD(t.,l) ol 1— qq)(t,n)—<1>(n,n)

1+ yqu+d>(n,t) K qu(err)w

[1

=1 (14 ygi®em))~h S0 1 — g®emn)=@imm):

(9.39)
Kanit. (9.38) esitliginde verilen SUMk ’nin toplanan terimini S; olarak isaret edelim.
Tiimevarim yonteminin geregi olarak (9.39) esitliginden

SUMg = SUMg_1 + Sk (9.40)

esitligini gostermeliyiz. Burada m > n durumuda benzer sekilde oldugundan genel
olarak n > m alacagiz. K = m ise ispat acikti. O halde tiimevarimi asagidaki
adimlarla uygulayacagiz:

SUMg_| + Sk = (-1t 14 (— 1) oK =3g VK3 ) —(nm)
(yq“)K_2 (1+ygHt q’(””")) 14 (= 1) k2% (K 2.1)
q —b(r+t)" — —a(p+t)¥ K—1 q—a(n-i-p)v
X H 1 — g®0mm) tH o) L 77 -0

1)K 3K 2 ¥(K2.1)+(K K)~2(n.K)

1+(_1)ny1( 24%(K2,1)
1+yqu+CD(KK) 1+( 1>K K—2 W(K2,1)+®(K,K)-P(K,m)

(e 14 (-1

Xy© °q
(vg")*~ 14 (— 1)K K —14%(K,1,0)
Ii:[l 1 4 ygh+®no) K g
=1 1 + ygh e, m)) ! =1 1 — g®(r.1)—=@(t,m)
I:I b(’+f> nHl g+’ ﬁ gatn+p)’
Pl —®(ma) 111 — q®)-20n) 1L T g@ln-—emn

(9.41)
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Simdi esitligin sag tarafinda ayn1 olan terimleri ortak paranteze alalim:

_ (_1)m+n+K+1 (yQ“) K-l 4 ygu+(ni)
+ (= 1) xyk= P(K21) =1 (1 —i—yqlqu’(t»m))_l
m—1 —b(r+t)" n—1 (p+,)

% q

q
(m,m)—®(m,t) Pl l—g D (n,t)—D(t,t)

=1 1—q

K —b(m+r)” —a(w+p)"

D
y q 1’51 q
rmiid 1— q<I>(t7t)—¢>(t7m) ot 1— qcp(t,t)—tb(mt)

ol yqlu-i-fb(n,m) (1 — qCID(K,n)—d>(n,n)> <1 _ qCD(m,K)—cp(mm))

(1 _|_yqu+d>(n,m)) (1 +(_1)K— xyK3q‘I‘(K7371)<I:‘(n,m)>_1

1
<1 Jrqurcb(m)) (1 (—1)K gk 2 ‘P(K,2,1)+<I>(K7K)—¢>(K,m))

+ Xy q
_|_
(1+(_1)K+1xy1<—1q\y(1(,1,0)> <1_|_(_1)KxyK—Zq‘P(K,Z,1)+¢(K,K)7<D(n,K)>

-1
(9.42)

Burada ortak parantezdeki terimlerle ulasmak istedigimiz SUMkg degerinde bulunan
terimleri sadelestirdigimizde ispati tamamlamak i¢in

1+ (_ 1 )nyK—Zq‘P(KQ,O)—(I)(n,m)

(1 4 ygh+@0m) (1 n (_1)K+1xy1(—1q‘1'(1<,1,0)>
B 1
(14 ygh+®K)) (1 4 ygit®(Km) (1 n (_I)nyK—2q‘P(K,2,l)>

yght+®mm) ( 1— qq>(1<,n)—c1>(n,n)> (1 _ qcp(m,K)—cp(m,m)) (1 n yqu+¢(n,m)>—1
(1 +(—1)F! xyKSq‘P(K,S,l)CD(n,m))_l

<1 n yqu+c1>(1<,1<)> (1 (1)K k2 q‘P(K,Z,l)+<I>(K7K)—<1>(K,m))

><_

_I_

(1+(_1)K+1xy1<—1qu(1(,1,o)) <1+(_1)ny1<—2qu(1(,2,1)+q>(1<,1()<1>(n,1<)>1

(9.43)

esitligini gostermeliyiz. Simdi diizenleyelim ve sagdaki ortak parantezde bulunan
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ifadeyi sol tarafa atalim:

<1_|_yqu+q>(n,1()> <1_|_(_1)nyK72q‘I‘(K,2,O)f<I>(n,m)>

— (9.44)
[(1 +yghte(Km)) (1 n (_1)nyK72q\P(K,2,l)>}
yght+®(nm) (1 _qcb(K,n)—cp(n,n)) (1 i (_1)K+1xy1<—1qlp(1<,1,o)>
_ |- Lo (9.45)
[(1 — @ K)~@(mm) <1 n (_1)K—1xyK—3q‘I’(K,3,1)f<1>(n,m))]
(1 +yqu+c1>(1<71()> (1 (=1 xyK—Zq‘I’(ICZ,1)+<1>(K7K)—<’D(K,m))
N (9.46)

[(1 + ygh+®(nm)) (1 4 (_1)nyK—Zq‘P(K,Z,1)+(I>(K,K)—CI>(n,K))] !

Bu son esitlik (9.44), (9.45), (9.46) ifadeleri dagitildiginda kolaylikla goriilebilir.
O halde

1 m+n+K+1 1 —1 K K—2 _W(K,2,0)—®(nm)
SUMg = (=1) + (=D 0" g
YK=L (1 4 ygut+®(nm) 1+ (= 1KH yK—15¥(K,1,0)
(yq*) ¥q (=)™t g
m—1 —b(r+1)" n—1 —a(p+t)” K —a(n+p)"
X H qd:'(m m)—®(m,t) H qCID(n 1)—D(t,1) qu(t n)—®(n,n)
i1 L—g®'" 1 1 =g="™ S el ’
K o} K —b(m+r)"
1 u+®(n,t) (m+r)
«[]—24 - AN (9.47)
=1 (14 ygrt@tm) ™ S0 1—¢ (m,1) =@ (m,m)
esitligini elde ettigimize gore ispat tamamlanir. 0
Sonug olarak 2 matrisi i¢in iddia ettigimiz sonuglara tekrar donelim:
K = N ise (9.39) esitliginden:
1
-1 _ —17-1_
Pmn= L Upalan = 715K (9.48)

max (m,n) <d<N

elde ederiz. Bu durumda U, de_;l carpimindan yararlanarak & matrisinin tersinin
ispatt da tamamlanir.

9.4 Uygulama

Simdi ¢calismalarimizi daha acik anlatabilmek ic¢in buldugumuz genel sonug¢larimizin
bir uygulamasini verelim. Burada ¢ 'nun 6zel se¢imiyle genel Fibonacci ve Lucas
sayilari i¢in asagidaki sonuclar1 verebiliriz:

Herhangi a, b, p, r, A, W, v, w tam sayilari i¢in .7 = [7,,| matrisini

Honn = Us+a(p+m)'+b(r+n)"

”

(9.49)

Vu +a(p+m)'+b(r+n)"
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ya da ® index fonksiyonu yardimiyla

U +o(mn)

-
- Viet@(mn)

(9.50)

seklinde tanimlayalim.
x=—1,y=1ve qg= B /a dzel degerlerini alarak .7# matrisinin 6zelliklerini & matrisi
icin verilen ana sonuclarindan tiiretebiliriz.

Ornegin boyutu 4 alman .7 matrisi asagidaki gibidir:
[ Unvo1,)) Unioa2) Urieons) Unie(a)

Vo) Vire2) Virens Vureaas)

Urvo) Urtoe2) Urioes Uiieps
Vo) Viree2) Virees Viieea)
o . 5D

Urioi1) Untoc2) Uriois) Uirea

Vires )  Vure2) Vire3s) Vutes

Urroiu1) Untow2) Uiiows Uiireo@as

| Vo) Vurowe2) Viro@s) Viteus)

x=—1,y=1ve g = B/a olmak iizere U, ve V, i¢cin tammlanan Binet formiilleriyle
¢ matrisini

A—u—1 A+®(m,n)
o 14+x
%nn = 1

’ 1—qg 1 —|—yq”+¢(m7") ’ ©.52)

seklinde de tanimlayabiliriz.

Simdi & matrisini
1—|—qu+¢(’"’")

= T (9.53)

m,n

seklinde tanimlayalim.

Burada x, y ve ¢ 'nun x = —1, y =1 ve ¢ = B/ gibi 6zel degerlerini secerek, 77
matrisinin & matrisinin 6zel bir hali oldugunu gorebiliriz. Dolayistyla 7 matrisinin
ozelliklerini (LU ayrisimi, L~!, U~!, 27! gibi) 2 matrisi icin verilen ana
sonu¢larindan tiiretebiliriz.

Ornek olarak (9.1) ’de verdigimiz LU ayrisimina ait sonuclarimzi 1 < n < m olmak
tizere 7 matrisi igin verelim:

( Ys(nrn)ro(mn) n tek ise
Ug(n,1,0) ’
n—1y B n.y o
Ly = H @(m,t)—D(1,1) U+P(n,r) % (9.54)
bl Ucp(mt)—d)(m) =1 Vu+¢>(m7t) V‘I‘(n 1,1)+D(mn)
ki —  ngiftise
\ V\P(n>l>0)
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ve A > u olmak iizere,

Vii-a md Uo(m1)—@(t.0)Us(1,n)—d(1,0)

Vutoimn) =1 Vutromo)Vut+orn)

( A (—1) |5 ] (a+b)+1 Us(m,1,1)+@(m,n) m tek ise,
Vi (m,2,1)
X9 m _atb+1\ o ((— _ (955)
Am72(_1)a+( +2)(1+(-1) 4) 2((~1)P+(~DH)
Ve (im,1,1)+@(m,n) m cift ise,
X
\ U‘{—‘(m,z,l)

ve burada A giris boliimiinde tanimlanmustir.
{U,,V,,} dizilerinin g-formlarina gore herhangi x ve y reel degerinin secimine bagh
olarak, & matrisi Filbert ve Lilbert matrislerinin

Uptomn)  Varomn) A Va+o(mn)

, (9.56)
U/,H—d)(mm) V/.H-(I)(m,n) U,LL—Q—CID(mm)

seklindeki formlarina da sahip olacaktir.
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EKLER

TURKCE-INGILIZCE MATEMATIK TERIMLERI SOZLUGU

Tiirkce terim Ingilizce Terim
Ayrisim Decomposition
Basamak Order

Boyut Dimension
Carpim Product
Cembersel Circulant

Dizi Sequence
Indirgeme Recurrence
Karakteristik Characteristic
Kismi Partial

Lineer Linear

Seri Series

Sonlu Finite

Sonsuz Infinite

Taban deger fonksiyonu

Terim

Ters matris

Floor function

Term

Inverse Matrix

Toplam Sum
Toplanan terim Summand term
Ug banth ksegen matris Tridiagonal matrix
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