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1 
GİRİŞ 

 
Lisans düzeyinde temel kontrol sistemleri dersini almış olan bir 

öğrencinin iki önemli eksikliği vardır. Bunlardan birincisi mühendislik 

sistemlerinin matematik modellerinin oluşturulmasındaki eksikliktir. Pek 

çok üniversitede öğrenci bu yetkinliğe tam olarak sahip olmadan, kontrol 

dersinin başında iki-üç hafta süreyle oldukça yetersiz düzeyde aldığı 

bilgiyle kontrol konularına başlar. Önceki yıllarda kontrol dersi öncesinde 

zorunlu olarak okutulan sistem dinamiği dersi, kredi azaltma çalışmaları 

sırasında ilk kurbanlardan olmuştur. Bu eksiklik bazı üniversitelerde son 

sınıfta açılan bir sistem dinamiği seçmeli dersi ile telafi edilmektedir. 

Ancak bu dersin sıralaması, genellikle üçüncü sınıfta açılan kontrol dersine 

göre yanlıştır. 

Diğer önemli eksiklik ise kontrol dersini alan bir öğrencinin PID 

kontrol dışında tasarım yetkinliğinin olmamasıdır. Türkiye’de çok az 

üniversitede kontrol sistemi tasarımı konusunda ders açılmaktadır.  Bazı 

üniversitelerin müfredatlarında kontrol sistemi tasarımı adı altında seçmeli 

bir ders görülmesine rağmen, bunlar sadece isimde kalmakta ve çeşitli 

sebeplerden açılamamaktadır.  

Yabancı dilde yazılmış bazı kitaplarda kontrol tasarımıyla ilgili 

konular oldukça ayrıntılı olarak ve genellikle teoriye daha fazla ağırlık 

vererek işlenmiştir [1.1-1.5]. Sadece belli bir konuya özel olarak yazılan 

kitaplarda ise çok fazla ayrıntı vardır.  Kontrol sistemleriyle ilgili temel 

konuların yanı sıra bazı tasarım konularının da ele alındığı Türkçe kitaplar 

da vardır [1.6-1.8].  Ancak bu kitaplarda tasarım konuları oldukça sınırlı 

olarak ele alınmıştır.  

Bu kitabın amaçları ve bunların gerçekleşmesi için kullandığı 

yaklaşım aşağıdaki gibi özetlenebilir. 

- Kontrol sistemi tasarımı konusunda özellikle İngilizce olarak 

yazılmış, pedogojik yöntemlerin öne çıktığı iyi hazırlanmış pek 

çok kitap vardır. Ayrıca kontrol sistemi tasarımının farklı 
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konularının ele alındığı, çoğu İngilizce olarak hazırlanmış ders 

notlarına, monogramlara ve sunumlara İnternet ortamında 

erişilebilir. Buna karşılık kontrol sistemi tasarımı konusunun 

ayrıntılı bir biçimde ele alındığı yeterli sayıda Türkçe kaynak 

yoktur. Bu eksikliği azaltmak için bu kitap Türkçe olarak 

hazırlanmıştır. Böylece Türkçe eğitim yapan üniversitelerde 

yaşanan kaynak eksikliğinin azaltılması amaçlanmıştır. 

- Üniversiteden mezun olan pek çok mühendisin temel kontrol 

sistemleri dersi dışında, ayrıca bir kontrol sistemi tasarımı dersi 

almadığını dikkate alarak, konular okumaya hevesli bir 

mühendisin anlayıp uygulayabileceği sadelikle işlenmiştir. 

Anlaşılabilir olması bu kitabın önceliklerinden biridir. Bu 

yüzden kitabın yazımında neredeyse bir ders notu sadeliği 

kullanılmıştır. Kitapta işlenen tasarım yöntemlerinin kolaylıkla 

anlaşılabilmesi için çeşitli örnekler verilmiştir. 

- Kitabın üniversite eğitiminde kullanılmasını kolaylaştırmak için 

her bölümün sonunda alıştırma problemleri verilmiştir. Ayrıca 

öğretim üyeleri için bir çözüm kitabı hazırlanmıştır. 

- Günümüzde özellikle sanayide ve Ar-Ge merkezlerinde kontrol 

sistemi tasarımı için hazır bilgisayar yazılımlarından yoğun bir 

şekilde yaralanılmaktadır. Ancak kullanılan tasarım yönteminin 

teorisini bilmeden, kısıtlarını kavramadan bu programları 

kullanmak, bir zamanlar katalog mühendisi denilen ve sadece 

katalog ve abakları kullanarak tasarım yapan mühendislerin 

yaptığından çok farklı değildir. Bu programları kullanan 

kişilerin programların arkasında yatan teoriye de hakim olması 

gereklidir. Buna karşılık bu yazılımların iş hayatına getirdiği hız 

ve verimlilik artışı yadsınamaz. Bu düşüncelerle kitapta verilen 

tasarım yöntemlerine ilişkin MATLAB komutları hakkında da 

bilgi verilmiştir. 

- Bu kitabı okuyan mühendislerin ya da bu kitaptan ders kitabı 

olarak yararlanan öğrencilerin, klasik kontrol konularının 

işlendiği temel bir kontrol sistemleri dersini daha önceden almış 

olmaları gereklidir. Sistemlerin durum uzayında tanımlanması 

ve kontrolü ile ilgili en azından temel bilgi düzeyinde aşinalık 

tavsiye olunur, ancak zorunlu değildir. Modern kontrolle ilgili 

temel bilgilerin gerekli olanları bu kitapta yeri geldiğinde kısaca 

özetlenmektedir.  
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Kitabın 2’nci bölümünde iyi bir kontrol sisteminden beklenen 

davranış biçimi ve kontrol sistemlerinin performanslarını değerlendirmek 

için kullanılan çeşitli kriterlerin toplu bir özeti verilmiştir. Bu kriterler yeri 

geldiğinde kitabın ilgili bölümlerinde kullanılmaktadır. 

3-6’ncı bölümler klasik kontrolde kullanılan başlıca tasarım 

yaklaşımlarına ayrılmıştır. Bu bölümlerde klasik kontrolün özelliği 

dolayısıyla tek giriş ve tek çıkışlı sistemler ele alınmaktadır. 3’üncü 

bölümde yer eğrileri kullanarak kontrol sistemi tasarım yöntemleri 

verilmiştir. Bu kapsamda PID kontrolün yanı sıra, faz-ilerletici, faz-

geriletici ve faz-ilerletici-geriletici denkleştiricilerin sistem davranışını ne 

yolla, ne biçimde etkilediği ve tasarım yöntemleri ayrıntılı olarak 

incelenmiştir.  

4’üncü ve 5’inci bölümlerde frekans bölgesinde kontrol sistemi 

tasarımı üzerinde durulmuştur. Bu bölümlerde sırasıyla Bode ve Nyquist 

diyagramlarından yararlanılmıştır. PID kontrolcü, faz-ilerletici, faz-

geriletici ve faz-ilerletici-geriletici denkleştiriciler ayrıntılı olarak 

anlatılmış ve örnekler verilmiştir. 

6’ncı bölümde yeterince tanımlanmamış olan sistemlerin deneysel 

yöntemlerle nasıl tanımlanacağı ve PID kontrolcü parametrelerinin nasıl 

belirleneceği anlatılmıştır. 

7’nci bölümde sistemlerin durum denklemleriyle ifadesi, bu şekilde 

ifade edilen sistemler hakkında temel bilgiler, klasik kontrolde kullanılan 

transfer fonksiyonu yaklaşımıyla modern kontrolün durum denklemleri 

yaklaşımı arasındaki bağıntılar verilmiş, durum denklemleriyle tanımlanan 

sistemlerin zaman cevaplarını veren genel ifadeler elde edilmiştir.  

8’inci bölümde optimum kontrolün türetilmesinde kullanılan 

matematik altyapı işlenmiş, Pontryagin fonksiyonunu kullanarak genel 

optimum kontrolü veren denklemler ve sınır şartları türetilmiştir.  

9-13’üncü bölümlerde modern kontrolde kullanılan tasarım 

yöntemlerinden yaygın olarak kullanılanlar ele alınmıştır. İşlenen konular 

minimum-zaman optimizasyonu, minimum-yakıt optimizasyonu, 

minimum- enerji optimizasyounu, lineer karesel regülatör (LQR), kök 

yerleştirme yöntemi, tam mertebeli gözleyici tasarımı, minimum mertebeli 

gözleyici tasarımı, Kalman filtresi tasarımı, modele dayalı sistem tasarımı 

şeklinde sıralanmıştır. 
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14-15’inci bölümlerde lineer sistemlerin gelişigüzel girişlere 

cevabı incelenmiş ve gelişigüzel giriş uygulanan lineer sistemlerde belli bir 

performans kriterini minimum yapan optimum kontrol sistemlerinin 

analitik tasarımı anlatılmıştır. 

Kitapta sadece analog sistemler incelenmiştir. 7. bölüm dışında 

sistemlerin lineer olduğu kabul edilmiştir. Kalman filtresiyle ilgili kısım ile, 

14’üncü ve 15’inci bölümler dışında bütün sistemler deterministiktir. 

Adaptif kontrol, gürbüz kontrol gibi konular içeriğe dahil edilmemiştir.    
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2 
KONTROL SİSTEMİ PERFORMANSINI 

 DEĞERLENDİRME ÖLÇÜTLERİ 

 
Kontrol edilen bir sistemin performansı değerlendirilirken aşağıdaki 

özelliklerin olduğunca sağlanması istenir. 

1. Durağan davranış özellikleri 

1.1 Sistem çıkışı referans girişini hatasız olarak takip 

edebilmelidir. Bu özelliğe sistemin servo özelliği denir. 

İdeal olarak sistem çıkışının durağan değeri referans 

değere sıfır hatayla ulaşmalıdır. 

1.2 Sistem çıkışı bozucu girişlerden az etkilenmelidir. 

Bu özelliğe sistemin regülatör özelliği denir. İdeal olarak 

bozucu giriş dolayısıyla sistem çıkışındaki değişikliğin 

durağan değerleri sıfır olmalıdır. 

1.3 Sistem çıkışının durağan değeri ölçüm sistemindeki 

gürültülerden etkilenmemelidir. 

 

2. Parametre hassasiyeti 

2.1 Sistem çıkışı; kontrolcü, kontrol edilen sistem ve ölçüm 

sisteminin parametre değerlerindeki değişikliklerden 

etkilenmemelidir. 

Bu özelliğe sistemin parametre hassasiyeti denir. 

 

3. Kararlılık 

3.1 Sistem mutlaka kararlı olmalıdır. 

3.2 Sistem kararsızlık durumundan yeterince uzak olmalıdır. 
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4. Dinamik davranış özellikleri 

4.1 Sistemin bir başlangıç durumundan durağan duruma 

giderken gösterdiği dinamik davranış (geçici davranış) 

kabul edilebilir özelliklere sahip olmalıdır. Yani, aşırı 

salınım yapmadan son değere olduğunca hızlı 

yaklaşmalıdır. 

 

5. Optimizasyon 

5.1  Kontrol sırasında belli bir kriterin minimum yapılması 

durumudur. 

Klasik kontrol tasarımlarında (tek giriş, tek çıkış, tek geribesleme) 

yukarıda sayılan özelliklerden ilk dördü değerlendirilir. Beşinci sıradaki 

optimizasyon ise ancak düşük mertebeli sistemlerde ve çok sınırlı olarak 

uygulanabilir. Modern kontrol uygulamalarında ise (çok giriş, çok çıkış, 

birden fazla geribesleme) sistem tasarımında optimizasyon öne çıkar. 

2.1 Sistemin Durağan Davranışı  

Yukarıdaki özelliklerden ilki sistemin durağan davranış (sürekli 

rejim) kalitesini tanımlar. Yani yeterince beklenirse sistem çıkışının 

erişeceği son değerle ilgilidir. Kontrol sisteminin performansı 

değerlendirilirken, durağan davranış özelliklerinin incelenmesi ve sisteme 

uygulanabilecek girişler karşısında hatanın sıfır ya da kabul edilebilir 

düzeyde olup olmadığı çok önemlidir. 

Kontrol edilmiş bir sistemin blok diyagramı Şekil 2.1’deki gibi 

olsun. Bu diyagramda K kontrolcünün kazancını göstermektedir. Referans 

girişi R(s), bozucu giriş D(s) ve ölçüm gürültüsü Dm(s) ile sistem çıkışı C(s) 

arasındaki transfer fonksiyonları bu diyagramdan sırasıyla aşağıdaki gibi 

yazılabilir. 

 
)()()(1

)()(

)(

)(

sHsGsKG

sGsKG

sR

sC

c

c


     (2.1)                            

)()()(1

)(

)(

)(

sHsGsKG

sG

sD

sC

c
    (2.2)    
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Şekil 2.1   

)()()(1

)()(

)(

)(

sHsGsKG

sGsKG

sD

sC

c

c

m 
   (2.3)               

  Sözü edilen girişlerle hata E(s) arasındaki transfer fonksiyonları da 

aşağıda verilmiştir. 

)()()(1

1

)(

)(

sHsGsKGsR

sE

c
     (2.4)                            

)()()(1

)()(

)(

)(

sHsGsKG

sGsH

sD

sE

c
    (2.5)                            

)()()(1

1

)(

)(

sHsGsKGsD

sE

cm 
   (2.6)     

 Denklemler (2.4) - (2.6) incelenirse, her üç durumda da hatayı 

azaltmak için,  

1)()()(1  sHsGsKGc    (2.7) 

ya da, 

G(s) KGc(s) 

H(s) 

C(s) R(s) 

D(s) 

Dm(s) 

+ 
+ 

+ 

+ 

+ 

_ 

E(s) 

Kontrolcü Plant 

Ölçüm sistemi 



8 
 

1)()()( sHsGsKGc    (2.8) 

olması istenir. Bu ifadede H(s) ve G(s) sırasıyla ölçü aletinin ve kontrol 

edilmek istenen sistemin (plant) transfer fonksiyonları olduğundan 

değiştirilme imkanı yoktur. Bu yüzden denklem (2.8) ile verilen şart ancak 

kontolcü kazancı K’yı çok büyük alarak sağlanabilir. (Diğer taraftan, K’nın 

çok büyük değerleri, sistemin dinamik davranışını ve kararlılığını olumsuz 

etkileyebilir.) Bu şart sağlandığında, çıkış C(s)’nin değerleri aşağıdaki hali 

alır. 

)(

1

)(

)(

sHsR

sC
        (2.9)                            

0
)(

)(


sD

sC
     (2.10)                            

)(

1

)(

)(

sHsD

sC

m

      (2.11)     

 Yukarıdaki ifadelerden görüldüğü gibi, geri besleme hattı üzerinde 

olan değişiklikler ve gürültüler sistem çıkışını doğrudan etkiler.  Bu yüzden 

kontrol sistemleri tasarlanırken ileri besleme hattındaki kazancın, yani 

kontrolcü kazancının yüksek değerlere ayarlanabilir olmasına; geribesleme 

hattındaki ölçü aleti özelliklerinin ise doğru olarak bilinmesine, değişmiyor 

ve gürültüsüz olmasına önem verilir. 

 Sistemin durağan hatası uygulanan girişin özelliğine ve açık çevrim 

transfer fonksiyonunun orijindeki kutup sayısına bağlıdır. Açık çevrim 

transfer fonksiyonunun orijindeki kutup sayısına sistemin tip sayısı denir. Bu 

sayının değerine göre sistemler tip-1, tip-2 gibi adlandırılır. Sistem tipinin ve 

giriş cinsinin sistemin durağan davranışını nasıl etkilediğini görmek için 

sistemin blok diyagramı Şekil 2.2’deki kanonik forma indirgenmiş olsun.  

Şekil 2.2’deki sistemde G(s) teriminin içinde kontrolcü ve plantın 

transfer fonksiyonları yer almaktadır.  H(s) ise ölçüm sisteminin transfer 

fonksiyonudur. Bu sistemde kontrol girişi R(s) ile hata E(s) arasında 

aşağıdaki ilişki vardır. 
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Şekil 2.2 

)(
)()(1

1
)( sR

sHsG
sE


    (2.12) 

 Bu sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu )()( sHsG  aşağıdaki 

gibi ifade edilsin. 

  














n

i

i
N

m

j

j

pss

zsK

sHsG

1

1

)(

)(

)()(    (2.13) 

Bu ifadedeki K kazancının içinde kontrolcü kazancı da yer 

almaktadır. N ise açık çevrim transfer fonksiyonunun orijindeki sıfır sayısı, 

yani sistemin tip numarasıdır.  

 Hatanın durağan değeri ess son değer teoreminden aşağıdaki gibi 

bulunur. 

  
)()(1

)(
lim)(lim

00 sHsG

ssR
ssEe

ss
ss





  (2.14) 

 Sistemlerin durağan davranışlarını incelemek için basamak, rampa, 

parabol gibi şekilleri olan test girişleri kullanılır ve sistemin bu girişleri 

hatasız olarak izleyebilme yeteneği değerlendirilir. Bu girişlerin Laplace 

transformları sırasıyla aşağıdaki gibidir. 

G(s) 

H(s) 

C(s) R(s) 

+ 
_ 

E(s) 
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s

R
sR )(  (R yüksekliğinde basamak) (2.15) 

  
2

)(
s

R
sR   (R eğimli rampa)  (2.16) 

  
3

)(
s

R
sR   (R sabitli parabol)  (2.17) 

Yukarıdaki R(s) değerleri denklem (2.14)’de yerine koyulup s değeri 

sıfıra doğru götürülürse aşağıdaki ifadeler elde edilir. 

 
)()(lim1

0
sHsG

R
e

s

ss




     (Basamak giriş) (2.18) 

 
)()(lim

0
sHssG

R
e

s

ss



         (Rampa giriş) (2.19) 

 
)()(lim 2

0
sHsGs

R
e

s

ss



       (Parabolik giriş) (2.20) 

 Açık çevrim transfer fonksiyonun denklem (2.13) ile verilen tanımı 

yukarıdaki üç denkleme yerleştirilirse, tip-1 veya daha üstü sistemlerin 

basamak girişleri, tip-2 veya daha üstü sistemlerin basamak ve rampa 

girişleri, tip-3 veya daha yüksek tipteki sistemlerin ise basamak, rampa ve 

parabolic girişleri hatasız olarak izleyebildikleri anlaşılır. Yani tip numarası 

arttıkça sistemin referans girişlerini hatasız izleme yetkinliği de artar. Bu 

sebepledir ki kontrol sistemlerinin statik davranışlarını iyileştirmek, yani 

kontrol doğruluğunu artırmak için integral kontrol işleminden yararlanılır. 

Şekil 2.1’de verilen sistemde bozucu giriş D(s) ile hata E(s) 

arasındaki ilişki denklem (2.5)’den aşağıdaki gibi elde edilir. 

)(
)()()(1

)()(
)( sD

sHsGsKG

sGsH
sE

c
   (2.21) 
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 Basamak, rampa ve parabolik bozucu girişlerin Laplace 

transformları aşağıdaki gibidir. 

s

D
sD )(  (D yüksekliğinde basamak) (2.22) 

  
2

)(
s

D
sD   (D eğimli rampa)  (2.23) 

  3
)(

s

D
sD   (D sabitli parabol)  (2.24) 

 Bu girişler denklem (2.21)’de yerine koyulup, son değer 

teoreminden hatanın durağan değerleri hesaplanırsa sırasıyla aşağıdaki 

ifadeler elde edilir. 

 

)(lim

)()()(lim1

)()(lim

0

0

0

sKG

D

sHsGsKG

sGsHD
e

c
s

c
s

s
ss












    (Basamak giriş) (2.25) 

)(lim
0

ssKG

D
e

c
s

ss



         (Rampa giriş) (2.26) 

)(lim 2

0
sKGs

D
e

c
s

ss



         (Parabolik giriş) (2.27) 

 Bu ifadelerden görüldüğü gibi, bozucu girişlerin sebep olduğu 

durağan hatalar açık çevrim transfer fonksiyonunun değil, kontrolcünün tip 

numarasına bağlıdır. Basamak, rampa ve parabolik bozucu girişler 

uygulandığında durağan hataların sıfır olabilmesi için kontrolcünün tip 

numarasının sırasıyla en az 1, 2 ve 3 olması gerekir. 
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2.2 Parametre Hassasiyeti 

Kontrol edilen sistemin, kontrolcünün ya da ölçüm sisteminin 

parametre değerlerinde imalattan kaynaklanan belirsizlikler ya da kullanım 

sonucu yıpranmanın sebep olduğu değişiklikler olabilir. Bunun dışında, 

arızalanan bazı elemanların devre dışında kalması ya da plant üzerinde 

yapılan tadilatlar dolayısıyla yapısal değişiklikler de olabilir. İyi bir kontrol 

sisteminin bu değişikliklerden mümkün olduğunca az etkilenmesi istenir. Bu 

etkiyi azaltacak biçimde kontrolcü parametrelerinin seçilmesi işlemine 

parametre hassasiyeti analizi (sensitivite analizi) denir. Bu yöntemin 

ayrıntıları temel kontrol kitaplarında bulunabilir. Burada sadece genel 

prensiplere açıklık getirilecektir. 

Şekil 2.2’deki sistemde giriş ile çıkış arasındaki transfer fonksiyonu 

T(s) aşağıdaki gibidir. 

)()(1

)(

)(

)(
)(

sHsG

sG

sR

sC
sT


    (2.28) 

Bu ifadede G(s) terimi kontrolcü ve kontrol edilen sistemin transfer 

fonksiyonlarını barındırmaktadır. Kontrolcünün K kazancı da bu terimin 

içinde bir çarpandır. Sistem performansının G(s) ya da H(s)’de olabilecek 

parametre değeri değişikliklerinden ya da yapısal değişikliklerden fazla 

etkilenmemesi için bu değişikliklerin T(s) üzerindeki etkilerinin az olması 

gereklidir. Denklem (2.28)’in iki tarafının diferansiyeli alınırsa, aşağıdaki 

ifade bulunur. 

   
 2)()(1

)()()()()()()(1)(
)(

sHsG

sdHsGsdGsHsGsHsGsdG
sdT




  

     

 
 2)()(1

)()()()(

sHsG

sdHsGsGsdG




     (2.29) 

ya da, 
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 
 















































)(

)(

)()(1

)()(

)(

)(

)()(1

1

)()()(1

)()()()(

)(

)(

sH

sdH

sHsG

sHsG

sG

sdG

sHsG

sGsHsG

sdHsGsGsdG

sT

sdT

 (2.30) 

 Yukarıdaki denklemde dG(s)/G(s) teriminin katsayısı, T(s)’nin 

G(s)’deki değişikliklere olan hassasiyeti 
T
GS  olarak tanımlanır. G(s)’de bir 

değişiklik olduğunda, bunun T(s)’de sebep olacağı % değişiklik oranını, 

G(s)’deki % değişiklik oranına bölerek bulunur. Benzer şekilde, dH(s)/H(s) 

teriminin katsayısı ise T(s)’nin H(s)’deki değişikliklere olan hassasiyeti 
T
HS  

olarak tanımlanır. G(s) ve H(s)’de olabilecek değişikliklerin T(s) üzerindeki 

etkisinin az olması için bu katsayıların küçük olması gerekir. Bu katsayılarda 

yer alan G(s) teriminin içinde kontrolcü kazancı K bir çarpan olarak yer alır.  

Kontrolcü kazancı büyültülerek hassasiyet terimleri azaltılabilir. K’nın 

değeri sonsuza doğru büyütüldüğünde hassasiyetlerin limit değerleri 

aşağıdaki hali alır. 

 0T
GS      (2.31) 

 1T
HS      (2.32) 

 Bu ifadelerden görüldüğü gibi, yeterince yüksek kontrolcü 

kazançları kullanarak ileri besleme hattındaki elemanların (kontrolcü ve 

plant) parametre değerlerinin veya yapısal sapmalarının etkileri azaltılabilir. 

Ancak ölçüm sisteminde olabilecek değişikliklerin telafisi mümkün değildir. 

Bu yüzden kontrol sistemleri tasarlanırken yüksek kazançlı, ama kazanç 

değerinin çok doğru olarak ayarlanması zorunlu olmayan kontrolcüler 

kullanılması, buna karşılık özellikleri değişmeyen, gürültüsüz, kaliteli ölçüm 

sistemleri kullanılması tercih edilir. 

2.3 Kararlılık 

Kontrol literatüründe kararlılığın pek çok tanımı olmasına rağmen 

mühendislik açısından çoğunlukla aşağıdaki tanımlar kullanılır. 
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i) Bir sisteme sınırlı bir giriş uygulandığında sistem çıkışı sınırlı 

kalırsa ve t   iken çıkış durağan bir değere doğru giderse bu 

sistem kararlıdır.  

ii) Denge durumundaki bir sistem bu durumdan uzaklaştırılıp bir 

başlangıç durumuna getirildiğinde, değişken değerleri sınırlı 

kalarak sistem tekrar denge durumuna dönerse bu sistem 

kararlıdır.  

Yukarıdaki tanımlardan birincisi daha çok klasik kontrolde, ikincisi 

ise durum değişkenlerinin kullanıldığı modern kontrolde kullanılır. 

Kontrol sistemlerinin analiz ve tasarımında kararlılık konusu iki 

yönden incelenir. Bunlardan birincisi sistemin mutlak anlamda kararlı olup 

olmadığının incelenmesidir. Sistemin kararlılığı kontrol sistemi için mutlak 

bir gerekliliktir. Ancak kontrol sisteminin kararlı olması yeterli değildir. Ne 

kadar kararlı olduğu, yani kararsızlık halinden ne kadar uzakta olduğu da 

önemlidir. Bu kavramlardan birincisi sistemin mutlak kararlılığı, ikincisi ise 

göreceli (rölatif) kararlılığı olarak adlandırılır. 

2.3.1 Mutlak Kararlılık 

Klasik kontrolün temel özellikleri; tek giriş ve tek çıkış olması, tek 

bir değişkenin (çıkış değişkeni) geri beslenmesi, analiz ve tasarımda Laplace 

transformlarından yararlanılmasıdır. Laplace transformları kullanıldığından 

klasik kontrolde incelenen sistemler lineerdir. Lineer bir sistemin kapalı 

çevrim transfer fonksiyonu aşağıdaki genel formda verilmiş olsun.  

)2()(

)(

)(

)(
)(

2

1

2

1

1

jjj

r

j

i

q

i

k

m

k

ssps

zsK

sX

sY
sG

 












 (2.33) 

Bu ifadede kolaylık olsun diye pay ve paydadaki terimler gerçek ve 

kompleks eşlenik köklerine ayrılarak gösterilmiştir. Yani sistemde m sayıda 

sıfır, 2r+q sayıda da kutup vardır. Şimdi bu sisteme birim basamak bir giriş 

uygulansın. Bu durumda X(s) = 1/s olur. Denklem (2.33)’den Y(s) çözülür, 

elde edilen ifade kısmi kesirlerine açılır ve ters Laplace transformu alınırsa, 

bazı ara işlemlerden sonra y(t) için aşağıdaki denklem elde edilir. 
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       (2.34) 

 Bu denklemden görüldüğü gibi, sistem cevabı sabit bir değer, bir dizi 

birinci mertebe sistem cevapları ve bir dizi ikinci mertebe sistem 

cevaplarının toplamı şeklindedir. Bu denklemde geçen a, ai Aj ve j terimleri 

kısmi kesir katsayıları cinsinden uygun biçimde tanımlanmıştır. Esas önemli 

olan husus ise eksponansiyel terimlerin üsleridir. Soldaki eksponansiyel 

terimlerin üsleri olan –pi (i = 1, . . , m) sistemin gerçek kutupları, sağdaki 

eksponansiyel terimlerin üsleri olan 
jj  (j = 1, . . , r) ise kompleks 

kutupların gerçek kısımlarıdır. Eğer bu üslerin hepsi negatif ise 

eksponansiyel terimler t   iken sıfıra gider ve y(t) = a olur. Yani sistem 

çıkışı sonsuza gitmez ve sistem kararlıdır. Bu sonuca dayanarak lineer bir 

sistemin mutlak kararlılığı için şart aşağıdaki gibi ifade edilir.  

  

  

 

Lineer bir sistemin mutlak kararlılığı kutupların değerlerini 

çözmeden, sadece karakteristik denklemin katsayıları kullanılarak kolayca 

bulunabilir. Bu amaçla kullanılabilecek pek çok yöntem arasında en kolayı 

Routh-Hurwitz kriteridir. Bu yöntem kontrol sistemleriyle ilgili başlangıç 

derslerinde daima anlatıldığından burada tekrardan üzerinde 

durulmayacaktır [2.1-2.3]. 

 Modern kontrolde kullanılan kararlılık test yöntemleri hem lineer 

hem de non-lineer sistemlere uygulanabilir. Ancak lineer sistemlere 

uygulama sonucunda Routh-Hurwitz kriterinin verdiği sonuçların aynısı 

bulunur. Bu yüzden esas kullanım amaçları non-lineer sistemlerin 

kararlılığını incelemektir. Bu yöntemlerde sistemin denge konumunun ya da 

konumlarının kararlılığı incelenir. Sistem denge konumundan ayrıldığında 

tekrardan denge konumuna gelip gelmeyeceği araştırılır. Bu amaçla en çok 

kullanılan yöntemlerden birisi Liapunov yöntemidir [2.4].  

Eğer lineer bir sistemin kapalı çevrim 

kutuplarının hepsinin gerçek kısımları 

negatif ise, yani kutuplar sanal eksenin 

sol tarafında ise o sistem kararlıdır. 
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2.3.2 Göreceli Kararlılık 

Kararlılık Payı  

Kontrol edilen bir sistemin ne derecede kararlı olduğu önemlidir. 

Kararlılık derecesini objektif olarak ifade etmek için pek çok yol vardır. 

Bunlardan bir tanesi sanal eksene en yakın kapalı çevrim kutbunun eksene 

olan uzaklığını ölçüt olarak kullanmaktır. Denklem (2.34) incelendiğinde, 

eksponansiyel terimlerin üslerinin büyüklüğü arttıkça, yani kutuplar gerçek 

eksenden sola doğru uzaklaştıkça, bu terimlerin sıfıra doğru daha hızlı 

gittikleri, yani sistem kararlılığının arttığı görülür. Bu yüzden sanal eksene 

en yakın kutupla ilgili terim sıfıra en yavaş gideceğinden göreceli kararlılık 

açısından en kötü durumu temsil eder. Sanal eksene en yakın kutbun bu 

eksenden olan uzaklığına kararlılık payı ya da kararlılık marjı denir. Bu 

uzaklık arttıkça sistemin göreceli kararlılığı da artar. Kapalı çevrim kutup 

dağılımı Şekil 2.3’de verilen sistemin kararlılık payı (s ) gösterilmiştir.  

 

 

 

 

 

 

 

 

         Şekil 2.3 

Kazanç Payı ve Faz Payı  

Bir sistemin giriş ve çıkışı arasındaki transfer fonksiyonunun frekans 

cevabı sistemin periyodik zorlamalar karşısındaki dinamik davranışının 

incelenmesi açısından önemlidir. Sisteme sinüsoidal bir giriş 

uygulandığında, geçici davranış sönümlendikten sonra geriye giriş 

frekansıyla aynı frekasa sahip olan, ama genliği ve girişe göre olan faz farkı 

frekansa bağlı olan sürekli bir salınım kalır. Bu salınıma sistemin durağan 

 

 

 

 
 

s 

Re 

Im 
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sinüsoidal cevabı denir. Frekans cevabı analizinde çıkış ve giriş genliklerinin 

oranı ve faz farkının giriş frekansıyla değişimleri incelenir. Konu kontrol 

sistemleri ile ilgili temel kitaplarda işlendiğinden burada ayrıntılara 

girilmeyecektir [2.1-2.3]. Yöntem kısaca şöyledir.  Transfer fonksiyonunda 

s = j koyulur. Bu şekilde elde edilen ifadeye frekans cevabı transfer 

fonksiyonu denir. Eğer giriş  tXtx sin)(   ve durağan sinüsoidal cevap 

)sin()(   tYty  ise, çıkış ile giriş genlikleri arasındaki oran ile faz farkı 

’nin frekansa bağlı olarak değişim şekli aşağıdaki ifadelerden bulunur.  

 )( jG
X

Y
      (2.35) 

 )(  jG      (2.36) 

Frekans cevabı sadece kontrol sistemleri için değil, titreşim 

analizlerinde de kullanılır.  Titreşim analizlerinde salınım genliğinin 

frekansla değişimini gösteren eğriler (rezonans eğrileri) kaçınılması gereken 

frekans bölgelerini ve alınabilecek önlemleri belirlemekte yararlıdır. Kontrol 

sistemi analiz ve tasarımlarında frekans cevabı sonuçları Bode diyagramları, 

Nyquist diyagramı, Nichols diyagramı gibi grafiklerle gösterilerek kullanılır. 

 Kapalı çevrim transfer fonksiyonu yerine açık çevrim transfer 

fonksiyonunun frekans cevabı incelenirse, sistemin hem mutlak kararlılığını 

belirlemek hem de göreceli kararlılığını değerlendirmek mümkündür. Şekil 

2.2’de kanonik formda gösterilen kontrol sisteminin giriş ile çıkışı arasındaki 

transfer fonksiyonu, 

   
)()(1

)(

)(

)(
)(

sHsG

sG

sR

sC
sT


    (2.37) 

şeklinde olup, karakteristik denklem aşağıdaki ifadeden bulunabilir. 

  0)()(1  sHsG     (2.38) 

 Kararlı bir sistemde bu denklemin köklerinin hepsi, yani sistemin 

bütün kutupları sanal eksenin sol tarafındadır. Kutuplardan birisi bile sanal 

eksenin üzerinde olursa kararlılık durumu ortadan kalkar ve sistem marjinal 

kararlı hale gelir. Bu durumda sanal eksen üzerindeki kutbun gerçek kısmı 
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sıfır olacağından bu kutup s = j şeklindedir. O halde sistem kararlılıktan 

kararsızlığa geçerken, yani marjinal kararlı iken aşağıdaki denklem 

geçerlidir. 

  0)()(1   jHjG     (2.39) 

ya da, 

  1)()(  jHjG     (2.40) 

 Yukarıdaki denklemin sol tarafı kompleks bir sayıdır. Eşitlik gereği 

bu kompleks sayının büyüklüğü ve faz açısı, 1’in büyüklük ve faz açısına 

eşit olacağından aşağıdaki ifadeler yazılabilir.  

01)()(  jHjG dB   (2.41) 

180)()(  jHjG    (2.42) 

 Yukarıdaki denklemlerle ifade edilen şartlardan sistemin ne kadar 

uzakta olduğu, sistemin göreceli kararlılığını gösterir. Bunu belirlemek 

amacıyla Bode diyagramları, Nyquist diyagramı ya da Nichols 

diyagramından yararlanılabilir. Örnek olarak, açık çevrim transfer 

fonksiyonunun Bode diyagramı Şekil 2.4’deki gibi olan bir sistem olsun. Bu 

diyagramda kazanç eğrisinin 0 dB değerini geçtiği frekans a, faz eğrisinin 

180 değerini geçtiği frekans ise b ile gösterilmiştir. 

Eğer kazanç eğrisi yukarı doğru B kadar kaydırılırsa marjinal 

kararlılık şartları oluşur. Yani büyüklük 0 dB  iken faz açısı 180 olur. Bu 

kaydırma işlemi açık çevrim transfer fonksiyonunu uygun bir sabit ile 

çarparak, yani açık çevrim kazancını artırarak sağlanabilir. Bu yüzden 

şekildeki B uzaklığına kazanç payı denir.  

Eğer faz eğrisi aşağı doğru A kadar kaydırılırsa yine marjinal 

kararlılık şartları oluşur. Yani büyüklük yine 0 dB  iken faz açısı 180 olur. 

Bu kaydırma işlemi açık çevrim transfer fonksiyonuna, faz eğrisini aşağı 

doğru kaydıracak ya da faz eğrisinin eğimini uygun biçimde değiştirecek 

çarpanlar ekleyerek sağlanabilir. Şekildeki A uzaklığına faz payı denir. 
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Bir sistemin kazanç payı ve faz payı ne kadar büyükse o sistemin 

göreceli kararlılığı o kadar iyidir. Uygulamalarda kazanç payının 6 dB’den 

büyük, faz payının ise 30- 60 arasında olması önerilir. 

2.4 Sistemin Geçici Davranışı 

2.4.1 Geçici Davranışı Tanımlayan Performans Parametreleri 

Kontrol edilen bir sistemin bir başlangıç durumundan durağan 

duruma gidinceye kadar sergilediği davranışa geçici davranış denir. Klasik 

kontrolde geçici davranışın incelenmesi sadece sistem çıkışı ile sınırlıdır. 

Modern kontrolde ise birden fazla sistem çıkışı, hatta bütün durum 

değişkenlerinin davranışları incelenebilir. Yani kontrol sırasında çıkışların 

yanı sıra sistemin çıkış olmayan değişkenleri de incelenebilir. Burada klasik 

kontrolde sistemin geçici davranış özelliklerini değerlendirmek için 

kullanılan parametrelerden söz edilecektir. Sistemin çıkışı y(t), girişi ise x(t) 

olsun. Şekil 2.5’de basamak giriş için tipik bir sistem cevabı görülmektedir. 

y(t) başlangıçda sıfır değerdeyken, basamak giriş uygulandıktan sonra yss 

gibi durağan bir değere doğru gitmektedir. 
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Şekildeki grafikte y(t) değerleri yss ile bölünmüş ve düşey eksen 

y(t)/yss olarak alınmıştır. Grafik, durağan değer etrafında genliği azalan 

salınımlar yaparak durağan değere doğru gitmektedir. Kontrol sisteminden 

istenen, sistem çıkışının en kısa sürede son duruma ulaşması ve bunu 

yaparken olduğunca az salınım yapmasıdır. Bu kriterlerden birincisi sistemin 

cevap hızıyla ilgili, ikincisi ise ne kadar kararlı olduğuyla ilgilidir. Bu 

kriterlerden her ikisini birden bağımsız olarak en iyilenme olanağı yoktur. 

Zira sistemin cevap hızını artırmak için alınan önlemler sistemin göreceli 

kararlılığına azaltır. Diğer yandan sistem salınımlarını azaltmak için alınan 

önlemler de sistemi hantallaştırır. Bu yüzden bu iki kriter arasında bir 

uzlaşma sağlanması gerekir. Bu uzlaşmanın sağlanabilmesi için geçici sistem 

cevabı bu iki kriteri yansıtan bazı parametrelerle tanımlanmalıdır. Daha 

sonra bu parametrelerin değerlerini istenen belirli sınırlar arasında tutacak 

biçimde kontrol sistemi tasarımı yapılabilir. Aşağıda bu parametereler 

özetlenmiştir. 

Gecikme Zamanı (td) 

Sistem cevabının, durağan değerinin %50’sine ilk defa eriştiği 

süreye gecikme zamanı denir. Gecikme zamanı sistemin cevap hızının bir 

ölçütüdür. Bu süre ne kadar kısaysa sistem cevabı o kadar hızlıdır. Gecikme 

zamanı Şekil 2.5’de td ile gösterilmiştir. 

Yükselme zamanı (tr) 

Sistem cevabının ryss değerinden (1 - r)yss değerine erişmesine 

kadar geçen süreye yükselme zamanı denir. Yükselme zamanı da sistemin 

cevap hızının bir ölçütüdür. Bu süre ne kadar kısaysa sistem cevabı o kadar 

hızlıdır. r değeri olarak 0, 0.05 veya 0.10 kullanılır. Salınımlı sistemlerde 

genellikle  r = 0 kullanılır. Bu durumda yükselme zamanı sistem cevabının 

durağan değerini ilk defa geçtiği an olduğundan geçme zamanı adını alır. 

Salınımsız sistemlerde ise r değeri olarak 0.05 veya 0.10 alınır. Yükselme 

zamanı belirtilirken % 5 ya da % 10 kriterine göre yükselmeme zamanı diye 

ifade edilir. Şekil 2.5’de yükselme zamanı tr ile, geçme zamanı ise tc ile 

gösterilmiştir.  

Tepe Zamanı (tp) 

Tepe zamanı sadece sistem cevabının durağan değeri aştığı 

durumlarda tanımlanabilir. Cevabın durağan değeri aştıktan sonra ilk tepe 
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noktasına eriştiği andır. Tepe zamanı sistemin cevap hızının bir ölçütüdür. 

Bu süre ne kadar kısaysa sistem cevabı o kadar hızlıdır. Şekil 2.5’de tepe 

zamanı tp ile gösterilmiştir.  

Maksimum aşama (Mp) ve % Aşma  

Sistem cevabının durağan değerin ötesine geçmesi haline aşma 

durumu denir. Cevabın ilk aşmasının yüksekliği sistemin göreceli 

kararlılığının bir ölçütüdür. Eğer yss = 1 ise aşma yüksekliği 1’den yukarıya 

doğru ölçülür ve bu yüksekliğe maksimum aşama (Mp) denir. Şekil 2.5’de 

maksimum aşma Mp ile gösterilmiştir. Eğer yss  1 ise aşağıdaki gibi % aşma 

tanımlanır.  

% Aşma 
ss

ssp

y

yty 


)(
    (2.43) 

 Yerleşme Zamanı (ts) 

 Yerleşme zamanı sistem cevabının durağan değer etrafında   

±s[y(t)/yss] bant aralığına girdiği ve o andan itibaren bu bant içinde kaldığı 

zamandır. s değeri olarak 0.02 veya 0.05 kullanılır. Yerleşme zamanı 

belirtilirken % 2 ya da % 5 kriterine göre yerleşme zamanı diye ifade edilir. 

Sistemin salınım genliği değiştiğinde yerleşme zamanı değerlerinde 

atlamalar olacağından yerleşme zamanı tanımlanırken sistem cevabının 

kendisi değil, zarf eğrisi kullanılır. Yerleşme zamanı salınımların ne kadar 

hızla sönümlendiğini gösterdiğinden sistemin göreceli kararlılığının bir 

ölçütüdür. Ancak sistemin en uzun zaman sabitiyle ilişkili olduğundan aynı 

zamanda sistem cevabının hızı için de bir ölçüttür. Yerleşme zamanı 

kısaldıkça sistemin göreceli kararlılığı ve hızı artar. Şekil 2.5’de sistem 

cevabının zarf eğrisine göre tanımlanmış olan yerleşme zamanı ts ile 

gösterilmiştir. 

2.4.2 Baskın Kutuplar 

Sistem çıkışı bir başlangıç değerinden durağan değerine doğru 

giderken dinamik bir davranış (geçici davranış) sergiler. Çıkış değerinin aşırı 

salınımlar yapmadan, ama hızlı bir biçimde son değerine yaklaşması istenir. 

Kabul edilebilir bir geçici davranış sağlanması için sistemin dinamiğini en 

fazla etkileyen kapalı çevrim kutuplarının yerleriyle oynanır. Baskın 

kutuplar denilen bu kutupların etkisi, denklem (2.34) ile tanımlanan sistem 
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cevabına bakarak daha kolay anlaşılabilir. Kararlı bir sistem için bu 

denklemdeki eksponansiyel terimlerin üslerinin hepsinin negatif olması 

gerektiği daha önce belirtilmişti. Yani kararlılık için kapalı çevrim 

kutuplarının hepsi negatif gerçek kısma sahip olmalıdır. Negatif olan bu 

üslerin büyüklükleri arttıkça, yani kutuplar sanal eksenden sola doğru 

uzaklaştıça eksponansiyel terimler sıfıra daha hızla gider. Yani sistem 

cevabında sanal eksene daha uzak olan kutuplarla ilişkili terimler daha kısa 

sürede kaybolur. Bunun sonucu olarak sistem cevabının genel şekli sanal 

eksene yakın olan kutup ya da kutuplar tarafından belirlenir. Sanal eksene en 

yakın olan kutba veya kompleks eşlenik kutup çiftine baskın kutup/kutuplar 

denir. Bu durumu daha iyi açıklayabilmek için Şekil 2.6’da kutup 

yerleşimleri gösterilen iki sistem ve bunların basamak cevapları verilmiştir. 

Şekil 2.6(a)’da görülen sistemde baskın kök gerçek eksen üzerindedir. Bu 

birinci mertebe bir sisteme karşılık gelir. Uzaktaki iki kök ise ikinci mertebe 

salınımlı bir sisteme karşılık gelir. Sistem cevabına bakıldığında, genel 

görünümünün birinci mertebe bir sistem cevabına yakın olduğu, bu cevabın 

üzerine etkisi daha zayıf olan ikinci mertebe sistemin salınımlarının binmiş 

olduğu görülür. Şekil 2.6(b)’de görülen sistemde ise kompleks eşlenik kökler 

sanal eksene daha yakın, yani baskındır. Gerçek kök ise sanal eksenden daha 

uzakta olduğundan sistem davranışına etkisi daha zayıftır. Sistem cevabına 

bakıldığında, genel görünümünün ikinci mertebe salınımlı bir sistem 

cevabına yakın olduğu, bu cevabın üzerine etkisi daha zayıf olan birinci 

mertebe sistemin eksponansiyel davranışının binmiş olduğu görülür. 

                                                           

Şekil 2.6 (a)    

 

 

 
Re 

Im 
y(t) 

Zaman 
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                                                        Şekil 2.6 (b) 

2.4.3  İkinci Mertebe Az Sönümlü Sistemin Geçici Davranış Performans 

Parametreleri  

İkinci mertebe bir sistemin transfer fonksiyonunun standart gösterim 

şekli aşağıdaki gibidir.  

22

2

2
)(

nn

n

ss
sG






    (2.44) 

Böyle bir sistemin iki bağımsız parametresi vardır. Bunlar sönüm 

oranı   ve sönümsüz sistem doğal frekansı n ’dir. Sistemin kutupları, 

02 22  nnss   karakteristik denkleminin kökleri olup, bu iki 

parametre cinsinden aşağıdaki gibidir. 

12
1   nnp    (2.45) 

 12
2   nnp    (2.46) 

 ’nın değeri değiştikçe sistem kutuplarının kompleks düzlemdeki 

yerleri de değişir. 1  ise iki farklı gerçek kutup, 1  ise iki tane katlı 

gerçek kutup, 10   ise iki eşlenik kompleks kutup ve 0  ise iki 

eşlenik sanal kutup vardır. Kutupların   değerlerine göre kompleks 

düzlemdeki yerleri Şekil 2.7’deki gibidir.  

 

 

 

 Re 

Im y(t) 

Zaman 
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Şekil 2.7 

10    ise sistem az sönümlü ve kutuplar merkezi orijinde olan 

n  yarıçaplı çember üzerindedir. Kompleks kutupların tanımlarından ve 

şeklin geometrisinden aşağıdaki eşitlikler kolayca yazılabilir.  

 dn jp  2,1     (2.47) 

 
21   nd     (2.48) 

 
21sin       (2.49) 

 cos      (2.50) 






21
tan


     (2.51) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0 

 

 

Re 

Im 

 

 

 

 

 

  

p1 

p2 
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Sistemin baskın kökleri kompleks eşlenikse; geçici davranış 

performans parametreleri, sistemin   ve n  parametreleri cinsinden 

bulunabilir. Transfer fonksiyonu denklem (2.44) ile verilen sistemin girişi 

x(t), çıkışı y(t) olsun. Birim basamak giriş için çıkışın Laplace transformu 

aşağıdaki gibi elde edilir. 

sss
sY

nn

n

)2(
)(

22

2






    (2.52) 

 Bu ifade kısmi kesirlere ayrılır ve ters transform alınırsa, bazı ara 

işlemlerden sonra sistem cevabı y(t) aşağıdaki gibi bulunur. 

)cos(1)( 



tAety d

tn    (2.53) 

 Denklem (2.53)’deki A katsayısı ve  faz açısı aşağıdaki gibi 

tanımlanmıştır. 

21

1


A      (2.54) 







 
















 

21
tan

2

1    (2.55) 

Geçme zamanı (tc) 

Geçme zamanında sistem çıkışının değeri durağan değere eşit 

olduğunda 1)( cty  ifadesi geçerlidir. Bu şart denklem (2.53)’e uygulanır 

ve tc çözülürse, geçme zamanı aşağıdaki gibi elde edilir. 

21 















n
d

ct    (2.56) 

ya da boyutsuz parametreler 
nct   ve   cinsinden, 

2

1

1

cos













nct     (2.57) 

olur. 
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 Denklem (2.57)’den elde edilen nct   terimine karşı   eğrisi Şekil 

2.8’de görülmektedir.  Bu eğrinin şekline bakıldığında, ct ’nin kısaltılması 

yani sistemin cevap hızının artırılması için   küçük, n ise büyük olmalıdır. 

 

 

     Şekil 2.8 

Eğer geçme zamanının istenen bir Tc değerine eşit veya daha küçük 

olması istenirse, denklem (2.56)’dan aşağıdaki şart bulunur. 

2

1

2 1

cos

1 




















cc

n

TT
   (2.58) 

Kutupların Şekil 2.7’deki yerleşim özellikleri dikkate alınırsa, 

denklem (2.58)’i sağlayan kutuplar kompleks düzlemde Şekil 2.9’da 

işaretlenen bölge içinde, kalın çizgiyle gösterilen eğrilerin üstünde ve altında 

olmalıdır. Grafiği genel hale getirmek için köklerin sanal ve gerçek kısımları 

/Tc ile bölünerek normalize edilmiştir. 

 

Tepe Zamanı (tp) 

Tepe noktasında cevap eğrisinin türevi sıfırdır. Bu şart denklem 

(2.53)’e uygulanıp tp çözülürse, 

 
d

pt



      (2.59) 

0              0.2            0.4            0.6             0.8             1 

                               Sönüm Oranı,    

10  

  8 

  6 

  4 

  2 

  0                          

tcn                         
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                                                Şekil 2.9 

ya da boyutsuz parametreler cinsinden aşağıdaki ifade bulunur. 

 
21 





pnt     (2.60) 

 Denklem (2.60) ile hesaplanan pnt ’ye karşı   eğrisi Şekil 

2.10’da görülmektedir. Bu şekildeki eğriye bakıldığında, sistemin cevap 

hızının artırmak, yani pt ’yi kısaltmak için   küçük, n ise büyük 

alınmalıdır. 

Eğer tepe zamanının istenen bir Tp değerine eşit veya daha küçük 

olması istenirse, denklem (2.59)’dan aşağıdaki şart bulunur. 

p

d

T



     (2.61) 

ya da, 

p

d
T


       (2.62) 
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Re(p)/(/Tc) 
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tc > Tc 
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    Şekil 2.10 

 İkinci mertebe sistemin bu şartı sağlayan kutuplarının kompleks 

düzlemdeki bölgeleri Şekil 2.11’de görülmektedir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2.11 
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tp < Tp 

tp < Tp 
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Maksimum aşama (Mp)  

Maksimum aşama aşağıdaki ifadeden bulunabilir. 

1)(  pp tyM   (2.63) 

 Denklem (2.53) bu ifadede yerine koyulursa, Mp aşağıdaki gibi elde 

edilir.  


















21
exp




pM   (2.64) 

Mp’nin   ile değişim biçimi Şekil 2.12’deki gibidir. O halde, Mp’yi 

azaltmak için, yani göreceli kararlılığı artırmak için  ’nın artırılması 

gereklidir. Halbuki daha önce cevap hızını artırmak için ise  ’nın 

azaltılması gerektiği belirtilmişti. Bu yüzden  ’nın değeri belirlenirken 

cevap hızı ve göreceli kararlılık arasında bir uzlaşma yapılması gereklidir. 

 

 

Şekil 2.12 

 

 

 0               0.2              0.4             0.6              0.8               1 

                               Sönüm Oranı,   

Mp        
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Eğer Mp’nin verilen bir Mpm değerine eşit ya da daha küçük olması 

istenirse,  

pmM

















21
exp




   (2.65) 

olmalıdır. Bazı kısa ara işlemlerden sonra bu durum için gereken şart 

aşağıdaki gibi elde edilir. 

*1

)1ln(
tan 


 












 

pmM
   (2.66) 

 pmp MM   şartını sağlayan kutupların kompleks düzlem 

üzerindeki yerleri Şekil 2.13’de verilmiştir. 

Yerleşme Zamanı (ts) 

Şekil 2.2’de üstteki zarf eğrisinin yerleşme bandına girdiği anda,  

11 
 snt

s Ae
     (2.67) 

eşitliği geçerlidir. Bu eşitlikten ts aşağıdaki gibi elde edilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2.13 

 

Mp > Mpm 

Mp < Mpm 

Im 
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Mp < Mpm 

Mp > Mpm 



32 
 


















21

1
ln

1


sn

st    (2.68) 

 Eğer  ’nın değeri küçükse, kareköklü terim yaklaşık 1.0 olur. Bu 

durumda s’nin 0.02 ve 0.05 olduğu haller için yerleşme zamanı sırasıyla 

aşağıdaki eşitliklerden bulunur. 

)02.0(
4

 s

n

st 


   (2.69) 

)05.0(
3

 s

n

st 


   (2.70) 

Eğer ts’nin verilen bir Ts değerine eşit ya da daha küçük olması 

istenirse aşağıdaki şartlar sağlanmalıdır. 

)02.0(
4

 s

s

n
T

    (2.71) 

)05.0(
3

 s

s

n
T

   (2.72) 

 ss Tt   şartını sağlayan kutupların kompleks düzlem üzerindeki 

yerleri Şekil 2.14’de görülmektedir. 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                       

Şekil 2.14 

ts > Ts 

Im 

Re 

ts > Ts 

ts < Ts 

ts < Ts 
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2.4.4  Birinci Mertebe Sistemin Geçici Davranış Performans 

Parametreleri 

Gerçek eksen üzerinde tek bir kutup olması durumunda buna karşılık 

gelen sistemin transfer fonksiyonu aşağıdaki gibidir.  

1

1
)(




Ts
sG       (2.73) 

 Bu sistemin davranışı sadece bir sistem parametresi, yani T 

tarafından belirlenir. Bu parametreye sistemin zaman sabiti denir. Sistemin 

birim basanak cevabı aşağıdaki gibidir. 

T

t

ety


 1)(       (2.74) 

Şekil 2.15’de birinci mertebe sistemin birim basamak cevabı bazı 

özellikleriyle birlikte görülmektedir. Sistemin cevabı bir zaman sabiti sonra 

durağan değerinin % 63’üne erişir.  

 

Şekil 2.15 
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 Birinci mertebe sistem için yükselme zamanı, geçme zamanı ve tepe 

zamanı kullanılmaz. Bunlar yerine zaman sabiti T sistemin cevap hızının bir 

ölçütü olarak kullanılır. Sistem salınımsız olduğundan maksimum aşma da 

kullanılmaz. Birinci mertebe sistem üç zaman sabiti sonra % 5 tolerans 

bandına, dört zaman sabiti sonra da % 2 tolerans bandına girer. 

2.5 Optimizasyon  

2.5.1 Klasik Kontrolde Optimizasyon 

 Hataya Bağlı İntegral Kriterler 

Klasik kontrol uygulamalarında normal olarak minimum yapılan bir 

amaç fonksiyonu yoktur. Yukarıdaki kısımlarda sözü edilen performans 

parametrelerini belirli sınırlar içinde tutacak şekilde bir tasarım yapılmasına 

çalışılır. Bununla beraber, literatürde klasik kontrol tasarımı için önerilmiş 

bazı performans kriterleri de (performans indisi) bulunmaktadır. Kontrol 

sırasında minimum yapılmaya çalışılan bu kriterler hatanın integral bir 

fonksiyonu olarak tanımlanmıştır. Bunlar arasında öne çıkanlar aşağıdaki 

gibidir [2.5]. 

1. Hatanın Karesinin İntegrali  





0

2 )(.. dtteKP      (2.75) 

Bu kriterin minimum yapılması sırasında büyük genlikli hatalar 

küçük genliklilere göre daha fazla cezalandırıldığından, 

öncelikle büyük genlikli hataların azaltılmasına çalışılır. 

2. Hatanın Mutlak Değerinin İntegrali  





0

)(.. dtteKP      (2.76) 

Bu kriterin minimum yapılması sırasında hatalar genliklerine 

bakılmadan eşit olarak cezalandırılır. 

 

3. Hatanın Karesinin Zamanla Çarpımının İntegrali 





0

2 )(.. dttteKP      (2.77) 
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Bu kriter büyük genlikli hataları ve ilerleyen zamanda oluşan 

hataları daha fazla cezalandırır.  

 

4. Hatanın Mutlak Değerinin Zamanla Çarpımının İntegrali 





0

)(.. dttetKP      (2.78) 

Bu kriter hataları genliklerine bakmadan eşit olarak 

cezalandırırken, ilerleyen zamanda oluşan hataları daha fazla 

cezalandırır. 

 Klasik kontrolde yukarıdaki kriterlerin kullanımı düşük dereceli 

sistemlerle sınırlı olup, analitik yöntemlerle kapalı çevrim transfer 

fonksiyonunun (ya da baskın köklere karşılık gelen transfer fonksiyonu 

paydasının) katsayılarını belirlemek biçimindedir [2.5]. 

1/4-Genlik Oranı Kriteri 

1/4  genlik oranı kriterine göre, sisteme bir basamak referans giriş 

uygulandığında sistem çıkışının ikinci aşma genliği, birinci aşma genliğinin 

1/4’ü olmalıdır. Bu kriteri kullanan deneysel bir tasarım yöntemi, gecikmeli 

birinci mertebe sistemler için ilk defa Ziegler ve Nichols tarafından 

geliştirilmiştir [2.6, 2.7]. Yöntem, PID kontrol sistemlerinde oransal kazanç, 

türev zaman sabiti ve integral zaman sabiti değerlerinin belirlenmesinde 

kullanılır. Bu konu ileride Bölüm 5’de ayrıntılı olarak incelenecektir. 

2.5.2 Modern Kontrolde Optimizasyon 

 Modern kontrolü klasik kontrolden ayıran temel özellikler, birden 

fazla kontrol girişi ve birden fazla kontrol edilen değişken olması, sistemin 

mertebesi sayısında durum değişkeninin geri beslenmesi ve kontrol sırasında 

integral bir performans kriterinin minimum yapılmasıdır. Modern kontrolde, 

klasik kontrolde olduğu gibi sistem çıkışı cinsinden yazılan tek bir 

diferansiyel denklem ve bundan türetilen transfer fonksiyonu kullanılmaz. 

Buna karşılık sistemin mertebesi sayısında, aşağıda matrisler cinsinden ifade 

edilen birinci mertebe diferansiyel denklemler kullanılır.  

),,( tuxfx       (2.79) 

),,( tuxgy       (2.80) 
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 Yukarıda x durum değişkenleri matrisi, u kontrol girişleri matrisi, y 

ise sistemin çıkış değişkenleri matrisidir. Denklem (2.79) durum 

denklemlerini, denklem (2.80) ise çıkışları tanımlar. f  ve g  fonksiyonları 

non-lineer olabilen fonksiyonlardır. Eğer sistem lineer, sabit parametreli ve 

giriş çıkışa doğrudan katkıda bulunmuyorsa, yukarıdaki denklemler 

aşağıdaki özel hali alır. 

uBxAx       (2.81) 

xCy       (2.82) 

 Modern kontrol sistemlerinin tasarımında integral formunda 

performans kriterleri kullanılır.  Denklemler (2.79) ile tanımlanan non-lineer 

sistemlerde kullanılan performans kriterinin genel şekli aşağıdaki gibidir. 


ft

dttuxLKP

0

),,(..      (2.83) 

İntegral performans kriterinin anlamlı olması için integrant L’nin 

pozitif definit ya da yarı-definit olması gereklidir. Burada L bir fonksiyon 

fonksiyonu olup, x ve u fonksiyonlarının fonksiyonudur. Kontrol sistemi 

tasarımının amacı sistemi bir başlangıç durumu 0)0( xx  ’dan  0)( ftx  

denge durumuna P.K.’yi minimum yaparak getirecek olan u’yu bulmaktır. 

u’nun değerlerinin belli sınırlar içinde olması bir şart olarak uygulanabilir. L 

terimi; enerji, titreşim genliği, kontrol için kullanılan güç gibi sistemin ilgi 

duyulan özelliklerinin ağırlıklı bir bileşeni olabilir. L = 1 alındığında ise 

kontrol süresi kısaltılmaya çalışılır. Denklemler (2.79) ve (2.80)’deki gibi 

genel biçimde tanımlanan sistemlerin optimum kontrol çözümleri açık 

çevrimli olup, iki uçlu sınır değer problemlerinin çözümünü gerektirir. Bu 

yüzden mümkün olduğunca denklemler (2.81) ve (2.82) ile tanımlanan lineer 

sistem modelleri ve aşağıdaki gibi tanımlanan karesel formdaki integral 

performans kriterleri tercih edilir. 

f

f

tt

T

t

TT
xSxdtuPuxQxKP


 

0

)(..  (2.84) 
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 Burada Q matrisi pozitif definit veya yarı-definit, P matrisi pozitif 

definittir. İntegralden sonra yer alan terime son durum ceza fonksiyonu 

denir. 
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3 
KÖKLERİN YER EĞRİSİ YÖNTEMİYLE 

KONTROL SİSTEMİ TASARIMI 

 Köklerin yer eğisi yöntemi ilk defa 1948 yılında Evans [3.1-3.2] 
tarafından önerilmiş ve klasik kontrol sistemlerinin tasarımında etkin bir 
araç olarak kontrol sistemi kitaplarında yerini almıştır. Yer eğrisi sistemin 
herhangi bir parametresi değiştirilirken kapalı çevrim kutuplarının 
(karakteristik denklemin köklerinin) kompleks düzlemde çizdiği yörüngeyi 
verir. Amaç, tasarım sırasında kullanılan kontrol organının herhangi bir 
parametresinin kutupların yerleşimi üzerindeki etkisini incelemektir. 
Uygulamalarda normal olarak değiştirilen parametre kontrolcünün statik 
kazancıdır. Yer eğrisinin elle çizilmesi, kapalı çevrim kutuplarının 
hesaplanmasını gerektirmez. Bunun yerine yer eğrilerinin genel 
özelliklerine dayanarak geliştirilmiş olan bir dizi kuraldan yararlanılır. Bazı 
kontrol sistemi analiz ve tasarım yazılımları ise kutupları belli kazanç 
değerleri için hesaplayıp, hesaplanan değerlere eğri uydurarak yer eğrisi 
çizerler.  

 Kontrolcünün kazanç dışında başka parametreleri varsa ve bu 
parametrelerin belirlenmesi de tasarımın bir parçası ise, bunlara farklı 
değerler verilerek değişen kazanç değerleri için yer eğrileri çizilir ve bu 
şekilde bir yer eğrileri ailesi elde edilir. Böylece belli tasarım kriterlerini 
sağlamak amacıyla kapalı çevrim kutuplarının kompleks düzlem üzerinde 
yerleşimi daha esnek bir biçimde sağlanmış olur.  

 Bir sistem için yer eğrisinin sadece çizilmesi tasarım yönünden bir 
anlam taşımaz. Amaç yer eğrisini belli performans ölçütleriyle birlikte ele 
alarak bunları sağlamaktır.  Köklerin yer eğrisini kullanarak tasarım 
yapılırken iki yaklaşımdan yararlanılır. Birinci yaklaşımda sistem yapısıyla 
ilgili bir değişiklik yapılmaz. Burada amaç kapalı çevrim kutup yerlerini ve 
bunları verecek olan kazanç değerini (yer eğrisi ailesi kullanılıyorsa kazanç 
değeri ve diğer kontrolcü parametrelerini) belirlemektir. Bu amaçla 
kararlılık payı, geçici davranış özelliklerini tanımlayan performans 
parametreleri gibi ölçütler kullanılır. Uygulamalarda genellikle bu tür bir 
yaklaşım amaca ulaşmak için yeterlidir. 
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 İkinci yaklaşımda ise yukarıdaki birinci yaklaşımda belirtilenlerin 

yanı sıra açık çevrim transfer fonksiyonuna yeni kutup ve sıfırlar ekleyerek 

yer eğrisinin şekli de değiştirilir. Bu şekilde yürütülen bir çalışma aslında 

bir denkleştirici (kompansatör) tasarımıdır.  

3.1 Köklerin Yer Eğrisi Özellikleri ve Çizim Kuralları 

 Yapısı Şekil 3.1’deki gibi olan bir sistem verilmiş olsun. Bu 

sistemde çıkış değişkeni için aşağıdaki gibi bir ifade yazılabilir.  

)(
)()(1

)(
)(

)()(1

)(
)( sD

sHsG

sT
sR

sHsG

sG
sC





  (3.1)                            

Bu sistemin referans girişiyle çıkış değişkeni arasındaki transfer 

fonksiyonu aşağıdaki gibidir. 

)()(1

)(

)(

)(

sHsG

sG

sR

sC


     (3.2) 

Sistemin karakteristik denklemi, 

0)()(1  sHsG     (3.3) 

olduğundan bir s değerinin sistemin kapalı çevrim kutbu olması için 

aşağıdaki denklemi sağlaması gereklidir. 

1)()( sHsG      (3.4) 
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  Kapalı çevrim kutupları kompleks, ya da bunun özel hali olarak reel 

veya sanal olduğundan yukarıdaki denklemdeki )()( sHsG  terimi 

kompleks bir değere sahiptir. Bu kompleks değerin büyüklük ve açısının 

1 ’in büyüklük ve açısına eşit olması gerektiğinden, aşağıdaki ifadeler 

yazılabilir. 

Büyüklük şartı: 

1)()( sHsG                (3.5) 

 Açı şartı: 

)..,1,0(180)12()()(  kksHsG    (3.6) 

 Yukarıdaki ifadelerden birincisi büyüklük şartı, ikincisi ise açı şartı 

olarak anılır. Denklemlerin sol taraflarında sistemin sadece açık çevrim 

transfer fonksiyonu yer almaktadır. Bir s değerinin sistemin kapalı çevrim 

kutbu olabilmesi için bu şartların sağlanması gereklidir. Açık çevrim 

transfer fonksiyonu ise aşağıdaki gibi çarpanları cinsinden yazılabilir. 














n

i

i

m

j

j

ps

zsK

sHsG

1

1

)(

)(

)()(    (3.7) 

 Yukarıdaki denklemde pi (i = 1, . . , n)  açık çevrim transfer 

fonksiyonunun kutupları, zj (j = 1, . . , m) ise açık çevrim transfer 

fonksiyonunun sıfırlarıdır. (Bunlar kapalı çevrim transfer fonksiyonunun 

kutup ve sıfırlarıyla karıştırılmamalıdır.) Pozitif değere sahip olan K ise 

sistemin statik açık çevrim kazancı olup, kontrol organının kazancı bunun 

içindedir.   Köklerin   yer  eğrileri   K’nın   değerini   0    aralığında (0  

K  ) değiştirerek çizilir. 

 Aşağıdaki gibi pay ve paydasında çarpım faktörleri olan kompleks 

bir ifade verilmiş olsun. 

)()(

)()(
)(

sDsC

sBsA
sQ      (3.8) 

 Bu ifadenin büyüklük ve açısı pay ve paydadaki faktörlerinin 

büyüklük ve faz açıları cinsinden aşağıdaki gibi yazılabilir. 
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)()(

)()(
)(

sDsC

sBsA
sQ      (3.9) 

)()()()()( sDsCsBsAsQ   (3.10)  

 Yukarıdaki formüller denklem (3.7)’ye uygulanır ve sonuç 

denklemler (3.5) ve (3.6)’da kullanılırsa, büyüklük ve açı şartları aşağıdaki 

gibi elde edilir. 

 Büyüklük şartı: 





n

i

i

m

j

j KpszsK
11

)0(  (3.11) 

Açı şartı: 

)..,2,1,0(180)12()()(
11

 


kkpszs
n

i

i

m

j

j


       (3.12) 

Yukarıdaki şartlar incelendiğinde, açı şartının K’nın değerinden 

bağımsız olduğu görülür. Bu yüzden kompleks düzlemde s1 gibi bir 

noktanın bir sistemin yer eğrisi üzerinde olup olmadığını test etmek için açı 

şartının sağlanıp sağlanmadığına bakmak yeterlidir. Eğer bu şart 

sağlanıyorsa, büyüklük şartı kullanılarak s1 kökünü (karakteristik 

denklemin kökü, yani kapalı çevrim kutbu) veren K değeri bulunur. 

Köklerin yer eğrisi elle çizilirken kök değerleri hesaplanmadan 

yukarıda verilen açı ve büyüklük şartlarından türetilen basit kurallar 

kullanılır. Aşağıda bunlar ayrıntılı olarak verilecektir. 

Kural 1: Yer eğrileri K = 0 iken açık çevrim kutuplarında başlar. 

Bu kural büyüklük şartının sonucudur. Denklem (3.11)’de K = 0 

alınırsa, çözülecek n sayıda s değerlerinin pi (i = 1, . . , n) açık çevrim kutup 

değerlerine eşit olduğu görülür. 

Kural 2: Yer eğrileri K =  iken açık çevrim sıfırlarında sona erer. 

Bu   kural da   büyüklük   şartının   sonucudur.   Denklem  (3.11)’de 

K   alınırsa, çözülecek m sayıda s değerlerinin  zj (j = 1, . . , m) açık 

çevrim  sıfır  değerlerine  eşit  olduğu  görülür.  Eğer m < n ise, geri kalan 
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n – m sayıdaki kol sonsuzda sona erer. Yani sistemin sonsuzda n - m sayıda 

açık çevrim sıfırının olduğu varsayılır. 

Kural 3: Yer eğrilerinin kol sayısı n ve m’den hangisi büyükse, ona 

eşittir. Ancak fiziksel sistemlerde normal olarak n  m olduğundan, kol 

sayısı n olarak, yani karakteristik denklemin mertebesine eşit olarak elde 

edilir. Bu kural yukarıda verilen Kural 1 ve Kural 2’nin doğal bir 

sonucudur. 

Kural 4: Yer eğrileri gerçek eksene göre simetriktir. 

Karakteristik denklemin kökleri kompleks olduğunda daima 

eşlenik kökler elde edileceğinden, yer eğrileri gerçek eksene göre daima 

simetriktir. 

Kural 5: Yer eğrilerinin n - m sayıda asemptotu vardır. Asemptot 

açıları aşağıdaki formülden elde edilir. 

)1,..,1,0(
180)12(





 mnk

mn

k
a



  (3.13) 

Bu kural aşağıdaki gibi ispat edilebilir [3.3]. Açık çevrim transfer 

fonksiyonu, 

)(

)(
)()(

sD

sKN
sHsG      (3.14) 

şeklinde yazılabilir. Burada, 

  12
1)( bsbsbssN m

m
m     (3.15) 

  12
1)( asasassD n

n
n      (3.16) 

olup, K ise kontrolcü kazancını da içeren açık çevrim kazancıdır. Bu 

durumda denklem (3.4) aşağıdaki hali alır. 

  1
)(

)(


sD

sN
K   (K > 0)   (3.17) 

Amaç, N(s)  0 olmak kaydıyla, yani açık çevrim sıfırlarına 

gitmeyen  kutupların sonsuza giderken (s  ) erişeceği asemptotları 

belirlemektir. Denklemler (3.15) - (3.17)’den, 
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 1
1

)(

)(
lim )(  



mn

mnn

m

s
Ks

s
K

s

s
K

sD

sN
K  (3.18) 

ya da, q = n - m olarak tanımlanırsa ve jess   şeklinde eksponansiyel 

form kullanılırsa, 1 jqesK  elde edilir. K ve s  pozitif olduğundan 

açılarının sıfır olduğunu dikkate alarak iki tarafın açıları eşitlenirse, s’nin 

açısı asemptot açısıyla aynı olacağından, asemptot açısı için aşağıdaki ifade 

bulunur. 

)1,..,1,0(180)12(  mnkkq   (3.19)     

Bu ifadeden  aşağıdaki gibi elde edilir. 

  )1,..,1,0(
180

)12( 


 mnk
mn

k


  (3.20) 

Kural 6: Asemptotlar gerçek eksen üzerinde kesişir. Bu noktaya yer 

eğrisinin merkezi de denir. Kesişme noktası a aşağıdaki ifadeden bulunur. 
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 
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)Re()Re(

    (3.21) 

 Denklem (3.18)’de limiti alınan ifadeye ikinci mertebe terimler de 

dahil edilirse, hem denklem (3.20) hem de denklem (3.21) birlikte 

bulunabilir [3.3, 3.4]. Bu durumda denklem (3.18) yerine aşağıdaki ifade 

elde edilir. 
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        (3.22) 

Ama, denklemler (3.15) ve (3.16) ile verilen polinomlardaki bm ve an 

katsayıları bu polinomların kökleri cinsinden, 

  



m

j

jm zb
1

  



n

i

in pa
1

  (3.23) 
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olarak yazılabilir. Diğer yandan, denklem (3.22)’nin payındaki ikinci 

terimin birinciye göre çok daha küçük olduğu dikkate alınır, ayrıca 

  
x

x
x 


 1

1
)1(lim

0
    (3.24) 

ifadesinden de yararlanılırsa, aşağıdaki ifade bulunur. 

1

)(

1

)(

)(
lim

1 11

2

1

1







 
 






 m

j

m

j

j

n

i

i
mn

j

n

i

i
mnmn

s

zpszpss

K
sD

sN
K  

 Yukarıdaki denklemin paydasında sadece en yüksek mertebeli iki 

terim tutulursa, aşağıdaki denklem elde edilir. 
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
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 Burada  ve q aşağıdaki gibi tanımlanmıştır. 
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  mnq    (3.26) 

 Denklem (3.25)’den, 

  K
s

s q  )1(
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     (3.27)  

ya da,  
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s
sK
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1 
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
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
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

    (3.28) 

olur. Ama, küçük x değerleri için Taylor serisi açılımından rxx r  1)1(  

alınabileceğinden, 

  
q

s
sq

sK q 









 1

1

   (3.29) 

yazılabilir. Bu denklemin sol tarafı eksponansiyel formda yazılarak 

aşağıdaki denklem elde edilir. 
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  (3.30) 

Bu ifadeden görüldüğü gibi, K   iken, s terimi de reel eksen 

üzerindeki, 
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
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 
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)Re()Re(


   (3.31) 

noktasından geçen ve eğimleri,  

)1,..,1,0()12( 


 mnkk
mn

a


  (3.32) 

ile tanımlanan (n – m) sayıda asemptota doğru gider. 

Kural 7: Gerçek eksen üzerindeki yer eğrisi kısımları, toplam sayısı 

tek olan açık çevrim kutup ve sıfırının sol tarafında kalır.  

Bu kural açı şartının incelenmesi sonucu doğrudan elde edilir. 

Denklem (3.12)’de verilen açı şartında, reel eksen üzerindeki bir s 

noktasından, bu noktanın sağındaki reel kutuplara ve sıfırlara çizilen 

doğruların açıları 180, kompleks eşlenik kutup ya da sıfırlara çizilen 

doğruların toplam açıları ise 0  olacağından, sağ taraftaki reel kutup ve 

sıfırların sayısı tek olursa, yani sağ taraftaki toplam açık çevrim kutup ve 

sıfır sayısı tek olursa, açı şartı sağlanmış olur. 

Kural 8: Ayrılma/birleşme noktaları. 

İki kolun bir noktada birleştikten sonra ayrılması halinde bu 

noktada katlı kökler oluşur. Katlı kökleri olan bir s polinomu için bu 

noktada sadece polinom değil, polinomun s’ye göre birinci türevi de 

sıfırdır. Buna dayanarak, ayrılma noktası için sağlanması gereken şart 

aşağıdaki gibi bulunur. 

   0)()(1  sHsG
ds

d
   (3.33) 

ya da, 

    0)()( sHsG
ds

d
    (3.34) 
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Bu ifade ayrılma birleşme noktalarının bulunması için gerek şart 

olup, yeter şart değildir. Bu noktanın pozitif bir K değerine karşılık gelmesi 

de gereklidir. Yer eğrileri gerçek eksene göre simetrik olduğundan, 

ayrılma/birleşme noktaları ya gerçek eksen üzerinde ya da kompleks 

eşlenikdir. Gerçek eksen üzerindeki ayrılma/birleşme noktaları için 

denklem (3.34)’den elde edilen çözümlerden doğru olanını seçerken, 

mantık gereği türetilen aşağıdaki ek özelliklerin kullanılması yararlıdır. 

i) Gerçek eksen üzerinde iki açık çevrim kutbu arasında yer eğrisi 

varsa, aralarında ayrılma noktası vardır. 

ii) Gerçek eksen üzerinde iki açık çevrim sıfırı arasında yer eğrisi 

varsa, aralarında birleşme noktası vardır. (Not: Sıfırlardan 

birisi ’da da olabilir.) 

iii) Gerçek eksen üzerinde bir açık çevrim kutbu ile bir açık çevrim 

sıfırı arasında yer eğrisi varsa, aralarında ya ayrılma/birleşme 

noktası yoktur, ya da eşit sayıda ayrılma/birleşme noktası 

vardır. (Not: Sıfır ’da da olabilir.) 

y sayıda yer eğrisi kolu bir noktada birleşiyorsa, yaklaşan yan yana 

iki kol arasındaki açı ya da uzaklaşan yan yana iki kol arasındaki açı y ve 

yaklaşan ve uzaklaşan iki kol arasındaki açı y aşağıdaki ifadelerden 

bulunur [3.5]. 

 
y

y

360
   

y
y

180
   (3.35) 

 Yani birleşme noktasına gelen ve giden kollar birlikte 360lik 

toplam açıyı eşit parçalara böler. 

 Ayrılma ve birleşme noktalarını bulmak için türev alma işlemi 

gerektirmeyen bir başka yöntem ise aşağıdaki formülü kullanmaktır. Bu 

denklemden çözülen   değerlerinden gerçek eksen üzerinde olanlar 

ayrılma ve birleşme noktalarını verir  [3.6]. 


 



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m

i i pz 11

11


    (3.36) 

Kural 9: Kompleks açık çevrim kutuplarından ayrılma açısı, 

kompleks açık çevrim sıfırlarına yaklaşma açısı.  

Kompleks bir açık çevrim kutbu p’den ayrılma açısı D ve 

kompleks bir açık çevrim sıfırı z’ye yaklaşma açısı A sırasıyla aşağıdaki 

ifadelerden bulunur. 
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D 


   (3.37) 

 )/()()(lim180 zssHsG
zs

A 


   (3.38) 

Yukarıdaki ifadeler söz konusu kutup ya da sıfır dolayında bir s 

noktası alarak ve bu noktayı kutba birleştiren doğrunun açısının, açı şartını 

sağlaması için ne olması gerektiğini belirleyip limitte s noktasını söz 

konusu kutup ya da sıfıra götürerek kolaylıkla bulunabilir.  

Uygulamalarda yukarıdaki formüller yerine aynı sonucu veren ve 

aşağıda açıklanan geometrik bir yöntem tercih edilir. Şekil 3.2(a)’da 

kompleks düzlemde bir s noktası ve –a’da bulunan bir nokta görülmektedir. 

s’nin açısı  ile gösterilmiştir. Aynı düzlemde s+a kompleks sayısı da 

görülmektedir. as  ’nın açısı ise ’dır. Dikkat edilirse  açısı aynı zamanda 

s’yi -a’ya birleştiren doğrunun pozitif gerçek eksenle yaptığı açıya eşittir. 

Bu özellikten yararlanarak kompleks bir açık çevrim kutbundan ayrılma 

açısı Şekil 3.2(b)’de görüldüğü gibi bulunur. 

 

 

 

 

 

                      (a) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(b) 

 

                                        Şekil 3.2 

 -a 

  
 s + a 

  

 

 

  

  

 Im 

 Re 

- a 

 s 

 2 

 1 

   

 

 

   3 

 D 

 D = 180 +  - 1 - 2 - 3 

 

 Im 

 Re 
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i) Söz konusu kutuptan veya sıfırdan diğer açık çevrim kutup ve 

sıfırlarına doğrular çizilir. Sıfırlara çizilen doğruların pozitif 

gerçek eksenle yaptıkları açılar  i (i = 1, . . , q), kutuplara çizilen   

doğruların   pozitif  gerçek  eksenle  yaptıkları  açılar  j  (j = 1, 

. . , r) olsun. 

  

ii) Bu açılar cinsinden açık çevrim kutbundan ayrılma açısı ve açık 

çevrim sıfırına yaklaşma açısı sırasıyla aşağıdaki ifadelerden 

bulunur. 

 
 



q

i

r

j

jiD

1 1

180  
   (3.39) 

 
 



q

i

r

j

jiA

1 1

180  
   (3.40) 

 

Not: Eğer ayrılma noktasında q sayıda katlı kutup, yaklaşma 

noktasında q sayıda katlı sıfır varsa, Denklemler (3.37) - (3.38) aşağıdaki 

hali alır. Bu ifadeler denklem (3.37) ve (3.38)’i elde ederken kullanılan 

yaklaşımı denklemler (3.35) ile birlikte kullanarak bulunabilir. 

 

)1,..,1,0(
360

))(()(lim
3601
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1

1










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







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


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pssHsG
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r
q
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ps

q

r

D


 (3.41) 
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
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


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zssHsG
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q
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q
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  (3.42) 

Kural 10: Sanal ekseni geçme noktaları. 

Kapalı çevrim kutuplarında birisi sanal eksen üzerine geldiğinde 

marjinal kararlılık şartları oluşur. Bu noktada olan bir kökün gerçek kısmı 

sıfırdır. Bu özellikden yararlanarak yer eğrilerinin sanal ekseni geçtiği 
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noktalar ve bunlara karşılık gelen K kazançları aşağıdaki iki yöntemden 

birisini kullanarak bulunabilir. 

i) Routh tablosundan yararlanılarak marjinal kararlılık şartlarını 

verecek K değeri bulunur. Sanal eksen üzerindeki kutuplar 

orijine göre simetrik olacağından yardımcı polinom çözülerek 

geçme noktaları elde edilir. 

ii) Sistemin karakteristik polinomunda s = j koyulur. Elde edilen 

kompleks sayının sanal ve gerçek kısımları ayrı ayrı sıfıra 

eşitlenerek  ve K değerleri çözülür. Geçme noktası  j’dadır.  

Kural 11: Sistem kutuplarının korunumu – Grant kuralı [3.5, 3.7]. 

Eğer açık çevrim transfer fonksiyonunda pay polinomunun 

mertebesi payda polinomunun mertebesinden iki veya daha fazla az ise, 

yani 2 nm  ise, kapalı çevrim kutuplarının toplamı K’nın değerinden 

bağımsız olarak sabittir ve açık çevrim kutuplarının toplamına eşittir. Bu 

durum aşağıdaki denklemle ifade edilebilir. 

  

çevrimAçik

n

i

i

çevrimKapalı

n

i

i pp 



























 11

  (3.43) 

 Böyle bir durumda kutuplar toplamının sabit olabilmesi için bazı 

kollar sola doğru giderken, diğer bazıları sağa doğru gider. Yani yer eğrileri 

sola ve sağa doğru açılır. 

 Bu kural bir polinomun kökleriyle katsayıları arasındaki ilişkiden 

yararlanarak ispatlanabilir. Daha önce denklen (3.16) ile verilen açık 

çevrim transfer fonksiyonunun payda polinomu sıfıra eşitlenirse, 

0... 12
2

1
1  


 asasasas n

n
n

n
n  (3.44) 

bulunur. Bu denklemin kökleri, yani sistemin açık çevrim kutupları  1, 2, 

3, . . , n ise bu köklerle an katsayısı arasında aşağıdaki gibi bir ilişki vardır. 

nna   321    (3.45) 

Diğer yandan sistemin karakteristik denklemi açık çevrim transfer 

fonsiyonunun pay ve payda polinomları cinsinden aşağıdaki gibi 

yazılabilir. 



51 
 

0
)(

)(
1)()(1 

sD

sN
KsHsG    (3.46) 

ya da, 

  0)()(  sKNsD     (3.47) 

 Denklemler (3.15) ve (3.16)’dan D(s) ve N(s) alınarak denklem 

(3.47)’de yerine koyulursa aşağıdaki ifade bulunur. 

0)(... 12
1

12
2

1
1  


 bsbsbsKasasasas m

m
mn

n
n

n
n  

        (3.48) 

 Bu denklemden görüldüğü gibi, eğer 2 nm  ise an katsayısı 

değişmez. Yani kapalı çevrim kutuplarının toplamı değişmez ve açık 

çevrim kutuplarının toplamına eşit olur. 

 Kural 12: Yer eğrilerinin ölçeklendirilmesi. 

 Yer eğrisi üzerindeki noktalara karşılık gelen K değerlerinin 

bulunmasına ölçeklendirme denir. Yer eğrisi üzerinde herhangi bir s1 

noktasındaki K değerini bulmak için aşağıda tekrar verilen büyüklük şartı 

kullanılır. 














m

j

j

n

i

i

zs

ps

K

1

1

1

1

    (3.49) 

s1 noktasındaki K değerini bulmak için bu kural aşağıdaki gibi de 

ifade edilebilir. 

 

 

 

        (3.50) 

Özel Kural: Çember biçiminde yer eğrisi kısımları. 

 Aşağıdaki şartlar birlikte sağlandığı takdirde, yer eğrisinin gerçek 

eksen dışında kalan kısmı çember biçimindedir. 

s1 noktasının açık çevrim kutuplarına olan uzaklıklarının çarpımları 

s1 noktasının açık çevrim sıfırlarına olan uzaklıklarının çarpımları 
K =  
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i) Sistemin p1, p2 gibi iki açık çevrim kutbu ve z1, z2 gibi iki açık 

çevrim sıfırı varsa (Bunlar gerçek ya da  kompleks eşlenik 

olabilir, ayrıca aralarından birisi ’da olabilir.) 

ii) Gerçek açık çevrim kutupları arasında bir ayrılma noktası, 

gerçek açık çevrim sıfırları arasında bir birleşme noktası varsa, 

iii) p1 + p2  z1 + z2  ise. 

Eğer açık çevrim sıfırlarından birisi  ’da,  açık çevrim  kutuplar 

da  p1,2 = pr  jpi  gibi kompleks ise, çemberin merkezi diğer sıfır z’de, 

yarıçapı ise aşağıdaki gibidir [3.8]. 

 
22)( ir pzpR      (3.51) 

Eğer açık çevrim sıfırı ve kutupları, 

2121 zzpp      (3.52) 

olmak kaydıyla gerçek eksen üzerinde ise, ayrıca açık çevrim kutupları 

arasında bir ayrılma noktası, çevrim sıfırları arasında da bir birleşme 

noktası varsa, çemberin merkezi gerçek eksen üzerinde aşağıdaki 

noktadadır [3.8]. 

22121

2121

zzpp

zzpp
xc




    (3.53) 

 Çemberin yarıçapı ise aşağıdaki ifadeden bulunur. 

2121

22122111 ))()()((

zzpp

zpzpzpzp
R




  (3.54) 

 Yukarıda denklemler (3.51) - (3.54) ile verilen ifadeler 

hesaplamalar için kullanışlı olmakla birlikte, yer eğrileri elle çizilirken 

dairesel kısımların çiziminde geometrik özelliklerden yararlanmak çok 

daha kolaydır. Açık çevrim sıfırları ve kutupları kompleks eşlenikse, 

geometrik yöntem özellikle tercih edilmelidir. 

3.2 Yer Eğrilerinin MATLAB Yardımıyla Çizilmesi 

 MATLAB yazılımının Control Toolbox’ında yer alan rlocus 

komutu verilen bir açık çevrim transfer fonksiyonu için yer eğrilerini hızla 

çizer. Bunun için önce açık çevrim transfer fonksiyonunun tf komutuyla 

oluşturulması gerekir. Kullanım şekli aşağıda bir örnekle gösterilmiştir. 
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  h = tf ([1 3 2], [1 4 1 0]) 

  rlocus(h) 

 Yukarıdaki ilk komut açık çevrim transfer fonksiyonunu, 

)4/()23( 232 sssssh   gibi tanımlar. (K terimini yazmaya gerek 

yoktur.) İkinci komut ise buna karşılık gelen yer eğrilerini çizer. 

3.3 Yer Eğrisi çizim örnekleri 

Örnek 3.1: 

 Bu örnekte açık çevrim transfer fonksiyonu aşağıda verilen 

sistemin  K0  için yer eğrileri çizilecektir. 

  
)6)(4)(2(

)()(



sss

K
sHsG  

 Kural 1:    Açık çevrim kutupları:    21 p , 42 p ,  63 p  

 Kural 2:    Açık çevrim sıfırı yok.  

 Kural 3:    n = 3, m = 0. Kol sayısı = 3.  

 Kural 4:    Yer eğrileri gerçek eksene göre simetriktir. 

Kural 5:    n – m = 3  0 = 3 asemptot var. a = 60, 180, 300. 

Kural 6:    Asemptotların kesişme noktası:  

 4
03

)0()642(





a  

Kural 7:    Gerçek eksen üzerinde  4  s   2 ve s   6 arasında 

yer eğrisi var. 

Kural 8:    Ayrılma ve birleşme noktası. 

 0)()( sHsG
ds

d
     

ya da,  044243 2  ss  ve 845.0,15.32,1 s  

Gerçek eksen üzerinde  4  s   2 arasında yer eğrisi 

olduğundan 15.3s  ayrılma noktasıdır. 

  Kural 9:    Kompleks kutup ya da sıfır olmadığından bu kural 

 uygulanmaz. 
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 Kural 10:   Sistemin karakteristik denklemi, 0)()(1  sHsG   

ya da,  0484412 23  Ksss      

           Routh Tablosu: 

1 44 

12 48+K 

(480K)/12 0 

48+K 0 

         

 Marjinal kararlılık için: K = 480 

 Yardımcı polinom:   052812 2 s  

 Sanal ekseni geçme noktaları 63.6442,1 jjs   

Kural 11:   23mn  olduğundan kutupların korunumu 

kuralı geçerlidir. 

Yukarıdaki kurallara göre çizilen yer eğrileri Şekil 3.3’de 

verilmiştir. 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

           Şekil 3.3 

60 
   

- 6 - 4 - 2 

- 3.15 60 

+ j6.63 

- j6.63 

Re 

Im 
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Örnek 3.2: 

 Açık çevrim transfer fonksiyonu aşağıda verilen sistemin 

 K0  için yer eğrileri çizilsin. 

  
)22)(4(

)()(
2 


sss

K
sHsG  

Kural 1:    Açık çevrim kutupları: 41 p , jp  12 , 

    jp  13  

 Kural 2:    Açık çevrim sıfırı yok.  

 Kural 3:    n = 3, m = 0. Kol sayısı = 3. 

 Kural 4:    Yer eğrileri gerçek eksene göre simetriktir. 

Kural 5:    n – m = 3  0 = 3 asemptot var. Asemptot açıları, a = 

60, 180, 300. 

Kural 6:    Asemptotların kesişme noktası:  

 2
03

)0()114(





a  

Kural 7:    Gerçek eksen üzerinde     s   4 arasında yer 

eğrisi var. 

 

Kural 8:    Ayrılma ve birleşme noktası yok. 

Not:  0)()( sHsG
ds

d
     

ya da,  010123 2  ss       









845.0

817.2
2,1s  

 4 noktasından çıkan kol asemptot üzerinden  ’a 

gideceğinden ayrılma ve birleşme noktası yok. 

  Kural 9:    Kompleks kutuplardan ayrılma açıları. 

     Aşağıda verilen şekilden  p2 =  1 + j  kutbundan 

ayrılan kolun ayrılma açısı D aşağıdaki gibi elde 

edilir. 
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         6.71)43.1890()0(180 D  

       p3  =  1  j kutbundan ayrılan kolun ayrılma açısı yer 

eğrileri   gerçek   eksene   göre   simetrik  olduğundan 

– 71.52 olur. 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 Kural 10:   Sistemin karakteristik denklemi, 0)()(1  sHsG  

   ya da, 08106 23  Ksss  olur. Bir önceki 

örnekten farklı olarak, karakteristik denklemde s = j  

koyup, elde edilen ifadenin gerçek ve sanal kısımları 

ayrı ayrı sıfıra eşitlenirse aşağıdaki denklemler 

bulunur.  

   0)10( 3  j  068 2  K  

Birinci denklemden 10  ya da sanal ekseni 

geçme noktaları 16.310  j  olarak bulunur. 

Bunlara karşılık gelen K değeri ise ikinci denklemden 

K = 52 olarak elde edilir. 

Kural 11:   23 mn  olduğundan kutupların korunumu kuralı 

geçerlidir. 

Yukarıdaki kurallara göre çizilen yer eğrileri Şekil 3.4’de 

verilmiştir. 

 90 

 

 

 

 18.43 

 D 

 Im 

 Re 

 j 

- j 

- 1 
- 4 
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Şekil 3.4 

Örnek 3.3: 

 Açık çevrim transfer fonksiyonu aşağıda verilen sistemin 

 K0  için yer eğrileri çizilsin. 

  
)3)(1(

)5(
)()(






ss

sK
sHsG  

 Kural 1:    Açık çevrim kutupları:    11 p ,   32 p      

 Kural 2:    Açık çevrim sıfırları:    51 z  

 Kural 3:    n = 2, m = 1. Kol sayısı = 2.   

 Kural 4:    Yer eğrileri gerçek eksene göre simetriktir. 

Kural 5:    n – m = 2  1 = 1 asemptot var. 

Kural 6:    Sadece bir asemptot olduğundan kesişme noktası yok. 

 

 

 

+ j 

- 4 - 1 - 2 

60 

60 

+ j3.16 

- j3.16 

Re 

- j 

Im 

71.6 

- 71.6 



58 
 

Kural 7:    Gerçek eksen üzerinde 3  s  1 ve    s  5 

arasında yer eğrisi var. 

Kural 8:    Ayrılma ve birleşme noktası. 

3  s  1 arasında bir ayrılma noktası    s  5 

arasında da bir birleşme noktası olması beklenir. 

Bunlar aşağıdaki gibi bulunur. 

 0)()( sHsG
ds

d
     

ya da,  020102  ss     24.7,76.22,1 s   

 Kural 9:    Kompleks kutup ya da sıfır olmadığından bu kural  

 uygulanmaz. 

 Özel Kural: Sistem özel kurala uygun olduğundan gerçek eksen 

                                dışındaki yer eğrileri çember şeklindedir. Çemberin 

merkezi gerçek eksen üzerinde olup, ayrılma ve 

birleşme noktalarından geçer.   

Kural 10:    Kutup ve sıfırların yerleri incelendiğinde, yer 

eğrilerinin sanal ekseni geçmediği görülür. 

 Kural 11:   2112  mn  olduğundan kutupların korunumu  

 kuralı geçerli değildir. 

 Yukarıdaki kurallara göre çizilen yer eğrileri Şekil 3.5’de 

verilmiştir. 

 

 

 

 

 

 

 

    Şekil 3.5 

- 2.76 

   
- 5 - 1 - 3 

Re 

Im 

- 7.24 
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3.4 Köklerin Yer Eğrisiyle Kontrol Sistemi Tasarımı 

 Yer eğrilerini kullanarak kontrol sistemi tasarımında sistemin 

durağan hatasının azaltılmasına ve geçici davranış özelliklerinin 

iyileştirilmesine çalışılır. Bunun için durağan hata integral ya da integrale 

yakın işlemlerle azaltılırken, baskın kutupların kompleks düzlemde, geçici 

davranış özellikleri tarafından belirlenen kabul edilebilir bölgelerde olması 

sağlanır. Kabul edilebilir kutup bölgesi; baskın kutbun sönüm oranı, doğal 

frekansı, geçici davranışının yükselme süresi, ilk tepe noktasına erişme 

süresi, yerleşme süresi, % aşma oranı gibi özelliklere koyulan sınırlar 

tarafından belirlenir. Diğer kutupların etkilerinin nisbeten daha küçük ve 

hızla ortadan kalkmaları için baskın kutuplara göre sanal eksenden daha 

uzakta olması istenir. Yeterince uzak değillerse bunların geçici davranış 

üzerindeki etkilerini azaltmak için yakınlarında sıfırlar olmasına gayret 

edilir.  

Eğer sistemin tip numarası yeterince büyükse, durağan hatalar basit 

bir oransal kontrolle yok edilebilir. Böyle bir sistemin yer eğrisi kompleks 

düzlemde kabul edilebilir kutup bölgesinden geçiyorsa, K değeri bu 

bölgede kapalı çevrim kutbu verecek bir değerde seçilir. Ancak pek çok 

durumda basit oransal kontrol yetersiz kalır ve açık çevrim transfer 

fonksiyonuna dinamik çarpanlar eklenerek açık çevrim kutup veya sıfırları 

sisteme eklenir ve yer eğrilerinin şeklinin değiştirilmesi yoluna gidilir. Bu 

işleme denkleştirme denir. Sisteme bir denkleştirme elemanı eklenirken 

bunun kontrol çevriminde düşük güç seyiyeli bir noktaya yerleştirilmesi ve 

fiziksel elemanların doyma durumuna gelmemesine dikkat edilmelidir.  

Yer eğrilerinin çizim kurallarının bilinmesi, denkleştirme işlemi 

sırasında yerleştirilen çarpanların etkilerinin tahmini ve ön 

değerlendirilmesi açısından çok önemlidir. 

Yer eğrisiyle tasarımda genellikle sistemin geçici davranış 

özelliklerinin baskın eşlenik kapalı çevrim kutupları tarafında belirlendiği 

varsayımı vardır. Ancak sistemin diğer kutupları baskın kutuplara göre 

sanal eksenden yeterince uzak değilse, bu kutuplar da davranışı etkiler. Bu 

yüzden tasarımdan sonra performans şartlarının sağlanıp sağlanmadığı 

kontrol edilmelidir. Gerekirse tasarım parametreleriyle oynayarak istenen 

sistem davranışı sağlanmalıdır. 

Sisteme eklenen açık çevrim transfer fonksiyonu kutup ve 

sıfırlarının yer eğrisine olan etkileri (n ≥ m) aşağıdaki gibidir.  
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- Kutup eklenmesi kol ve asemptot sayısını artırır. Kolların sağa 

doğru bükülmesine, sistemdeki sönümün ve sistemin 

kararlılığının azalmasına, yerleşme süresinin artmasına sebep 

olur. Eğer kapalı çevrim sistem kararlıysa, açık çevrim kutbu 

eklenmesi durağan hatanın azalmasını sağlayabilir. 

 

- Sıfır eklenmesi asemptot sayısını azaltır. Kolların sola doğru 

bükülmesine, sistemdeki sönümün ve sistemin kararlılığının 

artmasına sebep olur. Ancak durağan hata değerleri artabilir. 

 

- Açık çevrim transfer fonksiyonuna birbirine çok yakın bir 

kutup ve bir sıfır eklenmesi (dipol eklenmesi) yer eğrisi 

üzerinde bir noktanın açısını çok az değiştireceğinden yer 

eğrisinin şeklini hemem hemen hiç değiştirmez. Ama bu sıfır 

ve kutup aşağıda faz-geriletici kontrolde belirtildiği şekilde 

orijine yakın olarak yerleştirilirse, sistemin durağan davranışı 

iyileşir ve durağan hatalar azalır. 

 

- Eğer bir açık çevrim kutbunun çok yakınına bir sıfır eklenirse, 

bu kutbun yer eğrisi şekline ve sistemin dinamik davranışına 

olan etkisi ortadan kaldırılabilir. Ancak bu durum eğer söz 

konusu kutup sanal eksenin solunda ise geçerlidir. Eğer kutup 

sanal eksenin sağında ise, yanına sıfır eklendiğinde kutuptan 

çıkan kol bu sıfıra gideceğinden sistemi kararlı hale getirmek 

mümkün olmaz. Bu yüzden kararsız açık çevrim kutuplarının 

sıfır yerleştirerek götürülmesi yoluna gidilmemelidir. 

 

- Eğer sanal eksenin sağında bir açık çevrim sıfırı varsa. Bu tür 

sistemlere non-minimum fazlı sistem denir. Böyle bir sistem, 

kapalı çevrim kutupları sanal eksenin solunda ise kararlıdır. 

Ancak kazanç değeri artırıldığında kollardan biri bu sıfıra 

doğru gideceğinden sistem kararsız hale gelir. Bu yüzden non-

minimum fazlı sistemlerde kazançla oynayarak tasarım 

şartlarının sağlanması zor, hatta imkansız hale gelebilir.  

3.4.1 Durağan Hataların Azaltılması 

Sistemin durağan davranışını iyileştirmek için kullanılan yöntemler 

aşağıdaki gibidir. 
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i) Oransal kontrol 

Oransal kontrol açık çevrim transfer fonksiyonuna dinamik bir 

çarpan eklemez. Oransal kazanç artırıldıkça durağan hatalar azalır. Ancak 

yüksek kazanç değerleri sistem sönümünü azaltarak, geçici davranış 

kriterlerinin sağlanmasını zorlaştırabilir. 

 

ii) İntegral kontrol 

İntegral kontrol açık çevrim transfer fonksiyonuna K/s gibi bir 

çarpan, yani orijine bir açık çevrim kutbu ekler. Durağan hataların 

sıfırlanması için etkin bir yöntemdir. Ancak kontrol çıkışı geçmişteki hatalar 

tarafından belirlendiğinden, anlık hata sıfır olsa bile düzeltme işlemi devam 

eder ve sistemin geçici davranışını olumsuz etkiler. Ayrıca kontrolcü ve 

eyleyicilerin doyma durumuna erişmesine yol açabilir. İntegral işlemin 

uygulanması, aktif fiziksel elemanlar gerektirdiğinden pahalı bir çözümdür. 

 

iii) Oransal + İntegral (PI) kontrol 

Oransal + integral kontrol açık çevrim transfer fonksiyonuna 
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şeklinde bir çarpan ekler. Yani, kompleks düzlemin orijinine bir açık çevrim 

kutbu, 
iTs 1  noktasına da bir açık çevrim sıfırı ekler. İntegral işlem 

durağan hataları, türevsel işlem ise hatanın değişim yönünü öngördüğünden 

geçici davranışı iyileştirir. Eğer amaç sistemin geçici davranışını fazla 

değiştirmeden, sadece durağan hataları azaltmaksa sıfırın yeri kutba 

mümkün olduğunca yakın seçilir. Ancak bu durumda sistem cevabında 

yavaşlama görülürse, sıfırın kutuptan uzaklığı artırılır. 

Oransal + integral işlemin uygulanması, aktif fiziksel elemanlar 

gerektirdiğinden pahalı bir çözümdür. Ayrıca integral işlem, kontrolcü ve 

eyleyicilerin doyma durumuna gelmesine sebep olabilir.  

iv) Faz-geriletici kontrol 

Faz-geriletici kontrol, Bölüm 4’de ayrıntıları açıklandığı gibi, açık 

çevrim transfer fonksiyonunun faz açısını negatif yönde kaydırdığından bu 

ismi alır. Faz-geriletici kontrol sistemin geçici davranışını fazla 

etkilemeden, yani yer eğrilerinin şeklini fazla değiştirmeden durağan 

hataları azaltmak için kullanılır. Diğer yandan, kazancı değiştirerek yer 
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eğrisi boyunca kutupları kaydırarak geçici davranış özelliklerini 

ayarlayabilme imkanı hala vardır. İntegral işlemin sakıncalarını ortadan 

kaldırmak için bir alternatifdir. Pasif elektronik devrelerle uygulanabilmesi 

ve doyma problemini azaltması, I ya da PI kontrole göre 

üstünlüklerindendir. Bu yüzden PI kontrole göre daha ucuz bir seçenektir.   

Bu yöntemde açık çevrim transfer fonksiyonuna, 
















c

c

ps

zs
K      (3.56) 

şeklinde bir çarpan (denkleştirici transfer fonksiyonu) eklenir. 

Denkleşleştirici ileri besleme hattı üzerinde (seri denkleştirici) ya da geri-

besleme hattı üzerinde (parallel denkleştirici) olabilir. Denkleştirici kutbu 

orijininin hemen soluna, denkleştirici sıfırı ise bunun sol tarafına ve 

yakınına koyulur. Denkleştirici kutbu ve sıfırı birbirine çok yakın olduğu 

için, denkleştiricinin geçici davranış üzerindeki etkisi ihmal edilecek kadar 

azdır. Buna karşılık kazancın artması dolayısıyla durağan hata azalır. Faz-

geriletici denkleştirici hatayı tamamen sıfıra indirmez, ancak çok 

azaltabilir. Faz-geriletici kontrolün hatayı azaltma etkisini göstermek için 

Şekil 3.6’daki gibi birim geri beslemeli bir sistem verilmiş olsun. Bu 

sistemde sistem girişi ile hata arasındaki transfer fonksiyonu aşağıdaki 

gibidir.  



















c

c

ps

zs
sKG

sR

sE
sT

)(1

1

)(

)(
)(   (3.57) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3.6 

 

Çıkış, C(s) 
Referans    

girişi, R(s) 

_ 

+ 
G(s)  

 E(s) 
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 Basit bir hesaplama için G(s)’nin pay ve payda polinomlarının sabit 

terimleri 1.0 alınırsa, birim basamak giriş için durağan hata aşağıdaki gibi 

bulunur. 

c
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 Tasarım sırasında pc’nin büyüklüğü küçük (orijine daha yakın), 

zc’nin değeri daha büyük alındığından, zc/pc’nin değeri büyüktür. 

Dolayısıyla, faz-geriletici kontrol, kazancı zc/pc oranında artırarak hatayı 

azaltır. Örneğin pc =0.01 ve zc=0.1 için hata 1/(1+K) değerinden 1/(1+10K) 

değerine azalır. Tasarım yaparken denkleştiricinin sıfır ve kutuplarının 

yerleri, istenen durağan hata değerini sağlayacak olan zc/pc değerini elde 

edecek biçimde seçilir. 

 

 Denkleştiricinin ileri besleme hattına ya da geri besleme hattına 

yerleştirilmesi karakteristik polinomu etkilemediğinden yer eğrileri iki 

durumda da aynı olur. Ancak bu iki seçenekte, kapalı çevrim sıfırları farklı 

olacağından durağan hata değerlerinde farklılık olur. İleri besleme hattında 

kazanç artırımı parametre hassasiyetini azalttığından genellikle seri 

denkleştirici yapısı tercih edilir. 

3.4.2 Geçici Davranışın İyileştirilmesi 

 Yer eğrilerini kullanarak sistemin yerleşme süresi, aşma, tepe 

zamanı gibi özelliklerinin azaltılması amacıyla kullanılan yöntemler 

aşağıdaki gibi sıralanabilir. 

i) Oransal kontrol 

Oransal kontrolde K değerinin değiştirilmesi genellikle durağan 

hatalarla geçici davranış arasında bir uzlaşma noktası belirler. Yani 

sistemin geçici davranış özellikleri iyileştirilirken (sistemin sönümü 

artırılırken) durağan hatalar artar. Bu anlayış içinde oransal kazancı 

ayarlayarak sistemin geçici davranışı ancak belli sınırlar içinde 

iyileştirilebilir.  

ii) PD kontrol  

Türevsel kontrol işlemi sabit hataları düzeltme özelliğine sahip 

olmadığından tek başına kullanılamaz. Bu yüzden PD ya da PID işlemleri 

içinde kullanılır. PD kontrol açık çevrim transfer fonksiyonuna, 
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 sTK d1      (3.59) 

gibi bir çarpan ekler. Türevsel işlem hatanın hangi yönde değişeceğini 

öngörerek dinamik davranışı iyileştirirken, K kazancı durağan hataları 

azaltmak için değiştirilebilir. PD kontrol kompleks düzlemde dTs /1  

noktasına bir sıfır ilave eder. Bu sıfır yer eğrisi kollarını sola doğru 

büktüğünden, sistem sönümünün ve kararlılığının artmasına sebep olur.  

 PD kontrolcünün tasarımı sırasında önce geçici davranış isterlerini 

karşılayacak baskın kutupların yeri belirlenir. Sonra bu noktada açı şartını 

sağlayacak biçimde kontrolcünün sıfırı yerleştirilir.   

 Türevsel işlem kullanmanın sakıncaları arasında aktif elemanlar 

kullanılması, sistemdeki gürültünün etkisini artırması ve türevi alınamayan 

referans girişleri ile kullanılırken özel önlemler alınması gerekliliğidir. 

(Örneğin, bir basamak girişin uygulanma anında türev değeri belirsizdir.) 

Bu son sakıncayı ortadan kaldırmak amacıyla türev geribeslemesi (hız 

geribeslemesi yöntemi) ve oransal kazanç birlikte kullanılabilir.  

iii) Faz-ilerletici kontrol 

D kontrol işleminin veya PD kontrolün sakıncalarını ortadan 

kaldırmak için kullanılan yöntemlerden birisi faz-ilerletici kontrol 

kullanmaktır. Faz-ilerletici kontrol pasif elemanlarla uygulanabilir. Ayrıca, 

sistemde olabilecek yüksek frekanstaki gürültülere daha az duyarlıdır. Faz-

ilerletici kontrol açık çevrim transfer fonksiyonunun fazında pozitif yönde 

kayma yaratarak (faz payını artırarak) geçici davranışı iyileştirir. Faz 

ilerletici kontrol yer eğrilerinin şeklinde önemli değişiklikler yapar. Bu tür 

kontrolün amacı, sistemin durağan davranışını fazla etkilemeden, geçici 

davranış özelliklerini iyileştirmektir.  Faz-ilerletici kontrolde de açık 

çevrim transfer fonksiyonuna aynı faz-geriletici kontrolde olduğu gibi, 
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şeklinde bir çarpan (denkleştirici) eklenir. Ancak bu durumda sıfır orijine 

daha yakın, kutup sola doğru daha uzaktır. Kutup sanal eksenden çok uzağa 

yerleştirilirse sistemdeki gürültünün etkisi artar. Eğer kutup sıfıra yakın 

yerleştirilirse denkleştiricili sistemin yer eğrisi ile denkleştiricisi olmayan 

sistemin yer eğrisi arasındaki fark azalır. Genel kural, sıfırı istenen 
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sönümsüz sistem doğal frekansı dolayında, kutbu ise bundan 3 - 20 kat daha 

solda almaktır [3.9]. Denkleştirici kutup ve sıfırının yerleri, yer eğrisi 

kompleks düzlemde istenen bir noktadan geçecek biçimde seçilir. Bunun 

için kapalı çevrim kutbunun istenen yeri performans özellikleri kullanılarak 

belirlenir; bu noktada açı şartını sağlayacak biçimde denkleştirici sıfır ve 

kutuplarının yerleri bulunur.  

3.4.3 Durağan ve Geçici Davranışların Birlikte İyileştirilmesi  

 Durağan hataları azaltma ve geçici davranışı iyileştirme işlemlerini 

nisbeten birbirinden bağımsız olarak yapmak için kontrol sisteminde daha 

fazla sayıda ve uygun olarak seçilmiş parametreye gerek vardır. Klasik 

kontrolde bu amaçla kullanılan başlıca iki yöntem, PID kontrol ve faz-

ilerletici-geriletici kontroldür. 

i) PID kontrol 

PID kontrol açık çevrim transfer fonksiyonuna, 
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şeklinde bir çarpan ekler. Yani sisteme orijinde bir açık çevrim kutbu ve iki 

adet de açık çevrim sıfırı eklenir. İntegral işlem durağan hataları iyileştirir. 

Kontrolcü parametreleri ayarlanarak açık çevrim sıfırlarının yerleri ve bu 

sayede yer eğrilerinin şekli de değiştirilebilir.  

 

PID kontrolcünün açık çevrim transfer fonksiyonuna eklediği 

çarpanlar aşağıdaki gibi de ifade edilebilir.  
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Burada Kp, Ti ve Td parametreleri, K, T1 ve T2 terimleri cinsinden aşağıdaki 

gibi tanımlanmıştır.  
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Görüldüğü gibi PID kontrol, seri olarak bağlı PD ve PI 

kontrolcülerden oluşmaktadır. Bu yüzden PID kontrolcünün tasarımında 

önce geçici davranış özelliklerini karşılayacak biçimde bir PD kontrolcü, 

sonra da durağan hata isterlerini karşılayacak biçimde bir PI kontrolcü 

tasarlanabilir. 

 PID kontrolcüler aktif aygıtlar olup, piyasadan teminleri oldukça 

masraflıdır. 

ii) Faz-ilerletici-geriletici kontrol 

Faz-ilerletici-geriletici kontrol, geçici davranış özelliklerini 

iyileştirmek ve bununla beraber durağan hataları azaltmak için PID 

kontrolün bir alternatifi olarak kullanılır. Böyle bir kontrolcü tasarlanırken, 

sistemin dinamik davranışını iyileştirmek için önce kontrol edilecek sistem 

(plant) için bir faz-ilerletici kontrolcü tasarlanır. Sonra plant ve faz ilerletici 

kontrolcü bir arada tek bir sistem gibi ele alınıp, bu sistemin durağan 

hatalarını azaltmak için bir faz-geriletici kontrolcü tasarlanır. 

 

Faz-ilerletici-geriletici kontrolcü açık çevrim transfer 

fonksiyonuna, 
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şeklinde bir çarpan ekler. Yani sisteme iki açık çevrim kutbu ve iki açık 

çevrim sıfırı eklenir. Bunlardan –zi ve –pi’deki sıfır ve kutuplar faz 

ilerleticiye ait olup, sıfır orijine daha yakın, kutup sola doğru oldukça daha 

uzaktır. –zg ve -pg’deki sıfır ve kutuplar ise faz gerileticiye ait olup, sıfır 

orijine çok yakın, kutup onun solunda ve sıfıra oldukça yakındır. 

3.4.4 Tasarım Örnekleri 

Yer eğrileriyle kontrol sistemi tasarımında kullanılan performans 

kriterleri, geçici davranış özelliklerini tanımlayan parametrelerdir. Bunlara 

ek olarak durağan durum hatalarının (statik ve dinamik hatalar) kabul 

edilebilir düzeyde olması istenir. Tasarım, sistemin dinamik davranışının 
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ağırlıklı olarak baskın kutuplar tarafından belirlendiği varsayımıyla yapılır. 

Tasarım sonrası istenen performans kriterlerinin karşılanıp karşılanmadığı 

kontrol edilir ve gerekirse tasarım parametreleri değiştirilerek işlem tekrar 

edilir. Önce dinamik bir denkleştirici kullanmadan sadece kazanç ayarı 

değişikliğiyle amaca ulaşmaya çalışılır. Zira bu en ucuz çözümdür. Eğer bu 

yeterli olmazsa durağan davranışı veya dinamik davranışı ya da her ikisini 

birlikte iyileştirecek dinamik denkleştiriciler kullanılması yoluna gidilir. 

Örnek 3.4: Oransal Kontrol 

Durağan durum kriterlerinin sağlandığı (örneğin Tip 1 ve üzeri 

olan) bazı sistemlerde dinamik bir denkleştirme yapmadan sadece oransal 

kontrol uygulayarak sistem tasarımını gerçekleştirmek mümkün olabilir. 

Buna örnek olarak, kontrol edilmek istenen bir sistemin (plant) transfer 

fonksiyonu Gp(s) ve geri besleme için kullanılan ölçüm sisteminin transfer 

fonksiyonu H(s) aşağıdaki gibi olsun.  
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Birim basamak referans giriş uygulandığında bu sistemin aşağıdaki 

tasarım şartlarını sağlaması ve çıkışın durağan değerinin 1.0 olması için 

kontrolcü tasarımı yapılması istensin.  
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     (3.67) 

Bu sistem için oransal kontrol denenirse, sistemin blok diyagramı 

Şekil 3.7’deki gibi olur. Kapalı çevrim transfer fonksiyonu ise aşağıdaki 

gibidir. 
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                               Şekil 3.7 

Birim basamak giriş için çıkışın durağan değeri css ise aşağıda 

hesaplandığı gibi 1 olduğundan, oransal kontrol durağan davranış kriterini 

sağlamaktadır. 

1
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  (3.69) 

Sistemin geçici davranışını incelemek için yer eğrileri aşağıdaki 

aşamalarla çizilir. 

Açık çevrim transfer funksiyonu:  

)4)(1(

)2(
)()(






sss

sK
sHsG

p
   (3.70) 

Kural 1:    Açık çevrim kutupları: 01 p , 12 p , 43 p  

  Kural 2:    Açık çevrim sıfırı: 2z  

 Kural 3:    n = 3, m = 1. Kol sayısı = 3 

 Kural 4:    Yer eğrileri gerçek eksene göre simetriktir. 

Kural 5:    n – m = 3  1 = 2 asemptot var. Asemptot açıları,         

a = 90, 270   

Referans    

girişi, R(s) 

+

Çıkış, C(s) 

_ 

 

  Kp 
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Kural 6:    Asemptotların kesişme noktası:  

 5.1
13

)2()410(





a  

Kural 7:    Gerçek eksen üzerinde 1  s  0  ve  4  s  2 

                  arasında yer eğrisi var. 

Kural 8:    1  s  0  arasında en az bir ayrılma noktası vardır. 

          
 

 
0

)4)(1(

)4)(1()2(

)()(
2



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
sss

sss
ds

d
sKK

sHsG
ds

d pp

     

ya da  0924163 23  sss  

57.0,76.1,33,2,1 s  

     Ayrılma noktası s =  0.57’dedir. 

 Kural 9:    Kompleks kutup olmadığından bu kural uygulanamaz. 

Kural 10:  Sistemin karakteristik denklemi, 0)()(1  sHsG  

ya da, 02)4(5 23  pp KsKss  olur. Routh-

Hurwitz   kriterinden kararlılık şartları 0pK   ve 

pp KK 2)4(5  olarak bulunur. 0pK  olduğundan 

sistem kararlıdır ve yer eğrileri sanal ekseni kesmez. 

 

Kural 11:  22 mn  olduğundan kutupların korunumu kuralı 

geçerlidir. 

Sistemin yer eğrileri Şekil 3.8’de görülmektedir. Şekil 3.8 üzerinde 

ayrıca (3.67) ile verilen ikinci mertebe sistem performans kriterlerinin 

getirdiği kutup bölgesi sınırlamaları aşağıdaki gibi belirlenmiş ve 

işaretlenmiştir.  

2.0pM :     Denklem (2.66)’dan 9.62*    

sec5pt :     Denklem (2.62)’den 628.0d  

sec8st :     Denklem (2.71)’den 5.0n  
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             Şekil 3.8 

Örnek olarak kabul edilebilir kutup bölgesinde yer alan ve Kp = 1.5 

noktasına karşılık gelen bir çalışma noktası seçilirse, kapalı çevrim 

kutupları 64.063.02,1 jp   ve 74.33 p  olur. Bu sistemin, birim 

basamak   cevabı   Şekil 3.9’da   görülmektedir.  Sistemin   tepe    zamanı 

tp = 2.93 s, maksimum aşması Mp = 1.11, yerleşme zamanı ts = 5.46 s’dir. 

Yani sistem geçici davranış performans kriterlerinin hepsini sağlamaktadır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

         Şekil 3.9 

   0           1           2           3           4           5           6           7          8 
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Örnek 3.5: PD Kontrol 

Kontrol edilmek istenen bir sistemin transfer fonksiyonu Gp(s) ve 

geri besleme için kullanılan ölçüm sisteminin transfer fonksiyonu H(s) 

aşağıdaki gibidir.  
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sGp     (3.71) 

 1)( sH      (3.72) 

Birim basamak referans giriş uygulandığında bu sistemin aşağıdaki 

tasarım şartlarını sağlaması ve çıkışın durağan değerinin 1.0 olması için 

kontrolcü tasarımı yapılması isteniyor.  
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     (3.73) 

Bu sistem Tip-1 olduğundan, eğer kararlıysa oransal kontrol için 

durağan durum şartı sağlanacaktır. Ancak sistemin kapalı çevrim transfer 

fonksiyonu, 

KsKs

sK
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sC
sT

3)1(

)3(
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3 


   (3.74)  

şeklinde olup, karakteristik polinomun yapısı incelendiğinde bu sistemin 

kararsız olduğu açıktır. Sistemin geçici davranışını düzenlemek için PD 

kontrol uygulanırsa, sistemin blok diyagramı Şekil 3.10’daki hali alır. 

 

 

 

 

 

Şekil 3.10 

Çıkış, C(s) 

Referans    

girişi, R(s) 

_ 
 + 

    

s 

s     (% 2 kriteri)  
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 PD kontrol, sisteme -zc noktasında bir açık çevrim kutbu ekler ve 

açık çevrim transfer fonksiyonu aşağıdaki hali alır. 

)1(
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2 
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

ss

szsK
sHsG c     (3.75)  

 Bu örnekte ayrıntılardan kaçınmak için çizim kuralları 

verilmeyecek, sadece sonuçta elde edilen yer eğrileri verilecektir. Şekil 

3.11’de üç farklı zc değeri için PD kontrol ve ayrıca oransal kontrol 

uygulandığında elde edilen yer eğrileri görülmektedir. Aynı şekil üzerinde 

(3.72) ile tanımlanan şartlarının tanımladığı kabul edilebilir ikinci mertebe 

kutup bölgeleri de verilmiştir. Eğriler incelendiğinde, bütün durumlarda 

eşlenik kutuplar sola doğru kaydıkça, gerçek eksen üzerindeki kutbun 

onların sağında kaldığı ve eşlenik kutupların baskınlığının ortadan kalktığı 

görülmektedir. Eğriler üzerinde gerçek eksene yakın çalışma noktaları 

seçilmesi sistem sönümünü artıracaktır. Bunu dikkate alarak, zc’nin farklı 

değerleri için Çizelge 3.1’deki gibi K değerleri ve bunlara karşılık gelen 

kapalı çevrim kutup değerleri seçelim. Görüldüğü gibi, her üç zc değeri için 

de tasarım şartlarını sağlayan uygun K değerleri vardır. Çizelgede verilen 

üç sisteme ait birim basamak cevaplar Şekil 3.12’de verilmiştir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

           Şekil 3.11 
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Çizelge 3.1 

 
PD 

sıfırı     

-zc 

K Kapalı Çevrim Kutupları Mp tp (s) ts (s) 

zc = 2 14.8 -6.56 + 3.15j -6.56 - 3.15j -1.67 0.19 0.26 0.99 

zc = 4 20 -8.78 + 4.58j -8.78 – 4.58j -2.45 0.20 0.18 0.44 

zc = 6 30 -13.62 +3.22j -13.62 –3.22j -2.76 0.18 0.13 0.33 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

          Şekil 3.12 

Örnek 3.6: PI Control 

Kontrol edilmek istenen bir sistemin transfer fonksiyonu Gp(s) ve 

geri besleme için kullanılan ölçüm sisteminin transfer fonksiyonu H(s) 

aşağıdaki gibidir.  

172

5
)(

2 




ss

s
sG p

    (3.76) 
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1)( sH      (3.77) 

Birim basamak referans giriş uygulandığında bu sistemin aşağıdaki 

tasarım şartlarını sağlaması ve çıkışın durağan değerinin 1.0 olması için 

kontrolcü tasarımı yapılması isteniyor.  
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     (3.78) 

Bu sistemin durağan davranışı önce oransal kontrol için 

incelenirse, sistemin kapalı çevrim transfer fonksiyonu, 
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olarak bulunur. Birim basamak giriş için çıkışın durağan değeri ise 

aşağıdaki gibidir. 
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Sistemin durağan durum davranışını iyileştirmek için PI 

kontrolden yararlanılabilir. PI kontroldeki integral işlem durağan hatayı 

yok ederken, açık çevrim transfer fonksiyonuna eklenen kutup sistemin 

geçici davranışını sınırlı da olsa düzenlemek için kullanılabilir. PI 

kontrolün açık çevrim transfer fonksiyonuna eklediği çarpan aşağıdaki gibi 

ifade edilebilir. 
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Yukarıdaki ifadede geçen zc ve K terimleri, PI kontrolcü 

parametreleri cinsinden aşağıdaki gibi tanımlanmıştır. 
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c KK
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    (3.82) 
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s     (% 2 kriteri)  
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 Sistemin blok diyagramı Şekil 3.13’de görülmektedir. 

 

 

  

 

 

 

Şekil 3.13 

PI kontrol uygulanan sistemin kapalı çevrim transfer fonksiyonu, 
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şeklinde olup, birim basamak giriş için çıkışın durağan değeri css = 1’dir. 

İntegral kontrol beklendiği gibi durağan hatayı sıfır yapmıştır. Şimdi PI 

kontrolün sisteme eklediği açık çevrim sıfırının yerini değiştirerek geçici 

davranış kriterlerinin sağlanıp sağlanamayacağını inceleyelim. Sistemin 

açık çevrim transfer fonksiyonu aşağıdaki gibidir.  

)172(
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sss
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   (3.84) 

Ayrıntıdan kaçınmak için yer eğrilerinin çizim aşamaları burada 

verilmemiştir. zc’nin üç değeri için çizilen yer eğrileri, denklem (3.78)’de 

verilen şartlar tarafından tanımlanan eşlenik kutup bölgeleriyle birlikte 

Şekil 3.14’de görülmektedir. Eğriler incelendiğinde, bütün durumlarda K 

değeri artırıldıkça, eşlenik kutuplar sola doğru kaymakta, gerçek eksen 

üzerindeki kutup onların sağında kalmakta ve eşlenik kutupların baskınlığı 

ortadan kalkmaktadır.  

Gerçek eksene yakın çalışma noktalarının sistem sönümünü 

artıracağını dikkate alarak, incelenen üç zc değeri için Çizelge 3.2’deki K 

değerlerini ve bunlara karşılık gelen kapalı çevrim kutupları seçelim. Her 

üç zc değeri için de tasarım şartlarını sağlayan uygun K değerleri vardır. 

Çizelgede verilen üç sisteme ait birim basamak cevaplar Şekil 3.15’de 

verilmiştir. 

+  C(s) R(s) 

_ 
     K 
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 Şekil 3.14 

 

Çizelge 3.2 

 

PI sıfırı 

-zc 
K Kapalı Çevrim Kutupları Mp tp (s) ts (s) 

zc = 2 20 -10.2 + 4.50j -10.2 - 4.50j -1.61 0.07 0.17 1.34 

zc = 2 28 -20.09 -8.21 -1.70 0.07 0.14 1.13 

zc = 2 39.5 -32.96 -6.77 -1.77 0.06 0.11 0.92 

zc = 4 20 -8.78 + 4.58j -8.78 - 4.58j -2.45 0.20 0.18 0.44 

zc = 6 30 -13.62 +3.22j -13.62 -3.22j -2.76 0.18 0.13 0.33 

 

Örnek 3.7: PID Kontrol 

Kontrol edilmek istenen bir sistemin transfer fonksiyonu Gp(s) ve 

geri besleme için kullanılan ölçüm sisteminin transfer fonksiyonu H(s) 

aşağıdaki gibidir.  
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        Şekil 3.15 

Birim basamak referans giriş uygulandığında bu sistemin aşağıdaki 

tasarım şartlarını sağlaması ve çıkışın durağan değerinin 1.0 olması için 

kontrolcü tasarımı yapılması isteniyor.  
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     (3.87) 

En basit kontrol olduğu için önce oransal kontrol denenerek tasarım 

isterlerini karşılayıp karşılamadığı belirlenecektir.  

 

Referans girişi ve sistem çıkışının Laplace transformları sırasıyla 

R(s) ve C(s) olsun. Sistemin kapalı çevrim transfer fonksiyonu aşağıdaki 

gibidir. 
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 Birim basamak giriş için çıkışın durağan değeri css ise aşağıdaki 

gibidir. 
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 (3.89) 

Bu ifadeden görüldüğü gibi çıkışın istenen durağan değeri 

sağlaması ancak K’nın değeri sonsuz olduğunda mümkündür. Dolayısıyla, 

oransal kontrol durağan davranış kriterini sağlayamamaktadır. 

Sistemin geçici davranışını incelemek için yer eğrileri aşağıdaki 

aşamalarla çizilebilir. 

Açık çevrim transfer funksiyonu:  

)4(
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2
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sss

K
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
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Kural 1:    Açık çevrim kutupları: 41 p , jp  12 , 

                  jp  13  

 Kural 2:    Açık çevrim sıfırı yok.  

 Kural 3:    n = 3, m = 0. Kol sayısı = 3. 

 Kural 4:    Yer eğrileri gerçek eksene göre simetriktir. 

Kural 5:    n – m = 3  0 = 3 asemptot var. Asemptot açıları,  

                 a = 60, 180, 300 

Kural 6:    Asemptotların kesişme noktası:  

  2
03

)0()114(





a  

Kural 7:    Gerçek eksen üzerinde    s   4 arasında yer eğrisi 

                  var. 

Kural 8:    Ayrılma noktası yok. 

 Kural 9:    Kompleks kutuplardan ayrılma açıları. 

     Aşağıda verilen şekilden p2 =  1 + j kutbundan ayrılan 

kolun ayrılma açısı D aşağıdaki gibi elde edilir. 

   
 6.71)43.1890()0(180 D   

                  p3 =  1  j  kutbundan ayrılma açısı ise   71.6 olur. 
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Kural 10:   Sistemin karakteristik denklemi, 0)()(1  sHsG  ya  

da,   048106 23  Ksss    olur.   Denklemde  

s = j  koyup, elde edilen ifadenin gerçek ve sanal 

kısımları ayrı ayrı sıfıra eşitlenirse aşağıdaki 

denklemler bulunur.  

   0)10( 3  j  0684 2  K  

Birinci denklemden sanal ekseni geçme noktaları 

16.310   olarak bulunur. Bunlara karşılık 

gelen K değeri ise ikinci denklemden K = 13 olarak 

elde edilir. 

Kural 11:  23 mn  olduğundan kutupların korunumu kuralı 

geçerlidir. 

Sistemin yer eğrileri Şekil 3.16’da görülmektedir. Şekil 3.16 

üzerinde ayrıca (3.53) ile verilen ikinci mertebe sistem performans 

kriterlerinin getirdiği kutup bölgesi sınırlamaları aşağıdaki gibi belirlenmiş 

ve işaretlenmiştir. (Sadece gerçek eksenin üst kısmı gösterilmiştir.) 

2.0pM :      Denklem (2.66)’dan 9.62*    

2pt s  :        Denklem (2.62)’den 57.1d  

4st s    :     Denklem (2.71)’den 1n  

 Bu şekilde tanımlanan bölgeler ve yer eğrileri karşılaştırıldığında, 

ikinci mertebe baskın kutupların kompleks kutuplardan çıkan kolların kabul 

edilebilir kutup bölgeleri içinden geçmediği görülmektedir. Yani oransal 

kontrol geçici davranış isterlerini de sağlayamamaktadır.  

 90 

 
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Şekil 3.16 

Bu durumda istenirse, daha önce Bölüm 3.4.1’de verilen durağan 

davranışı iyileştiren önlemler ile Bölüm 3.4.2’de verilen geçici davranışı 

iyileştiren önlemler ayrı ayrı ele alınabilir. Ancak bunların yerine Bölüm 

3.4.3’de verilen ve bu davranışların her ikisini birlikte iyileştiren PID ya da 

faz-ilerletici-geriletici kontrolün kullanılması da mümkündür. Burada 

örnek olarak PID kontrol işlemi uygulanacaktır. PID kontrol uygulanmış 

sistemin blok diyagramı Şekil 3.17’de verilmiştir. 

 

 

  

 

 

Şekil 3.17 

Çıkış, C(s) 
Referans    

girişi, R(s) 

_ 

 

+ 
  

× 
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+j3.16 

+j1.57 
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Kabul edilebilir 

kutup bölgesi. 
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Daha önce Bölüm 3.4.3’de belirtildiği gibi, PID kontrolcünün açık 

çevrim transfer fonksiyonuna eklediği çarpanlar aşağıdaki gibi ifade 

edilebilir. 

 








 













sT

sT
sTK

sT
sTK

i

dp

2

2
1

1
)1(

1
1  (3.90) 

Yani bir PD işlemine ve bir de PI işlemine ayrıştırılabilir. Burada 

Kp, Td, ve Ti terimleri, K, T1 ve T2 cinsinden aşağıdaki gibi ifade edilebilir. 

2

21 )(

T

TTK
K p


       21 TTTi       

21

21

TT

TT
Td


  (3.91) 

PID kontrolcünün tasarımı sırasında önce sistemin dinamik 

davranışını iyileştirecek bir PD tasarımı yapılır. Daha sonra bir PI kontrolcü 

ile dinamik davranışı fazla etkilemeden durağan davranış iyileştirilir. 

Şekil 3.18’de kontrol edilmemiş sistemin açık çevrim kutupları, 

geçici davranış tasarım kriterlerinin tanımladığı kabul edilebilir kutup 

bölgeleri ile birlikte gösterilmiştir. (Sadece gerçek eksenin üst kısmı 

gösterilmiştir.) PD kontrol bu diyagramda gerçek eksen üzerinde bir yere 

şekilde gösterildiği gibi bir sıfır ekleyecektir. Bu sıfırın yeri, sistemin kapalı 

çevrim kutbunun kabul edilebilir kutup bölgesinde s1 gibi bir noktada 

olmasını sağlayacak şekilde belirlenmelidir. s1 yer eğrisi üzerinde olduğuna 

göre açı şartını sağlaması gerekir. Yani şekilde görülen açılar cinsinden 

aşağıdaki şart sağlanmalıdır. 

  )..,2,1,0(180)12()( 4321  kk   

İncelenen sistem için kabul edilebilir kutup bölgesi içinde örnek 

olarak js 6.121   noktası seçilsin. Bu durumda 04.1492  , 

04.1113  , 66.384   olur. s1’in yer eğrisi üzerinde olması için 1’in 

değeri aşağıdaki gibi olamalıdır. 

 74.11866.3804.11104.149180)12(1  k  

Bu açıyı sağlamak için sıfır 12.1z  noktasına yerleştirilmelidir. 

Kapalı  çevrim  kutbunun  bu  noktada  olmasını  sağlayan  kazanç değeri 

K = 1.14 olarak bulunur. Bu sistemin birim basamak cevabı Şekil 3.19’da  

verilmiştir.  Sistemin  tepe  zamanı  0.99 s,  aşması  % 22.2, yerleşme 

zamanı 2.37 s kadardır. Sistem maksimum aşama kriterini 

sağlayamamaktadır. 



82 
 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3.18 

Şimdi de kapalı çevrim kutbunu js 6.15.11   noktasında 

seçelim. Bu durumda 2 = 129.8, 3 = 100.9,  24= 32.6 olur. s1’in yer 

eğrisi üzerinde olması için 1’in değeri aşağıdaki gibi olmalıdır. 

 3.836.329.1008.129180)12(1  k  

Bu açıyı sağlamak için z = 1.69 olarak seçilmelidir. Bu şekilde 

tasarlanan sistemde kapalı çevrim kutbunun js 6.15.11   noktasında 

olmasını sağlayan kazanç değeri K = 0.95 (Td = 1.69 ve Kp = 1.61) olarak 

bulunur. Bu sistemin birim basamak cevabı da Şekil 3.19’da verilmiştir. 

Sistemin tepe zamanı 1.2 s, aşması % 16.3, yerleşme zamanı 2.34 s 

kadardır. Yani geçici davranış kriterlerinin hepsi sağlanmaktadır. Sistemin 

durağan değeri ise 0.445 olup, istenen 1.0 değerinin çok altındadır. 

 

 

  

 

 

 

 

 

          Şekil 3.19 
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Tasarımın ikinci aşamasında PD işlem uygulanan sisteme ek olarak 

PI kontrol uygulansın. Bu sistemin blok diyagramı Şekil 3.20’deki gibidir. 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3.20 

PI kontrol sisteme orijinde bir açık çevrim kutbu ve bir de sıfır 

eklemektedir. Önce çevrim kazancını değiştirilmesin, yani 1K  alınsın. 

Sıfırın    yeri    orijinden     çok    uzak    olmayacak     biçimde   zi = 1.2,  

zi = 1.4, zi = 1.6, zi = 1.8, zi = 2  noktalarında seçildiğinde, bunlara 

karşılık gelen kapalı çevrim kutupları, aşma, tepe zamanı ve yerleşme 

zamanı değerleri Çizelge 3.3’deki gibi elde edilir. Görüldüğü gibi bütün 

cevaplar istenen durağan değer 1.0’a gitmekte ve geçici davranış isterlerini, 

yerleşme süresi dışında karşılamaktadır. zi = 2 seçildiğinde yerleşme 

zamanı hedeflenen 4 s süreyi sadece 0.08 s aşmaktadır. (Denklem 3.53’de 

verilen yerleşme zamanı değeri zarf eğrisi bazlıdır. Çizelge 3.3’deki değer 

ise Matlab ile belirlenmiştir ve gerçek zaman cevabı bazlıdır.)  Çizelge 

3.3‘deki kapalı çevrim kökleri incelendiğinde eşlenik köklerden çoğunun 

Şekil 3.16’daki kabul edilebilir kutup bölgesinin dışında (sağında) olduğu 

dikkati çekmektedir. Bunun sebebi orijinle -zi arasında kalan gerçek kutbun 

sistem cevabını etkilemesi ve baskın olacağı düşünülen eşlenik kutupların 

bu özelliklerini zayıflatmalarıdır. 

Şimdi de K   değerini bir miktar değiştirerek, 4.1K  alınsın. 

Sıfırın yeri yine zi = 1.2, zi = 1.4, zi = 1.6, zi = 1.8, zi = 2 noktalarında 

seçilirse, kapalı çevrim kutupları, aşma, tepe zamanı ve yerleşme zamanı 

değerleri Çizelge 3.4’deki gibi bulunur.  

Çizelge  3.4’deki  sonuçlar incelendiğinde,  zi için 1.2,  1.4 veya 

1.6 değerleri kullanıldığında bütün geçici davranış isterlerinin karşılandığı 

görülmektedir. Şekil 3.21’de bu sistemlerin birim basamak cevapları, Şekil 

3.22’de ise örnek olarak zi = 1.2 için yer eğrileri verilmiştir. 

 

 R(s) C(s) 

_ 

 

+ 
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Çizelge 3.3 

K′ = 1 
Kapalı Çevrim Kutupları Mp tp (s) ts (s) 

PI sıfırı (zi) 

zi = -1.2 -1 + 1.65j -1 - 1.65j -0.62 -3.38 
Aşma 

yok. 

Aşma 

yok. 
4.83 

zi = -1.4 -0.93 + 1.68j  -0.93 - 1.68j -0.72 -3.43 0.023 1.67 4.39 

zi = -1.6 -0.85 + 1.71j  -0.85 - 1.71j -0.81 -3.48 0.077 1.60 4.22 

zi = -1.8 -0.79 + 1.75j -0.79 - 1.75j -0.89 -3.54 0.13 1.58 4.14 

zi = -2 -0.73 +1.80j   -0.73 -1.80j -0.96 -3.58 0.18 1.52 4.08 

Çizelge 3.4 

K’ = 1.4 
Kapalı Çevrim Kutupları Mp tp (s) ts (s) 

PI sıfırı (zi) 

zi = -1.2 -1.07 + 1.92j -1.07 - 1.92j -0.71 -3.14 0.06 1.29 3.90 

zi = -1.4 -0.98 + 1.95j  -0.98 - 1.95j -0.82 -3.22 0.12 1.29 3.70 

zi = -1.6 -0.89 + 2.00j  -0.89 – 2.00j -0.91 -3.30 0.17 1.29 3.61 

zi = -1.8 -0.82 + 2.04j -0.82 – 2.04j -0.99 -3.37 0.23 1.24 4.40 

zi = -2 -0.75 +2.09j   -0.75 -2.09j -1.06 -3.44 0.28 1.23 4.65 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

         Şekil 3.21 

zi = -1.6 

c(
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Şekil 3.22 

Örnek 3.8: Faz-İlerletici-Geriletici Kontrol 

Kontrol edilmek istenen bir sistemin transfer fonksiyonu Gp(s) ve 

geri besleme için kullanılan ölçüm sisteminin transfer fonksiyonu H(s) 

aşağıdaki gibi olsun.  

 
25.4

1
)(

2 


ss
sG p

    (3.92) 

 1)( sH      (3.93) 

Birim basamak referans giriş uygulandığında bu sistemin aşağıdaki 

tasarım şartlarını sağlaması ve çıkışın durağan değerinin en fazla % 1 

hatayla 1.0 olması için kontrolcü tasarımı yapılması isteniyor.  
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     (3.94) 

Önce sisteme oransal kontrol uygulandığında performansı 

incelensin.  Bu sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu, 
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25.4
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2 


ss

K
sHsGp    (3.95) 

şeklinde olup, yer eğrileri Şekil 3.23‘deki gibidir. Yer eğrileri 

incelendiğinde eşlenik kutuplardan çıkan kolların sanal eksene parallel 

olarak sonsuza gittiği ve kapalı çevrim kutuplarının denklemler (3.94) ile 

tanımlanan kabul edilebilir kutup bölgesi dışında olduğu görülmektedir. 

Ayrıca sistemin kapalı çevrim transfer fonksiyonu, 

  
Kss

K
sT




25.4
)(

2
   (3.96) 

olup, birim basamak referans girişi için çıkışın durağan değeri aşağıdaki 

gibidir. 
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Oransal kontrol uygulanan sistem, ne geçici davranış, ne de 

durağan davranış performans kriterlerini sağlamaktadır.  

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

          Şekil 3.23 
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Bu sistemin davranışını iyileştirmek için faz-ilerletici-geriletici 

kontrol işlemini kullanalım. Faz-gerileticili kısım sistemin durağan 

davranışını, faz ilerleticili kısım ise geçici davranışı iyileştirmek içindir.  

Önce sisteme faz-ilerletici işlem uygulansın. Bu sistemin blok 

diyagramı Şekil 3.24’deki gibidir. pi = 20 alarak kutbu orijinden oldukca 

uzağa yerleştirip farklı sıfır değerleri için yer eğrilerini çizelim. Şekil 

3.25’de zi’nin değerlerini 1, 1.5, 2, 3, ve 4 alarak çizilen yer eğrileri 

görülmektedir. 

.  

 

 

Şekil 3.24 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

            Şekil 3.25 

 R(s) C(s) 
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Şekil 3.25’deki eğriler üzerinde K değerleri değiştirilerek sistem 

sönümünün büyük olduğu kökler seçilmiş, Mp değerini minimum yapan K 

değerleri bulunmuştur. Bu şekilde bulunan sistemlerin özellikleri Çizelge 

3.5’de verilmiştir. Çizelgedeki sistemlerin hepsi tepe zamanı ve yerleşme 

zamanı tasarım kriterlerini karşılamaktadır. Ancak aşma kriteri hiç birisi 

tarafından sağlanamamaktadır.  

Çizelge 3.5 

pi = 20 
K Kapalı Çevrim Kutupları Mp tp (s) ts (s) 

zi 

1 300 -9.86 + 14.2j -9.86 - 14.2j -1.29 0.39 0.22 2.14 

1.5 250 -9.53 + 12.1j -9.53 - 12.1j -1.94 0.32 0.24 1.46 

2 200 -9.10 + 9.51j -9.10 - 9.51j -2.80 0.30 0.28 1.17 

3 180 -7.97 + 7.75j -7.97 - 7.75j -5.05 0.31 0.31 0.78 

4 170 -6.10 +7.05j   -6.10 -7.05j -8.81 0.35 0.32 0.64 

 

Bir sonraki faz-geriletici işlem aşamasında sisteme orijin yakınında 

bir açık çevrim kutbu eklenecektir. Bu kutup yaklaşık bir integrator gibi 

davranıp sistemin durağan davranışının iyileşmesine katkıda bulunacaktır. 

Bunun yanısıra bir de açık çevrim sıfırı eklenecektir. Eğer bu sıfır kutbun 

çok yakınında ise yer eğrilerinin şekli fazla etkilenmez. Ama bu sıfırın 

yerini değiştirilerek davranış özelliklerini değiştirebilme imkanı vardır.  

Faz-geriletici işlem ek olarak sisteme uygulanırsa, sistemin blok 

diyagramı Şekil 3.26’daki hali alır. Burada örnek olarak Çizelge 3.5’de en 

küçük aşma değerine sahip iki sistem (zi =2 ve   zi = 3 olan sistemler) ele 

alınacak, ve bunların durağan davranışları iyileştirilirken, geçici 

davranışlarının da tasarım şartlarını sağlamasına çalışılacaktır. 

 

 

 

 

 

Şekil 3.26 

 R(s) C(s) 

_ 

+ 
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Faz-gerileticinin kutbu orijinin çok yakınına (0.01 noktasına) 

koyulacak, sıfırı için ise örnek olarak üç farklı değer (0.5, 1, 1.5) 

denecektir. Bu şekilde elde edilen sistemlerin yer eğrileri Şekil 3.27 ve 

3.28’de verilmiştir. Mp değerini azaltmak amacıyla bu eğriler üzerinde K 

değerleri değiştirilerek bazı örnek çalışma noktaları seçilmiş ve elde edilen 

sonuçlar Çizelge 3.6’da verilmiştir. Çizelgede sağlanamayan tasarım 

değerleri karartılmıştır. Görüldüğü gibi, seçilen sistemlerden üç tanesi 

bütün tasarım şartlarını sağlamaktadır. Bu sistemlerin birim basamak 

cevapları Şekil 3.29’da görülmektedir. Sistemlerin durağan değerleri ise 

0.993-0.995 arasındadır.  

Çizelge 3.6 

pi = 20 
K Kapalı Çevrim Kutupları Mp tp (s) ts (s) 

zi zg 

2 

1.5 160 -7.03 + 5.60j -7.03 - 5.60j -5.95 -1.00 0.10 0.35 2.48 

1 160 -7.91 + 6.05j -7.91 - 6.05j -4.46 -0.73 0.15 0.35 3.39 

0.5 160 -8.49 + 6.53j -8.49 - 6.53j -3.64 -0.39 0.30 0.28 6.21 

3 

1.5 80 -1.92 + 4.32j -1.92 +-4.32j -16.1 -1.00 0.23 0.54 2.86 

1 80 -2.15 +4.09j -2.15 -4.09j -16.0 -0.70 0.16 0.54 3.65 

0.5 80 -2.40 +3.88j -2.40 -3.88j -15.8 -0.37 0.09 0.54 7.00 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3.27 
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Şekil 3.28 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3.29 
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Örnek 3.9: I ve PI Kontrol 

Kontrol edilmek istenen bir sistemin transfer fonksiyonu Gp(s) ve 

geri besleme için kullanılan ölçüm sisteminin transfer fonksiyonu H(s) 

aşağıdaki gibidir.  

 
4

1
)(




s
sG p      (3.98) 
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Kontrol sonucunda çıkışın basamak referans girişlerini hatasız 

olarak izlemesi ve aşağıdaki şartları sağlaması istenmektedir.  
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     (3.100) 

 Bu şartların kompleks düzlemde tanımladığı eşlenik kapalı çevrim 

kutup bölgesi aşağıdaki şartları verir. 

2.0pM :     Denklem (2.66)’dan 9.62*    

sec2pt :     Denklem (2.62)’den 57.1d  

sec4st :     Denklem (2.71)’den 1n   

 Önce oransal kontrolle yukarıdaki şartların sağlanıp 

sağlanamadığını araştırılacaktır. Bu sistemin kapalı çevrim transfer 

fonksiyonu, 
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şeklinde olup, birim basamak giriş için çıkışın durağan değeri, 
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olduğundan K’nın değeri sonsuz olmadıkça css’nin değeri 1.0 olmamakta ve 

durağan davranış şartı sağlanmamaktadır. 

s 

s     (% 2 kriteri)  
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i) İntegral kontrol 

İntegral kontrol işlemi durağan hatayı sıfırlamak için etkin bir yol 

olduğundan, sisteme integral kontrol uygulanırsa, sistemin blok diyagramı 

Şekil 3.30’daki gibi olur.  

İntegral kontrol uygulanan sistemin kapalı çevrim transfer 

fonksiyonu, 
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olup, birim basamak giriş için çıkışın durağan değeri için aranan şart 

aşağıda görüldüğü gibi sağlanmaktadır. 
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        Şekil 3.30 

 Ayrıntıya girmemek için yer eğrilerinin çizim aşamaları burada 

verilmeyecektir.  Bu sistemin yer eğrileri Şekil 3.31’de, denklemler (3.100) 

ile tanımlanan kabul edilebilir eşlenik kutup bölgeleriyle birlikte 

verilmiştir. Görüldüğü gibi kazanç değeri yeterince artırıldığında sistem 

kararsız hale gelmektedir. Eşlenik kutuplar baskındır ve kabul edilebilir 

kutup bölgesi içinde değildir. Tasarım şartlarının hepsinin birlikte 

sağlanamadığı Şekil 3.32’de görülen birim basamak cevaplarda açıkça 

görülmektedir.  

 

Çıkış, C(s) 
Referans 

      R(s) 

_ 

 

+ 
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Şekil 3.31 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3.32 

ii) PI kontrol 

PI kontrol integral işlem dolayısıyla durağan hatayı sıfır yapar. 

Buna karşılık sisteme ilave bir kapalı çevrim sıfırı eklediğinden geçici 

davranışın iyileştirilmesine de olanak sağlar. PI kontrol uygulanan sistemin 

blok diyagramı Şekil 3.33’de verilmiştir. 

 1.6 

 1.4 

1 .2 

    1  
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 0.6 

 0.4 

 0.2 

   0 

c(
t)

 

  0             5            10            15           20            25           30  
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K = 1 
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  2  

  0  
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Kabul edilebilir 

kutup bölgesi. 

Kabul edilebilir 

kutup bölgesi. 



94 
 

 

 

 

 

 

 

         Şekil 3.33 

Şekil 3.34’de kontrolcü tarafından eklenen sıfırın farklı değerleri 

için çizilmiş olan yer eğrileri görülmektedir. Eğrilerden görüldüğü gibi, 

kazanç değerleri artarken eşlenik kutuplar sola doğru, gerçek kutup ise sağa 

doğru kaymakta ve eşlenik kutupların baskınlığı azalmaktadır. Bu eğriler 

üzerinde sistem sönümünü artırmak amacıyla gerçek eksene nisbeten yakın 

kısımlarda çalışma noktaları seçilerek sistem performansları incelenmiştir. 

Sonuçlar Çizelge 3.7’de özetlenmiştir. Çizelgede en iyi sonuçların zi = 1.2 

alındığında, 3-3.5 dolayındaki K değerleri için elde edildiği görülmektedir. 

Bu sistemlerin birim basamak cevapları Şekil 3.35’de verilmiştir.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      Şekil 3.34 

Çıkış, C(s) 
Referans    

girişi, R(s) 

_ 
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Çizelge 3.7 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3.35 

zi K Kapalı Çevrim Kutupları Mp tp (s) ts (s) 

1.2 

2 -0.76+0.33j -0.76-0.33j -3.47 0.05 5.12 2.91 

2.5 -0.85+0.44j -0.85-0.44j -3.31 0.03 2.73 3.85 

3 -0.93+0.53j -0.93-0.53j -3.13 0.08 1.71 3.85 

3.5 -1.03+0.60j -1.03-0.60j -2.93 0.15 1.26 3.53 

1.5 

1.5 -0.67+0.41j -0.67-0.41j -3.66 0.02 4.7 2.90 

2 -0.73+0.56j -0.73-0.56j -3.55 0.06 2.83 5.01 

2.5 -0.79+0.69j -0.79-0.69j -3.42 0.13 1.99 4.37 

3 -0.86+0.80j -0.86-0.80j -3.29 0.20 1.51 3.81 

2 

1 -0.58+0.42j -0.58-0.42j -3.83 0.03 5.14 6.28 

1.5 -0.63+0.64j -0.63-0.64j -3.75 0.11 2.93 5.46 

2 -0.67+0.80j -0.67-0.80j -3.66 0.20 2.09 4.44 

2.5 -0.71+0.94j -0.71-0.94j -3.57 0.29 1.65 5.7 

  0               1               2                3               4               5                6 

Zaman (s) 

 1.2 

    1 

 0.8 

  0.6  

 0.4 

 0.2 

    0 

c(
t)

 

zi = 1.2; K = 3 

zi = 1.2; K = 3.5 
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PROBLEMLER 

Not: Problemlerin çözümünde MATLAB’den yararlanın.  

3.1 i) Açık çevrim transfer fonksiyonu, 

   
5

1
)()(




s
sHsG  
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 olan bir sisteme sırasıyla – 4 ve 2’de açık çevrim kutupları 

eklerseniz, yer eğrileri nasıl değişikliğe uğrar. Gözlemlerinizi 

tartışın. 

 ii)  Açık çevrim transfer fonksiyonu,  

   
)2)(4)(5(

1
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 olan sisteme sırasıyla 7 ve 3’de açık çevrim sıfırları eklerseniz, yer 

eğrileri nasıl değişikliğe uğrar. Gözlemlerinizi tartışın.  

3.2     Açık çevrim transfer fonksiyonu aşağıda verilen sistem birim   

geribeslemelidir. 
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 Sistemin yer eğrilerini çizin ve K = 10 için sistemin birim basamak 

cevabını bulun. Açık çevrim transfer fonksiyonuna, z =  6.1 gibi bir 

sıfır ve p =  6 gibi bir kutup ilave edilirse, yer eğrisi ve birim 

basamak cevap bundan nasıl etkilenir.  

3.3 Açık çevrim transfer fonksiyonu aşağıda verilen sistem birim 

geribeslemelidir. 
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 Sistemin yer eğrilerini çizin ve K = 10 için birim basamak   cevabını   

bulun.   Açık   çevrim   transfer   fonksiyonuna z =  0.1 gibi bir sıfır 

ve p =  0.01 gibi bir kutup ilave edilirse, sistemin yer eğrisi ve birim 

basamak cevabı bundan nasıl etkilenir. Sistemin statik ve dinamik 

davranışı hakkında ne söyleyebilirsiniz. Uygulanan işlem nedir?  

3.4 Aşağıda birim geribeslemeli bir sistemin açık çevrim transfer 

fonksiyonu verilmiştir. 
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 0  K   için yer eğrilerini çizin. K = 300 olduğına göre sistemin 

baskın kapalı çevrim kutuplarını bulun. Baskın kutupların 

özelliklerinden yararlanarak % 2 kriterine göre yerleşme zamanı ve 

maksimum aşmayı belirleyin. Maksimum aşmayı en çok % 20, 

yerleşme süresini ise 1 s yapmak için faz ilerletici bir denkleştirici 

tasarlayın. K değeri ne olmalıdır? İstenen kriterlerin sağlandığını 

gösterin.  

3.5 Bir sistemin blok diyagramı şekildeki gibidir. 

 

 

 

 

 

    

 Başlangıçta Gc(s) = 1’dir. Bu durumda birim basamak cevabın 

aşması ve % 2 kriterine göre yerleşme zamanı nedir?  Bu sistemin 

baskın kökleri için maksimum aşmanın en çok % 10 ve yerleşme 

zamanının 1 s olması istenirse baskın kökleri nereye yerleştirmek 

gerekir. Şimdi baskın kökleri bu yere taşıyacak bir faz ilerletici 

denkleştirici tasarlayın. Sonuç ne kadar başarılı? Tartışın. 

3.6 Bir sistemin blok diyagramı şekildeki gibidir. 

 

 

 

 

 

    

i) Oransal kontrol kullanılırsa birim basamak giriş için durağan 

hatanın 0.01’den az olmasını sağlayacak kontrolcü kazancı nasıl 

seçilmelidir?  

Çıkış, C(s) 
Referans    

girişi, R(s) 

_ 

+   

Çıkış, C(s) 
Referans    

girişi, R(s) 

_ 

+   
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ii) Şimdi de, 

c

c
c

ps

zs
KsG




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alarak, kontrolcü kazancını 10 kat artırıcı etki sağlayacak bir 

faz-geriletici denkleştirici tasarlayın. Bu durumda durağan 

hatanın 0.01’den az olmasını sağlayacak K değeri nedir?  

 

iii) Yukarıda bulunan iki sistemin birim basamak cevaplarını elde 

ederek karşılaştırın ve yorumlayın. 

3.7 Birim geribeslemeli bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu 

aşağıda verilmiştir. 
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i) K = Kp icin durağan hata nedir?  

ii) Yüzde aşmanın % 10’dan küçük, % 2 kriterine göre yerleşme 

zamanının 4 s’den küçük olması için K’nın değeri hangi sınırlar 

içinde olmalıdır? 

 

iii) Bu sistem için bir PI kontrolcü tasarlayarak, hatanın durağan 

değeri sıfır yapılmak isteniyor. Yüzde aşmanın 0.1’e eşit, 

yerleşme zamanının 4 s’den az olması için bir PI kontrolcü 

tasarlayın. 

 

3.8 Birim geribeslemeli bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu 

aşağıda verilmiştir. 
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i) K = 5 için kapalı çevrim kutuplarını bulun. Baskın kutupların 

yerlerini dikkate alarak yüzde aşma ve %2 kriterine göre 

yerleşme zamanını bulun. Birim basamak giriş için durağan hata 

nedir? Birim rampa giriş için durağan dinamik hata nedir? 

 

ii) Uygun bir faz-geriletici denkleştirici tasarlayarak dinamik 

hatayı 0.05’in altına azaltın.  
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3.9     Birim geribeslemeli bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu 

aşağıda verilmiştir. 
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 K = 2 için sistemin birim basamak cevabını bulun. Mp ve ts değerleri 

nedir? 

Bu sistem için bir PD kontrolcü tasarlayarak birim basamak cevabın 

maksimum aşmasının % 20’den küçük ve % 2 kriterine göre yerleşme 

zamanının 1 s’den küçük olmasını sağlayın. 

3.10 Problem 3.9’daki sistem için, verilen şartları sağlayacak bir faz 

ilerletici denkleştirici tasarlayın. 

3.11  Birim geribeslemeli bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu     

aşağıda verilmiştir. 
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 Bu sistemin birim basamak cevabının aşağıdaki şartları sağlaması 

için bir PID kontrolcü tasarlayın. 

   Yüzde aşma  % 20 

   %2 kriterine göre yerleşme zamanı  1.5 s 

   Birim basamak durağan hata = 0 

3.12 Birim geribeslemeli bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu 

aşağıda verilmiştir. 
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 Bu sistemin birim basamak cevabının aşağıdaki şartları sağlaması 

için bir faz-ilerletici-geriletici denkleştirici tasarlayın. 

   Yüzde aşma  % 10 

   %2 kriterine göre yerleşme zamanı  1 s 

   Durağan hata  0.01 
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3.13 Birim geribeslemeli bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu 

aşağıda verilmiştir. 
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 Bu sistemin birim basamak cevabının aşağıdaki şartları sağlaması 

için bir faz-ilerletici-geriletici denkleştirici tasarlayın. 

   Yüzde aşma  % 10 

   %2 kriterine göre yerleşme zamanı  2 s 

   Durağan hata  0.01 

3.14 Problem 3.13’de verilen sistemin, aşağıdaki şartları sağlaması için 

bir PID kontrolcü tasarlayın. 

Yüzde aşma  % 10 

   %2 kriterine göre yerleşme zamanı  2 s 

 
3.15 Birim geribeslemeli bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu 

aşağıda verilmiştir. 
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i) Birim basamak giriş için maksimum aşamanın 0.10 olması 

istenirse, baskın kutupların yeri, K ve % 2-yerleşme zamanı 

değerleri nedir?  

 

ii) Bir PD kontrolcü tasarlayarak maksimum aşmayı 0.10 değerinde 

tutarak yerleşme zamanını yarıdan fazla indirin.  

3.16 Problem 3.15’de verilen sistemi bu defa faz-ilerletici bir denkleştirici 

tasarlayarak çözün. 

3.17 Birim geribeslemeli bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu 

aşağıda verilmiştir. 
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i) Birim basamak giriş için maksimum aşamanın 0.20 olması 

istenirse, baskın kutupların yeri, K ve % 2 kriterine göre yerleşme 

zamanı değerleri nedir?  

 

ii) Faz ilerletici bir denkleştirici tasarlayarak maksimum aşmayı 0.20 

değerinde tutarak yerleşme zamanını 2 s’nin altına azaltın.  

3.18 Birim geribeslemeli bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu 

aşağıdaki gibidir. 
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 Faz ilerletici bir denkleştirici tasarlayarak aşağıdaki kriterleri 

sağlayın. Bu durumda durağan hata ne olur? 

  Maksimum aşma = % 16 

 Tepe zamanı < 0.5 s 
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4 
BODE DİYAGRAMIYLA 

 KONTROL SİSTEMİ TASARIMI 

 
 Klasik kontrolde sistem tasarımı için kullanılan başlıca iki yaklaşım 
vardır. Bunlardan birisi daha önce Bölüm 3’de incelenen yer eğrisi 
yöntemidir. Bu yöntemle tasarım yapılırken yerleşme zamanı, tepe zamanı, 
yüzde aşma gibi geçici davranış kriterleri karşılanmaya çalışılır. Yer eğrisi 
yöntemi düşük mertebeli sistemlerde oldukça kullanışlıdır. Ancak sistem 
mertebesi yüksekse baskın bir kutup eldesi oldukça zor olabilir ve sistem 
cevabı diğer kutuplar ve sıfırlar tarafından da kuvvetle etkilenebilir. İkinci 
yaklaşım ise frekans cevabına dayanır. Yüksek mertebeli sistemler için bu 
yaklaşım daha kullanışlıdır. Frekans cevabı yöntemlerinde, sisteme 
sinüsoidal bir giriş uygulandığında t   iken elde edilen durağan sinüsoidal 
cevabın genlik ve fazının frekansla değişimi kullanılır. Bu yöntemlerde 
kazanç payı, faz payı, bant genişliği, rezonans tepesi yüksekliği gibi 
performans kriterleri esas alınır. Daha önce Bölüm 2’de tanımları yapılan bu 
kriterler burada daha ayrıntılı olarak ele alınacaktır. Frekans cevabı 
yöntemlerinde kullanılan tasarım kriterlerinin zaman bölgesinde kullanılan 
tasarım kriterleriyle bire bir ilişkilendirmesi ikinci mertebe sistemler dışında 
mümkün değildir. Ancak yine de kabaca bir ilişki kurulabilir. Frekans cevabı 
yöntemlerinin önemli bir üstünlüğü, sistemdeki gürültünün, özellikle de 
ölçüm sisteminden kaynaklanan gürültünün yok edilmesi için önlemler 
alınmasına imkan vermesidir. Bir diğer üstünlük ise, transfer fonksiyonu 
bilinmeyen sistemlerin frekans cevabının nisbeten kolaylıkla deneysel olarak 
belirlenebilmesi ve buna dayanarak kontrol sistemi tasarımının 
yapılabilmesidir. Frekans cevabı yöntemleriyle tasarım yapılırken, açık 
çevrim transfer fonksiyonunun yapısı, tasarım kriterlerini sağlayacak 
biçimde çeşitli denkleştirici elemanlarla değiştirilir ve buna dayanarak kapalı 
çevrim sistemin cevabının özelliklerinin iyileştirilmesi sağlanır. Bu bölümde 
frekans cevabı yöntemleri arasında en yaygın olarak kullanılan, Bode 
diyagramları yöntemi incelenecektir.  
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4.1 Durağan Sinüsoidal Cevap 

 Bir sistemin girişi x(t), çıkışı da y(t) olsun. Giriş ve çıkış arasındaki 

transfer fonksiyonu aşağıdaki gibi ifade edilsin.    

)(

)(

)(

)(
)(

sD

sN

sX

sY
sG      (4.1)        

 Burada N(s) transfer fonksiyonunun pay polinomu, D(s) ise sistemin 

karakteristik polinomu olup, aşağıdaki gibi tanımlanmıştır. 

12
1)( asasassD n

n
n                 (4.2)   

Bu sisteme genliği X0 ve frekansı  olan sinüsoidal bir giriş 

uygulansın. Girişin Laplace transformu, 
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0)(







s

X
sX      (4.3) 

olduğundan, çıkışın Laplace tranformu için aşağıdaki ifade yazılabilir.  
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 (4.4) 

 Bu ifadede D(s) çarpanlarına ayrılmıştır. pi (i = 1, 2, …, n) sistemin 

kutuplarıdır. Burada konunun kolay anlaşılması için sistem kutuplarının 

birbirinden farklı olduğu kabul edilmiştir. (Bu varsayım elde edilecek 

sonuçların genelliğini bozacak nitelikte değildir.) Transfer fonksiyonu   

kısmi   kesirlerine   ayrılırsa, denklem (4.4)   a1,  a2  ve bi (i = 1, . , n) kısmi 

kesir katsayıları cinsinden aşağıdaki hale dönüştürülebilir.  
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 Yukarıdaki denklemin ters Laplace transform alınırsa, sistem cevabı 

y(t) aşağıdaki gibi elde edilir.  

     tp
n

tptptjtj nebebebeaeaty   ...)( 21

2121
  (4.6) 

 Eğer sistem kararlıysa bütün kapalı çevrim kutuplarının gerçek 

kısımları negatif olacağından denklem (4.6)’daki tp
i

ieb  (i = 1, 2, . . , n) 

terimlerinin hepsi t   iken sıfıra gider. Bu yüzden zaman sonsuza 

giderken sistem cevabı aşağıdaki hali alır. 

tjtj eaeaty 
21)(       (4.7) 

 Bu denklemde a1 ve a2 katsayıları kalıntı (residue) teoreminden 

aşağıdaki gibi bulunabilir. 
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 G(j) ve G(-j) kompleks sayıları eksponansiyel formda aşağıdaki 

gibi yazılsın. 

)()()(  jejGjG      (4.10) 

)()( )()()(   jj ejGejGjG    (4.11) 

 Yukarıdaki eşitliklerde )( jG  ve )(  sırasıyla G(j) kompleks 

sayısının  büyüklük ve faz açısı olup, aşağıdaki gibi tanımlıdır. 

   22
)(Im()(Re)(  jGjGjG   (4.12) 

  jGjGjG (Re/)(Im(tan)()( 1  (4.13) 

 Denklemler (4.10) ve (4.11), önce deklemler (4.8) ve (4.9)’da yerine 

koyulur, bu şekilde bulunan a1 ve a2’nin çözümleri denklem (4.7)’de yerine 

koyulursa aşağıdaki ifade bulunur. 
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   
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Diğer yandan Euler formülünden, 

 sincos je j      (4.15) 

 sincos je j      (4.16) 

ya da, 

j

ee jj

2
sin






     (4.17) 

olduğu dikkate alınırsa, y(t) aşağıdaki gibi elde edilir. 

   )(sin)(sin)()( 00   tYtjGXty  (4.18) 

 O halde sistemin sinüsoidal girişe olan durağan cevabı, zorlama 

frekansıyla aynı frekansa sahip, ama girişe göre () kadar faz farkı olan, Y0 

genlikli bir sinüs fonksiyonu biçimindedir. Çıkış ve giriş genliklerinin oranı 

ve faz farkı aşağıdaki denklemlerle tanımlanmıştır. 

 )(
0

0 jG
X

Y
      (4.19) 

)()(  jG     (4.20) 

Denklemler (4.19) ve (4.20) ile verilen genlik oranı ve faz açısının 

 frekansıyla değişim biçimine sistemin frekans cevabı denir. Faz açısı 

negatifse bu duruma faz gerilemesi, pozitifse faz ilerlemesi denir. Bir 

sistemin frekans cevabı özellikleri o sistemin dinamiğine ilişkin tüm bilgileri 

içerir. Hatırlanacağı gibi herhangi bir periyodik fonksiyon Fourier serisi 

halinde sinüs ve kosinüs fonksiyonları ile ifade edilebilir. Periyodik olmayan 

fonksiyonlar ise Fourier integraliyle yine harmonic bileşenlere 

ayrıştırılabilir. Dolayısıyla sistemin sinüs fonksiyonuna olan cevabı 

biliniyorsa, herhangi bir girişe olan cevabı da süperpozisyon prensibini 

kullanarak bulunabilir.  
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4.2 Frekans Cevabı Analizinde ve Tasarımında Kullanılan Yöntemler  

 Frekans cevabı analizinde açık çevrim transfer fonksiyonunun 

durağan sinüsoidal davranışı kullanılır. Denklem (4.19) ile verilen genlik 

oranının ve denklem (4.20) ile verilen faz açısının  freansıyla değişimi 

incelenir. Bu değişimlerin gösterimi için aşağıdaki üç grafikten birisi 

kullanılır.  

i) Nyquist diyagramı 

ii) Nichols diyagramı 

iii) Bode diyagramları 

Bu diyagramların hepsi aynı bilgiyi içerir. Sadece sunum ve 

kullanım şekilleri farklıdır. 

Nyquist diyagramı )( jG ’nın büyüklük ve faz açısının polar 

grafiğidir. Tek bir grafikten oluşur.  frekansı 0’dan ’a kadar 

değiştirilirken yatay eksende  )(Re jG , düşey eksende ise  )(Im jG  

çizilir. Dolayısıyla orijinden eğri üzerinde herhangi bir  değerine karşılık 

gelen noktaya bir vektör çizildiğinde, bunun boyu )( jG ’nın 

büyüklüğünü, gerçek eksenle yaptığı açı ise )( jG ’nın faz açısını verir. 

Nichols diyagramı ise )( jG ’nın büyüklüğünün dB olarak düşey 

eksende, faz açısının ise derece olarak yatay eksende gösterildiği tek bir 

grafiktir. 

Yukarıdaki grafiklerden en yaygın olarak kullanılanı ve kontrol 

sistemleri ders kitaplarında en çok yer alanı ise Bode diyagramlarıdır. Bode 

diyagramları iki diyagramdan oluşur. Diyagramlardan birisi logaritmik bir 

ıskala olan dB cinsinden ifade edilen genlik oranına karşı, frekans ’nın 10 

tabanına göre logaritmasının çizildiği büyüklük diyagramı’dır. Faz 

diyagramı denilen ikinci grafikte ise faz açısına karşı ’nın 10 tabanına göre 

logaritması çizilir. Büyüklüğün dB olarak tanımı aşağıdaki gibidir. 

)(log20)( 10  jGjG   dB   (4.21) 

 Bode diyagramları bir sonraki bölümde verilen kuralları kullanarak 

kabaca elle çizilebileceği gibi, MATLAB gibi yazılımları kullanarak 

hesaplama yoluyla da çizilebilir. Elle çizim kurallarının bilinmesi tasarım 

aşamasında alınacak önlemlerin etkilerinin tahmini açısından çok önemlidir.  
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Bode diyagramlarıyla analiz ve tasarım yapmanın üstünlükleri 

aşağıdaki gibi sayılabilir. 

a) Bode büyüklük diyagramında logaritmik eksenler 

kullanıldığından transfer fonksiyonundaki çarpanların grafikleri 

bağımsız olarak çizilebilir ve bunlar toplanarak tüm transfer 

fonksiyonunun büyüklük diyagramı kolaylıkla elde edilir. Bu 

yüzden yüksek mertebeli sistemlerle kullanımı kolaydır. Bu 

özellikten dolayı ardışık sistemlerin Bode diyagramları, bunların 

diyagramlarını toplayarak elde edilir. 

 

b) Transfer fonksiyonunun faz diyagramı da çarpanların grafiğini 

ayrı ayrı çizilerek ve bunları toplayarak elde edilir. 

 

c) Bode diyagramları yaklaşık olarak asemptotik doğrular 

kullanarak elle çizilebilir. Çizim kuralları çarpanların etkilerini 

ortaya koyduğundan, tasarım sırasında transfer fonksiyonuna 

eklenen denkleştirici çarpanlarının, büyüklük ve faz 

diyagramlarının şekillerini nasıl etkileyeceği öngörülebilir.  

 

d) Bode diyagramları deneysel olarak bulunabilir. Asemptotik 

Bode diyagramlarının eğim ve köşe frekans özelliklerinden 

yararlanarak, deneysel olarak elde edilmiş frekans cevabı 

eğrilerinden sistem tanımlaması yapılabilir, sistemlerin transfer 

fonksiyonları elde edilebilir ve kontrolcü tasarımı yapılabilir. 

 

e) Kullanılan logaritmik ıskala dolayısıyla Bode diyagramları çok 

düşük frekanslardan çok yüksek frekanslara kadar geniş bir 

frekans aralığını kapsayabilir. 

 

f) Kazanç payı, faz payı, geçme frekansı, kesme frekansı gibi 

frekans cevabı analiz ve tasarımında kullanılan kriterler, açık 

çevrim transfer fonksiyonunun Bode diyagramlarından kolayca 

bulunabilir. 

 

g) Rezonans frekansları, rezonans tepe yüksekliği, bant genişliği, 

herhangi bir zorlama frekansına sistemin duyarlılığı gibi 

özellikler, kapalı çevrim transfer fonksiyonunun Bode 

diyagramlarından elde edilebilir. 
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h) Bode diyagramları kullanıldığında kontrol sisteminde olabilecek 

yüksek frekanslı gürültüyü filtrelemek için alınması gereken 

önlemler kolaylıkla belirlenebilir. 

 

i) Çevrim kazancının değiştirilmesi Bode büyüklük diyagramının 

şeklini değiştirmeden sadece düşey yönde kaymasına sebep olur. 

Kazanç değişikliği faz diyagramını ise etkilemez. 

 

j) Yukarıda sayılan özellikler dolayısıyla, Bode diyagramları 

kullanarak kontrol sistemi tasarımı oldukça kolaydır. 

Şekil 4.1 - Şekil 4.3’de, yukarıda sözü edilen diyagramların 

görünümü hakkında fikir vermek amacıyla, transfer fonksiyonu 
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olan bir sistemin MATLAB yazılımıyla çizilen Nyquist, Nichols ve Bode 

diyagramları sırasıyla verilmiştir.  
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4.3 Bode Diyagramlarının Elle Çizilmesi 

Bode diyagramlarının elle çizilme kurallarının bilinmesi, 

kullanılacak denkleştiricilerin etkilerini bilgisayara gerek kalmadan önceden 

tahmin ve değerlendirme açısından önemlidir. Deneysel yollarla elde edilmiş 

olan Bode diyagramlarından transfer fonksiyonlarının çıkarılması için de bu 

kuralların bilinmesine gerek vardır. Aşağıda ayrıntıları verilecek olan 

asemptotik eğriler kısa sürede kolaylıkla çizilebilir, bunlardan sistemlerin 

marjinal kararlılık durumları, durağan ve geçici davranışlarının 

iyileştirilmesi için kullanılması gereken denkleştiriciler kolaylıkla 

belirlenebilir.  

 

Lineer bir sistemin açık ya da kapalı transfer fonksiyonu iki polinom 

oranı biçiminde olup, bu polinomların kökleri cinsinden aşağıdaki gibi 

çarpanlara ayrılabilir.  
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n

m    (4.22) 

Frekans cevabı transfer fonksiyonu ise bu ifadede s yerine j 

koyarak elde edilir. 
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Yukarıdaki ifadede T(j) ve eşitliğin sağındaki çarpanların her biri 

birer kompleks sayıdır. T(j) kompleks sayısının büyüklüğü çarpanların 

büyüklükleri cinsinden aşağıdaki gibi ifade edilebilir. 
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Denklem (4.24)’ün 10 tabanına göre logaritması alınıp, denklemin 

iki tarafı 20 ile çarpılırsa aşağıdaki denklem bulunur. 
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Bu denklemde bütün büyüklükler dB cinsinden ifade edilmiştir. O 

halde T(j)’nın dB cinsinden büyüklüğünün  ile değişim grafiğini elde 

etmek için her bir çarpanın dB cinsinden büyüklüğünün  ile değişim 

grafiğini çizmek ve bunları toplamak yeterlidir. Uygulamada  ekseninde 

(yatay eksen) lineer değil, 10 tabanına göre logaritmik ıskala kullanılır. Bu 

ıskalada herhangi bir frekansla bunun 10 katı olan frekans arasında kalan 

frekans aralığına onluk denir. Logaritmik ıskalada bir onluğun uzunluğu 

başlangıç ve bitiş frekanslarından bağımsız ve aynıdır. Yatay olan  

ekseninde her onluk artışında frekans 10 kat artar. Büyüklük 10 kat arttığında 

ise büyüklük diyagramındaki dB değeri 20 dB artar. 

Denklem (4.23) ile verilen T(j) kompleks sayısının faz açısı 

çarpanların açıları cinsinden aşağıdaki gibi ifade edilebilir. 
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 (4.26) 

Denklem (4.26)’dan görüldüğü gibi, T(j)’nın faz açısı, transfer 

fonksiyonunun payındaki çarpanların faz açılarını “+” işaretiyle, 

paydasındaki çarpanların faz açılarını ise ““ işaretiyle toplayarak elde edilir. 

Denklem (4.26), T(j)’nın çarpanları cinsinden aşağıdaki gibi de 

ifade edilebilir. 
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  (4.27) 

O halde T(j)’nın açısının  ile değişim grafiğini elde etmek için 

her bir çarpanın açısının  ile değişim grafiğini çizmek ve bunları toplamak 

yeterlidir.  

Herhangi bir transfer fonksiyonunun çarpanları aşağıdaki dört 

formdan biri gibi olabilir.  

a) Sabit kazanç, K 

b) Orijinde, katlı veya katsız sıfır veya kutuplar, 
ms   

c) Gerçek, katlı veya katsız sıfır veya kutuplar, nTs  )1(  
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d) Kompleks, katlı veya katsız sıfır veya kutuplar, 
rTssT  )12( 22   

Eğer bu çarpanların büyüklük ve faz grafikleri çizilirse, herhangi bir 

transfer fonksiyonunun büyüklük ve faz grafikleri bunlar cinsinden 

oluşturulabilir. Aşağıda her bir tip çarpanın büyüklük ve faz grafikleri 

çizilecek ve özellikleri ortaya koyulacaktır. 

i) Sabit kazanç, K 

Transfer fonksiyonunda K gibi bir kazanç çarpanı varsa, bunun dB 

cinsinden büyüklüğü ve derece büyüklüğünden faz açısı aşağıdaki gibidir. 

dB cinsinden  KK 10log20    (4.28) 

Derece cinsinden   K = 0   (4.29) 

K çarpanı için Bode diyagramları Şekiller 4.4 ve 4.5’de verilmiştir. 
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ii) Orijinde sıfır veya kutuplar, 
ms   

Eğer transfer fonksiyonunda 
ms   gibi bir çarpan varsa, bunun dB 

cinsinden büyüklüğü aşağıdaki gibidir. 
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 (4.30) 

 Bu ifadeden görüldüğü gibi, eğer -ekseni için logaritmik ıskala 

kullanılırsa, dB cinsinden büyüklüğe karşı  eğrileri  20m dB/onluk eğimli 

doğrulardır.   = 1 olduğunda bu doğruların hepsi 0 dB noktasından geçer. 

Şekil 4.6’da s’nin üssünün   1 ve  2 olduğu durumlar için büyüklük eğrileri 

verilmiştir. 

 
ms   çarpanının derece cinsinden faz açısı aşağıdaki gibidir. 

90)( mj m      (4.31) 

 

 Bu çarpanın faz eğrileri yatay olup, üssün  1 ve  2 değerleri için 

Şekil 4.7’de görülmektedir.  

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

           Şekil 4.6 
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             Şekil 4.7 

iii) Gerçek sıfır veya kutuplar, qTs  )1(  

Eğer transfer fonksiyonunda qTs  )1(  gibi bir çarpan varsa, bunun 

dB cinsinden büyüklüğü aşağıdaki gibidir. 

2
10

2

1log20)1(  TqjT q  
 (4.32) 

 Bu ifade T’nin 1’den çok küçük ve çok büyük olduğu hallerde 

aşağıdaki asemptotlara yaklaşır. 

01log20 2
10

2

 Tq dB      (T << 1)                (4.33) 

)(log201log20 10
2

10

2

TqTq   dB  (T >> 1)   (4.34) 

 

 Bu asemptotlar üssün  1 ve  2 olduğu haller için Şekil 4.8’de 

verilmiştir. Asemptotik eğriler üssün bütün değerleri için  = 1/T  değerine 

kadar 0 dB olarak gelmekte, oradan itibaren  20q dB/onluk eğimle, üs ‘+’ 

işaretliyse yukarı doğru, ‘‘ işaretliyse aşağı doğru devam etmektedir. Bode 

diyagramları  elle  çizilirken  denklem  (4.32)  ile  tanımlanan gerçek eğriler  
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            Şekil 4.8 

değil, asemptotlar kullanılır. Bunun sonucu maksimum hata  = 1/T’de 

aşağıdaki gibidir.  

qq 311log20 10   dB   (4.35) 

qTs  )1(  çarpanının faz açısı ise aşağıdaki gibidir.  

)(tan)1( 1 TqTj q       (4.36) 

Bu açının değeri  = 1/T iken q45, T’nin değeri 1’den çok küçük 

ve çok büyükken ise aşağıdaki asemptotlara yaklaşır. 

0)1(  qTj  ( << 1/T)  (4.37) 

90)1( qTj q    ( >> 1/T)  (4.38) 

 Şekil 4.9’da üssün  1 ve  2 değerleri için asemptotik faz açısı 

eğrileri görülmektedir. Ayrıca fikir vermek amacıyla   2 için gerçek eğriler 

de verilmiştir. 

 Şekil 4.8 ve 4.9’da asemptotların kesiştiği freknslara köşe 

frekansları denir. 
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Şekil 4.9 

iv)  Kompleks sıfır veya kutuplar, rTssT  )12( 22   

 

Frekans n , 

T
n

1
      (4.39) 

olarak tanımlanır ve s = j yerine koyulursa bu çarpan  aşağıdaki standart 

forma dönüşür. Burada karesel kısım yazım kolaylığı için “KF” olarak 

tanımlanmıştır. 

r

r

nn

KFjj 
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
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 )(

2
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
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


   (4.40) 

Bu terimin dB cinsinden büyüklüğü aşağıdaki gibidir. 
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(1log20)(
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(4.41) 
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Bu ifade  << n ve  >> n  olduğu durumlarda aşağıdaki 

asemptotlara yaklaşır. 

  << n   için:    

     01log20)
2

(1log20 10
2

2
2

10 
























 rr

nn 






 dB     (4.42) 

 >> n  için:  

 
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


10

2

2
2

10 log40)
2

(1log20  dB (4.43) 

Bu eşitlikliklerden anlaşılacağı gibi, bütün r değerleri için eğriler 0 

dB değerinden başlayarak sağa doğru gelir. Eğer yatay eksen (/n) olarak 

değiştirilirse,  /n = 1’de 0 dB noktasından geçen 40r eğimli asemptotlara 

giderler. Şekil 4.10’da denklem (4.41) kullanılarak çizilen gerçek eğriler 

üssün -1 olması hali için verilmiştir. Aynı grafikte asemptotlar da 

görülmektedir. Sönüm oranı  ’nın değerine bağlı olarak özellikle /n = 1 

dolayında aseptotlarla gerçek eğriler arasında büyük farklar vardır. Ancak 

kontrol sistemlerinin tasarımında rezonans tepelerinden kaçınmak için 

sönüm oranı 0.5-0.8 gibi değerlerde tutulur. (Örneğin, ikinci mertebe 

sistemde 2/1 ’den büyükse rezonans tepesi oluşmaz.) Böyle bir çalışma 

durumunda ise asemptotlar gerçek eğriler yerine kullanılabilir. Bu yüzden 

elle çizilen Bode diyagramlarıyla kontrol sistemi tasarlanırken aseptot 

eğrilerinin kullanılması yeterlidir. Şekil 4.11’de üssün  1 ve  2 değerleri 

için çizilmiş asemptotik büyüklük eğrileri görülmektedir. 

Denklem 4.40 ile verilen karesel formun faz açısı aşağıdaki gibidir. 




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






 

2

1

)/(1

)/(2
tan)(

n

nr rKF



   (4.44) 

Şekil 4.12’de bu denklem kullanılarak çizilen gerçek eğriler üssün 1 olduğu 

durum için görülmektedir.  Uygulamalarda  ’nın değeri 0.5 - 0.7 dolayında 

tutulduğundan, elle yapılan çizimlerde bu eğriler yerine yaklaşık asemptotik 

eğriler çizilir. Denklem (4.44)’den, 
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   = 0 için   0)( rKF    (4.45) 

   = n için   90)( rKF r     (4.46) 

   =  için   180)( rKF r     (4.47) 

olduğu görülmektedir. Asemptotik eğriler çizilirken kural,  /n’nin 1/5’inin 

sol tarafında 0 değerinde yatay bir asemptot,  /n’nin 5 katının sağ 

tarafında ise r180 değerinde yatay bir asemptot kullanılır. İkisinin arası ise 

bir doğru ile birleştirilir. Şekil 4.13’de karesel formun üssünün  1 ve  2 

değerleri için çizilmiş asemptotik faz eğrileri verilmiştir. 
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Örnek 4.1: 

Transfer fonksiyonu aşağıda verilen sistemin Bode diyagramları 

çizilsin. 

  
)497)(4(

)2(40
)(

2 




ssss

s
sG    (4.48) 

 Bu bölümde verilen çizim kurallarından yararlanabilmek için önce 

verilen transfer fonksiyonunun çarpanlarının bu bölümde kabul edilen 

standart çarpan formatlarına dönüştürülmesi gereklidir. Yani gerçek ve 

kompleks sıfır ve kutuplara ait çarpanlar, sabit terimleri “1” olacak biçimde 

yazılmalıdır. Bunu sağlamak için transfer fonksiyonunun payı 2, paydası 

449 parantezine alınırsa, denklem (4.48) aşağıdaki hale dönüşür. 
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   (4.49) 

 Şimdi çarpanlar ayrı ayrı incelenip büyüklük eğrilerinin asemptot 

özellikleri belirlenebilir. 

       Sabit kazanç, K: 

     K = 0.408    79.7408.0log20  dB  

       Orijinde kutup, s-1: 

       = 1 iken 0 dB   Eğim = -20 dB/onluk 

       Gerçek sıfır,  1)2( s : 

  Köşe frekansı = 2 rad/s    

    2 iken 0 dB      2 iken eğim = 20 dB/onluk 

       Gerçek kutup,  1)4( s : 

  Köşe frekansı = 4 rad/s    
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    4 iken 0 dB          4 iken eğim = -20 dB/onluk 

 Kompleks kutup, [   1)7/(7
2

 ss ]: 

  Köşe frekansı = 7 rad/s   

    7 iken 0 dB          7 iken eğim = -40 dB/onluk 

 Çarpanlara ait büyüklük eğrileri Şekil 3.14’ün üst yarısında bir arada 

görülmektedir. Şeklin alt yarısında ise bunların toplamı, yani )( jG  

verilmiştir.  
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Şekil 4.14’de üst yarıdaki eğrilerin toplamını alırken, çarpan 

grafiklerinin sol taraflarındaki başlangıç değerlerini toplayarak toplam 

eğrinin başlangıç değerini bulmak, bir sonraki köşe (kırılma) frekansına 

kadar eğimlerin toplamına eşit bir eğimle sağa doğru gitmek, bu işlemi her 

köşe frekansına geldikçe tekrarlayarak toplam eğrinin sağ ucuna varmak en 

kolay yoldur.  

Şimdi de transfer fonksiyonundaki çarpanların faz eğrilerinin 

asemptot özellikleri belirlensin. 

      Sabit kazanç, K: 

 K = 0  

      Orijinde kutup, s-1: 

  Faz açısı sabit ve -90    

      Gerçek sıfır,  1)2( s : 

  Köşe frekansları = 0.2 ve 20 rad/s  

    0.2 iken 0          20 iken 90  

      Gerçek kutup,  1)4( s : 

  Köşe frekansları = 0.4 ve 40 rad/s  

     0.4 iken 0          40 iken -90   

     Kompleks kutup, [   1)7/(7
2

 ss ]: 

  Köşe frekansları = 1.4 ve 35 rad/s  

    1.4 iken 0          35 iken -180  

Şekil 4.15’in üst kısmında her bir çarpanın faz eğrisi, alt kısmında 

ise bunların toplamı, yani  )( jG  verilmiştir. 
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             Şekil 4.15 

4.4 Bode Diyagramlarının MATLAB Yardımıyla Çizilmesi 

 MATLAB yazılımının Control Toolbox’ında yer alan bode komutu 

verilen transfer fonksiyonu için Bode diyagramlarını çizer. Bunun için önce 

transfer fonksiyonunun tf komutuyla oluşturulması gerekir. Kullanım şekli 

aşağıda bir örnekle gösterilmiştir. 

  g = tf ([1 2], [1 5 2 1]) 

  bode(g) 

 Bu iki komut g’yi aşağıdaki gibi tanımlar ve Bode diyagramlarını 

çizer. 
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125

2
23 




sss

s
g     (4.50) 

4.5 Bode Diyagramları ve Kararlılık 

 Şekil 4.16’daki gibi bir kapalı çevrim kontrol sistemi olsun. Bu 

sistemin karakteristik polinomu aşağıdaki gibi ifade edilebilir. 

0)()(1  sHsG     (4.51) 

ya da,  

1)()( sHsG      (4.52) 

 Eğer karakteristik polinomum kökü sanal eksen üzerindeyse, yani 

sistem marjinal kararlıysa, denklem (4.52) aşağıdaki hali alır. 

1)()(  jHjG     (4.53) 

Yukarıdaki denklemin sol tarafı kompleks bir sayı olduğundan, 

büyüklük ve faz açısı için aşağıdaki eşitlikler yazılabilir. 

1)()(  jHjG      (4.54)  

0)()(log20 10  jHjG  dB   (4.55) 

180)()(  jHjG     (4.56)  

Denklemler (4.55) ve (4.56) marjinal kararlı bir sistemin sanal 

eksenindeki kökü için ( js  ) açık çevrim transfer fonksiyonunun 

büyüklüğünün 0 dB, faz açısının ise -180 olduğunu göstermektedir. Böyle 

bir  sistemin  açık çevrim  transfer fonksiyonunun  Bode diyagramları örnek 

  

 

 

 

 

Şekil 4.16 
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girişi, R(s) 

_ 
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olarak Şekil 4.17 (a)’da verilmiştir. Bu şekilde, büyüklük eğrisinin 0 dB 

değerini geçtiği frekansta faz eğrisi -180 değere sahiptir. 

Kararlı bir sistemde ise büyüklük eğrisinin 0 dB değerini kestiği 

frekans, faz eğrisinin -180 olduğu frekansın solundadır. Bu durum Şekil 

4.17 (b)’de gösterilmiştir.  

Şekil 4.17 (c)’de ise kararsız bir sistemin açık çevrim transfer 

fonksiyonunun Bode diyagramı görülmektedir. Bu durumda büyüklük 

eğrisinin 0 dB değerini kestiği frekans, faz eğrisinin -180 olduğu frekansın 

sağındadır. 
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             (c)               

           Şekil 4.17-2 

4.6  Durağan Davranış ve Bode Diyagramları 

 Bu kısımda önce kontrol sistemleriyle ilgili temel kitaplarda yer alan 

hata katsayıları konusu çok kısaca özetlenecektir. Şekil 4.16’daki gibi bir 

kontrol sistemi verilmiş olsun. Bu sistemin durağan hatası aşağıdaki gibidir. 
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 (4.57) 

 Basamak, rampa ve parabolic girişlerin Laplace transformları 

sırasıyla sRsR /)(  , 2/)( ssR  , 2/)( ssR   olduğuna göre, durağan 

hata değerleri sırasıyla aşağıdaki gibi elde edilir. 

 Basamak giriş: 
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 Rampa giriş: 
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   (4.59) 
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Parabolik giriş: 

a
s

ss
KsHsGs

e





)()(lim 2

0

   (4.60) 

 Yukarıdaki denklemlerde geçen Kp, Kv ve Ka terimleri sırasıyla 

pozisyon hata katsayısı, hız hata katsayısı ve ivme hata katsayısı olarak 

anılır. Bu denklemlerdeki durağan hataların sıfır olması için sırasıyla Kp, Kv 

ve Ka katsayılarının sonsuz olması gereklidir. 

 Açık çevrim transfer fonksiyonu aşağıdaki gibi çarpanlarına 

ayrılarak yazılabilir. 
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)(...))((
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zszszs
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


  (4.61) 

 Bu ifadede de N sistemin tipini belirleyen tip numarasıdır. 

Yukarıdaki girişler için durağan hatanın sıfır olması N değerinin aşağıdaki 

şartları sağlamasına bağlıdır. 

 Basamak giriş için:  N  1 

 Rampa giriş için:  N  2 

 Parabolik giriş için:  N  3 

 O halde basamak giriş için durağan hatanın sıfır olması isteniyorsa, 

açık çevrim transfer foksiyonunun paydasında en az bir s çarpanı olmalı, yani 

açık çevrim transfer fonksiyonunun  Bode büyüklük diyagramı  sol taraftan 

20 dB/onluk ya da daha dik bir eğimle gelmelidir. Rampa giriş için bu eğim 

en az 40 dB/onluk, parabolic giriş için ise en az 60 dB/onluk olmalıdır. 

 Tip 1 sistemlerde açık çevrim transfer fonksiyonunun Bode 

büyüklük diyagramı düşük frekanslarda -20 dB/onluk eğimle gelir. Bunun 

asemptotunun 0 dB değerini kestiği frekans değeri Kv’ye eşittir. Bu ifadenin 

doğruluğu aşağıdaki gibi ispat edilebilir. Kv’nin değeri s  0 iken, yani  

çok küçük değerlere giderken  )()(lim
0

sHssGK
s

v


  ifadesiyle verildiğine 

göre, s = j olarak yerine koyulursa, 

)()( 


jHjG
j

Kv    ( çok küçük) (4.62) 
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ya da,  

)()(log20log20 1010 


jHjG
j

K v 







  ( çok küçük) 

       (4.63) 

 Bu denklem küçük  değerleri varsayımıyla yani sol taraftan gelen 

20 dB/onluk asemptot üzerinde geçerlidir.  = 1 alındığında,  

)()(log20log20 1010  jHjGK v    (4.64) 

elde edilir. O halde açık çevrim transfer fonksiyonunun  = 1 frekansından 

geçtiği noktadaki büyüklük değeri vK10log20  kadardır. Bu noktada aseptot 

eğimi 20 db/onluk olduğuna göre, asemptotun 0 dB değerini kestiği yerdeki 

frekans v ise, aşağıdaki ifade yazılabilir. 

20
1loglog

log200

1010

10 




v

vKdB


   (4.65) 

ya da, vvK 1010 log20log20   olduğundan aşağıdaki sonuç bulunur.  

vvK       (4.66) 

Tip 2 sistemlerde ise büyüklük eğrisi sol taraftan 40 dB/onluk 

eğimle gelir. Bu eğrinin asemptotunun 0 dB değerini kestiği frekans Ka 

değerini verir. Bu özellik yukarıdakine benzer bir yol izleyerek ispat 

edilebilir. 

4.7 Bode Diyagramlarında Büyüklük ve Faz Arasındaki İlişki 

 Kompleks düzlemin sağ tarafında sıfırı ya da kutbu olmayan 

sistemlere minimum fazlı denir. Bir sistemin kompleks düzlemin sağ 

tarafında sıfır ya da kutbu varsa o sisteme non-minimum fazlı denir. Non-

minimum fazlı bir sistemin bütün kutupları kompleks düzlemin sol tarafında, 

yani sadece bazı sıfırlar düzlemin sağ tarafında ise, bu sistem hala kararlıdır. 

Ancak yer eğrisi yönteminde bahsedildiği gibi, açık çevrim kazancı 

artırıldığına yer eğrisinin bazı kolları sağ taraftaki sıfırlara doğru 

gideceğinden böyle bir sistem kolaylıkla kararsız hale gelebilir. Bu yüzden 

kontrol sistemlerinde non-minimum fazlı sistemlerden kaçınılır. 

 Biri minimum fazlı, diğeri non-minimum fazlı iki sistem olsun. 

Bunların kutupları aynı, sıfırlarından bazıları ise birinde kompleks düzlemin 

solunda iken diğerinde bunların sanal eksene göre simetriği olacak şekilde 
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düzlemin sağ tarafında olsun. Bu iki sistemin büyüklük Bode diyagramları 

birbirinin aynıdır. Faz diyagramında ise herhangi bir frekansta minimum 

fazlı sistemin faz açısı, non-minimum fazlı sistemin faz açısından daha azdır. 

Örnek olarak aşağıdaki iki sistemi ele alalım. 
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 Bu sistemlerin büyüklük diyagramları bir birinin aynı olup Şekil 4. 

18‘deki gibidir. Faz diyagramları ise Şekil 4.19’daki gibi bir birinden 

farklıdır. Minimum fazlı sistemin faz diyagramı, non-minimum fazlının 

altındadır. 
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Minimum fazlı sistemlerde büyüklük ve faz birbiriyle ilişkilidir. 

Bode diyagramı eğrilerinden birisi verilmişse diğeri ondan elde edilebilir. Bu 

nedenle deneysel olarak elde edilmiş bir Bode büyüklük diyagramından 

minimum fazlı sistemlerin transfer fonksiyonlarının çıkarılması 

mümkündür. 

Transfer fonksiyonları aşağıda verilen iki kararlı sistem olsun. 
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  (4.69) 
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 (4.70) 

Yukarıdaki denklemlerde ip , jz  ve rz pozitif değerlerdir. Birinci 

sistem minimum fazlıdır. Sanal eksenin sol tarafında i sayıda kutbu ve j + r 

sayıda sıfırı vardır. İkinci sistem ise non-minimum fazlıdır; sanal eksenin sol 

tarafında i sayıda kutbu ve j sayıda sıfırı, sanal eksenin sağında ise r sayıda 

sıfırı vardır.    iken asemptot eğimleri paydaki çarpanlar için +20 

dB/onluk paydadaki çarpanlar için ise -20 dB/onluk olduğundan,    iken 

her iki sistemin büyüklük diyagramının asemptot eğimi – 20(n – m - r) 

dB/onluktur. 

Denklem (4.69)’daki minimum fazlı sistemin bütün çarpanlarının 

faz eğrileri sol taraftan köşe frekansına kadar 0° faz açısıyla gelir. Buna 

karşılık denklem (4.70) ile verilen non-minimum fazlı sistemde kökleri 

negative olan kutup ve sıfırlar köşe frakansına kadar 0° açıyla gelirken, kökü 

pozitif olan sıfırlar ise köşe frekansına doğru 180° açıyla gelir. Dolayısıyla 

  0 iken toplam faz açısının değeri r×180 olur.   

Minimum fazlı ve non-minimum fazlı sistemlerin büyüklük ve faz 

değerlerinin    0 iken gösterdiği bu farklılık, Bode diyagramları  deneysel 

olarak belirlenen sistemlerin minimum fazlı olup olmadığını belirlemek için 

kullanılabilir.  
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Minimum fazlı sistemlerde Bode büyüklük diyagramından faz 

diyagramını elde etmenin bir yöntemi aşağıdaki gibi özetlenebilir.  

i)  Deneysel olarak elde edilen büyüklük diyagramını yaklaşık 

 olarak asemptotlar biçiminde ifade edin.  

ii)  0 dB’deki değeri, köşe frekanslarını ve asemptot eğimlerini  

 dikkate alarak sistemi tanımlayın ve transfer fonksiyonunu 

 bulun. 

iii)  Bulunan transfer fonksiyonundan faz eğrisini çıkarın.  

Asemptotik Bode büyüklük diyagramından faz diyagramını elde 

etmenin diğer bir yöntemi de şöyle özetlenebilir. Diyagramın sol tarafından 

başlayın. Büyüklük diyagramının eğimi q20 dB/onluk ise bir sonraki köşe 

frekansına kadar, yani eğim değişimine kadar faz değeri q90 olur. Bu 

şekilde diyagramın sağ ucuna erişinceye kadar devam edin. 

Non-minimum fazlı sistemlerin cevabı yavaştır. Bunun esas sebebi 

cevabın içinde zıt işaretli bir bileşen olmasıdır. Bunu kabaca açıklamak için 

aşağıdaki gibi iki sistem verilmiş olsun. 
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 Birim basamak giriş için birinci sistemin cevabı aşağıdaki gibi 

bulunur. 
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ya da, 
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 İkinci sistemin birim basamak cevabı ise aşağıdaki gibidir. 
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 Bu denklemde ikinci terimin işareti negatif olduğundan cevabı ters 

yönde etkiler ve yavaşlatır. Bu durum aşağıdaki iki transfer fonksiyonunun 

basamak cevaplarında da açıkça görülebilir. (Durağan değerlerin aynı olması 

için G2(s)’nin sıfır veren çarpanının işareti değiştirilmiştir.) 
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 Bu sistemlerin birim basamak cevapları şekil Şekil 4.20’de 

görülmektedir. 
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             Şekil 4.20 

4.8  Frekans Cevabıyla Sistem Tasarımında Kullanılan Performans 

Parametreleri 

 Frekans cevabıyla tasarım yapılırken kullanılan performans 

parametreleri yer eğrileri yönteminde kullanılan geçici davranış özelliklerini 

tanımlayan performans parametreleriyle genel olarak doğrudan ilişkili 

değildir. Buna rağmen frekans cevabı yöntemlerinde kullanılan tasarım 

parametreleri geçici cevap özellikleriyle kabaca ilişkilendirilebilir ve bu 

parametreler kullanılarak tasarımlardan iyi sonuçlar elde edilebilir. Aşağıda 
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bu parametreler Bölüm 2’de verilen bilgilere göre daha ayrıntılı olarak 

incelenmiştir. 

4.8.1 Kazanç Payı 

Şekil 4.17(b)’de verilen açık çevrim transfer fonksiyonunun Bode 

diyagramında kazanç, şekilde kazanç payı olarak gösterilen miktarda 

artırılırsa büyüklük eğrisi yukarıya doğru kayar ve marjinal kararlılık şartları 

oluşur. Kazanç payı, frekans cevabı yöntemiyle kontrol sistemi tasarımında 

önemli bir parametredir. Sistemin kararsızlık sınırlarından yeterince uzak 

olması ve sistem tanımında olabilecek belirsizliklerin olumsuz etkilerini 

karşılayabilmek için kazanç payının en az 6 dB olması istenir.  

4.8.2 Faz Payı 

Şekil 4.17 (b)’deki açık çevrim transfer fonksiyonunun faz eğrisi 

aşağı doğru faz payı olarak işaretlenen miktarda kaydırılırsa, yine marjinal 

kararlılık şartları oluşur. Faz payı da önemli bir tasarım parametresidir. 

Sistemin marjinal kararsızlık şartlarından yeterince uzak olması için faz 

payının 30-60 arasında olması istenir. Faz payı sistemin sönümüyle 

ilişkilidir. Faz payı ne kadar büyükse, aşma yüksekliği o kadar azalır; 

sistemin sönümü ve dolayısıyla marjinal kararlılığı o kadar artar. Örneğin, 

açık çevrim transfer fonksiyonu, 
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




     (4.78) 

olan birim geri beslemeli sistemin kapalı çevrim transfer fonksiyonu 

aşağıdaki gibidir. 
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Bu sistemin faz payı p ile sönüm oranı   arasındaki ilişkinin 

aşağıdaki gibi olduğu gösterilebilir [4.1]. 
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   (4.80) 

Bu denklem küçük faz açıları için yaklaşık olarak aşağıdaki ifadeye 

indirgenir. (p derece cinsinden.) 
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70(
100

 p

p



 için)   (4.81) 

 Sistemin yeterince kararlı olması için kazanç payının 6 dB’den 

büyük olması, faz payının ise 30 ile 60 arsında olması şartları birlikte 

sağlanmalıdır.  

4.8.3 Büyüklük Geçme Frekansı 

 Açık çevrim transfer fonksiyonunun Bode büyüklük eğrisinin 0 dB 

değerini geçtiği frekansa büyüklük geçme frekansı ya da kısaca geçme 

(crossover) frekansı denir. Şekil 4.17(b)’de geçme frekansı c ile 

gösterilmiştir. 

 Geçme frekansı, büyüklüğü 0 dB’in karşılığı olan 1’e eşitleyip 

frekansı çözerek kolayca bulunabilir. Açık çevrim transfer fonksiyonu 

denklem (4.78) ile tanımlanan ikinci mertebe sistemin geçme frekansı 

aşağıdaki denklemde verildiği gibidir. 

22 214   nc    (4.82) 

4.8.4 Bant Genişliği ve Kesme frekansı (b) 

Kapalı çevrim transfer fonksiyonunun Bode büyüklük eğrisinin, sıfır 

frekans değerinin 3 dB altına indiği frekans aralığına bant genişliği denir. Bu 

değere karşılık gelen frekansa kesme (cutoff) frekansı (b) denir. Kapalı 

çevrim transfer fonksiyonu T(s) ise, kesme frekansında aşağıdaki eşitlikler 

yazılabilir.  

3)(log20)0(log20 1010  bjTjT    dB 

ya da, 

)0(707.0)0(
2

1
)( jTjTjT b    (4.83) 

 Bant genişliği sistem çıkışının, referans girişini kayda değer bir 

genlik azalması olmadan izleyebileceği frekans bölgesini belirler. Bant 

genişliği cevap hızıyla da ilişkilidir. Bant genişliği ne kadar büyükse sistem 

cevabı o kadar hızlıdır. Bant genişliği arttıkça, tepe zamanı, yükselme 

zamanı, yerleşme zamanı gibi sistem hızının göstergesi olan parametreler de 
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kabaca azalır. Bu hususların geçerliği aşağıda birinci ve ikinci mertebe 

sistemlerde gösterilmiştir. 

 Birinci mertebe sistemin bant genişliği: 

 Transfer fonksiyonu aşağıdaki gibi olan bir birinci mertebe sistem 

verilmiş olsun. 
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 Denklem (4.83)’den, 
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 O halde birinci mertebe sistemin bant genişliği zaman sabiti 

kısaldıkça artar.  Bant genişliği ne kadar büyükse sistemin cevap hızı da o 

kadar büyüktür.  

 İkinci mertebe sistemin bant genişliği: 

Kontrol sistemi tasarımı çoklukla sistemde baskın köklerin olduğu 

varsayımıyla yürütüldüğünden ikinci mertebe sistemlerin iyi bilinmesi özel 

öneme sahiptir.  

 İkinci mertebe bir sistemin transfer fonksiyonu aşağıdaki gibi olsun. 
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 Denklem (4.83)’den, 
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 Eğer,  
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olarak tanımlanırsa, 

01)42( 22  yy      (4.92) 

244)21( 242
2,1  y   (4.93) 

ve pozitif y değerini veren kök kullanılarak aşağıdaki ifade bulunur.  

2/1
242 24421
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   nb   (4.94) 

 Bu denklemden 0  olduğunda  nb  55.1  rad/s, 1  

olduğunda  nb  64.0  rad/s elde edilir. 21  olduğunda ise nb    

olur. 

 Denklem (4.94)’den görüldüğü gibi verilen bir sönüm oranı değeri 

için n arttıkça, b de artar. Diğer yandan Bölüm 2’de elde edilen denklemler 

(2.56), (2.60), (2.69) ve (2.70) incelenirse verilen bir sönüm oranı değeri için 

n arttıkça, geçme zamanı, tepe zamanı ve yerleşme zamanının azaldığı yani 

sistem hızının arttığı görülür. Dolayısıyla bant genişliğinin artırılması 

sistemin cevap hızını artırır. Verilen bir   değeri için b artarken, n’nin 

yani sistemin cevap hızının arttığı Denklem (4.94)’den açıkça görülmektedir. 

Burada bu özellik ikinci mertebe bir sistem için gösterilmiş olmasına karşın, 

diğer sistemlerde de kabaca buna benzer bir ilişki vardır.   

 Diğer yandan bant genişliğinin aşırı artırılması Bode diyagramının 

yüksek kazançlı kısmını yüksek frekans bölgesine doğru kaydırdığından, 

sistemin gürültüden etkilenmesi artabilir. 
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 Denklem (4.82) ve denklem (4.94)’den ikinci mertebe sistemin bant 

genişliği ile geçme frekansı arasındaki ilişki aşağıdaki gibi elde edilir. 

244)21(

214

242

22









 bc   (4.95) 

Küçük   ( 5.0 ) değerleri için bu ifade yaklaşık olarak aşağıdaki 

hali alır. 

bbc  64.0
21

1



    (4.96) 

 Bu denklemden elde edilen değer, denklem (4.95)’e göre 5.0  

için % 17, 3.0  için % 6 daha küçüktür. 

4.8.5 Rezonans Tepe Yüksekliği ve Rezonans Frekansı 

 Kapalı çevrim transfer fonksiyonunun frekans cevabında büyüklük 

değerinin en yüksek olduğu frekansa rezonans frekansı (r), bu frekanstaki 

büyüklük değerine de rezonans tepe yüksekliği (Mr) denir. Tepe 

yüksekliğinin büyük olması sistem sönümünün az olduğunun ve sistem 

salınımlarındaki aşmanın yüksek olduğunun, yani göreceli kararlılığın az 

olduğunun göstergesidir. Tasarım çalışmalarında genellikle aşmanın en fazla 

%30 olmasına çalışılır. Eğer kapalı çevrim transfer fonksiyonu T(s) ise, tepe 

yüksekliği ve tepenin oluştuğu frekans aşağıdaki denklemlerden bulunabilir. 

0)( r

r

jT
d

d



     (4.97) 

 )( rr jTM        (4.98) 

İkinci mertebe sistemin rezonans frekansı ve rezonans tepe 

yüksekliği: 

 İkinci mertebe bir sistemin transfer fonksiyonu aşağıdaki gibi olsun. 

  
22

2

2
)(

nn

n

ss
sT






    (4.99) 

 Bu denklemden aşağıdaki büyüklük ifadesi elde edilir. 
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   2222

2

22

)(






nn

njT



   (4.100) 

Rezonans frekansı bu denklemin paydasını minimum yapan 

frekanstır.  

     02
2222

2  
 nn

d

d
  (4.101) 

ya da  

 08)2)((2 2222  rnrrn    (4.102) 

ya da,  

 221   nr     (4.103) 

Bu ifadeden görüldüğü gibi rezonans frekansının oluşması için, 

021 2    ya da  
2

1
     (4.104) 

olmalıdır. n’nin yüksek olması sistemin cevap hızının göstergesi olduğuna 

göre, r’nin yüksek olması da cevap hızının yüksek olduğunun göstergesidir. 

Rezonans tepe yüksekliği ise aşağıdaki gibi bulunur 

212

1
)(





 rr jTM    (4.105) 

Sönüm oranını  ’nın küçük değerleri için yaklaşık olarak aşağıdaki 

ifade kullanılabilir. 

 
2

1
rM      (4.106) 

Rezonans frekansında ikinci mertebe sistemin faz açısı r ise 

aşağıdaki gibidir.  

 












 
 






2
1 1

tanr     (4.107) 



140 
 

4.9 Açık Çevrim ve Kapalı Çevrim Frekans Cevapları 

Bir sistemin blok diyagramı Şekil 4.21’deki gibi verilmiş olsun. 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.21              

  Girişlerle çıkış C(s) arasındaki transfer fonksiyonları aşağıda 

verilmiştir. 

)()()(1

)()(

)(

)(

sHsGsKG

sGsKG

sR

sC

c

c


      (4.108)                            

)()()(1

)(

)(

)(

sHsGsKG

sG

sD

sC

c
    (4.109)                            

)()()(1

)()(

)(

)(

sHsGsKG

sGsKG

sD

sC

c

c

m 
   (4.110)     

Bu sistemin performansı açısından üç frekans bölgesi önemlidir. 

Bunlardan birincisi çok düşük frekanslardır. Sistemin durağan davranışı 

frekans sıfıra doğru götürüldüğünde elde edilir. Birim basamak referans giriş 

için durağan cevap, son değer teoreminden aşağıdaki gibi bulunur. 

G(s) KGc(s) 

H(s) 

C(s) R(s) 

D(s) 

Dm(s) 

+ 
+ 

+ 

+ 

+ 

_ 

E(s) 

Kontrolcü Plant 

Ölçüm sistemi 
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ssHsGsKG

sGsKG
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lim

0 



    (4.111) 

 O halde basamak giriş uygulandığında durağan hatanın sıfır olması 

için sistemin en az Tip-1 olması gereklidir. Yani açık çevrim transfer 

fonksiyonunun orijininde en az bir kutup olmalıdır. Rampa ve parabolic 

girişler uygulandığında ise sistem tipi sırasıyla en az 2 ve 3 olmalıdır.  Sonuç 

olarak, durağan hatanın sıfır olması için sistemin tipi en az girişin tipi kadar 

olmalıdır. Girişin tipi q ise, durağan hatanın sıfır olması için açık çevrim 

transfer fonksiyonunun Bode diagramı düşük frekans bölgesinden (soldan) 

orta frekans bölgesine (sağa) doğru -20q dB/onluk veya daha dik bir eğimle 

gelmelidir. 

 Denklem (4.111)’e göre, K kazancı çok büyültülerek de durağan hata 

azaltılabilir. Ancak bu sistemin kazanç payını da azaltacağından, yani 

sistemin salınımlarını artırabileceğinden pek tercih edilmez.  

 Durağan hatayı azaltmanın bir diğer yolu ise integral işlemine yakın 

bir işlem yapacak biçimde faz geriletici denkleştirme yapmaktır. Daha sonra 

ayrıntılı olarak incelenecek olan bu tür denkleştirme, orijin yakınına bir açık 

çevrim kutbu, bunun yakınına ve soluna da bir sıfır yerleştirmek yoluyla 

yapılır. Bu yöntem sistemin kazanç payını artırdığından, daha yüksek K 

kazancı değerleri kullanılmasına ve böylelikle durağan hatanın azaltılmasına 

olanak sağlar. 

 Frekans cevabı eğrisinin orta frekans bölgesi sistemin kontrol 

edildiği bölgedir. Uygulamalarda bu bölge genellikle 10 Hz’e kadar, nadir 

durumlarda ise 3040 Hz’e kadar çıkabilir. Bu bölgede kazanç payı ve faz 

payı ayarlanarak sistemin geçici davranışının istenen kriterlere uyumu 

sağlanır. Genellikle kazanç payının en az 6 dB, faz payının 3060 arasında 

olması istenir. Bu bölgede açık çevrim transfer fonksiyonunun frekans 

cevabı eğrisinin şekli, denkleştirici çarpanlar ekleyerek değiştirilir. Örneğin, 

PD ve faz-ilerletici denkleştirici gibi çarpanlar kullanılabilir.  

 Hem düşük frekans bölgesi hem de orta frekans bölgesinde 

performası birlikte iyileştirmek için daha sonra incelenecek olan PID veya 

faz-ilerletici-geriletici türden denkleştiriciler de kullanılabilir.  

 Sistemlerde yüksek frekanstaki girişlerin kaynağı öncelikle ölçüm 

sisteminden kaynaklanan gürültüdür. Denklem (4.110) incelendiğinde K 

kazancı sonsuz bile yapılsa, bu gürültünün sistem üzerindeki etkisinin yok 

edilemediği, K   iken,  
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)(

1

)(

)(

sHsD

sC

m

     (4.112) 

olduğu görülür. Yani ölçüm sistemindeki hatalar kazanç artırma yoluyla yok 

edilemez. Gürültünün sistem üzerindeki etkisini azaltmanın yolu, yüksek 

frekanslarda denklem (4.110)’un büyüklüğünü azaltmaktır. Bu ise Gc(s)’nin 

büyüklüğünü, ya da açık çevrim transfer fonksiyonu Gc(s)G(s)H(s)’nin 

yüksek frekanslarda büyüklüğünü azaltarak sağlanabilir. Yani açık çevrim 

transfer fonksiyonuna uygun çarpanlar eklenerek, Bode diyagramının 

yüksek frekans bölgesindeki büyüklükler düşük dB değerlerine 

indirilmelidir. 

4.10 Açık Çevrim Bode Diyagramının Şekillendirilmesinde Kullanılan 

Çarpanlar 

 Teorik olarak açık çevrim transfer fonksiyonuna köşe frekansları 

uygun olarak seçilmiş sıfır ve kutuplar ekleyerek Bode diyagramlarına 

istenen şeklin verilmesi mümkündür. Ancak uygulamada tasarım kolaylığı 

sağlamak için sıfır ve kutbun uygun kombinezonları tercih edilir. 

Çarpanların büyüklük ve faz eğrileri, sistemin büyüklük ve faz eğrileriyle 

toplanarak süreci etkiler. Kabul edilen sistem yapısı Şekil 4.22’deki gibidir. 

Burada Gc(s) terimi kontrolcü ya da denkleştiricinin transfer fonksiyonu, 

yani açık çevrim transfer fonksiyonuna eklenen çarpandır. Aşağıda açık 

çevrim transfer fonksiyonuna eklenebilecek çarpanlar önce geniş anlamda 

incelenecek, sonra bunlardan frekans cevabı yoluyla sistem tasarımında 

kullanılanlar daha ayrıntılı olarak ele alınacaktır.  

  

 

 

 

 

                Şekil 4.22 

i) Kazanç Artırılması 

Oransal kontrol açık çevrim transfer fonksiyonuna dinamik bir 

çarpan eklemez. Birim kazanç yerine K kazancının sisteme uygulanması 

Gp(s) 

H(s) 

C(s) R(s) 

+ 
_ 

E(s) 

Kontrolcü/Denkleştirici Plant 

Ölçüm 

sistemi 

Gc(s) 
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büyüklük eğrisini düşey yönde  K10log20  kadar kaydırır. K’nın faz açısı 

0 olduğundan açık çevrin transfer fonksiyonunun faz eğrisi değişmez. K 

kazancının Bode diyagramlarına katkısı daha önce Şekil 4.4 ve 4.5’de 

verildiği gibidir. 

 

ii) İntegral Kontrol 

İntegral kontrol açık çevrim transfer fonksiyonuna ssGc 1)(   gibi 

bir çarpan, yani orijine bir açık çevrim kutbu ekler. Durağan hataların 

sıfırlanması için etkin bir yöntemdir. Ancak orta frekans bölgesinde istenen 

faz payı ve kazanç payı değerlerinin sağlanabilmesi için genellikle ilave 

denkleştirici çarpanların açık çevrim transfer fonksiyonuna eklenmesini 

gerektirir. 1/s çarpanının Bode diyagramlarına olan katkısı daha önce Şekil 

4.6 ve 4.7’de verilmişti. 

 

iii)  Açık Çevrim Transfer Fonksiyonuna Kutup Eklenmesi 

Frekans cevabı ile tasarımlarda açık çevrim transfer 

fonksiyonuna, gerektiğinde yüksek frekanslarda gürültünün etkisini azaltmak 

için kullanılır. Bu çarpanın Bode diyagramları Şekil 4.8 ve Şekil 4.9’da 

verilmişti. Bu çarpan köşe frekansından büyük frekanslarda eğime -20 

dB/onluk, faz açısına ise -90 ekler.   

 

iv) Oransal + Türevsel (PD) Kontrol 

Oransal + türevsel kontrolde açık çevrim transfer fonksiyonuna 

eklenen çarpan )1()( sTKsG Dpc   gibidir. Bu tür çarpan normal olarak 

açık çevrim transfer fonksiyonunun Bode diyagramını orta frekans 

bölgesinde, yani geçme frekansı dolayında fazı artırmak ve bu şekilde faz 

payını artırarak sistemin geçici davranışını iyileştirmek için kullanılır. Ancak 

yüksek frekanslarda büyüklüğü artırdığından sistemin yüksek frekanslı 

gürültülerden etkilenmesini de artırır. Bu sakıncayı ortadan kaldırmak için 

PD kontrol yerine aşağıda incelenecek olan faz-ilerletici denkleştirici 

kullanılabilir. Bu çarpanının Bode diyagramlarına olan katkısı daha önce 

Şekil 4.8 ve 4.9’da verilmişti.  

v) Oransal + İntegral (PI) Kontrol 

Oransal + integral kontrol açık çevrim transfer fonksiyonuna 

aşağıdaki çarpanı ekler. Bu çarpanın açık çevrim Bode diyagramına eklediği 

büyüklük ve faz eğrileri Şekil 4. 23 ve Şekil 4.24’de verilmiştir.   
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1     (4.113) 

Orijindeki kutup integrator işlevi gördüğünden sistemin durağan 

davranışını iyileştirir. Sistemin tipini bir artırır. Köşe frekansı T/1 ’nin 

yeterince üzerindeki frekanslarda büyüklük eğrisini değiştirmez. T/10  

frekansının üzerindeki frekanslarda sistemin faz açısını ihmal edilebilecek 

kadar az etkiler. Bu yüzden kazanç payının olumsuz yönde fazla 

etkilenmemesi için köşe frekansı geçme frekansının oldukça aşağısında 

seçilir. Saf bir integrator içerdiğinden uygulama için kullanılan donanımda 

doyma durumu yaratabilir. Bu sakıncanın ortadan kaldırılması için PI 

kontrol yerine faz-geriletici denkleştirici kullanılabilir. 

   

 

 

 

 

 

 

       Şekil 4.23 

 

 

 

 

 

      Şekil 4.24 
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vi) Faz-Geriletici Denkleştirici 

Faz-geriletici denkleştirici yaklaşık PI işlemi yapar ve açık çevrim 

transfer fonksiyonuna, 
















1

1

2

1

sT

sT
  (T2 > T1)  (4.114) 

şeklinde bir çarpan ekler. 
21 T ’deki kutup sanal eksene oldukça yakın,  

11 T ’deki sıfır ise kutba yakın ve onun solundadır. Bu çarpanın açık 

çevrim Bode diyagramına eklediği hem asemptotik hem de gerçek büyüklük 

ve faz eğrileri Şekil 4.25 ve Şekil 4.26’da verilmiştir.  

 Denklem (4.113)’den faz açısı  aşağıdaki gibi bulunabilir. 

2
21

21

1

)(
tan






TT

TT




     (4.115) 

Bu ifadeden faz açısının minimum değeri ve bu değerin oluştuğu 

frekans aşağıdaki denklemlerden elde edilir. 

21

21
min

2
tan

TT

TT 
     (4.116) 

21

min

1

TT
      (4.117) 

 

Bu denklemler denkleştirme işlemi sırasında istenen faz açısı azalma 

miktarı ve frekansı için kullanılması gereken T1 ve T2 değerlerini bulmakta 

kullanışlıdır. Amaç faz payını fazla azaltmadan düşük frekanslardaki kazancı 

artırarak durağan davranışı iyileştirmektir. Bu yüzden hem 1/T2’deki hem de 

1/T1’deki köşe frekansı, geçme frekansının oldukça altında seçilir. 

Uygulamada ya açık çevrim kazanç durağan davranışa göre ayarlanır ve 

denkleştiriciyle faz açısı düzenlenir, ya da açık çevrim kazancıyla faz payı 

ayarlanır ve denkleştirici tasarımıyla düşük frekanslardaki kazanç artırılır. 

Şekil 4.25 ve Şekil 4.26’da T1 = 5 ve T2 = 20  olarak  alındığından, 

min = 0.1 rad/s, min = 36.9  olarak bulunmuştur.  
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Şekil 4.25 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.26 

vii) Faz-İlerletici Denkleştirici 

Faz-ilerletici denkleştirici, faz payını artırarak sistemin sönüm 

oranını artırmak için kullanılır. Yani esas amacı sistemin geçici davranış 

özelliklerini iyileştirmektir. Faz-ilerletici denkleştiricinin açık çevrim 

transfer fonksiyonuna eklediği çarpan faz-geriletici denkleştiricinin 

çarpanıyla aynıdır. Tek fark 
11 T ’deki sıfırın sağ tarafta, 

21 T ’deki 

kutbun ise sol tarafta olmasıdır. Çarpan aşağıdaki gibidir. 
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Faz-ilerletici denkleştiricinin Bode diyagramına eklediği hem 

asemptotik hem de gerçek büyüklük ve faz eğrileri Şekil 4.27 ve Şekil 

4.28’de verilmiştir.  

 Denklem (4.118)’den faz açısı  analitik olarak aşağıdaki gibi 

yazılabilir. 
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     (4.119) 

Bu ifadeden faz açısının maksimum değeri ve bu değerin oluştuğu 

frekans için aşağıdaki denklemler elde edilir. 
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ya da gerekli düzenlemeler yapılırsa, 
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221

11

TTT
mak      (4.122) 

Yukarıdaki denklemlerde 21 TT  olarak tanımlanmış olup, 

önemli bir tasarım parametresidir. Maksimum faz artışı sadece bu 

parametrenin fonksiyonudur.  

 mak frekansında denkleştiricinin kazanç artırım miktarı ise 

aşağıdaki gibi bulunabilir. 
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 Bu denklemler, denkleştirme işlemi sırasında istenen en büyük faz 

açısı artma miktarını ve frekansını verecek T1 ve T2 değerlerini bulmak için 

kullanışlıdır. Şekil 4.28’de T1 = 30 ve T2 = 2 olarak alındığından, mak = 0.13 

rad/s, mak = 61  değerlerindedir. Uygulamalarda, T1 ve T2 değerleri, en 

büyük faz açısı artışı geçme frekansı dolayında olacak biçimde seçilir. 



148 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.27 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.28 

viii) Faz-İlerletici-Geriletici Denkleştirici 

Faz-ilerletici-geriletici denkleştiricinin açık çevrim transfer 

fonksiyonuna eklediği çarpan faz-ilerletici ve faz-geriletici bileşenlerden 

oluşur ve aşağıdaki gibidir.  
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Burada faz geriletici kısım açık çevrim transfer fonksiyonu Bode 

diyagramının düşük frekans bölgesini, faz-ilerletici kısım ise orta ve yüksek 

frekans bölgesini şekillendirmek için kullanılır. Faz-geriletici kısımda 

gT21 ’deki kutup, 
gT11 ’deki  sıfırın sağ tarafındadır. Kutup orijine 
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yakın olarak seçilir. Faz ilerletici kısım ise faz payını en fazla artıracak 

biçimde yerleştirilir. 
gT21 ’deki kutup, 

gT11 ’deki sıfırın sol 

tarafındadır. Zorunlu olmamakla birlikte, çarpan kazancının “1” olması için 

igig TTTT 1122   olarak seçilir. 

Faz-ilerletici-geriletici denkleştiricinin Bode diyagramına eklediği 

hem asemptotik hem de gerçek büyüklük ve faz eğrileri Ti2 = 100, Ti1 = 10, 

Tg1= 0.5 ve Tg2 = 0.05 için Şekil 4.29 ve Şekil 4.30’da verilmiştir.  

 Faz açısı ’nin maksimum ve minimum olduğu frekanslar mak ve 

min aşağıdaki  gibi bulunabilir. Denklem (4.124)’den faz açısı aşağıdaki gibi 

elde edilir.  
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  ’nin ’ya göre türevi alınır ve sıfıra eşitlenirse, 
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olur. Bu denklemde y = 2 olarak tanımlanırsa, aşağıdaki denklem elde 

edilir. 

023   yyy     (4.127) 

Burada katsayılar aşağıdaki gibi tanımlanmış olup, ’nın pozitif 

çözümleri kullanılır. 
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Maksimum ve minimum faz farkları ise denklem (4.125)’de  

yerine mak ve min kullanarak bulunur. 

 Denklem (4.126) ve denklem (4.125) denkleştirici tasarımı sırasında 

seçilen zaman sabitlerine karşılık gelen maksimum ve minimum faz açısı 

artma miktarlarını ve frekanslarını elde etmek için kullanılabilir.  

Şekil 4.29 ve Şekil 4.30’da 11 iT , 5.01 gT , 52 iT , 1.02 gT için 

çizilen  büyüklük ve faz eğrileri görülmektedir. Şekil 4.30’da mak = 5.87 

rad/s, min = 0.34 rad/s, mak = 33.1 ve min = 33.1 değerlerindedir. 
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ix) PID Kontrol 

PID kontrolün açık çevrim transfer fonksiyonoda eklediği çarpan, 

aşağıdaki gibidir. 
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 PID kontrol açık çevrim transfer fonksiyonuna orijinde bir kutup ve 

aşağıdaki gibi iki sıfır ekler. 
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 Böyle bir çarpanın Bode diyagramları, Şekil 4.31 ve Şekil 4.32’de 

verilenleri andırır. Düşük frekanslarda büyüklük grafiğinin eğimi 20 

dB/onluk, faz açısı ise 90’dir. Bu eğim dolayısıyla (integral işlem) 

sistemin hatalarını sıfırlar. Buna karşılık yüksek frekanslarda büyüklük +20 

dB/onluk eğimle artmaya devam eder. Bu özellik dolayısıyla PID kontrol, 

sistemdeki gürültünün performans üzerine olan etkisini artırır. 

4.11 Bode Diyagramıyla Kontrol Sistemi Tasarımı 

4.11.1 Genel Tasarım Prensipleri 

Tasarım sırasında sistemin kapalı çevrim transfer fonksiyonunun 

önemli üç bölgesi göz ününde bulundurulmalıdır. Bunlar aşağıdaki gibi 

sıralanabilir.  

i) Alçak frekans bölgesi 

ii) Orta frekans bölgesi 

iii) Yüksek frekans bölgesi 

Alçak frekans bölgesi durağan hataları azaltmak amacıyla tasarlanır. 

İdeal olan, alçak frekanslarda kapalı çevrim transfer fonksiyonunun Bode 

büyüklük eğrisinin 0 dB değere sahip olmasıdır. Bu durum açık çevrim 

transfer fonksiyonunda saf bir integrator, yani 1/s çarpanı olması demektir. 

Ancak saf integrator kullanımı donanım doymasına sebep olabileceğinden 

bunun alternatifi, faz-geriletici denkleştirme yapmak ve bununla birlikte 

çevrim kazancı K’yı artırmaktır. Böylece açık çevrim transfer fonksiyonunun 

büyüklük eğrisi orta frekans bölgesine -20 dB/onluk eğimle yaklaşmalıdır. 

Açık çevrim sistemin geçme frekansı alçak frekans bölgesinin üzerinde 

olmalıdır. 
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        Şekil 4.31 

 

 

 

 

 

 

         Şekil 4.32 

Orta frekans bölgesi, kontrol sisteminin referans girişini takip etmesi 

ve bozucu etkileri azaltması istenen bölgedir. Geçme frekansı bu bölge 

içindedir ve denkleştirme işlemleri geçme frekansı çevresinde yapılır. Orta 

frekans bölgesi genellikle 0.1-10 Hz aralığındadır. Uygulamanın özelliğine 

göre bu aralığın içinde daha dar bir bölgede olabilir. Orta frekans bölgesi 

nadir durumlarda 30 Hz dolayına kadar yükselebilir. Bu bölge sistemin 

marjinal kararlılığının düzenlendiği bölgedir. Bu bölgenin tasarımında 

öncelikle faz payı değiştirilerek tasarım şartlarının sağlanmasına çalışılır. Bu 

amaçla PD kontrol kullanılabilirse de, bu tür kontrol sistemde gürültü varsa 

bunun etkisini artıracağından frekans cevabı tasarımı yönteminde tercih 

edilmez. Bunun yerine açık çevrim transfer fonksiyonunun faz açısını sadece 

istenen bölgede artıran faz-ilerletici denkleştirici kullanılması yoluna gidilir. 

Sistemlerdeki gürültü genellikle 50 Hz’in üzerindedir. Gürültünün 

sistem üzerindeki etkisini ortadan kaldırmak için bu frekansın üzerindeki 
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frekanslarda açık çevrim Bode büyüklük diyagramı düşük dB değerlerine 

sahip olmalıdır. Bunu sağlamak için eğim olduğunca negative yönde 

artırılmalıdır. Eğer bu şart sağlanamıyorsa açık çevrim transfer fonksiyonuna 

köşe frekansı yüksek frekanslarda olan 1/(Ts+1) gibi bir denkleştirme 

elemanı eklenebilir.   

 Tasarım şartları çoğunlukla sistemin geçici davranış özellikleri 

cinsinden, ya da kapalı çevrim sistemin frekans cevabı özellikleri cinsinden 

verilir. Kapalı çevrim davranış özellikleriyle açık çevrim transfer 

fonksiyonunun frekans cevabı arasındaki ilişki bire bir kurulamasa da, açık 

çevrim frekans cevabını tanımlayan parametreler uygun biçimde 

tanımlanarak istenen şartlar sağlanabilir. Tasarım şartlarını açık çevrim 

frekans cevabı özellikleri cinsinden yorumlamak için aşağıdaki hususlar 

dikkate alınır.  

i) Faz payı, kazanç payı ve rezonans tepe yüksekliği sistem 

sönümüyle ilişkilidir. Faz payı ve kazanç payının artırılması 

kararlılığı iyileştirir. Marjinal kararlılığı artırır. Faz payının 

artırılması sistemin geçici davranışındaki aşmayı azaltır. 

ii) Geçme frekansı ve bant genişliği sistemin cevap hızıyla 

ilişkilidir. Bant genişliğinin, dolayısıyla geçme frekansının 

artırılması sistemin cevap hızını artırır. Yani yükselme 

zamanı, tepe zamanı, geçme zamanı gibi cevap hızının ölçütü 

olan parametrelerin değerlerini azaltır.  

iii) Çevrim kazancının artırılması durağan hataları azaltır. 

iv) Statik hata katsayıları durağan davranışla ilişkilidir. 

Sistemin basamak referans girişi hatasız izleyebilmesi için 

açık çevrim transfer fonksiyonunun büyüklük eğrisinin 

düşük frekans bölgesindeki eğimi en az 20 dB/onluk, rampa 

girişi izleyebilmesi için ise en az 40 dB/onluk olmalıdır. 

v) Eğer ileri besleme yolundaki transfer fonksiyonuna G(s), geri 

besleme yolundaki transfer fonksiyonuna H(s) denirse, 

Denklem (2.4) ve denklem (2.5)’e göre, referans girişini 

hatasız izleyebilmek ve bozucuların etkisini azaltmak için 

)()(  jHjG  büyük olmalıdır. Yani durağan hataları 

azaltmak için düşük frekans bölgesinde bu değer büyük 

olmalıdır.   

vi) Denklem (2.5)’e göre, gürültünün sistem üzerindeki etkisini 

azaltmak için yüksek frekanslarda )()(  jHjG  küçük 

olmalıdır. 
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Geçici davranış özellikleri ve kapalı çevrim transfer fonksiyonunun 

özellikleri, özel haller dışında açık çevrim transfer fonksiyonunun frekans 

cevabı özellikleriyle bire bir ilişkilendirilemediğinden, açık çevrim frekans 

cevabını kullanan Bode diyagramı tasarım yöntemi ilk tasarımın 

değerlendirilmesinden sonra başa dönülüp bazı parametrelerin 

değiştirilmesini ve tasarımın tekrar edilmesini gerektirebilir.  

Kontrol sisteminin tasarımında durağan davranışla göreceli kararlılık 

arasında bir uzlaşma söz konusudur.  Tasarım sırasında kabaca aşağıdaki 

aşamalar izlenir. 

i) Tasarım istenirse önce alçak frekans bölgesinde sonra orta 

frekans bölgesinde yapılabilir. İstenirse bu işlemlerin sırası 

değiştirilebilir. 

ii) Alçak frekans bölgesinde ( << c) önce durağan hatanın 

basamak ya da rampa giriş için mi azaltılması gerektiğini 

dikkate alarak aşağıdaki üç yöntemden uygun olanını izleyin. 

Bu aşamada amaç açık çevrim transfer fonksiyonunun Bode 

büyüklük eğrisinin 0 dB değerini geçtiği noktadaki eğimini 

ayarlamaktır. 

a) Çevrim kazancını artırın  

Bu yöntem tek başına genellikle yetersizdir. Diğer 

denkleştiricilerle birlikte kullanılır. 

b) Açık çevrim transfer fonksiyonuna yeterli sayıda 

integrator ekleyerek Bode büyüklük diyagramının alçak 

frekanstan orta frekans bölgesine geliş eğimini 

ayarlayın. 

Basamak giriş için durağan hatanın (statik hata) 

sıfırlanması için bu eğim -20 dB/onluk, rampa giriş için 

dinamik hatanın sıfırlanması için ise -40 dB/onluk 

olmalıdır.  

Bu yöntem durağan hataları tamamen yok eder. Ancak 

kullanılan saf integratörler dolayısıyla kontrol 

donanımında doyma yaratabilir. Bu yüzden frekans 

cevabına dayalı tasarımda tercih edilmez.  

c) Faz-geriletici kontrol uygulayın ve çevrim kazancını 

ayarlayın. 

Bu yöntemde hatalar tamamen sıfırlanamazsa da çok 

azaltılabilir. Frekans cevabı tasarımlarında kullanılan 

standart uygulamadır. 0 dB noktasında eğim değerleri 

yukarıda madde (b)’de verildiği gibi olmalıdır. 
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iii) Bode diyagramlarını çizin. Sistemin faz ve büyüklük paylarını 

kontrol edin. Uygun bir denkleştirici kullanarak faz payının 

istenen değerde olmasını sağlayın. Bu aşamada başlıca iki 

seçenek kullanılabilir.  

a) PD denkleştirici kullanmak.  

Bu yöntem faz açısını artırır. Ancak bu artış yüksek 

frekanslarda da olacağından, sistemin gürültüden 

etkilenmesini de artırır. Bu yüzden frekans cevabına 

dayalı tasarımda tercih edilmez. 

b) Faz-ilerletici denkleştirici kullanmak. 

Bu yöntem frekans cevabı tasarımında kullanılan 

standart uygulamadır.  

iv) Yukarıda madde (ii) ve madde (iii)’de kullanılan yöntemler 

yerine, tek aşamada faz-ilerletici-geriletici denkleştirici de 

kullanılabilir. 

v) Bu aşamada kapalı çevrim sisteminin geçici davranış kriterleri 

de dahil sistemin tüm tasarım şartlarını karşılama durumu 

kontrol edilmeli ve gerekirse başa dönülerek yeni ayarlarla 

tasarım tekrarlanmalıdır. 

vi) Tasarımın son aşamasında yüksek frekans bölgesinde 

büyüklük değerinin gürültüyü azaltacak kadar düştüğü kontrol 

edilmeli, gerekirde sisteme yüksek köşe frekansına sahip bir 

açık çevrim kutbu ekleyerek büyüklük eğrisi aşağı değerlere 

doğru çekilmelidir. Yüksek frekanslarda istenen bu azalma, 

sistem modellemesi sırasında baskın olmadığı için ihmal 

edilen ve diğer kutuplara göre sanal eksenden çok uzaktaki 

kutupların etkisini de azaltır. 50-100 Hz üzerindeki 

frekanslarda büyüklük azalma miktarının tipik olarak 40 dB 

dolayında olması istenir. 

 

Frekans cevabı analiziyle, açık çevrim transfer fonksiyonuna 

eklenen herhangi bir çarpanın sistem üzerindeki etkisini incelemek 

mümkündür. Örneğin bir PD, PI ya da PID kontrolcü tasarlanabilir ya da 

sisteme uygun bir açık çevrim kutbu veya sıfırı eklenebilir. Ancak aktif 

elemanlar gerektiren, integral alan elemanlarda doyma yaratabilen veya 

sistemdeki gürültünün etkisini artırabilen işlemler yerine, frekans cevabı 

tasarım yönteminde Kısım 4.11’de listelenen çarpanlardan aşağıdakilerin 

kullanılması tercih edilir. 

i) Sabit kazanç 

ii) Faz-geriletici denkleştirici 
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iii) Faz-ilerletici denkleştirici  

iv) Faz-ilerletici-geriletici denkleştirici 

v) Yüksek frekans bölgesine kutup eklenmesi 

 

Tasarım sırasında izlenecek yol ve kullanılacak yöntemler Şekil 

4.33’de şematik olarak özetlenmiştir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.33(a)  

Faz- geriletici 

denkleştirici 

tasarlayın. 

Yöntem 1 

Faz- geriletici 

denkleştirici 

tasarlayın. 

Yöntem 1-b 

Faz- ilerletici 

denkleştirici 

tasarlayın. 

Durağan davranış 

kriteri sağlanıyor mu? 

Faz payı kriteri 

sağlanıyor mu? 

Evet 

Hayır 

Hayır 

Sistemde gürültü varsa, yüksek frekans kazancını kutup ekleyerek azaltın. 

Faz- ilerletici denkleştirici 

tasarlayın 

Faz- ilerletici 

–geriletici 

denkleştirici 

tasarlayın 

Evet 

Performans 

yeterli mi? Hayır 

Evet 

Faz- geriletici 

denkleştirici 

tasarlayın. 

Yöntem 1 
Faz- geriletici 

denkleştirici 

tasarlayın. 

Yöntem 1 

Şekil 

4.33(b)’de 

A’ya gidin. 

Şekil 4.33(b)’de B’ye gidin. 
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Şekil 4.33(b) 

 

4.11.2 Faz-Geriletici Denkleştirici  

 Faz geriletici denkleştiricinin esas amacı sistemin durağan hatalarını 

azaltmak, yani referans girişini izleyebilme yetkinliğini artırmaktır. Faz-

geriletici denkleştirici alçak frekanslarda çevrim kazancını azaltmadan 

yüksek frekanslarda kazancı azaltır. Yüksek frekanslarda kazanç azalması 

yarattığından, çevrim kazancının artırılabilmesine imkan verir ve böylelikle 

durağan hataların azaltılmasına katkıda bulunur. Artış oranı durağan hatanın 

istenen değerde olmasını sağlayacak biçimde ayarlanır. Ancak işlem 

sonunda orta frekans bölgesinde bir miktar faz ve genlik azalması olur. 

Bunun sonucunda, sistemin doğal frekansı, geçme frekansı ve dolayısıyla 

bant genişliğini belirleyen  b  frekansının  bir  miktar  azalmasına,  geçici  

B 

Durağan davranış 

kriteri sağlanıyor mu? 

Faz payı kriteri 

sağlanıyor mu? 

Evet 

Hayır 

Hayır 

Gürültü varsa yüksek frekans kazancını kutup ekleyerek azaltın. 

Evet 

Faz-ilerletici 

denkleştirici 

tasarlayın. 

Şekil 

4.33(a)’ya 

gidin. 

Tasarım şartlarının sağlandığını 

doğrulayın. Sağlanmamışsa 

tasarımı yeniden yapın 

A 
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davranışın  yerleşme zamanının artmasına sebep olur. Bu etkilerin 

azaltılması için faz gerileticili denkleştiricinin köşe frekansları geçme 

frekansına göre olduça daha düşük değerlerde seçilir. 

Faz geriletici denkleştirici yüksek frekanslarda kazanç artmasına 

sebep olmadığından gürültünün sistem üzerindeki etkisini artırmaz. 

Faz geriletici denkleştirici, orta frekans bölgesini fazla 

değiştirmeden, yani faz ve kazanç paylarını fazla etkilemeden aşağıda 

verilen Yöntem 1’i izleyerek tasarlanabilir.  

Yöntem 1: Orta frekans bölgesini fazla etkilemeden faz-geriletici 

denkleştirici tasarımı 

1. Denkleştirici uygulanmamış sistemin açık çevrim transfer 

fonksiyonunun Bode diyagramlarını çizin. Geçme frekansını, faz 

geçme frekansını, faz payını ve kazanç payını bulun.  

 

2. Fazın180 + (mevcut faz payı) + (5-12) olduğu frekansı bulun 

ve bunu yeni geçme frekansı olarak kabul edin. Burada fazladan 

eklenen 5-12 faz-geriletici denkleştiricinin yaratacağı tahmini faz 

azalmasını karşılamak içindir [4.2]. Bu değer 1/T1 değerinin geçme 

frekansından ne kadar uzak olduğuna bağlıdır. Eğer 1/T1 değeri 

geçme frekansının bir onluktan fazla altında ise daha küçük 

değerler, geçme frekansına daha yakınsa daha büyük değerler 

kullanılması uygun olur. 

 

3. Açık çevrim transfer fonksiyonuna uygun bir K  kazanç çarpanı 

ekleyerek büyüklük eğrisinin geçme frekansını yeni belirlenen 

geçme frekansına getirin. 

  

4. Faz geriletici denkleştiricinin geçme frekansı dolayında faz payına 

olan etkisinin az olması için, denkleştirici sıfır ve kutbu bu 

frekansın oldukça altında olmalıdır. Bunu sağlamak için 

denkleştirici sıfırını, yani 1/T1 değerini yeni geçme frekansının 

yaklaşık bir onluk altında seçin.  

 

5. Denkleştiricili sistemin kapalı çevrim transfer fonksiyonunu 

bilinmeyen T2 cinsinden yazın. Bunu yaparken açık çevrim 

kazancını K’(T2/T1) kadar artırın. Birim basamak (ya da duruma 

göre rampa) cevabı T2 cinsinden bulup, durağan cevapla ilgili 

tasarım şartını uygulayın ve T2’nin değerini bulun.  
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6. Böylelikle elde edilen sistemin açık çevrim Bode diyagramını ve 

kapalı çevrim birim basamak cevabını çizip tasarım kriterlerinin 

sağlanıp, sağlanmadığını kontrol edin. Sağlanmıyorsa tasarımla 

belirlenen parametreleri değiştirerek tasarımı tekrarlayın.  

 

Örnek 4.2: Yöntem 1 

 

 Birim geribeslemeli bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu 

aşağıdaki gibidir.  
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Bu sistemin kapalı çevrim transfer fonksiyonu ise, 
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şeklindedir. O halde bu sistemde birim basamak giriş için çıkışın durağan 

değeri css = 0.714 kadardır.  Bu sistemin birim basamak giriş için durağan 

cevabını css  0.99 yapmak için faz-geriletici bir denkleştirici tasarlanması 

istenmektedir.  

Tasarım için sırasıyla aşağıdaki aşamalar izlensin. 

1)  Denkleştirici uygulanmamış sistemin açık çevrim transfer 

fonksiyonunun Bode diyagramları Şekil 4.34 ve Şekil 4.35’de 

verilmiştir. Faz payı 36.8, kazanç payı ise 7.6 dB kadardır. 
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               Şekil 4.35 

2) Denkleştirici uygulandığında faz payının 6 azaldığını kabul 

edelim. Mevcut faz açısının aynı kalması isteniyorsa, yeni 

geçme frekansı faz açısının 180 + 36.8 + 6  -137 olduğu 

frekans olacaktır. Bu frekansın değeri Şekil 4.35’deki faz 

eğrisinden 2.45 rad/s olarak bulunur. Şekil 4.34’deki büyüklük 

eğrisinde bu frekansa karşılık gelen değer 0.913 dB’dir. O 

halde geçme frekansını yeni değerine getirmek için büyüklük 

eğrisi 0.913 dB kadar aşağı doğru indirilmeli, yani açık çevrim 

transfer fonksiyonuna   K’ = 0.9 büyüklüğünde bir çarpan 

eklenmelidir. (20log10K′ = -0.913) 

 

3) Denkleştiricinin üst köşe frekansı (1/T1) yeni geçme 

frekansının bir onluk altında, yani 1/T1=2.45/10 = 0.245 rad/s 

olarak  alınsın.  O  zaman  denkleştirici  sıfırının zaman sabiti 

T1 = 4.08 s olarak bulunur.  

 

4) Şimdi durağan durum için istenen şartı sağlayacak biçimde T2 

değeri bulunabilir. Bunun için önce denkleştiricili sistemin açık 

çevrim transfer fonksiyonu aşağıdaki gibi yazılır. 
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Bu denklemde K′ terimi Madde 2’den gelmekte, T2/T1 çarpanı 

ise denkleştiricinin yüksek frekanslardaki büyüklük azalmasını 

0 dB değerine çıkarmak için, yani düşük frekansta kazancı 

artırarak durağan davranışı iyileştirmek için ilave edilen 

çarpandır.  
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Birim geribeslemeli sistemin kapalı çevrim transfer fonksiyonu 

denklem (4.132)’den aşağıdaki gibi elde edilir. 
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Sistemin birim basamak girişe durağan cevabının 0.99’dan 

büyük olması istendiğinden, aşağıdaki şart yazılabilir.  
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Bu eşitsizlikten T2 zaman sabiti için şart T2  > 180 olarak elde 

edilir. Burada sınır değeri alarak T2 = 180 kabul edilsin. 

5) Tasarlanan denkleştiricili sistemin açık çevrim transfer 

fonksiyonunun Bode diyagramları Şekil 4.36 ve Şekil 4.37’de, 

denkleştiricisiz ve denkleştiricili sistemlerin birim basamak 

cevapları ise Şekil 4.38 ve Şekil 4.39’da verilmiştir.   
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Şekiller 4.36-4.39’daki eğrilerden alınan önemli parametreler 

aşağıdaki çizelgede özetlenmiştir. Denkleştirici, faz ve kazanç paylarını 

neredeyse hiç değiştirmemiş, durağan değeri beklendiği gibi 0.714’den 

0.99’a çıkarmış, aşmayı azaltmış, buna karşılık yerleşme zamanını 

beklendiği gibi uzatmıştır. 

Çizelge 4.1 

Parametre 
Denkleştiricisiz 

Sistem 

Denkleştiricili 

Sistem 

Faz Payı 36.8 37 

Kazanç Payı 7.6 dB 7.6 dB 

Durağan değer 0.714 0.99 

Aşma % 49 % 13.5 

Tepe zamanı 1.20 s 1.28 s 

Yerleşme zamanı 6.66 s 14.5 s 

 

 Bazı durumlarında faz geriletici denkleştiricinin, sistemin durağan 

davranışının iyileştirmenin yanı sıra faz payını da istenen bir değere 

getirmesi arzu edilebilir. Bunun için ödenen bedel yerleşme zamanının daha 

da uzamasıdır. Böyle bir tasarım için Yöntem 1’in ikinci maddesi aşağıdaki 

gibi değiştirilir. Yöntemin bu hali Yöntem 1-b olsun. 

 

Yöntem 1-b için değişik Madde 2: 

2. Fazın 180 + (olması istenen faz payı) + (5-12) olduğu 

frekansı bulun ve bunu yeni geçme frekansı olarak kabul edin. 

Burada fazladan eklenen 5-12 faz geriletici denkleştiricinin 

yaratacağı tahmini faz azalmasını karşılamak içindir [4.2]. 

 

Örnek 4.3: Yöntem 1-b 

 

 Bu örnekte daha önce Yöntem 1 için verilen örnekteki birim 

geribelemeli sistem için faz-geriletici bir denkleştirici bu sefer aşağıdaki 

performans şartlarıyla tasarlanacaktır. 

  css  0.99 

  Faz payı = 50 
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Sistemin açık çevrim ve kapalı çevrim transfer fonksiyonları 

sırasıyla denklem (4.130) ve denklem (4.131)’de verildiği gibidir.  

Yöntemin aşamalarını izleyerek tasarım aşağıdaki sırayla 

yürütülülebilir. 

1) Denkleştirici uygulanmamış sistemin açık çevrim transfer 

fonksiyonunun Bode diyagramları daha önce Şekil 4.34 ve 

Şekil 4.35’de verilmişti. Faz payı 36.8, kazanç payı ise 7.6 dB 

kadardır.  

 

2) Denkleştirici uygulandığında faz payının 6 azaldığını kabul 

edilsin. Yeni faz açısının 50 olması isteniyorsa, yeni geçme 

frekansı faz açısının 180 + 50 + 6   124 olduğu frekans 

olacaktır. Bu frekansın değeri Şekil 4.35’deki faz eğrisinden 

2.15 rad/s olarak bulunur. Şekil 4.34’deki büyüklük eğrisinde 

bu frekansa karşılık gelen değer 2.6 dB’dir. O halde geçme 

frekansını yeni değerine getirmek için büyüklük eğrisi 2.6 dB 

aşağı doğru indirilmeli, bunu sağlamak için açık çevrim 

transfer fonksiyonuna K’ = 0.74 büyüklüğünde bir çarpan 

eklenmelidir. (20log10K = 2.6) 

 

3) Denkleştiricinin üst köşe frekansı (1/T1) yeni geçme 

frekansının bir onluk altında, yani 1/T1 = 2.15/10 = 0.215 rad/s 

olarak alınsın. Bu değerden denkleştirici sıfırının zaman sabiti 

T1 = 4.65 s olarak bulunur.  

 

4) Şimdi durağan durum için istenen şartı sağlayacak biçimde T2 

değeri bulunabilir. Bunun için önce denkleştiricili sistemin açık 

çevrim transfer fonksiyonu yazılsın. 
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Bu denklemde K’ terimi Madde 2’den gelmekte, T2/T1 çarpanı 

ise denkleştiricinin yüksek frekanslardaki büyüklük azalmasını 

0 dB değerine çıkarmak, yani düşük frekansta kazancı artırarak 

durağan davranışı iyileştirmek için ilave edilen çarpandır.  

Birim geribeslemeli sistemin kapalı çevrim transfer fonksiyonu 

denklem (4.135)’den aşağıdaki gibi elde edilir. 
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Sistemin birim basamak girişe durağan cevabının ise 0.99 ile 1 

arasında olaması istendiğinden, aşağıdaki şart yazılabilir.  
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Bu eşitsizlikte değerler yerine koyulursa T2 zaman sabiti için 

şart   T2 > 249   olarak  elde  edilir.  Burada  sınır  değer  olan 

T2 = 249 değerini kabul edilsin.  

5) Tasarlanan denkleştiricili sistemin açık çevrim transfer 

fonksiyonunun Bode diyagramları Şekil 4.40 ve Şekil 4.41’de 

verilmiştir. 

 

6) Denkleştiricili sistemin birim basamak cevabı Şekil 4.42’de 

verilmiştir.   
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         Şekil 4.41 

 

 

 

 

 

 

 

 

       Şekil 4.42 

Şekiller 4.40-4.42’deki eğrilerden bulunan önemli parametreler 

aşağıdaki çizelgede verilmiştir. Bu değerlerden görüldüğü gibi denkleştirici 

faz payını istenen değerin çok yakınına 49.9’ye getirmiş, kazanç payını bir 

miktar artırarak 9.5 dB yapmış, durağan değeri istendiği gibi 0.714’den 

0.99’a çıkarmış, aşmayı azaltmıştır. Buna karşılık yerleşme zamanı çok 

uzamış ve 18.9 s olmuştur.  
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Çizelge 4.2 

Parametre 
Denkleştiricisiz 

Sistem 

Denkleştiricili 

Sistem 

Faz Payı 36.8 49.9 

Kazanç Payı 7.6 dB 9.4 dB 

Durağan değer 0.714 0.99 

Aşma % 49 % 1.5 

Tepe zamanı 1.20 s 1.37 s 

Yerleşme zamanı 6.66 s 18.9 s 

 

Sonuç olarak, faz-geriletici denkleştiricinin esas amacı dışında 

kullanılarak faz açısını değiştirmek için kullanılması, yerleşme zamanında 

aşırı artmalara sebep olabilmektedir. Bunu önlemenin yolu faz-geriletici 

denkleştiricinin, bir faz-ilerletici denkleştiriciyle birlikte kullanılması; 

böylelikle alçak frekans bölgesindeki tasarımla, orta frekans bölgesindeki 

tasarımın ayrı ayrı yapılmasıdır. Bir diğer seçenek ise bu iki denkleştirici 

yerine bir tane faz-ilerletici-geriletici denkleştirici kullanmaktır.   

 

4.11.3 Faz-İlerletici Denkleştirici 

 

Faz-ilerletici denkleştirici Bode faz diyagramının orta frekans 

bölgesine faz ekleyerek faz payını artırır. Büyüklük eğrisinde geçme 

frekansını ve dolayısıyla sistemin bant genişliğini arttırır. Bunların 

sonucunda sistem kararlılığını iyileştirir, sistemdeki sönümü artırır ve 

yerleşme zamanını kısaltır. Yüksek frekanslarda kazancı artırdığından, 

sistemin gürültüden etkilenmesi de artabilir. Bu yüzden faz payının tasarım 

değeri ile sistemin gürültüden etkilenmesi arasında bir uzlaşı sağlanması 

gerekebilir.  

 Faz-ilerletici denkleştiricinin esas amacı Bode diyagramının düşük 

frekans bölgesini fazlaca değiştirmeden orta frekans bölgesinin şeklini 

değiştirmek ve geçici davranış özelliklerini iyileştirmektir. Tasarım sırasında 

maksimum faz artışının geçme frekansında olmasına çalışılır. Bunu 

sağlamak için aşağıda verilen Yöntem 2 izlenebilir. 
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Yöntem 2:  Alçak frekans bölgesini fazla etkilemeden faz-ilerletici 

denkleştirici tasarımı  

 

1) Faz-ilerletici denkleştiriciyi tasarlamadan önce sistemin durağan 

davranış şartlarını sağlayın. Bunun için öncelikle kazanç artırımı 

yapın. Eğer bu yeterli değilse faz-geriletici denkleştirici kullanın. 

Faz-ilerletici denkleştirici tasarımını bu işlemlerin sonucunda elde 

edilecek sistem için yürütün. Bu sistemin açık çevrim transfer 

fonksiyonu G(s) olsun.  

 

2) Eğer faz payının ne olması gerektiği verilmişse bir sonraki 

maddeye geçin. Faz payı verilmemişse, sistemin sönüm oranı, aşma 

değeri gibi kriterlere dayanarak istenilen faz payı değerini (r) 

belirleyin.  

 

3) Faz-ilerletici denkleştiricinin artırması gereken faz miktarını (d) 

aşağıdaki gibi belirleyin. 

 

pmrd       (4.138) 

 

Burada m  denkleştiricisiz sistemin faz payı, p  ise faz-ilerletici 

denkleştirici geçme frekansını sağa kaydırdığı için faz eğrisinin 

aşağı doğru olan eğimi dolayısıyla azalacak faz miktarını 

karşılamak için eklenen faz azalma payıdır. Denkleştiricisiz 

sistemin faz eğrisinin eğimi geçme frekansı dolayında az ise p’nin 

değeri  genellikle 5-12 arasındadır [4.2 ]. Ancak bu eğimin 

değerine göre daha büyük p değerleri de gerekebilir.  

 

4) G(s)’nin Bode diyagramlarını çizin.  

 

5) Denklem (4.121)’den ’nın değerini dmak   alarak aşağıdaki 

gibi elde edin.  

 

mak

mak






sin1

sin1




      (4.139) 

 

6) Faz –ilerletici denkleştiricinin yaratacağı maksimum faz artışının 

büyüklük geçme frekansında olması arzu edilir. Ancak denkleştirici 
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aynı zamanda denklem (4.123)’de belirtildiği kadar bir genlik artışı 

yapar. Bu yüzden denkleştiricisiz sistemin büyüklük geçiş 

frekansını sağ tarafa doğru kaydırır. Bu frekansı (c ) yeni geçme 

frekansı olarak kabul edin. c’nin değeri denklem (4.123) 

kullanılarak aşağıdaki ifadeden bulunabilir. MATLAB yazılımınız 

varsa c’nin bulunması çok daha kolaylıkla yapılabilir. 

 10log20)( cjG  dB   (4.140) 

7) Denkleştiricinin maksimum faz artırımının yeni geçme frekansında 

olması istenir. Bunu sağlamak için T2 ve T1 zaman sabitlerini 

denklem (4.122) ve  = T1/T2 tanımını kullanarak aşağıdaki gibi 

bulun. 

c

T
1

2    
21 TT    (4.141) 

Ancak denkleştiricili sistemin faz eğrisi eğiminin geçme frekansı 

dolayında çok büyük olduğu bazı durumlarda maksimum faz 

artırımının geçme frekansının biraz daha solunda oluşması 

gerekebilir. (Bakınız Örnek 4.5) 

8) Denkleştiricili sistemin açık çevrim transfer fonksiyonunun Bode 

diyagramlarını çizin. Faz payı ve kazanç payını kontrol edin. 

 

9) Denkleştiricili sistemin durağan davranışını kontrol edin. 

 

10) Gerekiyorsa tasarım parametrelerini değiştirip tasarımı tekrar edin. 

 

Örnek 4.4: Yöntem 2 

 Birim geribeslemeli bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu 

aşağıda verilmiştir. Bu sistemin birim rampa giriş için dinamik hatasını 

0.03’den az yapacak K’nın değerinin bulunması ve faz payının 40’den 

büyük olması için faz-ilerletici bir denkleştirici tasarlanması istenmektedir.  

 

)3(
)(




ss

K
sG p     (4.142) 

 Önce durağan davranış şartını karşılamak için K’nın değeri 

belirlensin. Kapalı çevrim sistemde referans girişle hata arasındaki transfer 

fonksiyonu, 
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olduğundan, birim rampa girişi için dinamik hata aşağıdaki gibi elde edilir. 
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ya da, 100K bulunur. Burada K = 100 alınsın. 

Bundan sonra Yöntem 2’nin aşamalarını uygulayarak faz-ilerletici 

denkleştiricinin tasarımı aşağıdaki gibi yürütülür. 

1) Faz-ilerletici denkleştirici uygulanmamış sistemin Bode 

diyagramları Şekil 4.43 ve Şekil 4.44’de verilmiştir. Sistemin 

geçme frekansı 9.78 rad/s, faz payı 17, kazanç payı ise 

sonsuzdur. 
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2) 40’den büyük olması istenen yeni faz payını elde etmek için 

en az 23  faz artışı sağlanmalıdır. Denkleştirici uygulaması 

sonucunda geçme frekansı sağa doğru kayacağından, Şekil 

4.44’deki eğrinin mevcut geçme frekansı dolayındaki eğimini 

dikkate alarak bu artışa 5 gibi bir ilave yaparak mak = 28 

alınsın.  

 

3) Denklem (4.139)’dan  bulunur. 

 

77.2
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4) Denkleştiricinin yaratacağı dB cinsinden genlik artışı denklem 

(4.140)’dan aşağıdaki gibi bulunur. 

 

   42.4log20 10   dB      (4.146) 

Şekil 4.43’deki eğride büyüklüğün -4.42 dB olduğu noktada 

yeni geçme frekansı c = 12.7 rad/s olarak bulunur. Bu 

noktada Şekil 4.44’deki eğrinin faz kaybına bakıp, kabul 

edilen 5 faz kaybı payının doğruluğunu kontrol edilsin. Bu 

frekansta Şekil 4.44’den okunan faz açısı 167dir. Yani 

eğrinin eğimi dolayısıyla 4 faz azalması olmuştur. O halde 5 

faz payı fazlasıyla yeterlidir. 

5) T2 ve T1 zaman sabitleri denklem (4.141)’den aşağıdaki gibi 

bulunur. 

 

0473.0
77.27.12

11
2 

c

iT s   (4.147) 

 

 131.021  TT i   s    (4.148) 

 

6) Faz-ilerletici denkleştirici uygulanmış sistemin açık çevrim 

transfer fonksiyonu, 
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şeklindedir. Açık çevrim transfer fonksiyonunun Bode 

diyagramları Şekil 4.45 ve Şekil 4.46’da verilmiştir. Yeni 

tasarlanan sistem istenen şartları sağlamakta olup, faz payı  

41.3, kazanç payı sonsuz, geçme frekansı ise 12.7 rad/s 

kadardır.  
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             Şekil 4.46 

 

7) Faz-ilerletici denkleştiricisi olmayan sistemin birim basamak 

cevabı Şekil 4.47’de, denkleştiricili sistemin birim basamak 

cevabı ise Şekil 4.48’de görülmektedir. İki sistemin önemli 

özellikleri aşağıdaki çizelgede karşılaştırmalı olarak 

sunulmuştur. Görüldüğü gibi, denkleştirici faz payını 41.3’ye 

çıkartarak, aşma ve yerleşme zamanı değerlerini çok önemli 

oranda azaltmıştır. 
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Çizelge 4.3 

Parametre 
Denkleştiricisiz 

Sistem 

Denkleştiricili 

Sistem 

Faz Payı 17.1 41.3 

Kazanç Payı Sonsuz Sonsuz 

Durağan değer 1.0 1.0 

Aşma % 61.7 % 31.8 

Tepe zamanı 0.31 s 0.23 s 

Yerleşme zamanı 2.59 s 0.59 s 
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Örnek 4.5: Yöntem 2 

 Çeşitli kaynaklarda 5-12 kadar bir faz azalma payı kullanılması 

önerilmektedir [4.2]. Denkleştirmesiz sistemin faz diyagramının eğimi 

geçme frekansı dolayında fazla değilse bu aralıkta bir değer kullanılması 

genellikle yeterlidir. Ancak denkleştirmesiz sistemin faz diyagramının eğimi 

geçme frekansı dolayında fazlaysa bu değerler yeterli olmayabilir. Bu 

örnekte böyle bir sistem incelenecektir.  

Örnek olarak daha önce Yöntem 1 için ele alınan sistemin faz-

gerileticili denkleştirici uygulanmış halini ele alalım. Bu sistemin faz payı 

37,  kazanç payı 7.6 dB, geçme frekansı 2.45 rad/s, yerleşme zamanı ise 

14.5 s olarak bulunmuştu. Açık çevrim transfer fonksiyonu, 
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şeklinde olup, bu ifadedeki parametreler K = 0.9, T1g = 4.08 s, T2g = 180 s 

olarak elde edilmişti. Bu değerler denklem (4.150)’de yerine koyulursa, faz-

ilerletici denkleştirici uygulanacak sistemin blok diyagramı Şekil 4.49’daki 

hali alır. Bu diyagramda Gi(s) terimi faz-ilerletici denkleştiricinin transfer 

fonksiyonunu göstermektedir. Örneğin amacı sistemin durağan davranış 

özelliklerini fazla etkilemeden, faz-ilerletici denkleştiriciyle faz payını en az 

45 yapmaktır. 

 

 

 

 

 

 

 

       Şekil 4.49 

 

 Şimdi Yöntem 2’nin aşamalarını uygulayarak faz-ilerletici 

denkleştiricinin tasarımını yapılsın. 

1) Faz-ilerletici denkleştirici uygulanmamış sistemin Bode 

diyagramları Şekil 4.36 ve şekil 4. 37’de verilmişti. Örneği 

C(s) R(s) 

+ _ 

 
Gi(s) 
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takip etmeyi kolaylaştırmak için bu diyagramlar Şekil 4.50 ve 

Şekil 4.51’de tekrardan verilmiştir. 

 

2) Mevcut geçme frekansında faz payı 37 (geçme frekansında 

faz değeri -143) olduğuna göre, 45 olan yeni faz payını elde 

etmek için 8  faz artışı sağlanmalıdır. Geçme frekansı sağa 

doğru kayacağından, Şekil 4.51’deki eğrinin mevcut geçme 

frekansı dolayındaki eğimini dikkate alarak 8 artışa 5 gibi 

bir ilave yaparak mak = 13 alınsın. 
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3) Denklem (4.139)’dan  aşağıdaki gibidir. 
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4) Denkleştiricinin yaratacağı dB cinsinden genlik artışı denklem 

(4.140)’dan aşağıdaki gibi bulunur. 

          99.1log20 10   dB      (4.152) 

Şekil 4.50’deki eğride büyüklüğün 1.99 dB olduğu noktada 

yeni geçme frekansı c = 2.8 rad/s olarak bulunur. Bu noktada 

Şekil 4.51’deki eğrinin faz kaybına bakıp, kabul edilen 5 faz 

kaybı payının doğruluğunu kontrol edilsin. Bu frekansta Şekil 

4.44’den okunan faz açısı 155dir. Yani eğrinin eğimi 

dolayısıyla 12 faz azalması olmuştur.  

5) Azalma payını 30 derece alarak Madde 3 ve Madde 4’deki 

hesaplar tekrar edilsin. 

Varsayılan faz azalması: 30 
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24.6log20 10   dB 

              c = 3.57 rad/s 

 

Yeni geçme frekansında faz azalması = 32 

 

Faz azalma payını artırarak hesaplar tekrar edilsin: 

 

Varsayılan faz azalması: 55 
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39.12log20 10   dB 

        c = 4.81 rad/s 

Yeni geçme frekansında faz azalması = 53 
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 Bu son durumda yeni geçme frekansındaki faz azalması 

varsayılan 55’den az olduğu için faz azalma payını 55 almak 

uygundur. 

 

6) 55 faz azalma payını kullanarak T2 zaman sabiti denklem 

(4.140)’dan, T1 ise ’nın tanımından aşağıdaki gibi bulunur. 
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 866.021  TT i  s    (4.156) 

7) Bu işlemlerden sonra denkleştiricili sistemin açık çevrim 

transfer fonksiyonu, bulunan parametre değerlerini aşağıdaki 

ifadede yerine koyarak bulunur. 
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Tasarlanan yeni sistemin Bode diyagramları Şekil 4.52 ve Şekil 

4.53’de verilmiştir. Sistemin faz payı 46.8, kazanç payı 13.3 dB kadardır.  
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           Şekil 4.54 

 Tasarlanan sistemin birim basamak cevabı Şekil 4.54’de 

görülmektedir. Denkleştiricili sistemin ve denkleştiricisiz sistemin temel 

performans parametreleri aşağıdaki çizelgede özetlenmiştir. Sistemin 

basamak cevabı, Şekil 4.39’da verilen, denkleştiricisiz sistemin basamak 

cevabıyla karşılaştırıldığında salınımların çok daha hızla sönümlendiği 

dikkati cekmektedir. Bu durum artırılan faz payının sonucudur. Aşma 

miktarı azalmış, kazanç payı artmıştır. Bunlara karşılık yerleşme zamanın az 

da olsa uzamıştır. Sonuçlar Çizelge 4.4’de özetlenmiştir. 
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Çizelge 4.4 

Parametre 
Denkleştiricisiz 

Sistem 

Denkleştiricili 

Sistem 

Faz Payı 37 46.8 

Kazanç Payı 7.6 dB 13.3 dB 

Durağan değer 0.99 0.99 

Aşma % 13.5 % 6 

Tepe zamanı 1.28 0.59 s 

Yerleşme zamanı 14.5 s 15.6 s 

 

 4.11.4 Faz-İlerletici-Geriletici Denkleştirici Tasarımı 

Hem faz-ilerletici ve hem de faz-geriletici denkleştirici 

kullanılmasını gerektiren durumlarda, bunların ayrı ayrı kullanılması yerine 

bu ikisinin görevini tek başına gerçekleştiren pasif bir denkleştirici 

kullanılması daha ekonomik bir çözümdür.  

Faz-ilerletici-geriletici denkleştiriciyle durağan davranış 

iyileştirilirken, bunun yanı sıra sistem hızının, bant genişliğinin ve marjinal 

kararlılığın artırılması mümkündür. Diğer bir deyişle, bu denkleştirici hem 

faz-geriletici hem de faz-ilerletici denkleştiricilerin özelliklerini bir arada 

barındırır. 

Daha önce denklem (4.124)’de verildiği gibi, faz-ilerletici-geriletici 

denkleştiricinin açık çevrim transfer fonksiyonuna eklediği çarpan aşağıdaki 

gibidir.  
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 Burada kazancın “1” olması için 
igig TTTT 1122   şartı koyulmuştur. 

Bu şart zorunlu olmamakla beraber, tasarım sürecinde basitlik sağlar. Faz-

ilerletici-geriletici denkleştiricinin tasarım süreci, faz-ilerletici ve faz-

geriletici denkleştiricilerin tasarımlarının birleşimi biçimindedir. 

Denkleştiricinin faz-geriletici kısmı yüksek frekanslarda genlik azalması 

sağladığından, çevrim kazancının artırılmasını ve böylelikle yüksek frekans 

bölgesinde net bir kazanç artışı olmadan durağan hataların azalmasını sağlar. 
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Denkleştiricinin faz-ilerletici kısmı ise geçme frekansını artırır ve yeni 

geçme frakansında istenen faz açısı artışını sağlar. 

 Tasarım sırasında istenirse faz-geriletici ve faz-ilerletici kısımlar 

ayrı ayrı tasarlanabilir ve daha sonra bunlar seri olarak bağlanarak faz-

ilerletici-geriletici denkleştirici elde edilebilir. Kısımların ayrı ayrı 

tasarlanması sırasında daha önce Kısım 4.12.2 ve Kısım 4.12.3’de verilen 

yöntemler birbirinden bağımsız olarak kullanılır. Kısımlardan hangisinin 

önce tasarlanacağı önemli değildir. Diğer bir yaklaşım ise faz-ilerletici-

geriletici denkleştiriciyi tek aşamada aşağıda verilen Yöntem 3’ü kullanarak 

tasarlamaktır. 

 

Yöntem 3:  Faz-ilerletici-geriletici denkleştirici tasarımı  

 

1) Denkleştiricisiz sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu G(s) 

olsun. Denkleştiriciyi tasarlamadan önce, çevrim kazancını 

artırarak durağan davranış şartlarını sağlamaya çalışın. Ancak 

kazanç payını 6 dB değerinin ya da verilmiş bir kazanç payı 

şartı varsa onun altına düşürmeyin. Bu kazanç artırım çarpanı 

K olsun. 

 

2) Eğer faz payının ne olması gerektiği verilmişse bir sonraki 

maddeye geçin. Faz payı verilmemişse, sönüm oranı, aşma 

değeri gibi kriterlere dayanarak istenilen faz payı değerini (r) 

belirleyin.  

 

3) Denkleştiricisiz sistemin Bode diyagramlarını çizin. Faz payını 

ve kazanç payını bulun. Denkleştiricinin faz-ilerletici kısmının 

artırması gereken faz miktarını (d) aşağıdaki gibi belirleyin. 

 

pgpimrd      (4.159) 

Burada m  denkleştiricisiz sistemin faz payı; pi ise faz 

ilerletici kısım geçme frekansını sağa kaydırdığı için faz 

eğrisinin aşağı doğru olan eğimi dolayısıyla azalacak faz 

miktarını karşılamak için eklenen faz azalma payı’dır. 

Denkleştiricisiz sistem faz eğrisinin eğimi geçme frekansı 

dolayında az ise pi’nin değeri  genellikle 5-12 arasındadır 

[4.2]. (Eğer geçme frekansı dolayında faz eğrisinin aşağı 

doğru eğimi fazlaysa, pi’nin değerinin daha büyük olması 
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gerekebilir. Ayrıntılar için Örnek 4.5’e bakın.) pg terimi faz-

geriletici kısmın yaratacağı tahmini faz azalmasını karşılamak 

içindir. pg’nin değeri de 5-12 aralığında olup, faz-

gerileticinin sıfırı geçme frekansının en az bir onluk altında ise 

küçük değere daha yakındır.  

 

4) Denklem (4.121)’den ’nın değerini mak = d kabul ederek 

aşağıdaki gibi elde edin.  

 

mak

mak






sin1

sin1




     (4.160) 

 

5) Faz-ilerletici denkleştiricinin yaratacağı maksimum faz 

artışının büyüklük geçme frekansında olması arzu edilir. 

Ancak denkleştirici aynı zamanda denklem (4.123)’de 

belirtildiği kadar bir büyüklük artışı yapar. Bu yüzden 

denkleştiricisiz sistemin büyüklük geçiş frekansını sağ tarafa 

doğru kaydırır. Bu frekansı (c ) yeni geçme frekansı olarak 

kabul edin. c’nin değeri denklem (4.123) kullanılarak 

aşağıdaki ifadeden bulunabilir. MATLAB yazılımınız varsa 

c’nin bulunması çok daha kolaylıkla yapılabilir. 

 10log20)( cjG  dB  (4.161) 

6) Denkleştiricinin maksimum faz artırımının yeni geçme 

frekansında olmasını sağlamak için T2i ve T1i zaman sabitlerini 

denklem (4.122) ve ’nın tanımı kullanarak aşağıdaki gibi 

bulun. 

 

c

iT
1

2       (4.162) 

 

ii TT 21       (4.163) 

 

7) 
igig TTTT 1122   ifadesinden, 

 


i

i

g

g

T

T

T

T

2

1

1

2     (4.164) 
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olarak verilmiştir. 1/T1g değerini yeni geçme frekansının bir 

onluk altında, T2g’yi ise denklem (4.164)’e göre, aşağıdaki gibi 

seçin. 

 

c

gT


10
1       (4.165) 

 

gg TT 12       (4.166) 

 

8) Denkleştiricili sistemin açık çevrim transfer fonksiyonunu 

aşağıdaki gibi yeniden düzenleyin. 
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  (4.167) 

 

Denkleştiricili sistemin Bode diyagramlarını çizin. 

 

9) Denkleştiricili sistemin faz payı ve kazanç payı değerlerini 

kontrol edin. Durağan davranış özelliklerini inceleyin. Birim 

basamak cevabını elde ederek % aşma oranı, yerleşme zamanı, 

tepe zamanı gibi geçici davranışı tanımlayan parametreleri 

bulun.   Gerekiyorsa tasarım parametrelerini değiştirerek 

tasarımı tekrar edin. 

 

Örnek 4.6: Yöntem 3 

 Blok diyagramı Şekil 4.55’deki gibi bir sistem verilmiş olsun. 

Sistemin açık çevrim transfer fonksiyonunun Bode diyagramları Şekil 4.56 

ve Şekil 4.57’de, kapalı çevrim sistemin birim basamak cevabı ise Şekil 

4.58’de görülmektedir.  Bu haliyle sistemin faz payı 19.9, kazanç payı 21.7 

dB, geçme frekansı 3.08 rad/s, birim basamak giriş için çıkışın durağan 

değeri css = 0.98, yerleşme zamanı 7.1 s, aşma değeri % 57.7 ve tepe zamanı 

1.01 s kadardır. Bu sisteme bir faz-ilerletici-geriletici denkleştirici 

tasarlanması ve aşağıdaki performans parametrelerinin sağlanması 

istenmektedir.  

  Faz payı :   >45    ve       1.0 > css > 0.995 
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          Şekil 4.58 

Yöntem 3’e göre sistemin tasarım aşamaları aşağıda özetlenmiştir. 

1. K  gibi bir çevrim kazancını sisteme dahil edilirse, kapalı 

çevrim transfer fonksiyonu, 

 

Ksss

K
sT






1000)100)(1)(2.0(

1000
)(  

 

olacağından, birim basamak giriş için çıkışın durağan değeri 

aşağıdaki gibi bulunur. 

 

K

K
css






100020

1000
  

 

Bu ifadeden çıkışın durağan değerinin 0.995 olmasını sağlayan 

K  değeri 3.98 olur. 

 

2. Kazancı bu şekilde artırılmış sistemin açık çevrim transfer 

fonksiyonunun Bode diyagramları Şekil 4.59 ve 4.60’da, 

kapalı çevrim sistemin birim basamak cevabı ise Şekil 4.61’de 

verilmiştir. Denkleştiricisiz olan bu sistemin faz payı 7.32, 

kazanç payı 9.69 dB, geçme frekansı 6.26  rad/s, yerleşme 

zamanı  9.56 s, yüzde aşması % 81.5 ve tepe zamanı 0.50 s 
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kadardır. Birim basamak giriş için çıkışın durağan değeri 

beklendiği gibi 0.995’dir. Tasarımın bundan sonraki 

aşamalarında, denkleştiricinin faz geriletici kısmının düşük 

frekanslarda sağlayacağı kazanç artışı sayesinde durağan değer 

1.0’a daha da yaklaşacaktır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.59 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                     

 

 

 

 

                      Şekil 4.60 

 

 

 

0.01              0.1                   1                  10                 100             1000 

                                                   (rad/s)  

   50 

   

     0 

   

 -50 

   

-100 

 B
ü

y
ü

k
lü

k
, 

d
B

 

0.01              0.1                   1                  10                 100             1000 

                                                  (rad/s)  

     0 

   

  -90 

   

-180 

   

-270 

 F
az

 A
çı

sı
, 

D
er

ec
e 



186 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

            Şekil 4.61 

 

3. Denkleştiricinin faz-ilerletici kısmının artırması gereken faz 

miktarını (d), denklem (4.159)’da 45r , 32.7m , 
6pi ve  6pg   alarak aşağıdaki gibi belirlenir. 

7.496632.745 d  

4. Denklem (4.160)’dan ’nın değeri aşağıdaki gibi bulunur.  

439.7
7.49sin1

7.49sin1











  

5. Denklem (4.161)’den 715.8439.7log20 10   dB olarak 

bulunur. Denkleştiricisiz sistemin Şekil 4.59’da verilen  Bode 

büyüklük diyagramından bu değere karşılık gelen frekans 10.4 

rad/s olup, bu frekans yeni geçme frekansı c’dir. 

 

6. Denklem (4.162) ve denklem (4.163)’den 

0353.0
1

2 
c

iT  s ve 262.021  ii TT   s  

olarak bulunur. 
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7. Denklem (4.165) ve denklem (4.166)’dan 962.0
10

1 
c

gT


 s, 

153.712  gg TT  s olarak bulunur. 

 

8. Denkleştiricili sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu 

denklem (4.167)’den aşağıdaki gibi elde edilir. 
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Burada G(s) denkleştiricisiz sistemin açık çevrim transfer 

fonksiyonudur. 

 

9. Faz-ilerletici-geriletici denkleştirici uygulanan sistemin açık 

çevrim transfer fonksiyonunun Bode diyagramları Şekil 4.62 ve 

Şekil 4.63’de, birim basamak cevabı ise Şekil 4.64’de 

verilmiştir. Tasarlanan yeni sistemin faz payı 45.4, kazanç payı 

20.3 dB, birim basamak referans giriş için çıkışın durağan 

değeri css = 0.999, aşması % 31.4, tepe zamanı 0.27 s, yerleşme 

zamanı 0.63 s  kadardır. 
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 Aşağıdaki çizelgede denkleştiricisiz ve denkleştirici uygulanan 

sistemlerin performans parametreleri birlikte verilmiştir. Çevrim kazancının 

artırılması ve denkleştiricinin faz geriletici kısmının düşük frekanslarda 

sağladığı kazanç artışı sayesinde çıkışın durağan değeri 0.999’a çıkmış, 

sistemin sönümü artarken sistemin cevap hızı önemli oranda artmıştır. 

Çizelge 4.5 

Parametre 
Denkleştiricisiz 

Sistem 

Denkleştiricili 

Sistem 

Faz Payı 19.9 45.4 

Kazanç Payı 21.7 dB 20.3 dB 

Geçme frekansı 3.08 rad/s 10.4 rad/s 

Durağan değer 0.98 0.999 

Aşma % 57.7 % 31.4 

Tepe zamanı 1.01 s 0.27 s 

Yerleşme zamanı 7.1 s 0.63 s 

 

 Yöntem 3’ün ilk maddesinde belirtildiği gibi, durağan davranışı 

iyileştirmek için çevrim kazancının denkleştirici tasarımı öncesinde 

artırılması bazı durumlarda atlanabilir ve durağan davranışın iyileştirilmesi 

için faz geriletici kısmın düşük frekanslarda sağlayacağı kazanç artışı yeterli 

olabilir. Örneğin yukarıda incelenen örnek için böyle bir yol izlenirse 

aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 

1. Başlangıçta sistemin açık çevrim kazancını değiştirmesin. Bu 

yüzden K  = 1 alınsın. 

 

2. Denkleştiricinin faz-ilerletici kısmının artırması gereken faz 

miktarı, (d) denklem (4.159)’da 45r , 9.19m , 
6pi , 6pg   alarak aşağıdaki gibi belirlenir. 

 
1.37669.1945 d  
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3. Denklem (4.160)’dan ’nın değeri aşağıdaki gibi bulunur.  

 

038.4
1.37sin1

1.37sin1
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4. Denklem (4.161)’den 06.6038.4log20 10   dB olarak 

bulunur. Denkleştiricisiz sistemin Bode büyüklük 

diyagramından bu değere karşılık gelen frekans 4.42 rad/s 

olup, bu frekans yeni geçme frekansı c’dir. 

 

5. Denklem (4.162), denklem (4.163)’den 113.0
1

2 
c

iT  s 

ve 455.021  ii TT   s olarak bulunur. 

 

6. Denklem (4.165) ve denklem (4.166)’dan 262.2
10

1 
c

gT


s, 

135.912  gg TT  s olarak bulunur. 

 

7. Denkleştiricili sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu 

denklem (4.167)’den aşağıdaki gibi elde edilir. 
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Burada G(s) denkleştiricisiz sistemin açık çevrim transfer 

fonksiyonudur. 

 

8. Faz-ilerletici-geriletici denkleştirci uygulanan sistemin açık 

çevrim transfer fonksiyonunun Bode diyagramları Şekil 4.65 ve 

Şekil 4.66’da, birim basamak cevabı ise Şekil 4.67’de 

verilmiştir. Tasarlanan yeni sistemin faz payı 45.5, kazanç payı 

26.0 dB, geçme frekansı 4.44 rad/s, birim basamak referans 

giriş için çıkışın durağan değeri css = 0.995, aşması % 28.2, tepe 

zamanı 0.65 s, yerleşme zamanı 1.22 s  kadardır.  
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Aşağıdaki çizelgede denkleştiricisiz ve denkleştirici uygulanan 

sistemlerin performans parametreleri birlikte verilmiştir. Denkleştirici 

tasarımı öncesinde kazancı artırılan sisteme göre kazanç payı daha büyük, 

aşma daha küçük, buna karşılık yerleşme zamanı daha uzundur. Ancak bu 

sonuçlara dayanarak bir genelleme yapmanın mümkün olmadığı 

unutulmamalıdır. 

Çizelge 4.6 

Parametre 
Denkleştiricisiz 

Sistem 

Denkleştiricili 

Sistem 

Faz Payı 19.9 45.5 

Kazanç Payı 21.7 dB 26 dB 

Geçme frekansı 3.08 rad/s 4.44 rad/s 

Durağan değer 0.98 0.995 

Aşma % 57.7 % 28.2 

Tepe zamanı 1.01 s 0.65 s 

Yerleşme zamanı 7.1 s 1.22 s 
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Craig_RPI /2001/FreqResponse_Analysis_Design.pdf. 
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PROBLEMLER 

Not: Problemlerin çözümlerinde MATLAB’den yararlanın. 

4.1     Birim geribeslemeli bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu 

aşağıdaki gibidir. 

  
)4(

40
)(




ss
sG  

- Sistemin faz payı ve kazanç payı ne kadardır? Bu değerler uygun 

mudur? 

- Birim rampa giriş için sistemin durağan hatası ne kadardır? 

Durağan dinamik hatayı 0.01’in altına azaltmak için uygun bir 

faz-geriletici denkleştirici tasarlayın. 

4.2     Birim geribeslemeli bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu 

aşağıdaki gibidir. 
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- Sistemin faz payı ve kazanç payı ne kadardır? Bu değerler uygun 

mudur?  

- Birim basamak giriş için sistemin durağan hatası ne kadardır? 

- Faz payını 30’den büyük, kazanç payını 6 dB’den büyük 

yapmak için bir faz-ilerletici denkleştirici tasarlayın. 

Denkleştiricili sistemin tasarım kriterlerine uygunluğunu kontrol 

edin. 

4.3    Birim geribeslemeli bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu 

aşağıdaki gibidir. 
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- Sistemin faz payı ve kazanç payı ne kadardır? Bu değerler uygun 

mudur?  

- Birim basamak giriş için sistem çıkışının durağan değeri nedir? 

Durağan değerin 0.995-1.0 arasında olmasını sağlamak için faz- 

geriletici bir denkleştirici tasarlayın. Denkleştiricili sistemin 

istenen kritere uygunluğunu kontrol edin. 
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4.4 Birim geribeslemeli bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu 

aşağıdaki gibidir. 
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- Bu sistemin kararlılığı hakkında ne söyleyebilirsiniz?  

- Bu sistem için aşağıdaki tasarım şartlarını sağlayacak bir faz- 

ilerletici-geriletici denkleştirici tasarlayın.  

Faz payı  45 

 Bu şekilde tasarlanan sistemin kazanç payı nedir? Sistemin birim 

basamak cevabının aşması, tepe zamanı, yerleşme zamanı ve durağan 

değeri nedir? 

 

4.5 Birim geribeslemeli bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu 

aşağıdaki gibidir. 
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Bu sistemin kazanç payı ve faz payı ne kadardır? Birim basamak 

cevabının Mp, tp, ts ve css değerleri nedir?  

Bu sistem için aşağıdaki tasarım şartlarını sağlayacak bir faz-

ilerletici denkleştirici tasarlayın.  

Faz payı  40 

Kazanç payı  8 dB 

 

Tasarladığınız sistemin kazanç payı ve faz payı ne kadardır? Birim 

basamak cevabının Mp, tp, ts ve css değerleri nedir?  

4.6 Birim geribeslemeli bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu 

aşağıdaki gibidir. 
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Bu sistemin kazanç payı ve faz payı ne kadardır? Birim basamak 

cevabının Mp, tp, ts ve css değerleri nedir?  

Bu sistem için aşağıdaki tasarım şartlarını sağlayacak bir faz-

ilerletici denkleştirici tasarlayın.  
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Faz payı  45 

Kazanç payı    6dB 

Birim basamak giriş için çıkışın durağan değeri = 0.99-1.0 

 

Tasarladığınız sistemin kazanç payı ve faz payı ne kadardır? Birim 

basamak cevabının Mp, tp, ts ve css değerleri nedir? 

4.7 Birim geribeslemeli bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu 

aşağıdaki gibidir. 
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Bu sistemin kazanç payı ve faz payı ne kadardır? Birim basamak 

cevabının Mp, tp, ts ve css değerleri nedir? 

Bu sistem için aşağıdaki tasarım şartlarını sağlayacak bir faz- 

ilerletici-geriletici denkleştirici tasarlayın.  

Faz payı  30 

Kazanç payı  10 dB 

Birim basamak giriş için çıkışın durağan değeri = 0.98-1.0 

 

 Tasarladığınız sistemin kazanç payı ve faz payı ne kadardır? Birim 

basamak cevabının Mp, tp, ts ve css değerleri nedir? 

4.8 Birim geribeslemeli bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu 

aşağıda verilmiştir. 
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Bu sistem için aşağıdaki tasarım şartlarını sağlayacak bir faz-ilerletici 

denkleştirici tasarlayın.  

Faz payı  40 ,        Kazanç payı  10 dB 

 

Tasarladığınız sistemin kazanç payı ve faz payı ne kadardır? Birim 

basamak cevabının Mp, tp, ts ve css değerleri nedir? 
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4.9 Açık çevrim transfer fonksiyonu, 
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olan birim geribeslemeli sistem için aşağıdaki tasarım şartlarını 

sağlayacak bir faz-ilerletici-geriletici denkleştirici tasarlayın.  

Faz payı  30 

Kazanç payı  6 dB 

Birim rampa giriş için durağan dinamik hata  0.10 

4.10   Birim geribeslemeli bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu 

aşağıdaki gibidir. 
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- Sistemin faz payı ve kazanç payı ne kadardır? Bu değerler uygun 

mudur?  

- Birim basamak giriş için sistem çıkışının durağan değeri nedir? 

Durağan değerin 0.995-1.0 arasında olmasını sağlamak için faz- 

geriletici bir denkleştirici tasarlayın. Denkleştiricili sistemin 

istenen kritere uygunluğunu kontrol edin. 

4.11 Birim geribeslemeli bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu 

aşağıdaki gibidir. 
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Bu sistemin kazanç payı ve faz payı ne kadardır? Birim basamak 

cevabının Mp, tp, ts ve css değerleri nedir?  

Bu sistem için aşağıdaki tasarım şartlarını sağlayacak bir PID 

kontrolcü tasarlayın.  

Faz payı  45 

Kazanç payı    6dB 

Birim basamak giriş için çıkışın durağan değeri = 0.99-1.0 
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5 
NYQUIST DİYAGRAMIYLA 

 KONTROL SİSTEMİ TASARIMI 

 

5.1 Giriş 

 Aşağıdaki gibi bir transfer fonksiyonu verilmiş olsun.                           

  

𝐺(𝑠) =
𝑁(𝑠)

𝐷(𝑠)
=

𝑁1(𝑠)𝑁2(𝑠)𝑁𝑚(𝑠)

𝐷1(𝑠)𝐷2(𝑠)𝐷𝑛(𝑠)
              (5.1)          

 Bu sistemin frekans cevabı transfer fonksiyonu s = j koyarak 

aşağıdaki gibi elde edilir. 

𝐺(𝑗) =
𝑁1(𝑗)𝑁2(𝑗)𝑁𝑚(𝑗)

𝐷1(𝑗)𝐷2(𝑗)𝐷𝑛(𝑗)
                     (5.2)         

 Verilen bir  değeri için yukarıdaki ifade compleks bir sayı verir. 

Bu sayının büyüklüğü ve faz açısı, çarpanlarının büyüklükleri ve faz açıları 

cinsinden aşağıdaki gibi ifade edilebilir. 

 

|𝐺(𝑗)| =
|𝑁1(𝑗)||𝑁2(𝑗)||𝑁𝑚(𝑗)|

|𝐷1(𝑗)||𝐷2(𝑗)||𝐷𝑛(𝑗)|
                (5.3)         

𝐺(𝑗) =  𝑁1(𝑗) +  𝑁2(𝑗) +  + 𝑁𝑚(𝑗)                          

−  𝐷1(𝑗) − 𝐷2(𝑗) −  −  𝐷𝑛(𝑗)      (5.4)       
 

 Frekans cevabı analizinde büyüklük ve faz açısının  ile değişim 

biçimi incelenir. Eğer G(s) sistemin kapalı çevrim transfer fonksiyonu ise 

ve sisteme  frekanslı bir sinus dalgası uygulanırsa, durağan sinusoidal 
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cevap genliğinin giriş genliğine oranı |𝐺(𝑗)| kadardır.  𝐺(𝑗) ise giriş ile 

durağan sinusoidal cevap arasındaki faz farkıdır.  

 Klasik kontrol sistemi tasarımında kapalı çevrim transfer 

fonksiyonu yerine açık çevrim transfer fonksiyonunun frekans cevabından 

yararlanılır. Büyüklük ve faz farkının  ile değişimini göstermek için 

kullanılan grafiklerden birisi Bode diyagramlarıdır.  Bode diyagramlarında 

büyüklük ve faz açısı olarak iki ayrı grafik vardır. Büyüklük dB 

(20log10G(j)) cinsinden, faz açısı ise derece cinsinden verilir. Yatay 

eksende ise log10 gösterilir. Bu yüzden Bode diyagramlarının çiziminde 

yarı logaritmik grafik kağıdı kullanılır. Sistemin kararlı olup olmadığı, faz 

payı ve kazanç payı Bode diyagramlarından kolayca görülür. Bode 

diyagramlarının en önemli avantajı açık çevrim transfer fonksiyonundaki 

çarpanların etkilerinin açık bir biçimde görülmesidir. Böylece denkleştirici 

tasarımı sırasında açık çevrim transfer fonksiyonuna eklenmesi gereken 

çarpanlar kolaylıkla belirlenebilir. Bode diyagramları kullanarak kontrol 

sistemlerinin nasıl tasarlandığı daha önce Bölüm 4’de ayrıntılı olarak 

incelenmiştir. Bode diyagramı yönteminde açık çevrim transfer 

fonksiyonuna uygun çarpanlar ekleyerek durağan hatanın azaltılması, 

kazanç ve faz paylarının uygun değerlere getirilmesi ve yüksek frekanslı 

gürültülerin sistem üzerindeki etkilerinin azaltılması esastır. Bu bölümde ise 

polar bir grafik olan Nyquist diyagramı ile kontrol sistemlerinin nasıl 

tasarlanacağı incelenecektir. 

5.2 Polar Grafik 

 Polar grafik frekans cevabı transfer fonksiyonu G(j)’nın büyüklük 

ve faz açısının  ile değişimini gösteren ve kompleks düzlem üzerine çizilen 

bir grafiktir. Faz açısı pozitif reel eksenden itibaren saat yönünün ters 

yönünde pozitif alınır. Çizim sırasında ’nın değeri 0 ile +  arasında 

değiştirilir, Bode diyagramının aksine büyüklüğün ve ’nın logaritması 

alınmadan gercek değerleri kullanılır. Bode diyagramlarına göre üstünlüğü, 

büyüklük ve faz açısının tek bir grafikle gösterilmesidir. Buna karşılık 

transfer fonksiyonundaki çarpanlar birbirinden ayırt edilemez ve etkileri 

toplu olarak görülür. Polar grafik üzerinde her noktaya karşılık gelen bir   

değeri vardır. Grafik üzerinde  ıskalasının gösterilmesi işlemine grafiğin 

ölçeklendirilmesi denir. Orijinden grafik üzerindeki herhangi bir noktaya 

bir vektör çizildiğinde bu vektörün sanal eksen yönündeki bileşeni 
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Im[𝐺(𝑗)], reel eksen üzerindeki bileşeni ise Re[𝐺(𝑗)] değerlerini verir. 

Vektörün boyu |𝐺(𝑗)| büyüklüğüne, pozitif reel eksenden yaptığı açı ise 

G(j)’nın faz açısına eşittir (Şekil 5.1-b). 

 Şekil 5.1’de bazı transfer fonksiyonları için çizilen polar grafikler 

görülmektedir. 

 

 

 

 

 

 

a) G(s) = 1/(s2+s)       b)  G(s) = 1/(s2+s+1) 

                                                   Şekil 5.1 

5.3 Nyquist Kararlılık Kriteri 

 Nyquist kararlılık kriterinin arkasında matematiksel olarak 

Cauchy’nin argüman teoremi yatar. Bu teorem kısaca aşağıdaki gibi 

açıklanabilir. Aşağıdaki gibi s’nin bir fonksiyonu verilmiş olsun.  

𝑇(𝑠) =
𝑁(𝑠)

𝐷(𝑠)
                                                                 (5.5)         

 Bu fonksiyonda N(s) ve D(s) polinomlar olup, bunların mertebeleri 

sayısında T(s)’nin sıfır ve kutupları vardır. Kompleks düzlemde bunlardan 

Z sayıda sıfırı ve P sayıda kutbu içine alan kapalı bir yol çizilsin. T(s) 

fonksiyonunda s = j yerine koyulur ve bu kapalı  yol boyunca saat yönünde 

giderken karşılaşılan  değerleri için elde edilen T(j)’nın değerleri 

kompleks düzleme çizilirse, elde edilen kapalı eğri orijin noktası etrafını 

saat yönünde N = Z - P sayıda dolanır. Ancak sıfır ve kutuplar etrafına 

çizilen kapalı yolun üzerinde T(s)’nin başka bir kutbu ya da sıfırı 

olmamalıdır. Bu ifadeden görüldüğü gibi P > Z ise N nin değeri negatif 

olacağından dolanım yönü saat yönünün tersine olur.   

-1 
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-j10 

-j5 
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Im 

-0.5 

 -j1 

Im 

Re  0.5  1 

 -j0.5 

 -j1.5 

 = 0 
 =   =  

 = 0 

G(j) 
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 Şekil 5.2’deki gibi bir sistem verilmiş olsun. Bu sistemin kapalı 

çevrim transfer fonksiyonu aşağıdaki gibidir. 

𝑇(𝑠) =
𝐺(𝑠)

1 + 𝐺(𝑠)𝐻(𝑠)
=

𝑁(𝑠)

𝐷(𝑠)
                                   (5.6)        

 Fiziksel sistemlerde N(s)’nin mertebesi, D(s)’nin mertebesinden 

daha az ya da eşittir. Dolayısıyla s   iken T(s)’nin değeri sıfır ya da sabit 

bir değer alır. Bunun bir sonucu s   iken 1+G(s)H(s)’nin değeri de sabit 

ya da  olur.   

 

 

 

 

 

Şekil 5.2 

 Şekil 5.2’deki sistemin karakteristik polinomu aşağıdaki gibidir. 

𝑄(𝑠) = 1 + 𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) = 0                                      (5.7)          

 Bu ifadede G(s) ve H(s) polinom oranları olduğundan Q(s) de bir 

polinom oranı şeklindedir. Dolayısıyla Q(s)’nin sıfırları T(s)’nin 

kutuplarıdır. Q(s)’nin kutuplarıyla G(s)H(s)’nın kutupları aynıdır. Şimdi 

kompleks düzlemin tamamını içine alan Şekil 5.3’deki gibi bir yol çizilsin. 

Bu yola Nyquist yolu denir. Bu yol üzerinde Q(s)’nin bir sıfır ya da kutbu 

olmasın. Yani sanal eksen üzerinde Q(s)’nin bir kutbu ya da sıfırı olmasın. 

(Aksi durum ileride ayrıca incelenecektir.) Bu yol etrafında saat yönünde 

giderken Q(j) değerinin kompleks düzlemde çizdiği eğri incelensin.  

Nyquist yolunun sonsuz yarıçaplı kısmında s =  olduğundan ve yol 

üzerinde kutup olmadığından 1+G(s)H(s)’nin değeri sabittir. Bu yüzden 

Q(j)’nin kompleks düzlemdeki eğrisi çizilirken s’nin değerlerini sadece 

j ile +j arasında değiştirmek yeterlidir. Bu eğri orijin etrafını saat 

G(s) 

H(s) 

C(s) R(s) 

+ 
_  
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yönünde N sayıda dolanıyorsa ve Q(s)’nin kompleks düzlemin sağında P 

sayıda (yani G(s)H(s)’nin kompleks düzlemin sağ tarafında P sayıda) kutbu 

varsa, Q(s)’nin kompleks düzlemin sağındaki Z sayıdaki sıfırı için aşağıdaki 

ifade yazılabilir.  

  

 𝑍 = 𝑁 + 𝑃                                                                  (5.8)          
  

 Bir sistemin kararlı olması için kompleks düzlemin sağ tarafında 

T(s)’nin kutbunun olmaması gereklidir. T(s)’nin kutupları, aynı zamanda 

Q(s)’nin sıfırları olduğundan kararlı bir sistemde Z = 0 olur. O halde, 

sistemin kararlı olması için N = P olmalıdır. Yani kompleks düzlemdeki 

Q(j) eğrisi  orijini  saat  yönünün tersi yönde P sayıda dolanmalıdır. Eğer 

P = 0 ise dolanım sayısı sıfır olmalıdır. Diğer yandan, Q(s)’nin kutuplarıyla 

G(s)H(s)’nın kutupları aynıdır. Bu bilgilere dayanarak aşağıdaki kararlılık 

kriteri yazılabilir. 

 

 Bir kontrol sisteminin karakteristik polinomunu veren Q(s) 

ifadesinin Nyquist yolu boyuncaki Q(j) değerlerinin kompleks düzlemde 

çizdiği eğrinin orijin etrafındaki saat yönünün tersi yöndeki dolanım sayısı 

N ve G(s)H(s)’nin kompleks düzlemin sağ tarafındaki kutup sayısı P 

birbirine eşitse sistem kararlıdır.     

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 5.3 

Im 

Re 
r =  
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 Q(s)’nin değeri herhangi bir s = j ve bunun eşleniği s = -j için 

hesaplandığında, elde edilecek kompleks sayılar da birbirinin eşleniğidir.  

Bu yüzden sadece 0 ile +j arasındaki s değerleri için bir eğri çizilmesi ve 

bunun gerçek eksene göre simetriğinin ilk çizilen eğriye eklenmesi Nyquist 

diyagramını verir. Şekil 5.1’de iki transfer fonksiyonunun polar grafiği 

verilmişti. Şekil 5.4’de ise simetri özelliği kullanılarak bu şekillerden 

türetilen Nyquist diyagramları görülmektedir.  

 Orijin trafındaki dolanım sayısını belirlerken hata yapmamak için 

orijinden Nyquist diyagramı üzerindeki bir noktaya bir vektör çizmek, bu 

vektörün ucu eğri boyunca Q(j) noktasından Q(+j) noktasına gelinceye 

kadar vektörün kaç defa 360 derece döndüğünü saymak kolaylık sağlar. 

Dolanım sayısını belirlemenin bir diğer yolu, orijinden Nyquist diyagramını 

kesen bir doğru çizmek, doğru ile diyagramın kesiştiği noktalarda saat 

yönünün tersi yönde dönen kol sayısıyla, saat yönünde dönen kol sayısının 

farkını almaktır.  

 Yukarıda yapılan analizde, Nyquist diyagramı, 

𝑄(𝑠) = 1 + 𝐺(𝑠)𝐻(𝑠)                                                (5.9)         

için, yani karakteristik polinom için çizilmişti. Q(s)  1= G(s)H(s) olduğuna 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a) Q(s) = 1/(s2+s)       b)  Q(s) = 1/(s2+s+1) 

Şekil 5.4 
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göre, Q(s)’nin Nyquist diyagramı gerçek eksen boyunca sola doğru 1  

kadar kaydırılırsa, G(s)H(s)’nin Nyquist diyagramı elde edilir. Örnek olarak 

Şekil 5.5’de, 

  

𝑄(𝑠) =
𝑠2 + 𝑠 + 2

𝑠2 + 𝑠 + 1
                                                                      

ve 

𝑄(𝑠) − 1 = 𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =
1

𝑠2 + 𝑠 + 1
                     (5.11)     

 

için çizilen Nyquist diyagramları birlikte verilmiştir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 5.5 

 

Görüldüğü gibi G(s)H(s)’nin eğrisi, Q(s)’yi sola doğru 1 kadar kaydırarak 

elde edilmektedir. İncelenen bir sistemin blok diyagramından G(s)H(s)’nin 

bulunması daha kolaydır. Bu yüzden Nyquist kararlılık analizinde ve 

kontrol sistemi tasarımında Q(s) yerine G(s)H(s)’nin Nyquist diyagramı 

kullanılır ve ( 1, 0) noktası etrafındaki dolanım sayısı belirlenir. Bu 

durumda kararlılık şartı aşağıdaki gibi ifade edilir. 
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 Bir kontrol sisteminin açık çevrim transfer fonksiyonu G(s)H(s)’nin 

Nyquist yolu boyuncaki G(j)H(j) değerlerinin kompleks düzlemde çizdiği 

eğrinin ( 1, 0) noktası etrafında saat yönünün tersi yöndeki dolanım sayısı 

N ve G(s)H(s)’nin kompleks düzlemin sağ tarafındaki kutup sayısı P 

birbirine eşitse sistem kararlıdır. 

 

 Örnek 5.1 

 Birim geribeslemeli bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu, 

𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =
𝐾

(𝑠 + 1)2(𝑠 + 2)
                                                      

 

gibi olsun. Bu sistemin kararlılığı için denklem (5.8)’de P = 0, Z = 0 

olduğundan, N = 0 olur. K kazancının 10 ve 40 değerleri için Nyquist 

diyagramları çizilirse aşağıdaki grafikler elde edilir. Şekil (a)’daki sistemde 

Nyquist diyagramı 1 noktası etrafında dolanmadığı için, bu sistem 

kararlıdır. Şekil (b)’deki sistemde ise Nyquist diyagramı 1 noktası etrafını 

saat yönünde iki kez dolanmaktadır. Dolayısıyla bu sistem kararsızdır. 

Ayrıca, Z = N + P = 2 + 0 = 2 olduğundan kapalı çevrim transfer 

fonksiyonunun pozitif gerçek değerli iki kutbu vardır.  
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 Örnek 5.2 

 Birim geribeslemeli bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu 

aşağıdaki gibi verilmiş olsun. 

 

𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =
𝐾

(𝑠 + 2)(𝑠 − 1)
                                                                 

 

 Bu sistemde açık çevrim transfer fonksiyonunun kutuplarından bir 

tanesi kompleks düzlemin sağ tarafındadır. Denklem (5.8)’de P = 1, Z = 0 

alınırsa, N =  P =  1 olur. Kararlılık için Nyquist diyagramı  1 noktasının 

etrafını saat yönünün ters yönünde bir defa dolanmalıdır. 

 Aşağıdaki şekilde K = 1 ve K = 10 değerleri için Nyquist 

diyagramları görülmektedir. K = 1 için diyagram   1 noktasının etrafını 

dolanmadığından sistem kararsızdır. Bu durumda Z = N + P = 0 + 1 = 1 

olduğundan kapalı çevrim transfer fonksiyonunun pozitif gerçek değerli bir 

kutbu vardır.  K = 10 için ise diyagram  1 noktasının etrafını saat yönünün 

ters yönünde bir defa dolandığından sistem kararlıdır.  

 

 

 

 

 

a) K = 1                                           b) K = 10 

 

 Örnek 5.3 

 Bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu aşağıdaki gibi verilmiş 

olsun. Bu sistemde kompleks düzlemin sağ tarafında açık çevrim transfer 

fonksiyonu kutbu yoktur. Z = 0 ve P = 0 için denklem (5.8)’den N = 0 elde 

edildiğinden, sistemin kararlı olması için Nyquist diyagramı  1 noktasının 

etrafını dolanmamalıdır. 
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𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =
20(𝑠 + 1)

(𝑠 + 2)(𝑠 + 5)
                                                       

 

 Aşağıdaki şekilde bu sistemin Nyquist diyagramı görülmektedir. 

Diyagram  1 noktasının etrafını dolanmadığından sistem kararlıdır. 

 

 

 

 

 

 

 

 Örnek 5.4 

 Bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu aşağıdaki gibi verilmiş 

olsun. Bu sistemde kompleks düzlemin sağ tarafında açık çevrim transfer 

fonksiyonu kutbu yoktur.  Bu durumda denklem (5.8)’de P = 0, Z = 0 

olduğunda, N = 0 olur. O halde sistemin kararlılığı için Nyquist diyagramı 

 1 noktasını dolanmamalıdır. 

 

𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =
𝐾(𝑠 − 1)

(𝑠 + 2)(𝑠 + 5)
                                                       

 

 Aşağıdaki şekilde K = 5 ve K = 15 değerleri için Nyquist 

diyagramları görülmektedir. K = 5 için diyagram  1 noktasını 

dolanmamaktadır ve sistem kararlıdır. K = 15 için ise diyagram  1 

noktasını saat yönünde bir defa dolandığından sistem kararsızdır. Bu 

durumda N = 1, P = 0 ve Z = 1 olduğundan, kapalı çevrim transfer 

fonksiyonunun pozitif gerçek değerli bir kutbu vardır. 
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a) K = 5                                           b) K = 15 

 Örnek 5.5 

 Bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu aşağıdaki gibidir. 

𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =
𝐾

(𝑠 + 1)(𝑠 + 2)(𝑠 + 3)
                                          

 Bu sistemde kompleks düzlemin sağ tarafında açık çevrim transfer 

fonksiyonu kutbu yoktur. Dolayısıyla sistemin kararlı olması için Nyquist 

diyagramı  1 noktasının etrafını dolanmamalıdır. 

 Aşağıdaki şekilde K = 40 ve K = 80 değerleri için Nyquist 

diyagramları görülmektedir. K = 40 için diyagram  1 noktasını 

dolanmadığından sistem kararlıdır. K = 80 için ise diyagram  1 noktasını 

saat yönünde iki defa dolanmaktadır ve sistem kararsızdır. Bu durumda 

denklem (5.8)’de Z = 0 + 2 = 2 olduğundan, kapalı çevrim transfer 

fonksiyonunun pozitif gerçek değerli iki kutbu vardır.  
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5.4 Sanal Eksen Üzerinde Açık Çevrim Kutbu veya Sıfırı Olma Hali 

 Şekil 5.3’de verilen Nyquist yolu üzerinde açık çevrim transfer 

forksiyonunun kutup veya sıfırı olmaması gerektiği belirtilmişti. Eğer sanal 

eksen üzerinde kutup ya da sıfır varsa Nyquist yolu bunun üzerinden 

geçirilmez. Bu noktaların etrafında Şekil 5.6’daki gibi  yarıçaplı ( << 0) 

bir yarım çember çizilerek hesaplar buna göre yapılır. 

 

 

 

 

 

 

Şekil 5.6 

 Açık çevrim transfer fonksiyonunun orijininde k sayıda kutbu olan 

bir sistem için pay ve paydasının çarpanları cinsinden aşağıdaki ifade 

yazılsın. (Bu varsayım yöntemi açıklamak için yapılmış olup, sanal eksen 

üzerinde orijinde olmayan kutuplar varsa hala benzer bir yaklaşım 

kullanılabilir.) Sistemin diğer kutup ve sıfırları kompleks düzlemin solunda 

olsun.  

𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =
𝐾(𝑠 + 𝑧1)(𝑠 + 𝑧2)(𝑠 + 𝑧𝑚)

𝑠𝑘(𝑠 + 𝑝1)(𝑠 + 𝑝2)(𝑠 + 𝑝𝑛)
       (5.12)         

 

 Şekil 5.6’da orijin etrafındaki yarım çemberde nerede olunursa 

olsun   0 iken G(s)H(s)’nin büyüklüğü daima  olur. G(s)H(s)’nin açısı 

için ise aşağıdaki ifade yazılabilir. 

 

𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =  𝐾 + ∑    𝑧𝑖
𝑚
𝑖=1 − lim  

𝑠0
 𝑠𝑘 − ∑   𝑝𝑗

𝑚
𝑗=1       (5.13)      
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 Yukarıdaki ifadede K pozitif olduğundan açısı sıfırdır. zi ve pj 

arasında kompleks değere sahip olanların açıları ise birbirini götürür ve 

toplamları sıfır olur. Reel olanlar pozitif gerçek değerlere sahip olduğundan 

açıları sıfırdır. Bu yüzden yukarıdaki ifade aşağıdaki hali alır. 

 

𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =  − lim  
𝑠0

 𝑠𝑘                                          (5.14)        

 

 Orijin etrafındaki  yarıçaplı çember etrafında giderken kompleks 

değişken s eksponansiyel formda ifade edilirse,  

𝑠 = 𝑟𝑒𝑗𝜑      (r  0)                                                (5.15)        

𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =  −𝑘                                                       (5.16)        
 

yazılabilir. Orijin etrafındaki  yarıçaplı çember etrafındaki giderken ’nin 

değeri  90° ile başlar ve artarak + 90° değerinde son bulur. Bu sırada 

G(s)H(s)’nin açısı aşağıdaki gibi değişir.     

 

               =  90° için :      G(s)H(s) = k90° 

   = 0°     için :      G(s)H(s) = 0°  (5.17)  

   = + 90° için :       G(s)H(s) =  k90° 

 

 Nyquist diyagramının bu bölümü sonsuz yarıçaplı bir çember 

üzerindedir.  

  

 Örnek 5.6 

 Bu örnekte orijinde bir kutbu olan bir açık çevrim transfer 

fonksiyonunun Nyquist diyagramı incelenecektir. Aşağıdaki gibi bir 

sistem verilmiş olsun. 

𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =
𝐾

𝑠(𝑠 + 1)
                                                                    

 

 Bu sistemin Nyquist diyagramı aşağıdaki şekilde verilmiştir. 

Diyagramda noktalı olarak verilen kısım orijindeki kutup etrafına çizilen  

yarıçaplı daireye karşılık gelmektedir. Bu kısım  =  90° iken sonsuz 
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uzaklıkta  =  0 denen yerden başlamakta, orijini saat yönünde sonsuz 

uzaklıkta dolanmakta ve  = + 90° iken  = + 0 denen yerde sona ermektedir. 

 

  

 

 

 

 

 

 Örnek 5.7 

 Aşağıdaki gibi bir sistem verilmiş olsun. Bu sistemin orijinde iki 

açık çevrim kutbu vardır. 

𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =
𝐾

𝑠2(𝑠 + 1)
                                                                  

 

 Bu sistemin Nyquist diyagramı aşağıdaki şekilde verilmiştir. 

Diyagram  =   iken orijinde başlamaktadır. Orijindeki kutup etrafına 

çizilen   yarıçaplı daireye karşılık gelen kısım diyagramda noktalı olarak  
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gösterilmiştir. Bu kısım  =  0 iken  180° açıyla sonsuzda başlamakta,    

yarıçaplı daire etrafında dönülüp  = + 0 gidilirken eğri sonsuz yarıçaplı 

çember etrafında dolanıp + 180° açıya gelmektedir.  = + 0’dan + ’a 

artarken diyagram orijinde sona ermektedir. 

5.5 Nyquist Diyagramının Elle Çizimi 

 Nyquist diyagramını elle çizmek oldukça emek ister. Bu yüzden 

imkan varsa MATLAB gibi bir yazılımdan yararlanmak zaman ve emek 

kazancı sağlar. Diyagram elle çiziliyorsa aşağıdaki hususların dikkate 

alınması yardımcı olur.  

1) ’nın değerlerini 0 ile yeterince yüksek değerler arasında 

değiştirerek 𝐺(𝑗)𝐻(𝑗)’nın büyüklük ve faz açılarını 

hesaplayın. Böylece elde edilen faz açısı ve büyüklük 

değerlerini kompleks düzlemde işaretleyin. 

2)  = 0 ve  =  değerleri için 𝐺(𝑗)𝐻(𝑗)’nın büyüklük ve faz 

açılarını hesaplayın. Kompleks düzlemde işaretleyin. 

3) Diyagramın gerçek eksenle kesişme noktası varsa, bunu 

belirlemek için 𝐺(𝑗)𝐻(𝑗) kompleks ifadesinin sanal kısmını 

sıfıra eşitleyerek geçme noktasındaki frekans değerini çözün. 

Bulunan frekansı 𝐺(𝑗)𝐻(𝑗)’nın gerçek kısmında yerine 

koyarak gerçek ekseni geçme noktasını bulun. 

4) Diyagramın sanal eksenle kesişme noktası varsa, bunu 

belirlemek için 𝐺(𝑗)𝐻(𝑗) kompleks ifadesinin gerçek 

kısmını sıfıra eşitleyerek geçme noktasındaki frekans değerini 

çözün. Bulunan frekansı 𝐺(𝑗)𝐻(𝑗)’nın sanal kısmında 

yerine koyarak sanal ekseni geçme noktasını bulun. 

5) Denklem (5.12) ile verilen ifadedeki k terimi sistemin tip numa-

rasıdır. Sistemin tipine göre aşağıdaki hususları dikkate alın 

- Sistem tip-0 ise  = 0 iken eğri gerçek eksen üzerinde 

başlar. Açık çevrim transfer fonksiyonunun pay ve 

paydasının mertebeleri eşitse  =  iken gerçek eksen 

üzerinde sona erer. Eğer paydanın mertebesi payın 

mertebesinden büyükse orijinde sona erer. 

- Sistem tipi 1 ise,  = 0 iken eğri negatif sanal eksene 

parallel  bir  eksene  asemptotik  olarak sonsuzda başlar ve 
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  =  iken eksenlerden birine teğet olarak orijinde biter.  

- Sistem tipi 2 ise,  = 0 iken eğri asemptotik olarak negatif 

gerçek eksen üzerinde sonsuzda başlar ve  =  iken 

eksenlerden birine teğet olarak orijinde biter. 

- Sistem tipi k ise,  = 0 iken eğri asemptotik olarak orijinden 

geçen, k90° açılı doğru üzerinde sonsuzda başlar ve  =  

iken eksenlerden birine teğet olarak orijinde biter. 

6) Yukarıdaki biçimde elde edilen eğrinin gerçek eksene göre 

simetriğini diyagrama ekleyerek Nyquist diyagramını elde 

edin. Tip 1 ve üstü sistemlerde  = 0+ ve  = 0 uçlar saat 

yönünde sonsuz yarıçaplı bir daireyle birleştirilir. 

 Aşağıdaki şekilde bazı sistemlere ait Nyquist diyagramları 

yukarıdaki özellikleri incelemek amacıyla örnek olarak verilmiştir. 

 

 

 

 

            Tip-0 Sistem: G(s) = 1/(s+2)        Tip-0 Sistem: G(s) = (s+1)/(s+2) 

 

 

 

 
            Tip-1 Sistem: G(s) = 1/[s(s+2)]                Tip-2 Sistem: G(s) = 1/[s2(s+2)] 

     Şekil 5.7(a) 
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      Tip-0 Sistem: G(s) = 1/(s2+0.5s+1)         Tip-1 Sistem: G(s) = 1/[s(s2+0.5s+1)] 

Şekil 5.7(b) 

 Örnek 5.8 

 Bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu aşağıdaki gibi verilmiş 

olsun. 

𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =
27

𝑠(𝑠 + 6)
                                                                  

 Bu sistem için 𝐺(𝑗)𝐻(𝑗) kompleks ifadesi aşağıdaki gibidir. 

𝐺(𝑗)𝐻(𝑗) =
−272

2(2 + 36)
+ 𝑗

−162

2(2 + 36)
           

 Bu ifadeyi kullanarak 0 ile  arasındaki bazı  değerleri için 

hesaplanan Re[𝐺(𝑗)𝐻(𝑗)], Im[𝐺(𝑗)𝐻(𝑗)], |𝐺(𝑗)𝐻(𝑗)| ve faz 

açısı değerleri aşağıdaki çizelgede verilmiştir. 

 Diyagramın gerçek eksenle kesişme noktası varsa, bunu belirlemek 

için 𝐺(𝑗)𝐻(𝑗) kompleks ifadesinin sanal kısmı sıfıra eşitlenirse, 

−162

(2 + 36)
= 0 

olur. Buradan geçme noktasındaki frekans değeri  olarak bulunur. Bu 

frekans 𝐺(𝑗)𝐻(𝑗)’nın gerçek kısmında yerine koyulursa gerçek ekseni 

geçme noktası 0 olarak elde edilir. 
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 
(rad/s) 

Re[𝐺(𝑗)𝐻(𝑗)] Im[𝐺(𝑗)𝐻(𝑗)] |𝐺(𝑗)𝐻(𝑗)| 
Faz 

Açısı (°) 

0  0.75     90.00 

0.1  0.7498  44.987 44.99  90.95 

0.2  0.7492  22.475 22.49  91.91 

0.4  0.747  11.20 11.23  93.81 

0.6  0.743  7.43 7.46  95.71 

0.8  0.737  5.53 5.58  97.59 

1  0.730  4.38 4.44  99.46 

2  0.675  2.03 2.13  108.44 

5  0.443  0.53 0.69  129.81 

10  0.199  0.12 0.23  149.04 

100  0.0027  0.0002 0.003  176.56 

 0 0 0  180 

 

 Diyagramın sanal eksenle kesişme noktası varsa, bunu belirlemek 

için 𝐺(𝑗)𝐻(𝑗) kompleks ifadesinin gerçek kısmı sıfıra eşitlenirse, 

−27

2 + 36
= 0 

olur. Buradan geçme noktasındaki frekans değeri  olarak bulunur. Bu 

frekans 𝐺(𝑗)𝐻(𝑗)’nın sanal kısmında yerine koyulursa sanal ekseni 

geçme noktası 0 olarak elde edilir. 

 Asemptotun gerçek ekseni kesme noktasını bulmak için 

𝐺(𝑗)𝐻(𝑗) kompleks ifadesinin gerçek kısmında  = 0 yerine koyulursa, 

kesme noktası -0.75 olarak bulunur. 

 Yukarıdaki veriler bir grafik kağıdına işaretlenerek polar grafik 

çizilir. Daha sonra bu grafiğin gerçek eksene göre simetriği polar grafikle 

birlikte çizilerek Nyquist diyagramı elde edilir.  

 Aşağıdaki şekilde incelenen problem için bu yolla çizilen Nyquist 

diyagramı verilmiştir. 
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 Örnek 5.9 

 Bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu aşağıdaki gibidir. 

𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =
4

𝑠2 + 𝑠 + 2
                                                                  

 Bu sistem için 𝐺(𝑗)𝐻(𝑗) kompleks ifadesi aşağıdaki gibidir. 

𝐺(𝑗)𝐻(𝑗) =
8 − 42

4 − 32 + 4
+ 𝑗

−4

4 − 32 + 4
           

 Bu ifadeyi kullanarak 0 ile  arasındaki bazı  değerleri için 

hesaplanan Re[𝐺(𝑗)𝐻(𝑗)], Im[𝐺(𝑗)𝐻(𝑗)], |𝐺(𝑗)𝐻(𝑗)| ve faz 

açısı değerleri aşağıdaki çizelgede verilmiştir. 

 Diyagramın gerçek eksenle kesişme noktası varsa, bunu belirlemek 

için 𝐺(𝑗)𝐻(𝑗) kompleks ifadesinin sanal kısmı sıfıra eşitlenirse, 

−4

4 − 32 + 4
= 0 

-1                           -0.75                          -0.5                         -0.25                            0  
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 
(rad/s) 

Re[𝐺(𝑗)𝐻(𝑗)] Im[𝐺(𝑗)𝐻(𝑗)] |𝐺(𝑗)𝐻(𝑗)| 
Faz 

Açısı 

(°) 

0 2 0 2 0 

0.1 2.005  0.10 2.008  2.9 

0.2 2.0120  0.21 2.03  5.8 

0.3 2.044  0.32 2.07  8.9 

0.6 2.151  0.79 2.29  20.1 

0.8 2.185  1.29 2.54  30.5 

1 2 -2 2.83  45 

1.1 1.72  2.40 2.95  54.3 

1.2 1.28  2.74 3.02  65.0 

1.3 0.69  2.91 2.99  76.6 

1.4 0.082  2.85 2.86  88.4 

1.5  0.43  2.59 2.63  99.5 

1.7  0.97  1.85 2.08  117.6 

2  1  1 1.41  135 

3  0.48  0.21 0.53  156.8 

4  0.26  0.075 0.27  164.1 

10  0.04  0.004 0.041  174.2 

 0 0 0  180 

 

olur. Buradan geçme noktasındaki frekans değeri 0 ve  olarak bulunur. Bu 

frekanslar 𝐺(𝑗)𝐻(𝑗)’nın gerçek kısmında yerine koyulursa gerçek 

ekseni geçme noktaları 2 ve 0 olarak elde edilir. 

 Diyagramın sanal eksenle kesişme noktası varsa, bunu belirlemek 

için 𝐺(𝑗)𝐻(𝑗) kompleks ifadesinin gerçek kısmı sıfıra eşitlenirse, 

8 − 42

4 − 32 + 4
= 0 

olur. Buradan geçme noktasındaki frekans değerleri √2 ve  olarak 

bulunur. Bu frekanslar 𝐺(𝑗)𝐻(𝑗)’nın sanal kısmında yerine koyulursa 

sanal ekseni geçme noktaları −2√2 ve 0 olarak bulunur. 
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 Yukarıda hesaplanan çizelgede büyüklüğü sonsuz yapan frekans 

olmadığından, bu sistemin Nyquist diyagramında asemptot yoktur.  

 Yukarıdaki veriler bir grafik kağıdına işaretlenerek polar grafik 

çizilir. Daha sonra bu grafiğin gerçek eksene göre simetriği polar grafikle 

birlikte çizilerek Nyquist diyagramı elde edilir.  

 Bu sistem için çizilen Nyquist diyagramı aşağıda verilmiştir. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.6 Kazanç Payı, Faz Payı ve Nyquist Diyagramı 

 İleri besleme hattındaki kazancı G(s), geri besleme hattındaki 

kazancı H(s) olan bir sistemin karakteristik denklemi, aşağıdaki gibidir. 

1 + 𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) = 0                                                        (5.18)      

 

 Bu denklemi sağlayan herhangi bir gerçek ya da kompleks s değeri 

kapalı çevrim sistemin kutbudur. Eğer sistem marjinal kararlıysa sanal 

eksen üzerinde bir kutbu olacağından böyle bir kutup s = j gibi ifade 

edilebileceğinden, marjinal kararlı bir sistemin karakteristik denklemi 

aşağıdaki gibi ifade edilebilir. 
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𝐺(𝑗)𝐻(𝑗) = 1                                                       (5.19)      
 ya da, 

 

|𝐺(𝑗)𝐻(𝑗)| = 1                                                       (5.20)      

 

𝐺(𝑗)𝐻(𝑗) = ±180°                                           (5.21)      
 

olur. O halde, marjinal kararlı bir sistemin Nyquist diyagaramı gerçek eksen 

üzerinde 1 noktasından geçer. Kararlı bir sistemin Nyquist diyagramı Şekil 

5.8’deki gibi olsun. Eğer bu sistemin faz açısı  açısı kadar artırılırsa 

Nyquist eğrisi gerçek eksen üzerindeki 1 noktasından geçeceği için 

marjinal kararlılık durumu oluşur.   açısının büyüklüğü, sistemin kararlılık 

sınırından ne kadar uzak olduğunun bir ölçütü olduğundan, faz payı adını 

alır. Burada tanımlanan faz payı daha önce Bölüm 4.8’de tanımlanan faz 

payıyla aynıdır.  

 

 Eğer Şekil 5.8’de Nyquist diyagramının negatif gerçek ekseni 

kestiği nokta faz açısını değiştirmeden sola doğru  1 noktasının üzerine 

kadar kaydırılırsa, yine marjinal kararlılık şartları oluşur. Bu durumda 

negatif eksen üzerindeki vektörün büyüklüğü a kadarken, 1’e eşit hale gelir.  

Yani vektörün boyu 1  a kadar uzar. 1  a’nın büyüklüğü de sistemin 

kararlılık sınırından ne kadar uzak olduğunun bir ölçütüdür. Bu uzaklığa 

kazanç payı denir. Kazanç payı aşağıdaki gibi dB (desibel) cinsinden 

tanımlanır. 

 

Kazanç Payı (dB) = 20 log10(1 − 𝑎) = 20 log10(−𝑎)          

= 20 log10 (
1

𝑎
)                                (5.22)     

 

 Şekildeki eğri gerçek ekseni  1 noktasının sol tarafında keserse 

sistem kararsızdır. Bu durumda kazanç payı ve faz payı değerleri negatifdir. 

A noktasındaki frekans değeri Şekil 4.17(b)’deki büyüklük eğrisinin 0 dB 

değerini geçtiği frekansla aynıdır. B noktasındaki frekans değeri ise Şekil 

4.17(b)’deki faz eğrisinin  180° değerini geçtiği frekansla aynıdır. Bu 

frekanslar sırasıyla büyüklük geçme frekansı ve faz geçme frekansı olarak 

adlandırılır. 
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Şekil 5.8 

5.7 Nyquist Diyagramının MATLAB Kullanarak Çizilmesi 

 Nyquist diyagramlarının hesaplanarak elle çizmesi oldukça emek 

yoğun bir çalışma gerektirdiğinden, MATLAB yazılımının kullanılması 

büyük kolaylık sağlar. Bunun için nyquist komutu kullanılır. Program 

kendi belirlediği ya da istenen  sınırları arasında aralıklarla faz ve 

büyüklük değerlerini hesaplayarak ilerlediğinden, sanal eksen üzerinde 

olabilecek açık çevrim kutup ya da sıfırlar için özel bir önlem alınmasına 

gerek yoktur.  

 Aşağıda bu amaçla yazılmış bir m-dosyası örnek olarak verilmiştir. 

Burada sys bir sistemin açık transfer fonksiyonudur. Sistem transfer 

fonksiyonu tf komutuyla oluşturulmaktadır. w ile hesap yapılması istenen 

frekans sınırları ve istenirse adımları belirlenmekte nyquist komutuyla da 

sistemin Nyquist diyagramı çizilmektedir. 

% Nyquist diagram plotter 
% 
clc 
clear 
close all 
% Define the transfer function 
k=1; 
sys=tf([k],[1 1 0 0]) 
% Define the frequency range 
w={0,100} 

Re 

r = 1 

a 
 

 1 

Im 

A 

B 
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% w=0.001:0.01:1 
% Draw the Nyquist diagram 
nyquist(sys,w) 
% kazanç payı, faz payı,  
% kazanç geçme frekansı, faz geçme frekansı 

    [gm,pm,wcg,wcp]=margin(sys2) 
 

5.8 Kapalı Çevrim Transfer Fonksiyonunun Frekans Cevabı 

 

 Şimdiye kadar yapılan incelemelerde Şekil 5.2’deki sistemin açık 

çevrim transfer fonksiyonu olan G(s)H(s)’nin frekans cevabı incelenmiştir. 

Birim geribeslemeli sistemlerde kapalı çevrim frekans cevabı ile açık 

çevrim frekans cevabı arasında ilişki kurulabilir. H(s) = 1 olduğunda, açık 

çevrim transfer fonksiyonu G(s), kapalı çevrim transfer fonksiyonu ise, 

 

𝑇(𝑠) =
𝐺(𝑠)

1 + 𝐺(𝑠)
                                                          (5.23)       

 

olur. O halde T(j)’nın büyüklük ve faz açısı için aşağıdaki ifadeler 

yazılabilir. 

 

|𝑇(𝑗)| =
|𝐺(𝑗)|

|1 + 𝐺(𝑗)|
                                               (5.24)       

 

𝑇(𝑗) =  𝐺(𝑗) −  1 + 𝐺(𝑗)                                 (5.25)       
 

i) Büyüklük ilişkisi 

 

 G(j) kompleks bir sayı olduğuna göre, gerçek ve sanal kısımları, 

  

𝐺(𝑗) = 𝑎 + 𝑗𝑏                                                             (5.26)      
 

şeklinde ifade edilebilir. Bu eşitlik denklem (5.24)’de yerine koyulursa, 

 

𝑀() = |𝑇(𝑗)| =
|𝑎 + 𝑗𝑏|

|1 + 𝑎 + 𝑗𝑏|
=

(𝑎2 + 𝑏2)
1
2

(1 + 2𝑎 + 𝑎2 + 𝑏2)
1
2

       (5.27)     
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ya da kısaca M() = M olarak gösterilirse, 

 

𝑀2(1 + 2𝑎 + 𝑎2 + 𝑏2) = 𝑎2 + 𝑏2                            (5.28)     
ya da, 

𝑀2 = 𝑎2(1 − 𝑀2) + 𝑏2(1 − 𝑀2) − 2𝑎𝑀2             (5.29)     
 

olur. Denklemin iki tarafı (1 − 𝑀2) ile bölünür ve iki tarafına 

[𝑀2/(1 − 𝑀2)]2 eklenirse aşağıdaki ifade bulunur. 

 

𝑀2

1 − 𝑀2
+ [

𝑀2

1 − 𝑀2
]

2

= 𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎
𝑀2

1 − 𝑀2
+ [

𝑀2

1 − 𝑀2
]

2

   (5.30)      

 

ya da, 

 

(𝑎 −
𝑀2

1 − 𝑀2)

2

+ 𝑏2 = (
𝑀

1 − 𝑀2
)

2

                       (5.31)      

  

 Bu denklem M = 1 olduğunda a = 0.5’den geçen ve sanal eksene 

parallel bir doğru tanımlar. Denklem (5.31), M  1 olduğunda ise açık 

çevrim transfer fonksiyonu frekans cevabı G(j)’nın çizildiği düzlemde bir 

daire tanımlar. Değişik M değerleri için çizilen bu dairelere M-daireleri 

denir. Dairelerin merkezleri, 

 

𝑎 =
𝑀2

1 − 𝑀2
,        𝑏 = 0                                               (5.32)      

 

noktasında, yarıçapları ise aşağıdaki gibidir.  

    

𝑟 =
𝑀

1 − 𝑀2
                                                                   (5.33)      

 

 Şekil 5.9’da değişik M değerleri için çizilmiş M-daireleri 

görülmektedir. Şeklin sol tarafındaki daireler M > 1, sağ tarafındaki daireler 

ise M < 1 içindir. 
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Şekil 5.9 

 

 Şekil 5.10’da üç farklı kazanç değeri için çizilmiş Nyquist 

diyagramları ve M-daireleri birlikte görülmektedir. Bu eğrilerin teğet 

oldukları dairelerin M değerleri, kapalı çevrim transfer fonksiyonu 

büyüklüğü |𝑇(𝑗)| kadardır. Teğet noktasındaki frekans değeri ise bu 

büyüklüğün meydana geldiği frekansdır. Kazanç değeri K1’den K3’e doğru 

artırıldıkça, eğri daha büyük M değerine sahip bir daireye teğet olmaya 

başlar. Kazanç artırılmaya devam edilirse eğrinin gerçek ekseni geçme 

noktası  1’e doğru yaklaşır ve daha büyük M değerleri elde edilir. Eğri  1 

noktasına geldiğinde sistem marjinal kararlıdır. Kazanç daha da artırılırsa 

sistem kararsız olur. 

 

 Nyquist diyagramı boyunca hareket edildiğinde, diyagramın kestiği 

M-dairelerinden okunan büyüklükler ve kesim noktalarındaki frekans 

değerleri kullanılarak kapalı çevrim sistemin büyüklük frekans cevabı 

çizilebilir. 

 

 

 

 

M = 1 
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ii) Faz ilişkisi 

 

Birim geribeslemeli bir sistem için kapalı çevrim faz ifadesi 

denklem (5.21) ile verilmişti. Bu ifadede denklem (5.26) ile verilen G(j) 

yerine koyulursa aşağıdaki denklem elde edilir. 

 

 

𝑇(𝑗) =   
𝑎 + 𝑗𝑏

1 + 𝑎 + 𝑗𝑏
=   

(𝑎 + 𝑗𝑏)(1 + 𝑎 − 𝑗𝑏)

(1 + 𝑎 + 𝑗𝑏)(1 + 𝑎 − 𝑗𝑏)
                        

 

 =   
𝑎 + 𝑎2 + 𝑏2

1 + 2𝑎 + 𝑎2 + 𝑏2
+ 𝑗 

𝑏

1 + 2𝑎 + 𝑎2 + 𝑏2
      

 

= tan−1 (
𝑏

𝑎 + 𝑎2 + 𝑏2
)                           (5.34)      

 

K1 

M = 1 

 

-1.5                    -1                     -0.5                      0          

 1 

  0.5 

 0 
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   -1  

M = 2 M = 1.3 
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K2 K3 

K1 < K2 < K3 

< 

Şekil 5.10 

Gerçek Eksen 
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Bu denklemin iki tarafının tanjantı alınır ve N = tan olarak 

tanımlanırsa, 

 

 𝑁 =  tan [tan−1 (
𝑏

𝑎 + 𝑎2 + 𝑏2
)] =  

𝑏

𝑎 + 𝑎2 + 𝑏2
                 (5.35)      

 

ya da, 

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑎 −
𝑏

𝑁
= 0                                                  (5.36)      

 

olur. Bu denklemin iki tarafına,  

 
1

4
+

1

4𝑁2
 

 

eklenir ve terimler düzenlenirse, 

 

(𝑎 +
1

2
)2 + (𝑏 −

1

2𝑁
)

2

=
1

4
(1 +

1

𝑁2
)                      (5.37)      

 

elde edilir. Bu denklemde verilen bir faz açısı ’ya karşılık gelen N = tan() 

değeri yerine koyulursa, bir daire denklemi elde edilir. O halde G(j)’nın 

çizildiği kompleks düzlemde sabit faz açısına karşılık gelen yer eğrileri 

daire şeklindedir. Bu dairelere N-daireleri denir. Dairelerin merkezleri, 

  

(−
1

2
 ;    

1

2𝑁
)                                                                   (5.38)       

 

noktasında, yarıçapları ise, 

 

𝑟 =
1

2
(1 +

1

𝑁2
)

1
2

                                                          (5.39)      

 

kadardır. Denklem (5.37)’de b = 0 alındığında, a = 0 ve a = 1 olarak 

bulunduğundan, bütün N-daireleri N’nin değerinden bağımsız olarak gerçek 

eksen üzerinde 0 ve 1 noktalarından geçer.   = 0° olduğunda N = 0 

olacağından denklem (5.36)’dan b = 0 elde edilir. Yani  = 0° için N-dairesi 
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gerçek eksen olur. Şekil 5.11’de faz açısı ’nın değişik değerleri için 

çizilmiş N-daireleri görülmektedir.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 5.11 

 Açık çevrim transfer fonksiyonunun Nyquist diyagramı Şekil 

5.11’deki gibi N-dairelerinin üzerine çizilirse, diyagramın kestiği N-

dairelerinden okunan faz açıları ve kesim noktalarındaki frekans değerleri 

kullanılarak kapalı çevrim sistemin faz açısının frekans cevabı çizilebilir. 

 

5.9   Şartlı Kararlı Sistemler 

 Açık çevrim kazancı azaltıldığında, sistemin kazanç payı 

artıyorsa Bode diyagramlarında kararlılık analizi oldukça kolaydır. 

Buna karşılık bu özelliğe uymayan, kazanç değerinin belli 

aralıklarında kararlı, belli aralıklarında kararsız olan sistemler de 

vardır. Bunlara şartlı kararlı sistemler denir. Bu durumda Nyquist 

diyagramlarının kullanımı daha kolaydır. Aşağıda örnekte şartlı 

kararlı bir sistem incelenmektedir. 
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 Bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu aşağıdadır. 

𝐺(𝑠) =
𝐾(𝑠 + 4)(𝑠 + 10)

𝑠(𝑠 + 1)2
                                         (5.40)         

 Bu sistemin karakteristik denklemi sırasıyla aşağıdaki gibidir. 

𝐷(𝑠) = 𝑠3 + (2 + 𝐾)𝑠
2

+ (14𝐾 + 1)𝑠 + 40𝐾    (5.41)        

 Routh-Hurwitz kriteriyle üç ayrı K değeri için sistemin kararlılığı 

incelenirse aşağıdaki sonuçlar bulunur. 

  K = 1 :       Sistem kararlı. 

  K = 0.4 :  Sistem kararsız. 

  K = 0.2 :    Sistem kararlı. 

 

 Görüldüğü gibi sistem kazancı azaltıldıkça, alışılmışın dışında 

sistem kararlıyken kararsız hale gelmektedir. Bu K değerleri için çizilen 

Nyquist diyagramlarının 1 noktası civarındaki kısımları Şekil 5.12’de 

verilmiştir. Bu diyagramların ortak özelliği, gerçek ekseni birden fazla 

noktada kesmesidir. Bu durum, Bode diyagramları kullanıldığında kazanç 

payının ne olduğunun ve sistemin kararlılılık durumunun yorumlamasında 
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b) K = 0.4 (Kararsız Sistem) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

c) K = 0.2 (Kararlı Sistem) 

Şekil 5.12 (b) 
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zorluk yaratır. Buna karşılık Nyquist diyagramlarında 1 noktası etrafındaki 

dolanım sayısına bakarak kararlılık durumu kolayca belirlenir. Kararsız 

duruma geçmek için kazancın ne kadar artırılabileceği ya da azaltılabileceği 

diyagramdan okunabilir. 

 

5.10 Nyquist Diyagramıyla Kontrol Sistemi Tasarımı 

 

 Bode diyagramlarıyla kontrol sistemi tasarımı sırasında açık çevrim 

transfer fonksiyonuna eklenen çarpanların sisteme etkileri kolayca algılanır. 

Bu yüzden denkleştirici tasarımı oldukça kolaydır. Nyquist diyagramıyla 

kontrol sistemi tasarımı Bode diyagramıyla tasarıma göre daha zordur. Buna 

karşılık kompleks düzleminin sağ tarafında kutup ya da sıfırı olan 

sistemlerin kararlılığını belirlemek daha kolaydır. Sistemin mutlak ve göreli 

kararlılığı tek bir grafik kullanarak bulunabilir. Nyquist diyagramı zaman 

gecikmeli sistemler için de kullanılabilir. Şartlı kararlı sistemlerde de 

Nyquist dyagramlarının kullanımı daha kolaydır. 

 

 Bu bölümü okumadan önce Bölüm 4’de, bir sistemi kontrol etmek 

için açık çevrim transfer fonksiyonuna eklenebilecek aşağıdaki çarpanların 

neler olduğunu, ne amaçlarla kullanıldığını ve bunların parametrelerinin 

nasıl seçildiğini o bölümün ilgili kısımlarını tekrar okuyarak gözden 

geçiriniz. 

 

i) Sabit kazanç. 

Artırılması durağan hatayı azaltır, sistemin göreli kararlığını 

kötü yönde etkileyebilir. 

 

ii) Faz-gerileticili denkleştirici. 

Kazanç ve faz payını fazla değiştirmeden durağan hatanın 

azaltılması amacıyla kullanılır.  

 

iii)  Faz-ilerletici denkleştirici. 

 Sistemin bant genişliğini artırır. Kararlılığı iyileştirir. Sistemin 

 yüksek frekanslı gürültülerden etkilenmesini artırabilir.  

  

iv)  Faz-ilerletici-geriletici denkleştirici. 

 Faz ilerletici ve faz geriletici denkleştiricilerin özelliklerini bir  

 arada taşır. 
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v) Yüksek frekans bölgesine kutup eklenmesi. 

Sistemin yüksek frekanslı gürültülerden etkilenmesini azaltır. 

 Karşılaştırma imkanı sağlamak için bu bölümde verilecek örnekler 

çoğunlukla daha önce Bölüm 4’de verilenler arasından seçilecektir. 

Sistemlerin kazanç payı, faz payı, büyüklük geçme frekansı, faz geçme 

frekansı özelliklerini bulmak için ve Nyquist diyagramlarını çizmek için 

MATLAB yazılımından yararlanılacaktır.  

5.10.1 Faz-Geriletici Denkleştirici Tasarımı 

 Faz-geriletici denkleştirici tek başına uygulandığında alçak 

frekanslardaki kazancı fazla değiştirmez, ama orta ve yüksek frekanslarda 

kazancı azaltır. K kazancının artırılmasına imkan verir. Böylelikle orta ve 

yüksek frekans bölgesindeki sistem özellikleri kontrol edilmemiş 

sisteminkine göre fazla değişmez, ama alçak frekanslardaki kazanç artışı 

durağan hatanın azaltılmasını sağlar. Faz geriletici denkleştirici durağan 

hataları azaltmak için kullanılır.  

 Tasarım sırasında aşağıdaki yöntem kullanılabilir. 

i) Sistemin açık çevrim transfer fonksiyonı G(s)H(s) olarak 

verilmiş olsun.  

ii) Kapalı çevrim transfer fonksiyonunu bulun ve birim basamak 

giriş için çıkış değerinin durağan değerini son değer teoremiyle 

elde edin. 

iii) Açık çevrim transfer fonksiyonunun Nyquist diyagramını 

çizin. Bunun için MATLAB kullanabilirsiniz. margin 

komutuyla kontrol edilmemiş sistemin kazanç payı, faz payı, 

büyüklük geçme frekansı ve faz geçme frekansını bulun. 

(Margin komutu kazanç payını dB olarak değil, gerçek 

büyüklük olarak veririr.) 

iv) Sistemin kazancını değiştirerek faz payını 5-12 derece 

dolayında artıracak olan K kazancını bulun. Bunu bulmak 

amacıyla birkaç kazanç değeri için Nyquist diyagramı 

çizdirerek faz payını hesaplamanız gerekecektir. (Genellikle 

5°’ye daha yakın bir değer kullanılır.) 

v) Faz-geriletici denkleştiricinin transfer fonksiyonu aşağıdaki 

gibidir. 
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  𝐺𝑐(𝑠) = 𝐾′ (
𝑇2

𝑇1
) (

𝑇1𝑠 + 1

𝑇2𝑠 + 1
)                          (5.42)        

 

Madde (iv)’de bulunan faz geçme frekans p olsun. (1/T1)’in 

değerini bunun 1/10’una eşit alın.  

vi) Seçilen Kve T1 değerlerini kullanarak kapalı çevrim sistemin 

istenen durağan çıkış değerini verecek T2 değerini seçin. 

vii) Denkleştirici uygulanan sistemin Nyquist diyagramını çizerek 

faz ve büyüklük paylarının çok değişmediğinden emin olun.  

Birim basamak cevabını çizdirerek dinamik davranış 

özelliklerini inceleyin. Durağan değer şartının sağlandığını 

görün.  

 

 Eğer incelenen sistem birim geri beslemeliyse birim basamak giriş 

için durağan değer doğrudan Nyquist diyagramından elde edilebilir. Bu 

durumda sistemin durağan çıkış değeri aşağıdaki gibidir. 

  

𝑐𝑠𝑠 = lim 
𝑠0

𝐺(𝑠)

1 + 𝐺(𝑠)
                                                   (5.43)         

 

 Kararlı bir sistemin Nyquist diyagramında  = 0 olduğunda 

|𝐺(𝑗0)|’ın büyüklüğü gerçek eksen üzerinde bir değerdir. Bu değer 

diyagramdan okunursa, css aşağıdaki gibi bulunur. 

   

𝑐𝑠𝑠 =
|𝐺(𝑗0)|

1 + |𝐺(𝑗0)|
                                                      (5.44)         

 Örnek 5.10  

 Örnek 4.2’de ele alınan sistem için faz-geriletici denkleştirici 

tasarımı burada Nyquist diyagramı kullanarak tekrar edilecektir. Birim 

geribeslemeli olan bu sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu aşağıdaki 

gibidir. 

𝐺(𝑠) =
40

(𝑠 + 1)(𝑠 + 2)(𝑠 + 4)
=

40

𝑠3 + 7𝑠2 + 16𝑠 + 16
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 G(s)’nin Nyquist diyagramı aşağıdaki şekilde katı çizgi halinde 

görülmektedir. MATLAB’in margin komutu kullanılarak kazanç payı 2.4 

(7.6 dB), faz payı 36.8°, büyüklük geçme frekansı 4 rad/s, faz geçme 

frekansı, p = 2.62 rad/s olarak bulunmuştur.  = 0 iken gerçek eksenden 

okunan değer 2.5’dir. Sistem birim geribeslemeli olduğundan çıkışın 

durağan değeri 2.5/(1+2.5) = 0.714 kadardır. 

 Açık çevrim transfer fonksiyonuna faz payını yaklaşık 6° artıracak 

biçimde bir K çarpanı eklensin. Bu çarpan MATLAB yardımıyla,  

değerlerine karşılık gelen faz açıları ve büyüklük değerlerini listeleyerek 

bulunabileceği gibi, birkaç K değeri için Nyquist diyagramı çizerek 

iterative bir biçimde de elde edilebilir. Aşağıdaki şekilde noktalı olarak 

verilen diyagramlar K = 1.1, 0.9, 0.8 içindir. Bu değerler için bulunan 

büyüklük payı, faz payı, büyüklük geçme frekansı, faz geçme frekansı 

değerleri şekilden sonra verilen çizelgede özetlenmiştir. K = 0.9 için faz 

payı 6° kadar artmaktadır. Bu yüzden K = 0.9 seçilsin. 
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K Kazanç Payı Faz Payı 
Büyüklük 

Geçme frekansı 

Faz Geçme 

Frekansı, p  

1 2.4 (7.6 dB) 36.8° 4 rad/s 2.62 rad/s 

1.1 2.18 31.7° 4 rad/s 2.77 rad/s 

0.9 2.66 42.8° 4 rad/s 2.46 rad/s 

0.8 3 50.3° 4 rad/s 2.28 rad/s 

 Denklem (5.42)’de geçen 1/T1’in değeri p/10 = 0.246 rad/s, ya da 

T1 = 4.065 s alınsın. Denkleştirilici sistemin kapalı çevrim transfer 

fonksiyonundan elde edilen ve durağan değeri 0.99 yapan T2 değeri ise 

denklem (4.134)’den, 

𝑐𝑠𝑠 =
40𝐾′𝑇2

16𝑇1 + 40𝐾′𝑇2
> 0.99                                                    

ya da, T2 >179 s olarak bulunur. Burada T2 =180 s alınacaktır. 

 Bu değerler kullanılarak elde edilen açık çevrim transfer 

fonksiyonunun Nyquist diyagramının 1 noktası dolayındaki kısmı 

aşağıdaki ilk şekilde görülmektedir. Açık çevrim transfer fonksiyonunda 

gerçek kısmı pozitif olan kutup ya da sıfır olmadığından ve diyagram 1 

noktası etrafında dolanmadığından sistem kararlıdır. Aşağıdaki ikinci 

şekilde ise Nyquist diyagramının tamamı verilmiştir.  = 0 iken gerçek 

eksen üzerindeki değer 99.6’dır. Sistem birim geribeslemeli olduğundan 

çıkışın durağan değeri 99.6/(1+99.6) = 0.99 olur. O halde, tasarlanan sistem 

çıkışın durağan durumu ile ilgili kriteri sağlamaktadır. 

 Tasarlanan sistemin kazanç payı 2.39 (7.57 dB), faz payı 37°, 

büyüklük geçme frekansı 3.82 rad/s, faz geçme frekansı 2.47 rad/s kadardır. 

Bu değerler original sistemin değerlerine yakındır. Denkleştirici, sistemin 

orta frekans bölgesini fazla değiştirmemiştir. 

5.10.2 Faz-İlerletici Denkleştirici Tasarımı 

 Faz-ilerletici, sistemin orta frekans bölgesini düzenleyerek faz 

payını artırmak için kullanılır. Temel amacı sistemin geçici davranış 

özelliklerini iyileştirmektir. Faz ilerletici denkleştiriciyle ilgili daha ayrıntılı  



233 
 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

-4              -3             -2              -1               0              1               2               3               4 

Gerçek Eksen 

    4 

     3 

2 

 1 

    0  

   -1 

   -2 

   -3 

  -4 

Sa
n

al
 E

ks
en

 

-20              0                 20               40                60              80               100            120  

Gerçek Eksen 

    60  

     40 

20 

 0 

    -20  

   -40 

   -60 

Sa
n

al
 E

ks
en

 



234 
 

bilgi Bölüm 4.10’da verilmiştir. Faz ilerletici, sistemin açık çevrim transfer 

fonksiyonuna aşağıdaki gibi bir çarpan ekler. 

 

𝐺𝑐(𝑠) = 𝐾 (
𝑇1𝑠 + 1

𝑇2𝑠 + 1
)                                                       (5.45)       

 Faz gerileticiden farklı olarak, 1/T1‘deki sıfır, 1/T2‘deki kutbun 

sol tarafındadır. Eğer  = T1/T2 olarak tanımlanırsa, denkleştiricinin 

sağladığı maksimum faz artışı mak, bu artışın olduğu frekans mak ve mak 

frekansında denkleştiricinin kazanç artırım miktarı aşağıdaki gibidir. 

sin
𝑚𝑎𝑘

=
 − 1

 + 1
   ;         =

1 + sin
𝑚𝑎𝑘

1 − sin
𝑚𝑎𝑘

          (5.46)        

𝑚𝑎𝑘 =
1

𝑇2√
                                                              (5.47)       

|𝐺(𝑗𝑚𝑎𝑘)| = √                                                       (5.48)       

 Nyquist diyagramıyla faz-ilerletici tasarımının aşamaları sırasıyla 

aşağıdaki gibidir. 

1) Sistem durağan davranış isterlerini sağlıyorsa, Madde (3)’e 

geçin. Sistem durağan davranış isterlerini sağlamıyorsa, K gibi 

bir kazanç artırımıyla, bu yeterli değilse faz geriletici 

denkleştirici kullanarak bu isterleri sağlayın. (Unutulmamalıdır 

ki, faz ilerletici denkleştiricinin amacı sistemin durağan 

davranışını etkilemeden dinamik davranışını iyileştirmektir.) 

2) Bu yolla elde edeceğiniz yeni sistemin Nyquist diyagramını 

çizin, kazanç payı, faz payı, büyüklük geçme frekansı (c) ve 

faz geçme frekansı değerlerini bulun. 

3) Faz-ilerletici denkleştiricinin artırması gereken faz miktarını 

(d) aşağıdaki gibi belirleyin. 

 

pmrd       (5.49) 

 

Burada r  istenen faz payı, m  madde (2)’de elde ettiğiniz 

denkleştiricisiz sistemin faz payı, p ise faz-ilerletici 
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denkleştirici geçme frekansını sağa kaydırdığı için faz 

eğrisinin aşağı doğru olan eğimi dolayısıyla azalacak faz 

miktarını karşılamak için eklenen faz azalma payıdır. 

Denkleştiricisiz sistemin faz eğrisinin eğimi geçme frekansı 

dolayında az ise p’nin değeri genellikle 5-12 arasındadır ve 

genellikle alt sınıra daha yakındır. Ancak bu eğimin değerine 

göre daha büyük p değerleri de gerekebilir.  

 

4) Denklem (5.46)’dan ’nın değerini dmak   alarak aşağıdaki 

gibi elde edin.  

 

mak

mak






sin1

sin1




      (5.50) 

Faz-ilerletici denkleştiricinin yaratacağı maksimum faz 

artışının büyüklük geçme frekansında olması arzu edilir. 

Ancak denkleştirici aynı zamanda denklem (5.48)’de 

belirtildiği gibi mak frekansında bir genlik artışı yapar. Bu 

yüzden denkleştiricisiz sistemin büyüklük geçiş frekansını sağ 

tarafa doğru kaydırır. Bu frekansın değeri şöyle bulunabilir. 

Madde (2)’de açık çevrim transfer fonksiyonunun büyüklük 

geçme frekansındaki büyüklüğü 1’dir. Yeni geçme frekansı 

mak’da bu değerin 1’den  √ ‘ya artması istenmektedir. O 

halde mak frekansının değeri, 

|√𝐺(𝑗𝑚𝑎𝑘)| = 1                                                    (5.51)        

ifadesinden bulunabilir. Bunun için denklem (5.51) önce mak 

cinsinden bir polinom halinde yazılır ve değeri bu polinomun 

köklerinden bulunur. Kök bulma işlemi için MATLAB’in 

roots komutundan yararlanılabilir. 

5) Denkleştiricinin maksimum faz artırımının madde (4)’de 

bulunan mak frekansında olması istenir. Bunu sağlamak için 

T2 ve T1 zaman sabitleri aşağıdaki gibi bulunur. 

   

𝑇2 =
1

𝑚𝑎𝑘√
              𝑇1 = 𝑇2                             (5.52)         
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6) Denkleştiricili sistemin açık çevrim transfer fonksiyonunun 

Nyquist diyagramını çizin. Faz payı, kazanç payı ve çıkışın 

durağan değerini kontrol edin. 

 

 Örnek 5.11  

 Daha önce Örnek 4.4’de Bode diyagramıyla incelenen sistem, bu 

örnekte Nyquist diyagramıyla tasarlanacaktır. Birim geribeslemeli olan bu 

sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu aşağıda verilmiştir. Bu sistemin 

birim rampa giriş için dinamik hatasını 0.03’den az yapacak K’nın değerinin 

bulunması ve faz payının 40’den büyük olması için faz-ilerletici bir 

denkleştirici tasarlanması istenmektedir. 

𝐺(𝑠) =
𝐾

𝑠(𝑠 + 3)
                                                              

  Birim geribeslemeli bu sistemin kapalı çevrim transfer fonksiyonu, 

 

𝑇(𝑠) =
𝐶(𝑠)

𝑅(𝑠)
=

𝐺(𝑠)

1 + 𝐺(𝑠)
                                

 

olduğuna göre, R(s) ile hata E(s) = R(s)C(s) arasındaki transfer fonksiyonu 

aşağıdaki gibidir. 

 
𝐸(𝑠)

𝑅(𝑠)
=

1

1 + 𝐺(𝑠)
=

𝑠(𝑠 + 3)

𝑠2 + 3𝑠 + 𝐾
                 

 

 Birim rampa giriş için dinamik hata, 

   

𝑒𝑠𝑠 = lim
𝑠0

𝑠 (
𝑠(𝑠 + 3)

𝑠2 + 3𝑠 + 𝐾
) (

1

𝑠2
) =

3

𝐾
≤ 0.03                         

 

olduğundan K  100 elde edililr. Burada K = 100 alınacaktır. 

 Aşağıdaki şekillerde, 

𝐺(𝑠) =
100

𝑠(𝑠 + 3)
                                                                            

 



237 
 

fonksiyonunun Nyquist diyagramı geniş sınırlar içinde ve 1 dolayında 

görülmektedir. Sistem kararlıdır. Sistemin kazanç payı ve faz geçme 

frekansı sonsuz, faz payı 17.06°, büyüklük geçme frekansı 9.78 rad/s’dır.  
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 Tasarım kriteri olarak faz payının en az 40° olması istenmiştir. 

Denklem (5.49)’da r = 40°, p = 5° ve m = 17.06° alınırsa, faz artış miktarı 

d = 27.94° olarak bulunur. mak = d alınırsa, denklem (5.50)’den  = 2.76 

bulunur. Denklem (5.51)’de √  = 1.66 olduğundan, aşağıdaki denklemler 

yazılabilir.  

 

|1.66𝐺(𝑗𝑚𝑎𝑘)| = 1                                                                     

ya da,    
1.666 × 100

|𝑗||3 + 𝑗|
 = 1                                                                          

 

ya da, 

  
166.6

√9 + 2
 = 1                                                 

ya da, 

 4 + 92 − 27756 = 0                                                              
 

 MATLAB’in roots komutu kullanılırsa, yukarıdaki denklemden 

 = 𝑚𝑎𝑘 = 12.71 rad/s olarak bulunur. 

 

 Denkleştiricinin maksimum faz artırımının madde (4)’de bulunan 

mak frekansında olması istenir. Bunu sağlamak için T2 ve T1 zaman sabitleri 

denklem (5.52)’den aşağıdaki gibi bulunur.   

 

𝑇2 =
1

𝑚𝑎𝑘√
= 0.0472 𝑠       𝑇1 = 𝑇2  = 0.1303 𝑠           

 Tasarlanan sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu, 

𝐺(𝑠) =
100(𝑇1𝑠 + 1)

(𝑇2𝑠 + 1)𝑠(𝑠 + 3)
                                                           

 

gibidir. Aşağıdaki şekilde sistemin Nyquist diyagramı görülmektedir. 

Sistemin kazanç payı ve faz geçme frekansı sonsuz, faz payı 41.2°, 

büyüklük geçme frekansı 12.71 rad/s’dır.  

 



239 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Sistem birim geribeslemeli olduğundan, tasarlanan sistemin açık 

çevrim transfer fonksiyonu G(s) cinsinden dinamik hata aşağıdaki gibidir. 

 

𝑒𝑠𝑠 = lim
𝑠0

𝑠
1

1 + 𝐺(𝑠)
(

1

𝑠2
) = 3/100=0.03 

 

  Yukarıdaki sonuçlardan görüldüğü gibi tasarım kriterlerinin hepsi 

sağlanmıştır. 

5.10.3 Faz-İlerletici-Geriletici Denkleştirici Tasarımı 

 Faz-ilerletici-geriletici denkleştirici, faz-geriletici ve faz-ilerletici 

denkleştiricilerin özelliklerini bir arada taşır. Bu tür denkleştiricinin çalışma 

esası daha önce Bölüm 4.10’da anlatılmıştı. Bu bilgilerin üzerinden 

geçmenizde yarar vardır. Tasarım yönteminin aşamaları Bölüm 4.11.5’de 

verilen Bode diaygramı metodunun aşamalarından fazla farklı değildir. 

Buradaki esas fark tasarım sırasında Nyquist diyagramının kullanılmasıdır.     

Faz-ilerletici-geriletici denkleştirici açık çevrim transfer 

fonksiyonuna aşağıdaki gibi bir çarpan ekler.  

𝐺𝑐(𝑠) = (
𝑇2𝑔

𝑇1𝑔
) (

𝑇1𝑔𝑠 + 1

𝑇2𝑔𝑠 + 1
) (

𝑇1𝑖𝑠 + 1

𝑇2𝑖𝑠 + 1
)                                                  

                  (𝑇2𝑖 < 𝑇1𝑖 < 𝑇1𝑔 < 𝑇2𝑔)   (𝑇2𝑔𝑇2𝑖 = 𝑇1𝑔𝑇1𝑖)                       
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 igig TTTT 1122   şartı kazancın “1” olmasını sağlamak içindir. 

Denkleştiricinin faz-geriletici kısmı yüksek frekanslarda genlik azalması 

sağladığından, çevrim kazancının artırılmasını ve böylelikle yüksek frekans 

bölgesinde net bir kazanç artışı olmadan durağan hataların azalmasını 

sağlar. Denkleştiricinin faz-ilerletici kısmı ise geçme frekansını artırır ve 

yeni geçme frakansında istenen faz açısı artışını sağlar. 

 Nyquist diyagramı yardımıyla faz-ilerletici-geriletici denkleştirici 

tasarımı aşağıdaki aşamaları içerir.  

 

1) Denkleştiriciyi tasarlamadan önce, çevrim kazancını artırarak 

durağan davranış şartlarını sağlamaya çalışabilirsiniz. Ancak 

kazanç payını 6 dB değerinin ya da verilmiş bir kazanç payı 

şartı varsa onun altına düşürmeyin. (Durağan davranış şartı 

böylelikle sağlanıyorsa,   faz-ilerletici-geriletici denkleştirici 

yerine sadece bir faz-ilerletici denkleştirici tasarlamanız 

yeterlidir.) Bu kazanç artırım çarpanı K olsun. Eğer durağan 

değer şartı açık çevrim kazancını artırarak sağlanamıyorsa, K 
= 1 alarak bir sonraki aşamaya geçin. Sistem yapısına bağlı 

olarak K yeterince artırılamıyabilir. Örneğin kararsızlık 

oluşabilir. Bu durumda Madde 10’daki yöntem kullanılabilir.  

 

2) K çarpanı eklenmiş açık çevrim transfer fonksiyonu G(s) 

olsun. Bu sistemin Nyquist diyagramını çizin. Kazanç payı, faz 

payı, büyüklük geçme frekansı (c) ve faz geçme frekansı 

değerlerini bulun. 

 

3) Denkleştiricinin faz-ilerletici kısmının artırması gereken faz 

miktarını (d) aşağıdaki gibi belirleyin. 

 

pgpimrd                                               (5.54)    

Burada r tasarlanacak sistemin istenen faz payı, m açık 

çevrim transfer fonksiyonu G(s) olan denkleştiricisiz sistemin 

faz payı; pi ise faz ilerletici kısım geçme frekansını sağa 

kaydırdığı için faz eğrisinin aşağı doğru olan eğimi 

dolayısıyla azalacak faz miktarını karşılamak için eklenen faz 

azalma payı’dır. Denkleştiricisiz sistem faz eğrisinin eğimi 
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geçme frekansı dolayında az ise pi’nin değeri genellikle 5-

12 arasındadır. (Eğer geçme frekansı dolayında faz eğrisinin 

aşağı doğru eğimi fazlaysa, pi’nin değerinin daha büyük 

olması gerekebilir.) pg terimi faz-geriletici kısmın yaratacağı 

tahmini faz azalmasını karşılamak içindir. pg’nin değeri de 

5-12 aralığında olup; faz-gerileticinin sıfırı, geçme 

frekansının en az bir onluk altında ise küçük değere daha 

yakındır.  

 

4) Denklem (5.46)’dan ’nın değerini dmak   alarak aşağıdaki 

gibi elde edin.  

 

mak

mak






sin1

sin1




       (5.55) 

 

5) Faz-ilerletici kısmın yaratacağı maksimum faz artışının 

büyüklük geçme frekansında olması arzu edilir. Ancak 

denkleştirici aynı zamanda denklem (5.51)’de belirtildiği gibi 

mak frekansında bir büyüklük artışı yapar. Bu yüzden 

denkleştiricisiz sistemin büyüklük geçiş frekansını sağ tarafa 

doğru kaydırır. Bu frekansın değeri şöyle bulunabilir. Madde 

(2)’de açık çevrim transfer fonksiyonunun büyüklük geçme 

frekansındaki büyüklüğü 1’dir. Yeni geçme frekansı mak’da 

bu değerin 1’den  √ ‘ya artması istenmektedir. O halde mak 

frekansının değeri, 

 

|√𝐺(𝑗𝑚𝑎𝑘)| = 1                                                      (5.56)       

ifadesinden bulunabilir. Bunun için önce denklem (5.56) önce 

mak cinsinden bir polinom halinde yazılır ve değeri bu 

polinomun köklerinden bulunur. Kök bulma işlemi için 

MATLAB’in roots komutundan yararlanılabilir. 

 

6) Denkleştiricinin maksimum faz artırımının yeni geçme 

frekansında olmasını sağlamak için T2i ve T1i zaman 

sabitlerini denklem (5.52) ve ’nın tanımını kullanarak 

aşağıdaki gibi bulun. 
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               𝑇2𝑖 =
1

𝑚𝑎𝑘√
              𝑇1𝑖 = 𝑇2𝑖                          (5.57)        

 
7) igig TTTT 1122   ifadesinden, 

 


i

i

g

g

T

T

T

T

2

1

1

2                   (5.58)   

 

olarak verilmiştir. 1/T1g değerini yeni geçme frekansının bir 

onluk altında, T2g’yi ise denklem (5.58)’e göre seçin. 

 

𝑇1𝑔 =
10

𝑚𝑎𝑘
              𝑇2𝑔 = 𝑇1𝑔                             (5.59)        

 

8) Denkleştiricili sistemin açık çevrim transfer fonksiyonunu 

aşağıdaki gibi yeniden düzenleyin. 

 

𝐺𝑑(𝑠) = (
𝑇2𝑔

𝑇1𝑔
) (

𝑇1𝑔𝑠 + 1

𝑇2𝑔𝑠 + 1
) (

𝑇1𝑖𝑠 + 1

𝑇2𝑖𝑠 + 1
) 𝐺(𝑠)      (5.60)        

 

9) Denkleştiricili sistemin Nyquist diyagramını çizin. 

Denkleştiricili sistemin faz payı ve kazanç payı değerlerini 

kontrol edin. Durağan davranış özelliklerini inceleyin. 

 

10) Eğer tasarlanan sistem durağan değer şartını yeterince 

sağlamıyorsa, madde 1’de belirlenen 𝐾   kazancı mümkünse 

bir miktar daha artırılarak tasarım tekrar edilebilir. Ancak bu 

yol tasarımı tekrar etmek anlamına geldiğinden daha zordur. 

Bunun yerine,   𝑇2𝑔𝑇2𝑖 = 𝑇1𝑔𝑇1𝑖 eşitliğini bozmadan, 𝑇2𝑔 ve 

𝑇1𝑖 değerlerini 𝑇2𝑔𝑇2𝑔𝐾  ve 𝑇1𝑖𝑇1𝑖𝐾 şeklinde 

değiştirerek tasarlanan sistemin açık çevrim transfer 

fonksiyonunun önündeki kazanç aşağıdaki gibi artırılabilir.  

 

(
𝑇2𝑔𝐾

𝑇1𝑔
)  

 Örnek 5.12  

 Birim geribeslemeli bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu,  
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𝐺1(𝑠) =
1000

(𝑠 + 0.2)(𝑠 + 1)(𝑠 + 100)
                                         

şeklinde verilmiş olsun. Bu sistem için bir faz-ilerletici-geriletici 

denkleştirici tasarlanması ve aşağıdaki performans parametrelerinin 

sağlanması istenmektedir. Aşağıdaki css parametresi, birim basamak giriş 

için çıkışın durağan değeridir. 

 Faz payı:  >45    Kazanç payı: > 2 (6 dB)     1.0 > css > 0.995 

 Sistemin açık çevrim transfer fonksiyonuna K gibi bir kazanç 

eklenirse, kapalı çevrim transfer fonksiyonu, 

Ksss

K
sT






1000)100)(1)(2.0(

1000
)(  

 

olur. Birim basamak giriş için çıkışın durağan değeri aşağıdaki gibidir. 

 

K

K
css






100020

1000
  

 

 Bu ifadeden çıkışın durağan değerinin 0.995 olmasını sağlayan K  

değeri 3.98 olarak bulunur. Açık çevrim transfer fonksiyonuna K çarpanı 

eklenmiş sisteme faz-ilerletici-geriletici denkleştirici eklendiğinde durağan 

davranış daha da iyileşeceğinden, bu yaklaşım durağan davranış için verilen 

tasarım şartının sağlanmasını garantiler. Kazancı artırılmış sistemin açık 

çevrim transfer fonksiyonu aşağıdaki gibidir. 

  

𝐺(𝑠) =
3980

(𝑠 + 0.2)(𝑠 + 1)(𝑠 + 100)
                                           

 
 Bu sistemin Nyquist diyagramı aşağıdaki şekilde görülmektedir. 

Denkleştiricisiz olan bu sistemin faz payı 7.32, kazanç payı 3.05, büyüklük 

geçme frekansı 6.26  rad/s, faz geçme frekansı 10.96 rad/s kadardır.  = 0 

olduğunda diyagram gerçek ekseni +200 noktasında keser. Sistem birim 

geribeslemeli olduğundan, bu değerden birim basamak giriş için çıkışın 

durağan değeri 200/(1+200) = 0.995 olarak bulunur. Beklendiği gibi 

durağan davranış tasarım şartı sağlanmaktadır. 
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 Denkleştiricinin faz-ilerletici kısmının artırması gereken faz 

miktarı (d), denklem (5.54)’de 45r , 32.7m , 6pi ve  6pg   

alarak aşağıdaki gibi belirlenir. 

7.496632.745 d  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 Denklem (5.55)’den ’nın değeri aşağıdaki gibi bulunur.  

 

 =
1 + sin 49.7

1 − sin 49.7
= 7.42                                

  
 Denklem (5.56)’da √ = 2.72 yerine koyulursa, 

 

|2.72𝐺(𝑗)| = 1          

ya da, 

6 + 100014 + 142462 − 117.5 × 106 = 0 

ya da MATLAB’in roots komutunu kullanarak  = 𝑚𝑎𝑘= 10.35  rad/s 

bulunur. 
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 Denklemler (5.57) ve (5.59)’dan denkleştiricinin zaman sabitleri 

aşağıdaki gibi bulunur. 

𝑇2𝑖 =
1

𝑚𝑎𝑘√
= 0.0355  s          𝑇1𝑖 = 𝑇2𝑖 = 0.2632  s    

 

𝑇1𝑔 =
10

𝑚𝑎𝑘
= 0.9662   s           𝑇2𝑔 = 𝑇1𝑔 = 7.168  s       

 

 Denkleştiricili sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu aşağıdaki 

gibidir. 

 

𝐺𝑑(𝑠) = 3.98 (
7.168

0.9662
) (

0.9662𝑠 + 1

7.168𝑠 + 2
) (

0.2632𝑠 + 1

0.0355𝑠 + 1
) 𝐺1(𝑠) 

 

 Faz-ilerletici-geriletici denkleştirici uygulanan sistemin Nyquist 

diyagramı aşağıda verilmiştir. Sistemin faz payı 45.4, kazanç payı 10.3, 

büyüklük geçme frekansı 10.4 rad/s, faz geçme frekansı 48.7 rad/s kadardır. 

 = 0 olduğunda diyagramın gerçek ekseni kestiği değer 1.48×104   

olduğundan çıkışın durağan değeri 0.999’ dan büyüktür. Bu değerlerden 

görüldüğü gibi tasarım şartlarının hepsi sağlanmıştır. 
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 Örnek 5.13  

 Birim geribeslemeli bir sistemin açık çevrim transfer fonksiyonu,  

𝐺(𝑠) =
10

𝑠(𝑠 + 1)(𝑠 + 3)
                                                               

olsun. Sistemin faz payının en az 30°, kazanç payının en az 2 (6 dB), birim 

basamak giriş için hatanın (ess) sıfır olmasını sağlayacak bir faz–ilerletici-

geriletici denkleştirici tasarlanması istenmektedir. 

 Önce sisteme bir K kazanç çarpanı ekleyerek durağan durum 

şartının sağlanabilirliği araştırılsın. Sistem birim geribeslemeli olduğuna 

göre, kapalı çevrim transfer fonksiyonu aşağıdaki gibidir. 

 

𝑇(𝑠) =
𝐶(𝑠)

𝑅(𝑠)
=

10𝐾′

𝑠3 + 4𝑠2 + 3𝑠 + 10𝐾′
                                     

 
 Birim basamak giriş için css = 1 ve ess = 0 kadardır. Bu yüzden, açık 

çevrim transfer fonksiyonuna herhangi bir K çarpanı eklemeden bir sonraki 

aşamaya geçilecektir. 

  Aşağıdaki şekillerde açık çevrim transfer fonksiyonunun Nyquist 

diyagramı geniş sınırlar arasında ve  1 noktası yakınlarında görülmektedir.  
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 Sistemin kazanç payı 1.2, faz payı 4.6°, büyüklük geçme frekansı 

1.58 rad/s  ve faz geçme frekansı 1.73 rad/s’dir. Sistem kararsızlığa oldukça 

yakındır. 

 r = 30°, m = 4.6 °’dir. pi = pg = 12° kabul edilirse, 

denkleştiricinin faz-ilerletici kısmının artırması gereken faz miktarı 

denklem (5.54)’den aşağıdaki gibi belirlenir. 

  d = 30  4.6 + 12 + 12 = 49.4° 

 Denklem (5.55)’den ’nın değeri aşağıdaki gibi bulunur. 

 

 =
1 + sin 49.4°

1 −  sin 49.4°
=  7.308                                         

 

 Denklem (5.56)’da √ = 2.703 yerine koyulursa, 

|2.703𝐺(𝑗)| = 1          

ya da, 

6 + 104 + 92 − 730.8 = 0 

ya da MATLAB’in roots komutunu kullanarak  = 𝑚𝑎𝑘 = 2.531 rad/s 

bulunur. 
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 Denklem (5.57)’den T2i ve T1i aşağıdaki gibi bulunur. 

  

𝑇2𝑖 =
1

𝑚𝑎𝑘√
= 0.146 s      𝑇1𝑖 = 𝑇2𝑖 =  1.068  s 

 

 Denklem (5.59)’dan T1g ve T2g aşağıdaki gibi bulunur. 

𝑇1𝑔 =
10

𝑚𝑎𝑘
= 3.951 s              𝑇2𝑔 = 𝑇1𝑔 = 28.88  s 

 Yukarıdaki değerler kullanılırsa, denkleştiricili sistemin açık 

çevrim transfer fonksiyonu aşağıdaki gibi elde edilir. 

 

𝐺𝑑(𝑠) = (
28.88

3.951
) (

3.951𝑠 + 1

28.88𝑠 + 1
) (

1.068𝑠 + 1

0.146𝑠 + 1
) 𝐺(𝑠)        

 MATLAB’in margin komutunu kullanarak, tasarlanan bu sistemin 

kazanç payı 2.56 (8.16 dB), faz payı 25.7°, büyüklük geçme frekansı 2.54 

rad/s  ve faz geçme frekansı 4.36 rad/s olarak bulunmuştur. Sistem 30° olan 

faz payı şartını sağlamamaktadır. 

 pi = pg = 20° alarak tasarım tekrarlanırsa aşağıdaki değerler 

bulunur. 

   d = 65.4°   = 21.04 

    √ = 4.59  𝑚𝑎𝑘 = 3.17 rad/s   

  𝑇2𝑖 = 0.0689 s        𝑇1𝑖 = 1.448  s                      

  𝑇2𝑔 = 66.43 s          𝑇1𝑔 = 3.158  s 

 

 Bu değerler kullanılarak elde edilen sistemin Nyquist diyagramı 

geniş sınırlar içinde ve 1 noktası etrafında görülmektedir. Diyagram 1 

noktasından sağa doğru uzaklaşmış ve göreli kararlılığı artmıştır. Bu 

sistemin kazanç payı 3.65 (11.25 dB), faz payı 30.8°, büyüklük geçme 

frekansı 3.18 rad/s  ve faz geçme frekansı 6.60 rad/s kadardır. Sistemin 

kapalı çevrim transfer fonksiyonu yazılıp, birim basamak giriş için çıkışın 



249 
 

durağan değeri hesaplanırsa, sistemin durağan davranışında herhangi bir 

kötüleşme olmadığı ve hala css = 1 ve ess = 0 olduğu görülür.  
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PROBLEMLER 

5.1   Aşağıdaki verilen açık çevrim transfer fonksiyonları için Nyquist 

diyagramlarını elle çizin. Sistemlerin kararlılıklarını belirleyin. 

Kazanç paylarını ve faz paylarını yaklaşık olarak belirleyin. 

a)     𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =  
20

𝑠(𝑠 + 5)
             b)     𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =  

50

𝑠2 + 7𝑠 + 10
 

         

c)     𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =  
𝐾

(𝑠 + 2)(𝑠 + 3)(𝑠 + 4)
      (𝐾 = 100 ve 300 için) 
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d)     𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =  
300

𝑠2(𝑠 + 2)(𝑠 + 5)
       (𝐾 = 20, 70 ve 100 için) 

 

e)     𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =  
300

(𝑠 + 2)(𝑠 + 3)(𝑠 + 4)
 

5.2   Aşağıdaki verilen açık çevrim transfer fonksiyonları için Nyquist 

diyagramlarını MATLAB kullanarak çizin. Bu diyagramlardan 

sistemlerin kararlılık durumlarını belirleyin. MATLAB kullanarak 

kazanç paylarını, faz paylarını, büyüklük geçme frekanslarını ve faz 

geçme frekanslarını elde edin. 

a)     𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =  
𝑠 + 1

𝑠 + 5
                    b)       𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =  

𝑠 − 1

𝑠 + 5
 

c)     𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =  
0.5(𝑠 + 3)

𝑠2 − 1
          d)       𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =  

𝑠 + 1

𝑠2 − 4
 

        

e)     𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =  
𝐾

(𝑠 + 2)3
               (𝐾 = 5, 64, 72 için) 

f)     𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =  
𝐾(𝑠 + 1)

𝑠 − 5
              (𝐾 = 1 ve 10 için) 

g)       𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =  
𝐾

𝑠(𝑠 + 0.5)2
        (𝐾 = 0.1 ve 1 için)                  

h)     𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =  
𝐾(𝑠 + 1)

(𝑠 + 2)(𝑠 − 5)
     (K = 5 ve 15 için) 

i)     𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =  
𝐾(𝑠 + 1)

(𝑠 + 2)(𝑠 − 3)(𝑠 + 4)
      (𝐾 = 15 ve 30 için) 

j)     𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =  
𝐾(𝑠 + 1)

𝑠(𝑠 − 2)
       (𝐾 = 1, 2 ve 10 için) 
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k)     𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =  
𝐾(𝑠 − 1)

(𝑠 + 2)(𝑠 + 3)(𝑠 + 4)
    (𝐾 = 10 ve 30 için) 

5.3  Aşağıda birim geribeslemeli sistemlerin açık çevrim transfer 

fonksiyonları verilmiştir. Bu sistemlere faz-geriletici denkleştirici 

tasarlayarak birim basamak giriş için hatayı 0.01’in altına indirin. 

(MATLAB kullanın.) 

 

a)  𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =  
6

(𝑠 + 1)(𝑠 + 2)
   b)   𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =  

8

(𝑠 + 2)2(𝑠 + 1)
 

5.4  Aşağıda birim geribeslemeli sistemlerin açık çevrim transfer 

fonksiyonları verilmiştir. Bu sistemlere faz geriletici denkleştirici 

tasarlayarak birim rampa giriş için dinamik hatayı 0.02’in altına 

indirin. (MATLAB kullanın.) 

a)  𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =  
25

𝑠(𝑠 + 2)(𝑠 + 6)
          b)   𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =  

30

𝑠(𝑠 + 4)2
 

5.5  Aşağıda açık çevrim transfer fonksiyonları verilen birim geribeslemeli 

sistemlerin kazanç payını en az 2 (6 dB), birim rampa giriş için dinamik 

hatayı en fazla 0.02, faz payını en az 35° yapacak faz ilerletici 

denkleyici tasarlayın. (MATLAB kullanın.) 

 

a)  𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =  
10

𝑠(𝑠 + 1)
          b)   𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =  

10

𝑠(𝑠 + 0.5)
 

5.6  Aşağıda açık çevrim transfer fonksiyonu verilen birim geribeslemeli 

sistemlerin birim basamak giriş için çıkışın durağan değerini 0.98’den 

büyük, faz payını (a)’daki sistem için en az 40°, (b)’deki sistem için en 

az 35° yapacak bir faz-ilerletici-geriletici denkleştirici tasarlayın. 

(MATLAB kullanın.) 

a)  𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =  
1000

(𝑠 + 50)(𝑠 + 1)2
       

b)  𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) =  
30

(𝑠 + 1)(𝑠 + 2)(𝑠 + 3)
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6 
KONTROL SİSTEMİ TASARIMINDA 

DENEYSEL YÖNTEMLER 

 

  Bazı durumlarda kontrol sisteminin matematiksel tanımı yeterince 
yapılmamıştır. Bu durumlarda sistemi tehlikeye atmayacak biçimde yapılan 
basit deneylerden elde edilen verilere dayanarak kontrol sistemi tasarlanması 
mümkündür. Bu yöntemlerin uygulanabilmesi için kontrol edilecek olan 
sistemin kararlı olması gereklidir. Aşağıda Kısım 6.1’de verilen yöntem 
sistemin deneysel olarak elde edilen frekans cevabı özelliklerinden 
yararlanır. Bu özelliklere dayanarak sistem tanımlanır ve transfer fonksiyonu 
bulunur. Daha sonra bilinen tasarım yöntemleriyle kontrol sistemi tasarlanır. 
Kısım 6.2’de verilen yöntemlerde ise sisteme uygulanan bir test girişine 
sistemin verdiği zaman cevabının özelliklerine dayanarak ampirik 
algoritmalara göre PID kontrol parametreleri belirlenir.  

6.1 Deneysel Frekans Cevabı Eğrilerinden Sistem Tanımlanması 

 Bu yöntemde kontrol edilecek sisteme (açık çevrim sistem) bir dizi 
sinusoidal giriş uygulanır. Giriş frekansı yeterince alçak frekanslardan 
yeterince yüksek frekanslara kadar değiştirilerek elde edilen durağan 
sinusoidal cevapların çıkış/giriş genlik oranları ve girişe göre faz farkları 
kaydedilir. Sonra çıkış/giriş genlik oranları dB olarak ve faz açıları ise derece 
olarak yarı logaritmik grafik kağıdına Bode diyagramı formatında işlenir. 
Kullanılan frekans bölgesi seçilirken en alt frekansın altındaki ve en üst 
frekansın üzerindeki frekanslarda faz açısının ve büyüklük diyagramında 
eğimlerin değişmemesine dikkat edilir. Daha sonra işlenen bu noktalara bir 
eğri uydurulur. Büyüklük ve faz eğrilerindeki köşe frekansları (kırılma olan 
frekanslar) belirlenir. Birbirine komşu köşeler arasına aşağı doğru eğimlerde 
en az eğime sahip, yukarı doğru eğimlerde ise en büyük eğime sahip teğetler 
çizilerek asemptotik büyüklük ve faz eğrileri elde edilir.  Daha sonra Kısım 
4.3’de verilen transfer fonksiyonu çarpanlarının Bode diyagramı özellikleri 
dikkate alınarak alçak frekanstan yüksek frekansa doğru bir tarama yapılır 
ve sistemin transfer fonksiyonunun çarpanları aşağıdaki gibi bulunur. 
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i) Asemptotik Bode büyüklük diyagramı sol taraftan (düşük 
frekanslardan)  n20 dB eğimle geliyorsa transfer 
fonksiyonunun  sn gibi bir çarpanı vardır. Bu frekanslara 
karşılık gelen faz farkı  n90 kadardır. n = 0 ise transfer 
fonksiyonunun orijininde kutup veya sıfır yoktur. 
 

ii) Bode  büyüklük  diyagramında  sol  taraftan gelen 

asemptotun  = 1 rad/s frekansındaki değeri q dB olsun. Bu 

durumda, qK 10log20  dB olacağından transfer 

fonksiyonunda,  20/10qK   gibi bir kazanç çarpanı vardır. 

 

iii) Bode büyüklük diyagramından sağa doğru daha yüksek 

frekanslara devam edin. Her köşe frekansı geldikçe, yani 

eğim değişikliğiyle karşılaşıldıkça transfer fonksiyonunun 

diğer çarpanlarını aşağıdaki gibi bulun.  

- Köşenin oluştuğu frekans k olsun.  Eğer eğim 20 dB 

değişmişse transfer fonksiyonunun aşağıdaki gibi bir 

çarpanı vardır. 
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- Eğer k frekansında eğim 40 dB değişmişse transfer 

fonksiyonunun, 
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gibi bir çarpanı vardır. Bu ifadede  ’nın değerini ölçüm 

noktalarının köşe frekansında asemptotlardan olan 

uzaklıkları belirler. Eğer bu noktalar asemptorlara 

oldukça yakınsa   = 0.5-0.7 gibi bir değer uygundur. 

Genellikle karşılaşılan durum budur. Eğer noktalar 

kesişen asemptotların kutuplar için epeyce altında, 

sıfırlar için epeyce üstünde ise aşırı sönümlü karesel bir 

çarpan söz konusu olup, daha yüksek   değerleri 

kullanılabilir. Aksi yönde bir tepe oluşmuşsa az sönümlü 

karesel bir çarpan olduğundan  ’nın değeri 0.5’den daha 
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düşük alınır.   değerinin belirlenmesi için Bölüm 4’de 

verilen Şekil 4.10’dan yararlanılabilir. 

iv) Yukarıdaki gibi belirlenen transfer fonksiyonunun 

paydasının derecesi n, payının derecesi m ise, yüksek 

frekanslardaki faz değeri –(n-m)90 olacaktır.  

 Örnek 6.1 

 Bir sistem üzerinde yapılan deneyler sonucunda elde edilen 

büyüklük ve faz değerleri Şekil 6.1 ve Şekil 6.2’de dairelerle gösterilmiştir. 

Bu verilerden sistemin transfer fonksiyonu aşağıdaki gibi elde edilebilir.  

 Şekillerdeki verilere uydurulan temsili eğriler noktalı olarak 

gösterilmiştir. Şekil 6.1’de ayrıca noktalı eğriye dayanarak çizilen 

asemptotik eğri de yine temsili olarak katı çizgi ile görülmektedir. 

Asemptotik eğriden aşağıdaki sonuçlar çıkarılabilir. 

- Eğri şeklin sol tarafından 20 dB/onluk eğimle gelmektedir. O 

halde transfer fonksiyonunda 1/s gibi bir çarpan vardır. 

 

- Sol taraftan gelen asemptot 1 radyan/s frekansta yaklaşık 12 dB 

değere sahiptir. Bu durumda, 12log20 10 K  dB olacağından, 

transfer fonksiyonunda, 98.310 20/12 K  gibi bir çarpan 

vardır. 

 

- Asemptotik eğrinin eğimi 2 radyan/s frekansında +20 dB/onluk 

artmakta ve eğri yatay hale gelmektedir. O halde köşe frekansı 

2 radyan/s olan,  1)2( s  gibi gerçek bir sıfır vardır. 

 

- 5 radyan/s frekansında eğrinin eğimi 0 dB/onluk iken -40 

dB/onluk değerine azalmaktadır. O halde transfer 

fonksiyonunun payında köşe frekansı 5 radyan/s olan ikinci 

mertebe bir çarpan vardır. Köşe noktasında uydurulmuş eğri ile 

asemptotik eğri birbirine oldukça yakın olduğundan, sönüm 

oranını yaklaşık olarak   = 0.5 kabul edilirse, paydadaki çarpan 

aşağıdaki gibi bulunur. 

 
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Şekil 6.2 

- Yukarıda bulunan çarpanlara göre transfer fonksiyonu aşağıdaki 

gibi elde edilir.  
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Bulunan transfer fonksiyonunun faz diyagramı 1/s çarpanı 
dolayısıyla sol tarafta 90 değere sahiptir.   Diyagramın en sağında ise faz 
değeri –(n-m)90 = 180 kadardır. Bu değerler Şekil 6.2’de verilen faz 
değerleriyle uyum içindedir.   

6.2 Deneysel Zaman Cevabından PID Kontrolcü  
      Parametrelerinin Belirlenmesi 

 Deneysel olarak elde edilen zaman cevabından PID kontrolcü 
parametrelerinin belirlenmesinin en önemli avantajı sistemin transfer 
fonksiyonunun bilinmesine gerek olmamasıdır. Kullanılan belirleme 
yönteminin gerektirdiği özellikte bir cevap eğrisi elde edildiği takdirde 
sistem mertebesinin önemi de yoktur. Bu gruba giren yöntemler arasında en 
önemlisi ve yaygın olarak kullanılanı Ziegler ve Nichols tarafından önerilen 
iki yöntemdir [6.1]. Ziegler ve Nichols yöntemlerini daha sonra onlardan 
esinlenerek geliştirilen diğer yöntemler izlemiştir. Aşağıda bu yöntemler 
açıklanmaktadır. 

6.2.1 Ziegler ve Nichols Yöntemleri  
 

 Ziegler ve Nichols tarafından önerilen yöntemler pek çok sistem 

üzerinde yapılan deneylere dayanarak, uygun bir sistem davranışı verecek 

PID kontrolcü parametelerini belirlemeye yarar [6.1]. Burada uygun 

davranıştan kasıt, bir birini izleyen salınım genliklerinin ¼ oranında 

azalmasıdır. Yani, bir salınımın genliği bir önceki genliğin dörtte biri 

kadardır. Ziegler ve Nichols tarafından, Proses Reaksiyon Eğrisi Yöntemi ve 

Sürekli Titreşim Yöntemi diye iki yöntem önerilmiştir. Bu yöntemler sırasıyla 

Ziegler ve Nichols’un Birinci Yöntemi ve Ziegler ve Nichols’un İkinci 

Yöntemi olarak da adlandırılır. 

i) Ziegler ve Nichols’un Proses Reaksiyon Eğrisi Yöntemi 

Bu yöntemde açık çevrim sisteme, yani kontrol edilecek sisteme bir 

basamak giriş uygulanır. Bu yöntem, sistemin basamak girişe olan cevabı 

Şekil 6.3’deki gibi bir S harfi şeklindeyse kullanılabilir. Yani, transfer 

fonksiyonu aşağıdaki gibi olan, td zamanı kadar gecikmeli bir birinci mertebe 

sistemin kontrol edildiği kabul edilmektedir. 

  
1

)(





s

Ke
sG

dst


     (6.1) 

 Ziegler ve Nichols’ün original çalışmasında bu eğriden maksimum 

eğim ve gecikme zamanı değerleri ile birim referans girişe karşılık gelen 

durağan çıkış değeri bulunur. Bu değerler cinsinden PID kontrolcü 
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parametreleri ifade edilir.  Bu değerlerin şeklin geometrisinden bulunması 

için farklı kaynaklarda çeşitli yaklaşımlar yer almaktadır. Burada PID 

kontrolcü parametrelerini belirlemek için, basamak cevabın büyüklüğünün 

kullanılmasını gerektirmeyen bir yöntem kullanılacaktır. Şekil 6.3’deki 

basamak cevabı eğrisi üzerindeki maksimum eğim R olsun. Eğimin 

maksimum olduğu noktada çizilen teğet zaman eksenini L noktasında kessin. 

L uzaklığı sistemin gecikme zamanı td’yi verir. Teğetin durağan değeri 

kestiği zamanla td arasındaki uzaklık ise  olsun. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 6.3 

 Sisteme P, PI ve PID kontrol uygulandığında, kontrol edilmiş 

sistemin basamak cevabının yaklaşık olarak 1/4 – genlik kriterini sağlaması 

için Ziegler ve Nichols tarafından önerilen kontrolcü parametreleri bu 

değerler cinsinden Çizelge 6.1’deki gibidir. 

Çizelge 6.1 

Kontrolcü Kp Ti Td 

P /td - - 

PI 0.9/td td /0.3 - 

PID 1.2/td td /0.5 0.5td 

 

Bu yöntemin en önemli üstünlüğü sisteme fazlaca müdahale 

etmeden, basit bir deneye dayanmasıdır. Ancak sonuçların başarı derecesi, 

sistemin denklem (6.1)’i ne kadar doğrulukla sağladığına bağlıdır. 

1 

 R 
L = td 

 

t 

c(t) 

css 
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ii) Ziegler ve Nichols’un Sürekli Titreşim Yöntemi 

Bu yöntemde deney, sadece oransal kontrol uygulanan kapalı 

çevrim sistem üzerinde yapılır. Kontrolcü kazancı küçük bir değerden 

başlayarak kademeli olarak sistemin basmak cevabı sabit genlikli bir titreşim 

haline gelinceye kadar artırılır. Bu duruma karşılık gelen oransal kazanç Km 

ve cevabın salınım periyodu Pm ise, 1/4-genlik kriterini yaklaşık olarak 

sağlayacak kontrolcü parametreleri bu değerler cinsinden Çizelge 6.2’deki 

gibi seçilir.  

Deney sırasında kapalı çevrim sistem kullanıldığından sistemin 

daha doğru olarak tanımlanmış olması, bu yöntemin ve kapalı çevrim sistem 

deney sonuçlarını kullanan diğer yöntemlerin üstünlüğüdür. Ancak deney 

sırasında sistem marjinal kararlılık durumuna getirildiğinden, kararsızlık 

sınırının kazayla aşılabilme riski olması pek çok endüstriyel uygulama için 

sakıncalı olabilir. 

Çizelge 6.2 

Kontrolcü Kp Ti Td 

P 0.5Km - - 

PI 0.45Km Pm/1.2 - 

PD 0.6Km - Pm/8 

PID 0.6Km Pm/2 Pm/8 

 

6.2.2 Sönümlü Titreşim Yöntemi  

Bazı uygulamalarda sürekli titreşim elde edilmesi, yani sistemin 

marjinal kararlı hale getirilmesi sakıncalı olabilir.  Bu durumda Harriott 

tarafından önerilen sönümlü titreşim yöntemi kullanılabilir [6.2]. Yapılan 

deney sürekli titreşim metodundakine benzerdir. Oransal kontrolcü 

uygulanan sisteme bir basamak giriş uygulanır ve sistem kazancı küçük bir 

değerden başlayarak 1/4-genlik kriteri sağlanıncaya kadar artırılır. Böylece 

elde edilen sönümlü sistem cevabının periyodu (Pm) cinsinden integral ve 

türev zaman sabitleri aşağıdaki gibi belirlenir. 

 
5.1/

6/

md

mi

PT

PT




    (6.2) 
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 Daha sonra bu iki değer PID kontrol organına girilerek kontrolcü 

kazancı 1/4-genlik kriteri sağlanıncaya kadar değiştirilerek kazanç değeri 

yeniden saptanır. 

6.2.3 Cohen-Coon Yöntemi  

Cohen-Coon yöntemi özellikle gecikme zamanı uzun olan ve 

yaklaşık birinci mertebe sistem davranışı sergileyen sistemler için 

önerilmiştir [6.3, 6.4]. Yani sistem cevabı gecikmesi uzun olan bir S 

şeklindedir. Amaç hala yaklaşık olarak 1/4 genlik oranı kriterini sağlamaktır. 

Kontrol edilmiş sistemin cevap hızı Ziegler-Nichols yöntemiyle elde edilen 

sisteme göre daha hızlıdır. Ancak gecikme süresi yeterince uzun değilse 

yöntem aşırı yüksek kazanç değerleri verebilir. Yapılan deney Ziegler-

Nichols’un proses reaksiyon eğrisi yöntemindeki gibidir. Sisteme t = 0 

anında h yüksekliğinde bir basamak giriş uygulandığında Şekil 6.3’deki gibi 

bir basamak cevap eğrisi elde edilmiş olsun.  Bu eğriden alınan css, td ve  
değerlerinden önce aşağıdaki terimler hesaplanır. 

h

c
K ss  


dKt

a   








d

d
  (6.3) 

 P, PI ve PID kontrolcü parametreleri ise Çizelge 6.3’de verildiği gibi 

belirlenir. 

Çizelge 6.3 

Kontrolcü K Ti Td 

P 















1

35.0
1

1

a
 - - 

PI 















1

92.0
1

9.0

a
 


















2.11

33.3
d  - 

PD 















1

13.0
1

24.1

a
 - 


















87.01

36.027.0
d  

PID 















1

18.0
1

35.1

a
 


















39.01

25.2
d  


















81.01

37.037.0
d  
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6.2.4 Tyreus-Luyben Yöntemi  

 Tyreus ve Luyben tarafından önerilen bu yöntemde Ziegler-

Nichols’ün sürekli titreşim deneyi aynen yapılarak Km ve Pm değerleri 

belirlenir [6.5, 6.6]. Buna dayanarak PI ve PID kontrol parametreleri Çizelge 

6.4’deki gibi seçilir. 

Çizelge 6.4 

Kontrolcü Kp Ti Td 

PI Km/3.2 2.2 Pm - 

PID Km/2.2 2.2 Pm Pm/6.3 

 

6.2.5 Kapalı Çevrim Bang-Bang Test Yöntemi  

 Aström ve Hagglund tarafından önerilen bu yöntem, yüksek 

frekanslarda en az   rad/s kadar faz gecikmesine  sahip sistemlerin röleyle 

kontrolü sırasında  Pm gibi bir periyotla sürekli  titreşim yapması gözlemine 

dayanır [6.7]. Önce kapalı çevrim sisteme sabit bir referans giriş uygulanır 

ve sistemin durağan duruma erişmesi beklenir. Daha sonra sisteme hatanın 

(e) işaretine göre aşağıdaki gibi çalışan bir bang-bang kontrolcü eklenerek 

sistem çalıştırılır. (Proses kazancı negatif ise d’nin işaretleri ters alınır.) 

  
)0(

)0(





edu

edu
   (6.4) 

 Bu deney belli bir süre sürdürüldükten sonra sabit genlikli sürekli 

salınımlar elde edilir. Bu salınımların periyodu Pm olarak alınır. Salınımların 

genliği a ise, Km değeri, 

  
a

d
Km



4
      (6.5) 

olarak bulunur. Daha sonra Ziegler-Nichols sürekli titreşim yöntemi ya da 

Tyreus-Luyben yöntemindeki gibi kontrolcü parametreleri seçilir. 

6.2.6 Chien-Hrones-Reswick Yöntemi 

Chien-Hrones-Reswick yönteminde Ziegler-Nichols yönteminde 

kullanılan proses reaksiyon eğrisi kullanılır [6.8, 6.9]. Yöntemin Ziegler-

Nichols yönteminden farkı, “sıfır aşma ve en hızlı cevap” ve “% 20 aşma ve 
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en hızlı cevap” kriterlerine göre farklı kontrolcü parametreleri 

tanımlanmasıdır. Diğer bir fark ise sisteme referans girişi ve bozucu giriş 

uygulandığında kullanılan parametrelerin birbirinden farklı olmasıdır. 

Yöntemin uygulanmasında önce Ziegler-Nichols yöntemindekine benzer 

biçimde proses reaksiyon eğrisi Şekil 6.4’deki gibi elde edilir. Cevap 

eğrisinin maksimum eğime (R) sahip olduğu noktada bir teğet çizilir ve 

şekilde gösterildiği gibi   ve d değerleri bulunur. Bozucu giriş için kontrolcü 

parametreleri bu değerler cinsinden Çizelge 6.5’deki gibi saptanır [6.8]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 6.4 

 

Referans giriş için kontrol parametrelerinin belirlenmesi, ayrıca 

birinci mertebe sistemin zaman sabiti T’nin bulunmasını da gerektirir.  Bunu 

belirlemek için sistem cevabının 0.632css değerine eriştiği zaman belirlenir 

ve bu zamandan d çıkarılarak T’nin değeri Şekil 6.4’de gösterildiği gibi 

bulunur. Kontrolcü parametreleri d,   ve T cinsinden Çizelge 6.6’daki gibi 

seçilir [6.8]. 

Çizelge 6.5  

Bozucu Giriş için Kontrolcü Parametreleri 

Aşma % 0 % 20 

Parametre Kp Ti Td Kp Ti Td 

P 0.3/d - - 0.7/td - - 

PI 0.6/d 4d - 0.7/td 2.3d - 

PID 0.95/td 2.4d 0.42d 1.2/td 2d 0.42d 

 

1 

R L =  d 

 

t 

c(t) 

css 

0.632css 

T 
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Çizelge 6.6  

Referans Giriş için Kontrolcü Parametreleri 

Aşma % 0 % 20 

Parametre Kp Ti Td Kp Ti Td 

P 0.3/d - - 0.7/td - - 

PI 0.35/d 1.2T - 0.6/td T - 

PID 0.6/td T 0.5d 0.95/td 1.4T 0.47d 

   

KAYNAKLAR 

[6.1] Ziegler, J.G., Nichols, N.B., Optimum Settings for Automatic 

Controllers, Transactions of the A.S.M.E., 64, 759-768, 1942. 

[6.2]  Harriott, P., Process Control, McGraw-Hill, New York, 1964. 

[6.3]  Cohen G.H., Coon G.A., Theoretical Considerations of Retarded 

Control, Transactions of the ASME, pp. 827–834, 1953. 

[6.4]  Xue, D., Chen, Y.Q., Atherton, D.P., Linear Feedback Control 

Analysis and Design with MATLAB, ISBN 978-0-898716-38-2, 

SIAM, 2007. 

[6.5]  Tyreus B.D., Luyben W.L. Tuning PI Controllers for Integrator/Dead 

Time Processes, Ind. Eng. Chem. Res, 31, 11, pp. 2625-2628, 1992. 

[6.6]  Luyben, M.L., Luyben W.L. Essentials of Process Control, McGraw-

Hill, 1997. 

[6.7]  Aström, K.J., Hagglund, T., Automatic Tuning of Simple Regulators 

with Specifications on Phase and Amplitude Margins, Automatica, 

Vol. 20, No. 5, pp. 645-651, 1984. 

[6.8]  Aström, K., Hagglund, T., PID Controllers: Theory, Design and 

Tuning, ISBN 1-55617-516-7, Instrument Society of America, 1995. 

[6.9]  Chien, K.L., Hrones, J.A., Reswick, J.B., On the Automatic Control of 

Generalized Passive Systems, Trans. ASME, 74, pp. 175-185, 1952. 

 

 

 



264 
 

PROBLEMLER 

6.1   Aşağıdaki şekilde bir sistemin deneysel olarak elde edilmiş Bode 

diyagramları verilmiştir.. Sistemin transfer fonksiyonunu bulun.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6.2   Aşağıdaki şekilde bir sistemin deneysel olarak elde edilmiş Bode 

diyagramları verilmiştir. Sistemin transfer fonksiyonunu bulun.  
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6.3   Blok diyagramı aşağıda verilen açık çevrim sistemin  transfer 

fonksiyonunun bilinmediğini ve birim basamak giriş için proses 

reaksiyon eğrisinin deneysel olarak şekildeki gibi elde edildiğini 

varsayın. Aşağıdaki yöntemleri kullanarak P, PI, PID kontrolcü 

parametrelerini belirleyin. 

 

 

 

         

  -  Ziegler ve Nichols’un Proses Reaksiyon Eğrisi Metodu 

 -  Cohen-Coon Yöntemi 

 -  Chien-Hrones-Reswick Yöntemi (%20 aşma için)  
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Bu parametreleri birim geribeslemeli sisteme uygulayarak her bir 

kontrol işlemi için elde edeceğiniz birim basamak cevapları 

karşılaştırın. Bu metotlar verilen sistem için ne kadar başarılı? 

Sonuçları ve sebeplerini tartışın. (MATLAB’dan yararlanın.) 

6.4   Aşağıda blok diyagramı verilen sistemin transfer fonksiyonunun 

bilinmediğini  varsayın.   Bu  sisteme  oransal  kontrol  uygulanmış ve 

K = 35.5 olduğunda 1/4 genlik kriterine  uygun  bir basamak cevap elde 

edilmiştir.  K = 180.5 olduğunda ise şekilde verilen sürekli titreşimler 

elde edilmiştir. Aşağıdaki yöntemleri kullanarak P, PI, PID kontrolcü 

parametrelerini belirleyin. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

-  Ziegler ve Nichols’un Sürekli Titreşim Yöntemi 

 -  Sönümlü Titreşim Yöntemi (Kp’nin son değerini bulmak için,  

   verilen açık çevrim transfer fonksiyonunu kullanın.)  

 -  Tyreus-Luyben Yöntemi 
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Referans    

girişi, R(s) 

_ 

+  

1.6 

1.4 

1.2  

   1 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

   0 

 

c(
t)

 

0                          5                          10                       15           

                                    Zaman (s)   



267 
 

Bu parametreleri birim geribeslemeli sisteme uygulayarak elde 

edeceğiniz birim basamak cevapları  karşılaştırın. Sonuçları 

yorumlayın. (MATLAB kullanabilirsiniz.) 

6.5 Aşağıda blok diyagramı verilen sistemin transfer fonksiyonunun 

bilinmediğini varsayın. Açık çevrim sistem için deneysel olarak elde 

edilen proses reaksiyon eğrisi aşağıdaki ilk şekilde verilmiştir. Birim 

geribeslemeli sisteme  1 büyüklüğünde giriş kullanılarak (denklem 

6.4’de d = 1) Kapalı Çevrim Bang-Bang Test’i  uygulanmış ve ikinci 

şekilde verilen sonuçlar bulunmuştur. Aşağıdaki yöntemleri kullanarak 

P, PI, PID kontrolcü parametrelerini belirleyin.   

.  -  Ziegler ve Nichols’un Proses Reaksiyon Eğrisi Yöntemi 

 -  Kapalı Çevrim Bang-Bang Test Yöntemi (Ziegler ve Nichols  

     Yöntemine uygulayarak.) 
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Bu parametreleri birim geribeslemeli sisteme uygulayarak her bir 

kontrol işlemi için elde edeceğiniz birim basamak cevapları  

karşılaştırın. Sonuçları yorumlayın. (MATLAB kullanabilirsiniz.) 
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7 
DURUM DENKLEMLERİ VE  

MODERN KONTROL 

 
 Kontrol sistemlerinin analiz ve tasarımında iki temel yaklaşım 
vardır. Klasik kontrol denilen birinci yaklaşımın temel özellikleri aşağıdaki 
gibi sıralanabilir. 

i) Sistemin tek girişi ve tek çıkışı vardır. Sistemin dinamiği bu 
girişle çıkış arasındaki ilişkiyi veren n’inci mertebe tek bir 
diferansiyel denklem cinsinden ifade edilir. 

ii) Kapalı çevrim kontrol için sadece çıkış ölçülerek geri beslenir. 
iii) Kontrol sisteminin tasarımında herhangi bir optimizasyon 

yoktur. 
iv) Çıkış cinsinden ifade edilen sistemin dinamik denkleminin 

Laplace transformu alınır; sistem, girişle çıkış arasındaki 
transfer fonksiyonu cinsinden ifade edilir. Analiz ve tasarım 
Laplace bölgesinde yürütülür.  

v) Amaç sadece çıkışı kontrol etmektir. Sistemde diğer iç 
değişkenlerin davranış biçimleri dikkate alınmaz. 

Yirminci yüzyılın ikinci yarısından itibaren hızla gelişen ve ileri 
kontrol uygulamalarına damgasını vuran ikinci yaklaşıma ise modern kontrol 
denir. Bu yaklaşımın belirgin özellikleri aşağıdaki gibi listelenebilir. 

i) Sistemde birden fazla giriş ve birden fazla çıkış olabilir. 
ii) Sistemin dinamik davranışı, durum değişkeni adı verilen n 

sayıda bağımsız değişken cinsinden yazılan n sayıda birinci 
mertebe difereransiyel denklemle ifade edilir. Bu denklemlere 
durum denklemleri denir. 

iii) Kapalı çevrim kontrol için n sayıda durum değişkeni geri 
beslenir. 

iv) Kontrol işlemi sırasında belli bir performans kriteri minimum 
yapılır. 



270 
 

 
 

v) Sadece çıkışın değil, sistemin iç dinamiğinin de kontrol edilmesi 
mümkündür. 

Mühendislik öğrencilerine öğretilen ilk temel kontrol dersinin içeriği 
genellikle klasik kontrol konularını içerir. Durum denklemleri ve modern 
kontrolle ilgili konular ise bu temel dersi izleyen daha ileri düzeyde bir derste 
işlenir. Bu kitap, okuyucunun durum denklemlerine daha önce aşina olduğu 
varsayımıyla hazırlanmıştır. Bu bölümde temel konuları tazelemek amacıyla 
konunun olduğunca kısa bir özeti verilecektir. 

7.1  Durum Değişkenleri ve Durum Denklemleri 

 Bir sistemin herhangi bir andaki durumunu eksiksiz olarak 

tanımlayan tam ve bağımsız değişken takımına durum değişkenleri denir. Bu 

değişkenler xi (i = 1, . . , n) olarak gösterilsin. Durum değişkenlerinin sayısı 

(n) sistemin mertebesidir. Eğer bir sistemin t > t0 için davranışı, sadece t0 

anındaki durumu ve t0’dan sonra sisteme uygulanan girişler tarafından 

belirleniyorsa, o sisteme durumla belirlenen sistem denir. Durum 

değişkenlerinin türevleri de durum değişkenleri cinsinden ifade 

edilebileceğinden sistemin dinamiğini tam olarak tanımlayan n sayıda birinci 

mertebe denklem, durum değişkenleri (x1, x2, . . , xn) ve kontrol girişleri (u1, u2, 

. . , ur) cinsinden aşağıdaki gibi yazılabilir. Bu denklemlerdeki fi fonksiyonları 

genel halde lineer olmayan fonksiyonlardır. Denklemin argümanındaki t 

terimi sistemin parametrelerinin zamana göre değiştiği hallerde bulunur. Bu 

denklemlere durum denklemleri denir. 
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matrisleri tanımlanırsa, denklem (7.1) kısaca aşağıdaki gibi yazılabilir. 
(Terimlerin altındaki çizgi onların matris ya da vektör olduğunu 
göstermektedir.) 

),,( tuxfx       (7.2) 



271 
 

 Sistemin y1, y2, . . , ym gibi m sayıda çıkışı varsa, bunlar durum 
değişkenleri ve sistem girişleri cinsinden aşağıdaki gibi ifade edilebilir. 

),...,1(),..,,,,..,,,()( 2121 mktuuuxxxgty rnkk   (7.3) 

Eğer, 
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   (7.4) 

tanımları yapılırsa, çıkış ifadesi kısaca aşağıdaki gibi yazılabilir. 

   ),,( tuxgy       (7.5) 

 Bu denklemdeki u terimi girişin doğrudan çıkışa katkıda bulunduğu 

nadir durumlarda argümanda yer alır. g ’nin elemanları ise genel halde lineer 

olmayan fonksiyonlardır. 

 Sabit parametreli, girişin doğrudan çıkışa taşınmadığı, lineer bir 

sistem için denklem (7.2) ve denklem (7.3) aşağıdaki hali alırlar. 

  uBxAx       (7.6) 

  xCy       (7.7) 

 Yukarıdaki denklemlerde A terimi nn boyutlu sistem matrisi, B 

terimi nr boyutlu giriş matrisi, C terimi ise mn boyutlu çıkış matrisidir. 

 Durum değişkenleri sistemi tam olarak tanımlayan ve birbirinden 
bağımsız değişkenlerden oluşmak kaydıyla, sonsuz sayıdaki değişken 
takımınlarından herhangi birisi olabilir. Bununla beraber, avantajları 
dolayısıyla uygulamalarda bazı değişken takımları tercih edilir. Bunlardan 
bazıları aşağıda verilmiştir. 
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i) Bağımsız enerji depolayan elemanların enerji depolamasına 
sebep olan akım veya gerilim değişkenleri. 
  

Bu tür değişkenlerin üstünlüğü fiziksel olmaları, kolayca ölçülüp 
izlenebilmeleri ve geri besleme için kolayca kullanılabilmesidir. Durum 
denklemlerinin bu tür değişkenlerle elde edilmesi için kullanılan standart 
yöntemler [7.1] numaralı kaynakta ayrıntılı olarak bulunabilir. 

 
ii) Faz değişkenleri.  

 
Bu değişkenler, bir değişken ve bu değişkenin n  1 sayıda sıralı 

türevi olarak tanımlanır. Girişle çıkış arasındaki transfer fonksiyonu 
verilmişse, payda polinomunun katsayılarından doğrudan yazılabilir. Örnek 
olarak, lineer bir sistemin çıkışı y(t), girişi u(t), giriş ve çıkış arasındaki 
transfer fonksiyonu aşağıdaki gibi olsun. 
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        (7.8) 

 Böyle bir sistemin faz değişkenleri cinsinden durum denklemleri ve 

çıkış ifadesi aşağıdaki gibidir. 
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       (7.9) 

  xcccy m 0.0.21    (7.10) 

Yukarıdaki ifadelerden görüldüğü gibi, verilen bir transfer 
fonksiyonundan durum denklemleri ve çıkış ifadesinin yazılma kuralı 
aşağıdaki gibidir. 

A matrisini oluşturmak için, 
-    nn bir boş matris alın.  
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-    Diyagonal terimlerin bir üzerindeki bütün elemanları “1” 
yapın.  

-  Son satır elemanları olarak, transfer fonksiyonun payda 
polinomunun katsayılarının negatifini a1’den başlayarak 
sıralı olarak yazın.  

 -   Diğer bütün elemanlara “0” yazın. 

B matrisini oluşturmak için, 
-   n1 boyutlu bir boş matris alın.  
-    En alttaki elemana K kazancını yazın.  
-    Diğer bütün elemanlara “0” yazın. 

 C matrisini oluşturmak için, 
-   1n boyutlu bir boş matris alın.  
-   Soldan itibaren c1’den başlayarak transfer  
    fonksiyonunun pay polinomunun katsayılarını sıralı 
    olarak elemanlara yazın. 
-   Geri kalan bütün elemanlara “0” yazın. 

Yukarıdaki işlemler yapılırken, transfer fonksiyonunun eksik 
 katsayıları varsa, bunların yerine sıfır yazın. 

 Faz değişkenleri kullanmanın bir üstünlüğü, blok diyagramında 
ardışık integrasyon işlemi yapılması, geri besleme ve ileri besleme hatlarında 
sadece sabit katsayıların yer almasıdır. Ancak bundan daha önemlisi, bazı 
tasarım yöntemlerinde faz değişkenleri kullanılmasının zorunlu olmasıdır. 
Buna karşılık en önemli sakıncası ise fiziksel değişkenlerin yüksek mertebeli 
türevlerini ölçecek aygıtların bulunmaması ve bu yüzden geri beslemede 
yaşanan zorluktur. 

iii) Kanonik Değişkenler   
 

Kanonik değişkenlerin en önemli özelliği A matrisinin diyagonal 
olmasıdır. Transfer fonksiyonu denklem (7.8)’deki gibi verilen ve katlı 
kutupları olmayan bir sistem olsun. Bu transfer fonksiyonu aşağıdaki gibi 
kısmi kesirlerine ayrılabilir. Burada i (i = 1, . . , n) sistemin kutuplarıdır. 
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Yeni bir değişken takımı z, aşağıdaki gibi tanımlansın.  
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   (7.12) 

 

Bu şekilde tanımlanan yeni değişkenlere kanonik değişkenler denir. 

Denklem (7.12)’den aşağıdaki gibi bir dizi birinci mertebe diferansiyel 

denklem sistemin durum denklemleri olarak yazılabilir. 

 

 ),..,1()()()( nitutztz iii     (7.13) 

 

Çıkış ifadesi ise aşağıdaki gibi bulunur. 

   )(...)()()( 2211 tzdtzdtzdty nn   (7.14) 

 Sistemin matris formundaki durum denklemleri ve çıkış ifadesi 

aşağıdaki gibidir.  
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  zddddy nn 121 .     (7.16) 

Kanonik değişkenleri kullanmanın en önemli üstünlüğü, 

değişkenlerin birbirinden bağımsız olarak birinci mertebe diferansiyel 

denklemlerden çözülebilmesidir. Buna karşılık değişkenlerin fiziksel bir 

anlamları olmayabilir ve bu değişkenler geri besleme amacıyla 

ölçülemeyebilir. Kanonik değişkenler kompleks dahi olabilir. 

 

7.2 Durum Denklemleri ve Transfer Fonksiyonu İlişkisi 

 Lineer bir sistemin durum denklemleri ve çıkış ifadesi aşağıdaki gibi 

verilmiş olsun. 

  uBxAx      (7.17) 

  xCy      (7.18) 
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 x için başlangıç koşulları sıfır kabul edilerek bu denklemlerin 

Laplace transformları alınırsa,  

  )()()( suBsxAsxs     (7.19) 

  )()( sxCsy      (7.20) 

olur. Bu denklemlerden x(s) ve y(s) aşağıdaki gibi bulunur. 

    )()()()(
1

suBssuBAIssx 


 (7.21) 

    )()()()(
1

susGsuBAIsCsy 


 (7.22) 

 Bu denklemlerde geçen, 

   1
)(


 AIssΦ      (7.23) 

terimine çözücü matris denir.  

 Denklem (7.22)’deki, 

  BAIsCsG
1

)(


    (7.24) 

terimi ise transfer fonksiyonları matrisidir. Denklem (7.22) aşağıdaki gibi 

açık bir biçimde yazılabilir. 
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 (7.25) 

 Bu ifadede Gij(s) gibi bir terim, j’inci giriş ile i’inci çıkış arasındaki 

transfer fonksiyonudur. Tek giriş ve tek çıkışı olan sistemlerde C matrisi n 

boyutlu yatay bir matris, B ise r boyutlu düşey bir matris olduğundan 

G(s)’nin boyutu 11 olur ve tek bir transfer fonksiyonu elde edilir. Bu da 

klasik kontrolde kullanılan transfer fonksiyonudur. 
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7.3 Kontrol Edilebilirlik ve Gözlenebilirlik 

 Bir sistemde durum değişkenlerinin bazıları giriş tarafından 

değiştirilebilirken bazılarına girişin erişmesi mümkün olmayabilir. Bazı 

değişkenler çıkışa katkıda bulunurken bazıları ise herhangi bir katkıda 

bulunmayabilir. Bu özellikler kontrol edilebilirlik ve gözlenebilirlik 

kavramlarıyla ifade edilir. Herhangi bir sistem bu kavramlar kullanılarak 

dört alt bölüme ayrılabilir. 

i) Hem kontrol edilebilirliği hem de gözlenebilirliği olan kısım. 

ii) Kontrol edilebilirliği olmayan ama gözlenebilirliği olan kısım. 

iii) Kontrol edilebilirliği olan ama gözlenebilirliği olmayan kısım. 

iv) Hem kontrol edilebilirliği hem de gözlenebilirliği olmayan 

kısım. 

 Bir sistem durum denklemleriyle ifade edildiğinde yukarıdaki 

kısımların hepsi matematiksel olarak gösterilebilir. Buna karşılık klasik 

kontrolde kullanılan transfer fonksiyonu yaklaşımında sadece kontrol 

edilebilirliği ve gözlenebilirliği olan kısım dikkate alınır. Yani transfer 

fonksiyonuyla tanımlama ve durum denklemleriyle tanımlama biçimleri, 

eğer sistem tamamen kontrol edilebilirliği ve gözlenebilirliği olan kısımdan 

oluşmuşsa eşdeğerdir. Aksi takdirde durum denklemleriyle tanımlama daha 

fazla bilgi içerirken, transfer fonksiyonuyla tanımlamada bilgi kaybı vardır.  

Kontrol edilebilirlik ve gözlenebilirlik özellikleri durum 

değişkenlerinin matematiksel tanımlanma biçimiyle yakından ilişkilidir. 

Aynı sistemin farklı durum değişkeni takımlarıyla tanımlanması halinde, 

birinin kontrol edilebilirliği ya da gözlenebilirliği olurken diğer tanım 

şeklinde tersi olabilir. Eğer bir sistemin kontrol edilebilirliği ve 

gözlenebilirliği varsa, o sistemin çıkışının kontrol edilebilmesi daima 

mümkündür.  Bir sistemin sadece kontrol edilebilirliği ve gözlenebilirliği 

olan kısımdan olup olmadığı aşağıda verilen matematiksel testlerle 

belirlenebilir. 

1. Denklem (7.17) ve denklem (7.18) ile tanımlanan bir sistem, 

eğer nnr boyutlu aşağıdaki kompozit matrisin rank’ı (kerte’si) 

n ise kontrol edilebilir’dir. 

[ BABABAB
n 12

...


]   (7.26) 

Bu matrisin rank’ı kontrol edilebilirliği olan durum değişkeni 

sayısına eşittir. 
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2. Denklem (7.17) ve denklem (7.18) ile tanımlanan bir sistem, 

eğer nnm boyutlu aşağıdaki kompozit matrisin rank’ı n ise 

gözlenebilir’dir. 

 

[
TnTTTTTT

CACACAC
)1(2

...


]  (7.27) 

 

Bu matrisin rank’ı gözlenebilir olan durum değişkeni sayısına 

eşittir. 

7.4 Lineer Dönüşümle Yeni Durum Değişkenleri Türetilmesi 

 

 Lineer bir sistemin durum denklemleri ve çıkış ifadesi aşağıdaki gibi 

verilmiş olsun. 

 

  uBxAx      (7.28) 

  xCy       (7.29) 

Yeni bir durum değişkeni takımı z aşağıdaki gibi tanımlansın. 

  zPx       (7.30) 

  xPz
1

     (7.31) 

 Burada P tekil olmayan bir kare matris olup, dönüştürme matrisi 

olarak adlandırılır. Denklem (7.30)’dan x alınıp denklem (7.28) ve (7.29)’da 

yerine koyulursa ve ilk denklemin her iki tarafı sol taraftan P -1 ile çarpılırsa, 

yeni durum değişkeni cinsinden aşağıdaki denklemler elde edilir. 

  uBPzPAPz
11 

     (7.32) 

  zPCy      (7.33) 

 Yeni sistem matrisi A*, giriş matrisi B* ve çıkış matrisi C* aşağıdaki 

gibi tanımlanırsa, 

PAPA
1* 

  BPB
1* 

  PCC 
*

 (7.34) 
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yeni tanımlanan durum değişkenleri cinsinden sistemin durum denklemleri 

ve çıkış ifadesi aşağıdaki gibi elde edilir. 

uBzAz **
     (7.35) 

  zCy
*

      (7.36) 

 Yukarıdaki işlemlerde P tekil olmamak kaydıyla herhangi bir kare 

matris olabilir. Yani P için sonsuz seçenek vardır. O halde bir sistemi ifade 

edebilmek için sonsuz sayıdaki durum değişkeni takımından herhangi biri 

kullanılabilir.  

 Durumla belirlenen bir sistemde lineer dönüşümle durum değişkeni 

değiştirildiğinde sistemin aşağıdaki özelliklerinin değişmediği kolaylıkla 

ispat edilebilir [7.2].  

i) Sistem matrisinin özdeğerleri aynı kalır. Yani, aşağıdaki eşitlik 

geçerlidir. 

 

  *
detdet AIsAIs     (7.37) 

 

ii) Girişle çıkış arasında transfer fonksiyonu değişmez. Yani, 

aşağıdaki eşitlik geçerlidir. 

 

    *1**1
BAIsCBAIsC


  (7.38) 

7.5 Durumla Belirlenen Lineer Sistemin Zaman Cevabı 

Durumla belirlenen lineer bir sistemin durum denklemleri ve çıkış 

ifadesi, 

 

  uBxAx      (7.39) 

  xCy      (7.40) 

denklemleriyle verilmiş olsun. Bu sistemin t = 0 anındaki durumu  x(0) = x0  

ve t  0 için sisteme uygulanan giriş u(t) ise, t  0 için x(t)’nin çözümü 

sistemin zaman cevabını verir.  

[              ] 
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 Denklem (7.39) ile verilen diferansiyel denklem takımının çözümü 

diğer lineer diferansiyel denklemlerde olduğu gibi üç aşamadan oluşur. Bu 

aşamalar sırasıyla homojen çözümün (zorlanmamış çözüm) integrasyon 

sabitleri cinsinden bulunması, u(t)’ye karşılık gelen özel çözümün 

(zorlanmış çözüm) bulunması, homojen çözümle özel çözümün toplamı olan 

genel çözüme başlangıç şartlarını uygulayarak integrasyon sabitlerinin 

bulunmasıdır. Aşağıda bu aşamalar kısaca özetlenerek sistem cevabı için 

genel bir ifade elde edilecektir. 

i) Homojen çözüm  

Homojen çözüm zorlanmamış sistemin çözümü olduğundan u(t) = 0 

alınır. Yani,  

  xAx      (7.41) 

denkleminin çözümüdür. Bu çözüm 
hx olsun ve aşağıdaki gibi sonsuz bir 

zaman serisi şeklinde ifade edilebildiği varsayılsın 

  m

mh tctctccx 2

210
 (7.42) 

Bu çözüm denklem (7.41)’de yerine koyulur, eşitliğin iki tarafındaki 

t’nin aynı kuvvetteki terimlerinin katsayıları birbirine eşitlenirse, 
0c  

dışındaki katsayılar 
0c  cinsinden bulunabilir ve çözüm aşağıdaki gibi 

yazılabilir. 

00

22

!

1

!2

1
cectA

m
tAtAIx tAmm

h 







  (7.43) 

 Yukarıdaki denklemde köşeli parantezin içindeki terimin formatı  
ate teriminin zaman serisi açılımıyla aynı olduğundan kısaca 

tAe olarak 

gösterilmiştir. 
tAe  terimi denklem (7.43)’de köşeli parantez içinde verildiği 

gibi tanımlanmıştır. Bununla beraber, 
ate  teriminin türevini ya da integralini 

alırken geçerli olan kurallar,  
tAe  için de geçerlidir. Sadece a yerine A 

yazmak yeterlidir. 
tAe  terimi kısaca,  

tAet )(      (7.44) 
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olarak da yazılır. Bu matris durum dönüştürme matrisi ya da temel matris 

olarak adlandırılır. Bu matrisin anlamı ve özellikleri bu bölümün ilerleyen 

kısımlarında ayrıntılı olarak incelenecektir. 

ii) Zorlanmış çözüm 

Zorlanmış çözümde sistem girişi sıfır olmadığından, 

 

uBxAx        (7.45) 

denklemi geçerlidir. Zorlanmış çözüm )(tx p ’nin aşağıdaki gibi ifade 

edilebileceği varsayılsın. 

 

)(tpex tA

p       (7.46) 

 Bu ifadenin türevi alınırsa aşağıdaki denklem elde edilir. 

dt

tpd
etpeAx tAtA

p

)(
)(     (7.47) 

 )(tx p  aynı zamanda denklem (7.45)’i de sağlamak zorunda 

olduğundan, aşağıdaki ifade de yazılabilir. 

uBxAx pp       (7.48) 

 Denklem (7.47) ve denklem (7.48)’in sağ taraflarını eşitleyerek elde 

edilecek ifadenin her iki tarafı soldan 
tAe
ile çarpılırsa, 

uBe
dt

tpd
tA

)(
    (7.49) 

ya da, bu denklemin integrali alınır ve sonuç denklem (7.46)’da yerine 

koyulursa, özel çözüm aşağıdaki gibi bulunur. 

  


t
AtA

p duBeex
0

)( 
   (7.50) 
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iii) Genel çözüm ve başlangıç şartlarının uygulanması 

 

Genel çözüm denklem (7.43) ile verilen homojen çözüm ve denklem 

(7.50) ile verilen zorlanmış çözümün toplamı olup, 

 




t
AtAtA duBeecex

0
0 )(     (7.51) 

 

şeklindedir. Bu denkleme x(0) = x0 sınır şartı uygulanırsa integrasyon sabiti 

00 xc  olur ve sistemin zaman cevabı aşağıdaki gibi elde edilir. 

 












t
tAtA

t
AtAtA

duBexe

duBeexex

0

)(

0

0
0

)(

)(









   (7.52) 

 Bu denklemdeki birinci terim sistemin başlangıç durumuna olan 

cevabı, ikinci terim ise zorlamaya olan cevabıdır. Denklemde yer alan 

integralin adı konvolüsyon integrali’dir. 

 

7.6 Durum Dönüştürme Matrisi  

 Zorlanmamış bir sistemin, 

  
00 )()( xtxetx tA     (7.53) 

şeklinde olan zaman cevabı incelendiğinde, )(t ’ye neden durum 

dönüştürme matrisi denildiği daha kolay anlaşılır. Görüldüğü gibi, bu matris 

bir operatör gibi davranarak sistemin t = 0’daki x0 durumunu t anındaki x(t) 

durumuna dönüştürmektedir.  

 Homojen çözüm Laplace transferi yöntemiyle de elde edilebilir. 

Denklem (7.41)’in Laplace transformu alınırsa, sırasıyla aşağıdaki ifadeler 

bulunur. 

  )()0()( sxAxsxs     (7.54) 

  
0

1 )()0()()( xsΦxAIssx     (7.55) 

  1)()(  AIstx x0 =      0)( xsΦ  (7.56) L-1 [                ] L-1 [         ] 
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 Denklem (7.56) ile denklem (7.53) karşılaştırılırsa,  

 

  )(t     )(sΦ  )(sΦ    )(t   (7.57) 

eşitlikleri elde edilir. O halde durum dönüştürme matrisi, denklem (7.23) ile 

verilen çözücü matrisin Laplace transformudur. 

 Denklem (7.39)’un x(0) = x0  sınır şartıyla Laplace transformu 

alınırsa, sırasıyla aşağıdaki eşitlikler elde edilir. 

  )()()0()( suBsxAxsxs    (7.58) 

  )()()0()()( suBsΦxsΦsx     (7.59) 

  )()( sΦtx  )()(0 suBsΦx   (7.60) 

 Durum dönüştürme matrisinin bazı özellikleri ispat edilmeden 

aşağıda listelenmiştir [7.2]. 

i) I)0(      (7.61)  

ii) )()( tAt       (7.62) 

iii) )()()( 1122 tttt      (7.63) 

iv) )()()( 2121 tttt      (7.64) 

v) [ )(t ]-1 = )( t     (7.65) 

vi) [ )(t ]n = )(nt     (7.66) 

 

Durum Dönüştürme Matrisinin Elde Edilme Yöntemleri: 

Durum dönüştürme matrisi aşağıdaki yöntemlerden birisi 

kullanılarak elde edilebilir. 

i) Matrisin zaman serisi açılımının kullanılması. 

Durum dönüştürme matrisi aşağıdaki sonsuz zaman serisiyle 

tanımlanmıştı. 

L-1 [         ] L [        ] 

L-1 [         ]     L-1[                    ] 
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  mmtA tA
m

tAtAIet
!

1

!2

1
)( 22

  (7.67) 

 Bu yöntemde serinin yeterince sayıda terimi alınarak durum 

dönüştürme matrisinin elemanları tanımlanmaya çalışılır.  

ii) )()( tAt    denkleminin I)0(  sınır şartına tabi olarak 

 analitik ya da nümerik yöntemlerle çözülmesi. 

iii) Sylvester açılım teoreminin kullanılması. 

 Aşağıda verilen Sylvester açılım teoremi A-matrisinin 

özdeğerlerinin, yani sistem kutuplarının katlı olmadığı durumlar için 

kullanılır.  

Sylvester Açılım Teoremi: 

 Eğer f (A) fonksiyonu A’nın, 

 
k

k

k AcAf 





0

)(     (7.68) 

gibi bir polinom fonksiyonuysa, f (A), 

 i

n

i

i FfAf 



0

)()(      (7.69) 

şeklinde ifade edilebilir. Burada i ,  A-matrisinin özdeğerleri, 
iF  katsayıları 

ise aşağıdaki gibi tanımlıdır. 

  








n

ij
j ji

j

i

IA
F

1



    (7.70) 

7.7 Örnekler 

 Örnek 7.1 

 Transfer fonksiyonu,  

6116

)4(2

)(

)(
)(

23 




sss

s

su

sy
sG   (7.71) 
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olan sistemin, kanonik değişkenler kullanarak A-matris formunda ifade 

edilmesi istenmektedir. 

 Verilen transfer fonksiyonunun paydası aşağıdaki gibi çarpanlara 

ayrılabilir.  

)3)(2)(1(

82

)(

)(
)(






sss

s

su

sy
sG   (7.72) 

 Bu ifade aşağıdaki gibi kısmi kesirlerine ayrılabilir. 

321

)3)(2)(1(

82

)(

)(
)(

321















s

d

s

d

s

d

sss

s

su

sy
sG

  (7.73) 

 Kısmi kesir katsayıları, kısmi kesirleri ortak payda altına alıp, 

karşılıklı olarak katsayıları eşitleyerek bulunabilir. Ya da kalıntı (rezidü) 

teoreminden yararlanarak aşağıdaki gibi doğrudan bulunabilir [7.1]. 

  3
)3)(2(

82
)1)((

1

11 









s

s ss

s
ssGd  (7.74) 

  4
)3)(1(

82
)2)((

2

12 









s

s ss

s
ssGd  (7.75) 

  1
)2)(1(

82
)3)((

3

13 









s

s ss

s
ssGd  (7.76) 

 O halde, 

3

1

2

4

1

3

)(

)(
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








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ssssu

sy
sG   (7.77) 
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olduğuna göre, denklem (7.13)’den sistemin durum denklemleri kanonik 

değişkenler cinsinden aşağıdaki gibi elde edilir. 

)3,2,1()()()(  itutztz iii    (7.78) 

 

Çıkış ifadesi ise denklem (7.14)’den aşağıdaki gibi bulunur. 

  )()(4)(3)( 321 tztztzty     (7.79) 

Örnek 7.2 

Bir sistemin A matrisi aşağıda verilmiştir. 

 











01

10
A      (7.80) 

Sylvester  açılım  teoremini  kullanarak  durum  dönüştürme  matrisi 

)(t ’nin bulunması istenmektedir. 

 

Yürütülmesi gereken işlemler aşağıda sıralanmıştır. 

 

 
 
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 (7.81) 
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   (7.83) 
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  (7.84) 

 

Euler formülü kullanılırsa aşağıdaki sonuç elde edilir.   

 











tt

tt
t

cossin

sincos
)(     (7.85) 

 

Örnek 7.3 

Bir sistemin durum denklemleri, 

 uxx 


















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30

21
     (7.86) 

olarak verilmiştir. Başlangıç şartı ve sistem girişi,  

 )0(1
1

1
)0( 








 tux   (7.87) 

olduğuna göre, sistemin zaman cevabının bulunması istenmektedir. 

Sistemin özdeğerleri, 

    0)3)(1(
30

21
detdet 












 




 AI  

 31 21       (7.88) 

olduğuna göre, Sylvester açılım teoreminden durum dönüştürme matrisi 

aşağıdaki gibi bulunur. 
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    (7.91) 

 

 Sistem cevabı ise denklem (7.52)’den aşağıdaki gibi elde edilir. 
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ya da, 




























 


























 









 








 
































t

tt

t

tt

t

t

tt

t

tt

t

t

tt

t

tt

e

ee

e

ee

e

ee

e

ee

d
e

ee

e

ee
tx

3

3

3

3

0

)(3

)(3)(

3

3

0 )(3

)(3)(

3

3

3

1

3

1
3

1

3

2
2

3

1
3

1
2

2
)(















(7.93) 

ya da, 
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PROBLEMLER 

7.1 Aşağıda transfer fonksiyonu verilen sistemleri faz değişkenleri 

cinsinden A-matris formunda ifade edin. 

 (a)      
1752

20
)(

234 
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ssss
sG  

 (b)       
11624
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7.2 Aşağıda transfer fonksiyonu verilen sistemleri doğrudan transfer 

fonksiyonunu kullanarak kanonik değişkenler cinsinden A-matris 

formunda ifade edin. 
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7.3 Aşağıda transfer fonksiyonu verilen sistemleri önce faz değişkenleri 

cinsinden ifade edin. Faz değişkenlerini kanonik değişkenlere 

dönüştürecek dönüşüm matrisi P’yi bulun. 
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7.4 Aşağıda verilen sistemlerin giriş ve çıkışları arasındaki transfer   

fonksiyonlarını bulun.  
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7.5 Aşağıda verilen sistemlerin kontrol edilebilirliğini ve 

gözlenebilirliğini inceleyin.  
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  

7.6 Homojen denklemleri aşağıda verilen sistemlerin durum dönüştürme 

matrislerini Sylvester açılım teoremini kullanarak bulun.  

(a)      xx





















7148

100

010

     (Sistemin özdeğerleri: 1, 2 ve 4) 
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 (b)       xx 











01

10
            

7.7 Homojen denklemi aşağıda verilen sistemin durum dönüştürme 

matrisini seri açılımı tanımından yararlanarak bulun.  

       xx 













20

11
        

7.8 Bir sistemin durum denklemleri aşağıdaki gibidir.  

   uxx 






 















11

11

21

23
  

(a) Sylvester açılım teoremini kullanarak durum dönüştürme 

matrisini   bulun.  

(b) 









1

1
)0(x  ve )0(

1

1
)( 








 ttu  olduğuna göre sistem cevabını 

      bulun. 

 

7.9 Bir sistemin durum denklemleri aşağıdaki gibidir.  

   uxx 


























100

111

64

20
  

(a)   Sylvester açılım teoremini kullanarak durum dönüştürme 

matrisini bulun.  

(b) 









1

1
)0(x  ve )0(

1

2

1

)( 



















 ttu  olduğuna göre sistem 

cevabını bulun. 
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8 
GENEL  

OPTİMUM KONTROL  

 

 Modern kontrolün klasik kontrole göre en önemli farklarından 

birisi kontrol sırasında integral formunda bir performans kriterinin 

minimum yapılmasıdır. Genel optimum kontrol probleminde bu kriter, 

dttuxLKP

f

i

t

t

 ),,(..     (8.1) 

şeklinde olup, sistemin durum denklemleri de aşağıdaki genel formdadır.  

),,( tuxfx       (8.2) 

 Yukarıda denklem (8.1)’de geçen ),,( tuxL  birinci ve ikinci 

türevleri sürekli olan, x ve u fonksiyonlarının bir fonksiyon fonksiyonu’dur. 

Verilen x ve u fonksiyonları için L’nin çıktısı scalar bir değerdir. 

Performans kriterinin zaman içinde sürekli artması için ),,( tuxL teriminin 

her an pozitif ya da sadece bazen sıfır olması gereklidir. Denklem (8.2)’deki 

f  matrisinin elemanları genel halde lineer değildir. Optimum kontrol 

probleminin amacı P.K.’yı mimum yapacak kontrol girişi u(t)’nin 

bulunmasıdır. 

 Bu bölümde önce temel matematik kavramlar verilerek, integral 
formda bir fonksiyon fonsiyonunu minimum yapacak fonksiyonların 
bulunması için çözülmesi gereken denklemler elde edilecektir. Daha sonra 
bu temel denklemlerden yararlanarak, denklem (8.2) ile tanımlanan bir 
sistemin denklem (8.1)’deki gibi bir performans kriterini minimum 
yapmasını sağlayacak u(t) kontrol girişini çözmeye yarayacak denklemler 
bulunacaktır. Konular olabildiğince özet olarak sunulacaktır. Daha ayrıntılı 
bilgi bölüm sonunda verilen kaynaklarda bulunabilir [8.1-8.6]. 
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8.1 Euler Denklemi 

 Bir fonksiyon fonksiyonu argümanında verilen bir fonksiyon için 
skalar bir değer verir. Örneğin Şekil 8.1’deki gibi bir x(t) fonksiyonu olsun. 
x(t) fonksiyonunun tanımladığı eğrinin t = a ve t = b arasındaki uzunluğu 
için, 

  dttxxV

b

a

 
2

)(1)(      (8.3) 

yazılabilir. Burada V(x) bir fonksiyon fonksiyonudur. 

 

  

 

 

 

 

 

Şekil 8.1 

Eğer fonksiyon fonksiyonunun x = x0 için verdiği değer x0’ın 

komşusu tüm x fonksiyonları için, 

)()( 0xVxV       (8.4) 

ise, “V(x) fonksiyon fonksiyonu x0 için, x0’ın komşu bölgesinde 

minimumdur.” denir. Bir x fonksiyonu başka bir x0 fonksiyonuna komşu 

ise, herhangi bir t değerinde 0xx   ve 0xx    küçüktür.  

 x’in varyasyonu x aşağıdaki gibi tanımlanır. 

xxx  0      (8.5) 

 V(x) ile V(x0) arasındaki fark V olsun. V’ye V’nin toplam 
varyasyonu denir. Taylor serisi açılımı kullanılırsa, V aşağıdaki gibi elde 
edilir. 

x0(t) 

x(t), x0(t) 

t 

x(t) 
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 Bu denklemde geçen V’ye V’nin birinci varyasyonu ya da kısaca 

V’nin varyasyonu,   2V’ye V’nin ikinci varyasyonu,  3V’ye V’nin üçüncü 

varyasyonu,  nV’ye V’nin n’inci varyasyonu denir. Bu terimler aşağıdaki 

gibi tanımlanır. 

x
x

V
V

x


0




      (8.7)  

2

2

2
2

0

x
x

V
V

x





     (8.8)  

3

3

3
3

0

x
x

V
V

x





     (8.9)  

                                            . 

           . 

 Bir fonksiyon fonksiyonunun varyasyonunu alırken uygulanan 

kurallarla, bir fonksiyonun diferansiyelini alırken uygulanan kurallar 

aynıdır. Örneğin, v bir fonksiyon ise, 

  vmvmv  






 2

2

1
    (8.10)  

olur. Eğer yukarıdaki denklemde v hız ise, xv   olacağından aşağıdaki 

ifadeler yazılabilir. 





















VVV

xVx
x

V
x

x

V
x

x

V
xV

xVxxVxVxVV

xxx

32

0
3

3

3
2

2

2

0

000

!3

1

!2

1

)(
!3

1

!2

1
)(

)()()()(

000







 

(8.6) 
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)()(
2

1 2 xxmxmvvmvmv   







  (8.11)  

 Fonksiyon fonksiyonlarının minimumlarını bulmak için aşağıdaki 

teoremden yararlanılır.  

 Teorem: 

 Eğer  bir  fonksiyon  fonksiyonu V(x)’in varyasyonu varsa ve eğer 
x = x0 için V minimum ise, x = x0 için V = 0 olur. 

V = 0  şartı  gerek  şart  olup,  yeterli  değildir.  Yeterli şart için 
ayrıca  2V’nin işaretine de bakılması gerekir.  Ancak fiziksel sebeplerden 
dolayı optimum kontrol kapsamında bu ikinci değerlendirmenin 
yapılmasına gerek yoktur. 

Bir x fonksiyonu cinsinden aşağıdaki gibi tanımlanan bir fonksiyon 
fonksiyonu olsun. 

 dtttxtxLxV

b

a

 ,)(,)()(     (8.12) 

Burada L, sürekli ve sürekli birinci ve ikinci kısmi türevlere 

sahiptir. Ayrıca x(t) için x(a) = A ve x(b) = B sınır şartları verilmiş olsun. 

Bu problem, a ve b’deki uç noktalarında x’in değeri sabit olduğundan, sabit 

uç noktası problemi olarak anılır.  

Amaç, V(x)’i minimum yapacak x’i bulmaktır. x’e x gibi bir 

varyasyon uygulansın. Ancak a ve b’de  x sabit olduğundan, x(a) =  0 ve 

x(b) =  0 olmak zorundadır.  x varyasyonu uygulandığında, V’nin toplam 

varyasyonu V için denklem (8.6)’dan aşağıdaki ifade elde edilir. 

dt

x
x

txxL
x

x

txxL

x
x

txxL
x

x

txxL

V

b

a









































2

2

2
2

2

2 ),,(

!2

1),,(

!2

1

),,(),,(















  (8.13) 

 O halde, V’nin birinci varyasyonu aşağıdaki gibidir. 

dtx
x

txxL
x

x

txxL
V

b

a

 
















 






),,(),,(
  (8.14) 



295 
 

 Parantez içindeki ikinci terime kısmi integral formülü uygulanırsa,  

b

a

b

a

x
x

txxL
xdt

x

txxL

dt

d

x

txxL
V 






























 

),,(),,(),,(
 (8.15) 

elde edilir. Ama x(a) =  0 ve x(b) =  0 olduğundan yukarıdaki denklemde 

son terim düşer. Denklemi rastgele x için sağlayacak şart aşağıdaki gibi 

elde edilir. 

  0
),,(),,(











x

txxL

dt

d

x

txxL




   (8.16) 

 Bu denklem Euler denklemidir. Euler denklemi fonksiyon 
fonksiyonlarının minimizasyonunda kullanılan temel denklemdir. Euler 
denkleminden elde edilen eğrilere ekstremal’ler denir. Euler denklemi 
V(x)’in minimum olması için gerek, ancak yeterli olmayan şarttır. Yani 
matematiksel olarak ikinci varyasyonun da incelenmesi gerekir. Ancak 
mühendislik sistemlerinde fiziksel ve geometric sebepler dolayısıyla buna 
gerek kalmaz. 

 Örnek 8.1 

 Aşağıda verilen fonksiyon fonksiyonunun, verilen sınır şartları için 

minimum yapılması istenmektedir. Bunun sağlamak için Euler denkleminin 

ekstremallerini ve x(t) fonksiyonunu bulun. 

dtxxxV )()( 22

1

0

   0)0( x        1)1( x  (8.17) 

 Bu problem için Euler denklemi aşağıdaki gibidir. 

022  x
dt

d
x       (8.18) 

ya da, 

0 xx      (8.19) 

 Ekstremaller ise, 

tt eKeKtx  21)(     (8.20) 

olup, sınır şatları uygulanırsa, 
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  021  KK  11
21  eKeK    (8.21) 

 ya da, 11
11  eKeK  olduğundan aşağıdaki ifadeler bulunur. 

  
11

1



ee

K  
12

1



ee

K    (8.22) 

)(
1

)(
1

tt ee
ee

tx 





     (8.23) 

Eğer V fonksiyon foksiyonu n sayıda xi (i = 1, . . , n) fonksiyonunun 

fonksiyonuysa, V’nin minimum olması için aşağıdaki n sayıda Euler 

denkleminin sağlanması gereklidir. 

  

0
),,(),,(

0
),,(),,(

0
),,(),,(

22

11



































nn x

txxL

dt

d

x

txxL

x

txxL

dt

d

x

txxL

x

txxL

dt

d

x

txxL













  (8.24) 

 Bu denklemler matris formunda kısaca aşağıdaki gibi de ifade 

edilebilir. 

  0
),,(),,(











x

txxL

dt

d

x

txxL




   (8.25) 

8.2 Değişken Uç Noktası Problemi 

 Kısım 8.1’de incelenen, sabit uç noktası probleminin daha genel 
hali, uç noktalarının birinde ya da her ikisinde x’in değişken olmasıdır. Bu 
problem değişken uç problemi olarak anılır. Euler denkleminin sağlanması, 
bu durumun özel hali olan sabit uç problem için gerekli şart olduğundan, 
değişken uç problemi için de gerekli şarttır. 

 Önce V(x)’in sadece x’gibi tek bir fonksiyonunun fonksiyonu 

olduğunu kabul edilsin ve aşağıdaki gibi tanımlanan bir fonksiyon 

fonksiyonu verilmiş olsun. 
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 dtttxtxLxV

t

t


1

0

,)(,)()(     (8.26) 

 Burada  x(t)  fonksiyonu   Şekil 8.2’de  görüldüğü  gibi  sol  uçta 

x(t0) = x0 olarak sabittir. Sağ uç ise değişken olarak kabul edilmiş, bu uca t 

yönünde t1 gibi, x yönünde ise x1 gibi varyasyon uygulanmıştır. Sağ 

uçtaki geometrinin incelemesinden aşağıdaki ilişki yazılabilir. 

1111 )()( ttxtxx       (8.27) 

 

 

 

  

 

 

 

Şekil 8.2 

 V’nin toplam varyasyonu V aşağıdaki gibidir. 

   

     

      dttxxLtxxxxLdttxxxxL

dttxxLdttxxxxLdttxxxxL

dttxxLdttxxxxL

xVxxVV
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
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11
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11
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)()(





















       (8.28) 

 Bu denklemin birinci mertebe terimlerini alarak V’nin birinci 

varyasyonu V  elde edilebilir. Denklemin birinci terimi için Şekil 8.2’deki 

geometriden aşağıdaki ifade yazılabilir. 

t0 

x(t1) 

x1+x1 

x1 

x0 

t1+t1 t1 t 

x(t) 

x(t) + x 

x(t) 
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    1
1

11

1

),,(,, ttxxLdttxxxxL
t

tt

t





 


  (8.29) 

 Buna ek olarak ikinci terim de Taylor serisi açılımı kullanılarak 

sadeleştirilirse, V aşağıdaki gibi bulunur. 

dtx
x

txxL
x

x

txxL
ttxxLV

t

t

t  
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
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
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
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),,( 1





   (8.30) 

 İntegral altındaki ikinci terime kısmi integral formülü uygulanırsa, 

V aşağıdaki hali alır. 

1

0

1

0

1

),,(),,(),,(
),,( 1

t

t

t

t

t
x

x

txxL
xdtx

x
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



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









   

        (8.31) 

 Yukarıdaki denklemde integralin altındaki terim Euler denklemi 

olduğundan sıfıra eşittir ve düşer. t0 sabit olduğundan x(t0) = 0’dır. Ayrıca 

Şekil 8.2’de sağ uçtaki geometrik yapıdan dolayı 1111 )()( ttxxtx     

yazılabilir. Bu hususlar dikkate alınarak birinci varyasyon V sıfıra 

eşitlenirse, sonuç olarak sağdaki uç için aşağıdaki sınır şartı elde edilir. 
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),,(
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
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



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x
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







 (8.32) 

Eğer sağ uç sabit, sol uç değişken ise, yukarıdakine benzer 

işlemlerle aşağıdaki sınır şartı bulunur. 

0
),,(

),,(
),,(

00

00













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txxL
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x

txxL

tt










 (8.33) 

 Sağ uç hem x hem de t yönünde değişkense, x1 ve t1 sıfırdan farklı 

ratgele değerlere sahip olacağından, denklem (8.32)’nin sağlanması için bu 

terimlerin katsayılarının ayrı ayrı sıfıra eşit olması gerekir ve aşağıdaki iki 

sınır şartı elde edilir.  

0
),,(

1






tx

txxL




    (8.34) 
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0
),,(

),,(

1















t
x

txxL
xtxxL




   (8.35) 

 Eğer  t1 sabit ( t1 = 0) ise, denklem (8.32)’de ikinci terim düşer ve 

aşağıdaki tek sınır şartı elde edilir. 

0
),,(

1






tx

txxL




    (8.36) 

 Eğer  x1 sabit (x1 = 0) ise, bu sefer de denklem (8.32)’de birinci 

terim düşer ve aşağıdaki tek sınır şartı elde edilir. 

0
),,(

),,(

1















t
x

txxL
xtxxL




   (8.37) 

 Bazı durumlarda sağ uçta x1 ve t1 birbirine bağımlı olabilir. 

Örneğin, sağ uç Şekil 8.3’deki gibi y(t) gibi fonksiyonun üzerinde olabilir. 

Bu tür probleme buluşma problemi (randevü problemi) denir. Buna örnek 

olarak yörüngede bir uydu ile buluşma gösterilebilir. Bu durumda aşağıdaki 

eşitlikler geçerlidir. 

111 )()()(
11

ttyxtytx
tt

    (8.38) 

Yukarıdaki eşitlikler denklem (8.32) ile birlikte kullanılırsa 

kesişme şartı (tranversalite şartı) denilen aşağıdaki sınır şartı elde edilir. 

 0
),,(

)(),,(

1















t
x

txxL
xytxxL




   (8.39) 

 

 

 

 

 

Şekil 8.3 

t1 

t0 

x1 

x1+x1 

x1 

x0 

t1+t1 t1 t 

x(t) 

x(t) + x 

x(t) 
y(t) 
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 Örnek 8.2 

 Şekil 8.4’de y(t) = t2 eğrisi görülmektedir. Bu eğriyle (x = 0, t = 2) 

noktası arasındaki en kısa yolu veren x(t) fonksiyonunun bulunması 

istenmektedir. 

 

 

 

 

 

 

  

 

Şekil 8.4 

 İki nokta arasındaki uzaklığı veren genel ifade bilindiği gibi 

aşağıdaki gibidir. 

 

b

a

dttxxV 2)(1)(      (8.40) 

 2)(1 txL  alınarak Euler denklemi yazılırsa, 

  0
),,(),,(











x

txxL

dt

d

x

txxL




   (8.41) 

ya da, 

0
),,(






x

txxL

dt

d




    (8.42) 

ya da, 






x

txxL



 ),,(
(sabit)    (8.43) 

0            0.5          1           1.5         2.0         2.5 
t

C

2.5 

2.0 

1.5 

1.0 

0.5 

  0 

y(
t)

, 
x(

t)
 y(t) 

x(t) 

0.835 

0.697 
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ya da, 


 21 x

x




(sabit)    (8.44) 

ya da, 

1Kx   (sabit)     (8.45) 

bulunur. Bu denklemin integrali alınırsa Euler denkleminin ekstremalleri 

K1 ve K2 sabitleri cinsinden aşağıdaki gibi elde edilir. 

21 KtKx        (8.46) 

 Şimdi sınır şartlarını uygulayarak bilinmeyen sabitler 

belirlenebilir. 

- Sabit uç sınır şartı:  

x(2) = 0  ya da  0 = K12 + K2  ya da, 

12 2KK        (8.47) 

- Değişken uç sınır şartı: 

 

)()( 11 txty        (8.48) 

ya da,  

211
2
1 KtKt       (8.49) 

 Ayrıca denklem (8.39)’dan, 

0
1

)2(1

),,(
)(),,(

2

1

1
11

2

1

1




















K

K
KtK

x

txxL
xytxxL

t





  (8.50) 

ya da, 

1

1
2

1

K
t       (8.51)  
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Denklem (8.47)’den K2, denklem (8.51)’den de t1 alınarak 

denklem (8.49)’da yerine koyulursa,  

 

 0128 2

1

3

1  KK     (8.52) 

elde edilir. Bu denklemin gerçek bir kökü vardır ve 599.01 K olarak 

bulunur. 

Sonuç olarak 599.01 K , 197.12 K  ve 835.01 t  elde edilir 

ve x(t) aşağıdaki gibi bulunur. 

 

197.1599.0)(  ttx     (8.53) 

 x(t) fonksiyonu Şekil 8.4’de noktalı olarak gösterilmiştir. 

8.3 Genel Optimum Kontrol Problemi 

 Bu bölümde şimdiye kadar integral formunda bir kriterin minimum 

yapılması incelenmişti. Bunun sağlanması için gerek şart Euler 

denkleminin sağlanmasıdır. Bu denklemin çözümü için integralin başlangıç 

ve son sınırlarında verilen şartlar kullanılmıştı. Bunun dışında herhangi bir 

sınır şartı yoktu. Ancak optimum kontrol probleminde integral formundaki 

bir performans kriteri minimum yapılırken, aynı zamanda sistemin durum 

denklemlerinin de sağlanıyor olması gereklidir. Yani minimizasyon 

problemine ek sınırlayıcı şartlar olarak durum denklemlerinin uygulanması 

gereklidir. Bu kısımda önce sınırlayıcı şartların minimizasyon 

problemlerine nasıl uygulandığı anlatılacak, daha sonra da genel optimum 

kontrol problemi çözülecektir.  

8.3.1 Sınırlayıcı Şartların Minimizasyon Problemlerine Uygulanması 

 Yöntemi basitçe anlatmak için x ve y değişkenlerinin, 

224),( yxyxyxf      (8.54) 

gibi bir fonksiyonu verilmiş olsun. Bu fonksiyonu, 

 1 yx       (8.55) 

sınırlayıcı şartla minimum yapacak x ve y değerlerinin belirlenmesi 

istenmektedir. Bu problem çözmek için aşağıdaki üç yöntemden birisi 

kullanılabilir. 
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i) Sınırlayıcı şartın varyasyon almadan önce uygulanması. 

 

Sınırlayıcı şarttan y değişkeni xy 1  olarak çözülüp, denklem 

 (8.54)’de yerine koyulursa, 

14

214

)1()1(4

2

222

22







xx

xxxxx

xxxxf

   (8.56) 

elde edilir. f’nin varyasyonu alınıp sıfıra eşitlenirse, f’yi minimum yapan 

x’in ve y’nin değerleri aşağıdaki gibi bulunur. 

0)18(8  xxxxxf     (8.57) 

018 x      (8.58) 

8

7
1

8

1
 xyx     (8.59) 

 

ii) Sınırlayıcı şartın varyasyon alındıktan sonra uygulanması. 

Denklem (8.54)’ün ve denklem (8.55)’in varyasyonları alınırsa, 

sonuç aşağıdaki aşamalarla bulunur 

yyxyyxxxf  28     (8.60) 

0 yx       (8.61) 

ya da, 

   
xx

xxxxxxxxf





)18(

)1(2)1(8




  (8.62) 

018 x      (8.63) 

8

7
1

8

1
 xyx     (8.64) 

 

iii) Lagrange çarpanları yöntemi. 

Lagrange çarpanları yöntemi dolaylı bir yöntemdir. Bu yönteme 

göre f  gibi bir fonksiyonun 01  , . . , 0k  gibi bir sınırlayıcı şartlara 

tabi olarak minimum yapılması, kkff   11  ifadesinin 

herhangi bir sınır şartı olmadan minimum yapılmasıyla aynıdır. Burada 



304 
 

),,1( kii   Lagrange çarpanları olup, minimizasyon işlemi sırasında 

bunların her biri bağımsız bir değişken gibi işlem görür. 

İncelenen örnekte 224),( yxyxyxf   fonsiyonunun 1 yx  

ya da 01),(  yxyx  sınır şartı altında minimum yapılması 

istenmektedir. Bu ise, 

 
)1(4

),(),(),,(

22 



yxyxyx

yxyxfyxf




  (8.65) 

fonksiyonunu sınırlayıcı bir şart olmadan minimum yapmakla aynıdır. 

),,( yxf  ’nün varyasyonu aşağıdaki gibidir. 

       
0)1()2()8(

)1(28









yxyyxxyx

yxyxyyxyyxxxf
 (8.66) 

 Yukarıdaki denklemin rastgele x, y ve  için sağlanması ancak 

bu terimlerin katsayılarının sıfıra eşit olmasıyla mümkündür. Böylece x, y 

ve ’nın çözülebileceği aşağıdaki üç denklem elde edilir. Görüldüğü gibi 

bu denklemlerden sonuncusu sınırlayıcı ifade ile aynıdır. Bu durum 

Lagrange çarpanları yönteminin bir özelliği olup, elde edilen 

denklemlerden birisi daima sınırlayıcı ifade ile aynıdır. 

08  yx      (8.67) 

02  yx      (8.68) 

01 yx      (8.69) 

 Denklem (8.67) ve denklem (8.68)’den  yok edilirse, 

0728  yxyxyx    (8.70) 

elde edilir. Denklem (8.69) ve denklem (8.70)’den f(x, y)’yi minimum 

yapan x ve y değerleri aşağıdaki gibi bulunur. 

8

7

8

1
 yx     (8.71) 
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8.3.2 Temel Optimum Kontrol Problemi ve Pontryagin  

         Fonksiyonu 

 Bu bölümde, 

),,( tuxfx       (8.72) 

durum denklemleriyle tanımlanan n’inci mertebe bir sistemin, 

 ff

t

t

ttxSdttuxLKP

f

i

),(),,(..     (8.73) 

gibi bir performans kriterini minimum yapacak biçimde optimum kontrolü 

incelenecektir. x, durum değişkenleri vektörü; u, kontrol girişleri 

vektörüdür. ),,( tuxf ’nin elemanları lineer olmayabilir. ),,( tuxL  terimi de 

lineer olmayabilir, ancak anlamlı bir performans kriteri olması için pozitif 

yarı-definit olması gereklidir. S[x(tf), tf], bir son durum ceza terimidir. Bu 
teriminin x’e göre birinci ve ikinci türevleri süreklidir. Bu terim istenirse 

sıfır alınabilir. Denklem (8.73)’de L ve S terimlerinin her ikisi de mevcut 

olabileceği gibi, bunlardan herhangi birisi olmayabilir. 

Başlangıç zamanı ve durumu sabittir. Yani )( itx  ve ti verilmiştir. 

Buna karşılık tf sabit veya değişken olabilir. )( ftx  sabit veya değişken 

olabilir veya gk[x(tf), tf] = 0 (k  n) biçiminde k sayıda sınırlayıcı ifadeye 

tabi olabilir. Amaç, sistemi verilen bir başlangıç durumu x(ti)’den, 

verilen son durumdaki sınır şartlarına götürürken P.K.’yı minimum 

yapacak olan kontrol girişi u’yu bulmaktır. 

 

Performans kriterinden S[x(ti), ti] gibi sabit bir terim çıkarmak, 

optimizasyon sonuçları açısından bir fark yaratmayacağından, performans 

kriteri aşağıdaki hale dönüştürülebilir.  

   

 

 



















f

i

f

i

f

i

f

i

t

t

t

t

t

t

iiff

t

t

dtttxS
dt

d
tuxL

ttxSdttuxL

ttxSttxSdttuxLKP

),(),,(

),(),,(

),(),(),,(..

 (8.74) 
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ya da, 

   




















f

i

t

t

dt
t

txS
x

x

txS
tuxLKP

,,
),,(..   (8.75) 

 Denklem (8.72) ile verilen durum denklemleri, minimizasyon 

sırasında sağlanması gereken sınırlayıcı şart olup, Lagrange çarpanları 

yöntemiyle probleme dahil edilebilir. Ancak Kısım 8.3.1’deki durumdan 

farklı olarak şimdi bir fonksiyon fonksiyonu minimum yapılmaktadır. Bu 

durumda o bölümde bir değişken olarak kabul edilen Lagrange çarpanı, 

burada (t) gibi Lagrange fonksiyonları olarak kabul edilecektir. Sınırlayıcı 

şart olan denklem (8.72), 

0),,(),,(  xtuxftux     (8.76) 

şeklinde ifade edilirse, denklem (8.75)’de verilen P.K.’ni sınırlayıcı şart 

altında minimum yapmakla, aşağıdaki kriteri sınırlayıcı şart olmaksızın 

minimum yapmak aynı olur. 

   

 
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









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


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




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t

t T
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xtuxf

t

txS
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txS
tuxL
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


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,,
),,(

..



 (8.77) 

 Eğer denklem (8.77)’deki integralin argümanı için, 

 

   xtuxf
t

txS

x
x

txS
tuxLtuxL

T

T

























),,(
,

,
),,(),,,(





 (8.78) 

tanımı yapılırsa, ),,,( tuxL   için yazılacak Euler denklemlerinin 

sağlanması P.K.’nin minimum yapılaması için gerek şart olur. Eğer sistem 

n’inci mertebe ve kontrol girişi sayısı r ise, x ve ’nın herbirinin n sayıda 

elemanı, u’nun ise r sayıda elemanı olacağından ),,,( tuxL  ’nün 

argümanında 2n + r sayıda fonksiyon vardır. Yani, 2n + r sayıda Euler 

denklemi yazılmalıdır. Aşağıda x, u ve ’nın elemanları için Euler 

denklemleri gruplar halinde vektöryel olarak çıkarılacaktır. 
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i) x için Euler denklemleri: 
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 (8.79) 

ya da, 
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 (8.80) 

ya da, 

 

 ),,(),,( tuxftuxL
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   (8.81) 

 

ii) u için Euler denklemleri: 
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 (8.82) 

ya da türevlere katkıda bulunmayan terimler atılırsa, 

  0),,((),,( 



tuxftuxL

u

T
   (8.83) 
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iii)  için Euler denklemleri: 
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ya da, 

  0),,(),,( 



xtuxftuxL

T 


  (8.85) 

ya da, 

0),,(  xtuxf      (8.86) 

 Bu son denklem Lagrange çarpanları yönteminin özelliği gereği 

sınırlayıcı ifade olan durum denklemleriyle aynıdır. 

 Yukarıdaki sonuçları daha öz bir şekilde ifade etmek için, 

  ),,(),,(),,,( tuxftuxLtuxH
T

    (8.87) 

tanımını yapılsın. Bu denklemle tanımlanan ),,,( tuxH   Pontryagin 

fonksiyonu olarak anılır. Elde edilen Euler denklemlerinin tamamı, yani 

denklemler (8.81), (8.83) ve (8.85), Pontryagin fonksiyonu cinsinden 

aşağıdaki gibi ifade edilebilir. 

 
x

tuxH






),,,( 
     (8.88) 

u

tuxH






),,,(
0


    (8.89) 

),,(
),,,(

tuxf
tuxH

x 








    (8.90) 

(8.84) 
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 Denklem (8.90) durum denklemleridir. Denklem (8.88) ise 

yardımcı durum denklemleri olarak adlandırılır.  

 Bu denklemlerin çözümü için izlenen genel yöntem aşağıdaki 

gibidir. 

1) Önce denklem (8.89)’dan kontrol girişi u, x ve  cinsinden 

     çözülür. Bu çözüm ),,( txu
o

  olsun. 

 

2) Elde edilen ),,( txu
o

 , denklem (8.88) ve denklem (8.90)’da    

                  yerine koyularak aşağıdaki denklemler elde edilir. 

 
x

ttxuxH
o






,),,,(, 
    (8.91) 

 ttxuxf
ttxuxH

x
o

o

),,,(,
)),,,(,(










  (8.92) 

3) Verilmiş olan sınır şartları uygulanarak, denklem (8.91) ve 

denklem (8.92)’den x(t) ve (t) çözülür. Bu denklemlerin çözümünde 

kullanılan sınır şartları aşağıdaki gibidir.  

 

a) Başlangıç sınır şartı )( itx  ve ti verilmiştir.  

 

b) Kontrol bitişindeki sınır şartları için ise aşağıdaki seçeneklerden 

birisi geçerlidir. 

i) Bitiş zamanı ve bitiş durumu verilmiş: 

     tf = sabit, ff xtx )(  (sabit) 

ii) Bitiş zamanı ve bitiş durumu serbest: 

     Bu durumda denklem (8.32) ile verilen serbest uç sınır şartı 

uygulanırsa, genelleştirilmiş sınır şartı aşağıdaki gibi elde 

edilir. 

0
),,('

),,(
),,(










































ft

T

tx
x

txL
txLx

x

txL









 

        (8.93) 

ya da, 
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 

 
0

),,(

,
),,(),(























































ft

oT

oT

t

tuxf

t

txS
tuxL

x
x

txS




  

        (8.94) 

ya da, 

     
 

0
,

),,(
),(











































ft

o

T

t
t

txS
txHx

x

txS


 (8.95) 

Yukarıdaki ifadede tf sabitse katsayısı düşer. x’in 

elemanlarından sabit olanlar varsa, onların katsayıları da 

düşer. 

Eğer )()( ff tytx  gibi bir sınır şartı verilmişse, yani bir 

buluşma (randevü) problemi çözülüyorsa, denklem 

(8.39)’un vektör hali kesişme sınır şartı olarak kullanılır. Bu 

durumda ttytx ff  )()(  olacağından, denklem (8.95)’den 

kesişme şartı aşağıdaki gibi elde edilir. 

     
 

0
,

),,()(
),(











































ft

o

T

t

txS
txHty

x

txS
 

 (8.96) 

4) Elde edilen x(t) ve (t), ),,( txu
o

  ifadesinde yerine koyularak 

optimum kontrol aşağıdaki gibi elde edilir. 

      tttxutu
oo

),(),()(   (8.97) 

Yukarıdaki yöntemin ikinci ve üçüncü aşamasında, 2n sayıdaki 

diferansiyel denklemden x(t) ve (t)’nin elde edilmesi, diferansiyel 

denklem çözümleri arasında en zor problemlerden birisidir. Zira sınır 

şatlarının yarısı başlangıç zamanı ti’de verilmişken, diğer yarısı bitiş zamanı 

tf’de verilmiştir. Bu tür problemlere iki uçlu sınır değer problemi denir. Bu 

tür problemlerde bilgisayarla çözüme çok elverişli olan ileri integrasyon 

yöntemi kullanılamaz. Çözümün bir döngü içinde iterasyonla bulunması 

gerekir. Çözümün çok zahmetli olmasına karşın, sonuçta elde edilen sadece 

açık çevrim kontroldür. Başlangıç şartları değiştiğinde ya da bozucular 
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dolayısıyla sistemin durum uzayında izlediği optimum yörüngede bir 

sapma olduğunda çözümün tekrar edilmesi gerekir. Bu sebeplerden dolayı, 

çok basit problemler dışında genel optimum kontrol algoritmasının 

uygulamalarda kullanılması pek pratik değildir.  

Buraya kadarki incelemede kontrol girişi u üzerine herhangi bir 

sınırlama koyulmamıştır. Ama uygulanabilecek kontrol girişleri genellikle  

Uu gibi bir bölgeyle sınırlıdır. Pontryagin, denklem (8.89)’a yeni bir 

yorum getirmiş ve bundan dolayı ),,,( tuxH   fonksiyonuna adı verilmiştir. 

Şöyle ki, u’nun sınırlı olmadığı durumda denklem (8.89), ),,,( tuxH  ’yi 

minimum yapan u’yu vermektedir. Pontryagin, kontrol girişi Uu  

şeklinde bir bölge ile sınırlı olduğu takdirde de, bu bölge içinde ),,,( tuxH 

’yi minimum yapan u’nun optimum u olduğunu göstermiştir. Bu durumda, 

denklem (8.91) ve denklem (8.92)’de geçen )),,,(,( ttxuxH
o

  terimi, 

aşağıdaki gibi alınmalıdır. 

),,,(min)),,,(,( tuxHttxuxH
Uu

o



   (8.98) 

 Pontryagin ve arkadaşları tarafından bulunan aşağıdaki gerek 

şartlar da bazı problemlerin çözümünde çok yararlıdır [8.2, 8.7] 

a) Eğer son zaman tf sabitse ve Pontryagin fonksiyonu zamanın 

doğrudan fonksiyonu değilse, optimum yörünge boyunca 

Pontryagin fonksiyonu sabittir. Yani, 

  cttutxH
ooo

)(),(),(   (sabit)   (t0  t  tf) (8.99) 

b) Eğer son zaman tf serbestse ve Pontryagin fonksiyonu zamanın 

doğrudan fonksiyonu değilse, optimum yörünge boyunca 

Pontryagin fonksiyonu sıfırdır. Yani, 

  0)(),(),( ttutxH
ooo

    (t0  t  tf) (8.100) 

 Bazı durumlarda, problem tanımı yukarıda incelenen standart 

yapıda olmamasına karşın, bazı ara işlemlerle standart hale 

dönüştürülebilir. Bunlar hakkında, belirtilen referanslarda daha ayrıntılı 

bilgi verilmiştir. Burada sadece kısaca değinilecektir.   

a) Performans kriterinde durum değişkenlerinin türevlerinin yer 

alması: 

Performans kriterinin argümanında durum değişkenlerinin 

türevleri varsa, örneğin kx  gibi bir terim geçiyorsa, kn xx 1  
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gibi ek bir durum değişkeni tanımlanarak optimum kontrol 

işlemleri yürütülür [8.8]. 

 

b) Eşitsizlik olarak ifade edilen sınırlamalar olması: 

Eğer, iii bxa  gibi bir sınırlama verilmişse, bunun yerine, 

 0))(( 2  iiiii yxbax     (8.101) 

gibi eşitlik olarak tanımlanan bir sınırlayıcı ifade kullanılır. 

Burada 0iy  ek olarak tanımlanan bir durum değişkenidir 

[8.8, 8.9]. 

 

c) İzoperimetrik Kısıtlama: 

İzoperimetrik kısıtlama adını, “Çevresi sabit uzunlukta olan 

düzlemsel bir yüzeyin alanının maksimum olması için şekli 

nasıl olmalıdır?” probleminden alır. Bu kısıt genel haliyle 

aşağıdaki gibi ifade edilir. 

 

  Adttuxg

f

i

t

t

 ),,(  (Sabit)   (8.102) 

Bu durumda ek bir durum değişkeni, 

 tdtuxgtx

t

t

n

i

  ),,()(1    (8.103) 

olarak ve ek bir durum denklemi,  

 

 ),,()(1 tuxgtxn 
     (8.104) 

olarak tanımlanır ve aşağıdaki şartlar uygulanır [8.5, 8.8, 8.9]. 

 0)(1  in tx  Atx fn  )(1    (8.105) 

Bu tür sınırlamalara, yakıt ve enerjinin sınırlı olduğu 

minimum-yakıt ve minimum-enerji problemlerinde sıklıkla 

karşılaşılır. (Bakınız Bölüm 8, Örnek 7 ve Örnek 8.) Bu 

durumlarda kısıt ifadeleri sırasıyla aşağıdaki şekildedir. 

 

 Adtu

f

i

t

t

i  )  (Sabit)    (8.106) 
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 Adtu

f

i

t

t

i 
2

 (Sabit)    (8.107) 

Örnek 8.3 

 Bir uçak gemisinde uçaklara ilk hareket bir itki sistemiyle 
verilmektedir. Uçağın kütlesi m’dir. İtki sistemi uçağa maksimum Fm 
büyüklüğünde bir kuvvet uygulayabilmektedir. Uçağın sıfır hızdan bir Vf 
hızına en kısa sürede erişmesini sağlayacak kuvveti ve bunun için gereken 
pist uzunluğunu bulun.  

 Bu problemde uçağın hızı durum değişkeni olarak, uçağa 

uygulanan kuvvet de kontrol girişi olarak alınırsa, sistemin durum denklemi 

aşağıdaki gibi yazılabilir. 

u
m

x
1

      (8.108) 

 Kontrol sırasında minimum yapılması istenen performans kriteri, 


ft

dtKP
0

.1..      (8.109) 

şeklindedir. Sınır şartları ve u için sınırlayıcı ifade aşağıdaki gibidir. 

0)0( x  ff Vtx )(  ft  - Serbest (8.110) 

mFu 0      (8.111) 

 Bu problemde L =1 olduğundan Pontryagin fonksiyonu aşağıdaki 

gibidir. 

m

u
tuxH  1),,,(     (8.112) 

 Kontrol girişi sınırlı olduğuna göre, H’yi minimum yapan u değeri 

’nın işaretine bağlı olarak aşağıdaki gibidir. 

0  ise     mo Fu        

0  ise     0ou      

(8.113) 
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 uo için yardımcı durum ve durum denklemleri (8.91) ve (8.92)’den 

yazılırsa, 

0   ya da K   (sabit)   (8.114) 

ve 

ou
m

x
1

      (8.115) 

elde edilir. Bu denklem incelendiğinde uo’un sıfır olamayacağı görülür. Zira 

bu değer x’in (hızın) değişmesine sebep olmaz. o halde mo Fu   olmalıdır. 

 Denklem (8.115)’in integrali alınırsa, 

Ct
m

F
tx m )(      (8.116) 

 Başlangıç sınır şartından C aşağıdaki gibi bulunur. 

  0)0( x  ya da C = 0   (8.117) 

 Serbest uç sınır şartı, denklem (8.95)’de  S = 0  için t’nin 

katsayısını sıfıra eşitleyerek aşağıdaki gibi yazılır. 

  01 









f

f
t

m

t

o

m

F
H     (8.118) 

ya da, 

)()( t
F

m
t

m

f       (8.119) 

Diğer yandan, x(tf) = Vf  olduğuna göre, tf  aşağıdaki gibi elde edilir. 

ff
m

f Vt
m

F
tx )(     (8.120) 

ya da, 

         
m

f

f
F

mV
t       (8.121) 
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 Pistin boyu   ise, x(t) hızının integralini alarak aşağıdaki gibi 

bulunur. 

  
m

f

f
m

t
m

F

mV
t

m

F
tdt

m

Ff

2

2

0 2

1

2
    (8.122) 

Örnek 8.4 

 Durum denklemleri aşağıda verilen birinci mertebe bir sistem 

olsun. 

  uxx  2      (8.123) 

 Başlangıç anında x(0) = 10 olsun. Bitiş zamanı tf  = 1, bitiş durumu 

x(1) serbest, kontrol sırasında minimum yapılmak istenen performans 

kriteri aşağıdaki gibi olsun. 

   
1

222
1

0
)()(..


  t

txdtuxKP    (8.124) 

 Bu problem için Pontryagin durum fonksiyonu aşağıdaki gibidir. 

  )2(),,( 22 uxuxuxH     (8.125) 

02
),,(








u

u

uxH
   (8.126) 

ya da, 

2


ou      (8.127) 

ve 

  xxxxH o 





2
4

)
2

2(
4

2
2

2
2   (8.128) 

olduğundan, optimum kontrol için yardımcı durum ve durum denklemleri 

aşağıdaki hali alır. 




 22)2
4

(
2

2 








 xxx

xx

H o

  (8.129) 
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2
2


 xx      (8.130) 

 Denklem (8.129)’dan  alınarak denklem (8.128)’de kullanılırsa x 

cinsinden aşağıdaki denkem elde edilir. 

  05  xx      (8.131) 
ya da, 

  tt eCeCtx 5
2

5
1)(      (8.132) 

ve  

  tt eCeCt 5
2

5
1 47.047.8)(    (8.133) 

 Başlangıç sınır şartı: 

  x(0) = 10     ya da    1021  CC   (8.134) 

 Serbest uç sınır şartı (tf sabit, x serbest): 

    02
),(

1

1


















t

t

x
x

txS
   (8.135) 

ya da, 

  053.147.10 2
5

1
5   CeCe    (8.136) 

 Denklem (8.134) ve denklem (8.136)’dan 0856.01 C  ve 

914.92 C olarak bulunur. Bu değerler denklem (8.132)’de yerine 

koyulursa, 

  tt eet 55 613.4725.0)(     (8.137) 

olarak bulunur. Optimum kontrol ise denklem (8.127)’den aşağıdaki gibi 

elde edilir. 

tto eeu 55 306.2362.0
2




  (8.138) 
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Örnek 8.5 

 Durum denklemleri aşağıda verilen ikinci mertebe bir sistem olsun. 

  
uxx

xx





22

21

2


     (8.139) 

 Sistem t = 0’da   x = [1      1]T   başlangıç durumundadır. Bitiş 

zamanı tf serbest, bitiş durumu x(tf) = [0    0]T olarak verilmiştir. Aşağıdaki 

performans kriterini minimum yapacak optimum kontrolün bulunması 

istenmektedir. 

  dtuxxKP
ft

)(.. 22
2

2
1

0
     (8.140) 

 Bu problem için Pontryagin durum fonksiyonu aşağıdaki gibidir. 

 )2(),,( 2221
22

2
2
1 uxxuxxuxH    (8.141) 

02
),,(

2 






u

u

uxH
   (8.142) 

ya da, 

2

2ou      (8.143) 

ve 

  2221

2
22

2
2
1 2

4
xxxxH o 


   (8.144) 

olduğundan, optimum kontrol için yardımcı durum ve durum denklemleri 

aşağıdaki hali alır. 

1

1

1 2x
x

H o





     (8.145) 

212

2

2 22  



 x

x

H o

    (8.146) 
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2

1

1 x
H

x
o








      (8.147) 

2
2 2

2

2

2









 x

H
x

o

     (8.148) 

 Epeyce bir ara işlemden sonra integrasyon sabitleri cinsinden bu 

denklemlerin çözümü aşağıdaki gibi elde edilir. 

tt

tt

e
C

e
C

e
C

e
C

tx

457.04457.03

189.22189.21
1

457.0457.0

189.2189.2
)(









     (8.149) 

tt

tt

eCeC

eCeCtx

457.0
4

457.0
3

189.2
2

189.2
12 )(








   (8.150) 

tt

tt

eCeC

eCeCt

457.0

24
457.0

23

189.2

22
189.2

211

457.0

2

457.0

2

189.2

2

189.2

2
)(









 (8.151) 

tt

tt

eCeC

eCeCt

457.0
4

457.0
3

189.2
2

189.2
12

086.3914.4

378.0378.8)(








 (8.152) 

Bu denklemlerdeki bilinmeyen katsayılar ve tf aşağıdaki sınır 

şartları uygulanarak çözülür.  

0)(0)(

0)(1)0(1)0(

0
2

121





ff

f

tHtx

txxx
 (8.153) 

 0)(0 ftH  sınır şartı denklem (8.144)’e uygulanırsa aşağıdaki 
ifadeye indirgenir. 

0)(2 ft      (8.154) 

 Sınır şartları denklemler (8.149) - (8.152)’ye uygulanırsa,  
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1
457.0457.0189.2189.2

4321 
CCCC

    (8.155) 

 14321  CCCC     (8.156) 

0
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0086.3914.4

378.0378.8

457.0

4

457.0

3

189.2

2

189.2

1









ff

ff

tt

tt

eCeC

eCeC
 (8.159) 

denklemleri elde edilir. Zahmetli olmakla birlikte bu denklemlerden tf ve 

)4,3,2,1( iCi  çözülerek x1(t), x2(t), 1(t) ve 2(t) bulunur. Daha sonra 

optimum kontrol 2/)(2 tu o   olarak elde edilir. 

 Bu son örneğin gösterdiği gibi, oldukça basit görünümlü bir 
problem için dahi genel optimum probleminin çözümü oldukça çetrefilli bir 
hal alabilir. Bu örnekte alınan sistemin lineer ve sadece ikinci mertebe 
olduğu düşünülürse, yüksek mertebeli ve nonlinear bir sistem için analitik 
veya nümerik bir çözüme ulaşmanın zorluğu anlaşılır. 
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PROBLEMLER 

8.1 Eğer ),,( txxL  , t’nin doğrudan fonksiyonu değilse, Euler 

denkleminin birinci integralinin aşağıdaki hali aldığını gösterin. 

   sabit
x

txxL
xtxxL 











),,(
),,(  

8.2    x(0) = 0 ve 2)( 11  ttx  sınır şartlarına tabi olarak, 

   dt
x

x
xV

t





1

0

2

4

1
)(


 

 fonksiyon fonksiyonunu minumum yapan x(t) fonksiyonunu bulun. 

 

8.3 0)0(1 x ,   12/31 x , 0)0(2 x  ve   12/32 x  şartlarına 

tabi olarak, 

  dtxxxxxV )44()( 21
2
2

2/3

0

2
1   



 

fonksiyon fonksiyonunu minimum yapacak )(1 tx ve )(2 tx  

fonksiyonlarını bulun. 

8.4 0)0( x ,   Serbestx 4  şartlarına tabi olarak, 

  dtxxxV )()(

4

0

2     
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fonksiyon fonksiyonunu, minimum yapacak )(tx  fonksiyonunu 

bulun. 

8.5 x(0) = 1,  x(tf) = 5  ve  tf :  Serbest  sınır şartları altında, 

  

ft

dtxxtxV
0

242)(         

 fonksiyon fonksiyonunu minimum yapan x(t) fonksiyonunu bulun. 

8.6 Durum denklemleri, 

   uxx 


















2

0

00

10
  

 olarak verilen sistemi, 









1

1
)0(x  ilk durumundan 










0

0
)2(x  son  

 durumuna getirirken, 

   
2

0

2.. dtuKP  

performans kriterini minimum yapacak optimum kontrol u(t)’yi 

bulun. 

8.7 Durum denklemleri, 

   uxx 


















20

01

00

10
  

 olarak verilen sistemi, 









4

1
)0(x  ilk durumundan 










0

0
)1(x  son  

 durumuna getirirken, 

    

1

0

2
2

2
1 )

2

1
(.. dtuuKP  

performans kriterini minimum yapacak optimum kontrol u(t)’yi 

bulun. 
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8.8 Durum denklemi, 

   uxx   

olan, ilk durumu 1)0( x  ve son durumu 0)1( x  olarak verilen 

sistem için, 

    

1

0

22 )
2

1
(.. dtuxKP  

performans kriterini minimum yapacak optimum kontrol u(t)’yi 

bulun. 

 

8.9 Bir sistemin durum denklemleri ve kontrol girişi sınırlaması 

aşağıdaki gibi tanımlanmıştır. 

  
2)(;6

7

12

211





tuuxx

xxx




 

Bu sistemi  











1

5.0
)0(x  ilk durumdan, ft  gibi bir son zamandaki 











0

0
)( ff tx   durumuna en kısa zamanda getirecek kontrolü ve 

kontrolün bitiş zamanını bulun.   

8.10 Dördüncü mertebeden bir sistemin kontrolü için aşağıdaki gibi bir 

performans kriteri kullanılmaktadır. 

    )(3)(2.. 42

0

22

3

2

1 TxTxdtuxxKP

T

   

Bu sistem için aşağıdaki sınır şartları verilmiştir:          

           TxTx 21  ;   03 Tx ;  Tx4
 ve T verilmemiş. 

 Eksik olan uç sınır şartlarını bulun.  
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8.11 Davranışı,  

uxx  2  

 denklemiyle belirlenen ve x(0) = 10 olan sistem için, 

        dtuxKP  









1

0

22

2

1
..          

performans kriterini minimum yapacak kontrolü bulun. Burada  

pozitif  ve değeri bilinen bir ağırlık katsayısıdır. 

8.12 Durum denklemleri, 

  uxx 




















10

0

04

10
  

 ve ilk durumu    









4

1
0x  olan  sistem için, 

        dtuxKP  

1

0

22

14..  

performans kriterlerini minumum yapacak optimum kontrolü 

bulmak için gereken diferansiyel denklemleri ve sınır şartlarını 

yazın. (Denklemleri çözmeyin.) 

8.13 Durum denklemleri, 

  uxx 




















10

0

44

10
   5u  

olarak verilen ve ilk durumu    













5

1
0x ve son durumu  0)( ftx  

olan  sistemi minimum zaman kriterine göre kontrol etmek için 

kontrol girişini ve kontrol süresini bulun. (MATLAB’den 

yararlanın.) 
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8.14 Durum denklemi,  

   uxx  2   

ve başlangıç şartı x(0) = 0 olan sistem aşağıdaki gibi bir performans 

kriterini minimum yaparak kontrol edilmek isteniyor. Burada  sabit 

bir katsayıdır. 

  )1(
2

1
..

1

0

2 xdtuKP    

 Bu performans kriteriyle ne yapılmak istendiğini yorumlayın. 

Optimum kontrol u(t)’yi bulun. 

8.15 Durum denklemleri, 

  uxx 
















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1

0

21

10
  

olan sistem için başlangıç şartları 









1

1
)0(x olarak verilmiştir. 

Aşağıdaki performans kriterini minimum yapacak optimum 

kontrolü bulmak için gereken diferansiyel denklemleri ve sınır 

şartlarını yazın. (Denklemleri çözmeyin.) 

   dtuxKP

ft

 

0

22

2..  

8.16 Bir sistemin durum denklemleri aşağıda verilmiştir.  
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Bu sistemi 



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1

1
)0(x ilk durumundan 










0

0
)(Tx son durumuna 

aşağıdaki performans kriterini minimum yaparak getirecek 

kontrolü bulmak için gereken diferansiyel denklemleri ve sınır 

şartlarını yazın. (Denklemleri çözmeyin.) 

    dtuKP

T

 

0

21.. (T serbest) 
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9 
MİNİMUM-ZAMAN  

MİNİMUM-YAKIT 

MİNİMUM-ENERJİ KONTROLÜ  
 Bu bölümde anlatılacak olan konular hakkında 1960 yılı sonrasında 
çok sayıda çalışma yapılmış ve önemli ilerlemeler kaydedilmiştir. Yapılan 
çalışmaların itici gücü şüphesiz uzay programları ve askeri uygulamalardır. 
Konuların derinlemesine incelemesi oldukça akademik olup, ana hatlarıyla 
o sıralarda kaleme alınan pekçok kitapta da oldukça ayrıntılı olarak ele 
alınmıştır [9.1-9.5]. Bu kitap, öğrencilere ve mühendislere kontrol sistemi 
tasarımında yetkinlik kazandırmak için verilecek bir başlangıç dersi için 
hazırlandığından, bu bölümün konuları nisbeten basitleştirilmiş 
problemlere uygulanarak anlatılacaktır.  

9.1 Minimum-Zaman Kontrolü 

 Bir sistemin bir başlangıç durumundan başlayarak bir son duruma 
en kısa zamanda getirilmesi pek çok uygulamada karşılaşılan bir durumdur. 
Bunlar için aşağıda bazı örnekler verilmiştir. Bu örneklerin hepsinde 
sisteme sağlanan kontrol girişinin sınırlı olduğunu düşünün. 

- Hareket halinde bir düşman uçağının en kısa sürede bir füzeyle 
vurulması. 

- Birden fazla ısıtma bölgesine sahip bir binanın en kısa sürede 
istenen sıcaklığa getirilmesi. 

- Bir taşıt aracının bir noktadan diğer bir noktaya en kısa sürede 
götürülmesi. 

- Hareket halinde bir aracın en kısa sürede durdurulması. 
- Bir roketin yörüngede bir uzay istasyonuyla en kısa sürede 

buluşması. 

 Problemleri yapısına göre, bazı problemlerin zamana göre 

optimum kontrol çözümleri olmayabilir. Bazı problemlerde ise çözüm 

sadece belli şartlar altında mümkün olabilir. Örneğin, konumu y(t) = at2 

biçiminde artan bir hedefin, t = t0’da harekete geçirilen ve konumu zamanla 

orantılı olarak artan bir imha aracıyla vurulması ele alınsın. Bu sistemde 

hedef konumunun zamana göre değişimi ve imha aracının değişik t0 
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zamanları için konumlarının değişmesi temsili olarak Şekil 9.1’de 

verilmiştir. Görüldüğü gibi, eğer imha aracı t1 anından önce harekete 

geçirilmişse hedef ve imha aracının yörüngeleri kesişmektedir. Daha sonra 

harekete geçirildiğinde ise imha aracı hedefi hiçbir zaman 

yakalayamamaktadır.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 9.1 

 Buna benzer bir durum ısı kaybı çok fazla olan bir odanın ısı güçü 

küçük olan bir ısıtıcıyla kontrolünde de söz konusudur. Böyle bir sistem 

hiçbir zaman istenilen bir son sıcaklığa getirilemeyebileceğinden zamana 

göre optimum bir çözüm mümkün değildir. 

9.1.1 Sabit Parametreli Lineer Sistemlerin Minimum-Zaman 

Kontrolü 

 Sabit parametreli lineer sistemlerin herhangi sabit bir başlangıç 

durumundan x(tf) = 0 son durumuna büyüklüğü sınırlı olan kontrol girişleri 

kullanarak en kısa sürede getirilmesi, oldukça ayrıntılı olarak incelenmiş ve 

sıklıkla karşılaşılan bir problemdir. Kontrol edilebilirliği olan böyle bir 

sistemin durum denklemleri aşağıdaki gibi verilmiş olsun. 

  UuuBxAx     (9.1) 

Minimum zaman kontrolü için performans kriteri, 

x(t): 

y(t), x(t) 

t 

y(t) = at2 

t1 

 

 

 
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
ft

dtKP
0

.1..      (9.2) 

olduğuna göre, Pontryagin fonksiyonu aşağıdaki gibidir. 

  
uBxA

uBxAtuxH

TT

T









1

)(1),,,(
   (9.3) 

 Optimum kontrol Pontryagin fonksiyonunu minimum yapar. 

Denklem (9.3)’de i’inci kontrol girişini içeren terim,  

  iiininii uubbb   )( 2211   (9.4) 

gibi olduğuna göre, Pontryagin fonksiyonunu minimum yapan optimum 

kontrol girişleri, ui’nin katsayısının işaretine bağlıdır. ui’nin katsayısı 

anahtarlama fonksiyonu olarak anılır ve ui’nin değeri i’ye bağlı olarak 

aşağıdaki gibi bulunur.  

  

)0(

)0(

)0(





















i

i

i

i

i

i

Belirsiz

U

U

u







   (9.5) 

 Bu tür  kontrole  bang-bang kontrol  denir. Bang-bang kontrolde 

i ’nin işaretine göre kontrol girişinin en büyük veya en küçük değeri 

kullanılır. 0i olduğunda ise kontrol girişi bir uç değerden diğerine 

geçer. Bu geçiş durumuna anahtarlama denir. Eğer sistemin hiçbir 

özdeğerlerinin gerçek kısmı pozitif değilse, sistemi bir başlangıç durumu 

x0’dan son durum x(tf) = 0’a getirecek bir optimum kontrol daima vardır ve 

bu kontrol tektir [9.1]. Eğer n’inci mertebe bir sistemin bütün özdeğerleri 

gerçek ve negatif ise anahtarlama sayısı en fazla 1n  kadardır [9.1]. Son 

durum orijin değilse, yeni değişkenler tanımıyla son durumun orijine 

getirilmesi mümkündür. 

 Minimum zaman kontrolü problemlerinde i ’nin işareti 

başlangıçta bilinmediğinden denklem (7.91) ve denklem (7.92)’de 

optimum kontrol yerine koyulamaz. Bu yüzden bu denklemlerin çözülmesi 

yoluna gidilmez. Bunun yerine kontrol girişlerinin +U ve U için 

olabilecek bütün kombinezonları için sistemin durum uzayında takip 

edeceği yörünge ailelerinden yararlanılır. Bu ailelerden bir tanesi başlangıç 

durumundan başlayarak zamanın arttığı yön için, bir tanesi ise son 
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durumdan başlayarak zamanın azaldığı yön için çizilir. Sonra başlangıç 

durumundan başlayarak ve bir yörüngeden diğerine anahtarlama ile 

atlayarak sistemi son duruma getirecek optimum yol ve kontrol bulunur. 

Ancak sistem mertebesinin ikiden büyük olması halinde bu yöntemin 

uygulanması basit değildir.  

 Özdeğerleri gerçek olan ve negatif olmayan, tek girişli ikinci 

mertebe bir sistemi x(0) = xo başlangıç durumundan x(tf) = 0 son durumuna 

minimum zamanda götürmek için anahtarlama noktasına kadar ub kontrol 

girişi, anahtarlamadan sonra da us girişi kullanılmışsa, anahtarlamanın 

olduğu an ve toplam kontrol süresi aşağıdaki gibi cebirsel olarak 

bulunabilir.  Sistemin durum dönüşüm matrisi )(t , anahtarlama anı ts, 

kontrolün bittiği an ise tf  olsun. Bölüm 5’de sistemlerin zaman cevabı ile 

ilgili sonuçlardan aşağıdaki denklemler yazılabilir.  

 Başlangıç durumundan anahtarlamanın olduğu duruma 

erişildiğinde, 

   duBtxttx

st

bsss  

0

)()0()()(   (9.6) 

ifadesi, anahtarlama durumundan orijine varıldığında ise, 

   duBttxtttx

f

s

t

t

sfssff  







 )()()(

0

0
)(  

        (9.7) 

ifadesi yazılabilir. Denklem (9.6)’dan )( stx  alınarak denklem (9.7)’de 

yerine koyulursa aşağıdaki denklem bulunur. 





duBt

duBtttxt

f

s

s

t

t

sf

t

bssff
















)(

)()()0()(
0

0

0

 (9.8) 
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Bu denklemin sağ tarafındaki işlemler yapılarak elde edilecek 

matrisin terimleri sol taraftaki terimlere eşitlenirse, tf ve ts cinsinden iki 

denklem elde edilir. Ancak bu denklemlerden tf ve ts terimlerinin çözümü 

zor olabilir ve iterasyon gerektirebilir. Bu yüzden zamana göre optimum 

kontrolün bulunması için MATLAB ya da benzer bir programın 

diferansiyel denklem çözüm kodunun kullanılması büyük kolaylık sağlar.  

Örnek 9.1 

 Durum denklemleri ve kontrol girişi sınırları, 
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olan sistemi 





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)0(x  başlangıç durumundan 




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
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0
)( ftx  son durumuna 

en kısa zamanda getirecek optimum kontrolün ve kontrol süresinin 

bulunması istenmektedir.  

Bu sistemin özdeğerleri negatif ve gerçektir.   Sistemin mertebesi 

n = 2 olduğundan en çok n – 1 = 1 sayıda anahtarlama ile sistemin orijine 

getirilmesi mümkündür. Denklem (9.5) gereği optimum kontrol sırasında 

kontrol girişi u’nun değeri sadece +1 ya da 1 olabilir.  

u’nun +1 ve 1 olması halleri için denklem (9.9)’un negatif zaman 

yönünde son durumdan başlayarak integrali alınırsa, x1-x2 düzleminde Şekil 

9.2’de katı çizgilerle gösterilen yörüngeler elde edilir.  

Denklem (9.9)’un integrali başlangıç durumundan itibaren 

başlayarak u’nun +1 ve 1 olması halleri için artı zaman yönünde alınırsa, 

Şekil 9.2’de kesikli çizgilerle gösterilen yörüngeler elde edilir.  

Optimum çözüm sırasında sistem önce kesikli çizgiler üzerinden 

ilerler, kesikli çizgilerin katı çizgilerle kesiştiği noktada anaktarlama 

gerçekleşir ve katı çizgileri izleyerek orijine varır.  Başlangıç noktasından 

anahtarlamanın yapıldığı A noktasına kadar geçen süre 1.31 s, orijindeki 

son duruma erişme için geçen toplam süre ise 1.55 s kadardır.  

Şekil 9.3’de ise farklı noktalardan başlayan ve sistemi orijine 

götüren zamana göre optimum yörüngeler toplu olarak verilmiştir. 
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Şekil 9.2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 9.3 

x 2
 

-2        -1.5       -1       -0.5        0         0.5         1         1.5        2        2.5 

                                                 x1 

 3 

 2 

 1 

 0 

-1 

-2 

-3 
u = 1 

u = -1 

u = -1 

u = 1 

A 

x 2
 

-2.5     -2       -1.5      -1      -0.5       0        0.5      1        1.5        2       2.5 

                                                         x1 

 3 

 2 

 1 

 0 

-1 

-2 

-3 

u = 1 : u = 1 : 



331 
 

  Yukarıda verilen anahtarlama anı ve kontrol süresi değerleri 

diferansiyel denklem çözüm kodlarından yararlanarak bulunmuştur. 

Burada çözüm yöntemini göstemek için, aynı değerlerin denklem (9.8)’den 

nasıl bulunacağı da verilecektir. Bu sistemin durum dönüştürme matrisi 

Sylvester açılım teoreminden yararlanarak kolaylıkla aşağıdaki gibi elde 

edilir. 
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 Bu ifade denklem (9.8)’de kullanılırsa, ve sfa ttt   olarak 

tanımlanırsa, 
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olarak tamınlanırsa, sonuç olarak aşağıdaki ifade elde edilir. 
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 Matrisler toplanır ve sağlı-sollu terimler birbirine eşitlenirse 

aşağıdaki denklemler elde edilir. 

 022658 222  xxyxxy  

 05.05.2 222  xyx  

(9.11) 
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 Bu denklemlerden x kolaylıkla yok edilip, y çözülebilir. Böylece, 

2707.0y  ve 7824.0x   ya da ts = 1.31 s, ta = 0.24 s ve tf = 1.55 s bulunur.  

Örnek 9.2 

 Durum denklemleri ve kontrol girişi sınırları, 
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durumuna en kısa zamanda getirecek optimum kontrolün ve kontrol 

süresinin bulunması istenmektedir.  

 Denklem (9.5)’de verildiği gibi, zamana göre optimum kontrol 

bang-bang türündedir. Sistemin özdeğerleri  2 ve – 4 olup, pozitif değil ve 

gerçektir. n = 2 olduğuna göre, sistemin en çok bir anahtarlama ile orijne 

getirilmesi mümkündür.  

 Bu problemde iki kontrol girişi olduğundan, optimum kontrol 

sırasında kontrol girişlerinin mümkün olan kombinezonları aşağıdaki 

gibidir. 
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u’nun değişik kombinezonları için denklem (9.14)’ün negatif 

zaman yönünde son durumdan başlayarak integrali alınırsa, x1-x2 

düzleminde Şekil 9.4’de katı çizgilerle gösterilen yörüngeler elde edilir. 

Sistem son duruma bu yörüngelerden biri üzerinden (pozitif zaman 

yönünde) erişecektir. 

Başlangıç durumundan başlayarak, mümkün olan kontrol girişleri 

için sistem denklemlerinin artı zaman yönünde integrali alınırsa, Şekil 

9.4’de kesikli çizgilerle gösterilen yörüngeler elde edilir. Görüldüğü gibi, 
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sistemi son duruma götüren dört farklı çözüm adayı vardır. Bunlar A, B, C 

ve D noktalarından geçen yörüngelerdir. Bunların özellikleri Çizelge 9.1’de 

listelenmiştir. Bu adaylar arasında, A noktasından geçen çözüm en kısa 

kontrol süresine sahiptir ve zamana göre optimum kontrolü verir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 9.4 

 

 

Çizelge 9.1 

 

Anahtarlama 

Noktası 

Aşama 1 

Kontrol 

Girişleri 

(u1; u2) 

Aşama 2 

Kontrol 

Girişleri 

(u1; u2) 

Anahtarlama 

Anı (s) 

Toplam 

Kontrol 

Süresi (s) 

A (1; 1) (1; 1) 0.184 0.400 

B (1; 1) (1; 1) 0.254 0.429 

C (1; 1) (1; 1) 0.335 0.665 

D (1; 1) (1; 1) 0.345 0.759 

 

 

x 2
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9.1.2 Kompleks Kutupları Olan Kararlı Sistemlerin Minimum-Zaman 

  Kontrolü  

  

 Daha önce ele alınan ikinci mertebe sistemlerin bütün kutuplarının 

gerçek olduğu ve pozitif olmadığı kabul edilmiştir. Şimdi de kutup 

yerleşimi Şekil 9.5’deki gibi olan bir sistem verilmiş olsun. Bu sistemin 

sönüm oranı  cos  olarak bulunur. Özel halde, 0  olduğunda 

sönümsüz sistem elde edilir.  Sönümsüz sistem doğal frekansı n, sönümlü 

sistem doğal frekansı ’dır.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 9.5 

 

 Sistemin durum denklemleri faz değişkenleri cinsinden aşağıdaki 

gibi verilmiş olsun. 
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 Böyle bir sistem için zamana göre optimum kontrolün çözülmesi 

çok daha karmaşıktır. Bu problemin çözümü ayrıntılı olarak referans 

[9.1]’de incelenmiştir. Burada sadece çözümün özellikleri özetlenecektir. 

 

- Zamana göre optimum kontrol bang-bang türündedir. Yani 

herhangi bir anda kontrol girişi u, + 1 ya da  – 1 değerlerinden 

birine eşittir. Bu değerler arasında anahtarlama yapılır. Kontrol 

girişi herhangi bir uç değerde belli bir süreden fazla kalamaz. 

- Anahtarlama sayısının bir üst değeri yoktur. 

- Tekil kontrol oluşması mümkün değildir. Yani anahtarlama 

fonksiyonu herhangi bir zaman aralığı süresince sıfır değere 

sahip olamaz.  
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9.2 Optimum Kontrol Girişi Kontrolü  

 Bazı uygulamalarda kontrol girişinin bir biçimde sınırlanması veya 

minimum yapılması istenir. Kompleks bir ısıtma sisteminde sıcaklık 

kontrolünün minimum enerji kullanımıyla gerçekleştirilmesi, bir uzay 

istasyonuna kenetlenmenin minimum yakıt kullanımıyla yapılması gibi 

problemler bunun örnekleridir. 

 Bu tür problemlerin çözümünde aşağıda bazı örnekleri verilen 

performans kriterleri kullanılabilir. 

 dtuPuKP
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T
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(9.18) 
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 Yukarıda denklem (9.17) ile tanımlanan problemde u üzerinde 

herhangi bir sınırlama yoktur Bu problem Bölüm 7’de açıklanan yöntemle 

çözülebilir. Kontrol girişinin bulunmasında denklem (7.89) kullanılabilir. 

Denklem (9.19) ve denklem (9.20) ile tanımlanan problemlerde ise 

denklem (7.98)’in kullanılması gereklidir. 

Performans kriteri denklem (9.19) gibi olan problemler, minimum 

yakıt problemi olarak anılır. Performans kriteri denklem (9.20) gibi 

tanımlanan problemlere ise minimum enerji problemi denir. Kısım (9.2.1) 

ve Kısım (9.2.2)’de sırasıyla bu iki tür problemin çözümü incelenecektir. 

İnceleme lineer sabit parametreli sistemlerle sınırlı olacaktır. 

Denklem (9.18)’de verilen sınır şartı, izoperimetrik sınır şartı 

olarak anılır. Bu sınır şartının probleme dahil edilmesi için ek bir durum 

değişkeninin tanımlanması gereklidir. Bu konu Kısım (9.2.3)’de 

incelenecektir.  
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9.2.1 Minimum-Yakıt Kontrolü 

 Bir sistemin durum denklemleri ve kontrol sırasında kullanılacak 

performans kriteri aşağıdaki gibi verilmiş olsun. 

  ),..,1( riUuuBxAx ii   (9.21) 
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 Bu sistemin Pontryagin fonksiyonu aşağıdaki gibidir. 
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 Pontryagin’in minimum prensibine göre optimum kontrol girişi 

Pontryagin fonksiyonunu minimum yapar. O halde ui’inci kontrol girişinin 

optimum değeri, denklem (9.23)’de bu terimin çarpanının değerine göre 

aşağıdaki gibi bulunur. 

ininii bbb   )( 2211   için: Uu io   

ininiii bbb   )( 2211   için:      0iou      

)( 2211 niniii bbb     için: Uuio     

ininii bbb   )( 2211  için: iou Negatif olmayan 

            bir değer 

ininii bbb   )( 2211  için: iou Pozitif olmayan 

            bir değer   

(9.23) 

(9.24) 
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 Minimum yakıt probleminin bazı özellikleri aşağıda verilmiştir.  

- Bang-bang kontrolden farklı olarak, girişin uç değerlerinin 

yanı sıra “0” değeri de kullanılır. 

- Amaç sistemi bir başlangıç durumundan orijine getirmektir.  

- tf serbest ise birden fazla çözüm mümkün olabilir. [9.2] 

- tf sabit ise çözüm mümkün olmayabilir. [9.2] 

- Denklem (9.19)’un argümanına ayrıca sabit bir terim 

eklenerek, problem minimum yakıt + zaman problemi olarak 

da çözülebilir. Bu durumda zaman ve yakıt terimleri arasında, 

bunların ağırlık katsayılarına göre bir uzlaşı sağlanır. [9.1, 9.2] 

 

Örnek 9.3 

 Bir sistemin durum denklemleri, başlangıç durumu ve son durumu 

aşağıda verilmiştir.  

  
Tttxx

uuxx

ff 



0)(5)0(

12
    (9.25) 

Sistemi son duruma aşağıdaki gibi tanımlanan performans kriterini 

minimum yaparak götürecek kontrolün bulunması istenmektedir.  

  dtuKP

ft


0

..                     (9.26) 

 Verilen sistem kararlı olduğundan ve u = 0 olduğunda zaten 

kendiliğinden x = 0 değerine gittiğinden, tf serbest alınırsa minimum yakıt 

probleminin bir anlamı yoktur. Zira hiç yakıt kullanmadan sistem orijine 

gitmektedir. Bu yüzden minimum yakıt problemi ancak tf = T gibi bir sınır 

şartı verilirse anlamlıdır. Burada da böyle bir sınır şartının verildiği kabul 

edilecektir. 

Bu problem için Pontryagin fonksiyonu, 

  )2( uxuH       (9.27) 

olarak bulunur. H’yi minimum yapan kontrol girişi denklem (9.24)’den 

aşağıdaki gibi elde edilir. 

  1   için:                  1ou        

  11     için:         0ou                 
(9.28-a) 
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  1   için:         1ou   

1  için:          ou Negatif olmayan 

     bir değer. 

1  için:          ou Pozitif olmayan 

           bir değer. 

 Diğer yandan, yardımcı durum denklemi,  

   2



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x

Ho     (9.29) 

olduğundan, Lagrange çarpanı ’nın zamanla değişimi bir c integrasyon 

sabiti cinsinden, 

   tce2       (9.30) 

gibidir.  O halde herhangi bir zaman aralığı boyunca ’nın +1 ya da 1 

olması mümkün değildir. Bu durumda denklem (9.28) aşağıdaki hale 

indirgenir. 

  1   için:  1ou        

  11     için: 0ou                (9.31) 

  1   için:  1ou   

 Şekil 9.6’da ’nın zamanla değişimi c sabitinin farklı değerleri için 

denklem (9.30) kullanılarak çizilmiştir. ’nın değerine bağlı olarak u’nun 

değişimi de şekil üzerinde noktalı çizgilerle gösterilmiştir. 

 Şekil 9.7’de  ise  verilen  başlangıç koşulundan başlayarak  u = 0, 

u = 1 ve u = 1 için x’in zamanla değişimi görülmektedir. Bu eğrilerden ve 

denklem (9.25)’den görüldüğü gibi, u = 0  olması halinde sistemin durağan 

durumu olan x = 0’a erişmesi ancak t = ’da gerçekleşir. u = 1 olduğunda 

ise x = 0’a hiç bir zaman ulaşamaz. Dolayısıyla, kontrol u = 1 ile 

tamamlanmalıdır. Yani kontrol süresince ya u = 1 kullanılmalı ya da önce    

u = 0 sonra da u = 1 kullanılmalıdır. u = 1  eğrisi  incelendiğinde,  eğer  

T < 1.2 s ise kontrolün mümkün olmadığı, T = 1.2 s  ise  optimum  kontrolün 

u = 1 olduğu, T  > 1.2 s ise önce u = 0 sonra u = 1 uygulanması gerektiği 

anlaşılır. u = 0’dan u = 1’e anahtarlamanın yapıldığı an bir diferansiyel 

denklem yazılımından yararlanarak bulunabileceği gibi, analitik olarak da 

elde edilebilir. Şekil 9.8’de T = 1.4 s için yazılım kullanılarak elde edilen 

çözüm görülmektedir. Çözümü bulmak için denklem (9.25)’in başlangıç 

(9.28-b) 
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şartından başlayarak artan zaman yönünde, son zaman ve durumdan 

başlayarak ise azalan zaman yönünde integrali alınmıştır. Anahtarlama 

işlemi t* = 0.93 s’de yapılmaktadır. 
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         Şekil 9.8 

 Anahtarlama anı sistem cevabını veren denklemlerden de aşağıdaki 

sırayla bulunabilir. 

  
tet 2)(       (9.32) 
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)(22* 5)0)(1()0()( t
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tt edexetx      (9.33) 
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        (9.34) 

8.2)4.1(2 101
*   ee t         (9.35) 

93675.0)101ln(28.2 8.2*  et     (9.36) 

93.0* t  s     (9.37) 
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t* = 0.94 s 

u = 1 
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Örnek 9.4 

 İkinci mertebe bir sistemin durum denklemleri, başlangıç durumu 

ve son durumu aşağıda verilmiştir.  
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  (9.38) 

Sistemi son duruma aşağıdaki performans kriterini minimum 

yaparak götürecek kontrolün bulunması istenmektedir.  

  dtuKP

T


0

..                     (9.39) 

Bu problem için Pontryagin fonksiyonu, 

  )65()( 21221 xxuxuH     (9.40) 

olarak bulunur. H’yi minimum yapan kontrol girişi denklem (9.24)’den 

aşağıdaki gibi elde edilir. 

11    için:             100ou        

 11 1     için:      0ou   

          
11    için:                100ou   

11   için:               ou Negatif olmayan  

       bir değer. 

11   için:                    ou Pozitif olmayan 

        bir değer. 

Diğer yandan, yardımcı durum denklemleri,  

2

1

1 5 





x

Ho     (9.42) 

  21

2

2 6 





x

Ho     (9.43) 

(9.41) 
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olduğuna göre, 

056 222     
tt ecec 5

212   (9.44) 

tt ecec 5
211 55   

tt ecec 5
211 5   (9.45) 

elde edilir. 1’in ifadesi incelendiğinde, eksponansiyel terimlerinin üsleri 

aynı değilse, bu teriminin belli bir zaman aralığında özdeş olarak sıfır 

olamayacağı görülür. O halde denklem (9.41)’de verilen uo seçeneklerinden 

sadece ilk üçünün kullanılması mümkündür. 

  Şekil 9.9-9.11’de u = 0, u = 100 ve u = 100 olması durumlarında, 

değişik başlangıç şartları için sistemin izleyeceği yörüngeler x1-x2 

düzleminde gösterilmiştir. u = 0 için yörüngeler ancak t   iken orijine 

ulaşabildiğinden kontrol   işlemi  u = 0  kullanılarak  sona  eremez.  Son 

aşamada u = 100 veya u = 100  kullanılmalıdır.  Şekil 9.10 ve Şekil 9.11’de 

orijinden geçen u = 100 ve u = 100 yörüngeleri de kesik çizgilerle 

gösterilmiştir. Sistem orijine bu iki yörüngeden birini kullanarak gelecektir. 
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     Şekil 9.10 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      Şekil 9.11 
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Anahtarlama zamanı ve toplam kontrol süresinin hesaplaması için 

Örnek 3’de kullanılan analitik yöntem, anahtarlama sayısının ikiden fazla 

olduğu durumlarda aşırı karmaşıktır ve genellikle iterasyon gerektirir. Bu 

yüzden uygun bir yazılım kullanarak sistem denklemlerinin integrasyonu 

daha kolaydır. Bu örnekte izlenen yol aşağıdaki gibidir. 

- Başlangıç durumundan itibaren rastgele seçilen ilk 

anahtarlama zamanına kadar u = 0 eğrisi üzerinden gelin. 

 

- Bu noktadan itibaren u = 100 eğrisi üzerinden, sistemi orijine 

getiren u = 100 eğrisine ulaşıncaya kadar devam edin. 

 

- Son gelinen noktadan itibaren u = 100 eğrisi üzerinden orijine 

erişinceye kadar devam edin. 

 

- Anahtarlama zamanlarını ve toplam kontrol süresini kaydedin. 

 

- İlk anahtarlama zamanı için farklı değer kullanarak yukarıdaki 

işlemleri tekrar edin. 

 

- Elde edilen çözümler arasından sizin için en uygun olanını 

seçin. Bu seçim yapılırken toplam kontrol süresi ve performans 

kriteri arasında bir uzlaşıda bulunmanız gerekecektir. 

Bu örnekte ele alınan sistem için elde edilen bazı sonuçlar 

aşağıdaki çizelgede özetlenmiştir. Bu çizelgede kontrol sırasında kontrol 

girişi kullanılmayan sürenin toplam kontrol süresine oranı da verilmiştir. 

Bu oran ne kadar yüksekse performans kriteri değeri de o kadar küçüktür. 

Şekil 9.12’de çizelgenin beşinci satırındaki kontrol için sistemin x1-x2 

düzleminde izlediği yol örnek olarak verilmiştir. 

Çizelge 9.2 

 

Seçenek 

Birinci 

Anahtarlama 

Zamanı, t1
* (s) 

İkinci 

Anahtarlama 

Zamanı, t2
* (s) 

Kontrol 

Süresi, T (s) 
(t1

*/T)100 

(%) 

1 1.9 1.93 1.95 97 

2 1.5 1.53 1.56 96 

3 0.9 0.95 0.98 91 

4 0.4 0.46 0.51 78 

5 0.1 0.18 0.24 42 
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Şekil 9.12 

 

 Minimum yakıt problemlerinde zamanı sınırlamak için diğer bir 

yol performans kriterine zamanla ilgili bir terim eklemektir. Bu durumda 

performans kriteri, 

dtuKP
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r
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ii  







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0 1

0 )(..       0,0 i            (9.46) 

haline gelir ve problem minimum-yakıt-zaman kontrolü olur. 

 Bu sistemin Pontryagin fonksiyonu aşağıdaki gibidir. 
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x 2
 

u = -100 

u = 100 

u = 0 

x (0)= [-2.5; 3.5] 

(9.47) 
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 Pontryagin’in minimum prensibine göre optimum kontrol girişi 

Pontryagin fonksiyonunu minimum yapar. O halde ui’inci kontrol girişinin 

optimum değeri, denklem (9.47)’de bu terimin çarpanının değerine göre 

aşağıdaki gibi bulunur. 

ininii bbb   )( 2211   için: Uu io   

ininiii bbb   )( 2211   için:      0iou      

)( 2211 niniii bbb     için: Uuio     

ininii bbb   )( 2211  için: iou Negatif olmayan 

            bir değer 

ininii bbb   )( 2211  için: iou Pozitif olmayan 

            bir değer   

 Çözüm aşamaları aşağıda verilen Örnek 5’de açıklanmıştır.  

Çözüm sırasında denklem (7.100)’ün kullanılış biçimine dikkat ediniz. 

 

Örnek 9.5 

Bir sistemin durum denklemleri, başlangıç durumu ve son durumu 

aşağıda verilmiştir.  

  
ff ttxx

uuxx

0)(4)0(

14




    (9.49) 

Sistemi son duruma aşağıdaki performans kriterini minimum 

yaparak götürecek kontrolün bulunması istenmektedir.  

    )0(.. 0

0

0    dtuKP

ft

                 (9.50) 

 Bu problem için Pontryagin fonksiyonu, 

  )4(0 uxuH      (9.51) 

olarak bulunur. H’yi minimum yapan kontrol girişi denklem (9.48)’den 

aşağıdaki gibi elde edilir. 

(9.48) 

: Serbest 
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  1   için:  1ou        

  11     için: 0ou                 

  1   için:  1ou   

1  için:  ou Negatif olmayan 

           bir değer. 

1  için:  ou Pozitif olmayan 

           bir değer. 

 Diğer yandan, yardımcı durum denklemi,  

   4





x

Ho     (9.53) 

olduğundan, Lagrange çarpanı ’nın zamanla değişimi bir c integrasyon 

sabiti cinsinden, 

   tce4       (9.54) 

gibidir.  O halde herhangi bir zaman aralığı boyunca ’nın +1 ya da 1 

olması mümkün değildir. Bu durumda denklem (9.52) aşağıdaki hale 

indirgenir. 

  1   için:  1ou        

  11     için:  0ou                (9.55) 

  1   için:  1ou   

 Şekil 9.13’de ’nın zamanla değişimi c sabitinin farklı değerleri 

için denklem (9.54) kullanılarak çizilmiştir. ’nın değerine bağlı olarak 

u’nun değişimi de şekil üzerinde noktalı çizgilerle gösterilmiştir. Şekil 

9.14’de ise verilen başlangıç koşulundan başlayarak u = 0, u = 1 ve u = 1 

için x’in zamanla değişimi görülmektedir. Bu eğrilerden ve denklem 

(9.49)’dan görüldüğü gibi, u = 0  olması halinde sistemin durağan durumu 

olan x = 0’a erişmesi ancak t = ’da gerçekleşir. u = 1 olduğunda ise x = 

0’a hiçbir zaman ulaşamaz.  Dolayısıyla, kontrol  u = 1  ile  

tamamlanmalıdır.  Yani  kontrol  süresince ya u = 1 kullanılmalı ya da 

önce u = 0 sonra da u = 1 kullanılmalıdır. u = 1  eğrisi  incelendiğinde,  

eğer  T < t1 olması isteniyor ise  kontrolün  mümkün olmadığı, T = t1  ise  

optimum  kontrolün u = 1 olduğu, T  > t1 ise önce u = 0 sonra u = 1 

uygulanması    gerektiği    anlaşılır.   u = 0’dan   u = 1’e   anahtarlamanın 

(9.52) 
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yapıldığı ts anı, bir diferansiyel denklem yazılımından yararlanarak 

bulunabileceği gibi, analitik olarak Örnek 9.3’deki gibi de elde edilebilir. 

Ancak bu  problemin  performans  kriterinde  00   gibi  bir  terimin yer 

alması ve ft  üzerinde bir sınır olmaması Bölüm 7’de denklem (7.100) ile 

tanımlanan   özellikten    yararlanma    imkanı   tanır.   Kontrol   u = 0’dan  

u = 1’e  geçmeden hemen önce, uo = 0 olduğu ve  = +1 değerini aldığı 

için ts anında denklem (7.100) aşağıdaki hali alır.  
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 (9.56) 

ya da, 

4
)( 0stx      (9.57) 

bulunur. Bu bilgi, kontrol edilmiş sistemin cevabını elde etmekte büyük 

kolaylık sağlar. 

 Şekil 9.15’de beş farklı 0  değeri için bulunan sistem cevapları ve 

kontrol girişleri verilmiştir.  

  

   

 

 

 

 

 

 

 

 

        Şekil 9.15 
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  -0.5 

   

x(
t)
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 = 4 

u =  1 : 
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9.2.2 Minimum-Enerji Kontrolü 

 Dirençlerden oluşan ve toplam eşdeğer direnci Re olan bir elektrik 

şebekesine i gibi bir akım verilirse, şebekeye sağlanan enerji i2Re kadardır. 

Bu enerji girişin karesiyle orantılı olduğundan, denklem (9.20)’deki gibi bir 

performans kriterini minimum yapmaya çalışan kontrole minimum-enerji 

kontrolü denir. Bu bölümde lineer, sabit parametreli ve kontrol girişi sınırlı 

olan sistemlerin minimum enerji kontrolü incelenecektir.  

 

Kontrol edilecek sistemin durum denklemleri ve kontrol sırasında 

kullanılacak performans kriteri aşağıdaki gibi verilmiş olsun. 

  ),..,1( riUuuBxAx ii   (9.58) 
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 Bu sistemin Pontryagin fonksiyonu aşağıdaki gibidir. 
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 Pontryagin’in minimum prensibine göre optimum kontrol girişi 

Pontryagin fonksiyonunu minimum yapar. Pontryagin fonksiyonunu 

minimum yapan ui değeri,  

  02 2211 



niniiii

i

bbbu
u

H
  (9.61) 

ya da, 

  
i

ninii
i

bbb
u





2

2211 
   (9.62) 

(9.60) 
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olarak bulunur. Ancak ii Uu  olarak sınırlanmış olduğundan optimum 

kontrol aşağıdaki gibidir.   

U
bbb

i

ninii 






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2211   ise: Uu io   

U
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ninii 
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



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2211   ise: Uuio           

U
bbb

U
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ninii 






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2211    ise:   

                                    
i

ninii
io

bbb
u





2

2211 
  

   Örnek 9.6 

 Daha önce Örnek 3’de zamana göre optimum kontrol çözümü elde 

edilen sistemin bu defa minimum-enerji kontrolü incelenecektir. Sistemin 

durum denklemleri, başlangıç durumu ve son durumu aşağıdaki gibidir.  

  
)(:0)(5.1)0(

12

serbestttxx

uuxx

ff 


 (9.64) 

Minimum yapılmak istenen performans kriteri ise kontrolün bitiş 

zamanını sınırlamak için aşağıdaki gibi olsun. Bu ifadede geçen  pozitif 

değerli ağırlık katsayısıdır. ’nun değeri artırıldıkça kontrol süresi kısalır. 

  dtuKP

ft

)(..

0

2

                      (9.65) 

 Pontryagin fonksiyonu, 

  uxuuxH   2),,( 2    (9.66) 

olduğuna göre,  

  02 



u

u

H
    (9.67) 

olduğundan u sınırlanmamış olsaydı, 

  
2


ou      (9.68) 

(9.63) 
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olurdu. Ancak 1u  olduğundan optimum kontrol ’nın değerine bağlı 

olarak aşağıdaki gibi elde edilir. 

2   ise: 1iou  

2   ise: 1iou          

- 22      ise:              
2


iou  

 Optimum kontrol için yardımcı durum denklemleri ve , denklem 

(9.66)’dan aşağıdaki gibi bulunur. 

 

   


 2
),,(







x

uxH o    (9.70) 

  
tcet 2)(       (9.71) 

 İntegrasyon sabiti c’nin değerine bağlı olarak, ’nın mümkün olan 

değişim biçimleri Şekil 9.16’da görülmektedir.  

 

 

 

 

 

 

 

  

      Şekil 9.16 

(9.69) 
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Bu değişim biçimlerine bağlı olarak kullanılması gereken optimum 

kontrol girişleri aşağıdaki gibidir. 

 1 no.lu eğri için:  1ou  

 2 no.lu eğri için:  Eğer ftt 1  ise, 
2


ou  

Eğer ftt 1  ise,  

)(1

)(
2

1

1

ttu

ttu

o

o






  

 3 ve 4 no.lu eğriler için: 
2


ou  

5 no.lu eğri için::  Eğer ftt 2  ise, 
2


ou  

Eğer ftt 2  ise,  

)(1

)(
2

2

2

ttu

ttu

o

o






 

 6 no.lu eğri için:   1ou  

 

 Şekil 9.16’da 1, 2 ve 3 numaralı eğriler eğer x(0) > 0 ise; 4, 5 ve 6 

numaralı eğriler ise eğer x(0) < 0 ise kullanılır. Bunun doğruluğu, bu 

kontrollerin sisteme uygulanması halinde sistemin orijine götürülmesinin 

mümkün olup olmadığı incelenerek gösterilebilir. Sistem x(0) = 1.5 gibi 

pozitif bir değerden başladığından sadece 1, 2 ve 3 numaralı eğrilerin 

kullanılması beklenmelidir. 

 

Bu problemde son zaman serbest ve Pontryagin fonksiyonu 

doğrudan zamanın fonksiyonu olmadığından Bölüm 7’de denklem (7.100) 

ile verilen şart geçerlidir. x’in anlık değerine bağlı olarak, denklem 

(9.72)’de 1, 2 ve 3 numaralı eğriler için verilen seçeneklerden hangisinin 

kullanılacağına bu şart incelenerek karar verilebilir. 

 

Önce 2 numaralı eğri için verilen kontrol kullanılarak t = t1 anında 

denklem (7.100) incelensin. Bu noktada  = 2 ve 1ou  değerine sahip 

olduğundan, denklem (7.100)’den aşağıdaki ifade elde edilir. 

(9.72)  
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

tx

uxuttutxH

o

tt
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


   (9.73) 

 Buradan xo çözülürse,  

  
4

1
)( 1





txo       (9.74) 

bulunur.  Bu problemde x pozitiftir.   O halde  optimum  kontrol sırasında 

u = 1  değerinin kullanılabilmesi için  > 1 olması gereklidir. Aksi takdirde 

durum eğri 3’deki gibidir ve optimum kontrol aşağıdaki gibidir. 

  
2


ou      (9.75) 

 Denklem (9.75), denklem (8.100) birlikte kullanılırsa, denklem 

(9.75)’in geçerli olduğu bölgede optimum kontrol, x’e bağlı olarak 

aşağıdaki gibi ifade edilebilir. 

   
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







 (9.76) 

ya da  çözülürse ve denklem (9.75) kullanılırsa, )(tuo  aşağıdaki ifade 

edilir. 

    
2

)(4)(2)( txtxtu ooo    (9.77)  

Şekil 9.17’de x(0) = 1.5 başlangıç durumu ve dört farklı  değeri 

için bulunan optimum kontrol girişleri ve sistem cevapları verilmiştir. 

Toplam kontrol süresinin ağırlık katsayısı    ile değişimi aşağıdaki gibidir. 

Çizelge 9.3 

Ağırlık 

katsayısı,  
0.3 0.7 1.2 3 

Kontrol 

süresi, tf  (s) 
1.20 0.99 0.88 0.72 
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           Şekil 9.17 

 

9.2.3 İzoperimetrik Kısıtlamalı Optimum Kontrol 

 Daha önce Bölüm 7’de izoperimetrik kısıtlar hakkında ön bilgi 

verilmişti. Eğer,   

  Adttuxg

f

i

t

t

 ),,(  (Sabit)   (9.78) 

gibi bir kısıtlama verilmişse, aşağıdaki gibi ek bir durum değişkeni ve 

durum denklemi tanımlanır. 

 tdtuxgtx

t

t

n

i

  ),,()(1
    (9.79) 

 

 ),,()(1 tuxgtxn 
     (9.80) 

 

Ayrıca aşağıdaki sınır şartları uygulanır [8.5, 8.8, 8.9]. 

 

 0)(1  in tx  Atx fn  )(1    (9.81) 

 Örnek 9.7’de yöntemin uygulanışı açıklanmıştır. 

  0                               0.5                               1                               1.5 

                                                Zaman, t  (s) 

     1.5 

        1 

     0.5 

        0 

    -0.5 

       -1 

    -1.5 

u
, 

x 
 x(t) : 

 u(t) : 

  = 0.3 

 

  = 0.3 

 

  = 0.7 

 

  = 1.2 

V 
  = 3 

 

  = 0.7 

 

  = 1.2 

V 
  = 3 

 



356 
 

Örnek 9.7 

 Bir sistemin durum denklemi aşağıda verilmiştir.  

  uxx  4      (9.82) 

 Bu sistemi x(0) = 2 başlangıç durumundan x(tf) = 0 son durumuna, 

   2

0

2  dtu

ft

     (9.83) 

kısıtlamasıyla, aşağıdaki performans kriterini minimum yaparak getirecek 

kontrolün bulunması istenmektedir.  

  
ft

dtKP

0

..      (9.84) 

Ek bir durum değişkeni ile birlikte, yeni durum değişkenleri z1 = x 

ve 

dtuz

t


0

2

2      (9.85) 

olarak tanımlanırsa, durum denklemleri,  

 
2

2

11 4

uz

uzz








     (9.86) 

gibi, sınır şartları ise aşağıdaki gibi olur. 

  









0

2
)0(z  










2

0
)( ftz    (9.87) 

 Pontryagin fonksiyonu, 

  
2

211 )4(1),,( uuzuzH     (9.88) 

olduğuna göre, bunu minimum yapan kontrol aşağıdaki gibidir. 
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 Yardımcı durum denklemleri ise, 
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olduğundan, 

  
t
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o
t ce

c

ec
ucec 4

2

4
1

22
4

11
2

   (9.91) 

elde edilir. Optimum olarak kontrol edilen sistemin durum denklemleri, 

tcezz 4
11 4       (9.92) 

tecz 82
2       (9.93) 

olur. Görüldüğü gibi, z1(t) ve z2(t)’yi içeren denklemler birbirinden ayrışmış 

haldedir.  z1’in zaman cevabı Bölüm 6’da elde edilen denklem (6.52)’de 
ttA ee 4 , cB   ve 

 4)( eu   alarak;  aşağıdaki gibi elde edilir. 

   )(
8

)0()( 44
1

4
1

ttt ee
c

zetz      (9.94) 

z2’in zaman cevabı ise denklem (9.93)’ün integralini alarak, bir K 

integrasyon sabiti cinsinden aşağıdaki gibi bulunur. 

Ke
c

tz t  8
2

2
8

)(     (9.95) 

Denklem (9.87) ile verilen sınır şartları uygulanırsa,  

 125.01354.0  Kct f   (9.96) 

bulunur. Sonuç olarak, sistem çıkışı z1(t), performans kriteri z2(t) ve kontrol 

girişi uo(t)’yi veren ifadeler aşağıdaki hali alır. 

(9.90) 

s 
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 )354.00()(125.02)( 444
1   teeetz ttt

 (9.97) 

)354.00(125.0125.0)( 8
2  tetz t  (9.98) 

)354.00()( 4  tetu t
o  (9.99) 

 Şekil 9.18 ve Şekil 9.19’da bunların zamanla değişimleri grafik 

halinde verilmiştir. 
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PROBLEMLER 

Not: Problemlerin çözümünde MATLAB’den yararlanın. 

9.1 Durum denklemleri ve kontrol girişi sınırları, 
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olan sistemi 
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1
)0(x  başlangıç durumundan 










0

0
)( ftx  son 

durumuna en kısa zamanda getirecek optimum kontrolü ve kontrol 

süresini bulun.  

9.2 Aşırı sönümlü ikinci mertebe bir sistemin dinamik denklemi ve 

kontrol girişi sınırı aşağıdaki gibi verilmiştir.  

)(23 tuxxx            11  u  

i) Sistemin girişi ve çıkışı arasındaki transfer fonksiyonunu bulun. 

 

ii) Bu sistemi faz değişkenleri cinsinden ifade edin. Sistem t = 0’da 

0)0()0(  xx    durumunda olduğuna göre, sistemi en kısa 

sürede 10)( ftx  ve 0)( ftx  konumuna getirecek kontrolü 

bulun. 
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9.3 Durum denklemleri ve kontrol girişi sınırları, 
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durumuna en kısa zamanda getirecek optimum kontrolü ve kontrol 

süresini bulun. 

9.4 Durum denklemleri ve kontrol girişi sınırları, 
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durumuna en kısa zamanda getirecek optimum kontrolü ve kontrol 

süresini bulun. 

9.5 Durum denklemleri, 
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durumuna en kısa zamanda getirecek optimum kontrolü ve kontrol 

süresini bulun. 

9.6 Bir sistemin durum denklemleri, başlangıç durumu ve son durumu 

aşağıda verilmiştir.  

 
8.00)(2)0(
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Sistemi son duruma aşağıdaki performans kriterini minimum 

yaparak götürecek kontrolü bulun.  

 dtuKP

ft


0

..                      

9.7 İkinci mertebe bir sistemin durum denklemleri, başlangıç durumu ve 

son durumu aşağıda verilmiştir.  
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1
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



   

Sistemi son duruma aşağıdaki performans kriterini minimum 

yaparak götürecek kontrol seçeneklerini ve kontrol sürelerini bulun. 

İlk anahtarlama süresine karşı T grafiğini çizin.  

 dtuKP

T


0

..                      

9.8 Bir sistemin durum denklemleri, başlangıç durumu ve son durumu 

aşağıda verilmiştir.  

 
ff ttxx

uuxx

0)(6)0(

22




     

Sistemi son duruma aşağıdaki performans kriterini minimum 

yaparak götürecek kontrolü bulun. 0’ın 1, 2 ve 4 değerleri için 

optimum sistemin zamanla değişimini, anahtarlama anlarını, 

anahtarlama anındaki x değerlerini ve toplam kontrol sürelerini 

bulun. 0’ın değerinden tf nasıl etkileniyor? 

   )0(.. 0

0

0    dtuKP

ft

                  

9.9 Durum denklemleri, başlangıç durumu ve son durumu,  

 
ff ttxx

uuxx

0)(4)0(

15




  

: Serbest 

: Serbest 

(Sabit) 
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 olarak verilen sistem için,  

 )0()(..

0

2    dtuKP

ft

                  

performans kriterini minimum yapacak kontrolü, ’nun 0.2, 2 ve 11 

değerleri için bulun. 

9.10 Bir sistemin durum denklemi aşağıda verilmiştir.  

 uxx  6       

 Bu sistemi x(0) = 3 başlangıç durumundan x(tf) = 0 son durumuna, 

  2

0

2  dtu

ft

      

kısıtlamasıyla, aşağıdaki performans kriterini minimum yaparak 

getirecek kontrolü bulun.  

 
ft

dtKP

0

..       

9.11 Bir sistemin durum denklemleri ve kontrol sırasında uygulanacak 

sınır şartları aşağıda verilmiştir. 

 uxx  2       

   x(0) = 5,      x(tf) = 0,     4
0

2  dtu

ft

  

    Minimum yapılmak istenen performans kriteri,  

  
ft

dtKP
0

..       

olduğuna göre optimum kontrolü bulun. 
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10 
LİNEER KARESEL  

OPTİMUM KONTROL  

 
 Bölüm 8’de sunulan optimum kontrol yöntemi lineer olmayan 
sistemlere uygulanabilmesine ve genel bir integral performans kriterine 
sahip olmasına karşın, uygulama açısından pek çok zorluğun aşılmasını 
gerektirir. Yöntemin verdiği diferansiyel denklemlerin sınır şartlarının bir 
kısmı başlangıç zamanında, bir kısmı ise son zamanda verilmiştir. Bu 
yüzden iki uçlu sınır değer probleminin çözülmesi gerekir. Bütün sınır 
şartları başlangıç anı için verilen diferansiyel denklemlerin çözümleri ileri 
integrasyon yöntemiyle oldukça kolayca çözülebilir. Buna karşılık iki uçlu 
sınır değer problemlerinin çözümü çok zordur.  Genel optimum kontrolün 
bir diğer zorluğu çözümün sınır şartlarına bağımlı olması ve sınır şartları 
değiştiğinde çözümün tekrarlanması zorunluluğudur. Bütün bu zorluklara 
rağmen elde edilen optimum kontrol açık çevrim türündedir. 
Uygulamalarda arzu edilen ise kapalı çevrim bir kontrol sistemi elde 
etmektir. 

 Genel optimum kontrolden elde edilen durum ve yardımcı durum 
denklemlerinden kapalı çevrim optimum kontrol elde edilebilmek için hem 
sistem tanımı hem de performans kriterinin yapısı açısından bazı 
fedakarlıklarda bulunmak ve bunları özelleştirmek gerekir. Bu amaçla 
sistemin aşağıdaki gibi lineer durum denklemleriyle tanımlandığı kabul 
edilecektir. 

  uBxAx       (10.1) 

 Daha önce Bölüm 8’de kabul edilen genel integral performans 

kriteri yerine aşağıdaki gibi karesel terimlerden oluşan bir performans 

kriteri kullanılacaktır.  

   
f

f

t

T

t

TT
xSxdtuPuxQxKP

2

1

2

1
..

0

   (10.2) 
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Yukarıdaki ifadede geçen matrislerin özellikleri aşağıdaki gibidir. 

Q  : nn simetrik, pozitif semi-definit matris  

 P  : rr simetrik, pozitif definit matris  
 S  : nn simetrik, pozitif semi-definit matris  

 Bu özellikler zaman geçtikçe performans kriteri değerinin artarak 
anlam kazanmasını sağlar. Performans kriterinin S matrisini içeren ikinci 
terimi son durum ceza fonksiyonu olarak anılır.  

 Denklem (10.2)’de P’nin elemanları çok küçük alınırsa, 
performans kriterini fazlaca artırmadan büyük kontrol girişleri 
kullanılabilir. P sıfıra doğru götürülürse, sisteme sonsuza yakın büyüklükte 
kontrol girişleri verilebilir. (Ancak, P pozitif definit kabul edildiğinden tam 
olarak sıfır yapılamaz.)  Bu durumda performans kriterinin mutlak 
minimum değeri x = 0 olduğunda sıfır olarak elde edilir. Yani, sistem 
kendisine sağlanabilen kontrol girişlerinin büyüklüklerinin el verdiği 
ölçüde sistemi durum uzayının orijinine götürmeye çalışır. Bu nedenle, bu 
tür kontrol sistemi, durum kontrol sistemi olarak anılır. 

10.1 Matris Riccati Denklemi 

 Matris Riccati denklemi karesel optimum kontrol problemlerinin 
çözümünde en çok kullanılan denklemdir. Varsayılan durum denklemleri 
ve performans kriteri denklem (10.1) ve denklem (10.2)’deki gibidir. 

 Optimum kontrol çözümü bulunurken aşağıdaki matris 

eşitliklerinden yeri geldiğinde yararlanılacaktır. 

  a
x

xa

x

ax
TT










    (10.3) 

  TTT
abba       (10.4) 

     

 Bu problem için Pontryagin fonksiyonu denklem (8.87)’den 

aşağıdaki gibi yazılabilir. 
 

uBxAuPuxQxH
TTTT

 
2

1

2

1
 (10.5) 

 Optimum kontrol uo için denklem (8.89)’dan aşağıdaki ifade 
bulunur bulunur.   

  0





To
BuP

u

H
    (10.6) 
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
To

BPu
1

     (10.7) 

 uo için durum ve yardımcı durum denklemleri aşağıdaki hali alır. 

  
T

AxQ
x

H





    (10.8) 

  
To BPBxAuBxAx

1
   (10.9) 

  ile x arasında simetrik ve pozitif definit bir R(t) matrisi cinsinden 
aşağıdaki gibi bir ilişki olduğunu varsayarak çözüme ulaşılabilir. 

  )()()( txtRt       (10.10) 

 Bu ifadenin türevi alınır, denklem (10.8) kullanılırsa, 

  xRAxQAxQxRxR
TT

    (10.11) 

ve denklem (10.9) kullanılırsa, 

  xRAxQxRBPBRxARxR
TT


1  (10.12) 

olur. Sağ taraftaki terimler sola alınır ve x sağ taraftan parantez dışına 
alınırsa, 

  0)(
1




xRAQRBPBRARR
TT  (10.13) 

 Denklem (10.13)’ün farklı x değerleri için sağlanabilmesi ancak 

x’in katsayısının sıfır olmasıyla mümkün olduğundan R’nin çözülebileceği 

aşağıdaki denklem bulunur. 

  0
1




QRBPBRRAARR
TT   (10.14) 

 İsmi Matris Riccati Denklemi olan bu denklemin çözülmesi için 

gerekeli olan sınır şartları ise tf sabit, x(tf) serbest olduğundan denklem 

(8.32)’den aşağıdaki gibi elde edilir. 

 

                                                                        (10.15) 

ya da, 

  )()()()( ffff txtRttxS      (10.16) 

  === 0 
tf 
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ya da, 

  StR f )(      (10.17) 

 Optimum kontrol denklem (10.7)’den, 

xKxRBPu
TTo


1

   (10.18) 

olarak elde edilir. Görüldüğü gibi optimum kontrol durum değişkenlerinin 

fonksiyonu olarak ifade edilmektedir. Yani bu yöntemle kapalı çevrim 

kontrol elde edilmektedir. Burada KT matrisinin elemanları geri besleme 

katsayılarıdır. 

 Düşük mertebeli sistemlerde Riccati denkleminin çözümü analitik 

olarak elde edilebilirse de bu pratik bir yol değildir. En uygun yöntem, tf 

anında denklem (10.17) ile verilen sınır şartından başlayarak, t = 0 anına 

kadar negatif zaman yönünde denklemin nümerik olarak integralini 

almaktır. 

 Örnek 10.1 

 Örnek olarak durum denklemi ve performans kriteri aşağıda verilen 

birinci mertebe sistem için optimum kontrol bulunacaktır. 

uxx       (10.19) 

 
f

f

t

t

sxuxKP 2

0

22

2

1

2

1
..      (10.20) 

 Bu sistem için R(t) matrisi 11 boyutlu r(t) gibi skalar bir 

değişkendir. Ayrıca A = -1, B = 1, 1Q , P = 1 olduğundan matris Riccati 

denklemi ve sınır şartı aşağıdaki hali alır. 

012 2  rrr     (10.21) 

str f )(      (10.22) 

 Değişik tf ve s değerleri için elde edilen r(t) çözümleri Şekil 10.1’de 

verilmiştir. Görüldüğü gibi, eğriler grafiğin sol tarafında denklem 

(10.21)’in durağan çözümü olan 0.414 değerine doğru gitmektedir. tf’nin 

değeri arttıkça eğrinin çözümün geçici kısmı sağa doğru kayacak, tf sonsuz 

olduğunda geçici kısım sonsuzda kalacak ve r(t)’nin çözümü 0.414’e eşit 

bir sabit haline gelecektir. 
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 Denklem (10.18)’den, 

xtru o )(      (10.23) 

olarak bulunur. Kontrol edilmiş sistemin blok diyagramı Şekil 10.2’de 

verilmiştir.  

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

         Şekil 10.1 

 

 

 

 

 

 

Şekil 10.2 

0       0.2      0.4      0.6      0.8       1        1.2      1.4      1.6      1.8      2 

Zaman (s) 

1.0 

       

0.8 

0.6 

0.4 

0.2

  

   0 

r(
t)

 

tf = 0.5, s =1 

tf = 0.5, s =0 

tf = 1, s =1 

tf = 1, s =0 

tf = 2, s =1 

tf = 2, s =0 

0.414 

 u x 

_ 

 

 r(t) 
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Şekil 10.1’den anlaşıldığı gibi, denklem (10.2)’de tf =  

alındığında, R(t) matrisi, elemanları sabitler olan R0 gibi bir matris haline 

gelmekte ve matris Riccati denklemi aşağıdaki denkleme indirgenmektedir. 

Bu denkleme indirgenmiş Riccati denklemi ya da cebirsel Riccati denklemi 

denir. 

  00

1

000 


QRBPBRRAAR
TT

  (10.24) 

 Bu denklemde R0 simetrik ve pozitif definittir. Eğer matris 

işlemleri yapılıp, denklemin sol tarafı tek bir matris halinde yazılırsa ve her 

bir terim sıfıra eşitlenirse, R0’ın elemanlarının çözülmesine olanak veren 

cebirsel denklemler elde edilir. Ancak bu denklemlerde karesel terimler 

olacağından çok seçenekli çözümler bulunacaktır. Bunlar arasından R0’ı 

pozitif definit yapan çözüm seçilir. Bu yöntem düşük mertebeli sistemlerde 

kolayca kullanılabilir. Ancak yüksek mertebeli sistemlerde içinden 

çıkılmaz hale dönüşür. Bu durumda denklem (10.24)’de R0 yerine R(t) 

koyulur ve denkleme bir )(tR  terimi eklenerek denklem (10.14)’de verilen 

matris Riccati denklemi yazılır. Negatif zaman yönünde durağan çözüm 

elde edilinceye kadar bu denklemin integrali alınırsa R0 elde edilir. Bunun 

yerine aşağıdaki denklemin t = 0’dan itibaren durağan çözüm elde 

edilinceye kadar pozitif zaman yönünde integralinin alınması da yeterlidir.  

  0
1




QRBPBRRAARR
TT   (10.25) 

MATLAB gibi yazılımlarda indirgenmiş Riccati denklemini çözen 

komutlardan da yararlanma imkanı vardır.  

 Örnek 10.2 

 Bir sistemin durum denklemleri, 

 u
x

x

x

x



































1

0

00

10

2

1

2

1




   (10.26) 

olarak verilmiştir. Bu sistemin aşağıdaki perfomans kriterini minimum 

yapacak biçimde kontrol edilmesi isteniyor. 

 dtuxxKP 




0

222
21 )(

2

1
..     ( > 0.5) (10.27) 
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Burada , değeri bilinen bir sabittir. Riccati denklemini kullanarak 

optimum kontrol için geri besleme katsayılarını bulun. Kontrol edilmiş 

sistemin blok diyagramını çizin. 

 

tf =  olduğundan indirgenmiş Riccati denklemi kullanılabilir. Bu 

problemde A, B, Q , P ve R0 matrisleri aşağıdaki gibidir. 

  








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         (10.28) 

 Bu matrisler indirgenmiş Riccati denkleminde yerine koyulursa, 

  0
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rr
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 (10.29) 

olur. Matris işlemleri yapılıp sol taraf tek bir matris halinde yazılırsa 

aşağıdaki denklem bulunur.    

0
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11

2

2
22

122

2212
11

2

2212
112

2
12
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


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




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











r
r

rr
r

rr
r

r

  (10.30) 

 Bu matrisin terimleri ayrı ayrı sıfıra eşitlenirse aşağıdaki üç 

bağımsız denklem elde edilir. 

 01
2

2
12 


r
     (10.31) 

  01
2

2212
11 



rr
r     (10.32) 
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  012
2

2
22

12 


r
r     (10.33) 

 Denklem (10.30)’dan r12 =   olarak iki çözüm bulunur.  Bu 

değerler denklem (10.32)’de yerine koyulursa, 

  r12 = -  için  2122 r    (sanal değer) 

  r12 = +   için  2122 r   (10.34) 

bulunur. r12 = -  için r22’nin değeri sanaldır. O halde r12 = +  geçerlidir. 

Bir sonraki aşamada denklem (10.32)’de r12 = +  ve  2122 r  

yerine koyulursa, 

  2122 r  için         21111 r   (negatif) 

  2122 r  için       21111 r  

 Yukarıda birinci çözüm negatif oladuğundan  2122 r  

geçerlidir. Sonuçta elde edilen R0 matrisi aşağıdaki gibidir. 

  





















21

211
0R   (10.35) 

 Kapalı çevrim optimum kontrol, denklem (10.18)’den aşağıdaki 

gibi bulunur. 

 
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

 (10.36) 

 Optimum olarak kontrol edilen sistemin blok diyagramı Şekil 

(10.3)’deki gibidir. 
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Şekil 10.3 

10.2 Kalman Denklemi 

 Karesel optimum kontrol aşağıda türetilen Kalman denklemiyle de 
elde edilebilir [10.1]. Sistemin durum denklemleri yine lineer olup, 
aşağıdaki gibidir. 

  uBxAx       (10.37) 

 Performans kriteri ise denklem (10.2)’nin aşağıda verilen özel bir 
halidir. Yani denklem (10.2)’de  tf =  ve S = 0 alınmıştır. 

   dtuPuxQxKP
TT






0
2

1
..    (10.38) 

 tf =  olduğuna göre aşağıda tekrar verilen cebirsel Riccati 

denklemi geçerlidir. 

  00

1

000 


QRBPBRRAAR
TT

  (10.39) 

 Q  matrisi pozitif definit ya da semi-definit olduğundan uygun 

tanımlanmış bir  matrisi cinsinden, 

  
T

Q       (10.40) 

şeklinde yazılabilir. P matrisi ise mutlaka pozitif definit olduğundan, 

  DDP   
111 

 DDP    (10.41) 

_ 

u x2 x1 

_ 
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eşitlikleri yazılabilir. Burada D matrisi simetrik ve pozitif definittir. 

Denklemler (10.40) ve (10.41), denklem (10.39)’da yerine koyulup terimler 

düzenlenirse, aşağıdaki denklem elde edilir. 

  
TTT

RBDDBRRAAR 


0

11

000  (10.42) 

 Diğer yandan geri besleme matrisi ifadesinden,  

0

11

0

1
RBDDRBPK

TTT 
   (10.43) 

ya da,  

  0

1
RBDKD

TT 
     (10.44) 

ya da iki tarafın transpozu alınırsa, 

  
1

0


 DBRDK      (10.45) 

olur. Denklemler (10.44) ve (10.45), denklem (10.42)’de yerine koyulursa 

aşağıdaki denklem elde edilir. 

  
TTT

KDDKRAAR  00   (10.46) 

 Bu denklem sol taraftan )(
1

sBD
TT



  ile, sağ taraftan 

1
)(


DBs  ile çarpılırsa ( )(s çözücü matris), burada ayrıntısı verilmeyen 

bazı ara işlemlerden sonra aşağıda verilen denkleme ulaşılır [10.1]. 

  
2

1
2

1
)()(


 DBsIDBsKDI

TT
  (10.47) 

 Bu denklemde yer alan 
2

.....  sembolü, aşağıdaki gibi tanımlanan 

matris işleminin kısa yazılımıdır. 

  )()()(
2

sMsMsM
T
    (10.48) 

 Denklem (10.47) Kalman denklemi olarak anılır. Bu denklemden 

kapalı çevrim kontrolün geri besleme katsayıları doğrudan çözülebilir. 

Pozitif geri besleme olmaması için K’nın elemanlarının pozitif işaretli 

çözümleri seçilir.  
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 Aşağıda Kalman denkleminin bazı özel halleri verilmiştir. 

Özel Hal 1: Eğer P = I  ise, 

22

)()( BsIBsKI
TT
    (10.49)   

Özel Hal 2: Eğer P = I ise ve B matrisi, B = b gibi bir sütün matris 

ise, yani kontrol girişi u skalar ise,  

   
22

)(1)(1 bsbsk
TT
    (10.50) 

 Örnek 10.3 

Daha önce cebirsel Riccati denklemi için verilen örnekteki sistem 

için optimum kontrol,  = 1 alarak bu defa Kalman denklemiyle bulunsun. 

Sistemin durum denklemleri ve performans kriteri aşağıdaki gibidir. 
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
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


   (10.51) 

 dtuxxKP 




0

22
21 )(

2

1
..       (10.52) 

Bu problemde A, b, Q  ve P matrisleri aşağıdaki gibidir. 

 









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





1

0
b    










11

11
Q     1P     (10.53) 

 
T

Q   ve DDP  olduğuna göre,   ve D  matrisleri 

aşağıdaki gibidir. 
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




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




2121
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   1D    (10.54) 

 Çözücü matris  (s) ise aşağıdaki gibi bulunur. 
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 Şimdi Kalman denklemi, denklem (9.50)’deki haliyle yazılabilir. 

 
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Denklem (9.48)’de verilen matris operasyonu uygulanırsa, 
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 (10.58)  

ya da,  

424

2
1

2

2
21

11
1

1
)2(1

sss

k

s
kk    (10.59) 

 Eşitliğin sağ ve solunda s’nin aynı kuvvetli terimlerinin katsayıları 

eşitlenirse k1 ve k2’nin çözülebileceği aşağıdaki iki denklem elde edilir.  

 12
1 k       (10.60) 

12 2
21  kk      (10.61) 

 Birinci denklemden k1 = 1 elde edilir. Negatif geri besleme için + 

işaretli kök seçilerek, 

   11 k       (10.62) 
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alınır. Bu değer ikinci denklemde yerine koyulursa elde edilen, 

  312 1
2
2  kk      (10.63) 

denkleminden  32 k  elde edilir. Bunlar arasından da + işaretli kök 

seçilerek, 

   32 k      (10.64) 

bulunur. Optimum kontrol girişi, 

  21 331 xxxu o    (10.65) 

şeklinde olup, kontrol edilen sistemin blok diyagramı Şekil 10.4’deki 

gibidir. Doğal olarak, elde edilen sistem  = 1 için Şekil 10.3’dekiyle 

aynıdır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 10.4 

 

KAYNAKLAR 

[10.1]   Schultz, D.G., Melsa, J.L., State Functions and Linear Control 

Systems, McGraw-Hill, New York, 1966. 

 

PROBLEMLER 

10.1    Bir sistem aşağıdaki diferansiyel denklemlerle tanımlanmıştır: 

  
uxxx

xx





212

21

44


   

_ 

u 
x2 x1 

_ 
  

 

 [                ] 
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a)   dtuxxKP 



0

22

2

2

1 49..  performans kriterini minimum 

yapacak kapalı-çevrim kontrolu cebirsel Riccati denklemini 

kullanarak bulun. Kontrol edilmiş sistemin blok diyagramını 

çizin. 

b)  Kontrol edilmiş sistemin (kapalı-çevrim) kutuplarının yerini 

bulun ve açık çevrim sistemin kutuplarının yerleriyle 

karşılaştırın. 

10.2    Bir sistem aşağıdaki diferansiyel denklemlerle tanımlanmıştır: 

   
uxxx

xx





212

21

44


   

a)    dtuxxKP 



0

22

2

2

1 49..  performans kriterini minimum 

yapacak kapalı-çevrim kontrolu Kalman denklemini 

kullanarak bulun. Kontrol edilmiş sistemin blok diyagramını 

çizin. 

10.3    Bir sistemin durum denklemi aşağıda verilmiştir. 

uxx  5  

  = 0.02 ve  = 1 değerleri için,  

    dtuxKP 



0

22..   

performans kriterini minimum yapacak kapalı çevrim kontrolleri 

cebirsel Riccati denklemini kullanarak bulun.  = 1 için kapalı 

çevrim sistemin blok diyagramını çizin. Başlangıçta sistem x(0) = 10 

durumunda ise, sistem cevaplarını karşılaştırın. (Sistem cevaplarını 

MATLAB kullanarak bulun.) 

10.4    Bir sistemin durum denklemi aşağıda verilmiştir. 

uxx  5  
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  = 0.02 ve  = 1 değerleri için,  

   dtuxKP 



0

22..   

performans kriterini minimum yapacak kapalı çevrim kontrolleri 

Kalman denklemini kullanarak bulun.  = 1 için kapalı çevrim 

sistemin blok diyagramını çizin. Başlangıçta sistem x(0) = 10 

durumunda ise, sistem cevaplarını karşılaştırın. (Sistem cevaplarını 

MATLAB kullanarak bulun.) 

10.5 Bir sistemin durum denklemleri ve kontrol sırasında minimum 

yapılacak performans kriteri aşağıda verilmiştir. 

    uxx 
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



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10
    dtuxKP  

10

0

22

1..   

Matris Riccati denklemini kullanarak zamanın fonksiyonu olarak 

geribesleme    katsayılarını    bulun.    Kontrol edilmiş sistemin    

denklemlerini yazın. (MATLAB kullanın.) 

10.6 Bir sistemin dinamik davranışı aşağıdaki denklemle 

tanımlanmaktadır. Bu denklemde u kontrol girişi, ud ise bozucu 

giriştir. 
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 Kontrol sırasında minimum yapılacak performans kriteri, 

    dtuxxKP 



0

22

2

2

1 2..   

olduğuna göre matris Riccati denkleminin durağan çözümünü  

kullanarak geribesleme katsayılarını bulun. Kontrol edilmiş sistemin 

denklemlerini yazın. ud bu çözümü nasıl etkiler? (Diferansiyel 

denklemleri çözmek için MATLAB kullanın.) 
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10.7 Bir sistemin durum denklemleri ve kontrol sırasında minimum 

yapılacak performans kriteri aşağıda verilmiştir. 

    uxx 







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








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1

0

32

10
    dtuxKP  

2

0

22

1..    

 = 0.01 ve  = 1 değerleri için, matris Riccati denklemini kullanarak 

geribesleme    katsayılarını   zamanın fonksiyonu olarak bulun.    

(MATLAB kullanın.) 
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11 
KUTUP YERLEŞTİRME  

YÖNTEMİ  

 
11.1 Kutup Yerleştirme Yöntemleri 

Daha önce Bölüm 3’de çevrim kazancı değiştirildiğinde sistemin 
kapalı çevrim kutuplarının kompleks düzlemde yer eğrileri üzerindeki 
değişim biçimleri ve açık çevrim transfer fonksiyonuna eklenen kutup ve 
sıfırlarla yer eğrilerinin şeklinin nasıl değiştirilebileceği incelenmişti. 
Ancak sunulan yöntem, kutupların kompleks düzlemde herhangi bir 
noktaya yerleştirilmesine olanak vermemekteydi. Bu sınırlama, kapalı 
çevrim kontrol sırasında sadece sistem çıkışının geri beslenmesinin bir 
sonucudur. Eğer sistem durum değişkenleri cinsinden tanımlanmışsa, 
durum değişkenlerinin hepsi geri beslenebilir ve sistem kutupları kompleks 
düzlemde isteniler yerlere yerleştirilebilir.  

Basit bir örnek olarak Şekil 11.1’de görülen ve sistem çıkışının geri 

beslendiği klasik bir kontrol sistemini ele alalım. Bu sistemin karakteristik 

polinomu D(s) = s2 + as + K şeklinde olup, kutupları aşağıdaki gibidir. 

 

 

 

 

 

 

Şekil 11.1 

_ 

R(s) C(s) 
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  2

42

2,1

Kaa
p


   (11.1) 

Çevrim kazancı K’nın değeri 0’dan ’a kadar artırıldığında 

kompleks düzlemde kutupların değişimi Şekil 11.2’deki yer eğrileriyle 

gösterilmiştir.   Bu yer eğrilerinin dışında kutup elde etme imkanı yoktur.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 11.2 

Şimdi de bütün durum değişkenlerinin geri beslendiği Şekil 

11.3’deki modern kontrol yaklaşımını inceleyelim. Bu sistemin 

karakteristik polinomu ise D(s) = s2 + (k2 + a) s + k1 gibidir. Polinomun 

katsayıları k1 ve k2’nin değerlerini ayarlayarak birbirinden bağımsız olarak 

değiştirilebildiğinden sistemin kutupları kompleks düzlemde herhagi bir 

yere yerleştirilebilir. 

 

 

 

 

 

 

Şekil 11.3 
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 Bu bölümün amacı, 

  ubxAx       (11.2) 

xcy
T

      (11.3) 

denklemleriyle tanımlanan n’inci mertebe, tek girişi ve tek çıkışı olan bir 

sistemin kutuplarını kompleks düzlemde istenilen yerlere, durum 

değişkenlerini 

  xku
T

      (11.4) 

şeklinde geri besleyerek sağlamaktır. Bu işlem kutup yerleştirme olarak 

anılır. 

 Bütün durum değişkenlerinin ölçülebilir olduğu, yani sistemin 

gözlenebilir olduğu, kabul edilecektir. Ayrıca sistem kontrol edilebilir 

olmalı, yani kontrol edilebilirlik matrisinin rank’ının n olması gereklidir. 

Eğer bu şart sağlanmıyorsa, bazı kutupların yerlerinin geri besleme yoluyla 

değiştirilmesi mümkün değildir. Örneğin, 

uxx
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    (11.5) 

 xy 111      (11.6) 

olarak tanımlanmış bir sistem olsun. Bu sistemin blok diyagramı Şekil 

11.4’deki gibidir. Görüldüğü gibi, diyagramın alt kısmındaki çevrime u 

girişinin erişimi yoktur. Sistemin kontrol edilebilirlik matrisi MC, 

   
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




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000

931

421
2

BABABM C
  (11.7) 

şeklinde olup, rank’ı 2 (<3) olduğundan sistem kontrol edilebilir değildir. 

Gerçekten de bu sistemde,   

  332211 xkxkxkxku
T

    (11.8) 
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Şekil 11.4 

alınırsa, durum denklemi aşağıdaki hali alır. 
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 (11.9) 

 Yeni sistem matrisi A*’dır. Karakteristik denklem ise, 
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AIssD

  

(11.10) 

olduğundan -5’deki kutbun yeri k1 ve k2 geri besleme katsayıları tarafından 

değiştirilememektedir.  

 Kutup yerleştirme probleminin çözümü için literatürde birden fazla 
yöntem vardır. Aşağıda bunlardan iki tanesi verilecektir. Birinci yöntem 
daha doğrudandır ve arkasındaki sebep daha anlaşılırdır. İkinci yöntem ise 
bu konuda daha önceden türetilmiş bir formüle dayanır, ama işlemler 
açısından daha kolaydır. 

 Yöntem 1: Doğrudan Metot 

  Bir sistemin durum denklemleri aşağıdaki gibi verilmiş olsun. 
Bütün durum değişkenlerinin ölçülebildiğini ve sistemin kontrol edilebilir 
olduğunu kabul edilsin. 

  uBxAx       (11.11) 

 u girişi geri besleme katsayı matrisi k cinsinden, 

   xku
T

      (11.12) 

olduğundan, bu giriş uygulandığında elde edilecek yeni sistemin durum 
denklemleri aşağıdaki gibi olur. 

  xAxkBAxkBxAx
TT *

)(    (11.13) 

 A* yeni sistem matrisi olup, bu sistemin karakteristik polinomu 

aşağıdaki ifadeden elde edilebilir. 

  )det(*)det()(
T

kBAIsAIssD    (11.14) 

 Kutup yerleştirmesi sonunda sistemin yeni kutupları i (i =1, . . , n) 

olsun. Bu kutuplar cinsinden sistemin karakteristik denklemi aşağıdaki 

şekilde de ifade edilebilir. 

  )(...))()(()( 321 nsssssD    (11.15) 
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 Denklem (11.14) ve denklem (11.15) eşitlenirse, 

 )(...))()(()det( 321 n

T
sssskBAIs    (11.16) 

olur. Bu denklemdeki işlemler yapılırsa, iki tarafta da s cinsinden n’inci 

mertebe polinomlar elde edilir. s’nin aynı kuvvetteki terimlerinin 

katsayıları sağlı-sollu birbirine eşitlenirse k’nın elemanlarını çözmek için n 

sayıda denklem bulunur. 

 Örnek 11.1 

 Bir sistemin durum denklemleri aşağıdaki gibidir. 

uxx







































1

0

0

2.001.10

100

010

    (11.17) 

 Bu sistemin kutupları jp  1.02,1  ve 03 p  değerlerindedir. 

Bu kutupları jp  12,1  ve 103 p  noktalarına getirecek geri besleme 

matrisi k  ( xku
T

 )  doğrudan yöntemle aşağıdaki gibi bulunur.  

 u skalar ise sistemin kontrol edilebilirlik matrisi daima kare 

şeklindedir. Bu sistemin kontrol edilebilirlik matrisi aşağıdaki gibidir. 
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 MC matrisinin determinantı det(MC) = -1  0 olduğundan matrisin 

rank’ı 4’dür ve verilen sistem kontrol edilebilir’dir.  

 Şimdi denklem (11.16) yazılabilir. 
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  (11.19) 

ya da, 
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ya da, 

202212
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 (11.21) 

 Bu denklemin sağ ve sol tarafında s’nin aynı kuvvetteki 

terimlerinin katsayıları eşitlenirse aşağıdaki katsayılar ve u girişi elde edilir. 

  8.11122.0 33  kk  

99.202201.1 22  kk  

  201 k  

    321321 8.1199.2020 xxxxkkku   

 Yeni sistem matrisi aşağıdaki gibidir. 
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Yöntem 2: Ackermann Formülünün Kullanımı 

 Yöntem 1’in en zor kısmı denklem, (11.16)’nın sol tarafındaki 

determinantın bulunması gerekliliği ve sonuca giderken fazladan işlemler 

yapılmasıdır. Ackermann formülü geri besleme katsayılarını tek aşamada 

verir [11.1]. Buna karşılık kontrol edilebilirlik matrisi MC’nin tersinin 

alınmasını gerektirir.  

 (11.22)    
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 Formülün ispatı [11.1] ve [11.2] numaralı kaynaklarda bulunabilir. 

Burada sadece kullanım şekli üzerinde durulacaktır. xku
T

 olarak 

tanımlanırsa, Ackermann formülünün ifadesi aşağıdaki gibidir. 

    )(10...000
1

ADMk C

T 
   (11.23) 

 Burada D(A) terimi, olması istenen kutuplara karşılık gelen 

karakteristik denklem D(s)’de s = A yerine koyularak elde edilir. Yani,  

  12
2

1
1)( asasasassD n
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n
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  (11.24) 

ise, 
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 (11.25) 

olarak alınır. 

 Örnek 11.2  

 Daha önce Yöntem 1 için verilen örnek bu defa Ackermann 

formülüyle çözülsün.  

Sistemin kontrol edilebilirliği daha önce test edildiğinden, bu işlem 

burada tekrar edilmeyecek ve denklem (11.18) doğrudan kullanılacaktır. 

Olması gereken kutuplar için karakteristik polinom aşağıdaki gibidir. 
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sss

sjsjssD
  (11.26) 

Ackermann formülü yazılırsa,  
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olur. MC matrisinin tersi aşağıdaki gibi olur. 
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Denklem (11.27)’nin son teriminde A matrisi yerine koyulur ve 

sadeleştirmeler yapılırsa, aşağıdaki ifade elde edilir. 
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 Denklem (11.27) ve denklem (11.28)’de elde edilen ifadeler 

denklem (11.27)’de yerine koyulursa, geri besleme katsayıları aşağıdaki 

gibi elde edilir.  
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       (11.30) 

11.2 Kutup Yerleştirme İçin MATLAB Kullanımı 

 MATLAB yazılımının Control System Toolbox’ında kutup 
yerleştirme yapan iki komut vardır. Bunlar aşağıda açıklanmıştır. 

 Doğrudan yöntemle kutup yerleştirme: 

  place(A,B,P) 

 Ackermann yöntemiyle kutup yerleştirme: 

  acker(A,B,P) 
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 Bu komutların argümanında yer alan matrisler aşağıdaki gibi 
tanımlanmıştır. 

  A  :   Kutup yerleştirme öncesindeki sistem matrisi. 

  B  :   Giriş matrisi 

  P  :   Yerleştirme işlemi sonrasında istenen kutupların 
         vektörü 

 Örnek 11.1’de incelenen sistem için kullanım şekli aşağıdaki 
gibidir. 

  a = [0 1 0; 0 0 1; 0 -1.01 -0.2] 

  b = [0; 0; 1] 

  p = [-1+j; -1-j; -10] 

  place(a,b,p) 

acker(a,b,p) 
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PROBLEMLER 

11.1    Bir sistemin durum denklemleri aşağıda verilmiştir.  
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 Bu sistemin kutuplarını  jp 222,1   ve 103 p  noktalarına 

getirecek geri besleme matrisini doğrudan yöntemle bulun.  
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11.2    Bir sistemin durum denklemleri aşağıda verilmiştir.  
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Bu sistemin kutuplarını  jp 222,1   ve 103 p  noktalarına 

getirecek geri besleme matrisini Ackermann formülünü kullanarak 

bulun. 

11.3    Bir sistemin durum denklemleri aşağıda verilmiştir.  
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 Bu sistemin kutuplarını  jp 422,1   ve 83 p  noktalarına 

getirecek geri besleme matrisini doğrudan yöntemle bulun. 

11.4    Bir sistemin durum denklemleri aşağıda verilmiştir.  
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 Bu sistemin kutuplarını  jp 422,1   ve 83 p  

noktalarına getirecek geri besleme matrisini Ackermann formülünü 

kullanarak bulun. 

11.5    Bir sistemin durum denklemleri aşağıda verilmiştir.  
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 Bu sistemin kutuplarını  jp 412,1   ve 63 p  noktalarına 

getirecek geri besleme matrisini doğrudan yöntemle bulun. 
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11.6    Bir sistemin durum denklemleri aşağıda verilmiştir.  
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Bu sistemin kutuplarını  jp 412,1   ve 63 p  noktalarına 

getirecek geri besleme matrisini Ackermann formülünü kullanarak 

bulun. 

11.7    Bir sistemin durum denklemleri aşağıda verilmiştir.  
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Bu sistemin kutuplarını  jp 212,1   ve 53 p  noktalarına 

getirecek geri besleme matrisini doğrudan yöntemle bulun. 

11.8    Bir sistemin durum denklemleri aşağıda verilmiştir.  
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Bu sistemin kutuplarını  jp 212,1   ve 53 p  noktalarına 

getirecek geri besleme matrisini Ackermann formülünü kullanarak 

bulun. 
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12 
  MODELE DAYALI OPTİMUM 

KONTROL SİSTEMİ TASARIMI  

 

12.1 Faz Değişkenleri ve Model Sistem  

n’inci mertebe, tek girişli ve tek çıkışlı lineer bir sistemin durum 

değişkenleri ve çıkış ifadesi aşağıdaki gibi verilmiş olsun. 

  ubxAx       (12.1) 

xcy
T

      (12.2) 

 u üzerinde herhangi bir sınırlama olmasın. Kontrol edilmiş sistemin 

çıkışının, 

  0121
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




y
dt
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yd

dt
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nn

n

  (12.3) 

denklemiyle tanımlanan bir sistemin davranışına yaklaşması için şartların 

belirlenmesi istenmektedir. Yani sistemi kontrol etmek için istenen 

büyüklükte u kullanılabilirse, diğer bir deyişle sisteme istenildiği kadar güç 

aktarılabilirse, sistem çıkışının denklem (12.3)’e uygun davranması 

istenmektedir. Denklem (12.3) ile tanımlanan sisteme model sistem denir. 

 Önce bu amaca yönelik bir performans kriteri oluşturulması 

gereklidir. Giriş ve çıkış arasındaki transfer fonksiyonu denklem (7.23)’den 

aşağıdaki gibi yazılabilir. 

  bAIscsG
T 1

)(


     (12.4) 

 Bu transfer fonksiyonu aşağıdaki gibi, pay polinomu ve 

karakteristik polinomun oranı olarak ifade edilebilir. 
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       (12.5) 

Böyle bir sistemin faz değişkenleri cinsinden durum denklemleri 

ve çıkış ifadesi aşağıdaki gibidir. 
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  xcccy m 0.0.21    (12.7) 

 Denklem (12.7)’den y ve y’nin türevleri aşağıdaki gibi bulunur.  
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 Denklem (12.8)’deki terimler, denklem (12.3)’de yerine 

koyulduğunda elde edilecek model diferansiyel denkleminin incelenen 

sisteme bağımlı olmaması istenirse, yani model denkleminde ai  (i = 1, . , n) 

katsayılarının yer almaması istenirse, denklem (12.8)’in son teriminin indisi 

n’den küçük olmalıdır. O halde m + k  1 < n , ya da  k < n  (m  1) ya  da   

k    n  (m  1)  1     şartı     sağlanmalıdır.    Sistemdeki     sıfır    sayısı 

z = m  1 olduğuna göre, model sistemin mertebesi en fazla “n  (sıfır 

sayısı)  1” kadar olabilir. Örneğin, sistemin sıfırı yoksa, model sistemin 

mertebesi en fazla n  1 olabilir [12.1]. 

1 ii xx  olduğu dikkate alınırsa ve denklem (12.8), denklem 

(12.3)’de yerine koyulursa, aşağıdaki ifade elde edilir. 

(12.8) 
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ya da, 
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        (12.10) 

 Eğer denklem (12.10)’daki terimler x’in elemanlarına göre 

gruplanırsa, model sistemin denklemi kısaca aşağıdaki gibi ifade edilebilir. 

  0x
T

      (12.11) 

 Bu denklemdeki  vektörünün elemanları, yaklaşılması istenen 

model sistem diferansiyel denkleminin katsayılarına ve plant transfer 

fonksiyonunun pay polinomunun katsayılarına bağlıdır. Plant transfer 

fonksiyonunun sıfır sayısı arttıkça bu katsayıların ifadeleri gittikçe 

karmaşıklaşır. Örnek olarak sadece bir sıfırı olan bir transfer fonksiyonu  

alınırsa,  denklem  (12.10)’da c1 ve c2 dışındaki ci (i  3) terimleri sıfır 

olacağından    aşağıdaki gibi ifade edilebilir [12.1]. 
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Örnek 12.1 

 Örnek olarak transfer fonksiyonu, 
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olan sistem için maksimum mertebeye sahip model denklemi bulunsun. 

 Faz değişkenleri cinsinden durum denklemleri aşağıdaki gibidir. 
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  xccy 000121     (12.15) 

 Başlangıçta beşinci mertebe bir model kabul ederek aşağıdaki gibi 

bir model sistem denklemi kabul edilsin. 
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 y terimi denklem (12.15)’den alınıp, bu denklemde yerine 

koyulursa, 

0)()(

)()(

)()(

322111322112

322112

2

3322113

3

4

322114

4

5322115

5

6







xxcxcxxcxc
dt

d

xxcxc
dt

d
xxcxc

dt

d

xxcxc
dt

d
xxcxc

dt

d







 (12.17) 

bulunur. Faz değişkenlerinin tanım biçimi dikkate alınırsa, denklem (12.17) 

aşağıdaki hale gelir. 
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  (12.18) 

 Model sistemin, kontrol edilen sistemin parametrelerinden 

bağımsız olması şartının sağlanması için, yani x5’in türevlerinin denklem 

(12.18)’de yer almaması için 6 , 5  ve 4  sıfır alınmalıdır. Sonuç olarak 

model sistem en fazla ikinci mertebe olabilir. Eğer bu katsayılar sıfır 

alınarak denklem (12.16) yeniden yazılırsa, en yüksek mertebeli model 

sistemin dinamik denklemi aşağıdaki gibi bulunur. 
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  0122

2

3  y
dt
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dt

yd
    (12.19) 

 Denklem (12.18)’de 6 , 5  ve 4  sıfır alınarak terimler 

düzenlenirse, model sistemin denklemi durum değişkenleri cinsinden 

aşağıdaki gibi ifade edilebilir. 
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  (12.20) 

Burada   aşağıdaki gibi tanımlanmıştır. 
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 Daha önce faz değişkenleri cinsinden tanımlanan bir sistemde, 

model sistemin denklemi durum değişkenleri cinsinden denklem 

(12.11)’deki gibi elde edilmişti. Bu denklem aşağıda tekrar verilmiştir. 

  0x
T

      (12.22) 

 Şimdi bir sistemin optimum kontrolü için aşağıdaki gibi tanımlanan 

bir performans kriterinin kullanıldığı düşünülsün. 

    )0()(..
0

22  


pdtpuxKP
T

  (12.23) 

 Bu performans kriterinde p’nin değerinin azaltılması, daha büyük 

kontrol girişlerinin kullanılmasına olanak verir. Zira kontrol girişinin 

performans kriterine olan katkısı azalır. p’nin değeri sıfıra doğru gittiğinde, 

performans kriterinin mutlak minimumu x
T

 ’nin sıfır olmasıyla sağlanır. 

Bu ise model sistemi tanımlayan denklemdir. Yani optimum kontrol, 

kontrol edilen sistemin davranışını model sistemin davranışına götürmeye 

çalışır. Bu tip bir kontrole modele dayalı optimum kontrol denir. 
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 Sistem faz değişkenleri cinsinden tanımlanmışsa, aşağıda verilen 

karesel performans kriteri, daima denklem (12.23)’deki forma 

dönüştürülebilir. 

   dtpuxQxKP
T






0

2..    (12.24) 

 Denklem (12.24)’ün, denklem (12.23)’e dönüştürülmesi için 

xQx
T

 terimi önce,   

  )()( 2 xSx
dt

d
xxQx

TTT
     (12.25) 

şeklinde iki bileşene ayrılır. Bu ifadede nx  teriminin yer almaması için, 

yani dönüşümün kontrol edilen sistemin parametrelerine bağımlı olmaması 

için S matrisinin son satırı ve son sütunu sıfırlardan oluşturulur. Daha sonra 

denklemin iki tarafındaki işlemler yapılarak, xi’nin (i = 1, . . , n) aynı 

kuvvetteki terimlerinin denklemin sağ ve solundaki katsayıları birbirine 

eşitlenir. Bu şekilde elde edilen eşitliklerden  ’nın ve S’nin elemanları 

çözülür. Çözüm sırasında  ’nın elemanları karesel denklemlerde yer 

alacağından, ortaya çıkacak ikili çözümlerden pozitif değerlerliler çözüm 

olarak kabul edilmelidir. Bu şekilde dönüştürülen xQx
T

, denklem 

(12.24)’de yerine koyulursa performans kriteri aşağıdaki hali alır. 
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Ama başlangıç koşulları bilindiğinden )0(x  terimi sabittir. 

Optimum olarak kontrol edilen kabul edilebilir bir sistem ise asemptotik 

kararlı olacağından 0)( x  olur.  Bu yüzden denklem (12.26)’daki son 

iki terimin optimizasyon işlemine katkısı yoktur. Bu terimler atıldığında 

dönüştürülmüş performans kriteri aşağıdaki hali alır. 

  dtpuxKP
T






0

22)(..     (12.27) 

(12.26) 
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Yukarıdaki işlemler göstermektedir ki, Q ’nun içindeki bazı 

bileşenlerin optimizasyon sürecine katkısı yoktur. (S’yi oluşturan 

bileşenler.) Eğer farklı Q matrislerine yukarıdaki dönüşüm uygulandığında 

aynı   vektörü elde ediliyorsa, bu farklı Q  matrislerini kullanarak elde 

edilecek optimum kontroller aynı olur. Denklem (12.27) ile tanımlanan 

performans kriterine indirgenmiş performans kriteri denir.  

Örnek 12.2 

 Karesel bir performans kriteri aşağıdaki gibi tanımlanmıştır. 
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Buna karşılık gelen indirgenmiş performans kriteri aşağıdaki gibi bulunur.  

Denklem (12.25)’den, 
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ya da, 
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Sağ ve soldaki aynı kuvvette sahip terimlerin katsayıları eşitlenirse, 

aşağıdaki denklemler bulunur. 
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 Bu denklemlerden   ve S aşağıdaki gibi elde edilir. 
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 İndirgenmiş performans kriteri ise aşağıdaki gibi bulunur. 
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 Riccati denkleminde olduğu gibi, durum uzayında yapılan 

optimum sistem tasarımlarında performans kriterlerinde karesel terim 

xQx
T

 yer alır. Bu gibi durumlarda bir model sistem denklemi verilmişse, 

yani   verilmişse, bundan Q  matrisinin elde edilmesi gerekir. Böyle bir 

sistemin faz değişkenleri cinsinden tanımlandığı kabul edilir. Eğer sistemin 

mertebesi n ise ve m sayıda sıfırı varsa,  ’nın boyutu en fazla n  m  1 

olmalıdır. Ancak verilen bir   vektöründen, bir Q  matrisine geçişte pek 

çok seçenek vardır. Zira, 

)()( 2 xSx
dt

d
xxQx

TTT
     (12.34) 
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ifadesinde geçen S matrisi simetrik, son sütun ve satırı sıfırlardan oluşan bir 

matris olup, pek çok şekilde seçilebilir.  Bu seçim yapılırken tek şart, elde 

edilecek Q  matrisinin pozitif definit ya da yarı definit olmasıdır. Bu şart 

sağlanıyorsa, S = 0 bile alınabilir. Aşağıda Q  matrisinin elde edilmesiyle 

ilgili üç örnek verilmiştir. 

Örnek 12.3 

 Bir tane sıfırı olan üçüncü mertebe bir sistemin transfer 

fonksiyonu aşağıdaki gibidir. 

 
532

)4(2

)(

)(
)(

23 




sss

s

su

sy
sG   (12.35) 

Bu sistemin optimum kontrolü için mertebesi n – m  1 = 1 olan, 

02  yy      (12.36) 

denklemiyle tanımlanan bir model sistem kullanılacaktır. Buna göre 

performans kriterinde kullanılacak Q  matrisini belirleyin. 

Önce bu sistem faz değişkenleri cinsinden ifade edilsin. 
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   xy 014      (12.38) 

İlk seçenek olarak  S = 0 kabul edelim ve
2)( xxQx

TT
  

eşitliğinden Q  matrisini elde edelim. Bu eşitlik açık olarak aşağıdaki gibi 

ifade edilebilir. 
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ya da, 
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 Denklemin sağ ve solundaki aynı kuvvetteki x terimlerinin 

katsayıları eşitlenirse, 

 0214 231333122211  qqqqqq     (12.41) 

elde edilir. Bu durum için Q  matrisi aşağıdaki gibidir. Bu matris pozitif 

yarı-definit olduğundan çözüm geçerlidir.  

  



















000

012

024

Q         (12.42) 

  

 İkinci seçenek olarak, 
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alalım. Bu durumda denklem (12.34)’den aşağıdaki ifade yazılabilir. 
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 Sistem faz değişkenleriyle tanımlandığından türevli terim, 
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olarak yazılabilir. Bu ifade denklem (12.44)’de yerine koyulur, denklemin 

sağ ve solundaki aynı kuvvetteki x terimlerinin katsayıları eşitlenirse, 
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elde edilir. Bu durum için Q  matrisi aşağıdaki gibidir.   
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

005.0

023

5.034

Q     (12.47) 

 Bu matris pozitif definit ya da yarı-definit olmadığından seçilen S 

matrisi uygun değildir. 

Örnek 12.4 

 İkinci mertebe bir sistemin transfer fonksiyonu aşağıdaki gibidir. 

 
53
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sssu

sy
sG    (12.48) 

Bu sistemin optimum kontrolü için mertebesi n – 1 = 1 olan, 

02  yy      (12.49) 

denklemiyle tanımlanan bir model sistem kullanılacaktır. Buna göre 

performans kriterinde kullanılacak Q  matrisini belirleyin.  

 Önce bu sistem faz değişkenleri cinsinden ifade edilsin. 

  ux
x

x
x 








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
    (12.50) 

   xy 01      (12.51) 

İlk seçenek olarak  S = 0 kabul edilsin ve
2)( xxQx

TT
  

eşitliğinden Q  matrisi bulunsun. Bu eşitlik açık olarak aşağıdaki gibi ifade 

edilebilir. 

   
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
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x
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x
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xx   (12.52) 

ya da, 
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  21
2
2

2
12112

2
222

2
111 442 xxxxxxqxqxq   (12.53) 

 Denklemin sağ ve solundaki aynı kuvvetteki x terimlerinin 

katsayıları eşitlenirse, 

  214 122211  qqq    (12.54) 

elde edilir. Bu durum için Q  matrisi aşağıdaki gibidir.   

  









12

24
Q      (12.55) 

 Bu matris pozitif yarı-definit olduğundan S = 0 seçilmesi uygundur. 

 İkinci seçenek olarak, 

  









00

01
S      (12.56) 

alınsın. Bu durumda denklem (12.34)’den aşağıdaki ifade yazılabilir. 

)(44

2

2
121

2
2

2
1

2112
2
222

2
111

x
dt

d
xxxx

xxqxqxq





    (12.57) 

 Sistem faz değişkenleriyle tanımlandığından türevli terim, 

   2111
2
1 22)( xxxxx

dt

d
     (12.58) 

olarak yazılabilir. Bu ifade denklem (12.57)’da yerine koyulur, denklemin 

sağ ve solundaki aynı kuvvetteki x terimlerinin katsayıları eşitlenirse, 

  114 122211  qqq    (12.59) 

elde edilir. Bu durum için Q  matrisi aşağıdaki gibidir.   

  









11

14
Q      (12.60) 

 Bu matris pozitif definit olduğundan seçilen S uygundur. 
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 Son bir seçenek olarak, 

  









00

010
S      (12.61) 

alalım. Bu durumda denklem (12.34)’den aşağıdaki ifade yazılabilir. 

)10(44

2

2
121

2
2

2
1

2112
2
222

2
111

x
dt

d
xxxx

xxqxqxq





    (12.62) 

 Sistem faz değişkenleriyle tanımlandığından türevli terim, 

   2111
2
1 2020)10( xxxxx

dt

d
     (12.63) 

olarak yazılabilir. Bu ifade denklem (12.62)’de yerine koyulur, denklemin 

sağ ve solundaki aynı kuvvetteki x terimlerinin katsayıları eşitlenirse, 

  1234 122211  qqq    (12.64) 

elde edilir. Bu durum için Q  matrisi aşağıdaki gibidir.   

  









112

124
Q      (12.65) 

 Bu son durumda Q  matrisi pozitif definit ya da semi-definit 

olmadığından, S  matrisi denklem (12.61)’deki gibi seçilemez. 

 Yukarıda denklem (12.55) ve denklem (12.60)’la verilen Q  

matrisleri aynı indirgenmiş performans kriterine sahip olduğundan, bunlar 

kullanılarak yürütülecek optimum kontrol tasarımları aynı sonucu verir. 

Bununla ilgili bir örnek aşağıda verilmiştir. 

Örnek 12.5 

 Bir sistemin durum denklemleri denklem (12.50)’deki gibi 

verilmiştir. Bu sistem için optimum kontrol girişi u’yu sırasıyla aşağıdaki 

performans kriterleri için bulalım. 
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dtuxxKP
T



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

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..    (12.66) 

 

dtuxxKP
T





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
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

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

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..    (12.67) 

 Optimum kontrolü bulmak için indirgenmiş Riccati denklemi 

kullanılsın. 

a) Denklem (12.66) ile tanımlanan performans kiteri için cebirsel 

Riccati denklemi aşağıdaki gibi yazılabilir. 

00
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  (12.68) 

ya da, 
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 (12.69) 

Eğer matris işlemleri yapılır ve sonuçta elde edilecek matrisin 

elemanları sıfıra eşitlenirse aşağıdaki bağımsız denklemler elde edilir. 

 0410 12
2

12  rr     (12.70) 

  0253 2212221211  rrrrr    (12.71) 

  0162 2
222212  rrr     (12.72) 

 Bu denklemlerin pozitif definit R0 veren kökleri seçildiğinde, R0 

matrisi aşağıdaki gibi elde edilir. 

  









28.038.0

38.065.0
0R     (12.73) 

 Optimum kontrol girişi ise aşağıdaki gibidir. 
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 (12.74) 
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b) Denklem (12.67) ile tanımlanan performans kiteri için cebirsel 

Riccati denklemi aşağıdaki gibi yazılabilir. 
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 (12.76) 

Eğer matris işlemleri yapılır ve sonuçta elde edilecek matrisin 

elemanları sıfıra eşitlenirse aşağıdaki bağımsız denklemler elde edilir. 

 0410 12
2

12  rr     (12.77) 

  0153 2212221211  rrrrr    (12.78) 

  0162 2
222212  rrr     (12.79) 

 Bu denklemlerin pozitif definit R0 veren kökleri seçildiğinde, R0 

matrisi aşağıdaki gibi elde edilir. 

  









28.038.0

38.064.3
0R     (12.80) 

 Optimum kontrol girişi ise aşağıdaki gibidir. 
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 (12.81) 

 Görüldüğü gibi, sonuç denklem (12.74) ile aynıdır. 

 Şimdiye kadar yürütülen analizde sistemin faz değişkenleri 

cinsinden tanımlandığı kabul edilmiştir. Eğer başlangıçta sistem faz 

değişkenleri cinsinden değil de, aşağıdaki genel denklemlerle 

tanımlanmışsa,  

ubxAx oooo      (12.82) 

o

T

o xcy       (12.83) 



406 
 

yukarıdaki yöntem aşağıdaki gibi değişken dönüşümleri yapılarak 

uygulanabilir. Bu denklemlerde geçen ox  terimi sistemin orijinal durum 

değişkenlerini, “o” indisiyle gösterilen matrisler de sistemin orijinal olarak 

tanımlanmış olan matrislerini göstermektedir. 

1) Önce sistemin giriş ve çıkışı arasındaki transfer fonksiyonunu 

aşağıda yeniden verilen denklem (6.24)’den yazın. 

  bAIscsG
T 1

)(


     (12.84) 

 Bu transfer fonksiyonu bir pay polinomu ve karakteristik 

polinomun oranı olarak aşağıdaki biçimde olacaktır. 
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       (12.85) 

2) Sistemi aşağıdaki gibi faz değişkenleri x cinsinden ifade edin. 
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   xcccy m 0.0.21    (12.87) 

3) Mertebesi en fazla mnmn  1)1(  olan bir model 

sistem seçin. Model sistemin diferansiyel denklemini yazın. 

En yüksek mertebeli model sistem denklemi aşağıdaki gibi 

olacaktır. 

  0121

1

1 








 y
dt

dy

dt

yd

dt

yd
mn

mn

mnmn

mn

mn   

        (12.88) 

4) Faz değişkenlerinin tanımlanma biçimini dikkate alarak model 

sistemin denklemini, 
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0x
T

      (12.89) 

şeklinde ifade edin.  

5) İndirgenmiş performans kriterini aşağıdaki gibi yazın. 

 dtpuxKP
T






0

22)(..     (12.90) 

6) Kullanacağınız optimum kontrol yöntemi, 

 

 dtpuxQxKP
T






0

2..    (12.91) 

şeklinde bir performans kriteri kullanılmasını gerektiriyorsa, 

 

)()( 2 xSx
dt

d
xxQx

TTT
     (12.92) 

denkleminde uygun bir S matrisi seçerek Q  matrisini bulun ve 

performans kriterini denklem (12.91)’deki hale dönüştürün. 

 

7) Kullanmak istediğiniz optimum kontrol tasarım yöntemiyle 

geri besleme katsayılarının bulun ve optimum kontrol girişini 

faz değişkenleri cinsinden, 

 

xku
T

      (12.93) 

biçiminde ifade edin. 

8) Son aşamada Kısım 6.4’de verilen lineer dönüşüm yöntemiyle 

faz değişkenleri x, orijinal değişkenler ox ’a dönüştürülebilir 

ve kontrol girişi original değişkenler cinsinden yazılabilir. 

Bunun için, faz değişkenleri x, sistemin original değişkenleri 

ox ’a dönüştüren ve elemanları henüz bilinmeyen bir 

dönüşüm matrisi P  kabul edilir. P tekil olmayan bir kare 

matris olup, bu dönüşüm aşağıdaki gibidir. 

 

  xPxo       (12.94) 
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Daha sonra aşağıda tekrar düzenlenen, (6.34) ile verilen 

denklemler yazılır. 

  PAAP o   BBP
o
  PCCo  (12.95) 

Bu denklemlerden P’nin elemanları çözülür. 

9) Optimum kontrol girişi u orijinal durum değişkenleri 

cinsinden aşağıdaki gibi elde edilir. 

 

o

TT
xPkxku

1
     (12.96) 

12.2 Modele Dayalı Tasarım 

Bu kısımda bir giriş ve bir çıkışlı sistemlerin karesel optimum 

kontrolü için model sistem kavramı daha genelleştirilecektir. n’inci mertebe 

bir lineer sistemin durum denklemleri ve çıkış ifadesi aşağıdaki gibi 

verilmiş olsun. Burada durum değişkenleri faz değişkenleri olmak zorunda 

değildir.  

  ubxAx       (12.97) 

xcy
T

      (12.98) 

 Bu sistemin, aşağıda verilen m’inci mertebe model sisteme 

yaklaşan bir davranış sergilemesi istenmektedir.  

xAx ~~~       (12.99) 

xcy
T ~~~       (12.100) 

Denklem (12.99) ile verilen model denklemi homojendir. Yani 

sistem girişinden etkilenmemektedir. Bu sistem t = 0’da verilen başlangıç 

şartı tarafından sürülmektedir. Bu şart t = 0’da model çıkışı ve kontrol 

edilen sistem çıkışı aynı olacak şekilde belirlenir. Arzu edilen baskın kutup 

özelliklerini dikkate alarak model sistemin birinci ya da ikinci mertebe 

alınması uygun olur.  

 Şimdi kontrol edilecek sistemi ve model sistemi kullanarak Şekil 

12.1’deki gibi yeni bir sistem oluşturulsun. Bu yeni sistemin kontrol 

edilmemiş halinin ( 0
T

k , 0
~


T

k ) durum denklemleri ve çıkış ifadesi; 
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A, A
~

, b , T
c ve 

T
c~ matrislerinin elemanları cinsinden denklem (12.101) 

ve denklem (12.102)’deki gibi yazılabilir.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 12.1 
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       (12.101) 
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ya da kısaca, 

  ubzAz zz       (12.103) 

zce
T

z      (12.104) 

 Amaç model sistem çıkışıyla kontrol edilen sistemin çıkışı 

arasındaki farkı en aza indirmek olduğuna göre, performans kriteri 

aşağıdaki gibi tanımlanabilir. 

 dtuzcdtueKP
T

z




0

22

0

22 )()(..   (12.105) 

 

Yukarıdaki işlemler sonucu, modele dayalı tasarım problemi, 

klasik bir karesel optimum kontrol problemine dönüşmüştür. Tasarımı 

gerçekleştirmek için Riccati denklemi kullanılabilir. Yöntemin 

uygulanmasıyla ilgili aşağıda bir örnek verilmiştir. 

Örnek 12.6 

 Kontrol edilmek istenen bir sistemin durum denklemleri aşağıdaki 

gibidir. 

uxx 






















0

1

1.02

81.0
    (12.106) 

 xy 01      (12.107) 
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 Bu sistemin kutup değerleri jp 41.02,1   olup, sönümsüz 

sistem doğal frekansı yaklaşık 0.4n , sönüm oranı ise 025.0

kadardır. Yani sistem, sönümü çok az olan salınımlı bir sistemdir.  

Kontrol sonucunda sistem davranışının, 

  0~3~  yy      (12.108) 

ya da, 

  xx ~3~       (12.109) 

xy ~~        (12.110) 

şeklinde tanımlanan bir model sistemin davranışına yaklaşması 

istenmektedir. 

Bu problemde kontrol edilmek istenen sistem ve model sistemi 

birlikte tanımlayan durum denklemleri (denklem 12.101) aşağıdaki gibidir. 

u
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
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

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01.02
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  (12.111) 

   


















x

x

x

e
~

101 2

1

    (12.112) 

ya da kısaca,    

  ubzAz zz       (12.113) 

zce
T

z      (12.114) 

 Kullanılması gereken performans kriteri, 

 dtuzzdtueKP 




0

22
31

0

22 )()(..   (12.115) 
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ya da Q  matrisi formunda aşağıdaki gibidir. 

dtuzQzKP
T






0

2 )(.. 
  

          dtuzz
T





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
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








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0
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101

000

101

    (12.116) 

 Bundan sonra değişik  değerleri için matris Riccati denkleminden 

R0 matrisleri ve geri besleme katsayıları bulunmuş ve sonuçlar Çizelge 

12.1’de özetlenmiştir. Şekil 12.2’de ise 1)0(~)0( 11  xx , 0)0(2 x  

başlangıç şartları ve farklı  değerleri için kontrol edilen sistemin cevabı ve 

model sistemin cevabı görülmektedir.  değeri azaldıkça, performans 

kriterinin yapısı gereği daha büyük kontrol girişleri kullanılmakta ve 

kontrol edilen sistemin cevabı model sistemin cevabına doğru 

yaklaşmaktadır.  

Çizelge 12.1 

 

R0 matrisinin elemanları 
Geribesleme 

katsayıları 

r11 r12 r13 r22 r23 r33 k1 k2 1

~
k  

1 0.820 0.041 -0.110 3.260 -0.283 0.165 0.820 0.041 -0.110 

0.1 0.297 0.0147 -0.0898 1.165 -0.227 0.153 2.970 0.147 -0.898 

0.01 0.098 0.0047 -0.0563 0.368 -0.137 0.114 9.805 0.475 -5.630 

0.001 0.031 0.0014 -0.0258 0.103 -0.055 0.056 31.43 1.42 -25.79 

0.0001 0.010 0.0004 -0.0095 0.022 -0.013 0.018 99.81 3.55 -94.51 
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     Kontrol edilmemiş sistem                          Model sistem  
      =1                              =0.1                         =0.01  
                  =0.001                       =0.0001  
 

Şekil 12.2 

 

KAYNAKLAR 

[12.1] Schultz, D.G., Melsa, J.L., State Functions and Linear Control 

Systems, McGraw-Hill, New York, 1966. 

PROBLEMLER 

12.1  Bir sistemin ideal cevabı aşağıdaki denklemle tanımlanmışsa, 

model sistemin diferansiyel denklemini nasıl seçersiniz? 

 a) 2)( tty   b)   tety )(         c)    3)( tty      d)    tety 2)(   

12.2   Bir roket t = 0’da yerden y0 uzaklıkta ve hareketsiz haldeyken 

yumuşak iniş yapacak şekilde kontrol edilmesi istenmektedir. 

Bunun için ideal sistem cevabı, 

teyty 2
0)(   

   0                    1                    2                    3                    4                   5   

Zaman (s) 

   1 

 0.8  

 0.6  

 0.4 

 0.2 

    0  

-0.2 

-0.4 

-0.6 

-0.8 

   -1 

y
(t

) 
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olarak verilmiştir. Yer çekimi ivmesi g


, roketin kütlesi M’dir. 

Roket motorunun uyguladığı tepki kuvveti F(t) olup, kontrol 

girişini u(t) = F(t) – Mg olarak alın. 

- Roketin durum denklemlerini faz değişkenleri cinsinden 

standart matris formunda yazın. 

- Model sistemin diferansiyel denklemini bulun. 

- Yeterince büyük kontrol gücü kullanılırsa, kontrol edilen 

sistemin davranışının model sistemin davranışına gitmesini 

sağlayacak bir performans kriteri oluşturun. 

- Kalman denklemini kullanarak kapalı çevrim optimum 

kontrolu bulun. Kontrol edilmiş kapalı çevrim sistemin blok 

diyagramını çizin. 

12.3  Transfer fonksiyonu, 

 
)3)(2(

1
)(






sss

s
sG  

olan sistemin kontrolü için aşağıdaki model sistem denklemi 

verilmiştir. 

 0)()(  tyty  

- Sistemi faz değişkenleri cinsinden yazın ve  -vektörünü 

bulun. 

 

-  dtuxKP
T





0

22)(..   gibi bir performas kriteri 

oluşturun.  

 

- Matris Riccati denkleminin durağan çözümünden yararlanarak 

kapalı çevrim optimum kontrulü  = 1 ve   = 10 için bulun. 

Kontrol edilmiş kapalı çevrim sistemin blok diyagramını çizin. 

(MATLAB’den yararlanın.) 

12.4  Bir sistemin girişiyle çıkışı arasındaki transfer fonksiyonu  

  
3

1

)(

)(

ssU

sY
  
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gibidir.   Bu sistem y(0) = y0 başlangıç  durumundan y(tf) = 0 son 

durumuna aşağıdaki ideal cevaba göre getirilmek istenmektedir. 

 

 

 

 
 

Problemin çözümünde, 

    

 dtuxKP
T






0

22)(.. 

  

şeklinde bir performans kriteri ve uygun durum değişkenleri 

kullanın. 

 

- Cebirsel Riccati denklemini kullanarak optimum geribesleme 

katsayılarını bulun. Kapalı çevrim sistemin blok diyagramını 

çizin. 
 

-  = 0.0001,   = 0.01,   = 1,   = 10  ve   = 100 değerleri ve 

y0 = 4 için sistemin zaman cevaplarını ve ideal sistem cevabını 

bir grafikte gösterin. Sonuçları yorumlayın. (Bu kısımda 

MATLAB kullanın.)  
 

12.5  Kontrol edilmek istenen bir sistemin durum denklemleri ve çıkış 

ifadesi aşağıdaki gibidir. 

 uxx 






















0

1

1.02

81.0
           xy 01    

 Kontrol sonucunda sistem davranışının,  

 0~01.4~4~  yyy      

gibi tanımlanan bir model sistemin davranışına yaklaşması 

istenmektedir.   Bölüm 8.2’deki  yöntemi kullanın.  = 1,  = 0.1, 

 = 0.01,  = 0.001 ve  = 0.0001  için  matris Riccati denkleminin  

durağan  çözümünü  kullanarak  optimum  geribesleme 

y0 

t 

y(t) 
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katsayılarını bulun. x(0) = [1    0]T ve bu ağırlık katsayıları için 

sistem cevaplarını ve ideal cevabı grafik olarak gösterin. Sonuçları 

yorumlayın. (MATLAB kullanın.) 

12.6  Kontrol edilmek istenen bir sistemin durum denklemleri ve çıkış 

ifadesi aşağıdaki gibidir. 

 uxx
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
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0
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1204.444.40

100

010

     xy 001  

 

 Kontrol sonucunda sistem davranışının,  

 0~2~  yy      

gibi tanımlanan bir model sistemin davranışına yaklaşması 

istenmektedir.  Bölüm 8.2’deki yöntemi kullanın.   = 0.1,   = 1, 

 = 10 ve  = 100 için  matris Riccati denkleminin durağan 

çözümünü kullanarak optimum geribesleme katsayılarını bulun. 

x(0) = [1 0 0]T ve bu ağırlık katsayıları için sistem cevaplarını ve 

ideal cevabı grafik olarak gösterin. Sonuçları yorumlayın. 

(MATLAB kullanın.) 
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13 
ÖLÇÜLEMEYEN  

DURUM DEĞİŞKENLERİ  

 

 Durum uzayında yapılan kontrol sistemi tasarımlarında temel 

yaklaşım, durum değişkenlerinin hepsinin geri beslenmesidir. Bölüm 9’da 

görüldüğü gibi, lineer karesel optimum kontrol tüm durum değişkenlerinin 

ölçülmesini ve geri besleme katsayılarıyla çarpılarak optimum kontrol 

girişlerinin elde edilmesini öngörür. Bölüm 10’da sunulan kutup 

yerleştirme yönteminde de bütün durum değişkenleri geri beslenmişti. 

Ancak uygulamalarda genellikle bazı durum değişkenlerine ulaşılamaz. Bu 

durum, değişkenlerin tanımları dolayısıyla bunları ölçecek transdüserlerin 

piyasada mevcut olmaması, değişkenlerin ölçülebilirliğinin olmaması, 

ölçümün çok maliyetli olması ya da değişkenlerin ölçüleceği noktalara 

fiziksel olarak ulaşılamaması, ölçümde gürültü olması gibi nedenlerden 

kaynaklanabilir. Bazı örnekler aşağıda verilmiştir. 

- Faz değişkenleri kullanıldığında basınç, sıcaklık, debi, elektrik 

gerilimi, elektrik akımı, kuvvet, v.b. değişkenlerin türevlerini 

ölçecek transdüserler yoktur.   

- Kanonik değişkenler kullanıldığında, bu değişkenlerin fiziksel 

karşılıkları olmayabilir. 

- Yayılı parametreli bir sistemin kümesel parametreli olarak 

modellenmesi sonucu, ölçüm yeri tam olarak 

tanımlanamıyabilir. 

- Sistemin fiziksel yapısı ya da olumsuz çevre şartları dolayısıyla 

ölçüm noktasına erişilemiyebilir. 

- Yapılan ölçümde aşırı gürültü olabilir. 

 

Böyle durumlarla karşılaşıldığında ölçülebilen durum 

değişkenlerinden ya da sistem çıkışından sağlanan bilgiye dayanarak 

ölçülemeyen değişkenlerin kestirilmesi veya filtreleme gibi yöntemlere 

başvurulur. Kontrol işlemi, ölçülen ve kestirilen değişkenler geri beslenerek 

yürütülür. Bu bölümde gözleyici ve Kalman filtresi kullanımı olarak iki 

yöntem sunulacaktır. Gözleyici, sistemde gürültünün az olduğu hallerde, 



418 
 

ölçülen değişken bilgilerinden ölçülemeyenleri deterministik olarak verir. 

Kalman filtresi ise sistemde gürültü olması halinde, gürültülü olarak 

ölçülen ve ölçülemeyen değişkenleri elde etmeye yarar. 

13.1 Gözleyiciler ve Ölçülemeyen Değişkenler İçin Gözleyici Tasarımı 

 

 Gözlenebilirliği olan tek çıkışlı bir sistemin durum denklemleri 

aşağıdaki gibi verilmiş olsun.  

uBxAx       (13.1) 

 

xCy       (13.2) 

Bu sisteme optimum kontrol ya da kutup yerleştirme gibi bir 

yöntem uygulandığında bütün durum değişkenlerinin geri beslenmesi 

gerekir. Ancak uygulamalarda yukarıda belirtilen sebepler dolayısıyla 

durum değişkenlerinin hepsinin ölçülmesi mümkün olmayabilir. Hatta bazı 

durumlarda sistemin çıkışı dışında hiç bir ölçüm yapılamayabilir. Her iki 

durumda da gözleyiciler kullanarak ölçülemeyen durum değişkenlerinin 

kestirimi yoluna gidilir. Eğer sadece sistemin çıkışı ölçülüyorsa, bu bilgiye 

dayanarak durum değişkenlerinin hepsinin değerini kestirmek için 

kullanılan gözleyiciye tam-mertebeli durum gözleyicisi denir. Tam-

mertebeli durum gözleyicisinin durum değişkenlerini kestirebilmesi için 

gerek ve yeter şart, kontrol edilen sistemin gözlenebilir olmasıdır [13.1].  

Ölçülebilen bazı durum değişkenlerini kullanarak ölçülemeyen diğer 

durum değişkenlerini kestiren gözleyici ise minimum-mertebeli durum 

gözleyicisi olarak adlandırılır. 

13.1.1 Tam-Mertebeli Gözleyici Tasarımı 

 Tam-mertebeli gözleyici uygulanan bir sistemin genel yapısı Şekil 
13.1’deki gibidir. K’nın elemanları belli bir tasarım kriterine göre kapalı 
çevrim sistem kutuplarını belirlemeye yarayan geri besleme katsayılarıdır. 
Bu katsayıların çarptığı durum değişkenlerinin kestirilen değerleri bir 
gözleyici tarafından belirlenmektedir. Ölçülen sistem çıkışı y ve sisteme 
uygulanan kontrol girişi u tam-mertebeli durum gözleyicisinin girişleridir. 
Gözleyicinin çıkışı kontrol edilen sistemin kestirilen durum vektörü x̂ ’dir.  

Gözleyici ve plantın daha ayrıntılı yapısı Şekil 13.2’deki blok 
diyagramında verilmiştir. Gözleyici kullanılmasının temel nedeni, durum 
değişkenleri ölçülemediğinden başlangıç şartlarının bilinmemesi ve bu 
yüzden sistem modelinden durum değişkenlerinin çözülerek geri besleme 
amacıyla   kullanılamamasıdır.   İyi  tasarlanan   bir   gözleyici   tarafından 
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kestirilen durum değişkeni değerleri kısa bir süre sonra sistemin durum 
değişkenlerinin değerlerine doğru yaklaşır ve bu sorunu ortadan kaldırır.     

Gözleyicinin girişleri u ve y olup, Şekil 13.2’deki blok 
diyagramından aşağıdaki denklemler yazılabilir. 

yKuBxCKAx oo  ˆ)(̂    (13.3) 

 

Durum değişkenleri vektörü x ve kestirilen durum değişkenleri x̂

arasındaki fark kestirim hatası olup, aşağıdaki gibi bulunur.   

 
 

)ˆ)(()ˆ()ˆ(

ˆ)(

ˆ)(ˆ

xxCKAxxCKxxA

xCKuBxCKAuBxA

yKuBxCKAuBxAxxe

oo

oo

oo





 

 (13.4) 

ya da, 

 eCKAe o )(        (13.5) 

 Bu denklemden çözülecek hatanın kararlı olması zorunludur. 

Ayrıca çözüm hızla sıfıra doğru gitmelidir. Hatanın sıfıra gitme hızı, 

kontrol edilen sistemin en hızlı cevap bileşeninden daha hızlı olmalıdır. 

Yani denklem (13.5) ile tanımlanan gözleyicinin kutupları, kapalı çevrim 

sistemin en küçük kutbundan daha küçük seçilmelidir. Ancak 

uygulamalarda aşırı hızlı bir gözleyici kullanılması halinde, sistemde 

olabilecek gürültünün de gözleyici tarafından izlenebileceği göz önünde 

bulundurulmalıdır. Çeşitli kaynaklarda gözleyici tasarımı için farklı 

yaklaşımlar sunulmuştur. Ancak bunların hepsi esas itibariyle gözleyicili 

sistemin kutuplarının uygun olarak seçilmesini, bu yapılırken de gözleyici 

kutuplarının diğer sistem kutuplarından yeterince küçük olmasını sağlar. 

Yani sonuç olarak bir kutup yerleştirme probleminin çözülmesi söz 

konusudur. Eğer hata denkleminin kutupları 1, 2, . . . olarak seçilmişse, Ko 

aşağıdaki denklemi sağlar. 

   ))(()(det 21  ssCKAIs o
   (13.6) 

 Şekil 13.2’den,  

eKBxKBAxxKBxKBA

xKBxKBxKBxAxKBxAx





)()ˆ()(

ˆˆ
(13.7) 

yazılabilir, Bu denklem, denklem (13.5) ile birlikte ele alınırsa, kontrol 

edilen sistem ve hatayı tanımlayan sistemin oluşturduğu bütünleşik 

sistemin durum denklemleri aşağıdaki gibi ifade edilebilir [13.1]. 

[                             ] 
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  (13.8) 

 Bu denklemin eCKAe o )(   kısmı sadece e cinsinden 

olduğundan  özdeğerleri sistemin geri kalanından bağımsız olarak 

belirlenebilir. Denklem (13.7) ile tanımlanan sistemin karakteristik 

denklemi, 

  0
0

det 












CKAsI

KBKBAIs

o

 (13.9) 

olacağından, 

0))((  CKAsIKBAIs o
  (13.10) 

yazılabilir. Bu ifadede ikinci çarpanın determinantı sıfıra eşitlenirse hata 

denkleminin özdeğerlerini verir. Birinci çarpanın determinantı sıfıra 

eşitlenirse   kontrol edilmek istenen sistemin özdeğerleri elde edilir. O halde 

gözleyicinin özdeğerleri, kontrol edilmek istenen sistemin özdeğerlerinden 

bağımsız olarak bulunabilir. 

 Denklem (13.8) incelendiğinde hatanın başlangıç koşullarının 

rastgele değil, olduğunca doğru olarak tahmin edilmesinin önemi 

görülmektedir. Bu denklemden x ayrılırsa, 

  eKBxKBAx  )(     (13.11) 

elde edilir. t =0’da gözleyici büyük bir hata değeriyle başlatılırsa, bu 

denklem (13.11) için büyük bir basamak giriş olarak algılanacak ve x’in 

geçici davranışını olumsuz yönde etkileyecektir. Bu durumda gözleyici 

ancak bu geçici davranış sönümlendikten sonra beklenen performansı 

vermeye başlayacaktır. Bu bölümde verilen Örnek 13.2’de bu husus daha 

ayrıntılı olarak incelenmiştir. 

 Şimdi gözleyicinin sisteme eklenmesi sonucu ortaya çıkan 

bütünleşik sistem incelensin. Kontrol edilmek istenen sistemin mertebesi n 

ise tam-mertebeli gözleyicinin mertebesi de n olacağından, kontrol edilmek 

istenen sistemle gözleyicinin oluşturduğu komple sistemin mertebesi 2n 

olur. Şekil 13.2’den aşağıdaki ifadeler yazılabilir. 

xKBxAx ˆ      (13.12) 

xCKxKBCKAx oo  ˆ)(̂   (13.13) 
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 2n mertebeli bütünleşik sistemin durum değişkenleri aşağıdaki gibi 

ifade edilebilir. 
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 Şekil 13.2’de gözleyicinin A, B ve C matrisleri sistemin 

matrisleriyle aynı alınmıştır. Bu durumda durağan kestirim hatası sıfıra 

gider. Ancak uygulamalarda sistem matrislerinin belirlenmesinde daima bir 

miktar belirsizlik vardır ve kestirim hatası tam olarak sıfıra gitmez.  

Tam-mertebeli bir gözleyici tasarlanırkan izlenecek aşamalar 

aşağıda sıralanmıştır. 

a) Kontrol edilecek sistemin arzu edilen kutup yerlerini 

belirleyin. Bunun için klasik veya modern kontrol 

yöntemlerinden birisi kullanılabilir. Örneğin geçici davranış 

özellikleri ya da Riccati denklemi kullanılabilir. Bu kutupları 

verecek geribesleme matrisi K’yı bulun. 

b) Yukarıda belirlenen kutuplar arasında sanal eksenden en uzak 

olanından 2-4 kat uzak olacak şekilde gözleyici kutuplarını 

belirleyin. 

c) Denklem (13.6)’dan ya da herhangi bir kutup yerleştirme 

yöntemiyle gözleyici geribesleme matrisi Ko’yu belirleyin. 

d) x(0) ve e(0) başlangıç şartılarını akılcı bir biçimde belirleyin. 

Bu başlangıç şartlarını kullanarak denklem (13.8)’den x ve 

e’nin değişimini elde edebilirsiniz. İstenirse bunlardan ayrıca 

x̂  bulunabilir. Diğer bir seçenek de verilen x(0) ve )0(x̂

başlangıç şartlarını kullanarak denklem (13.14)’den x ve x̂  

değişkenlerini çözmek ve bunlarda e’yi elde etmektir. Ancak 

daha basit bir ifade olması dolayısıyla genellikle denklem 

(13.8)’in kullanılması tercih edilir. 

Örnek 13.1 

 Bir sistemin durum denklemleri aşağıdaki gibidir.  
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Bu sistemin, 


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1 )10(.. dtuxIP     (13.17) 

şeklinde tanımlanan bir performans kriteri kullanarak optimum olarak 

kontrol edilmesi istenmektedir.  Bunun için Riccati denklemi kullanılmış 

ve optimum geribesleme katsayıları aşağıdaki gibi bulunmuştur.  

 823.1742.1K     (13.18) 

 Bu sistemin kutupları p1,2 = -1.41j2.34 gibidir. Şekil 13.3 ve Şekil 

13.4’de bu sistemin  Tx 11)0(   başlangıç koşuluna verdiği cevap 

görülmektedir.  

Optimum kontrolün uygulanması sırasında sadece sistem çıkışı 

ölçülebildiğine göre tam-mertebeli bir gözleyici tasarlanmalıdır. 

 

 Gözleyici hata denkleminin kutupları sistemin sanal eksene en uzak 

kutbundan oldukça daha küçük seçilmelidir. Bunun için tipik bir ölçüt, 

gözleyici kutuplarının, sistemin sanal eksene en uzak kutbundan yaklaşık 

2-4 kat kadar daha uzakta olmasıdır. Bu örnekte gözleyici kutupları katlı 

olarak   p1,2 = 6 olarak alınacaktır. 

Denklem (13.5) yazılırsa, aşağıdaki ifade bulunur. 
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Hata denkleminin kutuplarının, 6 olması için şart ise, 
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                       Şekil 13.3                                                Şekil 13.4 

gibidir. Bu denklemin sağ ve solundaki s’nin aynı kuvvetteki terimlerinin 

katsayıları eşitlenirse, gözleyicinin geribesleme katsayıları aşağıdaki gibi 

elde edilir. 
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 Denklem (13.8)’de A, B, C, K ve Ko yerine koyulursa gözleyicili 

sistemin denklemleri aşağıdaki hali alır. 
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 Burada, 
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olduğuna göre, denklem (13.22) aşağıdaki hali alır. 
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 Yukarıdaki denklemle tanımlanan gözleyicili sistemin 
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)0(e  başlangıç şartları için x(t) ve e(t) eğrileri  Şekiller 13.5 – 13.8’de 

verilmiştir. Görüldüğü gibi, hatalar yaklaşık 1.5 s sonra sıfıra gitmektedir. 

Durum değişkenlerinin değişim biçimleri, Şekil 13.3 ve Şekil 13.4’deki 

optimum sisteminkilere çok yakındır. 
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Örnek 13.2 

 İki kontrol girişli bir sistemin durum denklemleri aşağıdaki gibidir.  
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 Bu sistemin, 
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şeklinde tanımlanan bir performans kriterini kullanarak optimum olarak 

kontrol edilmesi istenmektedir.  Bunun için Riccati denklemi kullanılmış 

ve geribesleme katsayıları aşağıdaki gibi bulunmuştur.  
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 Bu sistemin kutupları p1 = 2.678 ve p2 = 0.915 değerlerindedir. 

Bu sistemin 
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)0(x  başlangıç koşuluna verdiği cevap eğrileri Şekil 13.9 

ve Şekil 13.10’da görülmektedir.  

 Sadece sistem çıkışı ölçülebildiğinden, tam mertebeli bir gözleyici 

tasarlanması istenmektedir. Gözleyici kutuplarının sanal eksene uzaklığı, 

sistemin sanal eksene en uzak kutbundan 2-4 kat kadar daha uzak olmalıdır. 

Bu örnekte gözleyici kutupları katlı olarak   p1,2 = 8 noktasında alınacaktır. 

 Hata denklemi yazılırsa, 
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 Hata denkleminin kutuplarının, 8 olarak istenen kutup değerlerine 

eşit olması için şart aşağıdaki gibi yazılabilir. 
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 Bu denklemin sağ ve solundaki s’nin aynı kuvvetteki terimlerinin 

katsayıları eşitlenirse, gözleyicinin geribesleme katsayıları aşağıdaki gibi 

bulunur. 
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Denklem 13.8’de geçen terimler hesaplanır ve yerine koyulursa x 

ve e cinsinden aşağıdaki denklem yazılabilir. 
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edilen cevap eğrileri Şekiller 13.11 – 13.14’de görülmektedir. Görüldüğü 
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gibi, hatalar yaklaşık 1 s sonra sıfıra gitmektedir. Durum değişkenleri de 

Şekil 13.9 ve Şekil 13.10’daki optimum sistemin eğrilerine çok yakındır. 
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Başlangıç şartlarının sistemde yarattığı geçici davranışı daha iyi 
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edilen cevap eğrileri Şekiller 13.15 – 13.18’de verilmiştir. Başlangıç 

şartının denklem (13.11) üzerindeki güçlü etkisi açıkça görülmektedir. Bu 

durumda başlangıç şartının yarattığı geçici davranış dolayısıyla Şekil 13.15 

ve Şekil 13.16’daki eğrilerle Şekil 13.11 ve Şekil 13.12’deki optimum 

sistemin eğrileri arasındaki fark çok artmıştır. Gözleyicinin durum 
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değişkenlerini doğru bir biçimde kestirebilmesi ancak geçici davranışın 

yeterince sönümlenmesinden sonra mümkün olacaktır.  
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                        Şekil 13.17              Şekil 13.18  

13.1.2 Minimum-Mertebeli Gözleyici Tasarımı 

 Bazı uygulamalarda durum değişkenlerinin bir kısmı 

ölçülebilirken, diğerleri ölçülemeyebilir. Böyle durumlarda sadece 

ölçülemeyen durum değişkenlerinin kestirilmesi yeterlidir. Bu işlem 

minimum mertebeli gözleyici kullanarak gerçekleştirilir.  

 Mertebesi n ve giriş sayısı r olan bir sistemin durum denklemleri 

aşağıdaki gibi verilmiş olsun. 
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a sayıdaki durum değişkeni ölçülüyor olsun. Bu değişkenler xa 

olarak gösterilsin. Geri kalan ve ölçülemeyen n – a = b sayıdaki değişken 

ise xb olsun. Çıkış y ise sadece ölçülebilen değişkenler cinsinden, 

   a

b

a

aba x
x

x
IxCy 








 0   (13.36) 

olarak tanımlanmış olsun. Bu tanımlar cinsinden durum denklemleri 

aşağıdaki gibi ayrıştırılarak yazılabilir. (Bu bölümde kullanılan matrislerin 

boyutları Çizelge 13.1’de listelenmiştir.) 

u
B

B

x

x

AA

AA

x

x

b

a

b

a

bbba

abaa

b

a







































  (13.37) 

Denklem (13.37)’den ölçülemeyen durum değişkenleri için 

aşağıdaki ifade yazılabilir. 

uBxAxAx bababbbb     (13.38) 

 Denklem (13.37)’den ölçülebilen durum değişkenleri ile ilgili 

olarak ise aşağıdaki denklem yazılabilir. 

uBxAxAx ababaaaa     (13.39) 

ya da, 

uBxAxxA aaaaabab      (13.40) 

Şekil 13.19’da verilen blok diyagramında bu denklemler 

kullanılarak oluşturulan gözleyicili sistemin yapısı görülmektedir. Bu 

şekildeki blok diyagramı, Şekil 13.2’deki tam-mertebeli gözleyici kullanan 

sistemin blok diyagramıyla karşılaştırıldığında aşağıdaki iki husus özellikle 

dikkati çekmektedir.  

i) Şekil 13.19’da ”1” olarak numaralanan toplama bloğunun 

sağındaki giriş incelendiğinde, denklem (13.40)’ın sağ 

tarafındaki terimlerin sistem çıkışının yerini aldığı 

görülmektedir. Bu giriş ölçülebilen değişkenler cinsindendir ve 

bab xA ’ye eşittir.  

ii) Toplama bloğunun eksi işaretli girişi, yani gözleyici çıkışı 

denklem (13.40)’ın sol tarafıyla aynıdır. Bu çıkış tam-

mertebeli gözleyicide C ile çarpılarak elde edilirken, bu sefer 
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C ‘nin yerini Aab almıştır. Bu giriş ise kestirilen değişkenler 

cinsinden ve bab xA ˆ ’ye eşittir. 

iii) Şekil 13.2’deki uB  teriminin yerini ise uBxA baba   almıştır. 

Çizelge 13.1 

Matris Boyut Matris Boyut 

A nn Ko ba 

Aaa aa u r1 

Aab ab x n1 

Aba ba x̂  n1 

Abb bb xa a1 

B nr xb b1 

Ba ar 
bx̂  b1 

Bb br y a1 

Ia aa 0ab ab 

Ib bb 0ba ba 

K rn a + b = n 

                             Ölçülebilen durum değişkeni sayısı = a 

        Ölçülemeyen durum değişkeni sayısı = b 

 

Şekil 13.19’daki blok diyagramından bx̂  için aşağıdaki denklem 

yazılabilir.  

)(

ˆ)(ˆ

uBxAxKuB

xAxAKAx

aaaaaob

abababobbb








  (13.41) 

Ancak yukarıdaki denklemin içinde geçen ax  teriminin ölçüm 

yoluyla bulunması sistemdeki gürültüyü artıracaktır.  Bu terimi ortadan 

kaldırmak için sağ taraftaki türevli terim sol tarafa alınarak yeni bir ẑ  

değişkeni, 

aob xKxz  ˆˆ      (13.42) 

olarak tanımlansın. Denklem (13.42)’den bx̂  çözülüp, denklem (13.41)’de 

yerine koyulursa, yeni değişken cinsinden aşağıdaki ifadeler elde edilir. 
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)(

)ˆ)((ˆ

uBxAxKuBxA

xKzAKAxKz

aaaaaobaba

aoabobbao








 (13.43) 

ya da, 
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 
uBKB

xAKAKAKA

zAKAz

aob

aaaobaoabobb

abobb

)(

)(

ˆ)(ˆ







 (13.44) 

 Denklemin katsayıları için, 

 

aob

aaobaoabobb

abobb

BKBF

AKAKAKAB

AKAA







ˆ

)(ˆ

ˆ

  (13.45) 

matrisleri tanımlanırsa, kısaca aşağıdaki denklem yazılabilir. 

uFxBzAz a
ˆˆˆˆˆ      (13.46) 

 xKu ˆ  şeklinde tanımlanan kontrol girişinin elde edilebilmesi 

için ẑ  değişkeninden tekrar x̂  değişkenine dönüşüm yapılmalıdır.  xa 

ölçülebildiğinden doğrudan kullanılabilir.  O halde, kontrol girişi ifadesinde 

kullanılacak x̂  aşağıdaki gibi yazıabilir. 

yDzCxDzCx
K

z
I

xK

x

zxKz

x

x

x
x

aa

o

ao

a

ao

a

b

a

ˆˆˆˆˆˆ
1

ˆ
0

ˆ

0

ˆˆ
ˆ



























































 (13.47) 

 Gözleyicili sistemin yeni değişken ẑ  cinsinden çizilen ve denklem 

(13.47)’deki dönüşümü de içeren blok diyagramı Şekil 13.20’de verilmiştir. 

 Diğer yandan, denklem (13.41)’de türev içeren parantezli terim 

yerine denklem (13.40)’dan bab xA  koyulursa ve bu şekilde elde edilen 

denklem, denklem (13.38)’den çıkarılırsa aşağıdaki ifade elde edilir. 

)ˆ)((ˆ
bbabobbbb xxAKAxx     (13.48) 

 Hata matrisi, 

bb xxe ˆ      (13.49) 

olarak tanımlanırsa, hatanın değişimini tanımlayan denklem aşağıdaki gibi 

bulunur. 

eAeAKAe abobb
ˆ)(     (13.50) 
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 Tasarım sırasında daha önce tam mertebeli gözleyici tasarımında 

olduğu gibi, denklem (13.50) ile tanımlanan sistemin kutupları, kontrol 

edilmiş sistemin kutuplarına göre sanal eksenden 2-4 kat daha uzakta 

alınmalıdır. 

Simülasyonda kullanılacak komple denklem takımı kompozit 

matrisler cinsinden aşağıdaki gibidir. Parantez içindeki terimler matrislerin 

boyutlarıdır. 
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 (13.51) 
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 Denklem (13.51)’in sağ tarafındaki ilk matrise A* denirse, durum 

değişkenleri  nbnn

T
zzxxxw ˆˆ

21  
 olarak yeniden 

isimlendirilirse ve  

   

w

bbbbab

IK

aa

I

nr

K

rb

F

rn

B

u

rb

F

rn

B

wQ
o
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

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
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ˆ
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ˆ

)(
 

        (13.52)  

olarak tanımlanırsa, geri besleme uygulanmış gözleyicili sistemin durum 

denklemleri aşağıdaki hali alır. 

wQAw )*(       (13.53) 

Örnek 13.3 

 Kontrol edilmek istenen bir sistemin durum denklemleri aşağıda 

verilmiştir.  

uxx











































1

0

0

0

325.85.105.8

1000

0100

0010

  (13.54) 

 

  1

4

3

2

1

0001 x

x

x

x

x

xCy 



















    (13.55) 

i) Bu sistemin kapalı çevrim kutuplarının jp 1.05.02,1   ve 

jp 2.022,1    noktalarına yerleştirilmesi isteniyor. Bunu 

sağlayacak geribesleme katsayılarını bulun. 

ii) x1 ölçülebilmektedir. x2, x3 ve x4’ü kestirmek için minimum 

mertebeli bir gözleyici tasarlayın. 

Önce kutupları istenen yerlere yerleştirmek için gereken geri 

besleme katsayılarını belirleyelim. Sistem tek girişli olduğunda Ackermann 
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formülünden yararlanılabilir. Bu formüle göre geri besleme katsayıları 

aşağıdaki gibi bulunur. 

  )(10...000
1

ADMk C

T 
    (13.56) 

 Burada D(A) terimi, olması istenen kutuplara karşılık gelen 

karakteristik denklem D(s)’de s = A koyularak elde edilir. M C ise sistemin 

kontroledilebilirlik matrisidir. Bu problem için karakteristik denklem, 

0504.108.53.85

)2.02)(2.02)(1.05.0)(1.05.0(

234 



ssss

jsjsjsjs
(13.57) 

olduğuna göre, D(A) aşağıdaki gibi bulunur. 
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




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





8479.320525.7931.93595.34

07.46379.20475.45575.50

95.592.214496.2817

205.042.54496.7

0504.108.53.85)(
234

IAAAAAD

 (13.58) 

 


























0.1275.031

75.0310

3100
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CM    (13.59) 

olup, 



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

















0001

0013

01325.8

1325.85.10

1

CM    (13.60) 

olarak elde edilir. Denklem (13.58) ve denklem (13.60) ile bulunan değerler 

denklem (13.56)’da yerine koyulursa gözleyicili sistemin blok 

diyagramında yer alan geri besleme katsayı matrisi K (= kT) aşağıdaki gibi 

bulunur. 

 205.042.54496.7 K   (13.61) 

 Orijinal sistemin ve kutup yerleştirme sonrasında elde edilen 

sistemin x(0) = [1; 0; 0; 1] başlangıç şartı ve u = 0 için cevapları Şekil 

13.21’de görülmektedir. 
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 Bu problemde tek giriş olduğundan u skalar u şeklindedir. x1 

ölçülebilmektedir. Diğer durum değişkenlerini kestirmek için kullanılacak 

minimum mertebeli gözleyicinin denklemlerinde geçen matrisler aşağıdaki 

gibidir. 

   0010  abaa AA   
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Denklemler (13.50)’de geçen Â  matrisi ise aşağıdaki gibidir. 
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        (13.63)  

Bu matrisin özdeğerleri, kontrol edilmiş sistemin sanal eksenden 

en uzak özdeğerine göre dört kat daha uzakta, p1,2,3 =  8 noktasında katlı 

olarak seçilsin. 
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        (13.64) 
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Şekil 13.21 

Denklem (13.64)’ün sağ ve solunda s’nin aynı kuvvete sahip 

terimlerinin katsayılarını eşitleyerek k1 = 21, k2 = 120.75 ve k3 = -34 olarak 

çözülür. Böylece, oK  matrisi aşağıdaki gibi bulunur. 
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 Â  matrisi ise denklem (13. 63)’den aşağıdaki gibidir. 
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Kutbu yerleştirilmiş sistem Orijinal sistem 
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 Denklemler (13.45) ve (13.47)’de geçen diğer matrisler ise 

aşağıdaki gibi elde edilir.  
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Â  matrisi denklem (13.50)’de yerine koyulursa, hata denklemi 

aşağıdaki gibi bulunur. 
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 Â , B̂  ve F̂  matrisleri denklemler (13.46)’da yerine koyulursa, 

aşağıdaki ifade elde edilir. 
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  Diğer yandan denklem (13.42)’den, 
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ya da, 
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Ayrıca giriş aşağıdaki gibidir. 
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Minimum mertebeli tüm sistemin yapısı Şekil 13.22’de verilmiştir. 

Şimdi belli bir başlangıç koşulu için sistemin davranışını 

simülasyon yoluyla inceleyelim. Kontrol edilecek sistemin t = 0’daki 

başlangıç koşulları daha önce olduğu gibi x1(0) = 1, x2(0) = 0, x3(0) = 0, 

x4(0) = 1 olsun. x̂  ise başlangıçta hatalı olarak  tahmin edilmiş olsun ve 

1)0()0(ˆ
11  xx  (bu terim hatasız ölçülmekte), 1.0)0(ˆ

2 x , 1.0)0(ˆ
3 x , 

9.0)0(ˆ
4 x olarak kabul edilsin. ẑ  için başlangıç şartları denklem 

(13.72)’den aşağıdaki gibi bulunur.  

9.20)0(211.0)0()0(ˆ)0(ˆ
11122  xxkxz  

65.120)0(75.1201.0)0()0(ˆ)0(ˆ
11233  xxkxz  

9.34)0(349.0)0()0(ˆ)0(ˆ
11344  xxkxz  

Simülasyonda kullanılacak komple denklem takımı aşağıdaki 

gibidir. 

21 xx        (13.75) 

32 xx        (13.76) 

43 xx        (13.77) 

uxxxxx  43214 325.85.105.8   (13.78) 
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1322 25.320ˆˆ21ˆ xzzz     (13.79) 

1423 75.2569ˆˆ75.120ˆ xzzz     (13.80) 

uxzzzz  14324 1875.409ˆ3ˆ25.8ˆ5.23̂  (13.81) 
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Bu denklemlerde geçen kontrol girişi ise aşağıdaki gibi bulunur. 

 4321
ˆ2ˆ05.0ˆ42.54496.7 xxxxu    (13.82) 

Ama, 

 






















































































134

123

112

1

1

3

2

1

4

3

2

4

3

2

1

ˆ

ˆ

ˆ

1

ˆ

ˆ

ˆ

0

ˆ

ˆ

ˆ
ˆ

xkz

xkz

xkz

x

x

k

k

k

z

z

z

x

x

x

x

x   (13.83) 

olduğundan, u aşağıdaki gibi ifade edilebilir. 

  
432

1321

ˆ2ˆ05.0ˆ42.5

)205.042.54496.7(

zzz

xkkku




  (13.84) 

 Gözleyicili sistemin simülasyonu, denklemler (13.75) - (13.81) ve 

(13.84)’ün aşağıda tekrardan özetlenen başlangıç koşullarıyla çözülmesiyle 

elde edilir. 

9.34)0(ˆ65.120)0(ˆ9.20)0(ˆ

1)0(0)0(0)0(1)0(

332

4321


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zzz

xxxx
      (13.85) 

 Şekil 13.23’de kutup yerleştirilmesi yapılmış gözleyicisiz sistem ve 

minimum mertebeli gözleyici uygulanmış sistemin cevapları karşılaştırmalı 

olarak verilmiştir. Şekil 13.24’de ise 2x̂ , 3x̂  ve 4x̂ ’in kestirim hataları 

(sırasıyla e1, e2 ve e3)  verilmiştir. Bu şekillerden görüldüğü gibi gözleyici 

sistem yaklaşık 1 s içinde sönümlenen bir geçici davranıştan sonra durum 

değişkenlerini yaklaşık sıfır hatayla kestirebilmektedir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 13.23-1 
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Şekil 13.23-2 
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Şekil 13.24-2 

Örnek 13.4 

 Bu örnekte daha genel bir sistem ele alınacaktır. Sistem beşinci 

mertebeli ve bir girişlidir. Sistemin durum denklemleri aşağıda verilmiştir.  
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xCy  (13.87) 

Durum değişkenlerinden x1 ve x2 ölçülmekte, fakat x3, x4 ve x5 

ölçülememektedir.  Bu  sistemin  kutupları  p1,2 = 2  2j,  p3,4 = 0.1  j  ve 

p5 = 5   konumlarındadır.    Önce   sistem   kutuplarını     p1,2 = 1  1.5j,  

p3,4 = 0.5  0.5j ve p5 = 2 konumuna yerleştirecek geri besleme 

katsayılarının belirlenmesi, daha sonra da ölçülemeyen x3, x4 ve x5 

değişkenlerini kestirmek için minimum mertebeli bir gözleyici tasarlayarak 

kontrolün gerçekleştirilmesi istenmektedir. 
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Sistem tek girişli olduğundan kutupları istenen yerlere yerleştirmek 

için kullanılması gereken geri besleme katsayıları Ackermann formülünden 

yararlanarak bulunabilir. Bu formüle göre geri besleme katsayıları 

aşağıdaki gibidir. 

  )(10000
1

ADMk C

T 
    (13.88) 

 Burada D(A) terimi, olması istenen kutuplara karşılık gelen 

karakteristik denklem D(s)’de s = A koyularak elde edilir. M C ise sistemin 

kontroledilebilirlik matrisidir. Bu problem için karakteristik denklem, 

25.3125.1075.1575.115

)2)(5.11)(5.11)(5.05.0)(5.05.0(

2345 



sssss

sjsjsjsjs
   

(13.89) 

olduğuna göre, D(A) aşağıdaki gibi bulunur. 
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olarak elde edilir. Denklem (13.90) ve denklem (13.92) ile bulunan değerler 

denklem (13.88)’de yerine koyulursa gözleyicili sistemin blok 
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diyagramında yer alan geri besleme katsayı matrisi K  (= kT) aşağıdaki gibi 

bulunur. 

 2.406.1994.38155.2615.37K  (13.93) 

 Orijinal sistemin ve kutup yerleştirme sonrasında elde edilen 

sistemin x(0) = [1; 0; 0; 0; 1] başlangıç şartı ve u = 0 için cevapları Şekil 

13.25’de görülmektedir. 

Şimdi ölçülemeyen durum değişkenlerinin kestirilmesi için 

minimum mertebeli gözleyici tasarımına geçilebilir. Bu problemde tek giriş 

olduğundan u skalar u şeklindedir. Gözleyici denklemlerinde geçen 

matrisler bu problem için aşağıdaki gibidir. 
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 Kutup yerleştirme sonrasında sistemin sanal eksenden en 

uzak kutbunun gerçek kısmı 2 olduğuna göre, gözleyici kutupları 

buna göre yaklaşık 2-4 kat daha uzakta ve katlı olarak 8’de 

alınsın. Denklem (13.45)’deki ifadelerde boyut uyumunun 

sağlanması için  Ko matrisinin boyutu 32 olmalıdır.  Â  matrisinin 

yerleştirmek için bu matrisin üç elemanının kullanılması yeterlidir. 

Diğer elemanlar seçilirken, genellikten uzaklaşmamak için ve bilgi 

kaybına neden olmamak için aşağıdaki kurallara uyulmalıdır. i) Ko 

elemanları sıfır olmamalıdır.  ii) Ko’nun kullanıldığı matrislerin 

hesaplanması sırasında elemanlar birbirini özdeş olarak yok 

etmemelidir. Bu düşünceler ışığında Ko matrisini aşağıdaki gibi 

olsun. 
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Şekil 13.25 
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Denklem (13.45)’den aşağıdaki ifade bulunur. 
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 Bu matrisin öz değerlerini katlı olarak 8’e yerleştirecek olan k1, k2 

ve k3 katsayıları aşağıdaki denklemin sağ ve solunda bulunan s’nin aynı 

kuvvetli terimlerinin katsayılarını eşitleyerek bulunur.  

  51219224)8(ˆdet 233  ssssAIs  (13.97)  

 Diğer katsayılar da sıfırdan farklı olarak “2” alınırsa Ko ve Â  

aşağıdaki gibi elde edilir. 
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 Ayrıca denklem (13.45)’den B̂  ve F̂  bulunur. 
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   [          ] 
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 Ĉ  ve D̂  matrisleri ise aşağıdaki gibidir.  
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Â  matrisi denklem (13.50)’de yerine koyulursa, hata denklemi 

aşağıdaki gibi bulunur. 
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  (13.104) 

Â , B̂  ve F̂  matrisleri denklemler (13.46)’da yerine koyulursa, 

aşağıdaki ifade elde edilir.  
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Diğer yandan denklem (13.42)’den, 
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ya da, 
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Ayrıca giriş aşağıdaki gibidir. 
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Minimum mertebeli sistemin yapısı Şekil 13.26’da verilmiştir. 

Şimdi belli bir başlangıç koşulu için sistemin davranışı simülasyon 

yoluyla incelenecektir. Kontrol edilecek sistemin t = 0’daki başlangıç 

koşulları daha önce olduğu gibi x1(0) = 1, x2(0) = 0, x3(0) = 0, x4(0) = 0, 

x5(0) = 1 olsun. x̂  ise başlangıçta hatalı olarak  tahmin edilmiş olsun ve 

1)0()0(ˆ
11  xx , 0)0()0(ˆ

22  xx  (bu terimler hatasız ölçülmekte), 

1.0)0(ˆ
3 x , 1.0)0(ˆ

4 x , 9.0)0(ˆ
5 x olarak kabul edilsin. ẑ  için başlangıç 

şartları denklem (13.72)’den aşağıdaki gibi bulunur.  
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9.1)0(8.14)0(2)0(ˆ)0(ˆ
2133  xxxz  

9.1)0(03.25)0(2)0(ˆ)0(ˆ
2144  xxxz  

1.1)0(95.228)0(2)0(ˆ)0(ˆ
2155  xxxz  

Simülasyonda kullanılacak komple denklem takımı kompozit 

matrisler cinsinden aşağıdaki gibidir. 
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Denklem (13.104)’ün sağ tarafındaki ilk matrise A* denirse, durum 

değişkenleri  54354321
ˆˆˆ zzzxxxxxw
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  olarak yeniden 

isimlendirilirse ve  
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    (13.111) 

 

olarak tanımlanırsa, geri besleme uygulanmış gözleyicili sistemin durum 

denklemleri aşağıdaki hali alır. 

wQAw )*(       (13.112) 

 Geri besleme katsayıları uygulanmış gözleyicili sistemin 

simülasyonu, denklem (13.112)’nin aşağıda tekrardan özetlenen başlangıç 

koşullarıyla çözülmesiyle elde edilir. 

   
1.1)0(9.1)0(9.1)0(

1)0(0)0(0)0(0)0(1)0(

876

54321





www

wwwww
 (13.113) 

Şekiller 13.27’de kutup yerleştirilmesi yapılmış sistemin 

gözleyicisiz ve gözleyicili halleri için cevapları karşılaştırmalı olarak 

verilmiştir. Şekil 13.28’de ise 3x̂ , 4x̂  ve 5x̂ ’in kestirim hataları (sırasıyla 

e1, e2 ve e3)  verilmiştir. Görüldüğü gibi gözleyici sistem yaklaşık 1.5 s 

içinde sönümlenen bir geçici davranıştan sonra durum değişkenlerini 

yaklaşık sıfır hatayla kestirebilmektedir. 
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Şekil 13.27 
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               Şekil 13.28 

13.2 Kalman Filtresi 

 Kalman filtresi bir sistemin girişinde ve/veya çıkış değişkenlerinde 

gürültü olması halinde durum değişkenlerinin değerini kestirmek için 

kullanılır.  Kalman filtresi hem kesikli zaman sistemlerine hem de sürekli 

zaman sistemlerine uygulanabilir. Burada Kalman-Bucy filtresi olarak da 

adlandırılan sürekli zaman sistemlerine uygulanışı anlatılacaktır [13.2, 

13.3]. Kalman filtresi ve onun uzantısı olan olarak geliştirilen yöntemlerle 

ilgili çok sayıda kaynak mevcuttur. Konunun başlangıçı Wiener’in 

çalışmalarına kadar gider [13.4]. Kalman’ın original çalışmasından sonra, 

Kalman filtresinin türetilmesi için farklı yollar da önerilmiştir [13.5]. 

Konun gelişimini izlemek açısından, erken dönemde yayınlanan bazı 

kitaplar bölümün sonundaki kaynaklarda listelenmiştir [13.6-13.9]. 

Konunun tam olarak anlaşılması, gelişigüzel (rasgele) değişkenler ve 
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stokastik (istatistiksel) prosesler hakkında bilgi gerektirir. (Bu konuda daha 

ayrıntılı bilgi için Bölüm 14’e bakınız.) Bu bölümde stokastik sistemlerin 

ayrıntılı bir incelemesi verilmeyecek, konuya pratik yönden yaklaşılarak 

analog sistemler için Kalman filtresinin varsayımları ve tasarımı ana 

hatlarıyla ispatına girilmeden özet olarak sunulacaktır [13.6-13.8].  

 Lineer bir sistemin durum denklemleri aşağıdaki gibi verilmiş 

olsun. 

xCy

uBxAx




     (13.114) 

 Bu sistem gürültü olduğunda ise, 

vxCy

wGuBxAx





ˆˆ

ˆ̂
    (13.115) 

denklemleriyle tanımlansın. wG  terimi proses gürültüsünü, v  ise sistem 

çıkışındaki gürültüyü göstermektedir. Burada v ve w Gauss dağılımlı, 

durağan ve ortalamaları sıfır olan gürültülerdir. Ayrıca v ve w birbirine 

bağımlı değildir. v ve w’nın özellikleri aşağıdaki gibi ifade edilebilir. 

  0)( tvE          0)( twE      (13.116) 

)()()( tΓtvtvE v

T
     (13.117) 

 )()()( tΓtwtwE w

T
     (13.118) 

Burada (t) Dirac delta fonksiyonu (impuls) olup, beyaz gürültü 

için  = 0’dır. Eğer v(t) ve w(t)’nin kendi elemanları arasında korelasyon 

yoksa, v ve w diyagonal matrislerdir. Bu matrislerin elemanları yapılan 

gürültü ölçümlerinden bulunabilir. 

 Kalman filtresinin denklemler (13.114) ve (13.115) ile tanımlanan 

sistemlere uygulanış biçimi Şekil 13.29’da verilen blok diyagramında 

gösterilmiştir. Bu şekildeki Kf matrisi Kalman kazancı olarak bilinir. Bu 

matrisi elde etmek için önce herhangi bir başlangıç koşulundan başlayarak, 

aşağıda verilen matris Riccati denkleminin pozitif zaman yönünde interali 

alınır ve durağan çözüm (R0) matrisi bulunur.   

  
T

wv

TT
GΓGRCΓCRARRAR 

1  (13.119) 

[                       ] 

[                      ]  
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Burada R0 simetriktir ve 

     T
txtxtxtxER )(ˆ)()(ˆ)(0    (13.120) 

olarak tanımlanmıştır.  
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  R0 matrisi simetrik olup, aşağıdaki cebirsel Riccati denkleminden 

de bulunabilir. Bu denklemden elde edilen birden fazla çözüm arasından 

pozitif definit olan çözüm kullanılır. 

00

1

000 
 T

wv

TT
GΓGRCΓCRARRA  (13.121) 

Kalman kazancı Kf ise R0 cinsinden aşağıdaki gibi bulunur. 
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Örnek 13.5 

 Bir sistemin durum denklemleri aşağıdaki gibidir. 
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Bu sistemde Şekil 13.30’daki blok diyagramında verildiği gibi 

gürültü vardır. Bu gürültüler, 

  )(2 twE      (13.125) 
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şeklinde tanımlanmış olduğuna göre Kalman filtresinin bulunması 

istenmektedir. 
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Bu problem için G = B olup matrix Riccati denklemi aşağıdaki 

gibidir. 
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       (13.127) 

Buradan durağan çözüm R0 matrisi aşağıdaki gibi elde edilir. 
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Kalman kazancı matrisi Kf ise aşağıdaki gibi bulunur. 
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Bu örnek için Şekil 13.29’daki blok diyagramı Şekil 13.31’deki 

gibi uyarlanabilir.  

Örnek 13.6 

 Bir sistemin durum denklemleri aşağıdaki gibidir. 
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Figure 13.31 

 

Bu sistemin, 
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gibi bir performans kriterini minimum yapması için optimum geri besleme 

katsayılarını belirleyin. Sistemde Şekil 13.32’deki blok diyagramında 

verildiği gibi gürültü vardır. Bu gürültüler, 
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şeklinde tanımlanmış olduğuna göre, bir Kalman filtresi tasarlayın. 
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Şekil 13.32 

 

 Optimum kontrol katsayılarını bulmak için önce aşağıda verilen 

matrix Riccati denkleminin negatif zaman yönünde integrali uygun bir 

başlangıç koşulundan başlayarak alınır ve durağan çözümü elde edilir. 
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ya da, 
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 Bu denklemin durağan çözümü ve optimum geribesleme 

katsayıları aşağıdaki gibi bulunmuştur. 
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Şimdi Kalman filteresinin tasarımına başlanabilir. Denklem 

(13.119) bu örnek için aşağıdaki gibi yazılır ve pozitif zaman yönünde 

integrali alınarak durağan çözümü elde edilir. 
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Bu denklemden elde edilen durağan çözüm R0 ve Kalman kazancı 

matrisi aşağıdaki gibidir. 
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Kalman filtresi uygulanmış sistemin blok diyagramı Şekil 13.33’de 

verilmiştir.  
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PROBLEMLER 

Not: Problemlerin çözümünde MATLAB’den yararlanın. 

13.1 Bir sistemin durum denklemleri ve çıkış ifadesi aşağıdaki gibidir.  
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 xy 11    

Bu sistemin, 



0

22

1 )4(.. dtuxIP  şeklinde tanımlanan bir 

performans kriterini minimum yapması için kapalı çevrim 

kontrolü bulun.  Sadece sistem çıkışı y ölçülebildiğine göre tam-

mertebeli bir gözleyici tasarlayın. Gözleyicisiz ve gözleyicili 

optimum sistemlerin  Tx 11)0(  başlangıç koşuluna 

cevaplarını  karşılaştırın. Gözleyicili sistemin cevabını 

 Te 11)0(   ve  Te 1.01.0)0(   hata başlangıç şartları için 

elde edin. Sonuçları yorumlayın. 

13.2 Bir sistemin durum denklemleri ve çıkış ifadesi aşağıdaki gibidir.  
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Bu sistemin, 
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bir performans kriterini minimum yapması için kapalı çevrim 
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kontrolü bulun.  Sadece sistem çıkışı y ölçülebildiğine göre tam-

mertebeli bir gözleyici tasarlayın. Gözleyicisiz ve gözleyicili 

optimum sistemlerin  Tx 11)0(  başlangıç koşuluna cevaplarını  

karşılaştırın. Gözleyicili sistemin cevabını  Te 11)0(   ve 

 Te 1.01.0)0(   hata başlangıç şartları için elde edin. Sonuçları 

yorumlayın. 

13.3 Örnek 13.3’de incelenen sistemin durum denklemleri ve çıkış 

ifadesi aşağıda tekrar verilmiştir.   
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 Aslında bu sistemde sistem çıkışı olçülmekteydi ve tam mertebeli 

bir gözleyici kullanılabilirdi. 

- Sistemin kapalı çevrim kutuplarının jp 1.05.02,1   ve 

jp 2.022,1   noktalarına taşıyacak geribesleme katsayılarını 

bulun. 

 

- x1, yani sistem çıkışı ölçülebilmektedir. Durum değişkenlerini 

kestirmek için tam mertebeli bir gözleyici tasarlayın. 

 

- Gözleyicili sisteme optimum kontrolü uygulayın. Elde 

edeceğiniz sonuçları Örnek 13.3’de elde edilenlerle 

karşılaştırın ve yorumlayın. 
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13.4 Bir sistemin durum denklemleri ve çıkış ifadesi aşağıda verilmiştir.  
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Bu sistemin kutuplarını p1,2 = 2 ve p3,4 = 1  0.1j  noktalarına 

taşıyacak geri besleme katsayılarını bulun. Durum 

değişkenlerinden x1 ve x2 ölçülmekte, fakat x3 ve x4 

ölçülememektedir.  Ölçülemeyen x3 ve x4 değişkenlerini kestirmek 

için minimum mertebeli bir gözleyici tasarlayarak tüm sistemin 

blok diyagramını çizin. 

13.5 Bir sistemin yapısı şekilde görülmektedir. 

 

 

 

 

Matrisler aşağıdaki gibi verildiğine göre bir Kalman filtresi 

tasarlayın. Kalman filtresi eklenmiş sistemin blok diyagramını 

çizin. 
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13.6 Bir sistemin durum denklemleri ve çıkış ifadesi aşağıdaki gibidir. 
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Bu sistemin, 
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 gibi bir performans kriterini mınimum yapması için optimum geri 

besleme katsayılarını belirleyin. Sistemin yapısı problem 13.5’de 

verildiği gibidir. Gürültüler, 
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 şeklinde tanımlanmış olduğuna göre, bir Kalman filtresi tasarlayın. 

Kalman filtresi eklenmiş sistemin blok diyagramını çizin. 

13.7 Bir sistemin durum denklemleri ve çıkış ifadesi aşağıda verilmiştir. 
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 Sistemin yapısı problem 13.5’de verildiği gibidir. Gürültüler, 

  )(2 twE     

  )(
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016
tvvE

T








   

 olarak tanımlandığına göre, bu sistem için bir Kalman filtresi 

tasarlayın. Kalman filtresi eklenmiş sistemin blok diyagramını 

çizin.  
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14 
LİNEER SİSTEMİN  

GELİŞİGÜZEL GİRİŞE CEVABI 

 

14.1 Giriş 

 Gelişigüzel bir proseste rastgelelik vardır. Örneğin bir zar tekrar 

tekrar atıldığında gelen sayılar birden altıya kadar olmasına rağmen her 

seferde rastgele değerler gelir. Karayolunda hareket eden bir araca 

uygulanan yol yükseltileri de rastgele değerlere sahiptir. Fırtınalı bir 

denizde dalgaların bir tekneye uyguladığı kuvvetler rastgele değişir. 

Gelişigüzel giriş denilen bu tür girişler, bir zaman fonksiyonu ya da bir uzay 

koordinatının fonksiyonu olarak ifade edilemez. Bunun yerine olasılık 

kavramından yararlanılır. 

 Bu bölümün amacı gelişigüzel girişlerin özelliklerini tanımlamak, 

zamana göre değişen bu tür girişlere lineer sistemlerin cevap özelliklerini 

belirlemektir.  

14.2 Gelişigüzel Fonksiyonlar ve Tanımlamalar [14.1-14.3]* 

 Gelişigüzel (rastgele) bir prosesten bir x(t) değişkeni için Şekil 

14.1’deki gibi sonsuz sayıda kayıtlar yapılmış olsun. Bu kayıtların tümü 

grup (ensamble) olarak adlandırılır. (Burada kayıtların analog olduğu kabul 

edilecektir. Sayısal kayıtlar için aşağıdakine benzer bir yaklaşım integraller 

yerine toplama işlemleri kullanarak yürütülür.)  

 Belirli bir t1 zamanında bu grubunın elemanlarından okunan 

değerlerin dağılımı Şekil 14.2’deki gibi bir grafikle gösterilebilir. Birinci 

mertebe olasılık dağılımı, p[x(t1)] ya da kısaca p(x) şeklinde gösterilir. 

Grafikte bir x değerine karşılık gelen p(x) değeri, grup içinde x ile x+dx 

arasındaki değere sahip x(t1) değerlerinin toplam içindeki oranını verir.  

Dolayısıyla aşağıdaki eşitlik yazılabilir. 
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Şekil 14.1 

  

 

 

 

Şekil 14.2 

                             ∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥 = 1
+∞

−∞

                                                         (14.1) 

 p(x) değeri, grup içinde x ile x+dx arasında değere sahip x(t1) 

değerlerinin   toplam   içindeki  oranını   verdiğine  göre,   grup   içinde  t1 

x1(t) 

t 

x2(t) 

t 

x3(t) 

t 

(14.1) 

p(x) 

x 

0 x x + dx 

dx 



469 
 

 

zamanındaki x değerlerinin ortalaması ya da beklenen değeri E(x) aşağıdaki 

gibi bulunur. 

𝐸(𝑥) = ∫ 𝑥𝑝(𝑥)𝑑𝑥
+∞

−∞

                                                (14.2)       

 Benzer şekilde x2’nin beklenen değeri, 

𝐸(𝑥2) = ∫ 𝑥2𝑝(𝑥)𝑑𝑥
+∞

−∞

                                           (14.3)       

olur. 𝐸(𝑥2) terimi karelerin ortalaması olarak anılır. Bunun karekökü 

√𝐸(𝑥2) ise karelerin ortalamasının karekökü (rms) olarak tanımlanır. 

Yukarıdaki denklemlerde geçen x değerlerinin, t1 anında grup 

elemanlarından okunan x(t1) değerleri olduğu unutulmamalıdır.  

 Uygulamalarda çok karşılaşılan standart sapma    aşağıdaki gibi 

tanımlanır.  2 ise varyans olarak adlandırılır. 

               𝜎 = √𝐸 [(𝑥 − 𝐸(𝑥))
2

] = √∫ (𝑥 − 𝐸[𝑥])2𝑝(𝑥)𝑑𝑥
+∞

−∞

          

        = √𝐸[𝑥2] − (𝐸(𝑥))
2

                                            (14.4)       

 Şimdi de grubu oluşturan üyelerden iki ayrı t1 ve t2 zamanında 

sırasıyla x(t1) ve x(t2) değerlerinin okunduğu kabul edilsin. Bu değerler 

kısaca x1 ve x2 ile gösterilsin. x(t1)’in x1 ile x1+dx1 arasında, buna parallel 

olarak x(t2)’in x2 ile x2+dx2 arasında olduğu değerlerin toplam içindeki 

oranını veren olasılık dağılımını kısaca p(x1,x2) olarak gösterelim. Bu 

dağıtıma ikinci-mertebe olasılık dağılımı denir. Denklem (14.1)’e benzer 

şekilde bu dağılım için aşağıdaki ifade geçerlidir. 

∫ ∫ 𝑝(𝑥1,𝑥2)𝑑𝑥1𝑑𝑥2 = 1
∞

−∞

∞

−∞

                                  (14.5)       

(14.2) 

(14.3) 

(14.4) 

(14.5) 
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 x1x2 ,  t1 ve t2 anlarında alınan değerlerin çarpımını gösterirse, 

otokorelasyon fonksiyonu aşağıdaki gibi tanımlanır.  

𝐸[𝑥1𝑥2] ≡ 𝐸[𝑥(𝑡1)𝑥(𝑡2)] = ∫ ∫ 𝑥1𝑥2𝑝(𝑥1,𝑥2)𝑑𝑥1𝑑𝑥2

∞

−∞

+∞

−∞

    (14.6)       

 Kovaryans iki ayrı anda okunan değerlerin ortalamalarından olan 

sapmaların çarpımının ortalaması olup aşağıdaki gibi tanımlanır. 

𝐸[(𝑥1 − 𝐸[𝑥1])(𝑥2 − 𝐸[𝑥2])]                                         

= ∫ ∫ (𝑥1 − 𝐸[𝑥1])(𝑥2 − 𝐸[𝑥2])𝑝(𝑥1,𝑥2)𝑑𝑥1𝑑𝑥2

∞

−∞

∞

−∞

      (14.7)       

= 𝐸[𝑥1𝑥2] − 𝐸[𝑥1]𝐸[𝑥2]       

 Eğer gelişigüzel bir prosesin olasılık dağılımı t1,  t2,  t3, … gibi bütün 

zamanlar için hep aynı ise, bu proses durağan olarak tanımlanır. Böyle bir 

prosesin beklenen değeri, standart sapması, varyansı zamandan bağımsız ve 

sabittir. Otokorelasyon fonksiyonu ise tanımında kullanılan t1 ve t2 anlarına 

değil, bunların aralarındaki farka bağlıdır. t2 = t1 +   ise, otokorelasyon 

fonksiyonu kısaca aşağıdaki gibi yazılabilir. 

 𝐸[𝑥1𝑥2] = 𝑅𝑥(𝜏)                                                              (14.8) 

 Yukarıdaki denklemlerde kullanılan x değerleri belirli bir anda 

grubu oluşturan fonksiyon örneklerinden alınmıştı. Şimdi bu 

fonksiyonlardan  j’incisi ele alınsın. Bu örneğin zamanla değişimi 𝑥𝑗 = 𝑓(𝑡) 

gibi bir zaman fonksiyonu olsun. Bu fonksiyonun belli bir zaman 

aralığındaki ortalama değerine zamana göre ortalama denir. 𝑓(𝑡) 

değerlerinin karelerinin belli bir zaman aralığındaki ortalama değerine ise 

zamana göre karelerin ortalaması denir. Bu özellikler aşağıdaki ifadelerle 

tanımlanır.  

〈𝑓〉 =
1

𝑇
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑇
2

−
𝑇
2

                                                    (14.9)       

(14.8)  

(14.7)  

(14.6)  

(14.9)  
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〈𝑓2〉 =
1

𝑇
∫ 𝑓2(𝑡)𝑑𝑡

𝑇
2

−
𝑇
2

                                              (14.10)       

 Eğer f(t) tüm zamanları kapsıyorsa yukarıdaki eşitliklerde 𝑇 → ∞ 

olarak alınır. Böyle bir fonksiyon için zamana göre otokorelasyon 

fonksiyonu aşağıdaki gibi tanımlanır. 

∅(𝜏) = 〈𝑓(𝑡)𝑓(𝑡 + 𝜏)〉 = lim
𝑇→∞

1

𝑇
∫ 𝑓(𝑡)𝑓(𝑡 + 𝜏)𝑑𝑡

𝑇
2

−
𝑇
2

    (14.11)       

 Yukarıdaki ifadede  = 0 alınırsa f(t) değerlerinin karelerinin 

ortalaması, ∅(0) olarak elde edilir. 

 Durağan bir gelişigüzel proseste herhangi bir t1 anındaki grup 

ortalamaları, her bir grup elemanının zamana göre benzer ortalamalarına 

eşit ise, bu prosese ergodik denir. Bu tür prosesler için aşağıdaki eşitlikler 

geçerlidir.  

𝐸[𝑥] = 〈𝑥𝑗〉                                                                (14.12)       

𝑅(𝜏) = ∅〈𝜏〉                                                              (14.13)       

 Normal Dağılım (Gauss Dağılımı) 

 Uygulamalarda karşılaşılan ölçüm hataları incelendiğinde bunların 

dağılımının birbirine oldukça benzer olduğundan hareket ederek normal 

dağılım tanımlanmıştır. Bu dağılıma Gauss dağılımı da denir. Bu özelliğe 

sahip prosesler normal proses ya da Gauss prosesi olarak adlandırılır. 

Normal prosesin olasılık yoğunluk fonksiyonu p(x) aşağıdaki gibidir.  

𝑝(𝑥) =
1

√2𝜋𝜎
𝑒

−
(𝑥−)2

2𝜎2  

Burada  terimi dağılımın ortalama değeri,  ise standart sapmasıdır.  

Durağan bir proseste bunların değerleri sabittir. Normal prosesin olasılık 

yoğunluk fonksiyonu Şekil 14.3’deki gibidir. 

(14.10)  

(14.12)      

(14.11)  

(14.13)  

(14.14)  
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Şekil 14.3 

  

 Spektral Yoğunluk Fonksiyonu 

 Matematik bilgisinden hatırlanacağı gibi herhangi bir periyodik 

fonksiyon, sinus ve cosinüs içeren sonsuz bir seri halinde ifade edilebilir. 

Bu seriye Fourier serisi denir. Dolayısıyla lineer bir sistemin sinusoidal 

girişe cevabı biliniyorsa, herhangi bir periyodik girişe olan cevabı 

süperpozisyon prensibinden yararlanarak bulunabilir.  

 Periyodik olmayan sürekli bir 𝑓(𝑡) fonksiyonu ise Fourier integrali 

cinsinden aşağıdaki gibi ifade edilir.  

𝑓(𝑡) =
1

𝜋
∫ [𝐴(𝜔)𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) + 𝐵(𝜔)𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡)]𝑑𝜔   

∞

0

                    

Burada 𝐴(𝜔) ve 𝐵(𝜔) katsayıları aşağıdaki gibi tanımlanmıştır.  

𝐴(𝜔) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡)𝑑𝑡
∞

−∞

                                                       

𝐵(𝜔) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡)𝑑𝑡
∞

−∞

                                                       

 Bazı matematik işlemler sonrasında denklem (14.15)’in aşağıdaki 

şekle dönüştürülebileceği gösterilebilir [14.4]. Buna kompleks Fourier 

integrali denir. 

𝑓(𝑡) =
1

2𝜋
∫ [∫ 𝑓(𝑣)

∞

−∞

𝑒𝑗𝜔(𝑡−𝑣)𝑑𝑣] 𝑑𝜔
∞

−∞

                              

(14.15)    

(14.16)    

(14.17)    

(14.18)    

  +   + 2  -   - 2 0 

% 68.2 

% 95.4 
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ya da daha açık olarak,  

𝑓(𝑡) =
1

2𝜋
∫ 𝐹()𝑒𝑗𝜔𝑡𝑑𝜔

∞

−∞

                                                       

𝐹() = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡        
∞

−∞

                                                    

Burada F() terimi, f(t)’nin Fourier transformudur.  

 Gelişigüzel bir fonksiyon f(t)’nin zamana göre otokorelasyon 

fonksiyonu yukarıda denklem (14.11) ile tanımlanmıştı. f(t)’nin karelerin 

ortalaması spectral yoğunluk fonksiyonu G(), otokorelasyon 

fonksiyonunun Fourier transformunu 1/2 ile çarparak aşağıdaki gibi elde 

edilir.  

∅(𝜏) = ∫ 𝐺(𝜔)
∞

−∞

𝑒𝑗𝜔𝜏𝑑𝜔                                                            

𝐺() =
1

2𝜋
∫ ∅(𝜏)

∞

−∞

𝑒−𝑗𝜔𝜏𝑑𝜏                                                    

 Eğer durağan bir proseste G()’nın değeri merkez etrafındaki geniş 

bir bölgede fazla değişmiyorsa, bu prosese geniş bant proses,  G()’nın 

değeri bütün  değerleri için sabitse beyaz gürültü denir. Eğer durağan bir 

proseste G()’nın değeri belli bir  değeri için yüksek değere sahip, diğer 

 değerleri için küçük ise, bu prosese dar bant proses denir.  

14.3 Lineer Sistemin Gelişigüzel Girişe Cevabı 

 Mühendislik sistemleri pek çok durumda gelişigüzel girişlere 

maruz kalır. Buna örnek olarak bir taşıta yol yükseltileri tarafından 

uygulanan yükselti girdisi verilebilir. Bir tekneye uygulnan dalga kuvveti, 

bir köprüye uygulanan rüzgar kuvveti, bir roket ya da uçakta hissedilen 

titreşimler, elektronik aygıtlarda görülen parazitler pek çok diğer 

örneklerden bazılarıdır.   

(14.19)    

(14.20)    

(14.21)    

(14.22)    
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14.3.1 Giriş ve Çıkışın Spektral Yoğunluk Fonksiyonları 

 Lineer bir sistemin t =  anında uygulanan (t-) gibi bir birim 

impuls girişe cevabı g(t-) olsun. Şekil 14.2’deki gibi bir gelişigüzel girişin 

x()dx gibi bir kısmı, dx sıfıra giderken x()dx şiddetinde bir impulstur. 

Dolayısıyla sistemin bu impulse olan cevabı x()dxg(t-) olur. x(t) 

fonksiyonunun bu impulslardan oluştuğu düşünülürse, bu sistemin x(t)’ye 

cevabı süperpozisyon ilkesinden aşağıdaki gibi elde edilir[14.1].  

𝑦(𝑡) = ∫ 𝑥()𝑔(𝑡 − )
∞

−∞

𝑑                                                        

 

ya da değişken değiştirerek,  

 

𝑦(𝑡) = ∫ 𝑥(𝑡 − )𝑔()
∞

−∞

𝑑                                                 

 

 Denklem (14.23)’deki  integralde  t- < 0  ya da  > t  olduğunda 

g(t-) = 0 olduğundan, üst limitin ’dan büyük olduğu kısmın integrale 

katkısı yoktur. Yapısı yukarıdaki gibi olan integrallere konvolüsyon 

integrali denir. 

 

 Lineer bir sisteme 𝑒𝑗𝜔𝑡’nin gerçek kısmı uygulandığında sistemin 

cevabı 𝐺(𝜔)𝑒𝑗𝜔𝑡 teriminin gerçek kısmı gibidir. Burada G() terimine 

sistemin kompleks frekans cevabı denir. G() kompleks bir terimdir. Yani 

kompleks frekans cevabı kontrol kitaplarında sıklıkla karşılaşılan frekans 

cevabı transfer fonksiyonu ile aynıdır. 

 

   Denklem (14.23)’ün sol tarafındaki y(t) ve sağ tarafındaki g(t-) 
terimleri bunların Fourier transformları cinsinden ifade edilirse, 

[𝑌()] = ∫ 𝑥() [∫ 𝐺()𝑒𝑗2𝜋𝜔(𝑡−𝜏)𝑑𝜔
∞

−∞

] 𝑑𝜏      
∞

−∞

 

olur. Denklem yeniden düzenlenip, integrasyon sırası değiştirilirse, 

 

(14.23)    

(14.24)    

F-1 (14.25)   
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[𝑌()] = ∫ 𝐺() [∫ 𝑥()𝑒−𝑗2𝜋𝜔𝜏)𝑑𝜏
∞

−∞

] 𝑒𝑗2𝜋𝜔𝑡𝑑𝜔 
∞

−∞

 

 

= ∫ 𝐺()𝑋(𝜔)𝑒𝑗2𝜋𝜔𝑡𝑑𝜔 =     
∞

−∞

[𝐺()𝑋(𝜔]    

  

 İki tarafın ters Fourier transformu alınırsa, girişle çıkışın spectral 

yoğunluk fonksiyonları arasında aşağıdaki ilişki bulunur [14.5]. 

  

𝑌() = 𝐺(𝜔)𝑋(𝜔)                                                                     

14.3.2 Giriş ve Çıkış Arasındaki Karelerin Ortalaması Spektral 

Yoğunluk Fonksiyonu İlişkisi 

 f(t) gibi bir gelişigüzel fonksiyonun zamana göre otokorelesyon 

fonksiyonu daha önce denklem (14.11) ile tanımlanmıştı. Ergodik bir 

proseste, lineer bir sisteme uygulanan x(t) girişinin zamana göre 

otokorelasyon fonksiyonu ∅𝑥(𝜏) aşağıdaki gibidir. 

  

∅𝑥(𝜏) = lim
𝑇→∞

1

𝑇
∫ 𝑥(𝑡)𝑥(𝑡 + 𝜏)𝑑𝑡

𝑇
2

−
𝑇
2

                                         

 Denklem (14.24)’den y(t)y(t+) için aşağıdaki ifade yazılabilir. 

     𝑦(𝑡)𝑦(𝑡 + ) = (∫ 𝑥(𝑡 − )𝑔()
∞

−∞

𝑑 ) (∫ 𝑥(𝑡 +  − )𝑔()
∞

−∞

𝑑 )       

                      (14.25)        

  İki integralin çarpımı katlı integral olarak yazılırsa aşağıdaki 

denklem bulunur. 

𝐸[𝑦(𝑡)𝑦(𝑡 + )] = 𝐸 [∫ ∫ 𝑥(𝑡 − )𝑥(𝑡 +  − )𝑔()𝑔()𝑑𝑑
∞

−∞

∞

−∞

 ] 

                  

  

F-1 

F-1 (14.26)   

(14.27)   

(14.28)   

(14.29)   

(14.30)   
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 Ama, 𝐸[𝑥(𝑡 − )𝑥(𝑡 +  − )] x’in   +  −   kadar gecikmeli 

zamana göre otokorelasyon fonksiyonu olduğuna göre, 

𝐸[𝑦(𝑡)𝑦(𝑡 + )] = ∫ ∫ ∅𝑥( +  − )𝑔()𝑔()𝑑
∞

−∞

∞

−∞

𝑑                             

ve çıkışın otokorelasyon fonksiyonu için aşağıdaki ifade bulunur. 

∅𝑦() = ∫ ∫ ∅𝑥( +  − )𝑔()𝑔()𝑑𝑑 
∞

−∞

∞

−∞

                          

 Çıkış için karelerin ortalaması spectral yoğunluk fonksiyonu 𝑆𝑦(𝜔) 

aşağıdaki gibidir. 

                𝑆𝑦(𝜔) =
1

2𝜋
∫ ∅𝑦(𝜏)𝑒−𝑗𝜔𝜏𝑑𝜏

∞

−∞

=
1

2𝜋
∫ [∫ ∫

∅𝑥( +  − )

 𝑔()𝑔()𝑑𝑑

∞

−∞

∞

−∞

] 𝑒−𝑗𝜔𝜏𝑑𝜏
∞

−∞

 

   ya da,                                                                                                       

𝑆𝑦(𝜔) = ∫ 𝑔()
∞

−∞

𝑑∫ 𝑔()
∞

−∞

𝑑 [
1

2𝜋
∫ ∅𝑥( +  − )

∞

−∞

𝑒−𝑗𝜔𝜏𝑑𝜏] 

                                                                                                       (14.30)    

 Şimdi de 1 = 𝑒𝑗𝜔𝜑𝑒−𝑗𝜔𝑒−𝑗𝜔(𝜑−) olduğuna göre, eşitliğin sağ 

tarafını bununla çarpılsın ve eşitlik yeniden düzenlensin.  

𝑆𝑦(𝜔) = ∫ 𝑔()𝑒𝑗𝜔𝜑
∞

−∞

𝑑∫ 𝑔()𝑒−𝑗𝜔
∞

−∞

𝑑 

. [
1

2𝜋
∫ ∅𝑥( +  − )

∞

−∞

𝑒−𝑗𝜔(𝜏+𝜑−)𝑑𝜏]                       

 𝜌 = 𝜏 + 𝜑 −  şeklinde yeni bir değişken tanımlansın. Denklem 

(14.33)’de en dıştaki integralde  ve ’nın sabit olduğu ve bu integralin 

(14.35)’de kareli parantez içinde olduğu dikkate alınırsa, 𝑑𝜏 = 𝑑𝜌 olur. Bu 

tanımlara göre (14.35) tekrardan aşağıdaki gibi yazılabilir. 

(14.31)   

(14.32)   

(14.33)   

(14.34)   

(14.35)   
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𝑆𝑦(𝜔) = ∫ 𝑔()𝑒𝑗𝜔𝜑
∞

−∞

𝑑∫ 𝑔()𝑒−𝑗𝜔
∞

−∞

𝑑 

. [
1

2𝜋
∫ ∅𝑥(𝜌)

∞

−∞

𝑒−𝑗𝜔𝜌𝑑𝜌] = 𝐺(−𝜔)𝐺(𝜔)𝑆𝑥(𝜔)                       

ya da çıkış için karelerin ortalaması spectral yoğunluk fonksiyonu 𝑆𝑦(𝜔) 

aşağıdaki gibi bulunur. 

𝑆𝑦(𝜔) = |𝐺(𝜔)|2𝑆𝑥(𝜔)                                                              

 y2’nin beklenen değeri ise aşağıdaki gibidir. 

𝐸[𝑦2] = ∫ 𝑆𝑦(𝜔)𝑑𝜔
∞

−∞

= ∫ |𝐺(𝜔)|2𝑆𝑥(𝜔)𝑑𝜔
∞

−∞

                       

 Örnek 14.1 

 Şekilde yay ve sönümleyiciden oluşan bir sistemle titreşimlerden 

yalıtılmış bir kütle görülmektedir. Zeminden gelen titreşimin spectral 

yoğunluk fonksiyonu aşağıdaki gibidir.  

𝑆𝑥(𝜔) =
𝐴

𝜔2
                                                                                    

 Kütlenin ivmesinin rms değeri için bir ifade bulunması 

istenmektedir. 

 

 

  

 

 

 

 Zeminden gelen giriş x(t) ile m kütlesinin ivmesi 𝑎 = �̈� arasındaki 

ilişki aşağıdaki denklemlerle tanımlanır. 

𝑚�̈� + 𝑏�̇� + 𝑘𝑦 = 𝑏�̇� + 𝑘𝑥                           

     m y(t) 

x(t) 

b k 

(14.36)   

(14.37)   

(14.38)   
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𝑇(𝑠) =
𝐴(𝑠)

𝑋(𝑠)
=

𝑠2(𝑏𝑠 + 𝑘)

(𝑚𝑠2 + 𝑏𝑠 + 𝑘)
                 

 Kompleks frekans cevabı ise aşağıdaki gibidir. 

  

𝐺(𝜔) = 𝑇(𝑗𝜔) =
(𝑗𝜔)2(𝑏𝑗𝜔 + 𝑘)

𝑚(𝑗𝜔)2 + 𝑏𝑗𝜔 + 𝑘
=

−𝑘𝜔2 − 𝑗𝑏𝜔3

𝑘 − 𝑚𝜔2 + 𝑗𝑏𝜔
 

ya da, 

|𝐺(𝜔)|2 =
𝑘2𝜔4 + 𝑏2𝜔6

(𝑘 − 𝑚𝜔2)2 + 𝑏2𝜔2
                

 

𝑆𝑎(𝜔) = |𝐺(𝜔)|2𝑆𝑥(𝜔) =
𝑘2𝜔4 + 𝑏2𝜔6

(𝑘 − 𝑚𝜔2)2 + 𝑏2𝜔2
(

𝐴

𝜔2
) 

 

    𝐸[𝑎2] = ∫
𝑘2𝜔4 + 𝑏2𝜔6

(𝑘 − 𝑚𝜔2)2 + 𝑏2𝜔2
(

𝐴

𝜔2
) 𝑑𝜔

∞

−∞

 

ya da, 

       𝑎𝑟𝑚𝑠 = [∫
𝑘2𝜔4 + 𝑏2𝜔6

(𝑘 − 𝑚𝜔2)2 + 𝑏2𝜔2
(

𝐴

𝜔2
) 𝑑𝜔

∞

−∞

]

1
2

 

 Örnek 14.2  

 Şekilde basitleştirilmiş bir boji modeli görülmektedir. Aracın 

altındaki yol pürüzlülüğünün spectral yoğunluk fonksiyonu,  

𝑆𝑥(𝜔) =
𝐴𝑉

𝜔2
                                                      

olarak verilmiştir. Burada V (m/s) aracın hızı, A (10-6 m) ise kaynaklı 

demiryolunun pürüzlülük sabitidir. Boji V hızıyla ileri yönde hareket 

ederken ön dokunma noktasına uygulanan giriş,  = L/V  kadar gecikmeyle 

arka dokunma noktasına uygulanmaktadır. m kütlesinin konumunu ve 

kütleye uygulanan toplam kuvveti sırasıyla aşağıdaki gibi kabul edin. 
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                        𝑦 = [𝑧1 + 𝑧2]/2     

              𝐹𝑚 = (𝐹𝑘1 + 𝐹𝑏1 + 𝐹𝑘2 + 𝐹𝑏2)/2  

 Girişle m kütlesinin konumu arasındaki kompleks frekans cevabını 

bulun. Kütlenin konumunun rms değerini veren bir ifade elde edin.  

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 Sistemin dinamik davranışını tanımlayan denklemler aşağıdaki 

gibidir. 

 Eleman denklemleri: 

  𝐹𝑘1 = 𝑘1[𝑥(𝑡) − 𝑧1] 

  𝐹𝑘2 = 𝑘2[𝑥(𝑡 + ) − 𝑧2] 

  𝐹𝑏1 = 𝑏1[�̇�(𝑡) − �̇�1] 

  𝐹𝑏2 = 𝑏2[�̇�(𝑡 + ) − �̇�2] 

   𝐹𝑚 = 𝑚�̈� 

 Yapısal denklemler: 

  𝐹𝑚 = (𝐹𝑘1 + 𝐹𝑏1 + 𝐹𝑘2 + 𝐹𝑏2)/2    

  𝑦 = [𝑧1 + 𝑧2]/2 

y(t) 

x(t) 

     m 

x 

b2 k2 b k 

z1 z2 

x(t+) 

   L 
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 𝑘 = 𝑘1 = 𝑘2 ve  𝑏 = 𝑏1 = 𝑏2  alınırsa aşağıdaki denklemler yazılır. 

  2𝑚�̈� = 𝑘[𝑥(𝑡) − 𝑧1] + 𝑏[�̇�(𝑡) − �̇�1] 

                                        +𝑘[𝑥(𝑡 + ) − 𝑧2] + 𝑏[�̇�(𝑡 + )−�̇�2] 

2𝑚�̈� = −𝑘(𝑧1 + 𝑧2) + 𝑘𝑥(𝑡) + 𝑘𝑥(𝑡 + ) 

                                         −𝑏(�̇�1 + �̇�2) + 𝑏�̇�(𝑡) + 𝑏�̇�(𝑡 + )         

𝑚�̈� + 𝑏�̇� + 𝑘𝑦 = +𝑘[𝑥(𝑡) + 𝑥(𝑡 + )] 

                                         +𝑏[�̇�(𝑡) + �̇�(𝑡 + ) ]                                        

 Kompleks frekans cevabını elde etmek için yukarıdaki denklemde 

aşağıdaki terimleri yerine koyalım.  

  𝑥(𝑡) = 𝑒𝑗𝜔𝑡 �̇�(𝑡) = 𝑗𝜔𝑒𝑗𝜔𝑡 

  𝑥(𝑡 + 𝜏) = 𝑒𝑗𝜔(𝑡+) = 𝑒𝑗𝜔𝑡𝑒𝑗𝜔𝜏 

  �̇�(𝑡 + 𝜏) = 𝑒𝑗𝜔𝜏(𝑗𝜔𝑒𝑗𝜔𝑡) 

  𝑦(𝑡) = 𝐺()𝑒𝑗𝜔𝑡      �̇�(𝑡) = 𝐺()𝑗𝑒𝑗𝜔𝑡 

  �̈�(𝑡) = −𝜔2𝐺()𝑒𝑗𝜔𝑡 

           −𝑚𝜔2𝐺()𝑒𝑗𝜔𝑡 + 𝑗𝑏𝐺()𝑒𝑗𝜔𝑡 + 𝑘𝐺()𝑒𝑗𝜔𝑡 

                          = +𝑘[𝑒𝑗𝜔𝑡 + 𝑒𝑗𝜔𝑡𝑒𝑗𝜔𝜏] + 𝑏[𝑗𝜔𝑒𝑗𝜔𝑡 + 𝑒𝑗𝜔𝜏(𝑗𝜔𝑒𝑗𝜔𝑡) ] 

ya da, 

  −𝑚𝜔2𝐺() + 𝑗𝑏𝐺() + 𝑘𝐺() 

                                         = 𝑘[1 + 𝑒𝑗𝜔𝜏] + 𝑏𝑗𝜔[1 + 𝑒𝑗𝜔𝜏 ] 

ya da, 

                              𝐺() =
(𝑘 + 𝑏𝑗𝜔)(1 + 𝑒𝑗𝜔𝜏)

(𝑘 − 𝑚𝜔2) + 𝑗𝑏𝜔
 

 Bu denklemde, 
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                           𝑒𝑗𝜔𝜏 = sin 𝜔𝜏 + 𝑗 cos 𝜔𝜏 

yerine koyulursa, denklem aşağıdaki hale gelir. 

  𝐺() =
(𝑘 + 𝑏𝑗𝜔)(1 + sin 𝜔𝜏 + 𝑗 cos 𝜔𝜏)

(𝑘 − 𝑚𝜔2) + 𝑗𝑏𝜔
 

ya da  

𝐺() =
𝑘(1 + sin 𝜔𝜏 − 𝑏𝜔 cos 𝜔𝜏) + 𝑗[𝑘 cos 𝜔𝜏 + 𝑏𝜔(1 + sin 𝜔𝜏)

(𝑘 − 𝑚𝜔2) + 𝑗𝑏𝜔
 

|𝐺()|2 =
𝑘2(1 + sin 𝜔𝜏 − 𝑏𝜔 cos 𝜔𝜏)2 + [𝑘 cos 𝜔𝜏 + 𝑏𝜔(1 + sin 𝜔𝜏)]2

(𝑘 − 𝑚𝜔2)2 + 𝑏2𝜔2
 

 Ama, 

  𝑆𝑦(𝜔) = |𝐺(𝜔)|2𝑆𝑥(𝜔) 

olduğundan yrms aşağıdaki gibi elde edilir. 

𝑆𝑦(𝜔) = |𝐺(𝜔)|2
𝐴𝑉

𝜔2
                                     

                              𝐸[𝑦2] = ∫ |𝐺(𝜔)|2
𝐴𝑉

𝜔2
𝑑𝜔

∞

−∞

 

                               𝑦𝑟𝑚𝑠 = [∫ |𝐺(𝜔)|2
𝐴𝑉

𝜔2
𝑑𝜔

∞

−∞

]

1
2
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PROBLEMLER 

14.1  Normal dağılımlı gelişigüzel bir prosesin olasılık yoğunluk 

 fonksiyonu denklem (14.14) ile verilmiştir. Dağılımın ortalama 

 değeri    = 0, standart sapması  = 1 olsun. Bu durumda p(x),  

𝑝(𝑥) =
1

√2𝜋
𝑒−

𝑥2

2  

 olur. Dağılım eğrisinin altında x = 0 ile x = 1, x = 2, x = 3 ve x =  

 arasında   kalan    alanları   bulun.  x  = 1  ile  +1,  x  =  2  ile  +2, 

 x = 3 ile +3 ve x =  ile + arasında kalan alanlar neye eşittir?  

 Not: Integralleri almak için WolframAlpha’yı ya da aşağıdaki 

 formülleri kullanabilirsiniz. 

∫
1

√2𝜋
𝑒−

𝑥2

2 𝑑𝑥 =
1

2
𝑒𝑟𝑓 (

𝑥

√2
) 

erf(𝑧) =
2

√𝜋
(𝑧 −

𝑧3

1! 3
+

𝑧5

2! 5
−

𝑧7

3! 7
+ − ∙ ∙ ∙ ∙ ∙) 

14.2  Uygun a, b, c ve d parametreleri seçildiğinde aşağıda verilen 

 diferansiyel denklemin çözümü olarak istatistikte kullanılan pek çok 

 olasılık dağılım ifadeleri elde edilebilir [14.2]. b  =  c  =  0  ve  a >  0 

 kabul edildiğinde, çözümü olarak Gauss dağılımını 

 tanımlayan olasılık yoğunluk fonksiyonunun elde edildiğini gösterin. 

1

𝑓(𝑥)

𝑑[𝑓(𝑥)]

𝑑𝑥
=

𝑑 − 𝑥

𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝑐𝑥2
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14.3  Diferansiyel denklemleri aşağıda verilen sistemlerin kompleks 

 frekans cevaplarını bulun. 

 (a)     𝑥 + 𝑎2�̈� + 𝑎1�̇� + 𝑎0𝑥 = 𝑏1𝑓̇ + 𝑏0𝑓  

 

                
𝑑4𝑥

𝑑𝑡4
+ 𝑎3

𝑑3𝑥

𝑑𝑡3
+ 𝑎2

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 𝑎1

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑎0𝑥 = 𝑏2

𝑑2𝑓

𝑑𝑡2
+ 𝑏0𝑓 

14.4  Aşağıda bir dinamik titreşim yutucusunun yapısı görülmektedir. 

 Zeminin titreşimi gelişigüzel özellikte olup, spectral yoğunluk 

 fonksiyonu,  

       𝑆𝑦(𝜔) =
𝐾

4 − 𝜔2
                                                      

 olarak verilmiştir.  Makine kütlesi konumunun rms değişikliği için 

 sistem parametreleri cinsinden bir ifade bulun. Titreşimi en az 

 düzeyde tutmak için sistem parametrelerini nasıl seçersiniz? 

 

 

  

 

 

 

14.5  Aşağıdaki sistemde gelişigüzel özellikteki  (t) zorlamasının spektral 

 yoğunluk fonksiyonu,  

        𝑆(𝜔) =
𝐴

9 − 𝜔2
                                                      

 olarak verilmiştir. Diskin rastgele titreşimlerinin rms değeri için 

 bir ifade bulun. 

 (b)   

k1 k1 
k2 

m 

Makina 

kütlesi, M 

Titreşen 

zemin, y(t) 

x(t) 
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14.6  Aşağıdaki taşıt modelinde yol girişinin spektral yoğunluk 

 fonksiyonu,  

        𝑆𝑥(𝜔) =
𝐴

𝜔2
                                                      

 olarak verilmiştir. Tasarımda kullanılan kriter P aşğıdaki gibidir. 

                        𝑃 = �̈�2̅̅ ̅ + 𝜌𝛿2̅̅ ̅ 

 P’nin rms değeri için bir ifade bulun. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

                  

 

J Kt 
(t) (t) 

   y(t) 

   x(t) 

   Taşıt Kütlesi 

m 

   (t) 
   k    b 
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15 
GELİŞİGÜZEL GİRİŞLER İÇİN 

ANALİTİK KONTROL SİSTEMİ TASARIMI  

 

15.1 Giriş 

 Bu bölümde gelişigüzel girişler için bazı performans kriterlerini 

minimum yapan sistemlerin analitik olarak tasarlanma yöntemi 

özetlenmektir. Konu çok geniş ve ileri düzeyde matematiksel olup, üzerine 

pek çok kitap yazılmıştır. Buradaki amaç, konu hakkında temel bilgileri 

vermektir. Bazıları bu bölümün referanslar kısmında verilen kaynaklarda 

konu çok daha ayrıntılı olarak işlenmiştir. 

 Transfer fonksiyonu bilinmeyen bir sisteme x(t) gibi bir gelişigüzel 

giriş uygulanmış olsun. Bu girişin otokorelasyon fonksiyonu ∅𝑥() olsun. 

Bu sistemin çıkışı y(t), çıkışın otokorelasyon fonksiyonu ∅𝑦() olsun. u 

Çıkışın rms değerinin (karelerin ortalama değerinin karekökü) minimum 

olması için sistemin transfer fonksiyonu ne olmalıdır? Elektronik 

mühendisleri için bu bir filtreleme problemidir. Makine mühendisliğinde ise 

en çok titreşim yalıtım problemi olarak görülür. Örneğin bir taşıtın yolcu 

kabinini yol girişlerinden yalıtmak için nasıl bir askı sistemi kullanılmalıdır 

ki, yolcu kabini ivmesi minimum olsun? Bu tür problemler, analitik kontrol 

sistemi tasarımı olarak tanımlanır.  

 Konunun tarihsel gelişimine Wiener tarafından yapılan öncü 

çalışmalar katkıda bulunmuştur [15.1]. Newton, Gould ve Kaiser tarafından 

yazılan bir kitapta ise konu çok yönlü ve ayrıntılı olarak incelenmiştir 

[15.2]. 

 Analitik tasarım problemlerinde iki farklı durumla karşılaşılabilir.  
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a) Girişle çıkış arasında sistemi kısıtlayan yapısal bir sınırlama 

olmayabilir. 

 

b) Girişle çıkış arasında sabit bir sistem bölümü olabilir. 

Tasarlanacak sistem bu sabit bölüme eklenir.  

 Aşağıdaki bu problemlerin çözümleri sırasıyla ele alınacaktır. 

15.2   Giriş ve Çıkış Arasında Kısıtlama Olmadığında Analitik 

Kontrol Sistemi Tasarımı 

 Bu bölümde incelenen problemin tipik örneği gürültülü bir girişin 

filtrelenerek gürültünün azaltılmasıdır.  Şekil 15.1’deki gibi bir sistem 

yapısı olsun. Burada x(t) gürültülü giriş; g(t) tasarlanacak sistemin ağırlık 

fonksiyonu, y(t) tasarlanacak sistemin çıkışı, r(t) ideal çıkış, e(t) ise hata 

terimidir. Tasarımın amacı e(t)’nin karelerinin ortalamasını minimum 

yapacak sistemi tasarlamaktır. Bu problem, fiziksel bir sistemin getirdiği 

sınırlamalar olmadığında temel bir problemdir. Ancak daha genel 

problemlerin çözümde kullanılacak matematiksel yaklaşımı ortaya koyması 

açısından önemlidir. 

 

   

 

  

Şekil 15.1 

  

 e2(t) için aşağıdaki ifade yazılanbilir. 

 

𝑒2(𝑡) = [𝑟(𝑡) − 𝑦(𝑡)]2 = 𝑟2(𝑡)−2𝑦(𝑡)𝑟(𝑡) + 𝑦2(𝑡)            
 

 Sistemin çıkışı y(t), konvolüsyon integrali olarak ağırlık fonksiyonu 

ve giriş cinsinden aşağıdaki gibi yazılabilir. (Konvolüsyon integralinin 

özellikleri Ek 4’de verilmişir.) 

 

𝑦(𝑡) = ∫ 𝑥(𝑡 − )𝑔()
∞

−∞

𝑑               

 

x(t) 

e(t) 

g(t) 
_ r(t) + y(t) 

(15.2) 

(15.1) 
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 𝑒2(𝑡) ve  𝑒2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ için sırasıyla aşağıdaki ifadeler yazılabilir. 

 

            𝑒2(𝑡) = 𝑟2(𝑡) − 2(∫ 𝑥(𝑡 − )𝑔()
∞

−∞

𝑑 ) 𝑟(𝑡) 

   + (∫ 𝑥(𝑡 − )𝑔()
∞

−∞

𝑑 ) (∫ 𝑥(𝑡 − )𝑔()
∞

−∞

𝑑 )  

  

𝑒2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = lim
𝑇→∞

1

2𝑇
∫ 𝑒2(𝑡)𝑑𝑡
𝑇

−𝑇

 

 

𝑒2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ − 2 lim
𝑇→∞

1

2𝑇
∫ [∫ 𝑥(𝑡 − )𝑔()

∞

−∞

𝑑]
𝑇

−𝑇

𝑟(𝑡)𝑑𝑡

+ lim
𝑇→∞

1

2𝑇
∫

{
 
 

 
 [∫ 𝑥(𝑡 − )𝑔()

∞

−∞

𝑑]

. ⌈∫ 𝑥(𝑡 − )𝑔()
∞

−∞

𝑑⌉
}
 
 

 
 

𝑇

−𝑇

𝑑𝑡 

  

 Diğer yandan girişin ve ideal çıkışın otokorelasyon fonksiyonları 

ve giriş ile ideal çıkış arasındaki çapraz korelasyon fonksiyonları aşağıdaki 

gibi tanımlıdır. 

∅𝑥𝑥() = lim
𝑇→∞

1

2𝑇
∫ 𝑥(𝑡)𝑥(𝑡 + )𝑑𝑡
∞

−∞

                                  

  

∅𝑟𝑟() = lim
𝑇→∞

1

2𝑇
∫ 𝑟(𝑡)𝑟(𝑡 + )𝑑𝑡
∞

−∞

                                   

∅𝑥𝑟() = lim
𝑇→∞

1

2𝑇
∫ 𝑥(𝑡)𝑟(𝑡 + )𝑑𝑡
∞

−∞

                                  

 Denklem (15.5)’de integral alım sırası değiştirilerek, 𝑇 → ∞ iken 

t’ye göre olan integral önce alınırsa ve yukarıdaki denklemlerle verilen 

tanımlamalar kullanılırsa, aşağıdaki denklem elde edilir. 

𝑒2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = ∅𝑟𝑟(0) − 2∫ 𝑔()∅𝑥𝑟()𝑑
∞

−∞

                                               

+∫ 𝑔() [∫ 𝑔()∅𝑥𝑥(𝜑 − )𝑑
∞

−∞

] 𝑑𝜑
∞

−∞

                              

(15.3) 

(15.4) 

(15.5) 

(15.6) 

(15.7) 

(15.8) 

(15.9) 
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  Yukarıdaki ifadede 𝑒2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ terimi ağırlık fonksiyonu g cinsinden bir 

fonksiyon fonksiyonu olarak elde edilmiştir. 𝑦2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ terimini minimum 

yapacak g fonksiyonunu, yani aranan sistemin ağırlık fonksiyonunu bulmak 

için varyasyonlar hesabından yararlanılabilir.  

 V[x(t)] gibi bir fonksiyon fonksiyonunu minimum yapan x(t) 

fonksiyonu için V[x(t)]’nin birinci varyasyonu rastgele varyasyonlar için 

sıfır olmalıdır. Yani V[x(t)] = 0 olmalıdır. V[x(t)] ise, V[x(t)]’nin toplam 

varyasyonu V[x(t)] ifadesindeki birinci mertebe varyasyonlardan oluşur 

[15.3].  

 Denklem (15.9)’dan toplam varyasyon için aşağıdaki ifade 

yazılabilir. 

∆[𝑒2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅] = ∅𝑟𝑟(0) − 2∫ [𝑔() + 𝛿𝑔()]∅𝑥𝑟()𝑑
∞

−∞

                                  

+∫ [𝑔() + 𝛿𝑔()] [∫ [𝑔() + 𝛿𝑔()]∅𝑥𝑥(𝜑 − )𝑑
∞

−∞

] 𝑑𝜑
∞

−∞

 

−[∅𝑟𝑟(0) − 2∫ 𝑔()∅𝑥𝑟()𝑑
∞

−∞

+∫ 𝑔() [∫ 𝑔()∅𝑥𝑥(𝜑 − )𝑑
∞

−∞

] 𝑑𝜑
∞

−∞

] 

                        = −2∫ 𝛿𝑔()∅𝑥𝑟()𝑑
∞

−∞

+∫ 𝑔()∫ 𝑔()∅𝑥𝑥(𝜑 − )𝑑
∞

−∞

𝑑𝜑
∞

−∞

+∫ 𝑔()∫ 𝑔()∅𝑥𝑥(𝜑 − )𝑑
∞

−∞

𝑑𝜑
∞

−∞

+∫ 𝛿𝑔()∫ 𝑔()∅𝑥𝑥(𝜑 − )𝑑
∞

−∞

𝑑𝜑
∞

−∞

 

 Yukarıdaki son eşitlikte dördüncü terimde  𝛿𝑔() ve 𝛿𝑔() çarpım 

halinde olduğundan ikinci mertebe varyasyon içerir. O halde 𝑒2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ‘nin 

birinci varyasyonu için aşağıdaki ifade yazılabilir. 

 

(15.10) 
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𝛿[𝑒2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅] = −2∫ 𝛿𝑔()∅𝑥𝑟()𝑑
∞

−∞

 

+∫ 𝑔()∫ 𝑔()∅𝑥𝑥(𝜑 − )𝑑
∞

−∞

𝑑𝜑
∞

−∞

+∫ 𝑔()∫ 𝑔()∅𝑥𝑥(𝜑 − )𝑑
∞

−∞

𝑑𝜑
∞

−∞

 

 Yukarıda ikinci integralde isim değişikliği yaparak  yerine ,  

yerine  koyup integral sırasını değiştirilsin. 

𝛿[𝑦2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅] = −2∫ 𝛿𝑔()∅𝑥𝑟()𝑑
∞

−∞

+∫ 𝛿𝑔() [∫ 𝑔()∅𝑥𝑥(− )
∞

−∞

𝑑] 𝑑                       
∞

−∞

+∫ 𝛿𝑔() [∫ 𝑔()∅𝑥𝑥(𝜑 − )𝑑
∞

−∞

] 𝑑𝜑
∞

−∞

 

 Ama otokorelasyon fonksiyonu ∅() = ∅(−) özelliğine sahip 

olduğundan, denklem (15.12)’de ∅𝑥(𝜑 − ) = ∅𝑥(− 𝜑) alınırsa 

aşağıdaki ifade bulunur.  

     𝛿[𝑒2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅] = ∫ 𝑔() {[2∫ 𝑔()∅𝑥(− )𝑑
∞

−∞

] − 2∅𝑥𝑟()}𝑑𝜑
∞

−∞

 

 

 𝑒2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅’nin minimum olması için yukarıdaki ifadenin rastgele 

varyasyonlar için sıfır olması gereklidir.  𝑔() rastgele olduğunda bu 

şartın sağlanabilmesi ancak kıvrık parantez içindeki terimin sıfır olmasıyla 

mümkündür. Dolayısıyla 𝑒2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅’nin minimum olma şartı aşağıdaki hale 

dönüşür.  

∫ 𝑔()∅𝑥𝑥(− )𝑑
∞

−∞

− ∅𝑥𝑟() = 0 

 Ancak 𝑔() bir ağırlık fonksiyonu olduğundan t < 0 için sıfırdır. Bu 

yüzden yukarıdaki sonuca t  0 şartı eklenirse, 

 aşğıdaki denklem elde edilir. 

(15.11) 

(15.12) 

(15.13) 

(15.14) 
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∫ 𝑔()∅𝑥𝑥(− )𝑑
∞

−∞

− ∅𝑥𝑟() = 0     

 

olur. Bu denkleme  Wiener-Hopf integral denklemi denir [15.1]. Analitik 

kontrol sistemi tasarımında bu yapıdaki denklemlerle daima 

karşılaşıldığından gelecek bölümde bu  denklem için genel bir çözüm 

yöntemi verilecektir.  

 

 Newton, Gould and Kaiser tarafından denklem (15.15)’in elde 

edilişinde yine varyasyonlar hesabı kullanılarak biraz daha farklı bir 

yaklaşımdan yararlanılmıştır [15.2]. Aşağıda bu yaklaşımın aşamaları 

kısaca özetlenmiştir. 

 

 Denklem (15.9)’un gs(t) gibi bir çözümü olduğu kabul edilsin. 

Şimdi de 𝑔(𝑡) = 𝑔𝑠(𝑡) + 𝜀𝑔𝜀(𝑡) gibi bir ağırlık fonksiyonu tanımlansın. 

Burada 𝑔𝜀(𝑡) herhangi bir kabul edilebilir ağırlık fonksiyonu,  ise küçük 

bir değerdir. (Yani 𝜀𝑔𝜀(𝑡) terimi bir önceki analizde kullanılan varyasyon 

gibi davranmaktadır.) 𝑔(𝑡) fonksiyonunun [𝑒2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅]’nin değerini minimum 

yapması için   = 0 olmalıdır. ’nun sıfırdan farklı bir değeri [𝑒2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅]’nin 

değerinde artış yaratır. Yani  = 0 olduğunda [𝑒2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅]’nin ’a göre türevi 

sıfır olmalıdır. 

 

 Denkem (15.9)’daki ağırlık fonksiyonlarının yerine 𝑔𝑠 + 𝜀𝑔𝜀 
koyulursa, 

 

𝑒2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = ∅𝑟𝑟(0) − 2∫ [𝑔𝑠() + 𝜀𝑔𝜀()]∅𝑥𝑟()𝑑
∞

−∞

 

+∫ [𝑔𝑠() + 𝜀𝑔𝜀()]∫ [𝑔𝑠() + 𝜀𝑔𝜀()]∅𝑥𝑥(𝜑 − )𝑑
∞

−∞

𝑑𝜑
∞

−∞

 

 

ya da,  

t  0  (15.15) 

(15.16) 
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𝑒2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = ∅𝑟𝑟(0) − 2∫ [𝑔𝑠() + 𝜀𝑔𝜀()]∅𝑥𝑟()𝑑        
∞

−∞

+∫ 𝑔𝑠()∫ 𝑔𝑠()∅𝑥𝑥(𝜑 − )𝑑𝑑𝜑
∞

−∞

∞

−∞

       

+ ∫ 𝑔𝑠()∫ 𝜀𝑔𝜀()∅𝑥𝑥(𝜑 − )𝑑𝑑𝜑
∞

−∞

∞

−∞

+∫ 𝜀𝑔𝜖()∫ 𝑔𝑠()∅𝑥𝑥(𝜑 − )𝑑𝑑𝜑
∞

−∞

∞

−∞

+∫ 𝜀𝑔𝜖()∫ 𝜀𝑔𝜀()∅𝑥𝑥(𝜑 − )𝑑𝑑𝜑
∞

−∞

∞

−∞

 

 

𝑑𝑒2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑑𝜀
= −2∫ 𝑔𝜀()∅𝑥𝑟()𝑑                          

∞

−∞

               

+ ∫ 𝑔𝑠()∫ 𝑔𝜀()∅𝑥𝑥(𝜑 − )𝑑𝑑𝜑
∞

−∞

∞

−∞

   

                             +∫ 𝑔𝜖()∫ 𝑔𝑠()∅𝑥𝑥(𝜑 − )𝑑𝑑𝜑                                
∞

−∞

∞

−∞

+∫ 2𝜀𝑔𝜖()∫ 𝑔𝜀()∅𝑥𝑥(𝜑 − )𝑑𝑑𝜑
∞

−∞

∞

−∞

         

 Bu denklem sıfıra eşitlenir ve  = 0 alınırsa aşağıdaki ifade elde 

edilir. 

  

−2∫ 𝑔𝜀()∅𝑥𝑟()𝑑
∞

−∞

+∫ 𝑔𝑠()∫ 𝑔𝜀()∅𝑥𝑥(𝜑 − )𝑑𝑑𝜑
∞

−∞

∞

−∞

+∫ 𝑔𝜖()∫ 𝑔𝑠()∅𝑥𝑥(𝜑 − )𝑑𝑑𝜑
∞

−∞

∞

−∞

= 0     

 Birinci integral de  yerine ,  yerine  şeklinde değişken değişimi 

yapılırsa ve ∅𝑥(𝜑 − ) = ∅𝑥(− 𝜑) olduğu dikkate alınır ve integral sırası 

değiştirilirse aşağıdaki denklem bulunur. 

 

(15.17) 

(15.18) 

(15.19) 
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         2∫ 𝑔𝜀() [∫ 𝑔𝑠()∅𝑥𝑥(− )𝑑 − ∅𝑥𝑟()
∞

−∞

]
∞

−∞

𝑑 = 0 

 Bu denklemde 𝑔𝜀() kabul edilebilir bir ağırlık fonksiyonu 

olduğundan ’nin negatif değerleri için sıfırdır. Denklemin sıfıra eşit olması 

ancak köşeli parantez içindeki integral terimin sıfır olmasıyla mümkün 

olacağından daha önce (15.15)’de verilen  Wiener-Hopf integral denklemi 

aşağıdaki gibi elde edilir. 

  

∫ 𝑔𝑠()∅𝑥𝑥(− )𝑑 − ∅𝑥𝑟() = 0
∞

−∞

              

 Wiener–Hopf integral denkleminde t  0 şartı olmasaydı Fourier 

transform yoluyla kolayca çözülebilirdi. Ancak bu şartın olması denkelemin 

çözümünde özel yöntemler kullanılmasını gerektirir. Wiener tarafından 

geliştirilen  spektral ayrıştırma  yönteminde Wiener – Hopf denklemi önce 

t  0 şartının olmadığı bir denkleme dönüştürülür, sonra da Fourier 

transformu kullanılarak çözüm elde edilir [15.1]. Yöntemin ayrıntısı Ek 

4’de özet olarak verilmiştir. Burada sadece sonuçlar sunulacaktır. 

 

∫ 𝑔(𝑡1)𝑊(− 𝑡1)𝑑𝑡1 − 𝛤() = 0              
∞

−∞

 

  

denklemin çözümü g(t)’nin transformu G(s) cinsinden  aşağıdaki gibidir. 

 

𝐺(𝑠) =

[
𝛤(𝑠)
𝑊−(𝑠)

]
+

𝑊+(𝑠)
 

 Bu ifadede kullanılan terimler aşağıdaki gibi tanımlanmıştır. 

 

  𝑊−(𝑠):   𝑊(𝑠)′nin sanal eksenin sağ tarafındaki 

 kutuplarını ve sıfırlarını içeren kısmı.  

  𝑊+(𝑠):   𝑊(𝑠)′nin sanal eksenin sol tarafındaki 

 kutuplarını içeren kısmı. 

[
𝛤(𝑠)

𝑊−(𝑠)
]
+

:  
𝛤(𝑠)

𝑊−(𝑠)
 teriminin sadece sanal eksenin sol 

  tarafındaki kutuplarını içeren kısmı. 

 

t  0    (15.21) 

  0     (15.22) 

(15.20) 

(15.23) 
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15.3   Giriş ve Çıkış Arasında Kısıtlama Olması Hali 

 

 Verilen bir sistem için analitik kontrol sistemi tasarımı 

yapıldığında, kontrol edilmemiş sistem yapısının getirdiği kısıtlamalar 

dikkate alınmalıdır.  Bu tür problemlerde çözümün elde edilmesi için yine 

Wiener-Hopf formunda bir integral denklemin çözülmesi gerekir.  Bu tür 

problemlerin çözümünde kullanılan yaklaşım aşağıda verilen bir örnekle 

anlatılmıştır.  

 

 Blok diyagramı Şekil 15.2’deki gibi bir sistem verilmiş olsun. Giriş 

x(t) ortalama değeri sıfır olan gelişigüzel bir fonksiyondur. h1(t) ve h2(t) 

sistemin sabit kısımlarının ağırlık fonksiyonlarıdır. Tasarlanacak kontrol 

sisteminin ağırlık fonksiyonu g(t) ile gösterilmiştir. Tasarlanacak sistemin 

 

𝑃 = 𝑎2̅̅ ̅ + 𝜌𝛿2̅̅ ̅ 
 

olarak tanımlanmış bir performans kriterini minimum yapması 

istenmektedir. Burada  katsayısı,  𝑎2̅̅ ̅ ve 𝛿2̅̅ ̅ terimlerinin birbirine göre 

önemini belirleyen bir ağırlık katsayısıdır.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Şekil 15.2 

 

 Blok diyagramından aşağıdaki denklemler yazılabilir. (Not: İç içe 

fazla parantez açımından kaçınmak için diferansiyeller ilgili integral 

işatretinin hemen arkasına koyulmuştur.)  

 

𝑎(𝑡) = ∫ 𝑑𝑡1𝑔(𝑡1)∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)𝑥(𝑡 − 𝑡1 − 𝑡2)      
∞

−∞

∞

−∞

  

x(t) 
h1(t) g(t) 

f(t) a(t) 
h2(t) 

y(t) 
 

+ (t) 

a(t) 

(15.24) 

(15.25) 
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𝑎2(𝑡) = [∫ 𝑑𝑡1𝑔(𝑡1)∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)𝑥(𝑡 − 𝑡1 − 𝑡2)
∞

−∞

∞

−∞

]  

× [∫ 𝑑𝑡3𝑔(𝑡3)∫ 𝑑𝑡4ℎ1(𝑡4)𝑥(𝑡 − 𝑡3 − 𝑡4)
∞

−∞

∞

−∞

] 

 

𝑎2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = ∫ 𝑑𝑡1𝑔(𝑡1)∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)
∞

−∞

∞

−∞

∫ 𝑑𝑡3𝑔(𝑡3)
∞

−∞

  

∫ 𝑑𝑡4ℎ1(𝑡4)
∞

−∞

∅𝑥𝑥(𝑡1 + 𝑡2 − 𝑡3 − 𝑡4) 

  

𝑦(𝑡) = ∫ 𝑑𝑡1𝑔(𝑡1)∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)∫ 𝑑𝑡3ℎ2(𝑡3)
∞

−∞

𝑥(𝑡 − 𝑡1 − 𝑡2 − 𝑡3)
∞

−∞

∞

−∞

   

 

(𝑡) = ∫ 𝑑𝑡1𝑔(𝑡1)∫
𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)∫ 𝑑𝑡3ℎ2(𝑡3)

∞

−∞

𝑥(𝑡 − 𝑡1 − 𝑡2 − 𝑡3)

 

∞

−∞

∞

−∞

− 𝑥(𝑡) 

  

2(𝑡) = [∫ 𝑑𝑡1𝑔(𝑡1)∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)∫ 𝑑𝑡3ℎ2(𝑡3)
∞

−∞

𝑥(𝑡 − 𝑡1 − 𝑡2 − 𝑡3)
∞

−∞

∞

−∞

] 

 [∫ 𝑑𝑡4𝑔(𝑡4)∫ 𝑑𝑡5ℎ1(𝑡5)∫ 𝑑𝑡6ℎ2(𝑡6)
∞

−∞

𝑥(𝑡 − 𝑡4 − 𝑡5 − 𝑡6)
∞

−∞

∞

−∞

] 

−2 [∫ 𝑑𝑡1𝑔(𝑡1)∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)∫ 𝑑𝑡3ℎ2(𝑡3)
∞

−∞

𝑥(𝑡 − 𝑡1 − 𝑡2 − 𝑡3)
∞

−∞

∞

−∞

] 𝑥(𝑡) 

+𝑥2(𝑡) 

 

 

          

(15.26) 

(15.27) 

(15.28) 

(15.29) 

(15.30) 
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2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = ∅𝑥𝑥(0) + ∫ 𝑑𝑡1𝑔(𝑡1)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)
∞

−∞

 

∫ 𝑑𝑡3ℎ2(𝑡3)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡4𝑔(𝑡4)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡5ℎ1(𝑡5)
∞

−∞

 

∫ 𝑑𝑡6ℎ2(𝑡6)
∞

−∞

∅𝑥𝑥(𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3 − 𝑡4 − 𝑡5 − 𝑡6) 

−2∫ 𝑑𝑡1𝑔(𝑡1)∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)∫ 𝑑𝑡3ℎ2(𝑡3)∅𝑥𝑥

∞

−∞

(𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3)
∞

−∞

∞

−∞

 

 Performans kriteri aşağıdaki gibidir. Ancak denklemler çok uzun 

olduğundan P’nin iki bölümü ayrı ayrı ele alınsın. 

𝑃 = 𝑎2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + 𝜌2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 𝑎2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ifadesinde 𝑔(𝑡) = 𝑔(𝑡) + 𝑔(𝑡)  yerine koyulursa aşağıdaki 

denklem elde edilir. 

𝑎2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 

                    

∫ 𝑑𝑡1[𝑔(𝑡1) + 𝑔(𝑡1)]∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)
∞

−∞

∞

−∞

∫ 𝑑𝑡3[𝑔(𝑡3) + 𝑔(𝑡3)]
∞

−∞

  

∫ 𝑑𝑡4ℎ1(𝑡4)
∞

−∞

∅𝑥𝑥(𝑡1+𝑡2 − 𝑡3 − 𝑡4) 

= ∫ 𝑑𝑡1[𝑔(𝑡1)]∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)
∞

−∞

∞

−∞

∫ 𝑑𝑡3[𝑔(𝑡3)]
∞

−∞

  

∫ 𝑑𝑡4ℎ1(𝑡4)
∞

−∞

∅𝑥𝑥(𝑡1+𝑡2 − 𝑡3 − 𝑡4)

+ ∫ 𝑑𝑡1[𝑔(𝑡1)]∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)
∞

−∞

∞

−∞

∫ 𝑑𝑡3[𝑔(𝑡3)]
∞

−∞

  

∫ 𝑑𝑡4ℎ1(𝑡4)
∞

−∞

∅𝑥𝑥(𝑡1+𝑡2 − 𝑡3 − 𝑡4)

+ ∫ 𝑑𝑡1[𝑔(𝑡1)]∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)
∞

−∞

∞

−∞

∫ 𝑑𝑡3[𝑔(𝑡3)]
∞

−∞

  

(15.31) 

(15.32) 
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∫ 𝑑𝑡4ℎ1(𝑡4)
∞

−∞

∅𝑥𝑥(𝑡1+𝑡2 − 𝑡3 − 𝑡4) 

 

+∫ 𝑑𝑡1[𝑔(𝑡1)]∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)
∞

−∞

∞

−∞

∫ 𝑑𝑡3[𝑔(𝑡3)]
∞

−∞

  

∫ 𝑑𝑡4ℎ1(𝑡4)
∞

−∞

∅𝑥𝑥(𝑡1+𝑡2 − 𝑡3 − 𝑡4) 

 

𝑑𝑎2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑑𝜀
= ∫ 𝑑𝑡1[𝑔(𝑡1)]∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)

∞

−∞

∞

−∞

∫ 𝑑𝑡3[𝑔(𝑡3)]
∞

−∞

  

∫ 𝑑𝑡4ℎ1(𝑡4)
∞

−∞

∅𝑥𝑥(𝑡1+𝑡2 − 𝑡3 − 𝑡4)

+ ∫ 𝑑𝑡1[𝑔(𝑡1)]∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)
∞

−∞

∞

−∞

∫ 𝑑𝑡3[𝑔(𝑡3)]
∞

−∞

  

∫ 𝑑𝑡4ℎ1(𝑡4)
∞

−∞

∅𝑥𝑥(𝑡1+𝑡2 − 𝑡3 − 𝑡4) 

+2∫ 𝑑𝑡1[𝑔𝜀(𝑡1)]∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)
∞

−∞

∞

−∞

∫ 𝑑𝑡3[𝑔𝜖(𝑡3)]
∞

−∞

  

∫ 𝑑𝑡4ℎ1(𝑡4)
∞

−∞

∅𝑥𝑥(𝑡1+𝑡2 − 𝑡3 − 𝑡4) 

 

𝑑𝑎2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑑𝜀
⌋
𝜀=0

= ∫ 𝑑𝑡1[𝑔(𝑡1)]∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)
∞

−∞

∞

−∞

∫ 𝑑𝑡3[𝑔(𝑡3)]
∞

−∞

  

∫ 𝑑𝑡4ℎ1(𝑡4)
∞

−∞

∅𝑥𝑥(𝑡1 + 𝑡2 − 𝑡3 − 𝑡4)

+ ∫ 𝑑𝑡1[𝑔(𝑡1)]∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)
∞

−∞

∞

−∞

∫ 𝑑𝑡3[𝑔(𝑡3)]
∞

−∞

  

∫ 𝑑𝑡4ℎ1(𝑡4)
∞

−∞

∅𝑥𝑥(𝑡1 + 𝑡2 − 𝑡3 − 𝑡4) 

(15.33) 

(15.34) 

(15.35) 



497 
 

 Yukarıdaki birinci integralde önce t4’e göre integralle t2’ye göre 

integralin sırası, sonra da t1’e göre integralle t3’e göre integralin sırası  

değiştirilirse. ayrıca  ∅𝑥𝑥() = ∅𝑥𝑥(−)  olduğu dikkate alınırsa, denklemin 

birinci terimi ile ikinci terimi değişkenlerin isimleri dışında aynı yapıya 

dönüşür ve aşağıdaki denklem yazılabilir.  

𝑑𝑎2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑑𝜀
⌋
𝜀=0

=  2∫ 𝑑𝑡1𝑔𝜀(𝑡1)∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)
∞

−∞

∞

−∞

∫ 𝑑𝑡3[𝑔(𝑡3)]
∞

−∞

  

∫ 𝑑𝑡4ℎ1(𝑡4)
∞

−∞

∅𝑥𝑥(𝑡1+𝑡2 − 𝑡3 − 𝑡4) 

 Şimdi yukarıdakine benzer işlemler denklem (15.32)’nin ikinci 

terimine uygulansın. Denklem (15.31)’de 𝑔(𝑡) = 𝑔(𝑡) + 𝑔(𝑡)  yerine 

koyulursa aşağıdaki denklem elde edilir.  

2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = ∅𝑥𝑥(0) + ∫ 𝑑𝑡1[𝑔(𝑡1) + 𝑔(𝑡1)]
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡3ℎ2(𝑡3)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡4[𝑔(𝑡4) + 𝑔(𝑡4)]
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡5ℎ1(𝑡5)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡6ℎ2(𝑡6)
∞

−∞

∅𝑥𝑥(𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3 − 𝑡4 − 𝑡5 − 𝑡6)

−2∫ 𝑑𝑡1[𝑔(𝑡1) + 𝑔(𝑡1)]∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)∫ 𝑑𝑡3ℎ2(𝑡3)∅𝑥𝑥

∞

−∞

(𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3)
∞

−∞

∞

−∞

 

 

ya da, 

2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = ∅𝑥𝑥(0) + ∫ 𝑑𝑡1[𝑔(𝑡1)]∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)
∞

−∞

∞

−∞

∫ 𝑑𝑡3

∞

−∞

ℎ2(𝑡3)  

∫ 𝑑𝑡4𝑔(𝑡4)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡5ℎ1(𝑡5)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡6ℎ2(𝑡6)
∞

−∞

∅𝑥𝑥(𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3 − 𝑡4 − 𝑡5 − 𝑡6)

+ ∫ 𝑑𝑡1[𝑔(𝑡1)]
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡3ℎ2(𝑡3)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡4[𝑔(𝑡4)]
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡5ℎ1(𝑡5)
∞

−∞

 

∫ 𝑑𝑡6ℎ2(𝑡6)
∞

−∞

∅𝑥𝑥(𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3 − 𝑡4 − 𝑡5 − 𝑡6) 

 

(15.36) 

(15.37) 
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+∫ 𝑑𝑡1[𝑔(𝑡1)]∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)
∞

−∞

∞

−∞

∫ 𝑑𝑡3

∞

−∞

ℎ2(𝑡3)  

∫ 𝑑𝑡4𝑔(𝑡4)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡5ℎ1(𝑡5)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡6ℎ2(𝑡6)
∞

−∞

∅𝑥𝑥(𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3 − 𝑡4 − 𝑡5

− 𝑡6)

+ ∫ 𝑑𝑡1[𝑔(𝑡1)]
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡3ℎ2(𝑡3)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡4[𝑔(𝑡4)]
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡5ℎ1(𝑡5)
∞

−∞

 

∫ 𝑑𝑡6ℎ2(𝑡6)
∞

−∞

∅𝑥𝑥(𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3 − 𝑡4 − 𝑡5 − 𝑡6) 

−2∫ 𝑑𝑡1[𝑔(𝑡1) + 𝑔(𝑡1)]∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)∫ 𝑑𝑡3ℎ2(𝑡3)∅𝑥𝑥

∞

−∞

(𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3)
∞

−∞

∞

−∞

 

 

𝑑2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑑𝜀
= 

+∫ 𝑑𝑡1[𝑔(𝑡1)]
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡3ℎ2(𝑡3)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡4𝑔(𝑡4)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡5ℎ1(𝑡5)
∞

−∞

 

∫ 𝑑𝑡6ℎ2(𝑡6)
∞

−∞

∅𝑥𝑥(𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3 − 𝑡4 − 𝑡5 − 𝑡6) 

 

+∫ 𝑑𝑡1𝑔(𝑡1)∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)
∞

−∞

∞

−∞

∫ 𝑑𝑡3

∞

−∞

ℎ2(𝑡3)  

∫ 𝑑𝑡4𝑔(𝑡4)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡5ℎ1(𝑡5)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡6ℎ2(𝑡6)
∞

−∞

∅𝑥𝑥(𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3 − 𝑡4 − 𝑡5 − 𝑡6) 

 

+2∫ 𝑑𝑡1[𝑔(𝑡1)]
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡3ℎ2(𝑡3)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡4[𝑔(𝑡4)]
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡5ℎ1(𝑡5)
∞

−∞

 

∫ 𝑑𝑡6ℎ2(𝑡6)
∞

−∞

∅𝑥𝑥(𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3 − 𝑡4 − 𝑡5 − 𝑡6) 

−2∫ 𝑑𝑡1[𝑔(𝑡1)]∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)∫ 𝑑𝑡3ℎ2(𝑡3)∅𝑥𝑥

∞

−∞

(𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3)
∞

−∞

∞

−∞

 

(15.38) 

(15.39) 
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𝑑2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑑𝜀
|

𝜀=0

= 

+∫ 𝑑𝑡1[𝑔(𝑡1)]
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡3ℎ2(𝑡3)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡4𝑔(𝑡4)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡5ℎ1(𝑡5)
∞

−∞

 

∫ 𝑑𝑡6ℎ2(𝑡6)
∞

−∞

∅𝑥𝑥(𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3 − 𝑡4 − 𝑡5 − 𝑡6) 

 

+∫ 𝑑𝑡1𝑔(𝑡1)∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)
∞

−∞

∞

−∞

∫ 𝑑𝑡3

∞

−∞

ℎ2(𝑡3)  

∫ 𝑑𝑡4𝑔(𝑡4)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡5ℎ1(𝑡5)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡6ℎ2(𝑡6)
∞

−∞

∅𝑥𝑥(𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3 − 𝑡4 − 𝑡5 − 𝑡6) 

−2∫ 𝑑𝑡1[𝑔(𝑡1)]∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)∫ 𝑑𝑡3ℎ2(𝑡3)∅𝑥𝑥

∞

−∞

(𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3)
∞

−∞

∞

−∞

 

  

 Denklem (15.35)’dekine benzer şekilde bu denklemin ikinci 

terimindeki integral sıraları uygun şekilde değiştirilir ve ∅𝑥𝑥() =
∅𝑥𝑥(−)  olduğu dikkate alınırsa, denklem aşağıdaki hale dönüşür. 

𝑑2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑑𝜀
|

𝜀=0

= 

2∫ 𝑑𝑡1𝑔(𝑡1)∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)
∞

−∞

∞

−∞

∫ 𝑑𝑡3

∞

−∞

ℎ2(𝑡3)  

∫ 𝑑𝑡4𝑔(𝑡4)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡5ℎ1(𝑡5)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡6ℎ2(𝑡6)
∞

−∞

∅𝑥𝑥(𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3 − 𝑡4 − 𝑡5 − 𝑡6) 

−2∫ 𝑑𝑡1[𝑔(𝑡1)]∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)∫ 𝑑𝑡3ℎ2(𝑡3)∅𝑥𝑥

∞

−∞

(𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3)
∞

−∞

∞

−∞

 

 

 Şimdi (15.36) ve (15.41), denklem (15.32)’de kullanılırsa aşağıdaki 

denklemler yazilabilir. 

(15.40) 

(15.41) 
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𝑑𝑃

𝑑𝜀
|
𝜀=0

=
𝑑𝑎2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑑𝜀
⌋
𝜀=0

+ 𝜌
𝑑2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑑𝜀
|

𝜀=0

= 0 

ya da, 

𝑑𝑃

𝑑𝜀
|
𝜀=0

= 2∫ 𝑑𝑡1𝑔𝜀(𝑡1)∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)
∞

−∞

∞

−∞

∫ 𝑑𝑡3[𝑔(𝑡3)]
∞

−∞

  

∫ 𝑑𝑡4ℎ1(𝑡4)
∞

−∞

∅𝑥𝑥(𝑡1+𝑡2 − 𝑡3 − 𝑡4)

+ 2𝜌∫ 𝑑𝑡1𝑔(𝑡1)∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)
∞

−∞

∞

−∞

∫ 𝑑𝑡3

∞

−∞

ℎ2(𝑡3)  

∫ 𝑑𝑡4𝑔(𝑡4)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡5ℎ1(𝑡5)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡6ℎ2(𝑡6)
∞

−∞

∅𝑥𝑥(𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3 − 𝑡4 − 𝑡5 − 𝑡6) 

−2𝜌∫ 𝑑𝑡1[𝑔(𝑡1)]∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)∫ 𝑑𝑡3ℎ2(𝑡3)∅𝑥𝑥

∞

−∞

(𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3) = 0
∞

−∞

∞

−∞

 

 

ya da  𝑔(𝑡1) içeren integraller ortak olduğundan parantez dışına alınırsa, 

 

𝑑𝑃

𝑑𝜀
|
𝜀=0

= ∫ 𝑑𝑡1𝑔𝜀(𝑡1) [2∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)
∞

−∞

∞

−∞

∫ 𝑑𝑡3[𝑔(𝑡3)]
∞

−∞

  

∫ 𝑑𝑡4ℎ1(𝑡4)
∞

−∞

∅𝑥𝑥(𝑡1+𝑡2 − 𝑡3 − 𝑡4) + 2𝜌∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡3

∞

−∞

ℎ2(𝑡3)  

∫ 𝑑𝑡4𝑔(𝑡4)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡5ℎ1(𝑡5)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡6ℎ2(𝑡6)
∞

−∞

∅𝑥𝑥(𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3 − 𝑡4 − 𝑡5 − 𝑡6)

− 2𝜌∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)∫ 𝑑𝑡3ℎ2(𝑡3)∅𝑥𝑥

∞

−∞

(𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3)
∞

−∞

] = 0 

   

 g(t) mümkün olan bir ağırlık fonksiyonu olduğundan yukarıdaki 

eşitliğin sıfır olabilmesi ancak kare parantezin içindeki terimin sıfır 

olmasıyla mümkündür. Sonuç olarak aşağıda verilen denklem elde edilir 

(15.42) 

(15.43) 

(15.44) 
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∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡3[𝑔(𝑡3)]
∞

−∞

  

∫ 𝑑𝑡4ℎ1(𝑡4)
∞

−∞

∅𝑥𝑥(𝑡1+𝑡2 − 𝑡3 − 𝑡4) + 𝜌∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡3

∞

−∞

ℎ2(𝑡3)  

∫ 𝑑𝑡4𝑔(𝑡4)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡5ℎ1(𝑡5)
∞

−∞

∫ 𝑑𝑡6ℎ2(𝑡6)
∞

−∞

∅𝑥𝑥(𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3 − 𝑡4 − 𝑡5 − 𝑡6)

− 𝜌∫ 𝑑𝑡2ℎ1(𝑡2)∫ 𝑑𝑡3ℎ2(𝑡3)∅𝑥𝑥

∞

−∞

(𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3)
∞

−∞

= 0 

  

 Bu denklem, Wiener-Hopf integral denkleminin değişik bir 

formudur. Denklemin Fourier transform alınırsa, 

 

𝐻1(−𝑠)𝐺(𝑠)𝐻1(𝑠)∅𝑥𝑥(𝑠) + 𝜌𝐻1(−𝑠)𝐻2(−𝑠)𝐺(𝑠)𝐻1(𝑠)𝐻2(𝑠)∅𝑥𝑥(𝑠) 
 

−𝜌𝐻1(−𝑠)𝐻2(−𝑠)∅𝑥𝑥(𝑠) = 0 
 

𝐺(𝑠)[𝐻1(−𝑠)𝐻1(𝑠) + 𝜌𝐻1(−𝑠)𝐻2(−𝑠)𝐻1(𝑠)𝐻2(𝑠)]∅𝑥𝑥(𝑠) 
 

−𝜌𝐻1(−𝑠)𝐻2(−𝑠)∅𝑥𝑥(𝑠) = 0 
 

 Wiener-Hopf denkleminin terimleri aşağıdaki gibi olur. 

 

𝑊(𝑠) = [𝐻1(−𝑠)𝐻1(𝑠) + 𝜌𝐻1(−𝑠)𝐻2(−𝑠)𝐻1(𝑠)𝐻2(𝑠)]∅𝑥𝑥(𝑠) 

Γ(𝑠) =  𝜌𝐻1(−𝑠)𝐻2(−𝑠)∅𝑥𝑥(𝑠) 

 Aranan sistemin transfer fonksiyonu ise aşağıdaki gibidir. 

𝐺(𝑠) =

[
𝛤(𝑠)
𝑊−(𝑠)

]
+

𝑊+(𝑠)
 

 Örnek 15.1 

 Şekildeki gibi bir taşıt askı sistemi verilmiş olsun. Yol girişi x(t) 

gelişigüzel olup, spektrumu aşağıdaki ifadeyle verilmiştir. 

∅𝑥𝑥(𝑠) =
𝐴

−𝑠2
 

(15.45) 

(15.48) 

(15.46) 

(15.47) 

(15.49) 

(15.50) 
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 Askı sisteminin girişi x(t) çıkışı ise kütleye uygulanan kuvvettir. 

Tasarlanacak askı sisteminin, 

𝑃 = �̈�2̅̅ ̅ + 𝜌2̅̅̅ 

olarak tanımlanan bir performans kriterini minimum yapması 

istenmektedir. Optimum askı sisteminin transfer fonksiyonunu bulun. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Şekilde verilen askı sisteminin blok diyagramı aşağıdaki gibidir. 

 

 

 

 

  

 Sistemin yapısı Şekil 15.2’deki gibidir. Anılan şekilde görülen 

fonksiyonlar buradaki durumda aşağıdaki gibidir. 

𝐻1(𝑠) =
1

𝑀
        𝐻1(−𝑠) =

1

𝑀
 

 Yukarıda belirtilen aşamalar uygulanırsa sırasıyla aşağıdaki 

denklemler elde edilir. 

𝐻2(𝑠) =
1

𝑠2
            𝐻2(−𝑠) =

1

(−𝑠)(−𝑠)
 

   (t) 
   AskıSistemi 

G(s) 

   Taşıt Kütlesi 

M 
   y(t) 

   x(t) 

x(t) 1

𝑀
 G(s) 

f(t) �̈�(t) 1

𝑠2
 

y(t) 
 

+ (t) 

�̈�(t) 
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∅𝑥𝑥(𝑠) =
𝐴

(𝑠)(−𝑠)
 

𝑊(𝑠) = [
1

𝑀

1

𝑀
+ 𝜌

1

𝑀

1

(−𝑠)(−𝑠)

1

𝑀

1

(𝑠)(𝑠)
]

𝐴

(𝑠)(−𝑠)
 

=
𝐴

𝑀2
[

𝑠4 + 𝜌

(𝑠)(𝑠)(𝑠)(−𝑠)(−𝑠)(−𝑠)
] 

𝑊+(𝑠) =
(𝑠 + 𝜌

1
4 + 𝑗𝜌

1
4) (𝑠 + 𝜌

1
4 − 𝑗𝜌

1
4)

(+𝑠)(+𝑠)(+𝑠)
 

𝑊−(𝑠) =
(𝑠 − 𝜌

1
4 + 𝑗𝜌

1
4) (𝑠 − 𝜌

1
4 − 𝑗𝜌

1
4)

(−𝑠)(−𝑠)(−𝑠)
(
𝐴

𝑀2
) 

Γ(𝑠) =  𝜌
1

𝑀

1

(−𝑠)(−𝑠)

𝐴

(𝑠)(−𝑠)
=
 𝜌𝐴

𝑀
[

1

(−𝑠)(−𝑠)(−𝑠)(+𝑠)
] 

Γ(𝑠)

𝑊−(𝑠)
=

𝜌𝑀

(𝑠 − 𝜌
1
4 + 𝑗𝜌

1
4)(𝑠 − 𝜌

1
4 − 𝑗𝜌

1
4) (𝑠)

 

[
Γ(𝑠)

𝑊−(𝑠)
]
+

=
𝑀√𝜌

𝑠
 

𝐺(𝑠) =

[
𝛤(𝑠)
𝑊−(𝑠)

]
+

𝑊+(𝑠)
=

𝑀√𝜌
𝑠

(𝑠 + 𝜌
1
4 + 𝑗𝜌

1
4) (𝑠 + 𝜌

1
4 − 𝑗𝜌

1
4)

(+𝑠)(+𝑠)(+𝑠)

 

=
𝑀√𝜌𝑠2

(𝑠 + 𝜌
1
4 + 𝑗𝜌

1
4) (𝑠 + 𝜌

1
4 − 𝑗𝜌

1
4)

 

ya da optimum transfer fonksiyonu 𝐺𝑜(𝑠) 
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𝐺𝑜(𝑠) =
𝑀√𝜌𝑠2

𝑠2 + 2𝑠𝜌
1
4 + 2𝜌

1
2

 

 Bulunan transfer fonksiyonu ölçülen bir x(t) için askı sistemi 

tarafından M kütlesine uygulanması gereken kuvveti vermektedir. Yani 

kuvvet kontrol eden bir servo sistemidir. Ancak uygulamada yol 

yükseltisinin sabit bir referansa göre ölçülmesi zordur. Buna karşılık askı 

sisteminin esnemesi (t) kolayca ölçülebilir. Bu durumda kullanılması 

gereken revize edilmiş optimum transfer fonksiyonu 𝐺𝑟(𝑠) aşağıdaki gibi 

bulunabilir. 

𝐺𝑜(𝑠) =
𝐹(𝑠)

𝑋(𝑠)
 

𝐺𝑟(𝑠) =
𝐹(𝑠)

(𝑠)
=

𝐹(𝑠)
𝑋(𝑠)

𝛿(𝑠)
𝑋(𝑠)

=
𝐺𝑜(𝑠)

𝛿(𝑠)
𝑋(𝑠)

 

 Ama blok diyagramından, 

𝛿(𝑠) = [
1

𝑀𝑠2
𝐺𝑜(𝑠)]𝑋(𝑠) − 𝑋(𝑠) 

ya da, 

𝛿(𝑠)

𝑋(𝑠)
=

1

𝑀𝑠2
𝐺𝑜(𝑠) − 1 

𝐺𝑟(𝑠) =
𝐺𝑜(𝑠)

1
𝑀𝑠2

𝐺𝑜(𝑠) − 1
=

𝑀𝑠2𝐺𝑜(𝑠)

𝐺𝑜(𝑠) − 𝑀𝑠
2
 

 

𝐺𝑟(𝑠) =

𝑀𝑠2
𝑀√𝜌𝑠2

𝑠2 + 2𝑠𝜌
1
4 + 2𝜌

1
2

𝑀√𝜌𝑠2

𝑠2 + 2𝑠𝜌
1
4 + 2𝜌

1
2

−𝑀𝑠2

=
𝑀√𝜌𝑠2

√𝜌 − 𝑠2 − 2𝑠𝜌
1
4 − 2𝜌

1
2

 

ya da, 𝐺𝑟(𝑠) aşağıdaki gibi bulunur. 



505 
 

𝐺𝑟(𝑠) = −
𝑀√𝜌𝑠2

𝑠2 + 2𝑠𝜌
1
4 + 𝜌

1
2

 

 Yukarıdaki örnekte kullanılan yöntem farklı yapıdaki sistemlere de 

uygulanabilir. Ancak yukarıdaki örnekten görüldüğü gibi, optimum 

sistemin bulunması oldukça fazla işlem gerektirmektedir. Bu yüzden 

bölümün sonunda verilen problemlerin çözümleri çok uzun olduğu takdirde 

çözümü yapılandırmanız yeterlidir.  
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PROBLEMLER 

15.1    Aşağıda bir yarım araç modeli verilmiştir. Araç sağa doğru V  hızıyla    

gitmektedir. Yol girişi durağan gelişigüzel bir giriş olup, spektral 

yoğunluk fonksiyonu ∅𝑥(𝑠) = 𝐴𝑉/−𝑠
2  şeklindedir. A terimi yol 

kalitesini belirleyen bir parametredir. G1(s) ve G2(s) kuvvet çıkışlı 

olup, tasarlanması istenen optimum askı sistemlerinin transfer 

fonksiyonlarıdır. Minimum yapılması istenen performans kriteri, 

𝑃 = �̈�𝐺
2̅̅ ̅̅ ̅ + 𝜌1�̈�

2̅̅ ̅ + 𝜌2𝛿1
2̅̅ ̅ + 𝜌3𝛿2

2̅̅ ̅ 

 şeklindedir.  Araç sağa dogru V  hızıyla  hareket ederken x1(t) girişi 

sisteme 𝑡0 = 𝐿/𝑉 süre önce uygulandığına göre, aralarında, 
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𝑥1(𝑡) = 𝑥2(𝑡 − 𝑡0) 

 gibi bir ilişki vardır. Bu problemin ayrıntılı incelemesi Kaynak 

[15.4]’de bulunabilir. Karmaşık ve uzun olduğunda problemi sonuna 

kadar çözmeniz beklenmemektedir. Önce 𝑥1(𝑡) ve 𝑥2(𝑡) 

girişlerinden �̈�𝐺 , �̈�, 1 ve 2  çıkışlarını elde edeceğiniz dört adet blok 

diyagramını oluşturun. Sadece �̈�𝐺  için, 

𝑑�̈�2(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑑𝜀
|
𝜀=0

 

terimini örnek olarak bulun. Çözümün geri kalan kısmını nasıl elde 

edeceğinizi açıklayın. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

15.2 Aşağıda bir çeyrek araç modeli ve bunun blok diyagramı 

görülmektedir. Araç sağa doğru V  hızıyla    gitmektedir. Yol girişinin 

spektral yoğunluk fonksiyonu, ∅𝑥(𝑠) = 𝐴𝑉/−𝑠
2 şeklinde olup, A 

terimi yol kalitesini belirleyen bir parametredir. Tasarlanması istenen 

optimum askı sisteminin transfer fonksiyonu G(s) ile gösterilmiştir. 

Askı sistemi bir kuvvet servo-mekanizması olup, girişi (t), çıkışı ise 

M  ile m arasına uygulanan kuvvet Fs’dir. Minimum yapılması istenen 

performans kriteri aşağıdaki gibidir.  

𝑃 = �̈�2̅̅ ̅ + 𝛿2̅̅ ̅ 

G 

M, IG V (Hız)  

L/2 L/2 

G1(s) G2(s) 

x1(t) x2(t) 

1 
2 
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 Performans kriterini minimum yapan askı sisteminin transfer 

fonksiyonu G(s)’yi bulun.  

 Not: Çözüm sırasında kullanmanız için sistemin blok diyagramı da 

şeklin altında verilmiştir. 
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15.3  Aşağıda torna tezgahlarında oluşan titreşimleri sönümlemek için 

önerilen bir sistem görülmektedir. Çakı ucuna uygulanan kesme 

kuvveti f(t) ile gösterilmiştir. f(t) kuvveti spektral güç fonksiyonu 

xx(s) olarak verilmiş gelişigüzel bir fonksiyondur y(t) çakı ucunun 

konumu, k1 ve M sırasıyla çakıyı taşıyan yapının esnekliğini ve 

kütlesini, k2 tezgahın esnekliğini göstermektedir. Konum kontrol 

eyleyicisinin (piezoelektrik kristalli olabilir) girişi kuvvet 

transdüserinden gelen sinyaldir. Çıkışı ise aşağıdaki denklemle 

verilmiştir. 

𝐿(𝑠) = 𝐺(𝑠)𝐹(𝑠) ;        𝐿(𝑠) = ℒ[𝑙(𝑡)]     𝐹(𝑠) = ℒ[𝑓(𝑡)] 

 . 𝑦2̅̅ ̅  terimini minimum yapacak 𝐺(𝑠) ifadesini bulun. 

  

 
k1 

f(t) 

y(t) 

M Konum 

Eyleyicisi 

k2 

Kuvvet 

Transdüseri 
l(t) 
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EK 1 
MATRİS İŞLEMLERİ  

 

 Bu kitabın konularıyla ilgili matris işlemleri çeşitli kaynaklardan 

yararlanarak derlenmiş ve aşağıda sunulmuştur [E1.1-E1.4]  

Bu kitapta matrisler alt çizgilerle gösterilmiştir. Satır sayısı m, sütun sayısı 

n olan, mn boyutlu bir matrisin gösterim şekli aşağıdaki gibidir.  

 



































mnmm

n

n

ij

aaa

aaa

aaa

aA

21

22221

11211

  (E1.1) 

 Eğer x gibi bir vektör söz konusuysa, üzerinde transpoz sembolü 

yoksa bu daima bir sütun matris olarak gösterilir.  



























nx

x

x

x

2

1

     (E1.2) 

ya da, 

 n

T
xxxx  21     (E1.3) 

Eğer m = n ise, matrise, kare matris denir. Bir kare matrisin 

diyagonal terimleri 1, diğer bütün terimleri 0 ise, özdeşlik matrisi I elde 

edilir. 



































100

010

001

I    (E1.4) 
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Transpoz: 

 Bir matrisin transpozu satır ve sütunlarını değiştirerek bulunur. 

Örneğin denklem (E1.1) ile verilen A matrisinin transpozu aşağıdaki 

gibidir. 



































mnnn

m

m

T

aaa

aaa

aaa

A

21

22212

12111

   (E1.5) 

Simetrik ve anti-simetrik matrisler: 

 Bir kare matrisin elemanları için aij = aji eşitlikleri bütün i ve j’ler 

için geçerli ise, matris simetriktir.  Bu durumda matrisin transpozu 

kendisine eşittir. 

AA
T
  (A simetrik)   (E1.6) 

Bir kare matrisin elemanları için aij = aji eşitlikleri bütün i ve j’ler 

için geçerli ise, matris anti-simetriktir.  Bu durumda matrisin transpozu 

kendisinin negatif işaretlisine eşittir. 

AA
T

  (A anti-simetrik)  (E1.7) 

 Bir matris daima simetrik (As) ve anti-simetrik (Aas) kısımlarına 

ayrılabilir. Bu durumda aşağıdaki eşitlikler geçerlidir. 

ass AAA       (E1.8) 

2

T

s

AA
A


      (E1.9) 

2

T

as

AA
A


      (E1.10) 

Matrislerin Eşitliği: 

 İki matrisin boyutları aynı ise ve bütün i ve j değerleri için aij = aji 

ise bu matrisler eşittir. 

Matrislerin Toplanması ve Çıkarılması: 

 İki matris ancak boyutları aynıysa toplanabilir ya da çıkarılabilir. 
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Bu durumda, aşağıdaki eşitlikler geçerlidir. 

ijijij bac

BAC




(Bütün i ve j değerleri için) (E1.11) 

ABBA       (E1.12) 

)()( CBACBA     (E1.13) 

  Matrisin Bir Sabitle Çarpımı: 

 Bir matris herhangi bir k sabitiyle çarpılırsa, bütün elemanları bu 

sabitle çarpılır. Örneğin denklem (E1.1) ile verilen A matrisi için aşağıdaki 

eşitlik yazılabilir. 

 



































mnmm

n

n

ij

kakaka

kakaka

kakaka

kaAk

21

22221

11211

  (E1.14) 

 Ayrıca aşağıdaki ifade de geçerlidir. 

BkAkBAk  )(     (E1.15) 

Matrisin Türevi: 

 Bir matrisin türevini almak demek, bütün elemanlarının türevini 

alamak demektir. Örneğin denklem (E1.1) ile verilen A matrisi için 

aşağıdaki eşitlik yazılabilir. 















































mnmm

n

n

ij

a
dt

d
a

dt

d
a

dt

d

a
dt

d
a

dt

d
a

dt

d

a
dt

d
a

dt

d
a

dt

d

a
dt

d
A

dt

d

21

22221

11211

 (E1.16) 

Ayrıca aşağıdaki ifadeler de geçerlidir. 

B
dt

d
A

dt

d
BA

dt

d
 )(     (E1.17) 
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dt

Bd
AB

dt

Ad
BA

dt

d
)(     (E1.18) 

Matrisin Integrali: 

 Bir matrisin integralini almak demek, bütün elemanlarının 

integralini alamak demektir. Örneğin denklem (E1.1) ile verilen A matrisi 

için aşağıdaki eşitlik yazılabilir. 

 












































dtadtadta

dtadtadta

dtadtadta

dtadtA

mnmm

n

n

ij

21

22221

11211

 (E1.19) 

 Ayrıca aşağıdaki ifade de geçerlidir. 

dtBdtAdtBA   )(    (E1.20) 

Matrislerin Çarpımı: 

 İki matrisin çarpılabilmesi için aralarında boyut uyumu olması 

gereklidir. Yani, BA gibi bir matris çarpımı A’nın sütun sayısı B’nin satır 

sayısına eşitse mümkündür. Eğer, 

  CBA       (E1.21) 

olarak verilmişse ve A’nın boyutu nr, B’nin boyutu rm ise, C’nin boyutu 

nm olur.  C’nin elemanları aşağıdaki gibi elde edilir. 

  



r

k

kjikij bac
1

     (E1.22) 

 Özel durumlar dışında, 

  ABBA       (E1.23) 

eşitsizliği geçerlidir. Bu yüzden bir matris başka bir matrisle çarpılırken, 

sağ taraftan mı yoksa sol taraftan mı çarpılacağı bilinçli olarak yapılmalıdır. 

Matrisler cinsinden yazılmış bir denklemde iki tarafı da çarpan bir terimin 

birbirini götürmesi eğer bu terimler eşitliğin iki tarafını da aynı taraftan 

çarparsa mümkündür. Örneğin, 

  XEDXBA )()(      (E1.24) 
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gibi bir ifadede X eşitliğin iki tarafını aynı taraftan çarptığı için birbirini 

götürür,  

EDBA       (E1.25) 

elde edilebilir. Buna karşılık, 

  XEDBAX )()(      (E1.26) 

gibi bir ifadede X terimleri birbirini götürmez. 

 Matris çarpımı işlemlerinde, 

- 0BA  olması, 0A  ya da 0B  olduğu sonucunu vermez. 

- CABA   olması, CB   sonucunu vermez. 

- )()( CBACBA   eşitliği geçerlidir. 

- CABACBA  )(  eşitliği geçerlidir. 

- AIAAI   eşitliği geçerlidir. 

Matrisin Minörleri: 

 Bir A matrisi kare olsun veya olmasın, kare formdaki bütün alt 

matrislerine A’nın minörleri denir. Kare formundaki bir A matrisinin ij- 

minorü ijM ,  A matrisinde i’inci satır ve j’inci sütünu yok ederek elde edilen 

matristir. 

Matrisin Determinantı: 

 Determinant sadece kare matrisler için tanımlıdır. nn boyutlu bir 

matrisin determinantı aşağıdaki gibi yazılabilir. 

     ij

n

j

ji
ij MaA det)1(det

1




    (E1.27) 

 Bu denklemde i terimi, 1 ile n arasında (1  i  n) herhangi bir değer 

olabilir. 

 Determinantla ilgili aşağıdaki ifadelerin kullanılması kolaylık 

sağlar. 

        BABA detdetdet      (E1.28) 

     AkAk n detdet       (A matrisi nn boyutlu) (E1.29) 
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Matrisin Tersi: 

 Bir matrisin tersini alınması ancak kare matrislerde mümkündür. 

Eğer bir A matrisinin tersi A-1 olarak gösterilirse aşağıdaki ifade geçerlidir. 

  IAAAA 
 11     (E1.30) 

 Bir kare matris A’nın tersinin alınabilmesi için tekil olmaması, yani 

determinantının sıfır olmaması gereklidir. A’nın tersi aşağıdaki denklemden 

bulunabilir. 

  
)det(

)(1

A

Aadj
A 
      (E1.31) 

 Bu denklemde adj(A), ek matristir (adjoint matris) ve kofaktör 

matrisinin transpozudur. Ek matris aşağıdaki denklemlerle gibi ifade edilir. 

  

T

nnnn

n

n

T

ij

acofacofacof

acofacofacof

acofacofacof

acofAadj

























21

22221

11211

)(  (E1.32) 

  ij
ji

ij Macof det)1(      (E1.33) 

 Örnek: 



















641

312

214

A      (E1.34) 

matrisinin tersini bulun.  

 Matris tersi almak için yukarıdaki işlemler yürütülürse, sırasıyla 

aşağıdaki ifadeler elde edilir. 

  19det A      (E1.35) 

   























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15222

796

ijacof    (E1.36) 
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 
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
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
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acof
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T

ij

  (E1.37) 

 A matrisinin boyutu büyük olduğunda tersini elle hesaplamak 

oldukça emek gerektirir. Bu amaçla uygun bir yazılım kullanılabilir. 

Örneğin MATLAB yazılımında inv(a) komutu bir a matrisinin tersini alır. 

 Bir kare matris daha küçük boyutlu kare matrisler cinsinden 

kompozit bir biçimde verilmişse, aşağıda verilen formül çok kullanışlıdır 

[E1.2]. P matrisi 2n2n boyutlu olsun. Bu matris aşağıdaki gibi nn  

boyutlu alt matrisler cinsinden yazılsın. 

  









RT

SQ
P      (E1.38) 

 P’nin tersi için aşağıdaki ifade yazılabilir [E1.3]. 

  






















DC

BA

RT

SQ
P

1

1    (E1.39) 

 Burada A, B, C ve D matrisleri aşağıdaki gibi tanımlanmıştır. 

  11
)( 

 TRSQA     (E1.40) 

ATRC
1

      (E1.41) 

11
)( 

 SQTRD     (E1.42) 

DSQB
1

      (E1.43) 

 Aşağıda matrislerle ilgili diğer bazı faydalı formüller verilmiştir. 

  TTT ABBA )(       (E1.44) 

  111)(
  ABBA     (E1.45) 

  xQxQx
x

T
2)( 




    (E1.46) 
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  QxQx
x

T
2)(

2

2





    (E1.47) 

  TT
w

x

z

x

w
zzw

x 












)(    (E1.48) 
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EK 2 
MATLAB KOMUTLARI  

 

Bu kitabın giriş bölümünde kontrol sistemi tasarım yöntemlerinin 

teorisini bilmeden, kısıtlarını kavramadan kapalı kutu karakterindeki hazır 

programları kullanmanın sakıncalarından söz edilmişti. Ancak bu 

yazılımların tasarım sürecine getirdiği hız ve verimlilik artışı da göz ardı 

edilemez. Burada kitapta verilen tasarım yöntemlerine ilişkin MATLAB 

komutları hakkında bilgi verilmektedir. Bölümlerin sonunda verilen 

problemlerin çözümünde MATLAB’den aşağıdaki kurallar içinde 

yararlanabilirsiniz.  

- Amacınız, yapmanız gereken tasarımı esaslarını anlamadan 

MATLAB’e yaptırmak değildir. Kendi m-dosyalarızı 

hazırlayın. 

- Aksi belirtilmemişse yer eğrisi çizimi, Bode diyagramları 

çizimi, diferansiyel denklem çözümü, matris işlemlerinin 

yapılması, sonuçların grafik hale getirilmesi gibi, size hız ve 

verimlilik artışı sağlayacak komutları kullanabilirsiniz. Buna 

karşılık, verilen girdileri kullanarak doğrudan tasarım 

sonuçlarını veren komutları kullanmaktan kaçının. Bu tür 

komutlar yeri geldiğinde işaretlenmiştir. 

 Aşağıdaki çizelgede ihtiyacınız olabilecek bazı MATLAB 

komutları ve kullanım amaçları çizelge halinde özetlenmiştir. Bu liste 

komutları hatırlatma amaçlıdır. Komutların kullanım ayrıntıları için 

MATLAB yardım dosyasına başvurunuz. 

Komut Kullanım Amacı 

a = [2 3 1; 3 1 0] 

a = [1; 3; 4] 

a = [1 3 4] v.b. 

Matris tanımı 

a = [1 3 4 2] v.b. Polinom tanımı 

a=b⁎c Matris çarpımı 

abs Mutlak değer 
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acker 

Ackerman yöntemiyle kutup 

yerleştirme (Problemlerin çözümünde 

kullanmayın.) 

bode Bode diyagramları çizimi 

conv 
Konvolüsyon 

Polinom çarpımı 

ctrb Kontrol edilebilirlik matrisi 

det Determinant bulunması 

eig Matris özdeğerleri 

figure Yeni grafik açmak 

for Döngü oluşturmak 

function Fonksiyon m-dosyası oluşturmak 

hold Çizilen grafiği korumak 

icare 

Matris Riccati denklemi çözümü 

(Problemlerin çözümünde 

kullanmayın.) 

if Şartlı işlem  

impulse İmpuls cevap 

initial 
Durum denklemlerinin başlangıç 

şartına cevabı 

inv Matris (kare) tersi alınması 

kalman 
Kalman filtresi tasarımı (Problemlerin 

çözümünde kullanmayın.) 

length Vektör uzunluğu 

lsim Herhangi girişe zaman cevabı 

lqg 

Lineer karesel Gaussian kontrol 

(Problemlerin çözümünde 

kullanmayın.) 

lqr 
Lineer karesel kontrol (Problemlerin 

çözümünde kullanmayın.) 

obsv Gözlenebilirlik matrisi 

ode23s, ode45 ve diğer ode 

fonksiyonları 
Adi diferansiyel denklem çözümü 
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place 
Kutup yerleştirme (Problemlerin 

çözümünde kullanmayın.) 

plot Grafik çizmek 

poly Karakteristik polinom 

rank Matris rankı 

residue Kalıntı bulunması 

rlocus Yer eğrisi çizimi 

roots Polinom kökleri bulunması 

size Vektör veya matris boyutu 

step Basamak cevap 

tf Transfer fonksiyonu tanımı 

transpose Matris transpozu 
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EK 3 
WIENER-HOPF İNTEGRAL DENKLEMİNİN 

ÇÖZÜMÜ [E4.1, E4.2] 

 

 Wiener–Hopf denkleminin formu aşağıdaki gibidir.  

   

∫ 𝑔(𝑡1)𝑊( − 𝑡1)𝑑𝑡1 − 𝛤() = 0               
∞

−∞

 

 Bu denklemde t  0 şartı olmasaydı Fourier transform yoluyla 

kolayca çözülebilirdi. Bu şartın olması çözümünde özel yöntemler 

kullanılmasını gerektirir. Wiener tarafından geliştirilen yöntemde Wiener–

Hopf denklemi önce t  0 şartının olmadığı bir denkleme dönüştürülür, 

sonra da Fourier transformu kullanılarak çözüm elde edilir. 

 

  Şimdi, 

   𝑊−() = 0   > 0  

   𝑊+() = 0    ≤ 0  
 

özelliğine sahip iki uygun yardımcı fonksiyon tanımlansın ve 𝑊() 

fonksiyonu bu iki fonksiyonun konvolüsyonu olarak ifade edilsin. 

 

𝑊() = ∫ 𝑊−(𝑡2)𝑊+(𝜏 − 𝑡2)𝑑𝑡2

∞

−∞

 

 Denklem (E4.3)’de geçen 𝑊() terimi, çift üslü bir fonksiyon olup 

bu kitapta otokorelasyon fonksiyonuna karşılık gelmektedir. 

  

 Benzer şekilde 𝛤() fonksiyonunu yukarıda tanımlanmış olan  

𝑊−() ve yeni tanımlanan () gibi bir yardımcı fonksiyonunun 

konvolüsyonu olarak ifade edilsin. Burada () fonksiyonu, argümanının 

hem pozitif hem de negatif olduğu durumlarda sıfırdan farklı değerlere 

sahip olabilir.  

 

𝛤() = ∫ 𝑊−(𝑡2)(𝜏 − 𝑡2)𝑑𝑡2

∞

−∞

 

           (E4.3)   

        (E4.4)    

  0         (E4.1)    

         (E4.2)     
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 Denklemler (E4.3) ve (E4.4), denklem (E4.1)’e argümanları uygun 

şekilde düzenlenerek yerine koyulursa aşağıdaki denklem elde edilir. 

 

∫ 𝑔(𝑡1) [∫ 𝑊−(𝑡2)𝑊+(𝜏 − 𝑡1 − 𝑡2)𝑑𝑡2

∞

−∞

] 𝑑𝑡1

∞

−∞

 

       − ∫ 𝑊−(𝑡2)𝑧(𝜏 − 𝑡2)𝑑𝑡2

∞

−∞

= 0 

 Bu denklemde birinci terimdeki integrallerin sırası değiştirilirse, 

denklem aşağıdaki hali alır. 

∫ 𝑊−(𝑡2) {[∫ 𝑔(𝑡1)𝑊+(𝜏 − 𝑡1 − 𝑡2)𝑑𝑡1

∞

−∞

] − (𝜏 − 𝑡2)} 𝑑𝑡2

∞

−∞

 = 0 

         

 Ama 𝑊−(𝑡2) fonksiyonu argümanı negatif olduğunda daima sıfır, 

pozitif olduğunda ise sıfırdan farklı olabildiğinden, bu eşitliğin sağlana-

bilmesi için kıvrık parantez içindeki integralin t  0 ve 𝜏 − 𝑡2 ≥ 0 için sıfır 

olması gereklidir. Böylece aşağıdaki denklem elde edilir. 

 

∫ 𝑔(𝑡1)𝑊+(𝜏 − 𝑡2 − 𝑡)𝑑𝑡
∞

−∞

− (𝜏 − 𝑡2) = 0       𝑡  0    𝜏 − 𝑡2 ≥= 0 

 

ya da 𝜏 − 𝑡2 = 𝑡1 olarak tanımlanırsa, 

∫ 𝑔(𝑡1)𝑊+(𝑡 − 𝑡1)𝑑𝑡1

∞

−∞

− (𝑡) = 0       𝑡  0     

olur. Bu eşitliğin birinci terimi 𝑊+(𝑡) negatif t için sıfırdır. İkinci terim ise 

aşağıdaki gibi ayrıştırılsın. 

(𝑡) = 
+

(𝑡) + 
−

(𝑡) 

 
+

(𝑡) = 0      𝑡 < 0 

               
−

(𝑡) = 0      𝑡 > 0 

 (t) negatif zaman için sıfırdan farklı bir değere sahip olduğundan, 

denklem (E4.8) dolayısıyla t’nin tüm değerleri için aşağıdaki denklem 

geçerli olur. 

   

  0     (E4.5) 

t  0      (E4.6) 

          (E4.7) 

         (E4.8) 

         (E4.9) 
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∫ 𝑔(𝑡1)𝑊+(𝑡 − 𝑡1)𝑑𝑡1

∞

−∞

− 
+

(𝑡) = 0 

 Fourier transform çifti aşağıdaki gibi tanımlıdır.  

 

𝐹(𝑠) = ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑓(𝑡)
∞

−∞

𝑑𝑡  

    𝑓(𝑡) =
1

2𝜋
∫ 𝑒𝑠𝑡𝐹(𝑠)𝑑𝑠

𝑗∞

−𝑗∞

 

 Eğer f(t) negatif zaman için sıfıra eşitse, F(s)’nin bütün kutupları 

kompleks düzlemin sol tarafındadır. Eğer f(t) pozitif zaman için sıfıra 

eşitse, F(s)’nin bütün kutupları kompleks düzlemin sağ tarafındadır. Bir f(t) 

fonksiyonu zamanın bütün değerleri için sıfırdan farklı değerlere sahip ise,  

sanal eksenin ik tarafıda da F(s)’nin kutupları vardır. 

    

 Denklem (E4.10)’un iki tarafının Fourier transform alınırsa,  

 

𝐺(𝑠)𝑊+(𝑠) − 
+

(𝑠) = 0 

ya da, 

𝐺(𝑠) =


+
(𝑠)

𝑊+(𝑠)
  

 Denklem (E4.3)’ün iki tarafının transformunu alıp, 𝑊−(𝑠) 

çözülürse, 

𝑊−(𝑠) =
𝑊(𝑠)

𝑊+(𝑠)
 

denklem (E4.4)’ün iki tarafının transformunu alıp, (𝑠) çözülürse, 

 

(𝑠) =
𝛤(𝑠)

𝑊−(𝑠)
 

ve 


+

(𝑠) = [
𝛤(𝑠)

𝑊−(𝑠)
]

+

 

 

yazılabilir. Denklemler (E4.17) ve (E4.14)’den Wiener-Hopf denkleminin 

çözümü olarak aşağıdaki ifade bulunur.   

           (E4.10) 

             (E4.11) 

            (E4.12) 

            (E4.13) 

            (E4.14) 

            (E4.15) 

            (E4.16) 

            (E4.17) 
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𝐺(𝑠) =

[
𝛤(𝑠)

𝑊−(𝑠)
]

+

𝑊+(𝑠)
 

 Bu denklemde, [
𝛤(𝑠)

𝑊−(𝑠)
]

+
terimi aşağıdaki gibi bulunur. 

  [
𝛤(𝑠)

𝑊−(𝑠)
]

+
 =   [

𝛤(𝑠)

𝑊−(𝑠)
] − [

𝛤(𝑠)

𝑊−(𝑠)
]

+
 teriminin bütün kutupları 

 kompleks düzlemin sağ tarafında olmak kaydıyla,  

 
𝛤(𝑠)

𝑊−(𝑠)
 ifadesinin sadece sanal eksenin sol tarafındaki 

 kutuplarını içeren kısmı. 

  𝑊+(𝑠) terimi 𝑊(𝑠)′nin sadece sanal eksenin sol tarafındaki 

kutuplarını ve sıfırlarını; 𝑊−(𝑠) terimi ise 𝑊(𝑠)′nin sadece sanal eksenin 

sağ tarafındaki kutuplarını ve sıfırlarını içerir.  

 Çözüm sırasında kutupların ve sıfırların yukarıdaki şekilde 

ayrıştırılması dolayısıyla, bu işleme spectral ayrıştırma yöntemi denir. 

 

KAYNAKLAR 

[E4.1] Wiener, N., Extrapolation, Interpolation, and Smoothing of 

Stationary Time Series, Technology Press, Cambridge, 1949 

[E4.2] Newton, G.C., Gould, L.A., Kaiser, J.F., Analytical Design of 

Linear Feedback Controls, 4th Ed., John Wiley and Sons, New 

York, 1967 

           (E4.17) 
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EK 4 
KONVOLÜSYON İNTEGRALİ VE FOURIER 

TRANSFORMU ÖZELLİKLERİ VE 

TABLOLARI  

Konvolüsyon İntegrali Özellikleri [E5.1] 

Tanım 𝑦(𝑡) = 𝑥1(𝑡) ∗ 𝑥2(𝑡) = ∫ 𝑥1

∞

−∞

(𝜏)𝑥2(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 

Komütatif 

özellik 
𝑥1(𝑡) ∗ 𝑥2(𝑡) = 𝑥2(𝑡) ∗ 𝑥1(𝑡) 

Distribütif 

Özellik 
𝑥1(𝑡) ∗ [𝑥2(𝑡) + 𝑥3(𝑡)]

= [𝑥1(𝑡) ∗ 𝑥2(𝑡)] + [𝑥1(𝑡) ∗ 𝑥3(𝑡)] 

Assosiyatif 

Özellik 
𝑥1(𝑡) ∗ [𝑥2(𝑡) ∗ 𝑥3(𝑡)] = [𝑥1(𝑡) ∗ 𝑥2(𝑡)] ∗ 𝑥3(𝑡) 

Zaman 

Kaydırma 

Özelliği 

𝑦(𝑡) = 𝑥1(𝑡) ∗ 𝑥2(𝑡) ise, 

𝑥1(𝑡) ∗ 𝑥2(𝑡 − 𝑇0) = 𝑦(𝑡 − 𝑇0) 
𝑥1(𝑡 − 𝑇0) ∗ 𝑥2(𝑡) = 𝑦(𝑡 − 𝑇0) 

                   𝑥1(𝑡 − 𝑇1) ∗ 𝑥2(𝑡 − 𝑇2) = 𝑦(𝑡 − 𝑇1 − 𝑇2) 

İmpuls 

Fonksiyonuyla 

Konvolüsyon 

 

𝑥(𝑡) ∗ (𝑡) = 𝑥(𝑡) 

 

Fourier Transformu Özellikleri [E5.1-3] 

Transform 

Tanımı 
𝑋(𝜔) = ℱ[𝑥(𝑡)] = ∫ 𝑥

∞

−∞

(𝑡)𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡 

Ters 

Transform 

Tanımı 
𝑥(𝑡) = ℱ−1[𝑋(𝜔)] =

1

2𝜋
∫ 𝑋(𝜔)
∞

−∞

𝑒𝑗𝜔𝑡𝑑𝜔 

Özellik Zaman Bölgesi, x(t) Frekans Bölgesi, X() 

Lineerlik  𝑎𝑥1(𝑡) + 𝑏𝑥2(𝑡) 𝑎𝑋1() + 𝑏𝑋2() 
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Zaman 

Kaydırma  𝑥(𝑡 ∓ 𝑇0) 𝑒∓𝑗𝜔𝑇0𝑋() 

Frekans 

Kaydırma  𝑒∓𝑗0𝑡𝑥(𝑡) 𝑋(∓ 𝜔0) 

Zaman İşareti 

Değişimi 
𝑥(−𝑡) 𝑋(−) 

Zaman 

Iskalası 

Değişimi 

𝑥(𝑎𝑡) 1

|𝑎|
𝑋 (



𝑎
) 

Zamana Göre 

Türev 

𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) 𝑗𝜔𝑋(𝜔) 

Zamana Göre 

Katlı Türev 

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑥(𝑡) (𝑗𝜔)𝑛𝑋(𝜔) 

Zamana Göre 

İntegral ∫ 𝑥(𝑡)𝑑𝑡
∞

−∞

 𝑋(𝜔)

𝑗𝜔
 

Konvolüsyon 𝑥1(𝑡) ∗ 𝑥2(𝑡) 𝑋1(𝜔)𝑋2(𝜔) 

Eğri Altındaki 

Alan 

∫ 𝑥(𝑡)𝑑𝑡
∞

−∞

 
1

2𝜋
𝑋(0) 

𝑥(0) ∫ 𝑋()𝑑
∞

−∞

 

Parseval 

Özdeşliği ∫ 𝑥2(𝑡)𝑑𝑡
∞

−∞

=
1

2𝜋
∫ |𝑋()|2𝑑𝜔
∞

−∞

 

 

 

Fourier Transformu Çiftleri [E5.4, E5.5] 

Fonksiyon, x(t) Fourier Transformu, X() 

𝑥(𝑡) 𝑋(𝜔) = ℱ[𝑥(𝑡)] = ∫ 𝑥
∞

−∞

(𝑡)𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡 

1 2𝜋𝛿(𝜔) 

Fourier Transformu Özellikleri (Devam) 
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𝛿(𝑡) 1 

𝑒𝑗𝜔0𝑡 2𝜋𝛿(𝜔 − 𝜔0) 

ℎ(𝑡) 
Birim basamak 𝜋𝛿(𝜔) +

1

𝑗𝜔
 

sgn(t) 
2

𝑗𝜔
 

1

𝑎2 + 𝑡2
 

𝜋

𝑎
𝑒−𝑎|𝜔| 

cos⁡(𝜔0𝑡) 𝜋[𝛿(𝜔 − 𝜔0) + 𝛿(𝜔 + 𝜔0)] 

sin⁡(𝜔0𝑡) 
𝜋

𝑗
[𝛿(𝜔 − 𝜔0) − 𝛿(𝜔 + 𝜔0)] 

ℎ(𝑡)cos⁡(𝜔0𝑡) 
𝜋

2
[𝛿(𝜔 − 𝜔0) + 𝛿(𝜔 + 𝜔0)] +

𝑗𝜔

𝜔0
2 −𝜔2

 

ℎ(𝑡)sin⁡(𝜔0𝑡) 
𝜋

2𝑗
[𝛿(𝜔 − 𝜔0) − 𝛿(𝜔 + 𝜔0)] +

𝜔2

𝜔0
2 −𝜔2

 

ℎ(𝑡)𝑒−𝑎𝑡cos⁡(𝜔0𝑡) 
𝑎 + 𝑗𝜔

𝜔0
2 + (𝑎 + 𝜔)2

 

ℎ(𝑡)𝑒−𝑎𝑡sin⁡(𝜔0𝑡) 
𝜔0

𝜔0
2 + (𝑎 + 𝜔)2

 

𝑒−𝑎|𝑡|  (a > 0) 
2𝑎

𝑎2 +𝜔2
 

ℎ(𝑡)𝑒−𝑎|𝑡|  (a > 0) 
1

𝑎 + 𝑗𝜔
 

ℎ(𝑡)𝑡𝑒−𝑎|𝑡|  (a > 0) 
1

(𝑎 + 𝑗𝜔)2
 

 

  

Fourier Transformu Çiftleri (Devam) 
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