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1
GIRIS

Lisans diizeyinde temel kontrol sistemleri dersini almis olan bir
ogrencinin iki 6nemli eksikligi vardir. Bunlardan birincisi mithendislik
sistemlerinin matematik modellerinin olusturulmasindaki eksikliktir. Pek
¢ok iiniversitede 6grenci bu yetkinlige tam olarak sahip olmadan, kontrol
dersinin baginda iki-U¢ hafta sireyle oldukca yetersiz diizeyde aldigi
bilgiyle kontrol konularma baslar. Onceki yillarda kontrol dersi dncesinde
zorunlu olarak okutulan sistem dinamigi dersi, kredi azaltma caligsmalari
sirasinda ilk kurbanlardan olmustur. Bu eksiklik bazi {iniversitelerde son
smifta acilan bir sistem dinamigi se¢meli dersi ile telafi edilmektedir.
Ancak bu dersin siralamasi, genellikle tiglincii sinifta agilan kontrol dersine
gore yanligtir.

Diger 6nemli eksiklik ise kontrol dersini alan bir 6grencinin PID
kontrol disinda tasarim yetkinliginin olmamasidir. Tiirkiye’de ¢ok az
tniversitede kontrol sistemi tasarimi konusunda ders agilmaktadir. Baz
uiniversitelerin miifredatlarinda kontrol sistemi tasarimi ad1 altinda se¢meli
bir ders goriilmesine ragmen, bunlar sadece isimde kalmakta ve cesitli
sebeplerden agilamamaktadir.

Yabanci dilde yazilmig bazi kitaplarda kontrol tasarimiyla ilgili
konular olduk¢a ayrmntili olarak ve genellikle teoriye daha fazla agirlik
vererek islenmistir [1.1-1.5]. Sadece belli bir konuya 6zel olarak yazilan
kitaplarda ise ¢ok fazla ayrint1 vardir. Kontrol sistemleriyle ilgili temel
konularin yani sira bazi tasarim konularmin da ele alindigi Turkge kitaplar
da vardir [1.6-1.8]. Ancak bu kitaplarda tasarim konular1 olduk¢a sinirh
olarak ele alinmistir.

Bu kitabin amagclar1 ve bunlarin gerceklesmesi igin kullandigi
yaklagim asagidaki gibi 6zetlenebilir.

- Kontrol sistemi tasarimi konusunda 6zellikle Ingilizce olarak
yazilmisg, pedogojik yontemlerin 6ne ¢iktig1 iyi hazirlanmig pek
¢ok kitap vardir. Ayrica kontrol sistemi tasariminin farkli



konularinin ele alindig1, cogu Ingilizce olarak hazirlanmig ders
notlarina, monogramlara ve sunumlara Internet ortaminda
erigilebilir. Buna karsilik kontrol sistemi tasarimi konusunun
ayrintili bir bigimde ele alindig1 yeterli sayida Tlrkge kaynak
yoktur. Bu eksikligi azaltmak icin bu kitap Tulrkce olarak
hazirlanmigtir. Boylece Tilrkge egitim yapan (lniversitelerde
yasanan kaynak eksikliginin azaltilmas1 amag¢lanmstir.
Universiteden mezun olan pek ¢cok miihendisin temel kontrol
sistemleri dersi disinda, ayrica bir kontrol sistemi tasarimi dersi
almadigim1  dikkate alarak, konular okumaya hevesli bir
miithendisin anlayip uygulayabilecegi sadelikle islenmistir.
Anlagilabilir olmasi bu kitabin Onceliklerinden biridir. Bu
yiizden kitabin yaziminda neredeyse bir ders notu sadeligi
kullanilmigtir. Kitapta iglenen tasarim yontemlerinin kolaylikla
anlasilabilmesi i¢in ¢esitli drnekler verilmistir.

Kitabin iiniversite egitiminde kullanilmasini kolaylastirmak i¢in
her bélimun sonunda alistirma problemleri verilmistir. Ayrica
Ogretim {iyeleri i¢in bir ¢6ziim kitab1 hazirlanmstir.
Gunumiizde 6zellikle sanayide ve Ar-Ge merkezlerinde kontrol
sistemi tasarimi igin hazir bilgisayar yazilimlarindan yogun bir
sekilde yaralanilmaktadir. Ancak kullanilan tasarim yonteminin
teorisini bilmeden, kisitlarin1 kavramadan bu programlar
kullanmak, bir zamanlar katalog miihendisi denilen ve sadece
katalog ve abaklar1 kullanarak tasarim yapan miihendislerin
yaptigindan ¢ok farkli degildir. Bu programlar1 kullanan
kisilerin programlarin arkasinda yatan teoriye de hakim olmasi
gereklidir. Buna karsilik bu yazilimlarin is hayatina getirdigi hiz
ve verimlilik artig1 yadsinamaz. Bu diislincelerle kitapta verilen
tasarim yontemlerine iliskin MATLAB komutlar1 hakkinda da
bilgi verilmistir.

Bu kitab1 okuyan miihendislerin ya da bu kitaptan ders kitab1
olarak yararlanan Ogrencilerin, klasik kontrol konularmin
islendigi temel bir kontrol sistemleri dersini daha 6nceden almig
olmalar gereklidir. Sistemlerin durum uzaymda tanimlanmasi
ve kontrolii ile ilgili en azindan temel bilgi diizeyinde asinalik
tavsiye olunur, ancak zorunlu degildir. Modern kontrolle ilgili
temel bilgilerin gerekli olanlar1 bu kitapta yeri geldiginde kisaca
Ozetlenmektedir.



Kitabin 2’nci boéliminde iyi bir kontrol sisteminden beklenen
davranis bi¢cimi ve kontrol sistemlerinin performanslarini degerlendirmek
icin kullanilan gesitli kriterlerin toplu bir 6zeti verilmistir. Bu kriterler yeri
geldiginde kitabin ilgili boliimlerinde kullanilmaktadir.

3-6’nc1 bolimler klasik kontrolde kullanilan baslica tasarim
yaklagimlarina ayrilmigtir. Bu boliimlerde klasik kontroliin 6zelligi
dolayisiyla tek giris ve tek cikish sistemler ele alimmaktadir. 3’Uncu
boliimde yer egrileri kullanarak kontrol sistemi tasarim yontemleri
verilmigtir. Bu kapsamda PID kontroliin yani sira, faz-ilerletici, faz-
geriletici ve faz-ilerletici-geriletici denklestiricilerin sistem davranisini ne
yolla, ne bi¢imde etkiledigi ve tasarim yontemleri ayrintili olarak
incelenmistir.

4’0ncl ve 5’inci bolumlerde frekans bolgesinde kontrol sistemi
tasarimi tizerinde durulmustur. Bu bolimlerde sirasiyla Bode ve Nyquist
diyagramlarindan yararlamlmistir. PID Kontrolcu, faz-ilerletici, faz-
geriletici ve faz-ilerletici-geriletici denklestiriciler ayrintili olarak
anlatilmis ve 6rnekler verilmistir.

6°nc1 bolimde yeterince tanimlanmamusg olan sistemlerin deneysel
yoéntemlerle nasil tanimlanacagi ve PID kontrolcii parametrelerinin nasil
belirlenecegi anlatilmigtir.

7°nci boliimde sistemlerin durum denklemleriyle ifadesi, bu sekilde
ifade edilen sistemler hakkinda temel bilgiler, klasik kontrolde kullanilan
transfer fonksiyonu yaklagimiyla modern kontrolin durum denklemleri
yaklasimi arasindaki bagintilar verilmis, durum denklemleriyle tanimlanan
sistemlerin zaman cevaplarini veren genel ifadeler elde edilmistir.

8’inci bolimde optimum kontroliin tdretilmesinde kullanilan
matematik altyapr islenmis, Pontryagin fonksiyonunu kullanarak genel
optimum kontrolu veren denklemler ve sinir sartlari tiiretilmistir.

9-13’tncl  bolimlerde modern kontrolde kullanilan tasarim
yontemlerinden yaygin olarak kullanilanlar ele alinmistir. islenen konular
minimum-zaman  optimizasyonu, = minimum-yakit  optimizasyonu,
minimum- enerji optimizasyounu, lineer karesel regilatér (LQR), kok
yerlestirme yontemi, tam mertebeli gdzleyici tasarimi, minimum mertebeli
gozleyici tasarimi, Kalman filtresi tasarimi, modele dayali sistem tasarimi
seklinde siralanmigtir.



14-15’inci bolimlerde lineer sistemlerin gelisigiizel girislere

cevabi incelenmis ve gelisigiizel giris uygulanan lineer sistemlerde belli bir
performans kriterini minimum yapan optimum kontrol sistemlerinin
analitik tasarimi anlatilmistir.

Kitapta sadece analog sistemler incelenmistir. 7. bolim disinda

sistemlerin lineer oldugu kabul edilmistir. Kalman filtresiyle ilgili kisim ile,
14°0ncu ve 15’inci bolimler diginda biitiin sistemler deterministiktir.
Adaptif kontrol, giirbiiz kontrol gibi konular igerige dahil edilmemistir.
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KONTROL SISTEMI PERFORMANSINI

DEGERLENDIRME OLCUTLERI

Kontrol edilen bir sistemin performansi degerlendirilirken asagidaki
Ozelliklerin oldugunca saglanmasi istenir.

1. Duragan davranis 6zellikleri

11

1.2

1.3

Sistem c¢ikisi referans girisini hatasiz olarak takip
edebilmelidir. Bu ozellige sistemin servo ozelligi denir.
Ideal olarak sistem ¢ikisinin duragan degeri referans
degere sifir hatayla ulagsmalidir.

Sistem ¢ikis1 bozucu girislerden az etkilenmelidir.

Bu ozellige sistemin regiilator dzelligi denir. Ideal olarak
bozucu giris dolayisiyla sistem c¢ikisindaki degisikligin
duragan degerleri sifir olmalidir.

Sistem ¢ikiginin  duragan degeri Ol¢im  sistemindeki
guralttlerden etkilenmemelidir.

2. Parametre hassasiyeti

2.1

Sistem ¢ikig1; kontrolcii, kontrol edilen sistem ve dl¢cim
sisteminin parametre degerlerindeki degisikliklerden
etkilenmemelidir.

Bu 06zellige sistemin parametre hassasiyeti denir.

3. Kararlilik

3.1
3.2

Sistem mutlaka kararli olmalidir.
Sistem kararsizlik durumundan yeterince uzak olmalidir.



4. Dinamik davranis 6zellikleri

4.1 Sistemin bir baglangi¢ durumundan duragan duruma
giderken gosterdigi dinamik davranis (gecici davranig)
kabul edilebilir 6zelliklere sahip olmalidir. Yani, asiri
salimmm yapmadan son degere oldugunca hizl
yaklagmalidir.

5. Optimizasyon

5.1 Kontrol sirasinda belli bir kriterin minimum yapilmasi
durumudur.

Klasik kontrol tasarimlarinda (tek giris, tek ¢ikis, tek geribesleme)
yukarida sayilan &zelliklerden ilk dordii degerlendirilir. Besinci siradaki
optimizasyon ise ancak diisiik mertebeli sistemlerde ve ¢ok sinirli olarak
uygulanabilir. Modern kontrol uygulamalarinda ise (¢ok giris, ¢ok cikis,
birden fazla geribesleme) sistem tasariminda optimizasyon dne ¢ikar.

2.1 Sistemin Duragan Davranisi

Yukaridaki 6zelliklerden ilki sistemin duragan davranms (surekli
rejim) kalitesini tanimlar. Yani yeterince beklenirse sistem ¢ikiginin
erisecegi son degerle ilgilidir. Kontrol sisteminin performansi
degerlendirilirken, duragan davranig ozelliklerinin incelenmesi ve sisteme
uygulanabilecek girisler karsisinda hatanin sifir ya da kabul edilebilir
diizeyde olup olmadig1 ¢cok 6nemlidir.

Kontrol edilmis bir sistemin blok diyagrami Sekil 2.1°deki gibi
olsun. Bu diyagramda K kontrolciinin kazancin1 gostermektedir. Referans
girisi R(S), bozucu giris D(S) ve 6lgum gurultiisi Dn(s) ile sistem ¢ikist C(S)
arasindaki transfer fonksiyonlari bu diyagramdan sirasiyla asagidaki gibi
yazilabilir.

C(s) _  KG,(s)G(s) -
R(s) 1+KG,(s)G(S)H(S) 1)
C(s) _ G(s) 22)

D(s) 1+KG,(5)G(S)H (s)



D(s)
Kontrolci + Plant
R E C
© n ©) KGC(S) +U G(S) )
| /\+ HE)
+ Olgiim sistemi
Dn(s)
Sekil 2.1
C(s) ___ KG(5)G(S) 3

D, (s) 1+KG,(5)G(s)H(s)

Sozii edilen girislerle hata E(S) arasindaki transfer fonksiyonlari da

asagida verilmistir.

E(s) 1
R(s) 1+KG,(s)G(s)H (s)

E(s) _ H(s)G(s)
D(s)  1+KG,(s)G(s)H(s)

E(s) _ 1
D,(s) 1+KG,(5)G(s)H(s)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

Denklemler (2.4) - (2.6) incelenirse, her U¢ durumda da hatay:

azaltmak icin,
L+ KG, (s)G(s)H (s)| >>1

yada,

(2.7)



IKG, (s)G(s)H (s)| >> 1 (2.8)

olmas: istenir. Bu ifadede H(S) ve G(s) sirasiyla 6lgii aletinin ve kontrol
edilmek istenen sistemin (plant) transfer fonksiyonlari oldugundan
degistirilme imkan1 yoktur. Bu yiizden denklem (2.8) ile verilen sart ancak
kontolcii kazanc1 K’y1 ¢ok biiylik alarak saglanabilir. (Diger taraftan, K’nin
cok biiylik degerleri, sistemin dinamik davranisini ve kararliligini olumsuz
etkileyebilir.) Bu sart saglandiginda, ¢ikis C(s)’nin degerleri asagidaki hali
alir.

Cs) .1

RG) H) (@9)
cs)

59 =" (2.10)
C(s) -1 (2.11)
D.(5) - H() |

Yukaridaki ifadelerden goriildiigii gibi, geri besleme hatti {izerinde
olan degisiklikler ve giiriiltiiler sistem ¢ikisint dogrudan etkiler. Bu yiizden
kontrol sistemleri tasarlanirken ileri besleme hattindaki kazancin, yani
kontrolcii kazancinin yiiksek degerlere ayarlanabilir olmasina; geribesleme
hattindaki 6l¢ii aleti 6zelliklerinin ise dogru olarak bilinmesine, degismiyor
ve giirtiltiisiiz olmasina 6nem verilir.

Sistemin duragan hatas1 uygulanan girisin 6zelligine ve agik ¢evrim
transfer fonksiyonunun orijindeki kutup sayisina baghdir. A¢ik ¢evrim
transfer fonksiyonunun orijindeki kutup sayisina sistemin tip sayisi denir. Bu
saymin degerine gore sistemler tip-1, tip-2 gibi adlandirilir. Sistem tipinin ve
giris cinsinin sistemin duragan davranigini nasil etkiledigini gérmek i¢in
sistemin blok diyagrami Sekil 2.2’deki kanonik forma indirgenmis olsun.

Sekil 2.2°deki sistemde G(S) teriminin i¢inde kontrolcii ve plantin
transfer fonksiyonlar1 yer almaktadir. H(S) ise Ol¢lim sisteminin transfer
fonksiyonudur. Bu sistemde kontrol girisi R(S) ile hata E(S) arasinda
asagidaki iliski vardir.



R(s) E(s) Cs)
> G(s)
H(s)
Sekil 2.2
1

Bu sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu G(s)H (s) asagidaki
gibi ifade edilsin.

K[T(s-2))

G(s)H(s) = — 1 —— (2.13)

SNH(S_ P;)

Bu ifadedeki K kazancinin iginde kontrolcii kazanci da yer
almaktadir. N ise agik ¢evrim transfer fonksiyonunun orijindeki sifir sayisi,
yani sistemin tip numarasidir.

Hatanin duragan degeri ess son deger teoreminden asagidaki gibi
bulunur.

e, = m SE(s) = lim SR(S) (2.14)

s=01+G(S)H(s)

Sistemlerin duragan davramiglarini incelemek i¢in basamak, rampa,
parabol gibi sekilleri olan test girisleri kullanilir ve sistemin bu girisleri
hatasiz olarak izleyebilme yetenegi degerlendirilir. Bu giriglerin Laplace
transformlari sirastyla asagidaki gibidir.
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R(s) = % (R yiiksekliginde basamak) (2.15)
R S

R(s)=— (R egimli rampa) (2.16)
S
R -

R(s)=— (R sabitli parabol) (2.17)
S

Yukaridaki R(S) degerleri denklem (2.14)’de yerine koyulup s degeri
sifira dogru goétiiriiliirse asagidaki ifadeler elde edilir.

s = iy
14 im G(s)H (s) (Basamak giris) (2.18)
S

R
e — .
ss "mo sG(s)H (s) (Rampa giris) (2.19)
S—
€s = R Parabolik giri 2.20
ss |in1082G(S)H(S) (Parabolik giris) (2.20)
s—>

Acik ¢evrim transfer fonksiyonun denklem (2.13) ile verilen tanim
yukaridaki ti¢ denkleme yerlestirilirse, tip-1 veya daha Ustl sistemlerin
basamak girisleri, tip-2 veya daha Ustl sistemlerin basamak ve rampa
girisleri, tip-3 veya daha yuksek tipteki sistemlerin ise basamak, rampa ve
parabolic girisleri hatasiz olarak izleyebildikleri anlasilir. Yani tip numarast
arttikga sistemin referans girislerini hatasiz izleme yetkinligi de artar. Bu
sebepledir ki kontrol sistemlerinin statik davranmislarini iyilestirmek, yani
kontrol dogrulugunu artirmak i¢in integral kontrol isleminden yararlanilir.

Sekil 2.1’de verilen sistemde bozucu giris D(S) ile hata E(S)
arasindaki iligki denklem (2.5)’den asagidaki gibi elde edilir.

_ H(s)G(s)
1+ KG, (S)G(s)H(s)

E(s) = D(s) (2.21)
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Basamak, rampa ve parabolik bozucu girislerin Laplace
transformlar1 asagidaki gibidir.

D .
D(s)=— (D yiiksekliginde basamak)  (2.22)

S
D L
D(s)=— (D egimli rampa) (2.23)
S
D .
D(s) = 3 (D sabitli parabol) (2.24)

Bu girisler denklem (2.21)’de yerine koyulup, son deger
teoreminden hatanin duragan degerleri hesaplanirsa sirasiyla asagidaki
ifadeler elde edilir.

D lim0 H(s)G(s)
ST im KG,(5)G(5)H (5)

3 D
Iim0 KG,(s)

(Basamak giris) (2.25)

D

s = T~ ~ R iri 2.26
s = m SKG,() (Rampa giris) (2.26)
S—>

D

= m (Parabolik giris)  (2.27)
s—0 ¢

eSS

Bu ifadelerden goriildiigii gibi, bozucu giriglerin sebep oldugu
duragan hatalar agik ¢evrim transfer fonksiyonunun degil, kontrolciiniin tip
numarasina baglidir. Basamak, rampa ve parabolik bozucu girisler
uygulandiginda duragan hatalarin sifir olabilmesi igin kontrolciiniin tip
numarasinin sirasiyla en az 1, 2 ve 3 olmasi gerekir.
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2.2 Parametre Hassasiyeti

Kontrol edilen sistemin, kontrolciniin ya da o6lcim sisteminin
parametre degerlerinde imalattan kaynaklanan belirsizlikler ya da kullanim
sonucu yipranmanin sebep oldugu degisiklikler olabilir. Bunun disinda,
arizalanan bazi elemanlarin devre disinda kalmasi ya da plant {izerinde
yapilan tadilatlar dolayisiyla yapisal degisiklikler de olabilir. lyi bir kontrol
sisteminin bu degisikliklerden miimkiin oldugunca az etkilenmesi istenir. Bu
etkiyi azaltacak bigimde kontrolcli parametrelerinin secilmesi iglemine
parametre hassasiyeti analizi (sensitivite analizi) denir. Bu yontemin
ayritilar1 temel kontrol kitaplarinda bulunabilir. Burada sadece genel
prensiplere aciklik getirilecektir.

Sekil 2.2°deki sistemde giris ile ¢ikis arasindaki transfer fonksiyonu
T(s) asagidaki gibidir.

_C)_ G

=R " THe®HE)

(2.28)

Bu ifadede G(s) terimi kontrolcl ve kontrol edilen sistemin transfer
fonksiyonlarin1 barindirmaktadir. Kontrolciiniin K kazanci da bu terimin
icinde bir ¢arpandir. Sistem performansmin G(S) ya da H(s)’de olabilecek
parametre degeri degisikliklerinden ya da yapisal degisikliklerden fazla
etkilenmemesi igin bu degisikliklerin T(S) lizerindeki etkilerinin az olmasi
gereklidir. Denklem (2.28)’in iki tarafinin diferansiyeli alinirsa, asagidaki
ifade bulunur.

dG(s)[1+G(s)H (5)]- G(s)[H (s)dG(s) + G(s)dH (s)]
[L+GE)H(s)

dT(s) =

_ dG(s) - G(s)[G(s)dH ()]

L+G(s)H )] ¢2)

yada,



13

dT(s) _ dG(s)-G(s)[G(s)dH ()]
T(s) L+ G(s)H(E)G(s)

2.30
B 1 dG(s) N —G(S)H(s) | dH(s) (2:30)
1+G(s)H(s) |\ G(s) 1+G(s)H(s) |\ H(s)
Yukaridaki denklemde dG(s)/G(S) teriminin katsayisi, T(S)’nin
G(s)’deki degisikliklere olan hassasiyeti S(T; olarak tanimlanir. G(s)’de bir

degisiklik oldugunda, bunun T(s)’de sebep olacagi % degisiklik oranini,
G(s)’deki % degisiklik oranina bélerek bulunur. Benzer sekilde, dH(S)/H(S)
teriminin katsayisi ise T(S)’nin H(s)’deki degisikliklere olan hassasiyeti SL
olarak tanimlanir. G(S) ve H(s)’de olabilecek degisikliklerin T(s) tzerindeki
etkisinin az olmasi i¢in bu katsayilarin kii¢iik olmas1 gerekir. Bu katsayilarda
yer alan G(s) teriminin iginde kontrolcii kazanci K bir ¢arpan olarak yer alir.
Kontrolcii kazanci biiyiiltillerek hassasiyet terimleri azaltilabilir. K’nin
degeri sonsuza dogru biiyiitildiigiinde hassasiyetlerin limit degerleri
asagidaki hali alir.

S¢ =0 (2.31)
ST =-1 (2.32)

Bu ifadelerden gorildiigii gibi, yeterince yiiksek kontrolcii
kazancglar1 kullanarak ileri besleme hattindaki elemanlarin (kontrolcii ve
plant) parametre degerlerinin veya yapisal sapmalarinin etkileri azaltilabilir.
Ancak 6l¢lim sisteminde olabilecek degisikliklerin telafisi miimkiin degildir.
Bu yiizden kontrol sistemleri tasarlanirken yiiksek kazangli, ama kazang
degerinin ¢ok dogru olarak ayarlanmasi zorunlu olmayan kontrolciiler
kullanilmasi, buna karsilik 6zellikleri degismeyen, giiriiltiistiz, kaliteli 61gim
sistemleri kullanilmasi tercih edilir.

2.3 Kararhhk

Kontrol literaturtinde kararliligin pek ¢ok tanimi olmasina ragmen
miihendislik agisindan ¢cogunlukla asagidaki tanimlar kullanilir.
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i) Bir sisteme sinirli bir giris uygulandiginda sistem ¢ikisgi sinirli
kalirsa ve t — oo iken ¢ikis duragan bir degere dogru giderse bu
sistem kararlidir.

i) Denge durumundaki bir sistem bu durumdan uzaklastirilip bir
baslangic durumuna getirildiginde, degisken degerleri sinirlt
kalarak sistem tekrar denge durumuna donerse bu sistem
kararlidir.

Yukaridaki tanimlardan birincisi daha ¢ok klasik kontrolde, ikincisi
ise durum degiskenlerinin kullanildigi modern kontrolde kullanilir.

Kontrol sistemlerinin analiz ve tasariminda kararlilik konusu iki
yonden incelenir. Bunlardan birincisi sistemin mutlak anlamda kararli olup
olmadiginin incelenmesidir. Sistemin kararlilig1 kontrol sistemi i¢in mutlak
bir gerekliliktir. Ancak kontrol sisteminin kararli olmasi yeterli degildir. Ne
kadar kararli oldugu, yani kararsizlik halinden ne kadar uzakta oldugu da
Oonemlidir. Bu kavramlardan birincisi sistemin mutlak kararlilig:, ikincisi ise
goreceli (rolatif) karariihig olarak adlandirilir.

2.3.1 Mutlak Kararlihk

Klasik kontrolun temel 6zellikleri; tek giris ve tek ¢ikis olmasi, tek
bir degiskenin (¢ikis degiskeni) geri beslenmesi, analiz ve tasarimda Laplace
transformlarindan yararlanilmasidir. Laplace transformlari kullanildigindan
klasik kontrolde incelenen sistemler lineerdir. Lineer bir sistemin kapali
cevrim transfer fonksiyonu asagidaki genel formda verilmis olsun.

Y <[]+
G(S)—x = - (2.33)
(s) 2 2
H(s+pi) (s> +26,0;5 + ®%)

]

Bu ifadede kolaylik olsun diye pay ve paydadaki terimler gergek ve
kompleks eslenik kdklerine ayrilarak gosterilmistir. Yani sistemde m sayida
sifir, 2r+q sayida da kutup vardir. Simdi bu sisteme birim basamak bir giris
uygulansin. Bu durumda X(S) = 1/s olur. Denklem (2.33)’den Y(s) ¢ozulir,
elde edilen ifade kismi kesirlerine agilir ve ters Laplace transformu alinirsa,
bazi ara islemlerden sonra y(t) i¢in asagidaki denklem elde edilir.
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m r
yt)=a+> ae ™+ Ae " cos(w;1-cit—4))
i=1 =1
(2.34)

Bu denklemden goriildiigii gibi, sistem cevabi sabit bir deger, bir dizi
birinci mertebe sistem cevaplart ve bir dizi ikinci mertebe sistem
cevaplarinin toplami seklindedir. Bu denklemde gegen a, ai A; ve ¢ terimleri
kismi kesir katsayilari cinsinden uygun bicimde tanimlanmistir. Esas 6nemli
olan husus ise eksponansiyel terimlerin Usleridir. Soldaki eksponansiyel
terimlerin Usleri olan —p; (i = 1, . . , m) sistemin gercek kutuplari, sagdaki
eksponansiyel terimlerin Usleri olan —¢ @, (j = 1, . ., 1) ise kompleks

kutuplarin  gercek kisimlaridir. Eger bu iislerin hepsi negatif ise
eksponansiyel terimler t — oo iken sifira gider ve y(t) = a olur. Yani sistem
cikist sonsuza gitmez ve sistem kararlidir. Bu sonuca dayanarak lineer bir
sistemin mutlak kararlilig1 igin sart agagidaki gibi ifade edilir.

Eger lineer bir sistemin kapali ¢evrim
kutuplarimin  hepsinin  gercek kisimlart
negatif ise, yani kutuplar sanal eksenin
sol tarafinda ise 0 sistem kararhidir.

Lineer bir sistemin mutlak kararliligi kutuplarin degerlerini
¢ozmeden, sadece karakteristik denklemin katsayilar1 kullanilarak kolayca
bulunabilir. Bu amagla kullanilabilecek pek ¢ok yontem arasinda en kolay1
Routh-Hurwitz kriteridir. Bu yontem kontrol sistemleriyle ilgili baslangi¢
derslerinde  daima  anlatildigindan  burada  tekrardan  (zerinde
durulmayacaktir [2.1-2.3].

Modern kontrolde kullanilan kararlilik test yontemleri hem lineer
hem de non-lineer sistemlere uygulanabilir. Ancak lineer sistemlere
uygulama sonucunda Routh-Hurwitz kriterinin verdigi sonuglarin aynisi
bulunur. Bu ylzden esas kullamim amaglari non-lineer sistemlerin
kararliligini incelemektir. Bu yontemlerde sistemin denge konumunun ya da
konumlarinin kararliligi incelenir. Sistem denge konumundan ayrildiginda
tekrardan denge konumuna gelip gelmeyecegi arastirilir. Bu amacla en ¢ok
kullanilan yontemlerden birisi Liapunov yontemidir [2.4].
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2.3.2 Goreceli Kararhhk
Kararliik Pay

Kontrol edilen bir sistemin ne derecede kararli oldugu 6nemlidir.
Kararlilik derecesini objektif olarak ifade etmek i¢in pek ¢ok yol vardir.
Bunlardan bir tanesi sanal eksene en yakin kapali ¢evrim kutbunun eksene
olan uzakligini 6l¢iit olarak kullanmaktir. Denklem (2.34) incelendiginde,
eksponansiyel terimlerin iislerinin biiyiikliigii arttik¢a, yani kutuplar gercek
eksenden sola dogru uzaklastikca, bu terimlerin sifira dogru daha hizli
gittikleri, yani sistem kararliliginin arttigi goriiliir. Bu ylizden sanal eksene
en yakin kutupla ilgili terim sifira en yavas gideceginden goreceli kararlilik
acgisindan en kotii durumu temsil eder. Sanal eksene en yakin kutbun bu
eksenden olan uzaklhigina karariiltk pay: ya da kararlilik marji denir. Bu
uzaklik arttikga sistemin goreceli kararliligi da artar. Kapali ¢evrim kutup
dagilim1 Sekil 2.3’de verilen sistemin kararlilik pay1 (s ) gosterilmistir.

Im

Re

X

X
X

|

3

Sekil 2.3

Kazang Payt ve Faz Payi

Bir sistemin giris ve ¢ikis1 arasindaki transfer fonksiyonunun frekans
cevabi sistemin periyodik zorlamalar karsisindaki dinamik davranisimin
incelenmesi  acisindan  6nemlidir.  Sisteme  siniisoidal bir  giris
uygulandiginda, gecici davranmig soniimlendikten sonra geriye giris
frekanstyla ayn1 frekasa sahip olan, ama genligi ve girise gore olan faz farki
frekansa bagl olan siirekli bir salinim kalir. Bu salimima sistemin duragan
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sinUsoidal cevabi denir. Frekans cevabi analizinde ¢ikis ve giris genliklerinin
orani ve faz farkinin giris frekansiyla degisimleri incelenir. Konu kontrol
sistemleri ile ilgili temel kitaplarda islendiginden burada ayrintilara
girilmeyecektir [2.1-2.3]. Yontem kisaca soyledir. Transfer fonksiyonunda
S = jo koyulur. Bu sekilde elde edilen ifadeye frekans cevabi transfer
fonksiyonu denir. Eger giris x(t)= X sin wt ve duragan siniisoidal cevap

y(t) =Y sin(at + @) ise, cikis ile giris genlikleri arasindaki oran ile faz farki

@’nin frekansa bagl olarak degisim sekli asagidaki ifadelerden bulunur.

Y .
- G(jo) (2.35)

¢=/G(jw) (2.36)

Frekans cevabi sadece kontrol sistemleri igin degil, titresim
analizlerinde de kullanilir.  Titresim analizlerinde salinim genliginin
frekansla degisimini gdsteren egriler (rezonans egrileri) kaginilmasi gereken
frekans bolgelerini ve alinabilecek onlemleri belirlemekte yararlidir. Kontrol
sistemi analiz ve tasarimlarinda frekans cevabi sonuglart Bode diyagramlari,
Nyquist diyagrami, Nichols diyagrami gibi grafiklerle gosterilerek kullanilir.

Kapali ¢evrim transfer fonksiyonu yerine agik ¢evrim transfer
fonksiyonunun frekans cevabi incelenirse, sistemin hem mutlak kararliligini
belirlemek hem de goreceli kararliligini degerlendirmek miimkundur. Sekil
2.2’de kanonik formda gosterilen kontrol sisteminin giris ile ¢ikisi arasindaki
transfer fonksiyonu,

_C()__ GE)

1= R(s) 1+G(s)H(s)

(2.37)

seklinde olup, karakteristik denklem asagidaki ifadeden bulunabilir.
1+G(s)H(s)=0 (2.38)

Kararli bir sistemde bu denklemin koklerinin hepsi, yani sistemin
biitiin kutuplar1 sanal eksenin sol tarafindadir. Kutuplardan birisi bile sanal
eksenin lizerinde olursa kararlilik durumu ortadan kalkar ve sistem marjinal
kararli hale gelir. Bu durumda sanal eksen tizerindeki kutbun gercek kismi
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sifir olacagindan bu kutup s = jw seklindedir. O halde sistem kararliliktan
kararsizliga gegerken, yani marjinal kararli iken asagidaki denklem
gecerlidir.

1+G(jo)H(jw) =0 (2.39)
ya da,
G(jo)H(jo)=-1 (2.40)

Yukaridaki denklemin sol tarafi kompleks bir sayidir. Esitlik geregi
bu kompleks saymnin biiyiikliigii ve faz agisi, —1’in biiylikliik ve faz agisina
esit olacagindan asagidaki ifadeler yazilabilir.

G(jo)H (jo)|=1=0 dB (2.41)

[G(ja)H (jo) = -180° (2.42)

Yukaridaki denklemlerle ifade edilen sartlardan sistemin ne kadar
uzakta oldugu, sistemin goreceli kararliligini gosterir. Bunu belirlemek
amaciyla Bode diyagramlari, Nyquist diyagrami ya da Nichols
diyagramindan yararlanilabilir. Ornek olarak, agik cevrim transfer
fonksiyonunun Bode diyagrami Sekil 2.4’deki gibi olan bir sistem olsun. Bu
diyagramda kazang egrisinin 0 dB degerini gegtigi frekans s, faz egrisinin
—180° degerini gectigi frekans ise ax ile gosterilmistir.

Eger kazang egrisi yukar1 dogru B kadar kaydirilirsa marjinal
kararhilik sartlart olusur. Yani biiyiikliik 0 dB iken faz agis1 —180° olur. Bu
kaydirma islemi agik ¢evrim transfer fonksiyonunu uygun bir sabit ile
carparak, yani agik cevrim kazancimi artirarak saglanabilir. Bu yiizden
sekildeki B uzakligina kazang pay: denir.

Eger faz egrisi asagi dogru A kadar kaydirilirsa yine marjinal
kararlilik sartlan olusur. Yani biiyiikliik yine 0 dB iken faz agis1 —180° olur.
Bu kaydirma islemi agik ¢evrim transfer fonksiyonuna, faz egrisini asagi
dogru kaydiracak ya da faz egrisinin egimini uygun bigimde degistirecek
carpanlar ekleyerek saglanabilir. Sekildeki A uzakligina faz pay: denir.
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G(jo)H(jw) [Derece]
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Bir sistemin kazang pay1 ve faz payr ne kadar biiylikse o sistemin
goreceli kararliligr o kadar iyidir. Uygulamalarda kazang payinin 6 dB’den
biiyiik, faz payinin ise 30°- 60° arasinda olmasi onerilir.

2.4 Sistemin Gecici Davramsi
2.4.1 Gegici Davrams1 Tammmlayan Performans Parametreleri

Kontrol edilen bir sistemin bir baglangic durumundan duragan
duruma gidinceye kadar sergiledigi davranisa gecici davranis denir. Klasik
kontrolde gecici davranisin incelenmesi sadece sistem ¢ikisi ile sinirhidir.
Modern kontrolde ise birden fazla sistem c¢ikisi, hatta biitiin durum
degiskenlerinin davraniglari incelenebilir. Yani kontrol sirasinda ¢ikiglarin
yani sira sistemin ¢ikis olmayan degiskenleri de incelenebilir. Burada klasik
kontrolde sistemin gegici davranig Ozelliklerini degerlendirmek igin
kullanilan parametrelerden s6z edilecektir. Sistemin ¢ikist y(t), girisi ise X(t)
olsun. Sekil 2.5’de basamak giris i¢in tipik bir sistem cevabi goriilmektedir.
y(t) baslangigda sifir degerdeyken, basamak giris uygulandiktan sonra Yss
gibi duragan bir degere dogru gitmektedir.

y(t) 1 ¥ss

Zarf egrisi

+ ¢ Zaman

Sekil 2.5
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Sekildeki grafikte y(t) degerleri yss ile bolinmiis ve diisey eksen
y(t)lyss olarak alinmustir. Grafik, duragan deger etrafinda genligi azalan
salimimlar yaparak duragan degere dogru gitmektedir. Kontrol sisteminden
istenen, sistem ¢ikismnin en kisa slrede son duruma ulasmasi ve bunu
yaparken oldugunca az salinim yapmasidir. Bu kriterlerden birincisi sistemin
cevap hiziyla ilgili, ikincisi ise ne kadar kararli olduguyla ilgilidir. Bu
kriterlerden her ikisini birden bagimsiz olarak en iyilenme olanagi yoktur.
Zira sistemin cevap hizini artirmak igin alinan 6nlemler sistemin goreceli
kararliligina azaltir. Diger yandan sistem salinimlarini azaltmak icin alinan
onlemler de sistemi hantallagtirir. Bu yiizden bu iki kriter arasinda bir
uzlagma saglanmasi gerekir. Bu uzlagsmanin saglanabilmesi i¢in gegici sistem
cevabi bu iki kriteri yansitan bazi parametrelerle tanimlanmalidir. Daha
sonra bu parametrelerin degerlerini istenen belirli sinirlar arasinda tutacak
bicimde kontrol sistemi tasarimi yapilabilir. Asagida bu parametereler
Ozetlenmigtir.

Gecikme Zaman (1y)

Sistem cevabinin, duragan degerinin %50’sine ilk defa eristigi
siireye gecikme zamani denir. Gecikme zamani sistemin cevap hizinin bir
Olciitiidiir. Bu siire ne kadar kisaysa sistem cevabi o kadar hizlidir. Gecikme
zamani Sekil 2.5’de tq ile gosterilmistir.

Yiikselme zamanu (t;)

Sistem cevabiin &Yss degerinden (1 - &)yss degerine erismesine
kadar gecen siireye yiikselme zamani denir. Yiikselme zamani da sistemin
cevap hizinin bir dl¢iitiidiir. Bu siire ne kadar kisaysa sistem cevabi1 o kadar
hizlidir. & degeri olarak 0, 0.05 veya 0.10 kullanilir. Salinimli sistemlerde
genellikle & = 0 kullanilir. Bu durumda yiikselme zamani sistem cevabinin
duragan degerini ilk defa gectigi an oldugundan ge¢me zamani adim alir.
Salmimsiz sistemlerde ise o degeri olarak 0.05 veya 0.10 alinir. Yiikselme
zamani belirtilirken % 5 ya da % 10 kriterine gore yikselmeme zaman: diye
ifade edilir. Sekil 2.5’de yiikselme zamani t: ile, gegme zamani ise tc ile
gosterilmisgtir.

Tepe Zamanu (t,)

Tepe zamani sadece sistem cevabmin duragan degeri astigi
durumlarda tanimlanabilir. Cevabin duragan degeri astiktan sonra ilk tepe
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noktasina eristigi andir. Tepe zamani sistemin cevap hizinin bir 6l¢iitiidiir.
Bu siire ne kadar kisaysa sistem cevabi o kadar hizlidir. Sekil 2.5°de tepe
zamani tp ile gosterilmistir.

Maksimum agama (M) ve % Asma

Sistem cevabinin duragan degerin Gtesine gegmesi haline asma
durumu denir. Cevabin ilk asmasinin yiiksekligi sistemin goreceli
kararliliginin bir 6l¢iitiidiir. Eger yss = 1 ise agma yliksekligi 1°’den yukariya
dogru olgiliir ve bu yiikseklige maksimum asama (Mp) denir. Sekil 2.5°de
maksimum agma M, ile gosterilmistir. Eger yss # 1 ise asagidaki gibi % asma
tanimlanir.

Y(tp) Vs
Yss

% Asma = (2.43)

Yerlesme Zamanu (t;)

Yerlesme zamani sistem cevabinin duragan deger etrafinda
* &[y(t)/yss] bant araligina girdigi ve o andan itibaren bu bant i¢inde kaldigi
zamandir. & degeri olarak 0.02 veya 0.05 kullanilir. Yerlesme zamani
belirtilirken % 2 ya da % 5 kriterine gore yerlesme zamani diye ifade edilir.
Sistemin salinim genligi degistifinde yerlesme zamani degerlerinde
atlamalar olacagindan yerlesme zamani tanimlanirken sistem cevabinin
kendisi degil, zarf egrisi kullanilir. Yerlesme zamani salinimlarin ne kadar
hizla soniimlendigini gosterdiginden sistemin goreceli kararliliginin bir
ol¢iitlidiir. Ancak sistemin en uzun zaman sabitiyle iligkili oldugundan ayni
zamanda sistem cevabimin hizi i¢in de bir Olgiittiir. Yerlesme zamani
kisaldikga sistemin goreceli kararliligi ve hizi artar. Sekil 2.5°de sistem
cevabinin zarf egrisine gbre tamimlanmis olan yerlesme zaman ts ile
gosterilmistir.

2.4.2 Baskin Kutuplar

Sistem c¢ikigi bir baslangic degerinden duragan degerine dogru
giderken dinamik bir davranis (gegici davranis) sergiler. Cikis degerinin asiri
salinimlar yapmadan, ama hizli bir bigimde son degerine yaklagmasi istenir.
Kabul edilebilir bir gegici davranis saglanmasi i¢in sistemin dinamigini en
fazla etkileyen kapali ¢evrim kutuplarinin yerleriyle oynanmir. Baskin
kutuplar denilen bu kutuplarin etkisi, denklem (2.34) ile tanimlanan sistem
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cevabina bakarak daha kolay anlasilabilir. Kararli bir sistem i¢in bu
denklemdeki eksponansiyel terimlerin 0slerinin hepsinin negatif olmasi
gerektigi daha oOnce belirtilmisti. Yani kararlilik i¢in kapali ¢evrim
kutuplarinin hepsi negatif gergek kisma sahip olmalidir. Negatif olan bu
uslerin biytiklikleri arttikca, yani kutuplar sanal eksenden sola dogru
uzaklagtica eksponansiyel terimler sifira daha hizla gider. Yani sistem
cevabinda sanal eksene daha uzak olan kutuplarla iligkili terimler daha kisa
stirede kaybolur. Bunun sonucu olarak sistem cevabinin genel sekli sanal
eksene yakin olan kutup ya da kutuplar tarafindan belirlenir. Sanal eksene en
yakin olan kutba veya kompleks eslenik kutup ¢iftine baskin kutup/kutuplar
denir. Bu durumu daha iyi agiklayabilmek igin Sekil 2.6’da kutup
yerlesimleri gosterilen iki sistem ve bunlarin basamak cevaplari verilmistir.
Sekil 2.6(a)’da goriilen sistemde baskin kok gergek eksen iizerindedir. Bu
birinci mertebe bir sisteme karsilik gelir. Uzaktaki iki kok ise ikinci mertebe
salimmli bir sisteme karsilik gelir. Sistem cevabina bakildiginda, genel
goriinliimiiniin birinci mertebe bir sistem cevabina yakin oldugu, bu cevabin
iizerine etkisi daha zayif olan ikinci mertebe sistemin salinimlarinin binmis
oldugu goriiliir. Sekil 2.6(b)’de goriilen sistemde ise kompleks eslenik kokler
sanal eksene daha yakin, yani baskindir. Gergek kok ise sanal eksenden daha
uzakta oldugundan sistem davranigina etkisi daha zayiftir. Sistem cevabina
bakildiginda, genel goriiniimiiniin ikinci mertebe salinimli bir sistem
cevabina yakin oldugu, bu cevabin iizerine etkisi daha zayif olan birinci
mertebe sistemin eksponansiyel davraniginin binmis oldugu goriiliir.

y(t)

e [

Zaman

Sekil 2.6 (a)
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Im y(t) I

Re

Zaman
Sekil 2.6 (b)

2.4.3 ikinci Mertebe Az Soniimlii Sistemin Gegici Davranis Performans
Parametreleri

Ikinci mertebe bir sistemin transfer fonksiyonunun standart gésterim
sekli agagidaki gibidir.
@

G(s) =

2.44
s +2¢cw, S + ! (2.49)

Bdyle bir sistemin iki bagimsiz parametresi vardir. Bunlar séniim
oran1 ¢ ve sOniimsiiz sistem dogal frekansi @, ’dir. Sistemin kutuplari,
s? +2¢m,5+w? =0 Karakteristik denkleminin kokleri olup, bu iki

parametre cinsinden asagidaki gibidir.

P, =—¢m, + w s -1 (2.45)

P, =—¢w, —w, gz -1 (246)

¢ ’nin degeri degistikce sistem kutuplarinin kompleks diizlemdeki
yerleri de degisir. ¢ >1 ise iki farkli gercek kutup, ¢ =1 ise iki tane kath
gercek kutup, 0<g <1lise iki eslenik kompleks kutup ve ¢ =0 ise iki
eslenik sanal kutup vardir. Kutuplarin ¢ degerlerine gore kompleks
diizlemdeki yerleri Sekil 2.7°deki gibidir.



Re

.~
A

¢=0

Sekil 2.7
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0 <¢ <1 ise sistem az sonimlu ve kutuplar merkezi orijinde olan

o, yarigcapl ¢cember lizerindedir. Kompleks kutuplarin tanimlarindan ve

seklin geometrisinden agagidaki esitlikler kolayca yazilabilir.
P, =—¢m, L joy
Wy = o, 1—g2
sin f=1-¢2
cosf=¢

1-¢
s

tan g =

(2.47)
(2.48)

(2.49)
(2.50)

(2.51)
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Sistemin baskin kokleri kompleks eslenikse; gecici davranis
performans parametreleri, sistemin ¢ ve w, parametreleri cinsinden

bulunabilir. Transfer fonksiyonu denklem (2.44) ile verilen sistemin girisi
X(1), ¢ikist y(t) olsun. Birim basamak giris i¢in ¢ikigin Laplace transformu
asagidaki gibi elde edilir.

2
[0

= L 2.52
(s? + 2cw,s + ®?F)s (2.52)

Y (s)

Bu ifade kismi kesirlere ayrilir ve ters transform alinirsa, baz1 ara
islemlerden sonra sistem cevabi y(t) asagidaki gibi bulunur.

y(t) =1— Ae 5" cos(wyt — @) (2.53)

Denklem (2.53)’deki A katsayis1 ve ¢ faz agis1 asagidaki gibi
tanimlanmustir.

(2.54)

¢:tan1{ & Jzz—ﬂ (2.55)

\ll—gz

Gecme zamani (tc)

Gegme zamaninda sistem c¢ikisinin degeri duragan degere esit
oldugunda y(t,)=1 ifadesi gecerlidir. Bu sart denklem (2.53)’e uygulanir

ve t; ¢oziiliirse, gegme zamani asagidaki gibi elde edilir.

Sl el (2.56)
@y w,1-¢?

ya da boyutsuz parametreler t ., ve ¢ cinsinden,

_ -1
to 2B ¢ (2.57)

olur.
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Denklem (2.57)’den elde edilen t. @, terimine kars1 ¢ egrisi Sekil
2.8’de goriilmektedir. Bu egrinin sekline bakildiginda, t, ’nin kisaltilmasi

yani sistemin cevap hizinin artirtlmasi i¢in ¢ KigUK, an ise biytk olmalidir.
10

8 /
6 /

on /
—

__-——/

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Sontim Orani, ¢

Sekil 2.8

Eger gegme zamaninin istenen bir T degerine esit veya daha kii¢iik
olmasi istenirse, denklem (2.56)’dan asagidaki sart bulunur.

T—p T—C0s ¢

o, =

> (2.58)
Tol-¢?  Tyl-¢?

Kutuplarin Sekil 2.7°deki yerlesim o6zellikleri dikkate almirsa,
denklem (2.58)’i saglayan kutuplar kompleks diizlemde Sekil 2.9’da
isaretlenen bolge iginde, kalin ¢izgiyle gosterilen egrilerin iistiinde ve altinda
olmalidir. Grafigi genel hale getirmek i¢in kdklerin sanal ve gergek kisimlari
7/T¢ ile boliinerek normalize edilmistir.

Tepe Zaman (t,)

Tepe noktasinda cevap egrisinin tiirevi sifirdir. Bu sart denklem
(2.53)’e uygulanip t, ¢ozilurse,

t,=— (2.59)
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1.25

0.75 L
0.5 >Te

0.25

Im(p)/(#Tc)

-0.25

-0.5
-0.75 k>T, L

-1.25

Re(p)/(ATe)
Sekil 2.9

ya da boyutsuz parametreler cinsinden asagidaki ifade bulunur.

T
Ot =~ (2.60)

ntp
J1-¢?
Denklem (2.60) ile hesaplanan @t ’ye karst ¢ egrisi Sekil

2.10’da goriilmektedir. Bu sekildeki egriye bakildiginda, sistemin cevap
hizimin artirmak, yani t,’yi kisaltmak igin ¢ KklgUk, n ise buylk

alinmalidir.

Eger tepe zamaninin istenen bir T, degerine esit veya daha kiiclik
olmasi istenirse, denklem (2.59)’dan asagidaki sart bulunur.

Z<T, (2.61)
@y

ya da,
wy =2 (2.62)
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10 /
8

1Y
pa’n4 /

2
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Sontim Orani, ¢
Sekil 2.10

Ikinci mertebe sistemin bu sarti saglayan kutuplarinin kompleks
diizlemdeki bolgeleri Sekil 2.11°de goriilmektedir.

Im
th<Tp
. T
J Tp
Re
tp>Tp
p LT
J Tﬂ

Sekil 2.11
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Maksimum asama (M)
Maksimum asama asagidaki ifadeden bulunabilir.

M, =y(,)-1 (2.63)
Denklem (2.53) bu ifadede yerine koyulursa, M, asagidaki gibi elde

edilir.

M, =exp| —

(2.64)
1-¢2

Mp’nin ¢ ile degisim bigimi Sekil 2.12’deki gibidir. O halde, M,’yi
azaltmak icgin, yani goreceli kararliligi artirmak icin ¢ ’nin artirilmasi
gereklidir. Halbuki daha 0nce cevap hizini artrmak igin ise ¢ ’nin
azaltilmas1 gerektigi belirtilmisti. Bu yiizden ¢ ’nin degeri belirlenirken
cevap hiz1 ve goreceli kararlilik arasinda bir uzlasma yapilmasi gereklidir.

N
NN
RN

N

0.2 \\
\.___

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Sonitim Orani, ¢

Sekil 2.12
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Eger Mp’nin verilen bir Mpm degerine esit ya da daha kiiclik olmas1
istenirse,

exp[— 4l }sMpm (2.65)

\ll—gz

olmalidir. Baz1 kisa ara islemlerden sonra bu durum icin gereken sart
asagidaki gibi elde edilir.

*

a1 T .
ﬂ = tan [—m} = ﬁ (266)

M, <M,, sartimt saglayan kutuplarin kompleks diizlem

tzerindeki yerleri Sekil 2.13’de verilmistir.

Yerlesme Zamanu (t;)

Sekil 2.2°de Ustteki zarf egrisinin yerlesme bandina girdigi anda,
S, =1+ Ae > —1 (2.67)

esitligi gecerlidir. Bu esitlikten t; asagidaki gibi elde edilir.

Re

7

Sekil 2.13
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1 1
t,=——In (2.68)

0% 55 l—gz

Eger ¢ 'nin degeri kiigiikse, karekoklii terim yaklagik 1.0 olur. Bu

durumda &’nin 0.02 ve 0.05 oldugu haller i¢in yerlesme zamani sirasiyla
asagidaki esitliklerden bulunur.

L (5, =0.02) (2.69)
co,
3
=2 (5, =0.05) (2.70)
co,

Eger t’nin verilen bir Ts degerine esit ya da daha kiiciik olmasi
istenirse asagidaki sartlar saglanmalidir.

o, > (5, =0.02) (2.71)
TS
3

G0y 2= (5, =0.05) (2.72)
S

t, <T, sartim saglayan kutuplarin kompleks diizlem iizerindeki
yerleri Sekil 2.14’de goriilmektedir.

Im
tS < TS ts > Ts
Re
ts>Ts
t;<Ts
% n= T‘

Sekil 2.14
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2.4.4 Birinci Mertebe Sistemin Gecici Davramis Performans
Parametreleri

Gercek eksen lizerinde tek bir kutup olmasi durumunda buna karsilik
gelen sistemin transfer fonksiyonu asagidaki gibidir.

G(s) = !

(2.73)

Bu sistemin davranist sadece bir sistem parametresi, yani T
tarafindan belirlenir. Bu parametreye sistemin zaman sabiti denir. Sistemin
birim basanak cevabi asagidaki gibidir.

t

yt)=1-¢e T (2.74)

Sekil 2.15°de birinci mertebe sistemin birim basamak cevabi bazi
Ozellikleriyle birlikte gorilmektedir. Sistemin cevabi bir zaman sabiti sonra
duragan degerinin % 63’iine erigir.

12
=) 1 \ T
<= :
A ' 0.982
g o8 % 095
3 / / | osss
< 06 V. E
£ :
8 // 0.632 !
[3+ | '
0 04 ; ;
£ / : =
o g7

0 : :

0 t T v+T 2T 3T AT 5T
Zaman

Sekil 2.15



34

Birinci mertebe sistem icin yiikselme zamani, gegme zamani ve tepe
zamani kullanilmaz. Bunlar yerine zaman sabiti T sistemin cevap hizinin bir
Olciitii olarak kullanilir. Sistem salinimsiz oldugundan maksimum agma da
kullanilmaz. Birinci mertebe sistem {i¢ zaman sabiti sonra % 5 tolerans
bandina, dort zaman sabiti sonra da % 2 tolerans bandina girer.

2.5 Optimizasyon
2.5.1 Klasik Kontrolde Optimizasyon
Hataya Bagh Integral Kriterler

Klasik kontrol uygulamalarinda normal olarak minimum yapilan bir
amag¢ fonksiyonu yoktur. Yukaridaki kisimlarda s6zii edilen performans
parametrelerini belirli sinirlar iginde tutacak sekilde bir tasarim yapilmasina
calisilir. Bununla beraber, literatiirde Klasik kontrol tasarimi i¢in dnerilmis
baz1 performans kriterleri de (performans indisi) bulunmaktadir. Kontrol
sirasinda minimum yapilmaya c¢alisilan bu kriterler hatanin integral bir
fonksiyonu olarak tanimlanmistir. Bunlar arasinda 6ne ¢ikanlar agagidaki
gibidir [2.5].

1. Hatanm Karesinin Integrali

P.K.= Tez (t)dt (2.75)
0

Bu kriterin minimum yapilmasi sirasinda biiyiik genlikli hatalar
kicuk genliklilere gore daha fazla cezalandirildigindan,
oncelikle biiyiik genlikli hatalarin azaltilmasina ¢aligilir.

2. Hatanin Mutlak Degerinin Integrali
PK.= j le(t)|dt (2.76)
0

Bu kriterin minimum yapilmasi sirasinda hatalar genliklerine
bakilmadan esit olarak cezalandirilir.

3. Hatanin Karesinin Zamanla Carpiminin Integrali

PK.= Ttez (t)dt (2.77)
0
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Bu kriter biiyiik genlikli hatalar1 ve ilerleyen zamanda olusan
hatalar1 daha fazla cezalandirir.

4, Hatamin Mutlak Degerinin Zamanla Carpiminin Integrali
PK.= jt|e(t)|dt (2.78)
0

Bu kriter hatalar1 genliklerine bakmadan esit olarak
cezalandirirken, ilerleyen zamanda olusan hatalar1 daha fazla
cezalandirir.

Klasik kontrolde yukaridaki kriterlerin kullamimi diisiik dereceli
sistemlerle sinirlt olup, analitik yontemlerle kapali g¢evrim transfer
fonksiyonunun (ya da baskin koklere karsilik gelen transfer fonksiyonu
paydasinin) katsayilarini belirlemek bigimindedir [2.5].

1/4-Genlik Orani Kriteri

1/4 — genlik orani1 kriterine gdre, sisteme bir basamak referans giris
uygulandiginda sistem ¢ikiginin ikinci asma genligi, birinci asma genliginin
1/4°1 olmahdir. Bu kriteri kullanan deneysel bir tasarim yontemi, gecikmeli
birinci mertebe sistemler icin ilk defa Ziegler ve Nichols tarafindan
gelistirilmistir [2.6, 2.7]. YOntem, PID kontrol sistemlerinde oransal kazanc,
tlrev zaman sabiti ve integral zaman sabiti degerlerinin belirlenmesinde
kullanilir. Bu konu ileride Boliim 5°de ayrintili olarak incelenecektir.

2.5.2 Modern Kontrolde Optimizasyon

Modern kontrolii klasik kontrolden ayiran temel &zellikler, birden
fazla kontrol girisi ve birden fazla kontrol edilen degisken olmasi, sistemin
mertebesi sayisinda durum degiskeninin geri beslenmesi ve kontrol sirasinda
integral bir performans kriterinin minimum yapilmasidir. Modern kontrolde,
klasik kontrolde oldugu gibi sistem ¢ikisi cinsinden yazilan tek bir
diferansiyel denklem ve bundan tiiretilen transfer fonksiyonu kullanilmaz.
Buna karsilik sistemin mertebesi sayisinda, asagida matrisler cinsinden ifade
edilen birinci mertebe diferansiyel denklemler kullanilir.

I

=g(x,u,t) (2.80)

I<
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Yukarida x durum degiskenleri matrisi, u kontrol girisleri matrisi, y
ise sistemin c¢ikis degiskenleri matrisidir. Denklem (2.79) durum

denklemlerini, denklem (2.80) ise ¢ikiglar: tanimlar. f ve g fonksiyonlari

non-lineer olabilen fonksiyonlardir. Eger sistem lineer, sabit parametreli ve
giris c¢ikisa dogrudan katkida bulunmuyorsa, yukaridaki denklemler
asagidaki 6zel hali alir.

%= Ax-+Bu (2.81)
y =Cx (2.82)

Modern kontrol sistemlerinin tasariminda integral formunda
performans kriterleri kullanilir. Denklemler (2.79) ile tanimlanan non-lineer
sistemlerde kullanilan performans kriterinin genel sekli asagidaki gibidir.

ty
PK.= jL(g,g,t)dt (2.83)
0

Integral performans kriterinin anlamli olmasi i¢in integrant L nin
pozitif definit ya da yari-definit olmas1 gereklidir. Burada L bir fonksiyon
fonksiyonu olup, x ve u fonksiyonlarinin fonksiyonudur. Kontrol sistemi

tasariminin amact sistemi bir baglangig durumu X(0) = X,’dan X(t;) =0

denge durumuna P.K.’yi minimum yaparak getirecek olan u’yu bulmaktir.
u’nun degerlerinin belli sinirlar iginde olmasi bir sart olarak uygulanabilir. L
terimi; enerji, titresim genligi, kontrol igin kullanilan gii¢ gibi sistemin ilgi
duyulan 6zelliklerinin agirlikli bir bileseni olabilir. L = 1 alindiginda ise
kontrol siiresi kisaltilmaya calisilir. Denklemler (2.79) ve (2.80)’deki gibi
genel bigimde tanimlanan sistemlerin optimum kontrol ¢oziimleri agik
cevrimli olup, iki u¢lu sinir deger problemlerinin ¢oziimiini gerektirir. Bu
yizden miimkiin oldugunca denklemler (2.81) ve (2.82) ile tanimlanan lineer
sistem modelleri ve asagidaki gibi tanmimlanan karesel formdaki integral
performans kriterleri tercih edilir.

t
PK.=[(x'Qx+u"Pu)dt+x"sx (284
0 =l
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Burada Q matrisi pozitif definit veya yari-definit, P matrisi pozitif
definittir. integralden sonra yer alan terime son durum ceza fonksiyonu
denir.
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KOKLERIN YER EGRISi YONTEMIYLE
KONTROL SISTEMI TASARIMI

Koklerin yer egisi yontemi ilk defa 1948 yilinda Evans [3.1-3.2]
tarafindan Onerilmis ve klasik kontrol sistemlerinin tasariminda etkin bir
arag olarak kontrol sistemi kitaplarinda yerini almistir. Yer egrisi sistemin
herhangi bir parametresi degistirilirken kapali ¢evrim kutuplarinin
(karakteristik denklemin koklerinin) kompleks diizlemde ¢izdigi yoriingeyi
verir. Amag, tasarim sirasinda kullanilan kontrol organinin herhangi bir
parametresinin kutuplarin yerlesimi {izerindeki etkisini incelemektir.
Uygulamalarda normal olarak degistirilen parametre kontrolclniin statik
kazancidir. Yer egrisinin elle ¢izilmesi, kapali g¢evrim kutuplarinin
hesaplanmasin1  gerektirmez. Bunun yerine yer egrilerinin genel
ozelliklerine dayanarak gelistirilmis olan bir dizi kuraldan yararlanilir. Bazi
kontrol sistemi analiz ve tasarim yazilimlar1 ise kutuplar1 belli kazang
degerleri i¢in hesaplayip, hesaplanan degerlere egri uydurarak yer egrisi
cizerler.

Kontrolciiniin kazang disinda baska parametreleri varsa ve bu
parametrelerin belirlenmesi de tasarimin bir pargasi ise, bunlara farkli
degerler verilerek degisen kazang degerleri igin yer egrileri ¢izilir ve bu
sekilde bir yer egrileri ailesi elde edilir. Boylece belli tasarim kriterlerini
saglamak amaciyla kapali ¢evrim kutuplarinin kompleks diizlem tizerinde
yerlesimi daha esnek bir bicimde saglanmis olur.

Bir sistem igin yer egrisinin sadece ¢izilmesi tasarim yoniinden bir
anlam tagimaz. Amag yer egrisini belli performans 6lgiitleriyle birlikte ele
alarak bunlar1 saglamaktir. Koklerin yer egrisini kullanarak tasarim
yapilirken iki yaklagimdan yararlanilir. Birinci yaklasimda sistem yapisiyla
ilgili bir degisiklik yapilmaz. Burada amag kapali cevrim kutup yerlerini ve
bunlar verecek olan kazang degerini (yer egrisi ailesi kullaniliyorsa kazang
degeri ve diger kontrolcli parametrelerini) belirlemektir. Bu amagla
kararlilik payi, gecici davramis Ozelliklerini tamimlayan performans
parametreleri gibi dlgiitler kullanilir. Uygulamalarda genellikle bu tiir bir
yaklasim amaca ulagmak i¢in yeterlidir.
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Ikinci yaklasimda ise yukaridaki birinci yaklasimda belirtilenlerin
yant sira agik ¢cevrim transfer fonksiyonuna yeni kutup ve sifirlar ekleyerek
yer egrisinin sekli de degistirilir. Bu sekilde yiiriitiilen bir ¢calisma aslinda
bir denkiestirici (kompansator) tasarimidir.

3.1 Kéoklerin Yer Egrisi Ozellikleri ve Cizim Kurallar

Yapist Sekil 3.1°deki gibi olan bir sistem verilmis olsun. Bu
sistemde ¢ikis degiskeni i¢in asagidaki gibi bir ifade yazilabilir.

GO gy 1O

C(S):1+G(5)H(S) 1+ G(S)H (3)

D(s) (3.1)

Bu sistemin referans girisiyle ¢ikis degiskeni arasindaki transfer
fonksiyonu agagidaki gibidir.

Cs)__ G(s)

= 3.2

R(s) 1+G(s)H(s) (32)
Sistemin karakteristik denklemi,

1+G(s)H(s)=0 (3.3)

oldugundan bir s degerinin sistemin kapali ¢evrim kutbu olmasi igin
asagidaki denklemi saglamasi gereklidir.

G(s)H(s)=-1 (3.4)

Bozucu giris, D(s)

T(s)

Referans +

girisi, R(S) 477\ (o) + :j Cikis, C(s)
§) [——— S——

H(s)

Sekil 3.1
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Kapali ¢evrim kutuplari kompleks, ya da bunun 6zel hali olarak reel
veya sanal oldugundan yukaridaki denklemdeki G(s)H(s) terimi
kompleks bir degere sahiptir. Bu kompleks degerin biiyiiklik ve agisinin

—1’in buylklik ve agisina esit olmasi gerektiginden, asagidaki ifadeler
yazilabilir.

Biiytikliik sarti:
IG(s)H (s)| =1 (3.5)

Ac1 sarti:
{G(S)H (s)=+(2k +1) 180° (k=0,1,..) (3.6)

Yukaridaki ifadelerden birincisi biiyiikliik sart1, ikincisi ise ag1 sart
olarak anilir. Denklemlerin sol taraflarinda sistemin sadece agik ¢evrim
transfer fonksiyonu yer almaktadir. Bir s degerinin sistemin kapali ¢evrim
kutbu olabilmesi i¢in bu sartlarin saglanmasi gereklidir. Acik c¢evrim
transfer fonksiyonu ise asagidaki gibi ¢arpanlari cinsinden yazilabilir.

K[J(s-2))

G(s)H(s)=—F—— (3.7)
H(S - pi)
i-1
Yukaridaki denklemde pi (i = 1, . ., n) acik ¢evrim transfer
fonksiyonunun kutuplari, z; (j = 1, . . , m) ise acik ¢evrim transfer

fonksiyonunun sifirlaridir. (Bunlar kapali ¢evrim transfer fonksiyonunun
kutup ve sifirlariyla karistirilmamalidir.) Pozitif degere sahip olan K ise
sistemin statik acik ¢evrim kazanci olup, kontrol organinin kazanci bunun
icindedir. Koklerin yer egrileri K’'nin degerini 0— o araliginda (0 <
K < o) degistirerek ¢izilir.

Asagidaki gibi pay ve paydasinda ¢arpim faktorleri olan kompleks
bir ifade verilmis olsun.

_ A(s)B(s)
Q(s) = C(9DO) (3.8)

Bu ifadenin blyuklik ve agis1 pay ve paydadaki faktorlerinin
blyuklik ve faz agilari cinsinden asagidaki gibi yazilabilir.
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[AG)[BE)
[C(s)[DEs)

/ Q(s) = /A(s)+/B(s) —/ C(s)— /D(s) (3.10)

IQ(s)| = (3.9)

Yukaridaki formiiller denklem (3.7)’ye uygulanir ve sonug
denklemler (3.5) ve (3.6)’da kullanilirsa, biiytikliik ve a1 sartlar1 agagidaki
gibi elde edilir.

Biiytikliik sarti:

KH\s—zj\=H|s—pi| 0<K<w)  (3.11)

Ag1 sarti:

i /(s—zj)—i/(s—pi):i(2k+1) 180° (k=0,1,2, ..)
j=1 i=1

(3.12)

Yukaridaki sartlar incelendiginde, ag¢1 sartinin K’nin degerinden
bagimsiz oldugu goriilir. Bu yilizden kompleks diizlemde s; gibi bir
noktanin bir sistemin yer egrisi tizerinde olup olmadigini test etmek i¢in ag1
sartinin  saglanip saglanmadigina bakmak yeterlidir. Eger bu sart
saglaniyorsa, biiyliklik sarti kullanilarak s1 kokind (karakteristik
denklemin kokii, yani kapali ¢evrim kutbu) veren K degeri bulunur.

Koklerin yer egrisi elle ¢izilirken kok degerleri hesaplanmadan
yukarida verilen a¢1 ve biiyiiklik sartlarindan tiiretilen basit kurallar
kullanilir. Asagida bunlar ayrintili olarak verilecektir.

Kural 1: Yer egrileri K = 0 iken agik ¢evrim kutuplarinda baslar.

Bu kural biyiikliik sartinin sonucudur. Denklem (3.11)’de K =0
alinirsa, ¢oziilecek n sayida s degerlerinin p; (i =1, . ., n) agik ¢evrim kutup
degerlerine esit oldugu goriiliir.

Kural 2: Yer egrileri K = oo iken agik ¢evrim sifirlarinda sona erer.

Bu kural da buylKIik sartinin sonucudur. Denklem (3.11)’de
K — oo alinirsa, ¢oziilecek m sayida s degerlerinin z; (j = 1, . ., m) acgik
cevrim sifir degerlerine esit oldugu gorilir. Eger m < n ise, geri kalan
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n —m sayidaki kol sonsuzda sona erer. Yani sistemin sonsuzda n - m sayida
acik cevrim sifirin oldugu varsayailir.

Kural 3: Yer egrilerinin kol sayis1 n ve m’den hangisi biiyiikse, ona
esittir. Ancak fiziksel sistemlerde normal olarak n > m oldugundan, kol
sayisi N olarak, yani karakteristik denklemin mertebesine esit olarak elde
edilir. Bu kural yukarida verilen Kural 1 ve Kural 2’nin dogal bir
sonucudur.

Kural 4: Yer egrileri gergek eksene gore simetriktir.

Karakteristik denklemin kokleri kompleks oldugunda daima
eslenik kokler elde edileceginden, yer egrileri gergek eksene gore daima
simetriktir.

Kural 5: Yer egrilerinin |n - m| sayida asemptotu vardir. Asemptot
acilar1 agagidaki formiilden elde edilir.

(2K +1)180°

o
2 n-m

(k=0,1..,Jn—m|-1) (3.13)
Bu kural asagidaki gibi ispat edilebilir [3.3]. A¢ik ¢evrim transfer
fonksiyonu,

G(s)H(s)=%S) (3.14)

seklinde yazilabilir. Burada,
N(s)=s" +b,s™™" +---b,s + Db (3.15)
D(s)=s"+a,s"" +---a,5+4a, (3.16)

olup, K ise kontrolcii kazancini da igeren agik ¢evrim kazancidir. Bu
durumda denklem (3.4) asagidaki hali alir.

N(s)
K o) 1 (K >0) (3.17)

Amag, N(s) # 0 olmak kaydiyla, yani agik g¢evrim sifirlarina
gitmeyen kutuplarin sonsuza giderken (S — o) erisecegi asemptotlari
belirlemektir. Denklemler (3.15) - (3.17)’den,
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imK—2=K>-=K—=Ks™ ™™ = _1
m K 5es) x = (3.18)

ya da, g = n - m olarak tanimlanirsa ve s=|sle’’ seklinde eksponansiyel

form kullamlirsa, K|sle™7% =—1 elde edilir. K ve |s| pozitif oldugundan

acilarinin sifir oldugunu dikkate alarak iki tarafin agilar1 esitlenirse, S’nin
agisi asemptot agisiyla ayni olacagindan, asemptot agis1 i¢in agsagidaki ifade
bulunur.

q0=%(2k +1180°  (k=0,1,..,[n—m| 1) (3.19)
Bu ifadeden #asagidaki gibi elde edilir.

6’:4_r(2k+1)% (k=01 [n—m-1) (3.20)

Kural 6: Asemptotlar ger¢ek eksen iizerinde kesisir. Bu noktaya yer
egrisinin merkezi de denir. Kesigme noktasi oz agagidaki ifadeden bulunur.

> Re(p,) - > Re(z,)
I =1

a

o (3.21)

n—m

Denklem (3.18)’de limiti alinan ifadeye ikinci mertebe terimler de
dahil edilirse, hem denklem (3.20) hem de denklem (3.21) birlikte
bulunabilir [3.3, 3.4]. Bu durumda denklem (3.18) yerine asagidaki ifade
elde edilir.

m m-1
im KN(S):KS +b,,s K
s> D(s) s"+a,s" S

(3.22)

Ama, denklemler (3.15) ve (3.16) ile verilen polinomlardaki by, ve an
katsayilar1 bu polinomlarin kdkleri cinsinden,

m n
by, = _z Z; a, = _Z Pi (3.23)
j i-1

j=1
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olarak yazilabilir. Diger yandan, denklem (3.22)’nin payindaki ikinci
terimin birinciye gore ¢ok daha kiigiik oldugu dikkate alinir, ayrica

. 1
Iim@l—-x)= —— 3.24
lim (1 x) = (3.24)

ifadesinden de yararlanilirsa, asagidaki ifade bulunur.

lim K g(s) =K 1 -
S—0 S
( ) Sn—m_sn—m—l(z pi _sz)+sn—m—22pizzj
i=1 =1 i=1

=1

Yukaridaki denklemin paydasinda sadece en yiiksek mertebeli iki
terim tutulursa, asagidaki denklem elde edilir.

imk NS L (3.25)
s> D(s)  s9+5%g

Burada « ve q asagidaki gibi tanimlanmustir.

n m
a=—2pi+zzj g=n-m (3.26)

i=1 j=1

Denklem (3.25)’den,
si1+ %)=k (3.27)
s
ya da,
1 1

~K9= s(1+ ﬁjq (3.28)

s

olur. Ama, kiiglik x degerleri igin Taylor serisi agilimindan (1+ X)" =1+ rx
almabileceginden,

1
_K ;s[1+ﬁj=s+g (3.29)
sq q

yazilabilir. Bu denklemin sol tarafi eksponansiyel formda yazilarak
asagidaki denklem elde edilir.
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1Ty g
s=Knmgn-m T (k=01..n-m-1) (3.30)
n-m
Bu ifadeden goriildiigii gibi, K — oo iken, s terimi de reel eksen
Uzerindeki,

D Re(p;) - > Re(z))
o, =- - = (3.31)
n—m n—m

noktasindan gecen ve egimleri,

0, =—"—(2k+1) (k=01 |n-m-1) (3.32)
n—m

a

ile tanimlanan (n — m) sayida asemptota dogru gider.

Kural 7: Gergek eksen tizerindeki yer egrisi kisimlari, toplam sayisi
tek olan acik ¢evrim kutup ve sifirinin sol tarafinda kalir.

Bu kural ag1 sartinin incelenmesi sonucu dogrudan elde edilir.
Denklem (3.12)’de verilen ag¢1 sartinda, reel eksen iizerindeki bir s
noktasindan, bu noktanin sagindaki reel kutuplara ve sifirlara gizilen
dogrularin agilar1 180°, kompleks eslenik kutup ya da sifirlara gizilen
dogrularin toplam agilari ise 0° olacagindan, sag taraftaki reel kutup ve
sifirlarin sayisi tek olursa, yani sag taraftaki toplam agik ¢evrim kutup ve
sifir sayisi tek olursa, a¢1 sart1 saglanmig olur.

Kural 8: Ayrilma/birlesme noktalari.

Iki kolun bir noktada birlestikten sonra ayrilmasi halinde bu
noktada katli kokler olusur. Kath kokleri olan bir s polinomu igin bu
noktada sadece polinom degil, polinomun s’ye gore birinci tlirevi de
sifirdir. Buna dayanarak, ayrilma noktasi i¢in saglanmasi gereken sart
asagidaki gibi bulunur.

%[u G(s)H(s)]=0 (3.33)
ya da,
d [G(s)H (s)]=0 (3.34)

ds
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Bu ifade ayrilma birlesme noktalarinin bulunmasi igin gerek sart
olup, yeter sart degildir. Bu noktanin pozitif bir K degerine karsilik gelmesi
de gereklidir. Yer egrileri gercek eksene gore simetrik oldugundan,
ayrilma/birlesme noktalar: ya gergek eksen Uzerinde ya da kompleks
eslenikdir. Gergek eksen iizerindeki ayrilma/birlesme noktalart igin
denklem (3.34)’den elde edilen ¢oziimlerden dogru olanini segerken,
mantik geregi tiiretilen asagidaki ek 6zelliklerin kullanilmas1 yararhdir.

i) Gercek eksen lizerinde iki agik ¢evrim kutbu arasinda yer egrisi
varsa, aralarinda ayrilma noktas1 vardir.

i) Gergek eksen iizerinde iki agik ¢evrim sifir1 arasinda yer egrisi
varsa, aralarinda birlesme noktasi vardir. (Not: Sifirlardan
birisi co’da da olabilir.)

iii) Gercek eksen Uzerinde bir agik ¢evrim kutbu ile bir agik ¢evrim
sifir1 arasinda yer egrisi varsa, aralarinda ya ayrilma/birlesme
noktast yoktur, ya da esit sayida ayrilma/birlesme noktasi
vardir. (Not: Sifir o’da da olabilir.)

y sayida yer egrisi kolu bir noktada birlegiyorsa, yaklagan yan yana
iki kol arasindaki ag1 ya da uzaklasan yan yana iki kol arasindaki ag1 y ve
yaklasan ve uzaklasan iki kol arasindaki acgi 7 asagidaki ifadelerden
bulunur [3.5].

360° 180°
Yy = i—y ny = i—y (3.35)

Yani birlesme noktasina gelen ve giden kollar birlikte 360°lik
toplam ag1y1 esit parcalara boler.

Ayrilma ve birlesme noktalarimi bulmak igin tiirev alma islemi
gerektirmeyen bir baska yontem ise asagidaki formiilii kullanmaktir. Bu
denklemden c¢ozilen o degerlerinden gergcek eksen (izerinde olanlar
ayrilma ve birlesme noktalarini verir [3.6].

Zm: = Z 1 _ (3.36)

1
i1 O t1Z;

Kural 9: Kompleks ag¢ik ¢evrim kutuplarindan ayrilma agisi,
kompleks agik ¢cevrim sifirlarina yaklagsma agisi.

Kompleks bir agik ¢evrim kutbu p’den ayrilma agis1 & Ve
kompleks bir agik ¢evrim sifir1 z’ye yaklasma acis1 6 sirasiyla asagidaki
ifadelerden bulunur.
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6, =180° + !imp G(s)H(s)(s— p) (3.37)

0, =180° —lim  G(s)H (s)/(s - 2) (3.38)

Yukaridaki ifadeler s6z konusu kutup ya da sifir dolayinda bir s
noktast alarak ve bu noktay1 kutba birlestiren dogrunun agisinin, agi sartini
saglamasi icin ne olmasi gerektigini belirleyip limitte S noktasimi s6z
konusu kutup ya da sifira gotiirerek kolaylikla bulunabilir.

Uygulamalarda yukaridaki formiiller yerine ayni1 sonucu veren ve
asagida agiklanan geometrik bir yontem tercih edilir. Sekil 3.2(a)’da
kompleks diizlemde bir s noktas1 ve —a’da bulunan bir nokta gortilmektedir.
S’nin acist 7 ile gosterilmistir. Ayn1 diizlemde s+a kompleks sayisi da
gorilmektedir. s+ a ’nin agisiise pdir. Dikkat edilirse yagisi ayni zamanda
S’yi -a’ya birlestiren dogrunun pozitif gercek eksenle yaptig1 agiya esittir.
Bu o6zellikten yararlanarak kompleks bir agik ¢evrim kutbundan ayrilma
acist Sekil 3.2(b)’de goriildiigi gibi bulunur.

Im
s+a
Se Sy
F N7
\,\7/ \{\ Re
-a
(@)

Y A N ke
Gb=180°+a-Li- -k X(\—
(b)

Sekil 3.2
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i) Soz konusu kutuptan veya sifirdan diger agik ¢evrim kutup ve
stfirlarina dogrular cizilir. Sifirlara cizilen dogrularin pozitif
gercek eksenle yaptiklari agilar s (i=1, .., q), kutuplara gizilen
dogrularin pozitif gergek eksenle yaptiklari acilar g (j =1,
.., r)olsun.

i) Bu agilar cinsinden agik ¢evrim kutbundan ayrilma agis1 ve agik
cevrim sifirina yaklagsma acis1 sirasiyla asagidaki ifadelerden

bulunur.
q r
O0p =180" + Y a; - DB, (3.39)
i=1 j=1
q r
0,=180" -t + Y B, (3.40)
i=1 j=1

Not: Eger ayrilma noktasinda q sayida kath kutup, yaklasma
noktasinda g sayida katli sifir varsa, Denklemler (3.37) - (3.38) asagidaki
hali alir. Bu ifadeler denklem (3.37) ve (3.38)’i elde ederken kullanilan
yaklagimi denklemler (3.35) ile birlikte kullanarak bulunabilir.

g-1
0y =180" + = = 3122 4 im G(s)H (s)(s — p)"
a9 = a4 = (3.41)

k39 k=01 ..9-1)
q

g-1
0,=180" + 2= 3 r X _im G(s)H(s) (s - 2)°
a = 4 (3.42)

k39 oo0,1..q-1)
q

Kural 10: Sanal ekseni gegme noktalari.

Kapali ¢evrim kutuplarinda birisi sanal eksen ilizerine geldiginde
marjinal kararlilik sartlar1 olusur. Bu noktada olan bir kékiin gergek kismi
sifirdir. Bu Ozellikden yararlanarak yer egrilerinin sanal ekseni gectigi
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noktalar ve bunlara kargilik gelen K kazanglar1 asagidaki iki yontemden
birisini kullanarak bulunabilir.

i) Routh tablosundan yararlanilarak marjinal kararlilik sartlarin
verecek K degeri bulunur. Sanal eksen iizerindeki kutuplar
orijine gore simetrik olacagindan yardimei polinom ¢oziilerek
geeme noktalari elde edilir.

ii) Sistemin karakteristik polinomunda s = jo koyulur. Elde edilen
kompleks saymnin sanal ve gercek kisimlart ayri ayri sifira
esitlenerek @ ve K degerleri ¢oziiliir. Gegme noktasi + je’dadir.

Kural 11: Sistem kutuplarinin korunumu — Grant kurali [3.5, 3.7].

Eger acik cevrim transfer fonksiyonunda pay polinomunun
mertebesi payda polinomunun mertebesinden iki veya daha fazla az ise,
yani m<n-—2 ise, kapali ¢evrim kutuplarinin toplami K’nin degerinden
bagimsiz olarak sabittir ve agik ¢evrim kutuplarimin toplamina esittir. Bu
durum asagidaki denklemle ifade edilebilir.

{Z pij {Z piJ (3.43)
i=1 Kapal: gevrim i=1 Agik gevrim

Bdyle bir durumda kutuplar toplaminin sabit olabilmesi i¢in bazi
kollar sola dogru giderken, diger bazilar1 saga dogru gider. Yani yer egrileri
sola ve saga dogru acilir.

Bu kural bir polinomun kdkleriyle katsayilart arasindaki iliskiden
yararlanarak ispatlanabilir. Daha once denklen (3.16) ile verilen agik
cevrim transfer fonksiyonunun payda polinomu sifira esitlenirse,

s"+a,s"t+a, ,s"?+.+a,5+a =0 (3.44)

bulunur. Bu denklemin kokleri, yani sistemin agik ¢evrim kutuplart A1, A,
A3, .., Anise bu koklerle a, katsayis1 arasinda asagidaki gibi bir iliski vardir.

an:_ﬂ'l_/lZ_AG_"'_ﬂ’n (345)

Diger yandan sistemin karakteristik denklemi agik ¢evrim transfer
fonsiyonunun pay ve payda polinomlar1 cinsinden asagidaki gibi
yazilabilir.
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1+G(s)H(s) =1+ K@—o (3.46)

D(s) -
ya da,
D(s)+ KN(s) =0 (3.47)
Denklemler (3.15) ve (3.16)’dan D(s) ve N(s) alinarak denklem
(3.47)’de yerine koyulursa asagidaki ifade bulunur.
s"+a,s"t+a, 8" +.+a,5+a +K(" +b, s +--h,s+Db)=0
(3.48)

Bu denklemden goriildiigli gibi, eer m<n-—2 ise a, katsayist
degismez. Yani kapali ¢evrim kutuplarmin toplami degismez ve agik
cevrim kutuplarinin toplamina esit olur.

Kural 12: Yer egrilerinin l¢eklendirilmesi.

Yer egrisi iizerindeki noktalara karsilik gelen K degerlerinin
bulunmasina olgeklendirme denir. Yer egrisi tizerinde herhangi bir s;
noktasindaki K degerini bulmak i¢in asagida tekrar verilen biiyiikliik sarti
kullanilir.

n

I_ I |31 - pi|

S S
H‘Sl_zj‘
j-1

s1 noktasindaki K degerini bulmak i¢in bu kural asagidaki gibi de
ifade edilebilir.

K (3.49)

S1 noktasinin acik ¢evrim kutuplarina olan uzakliklarinin ¢arpimlari

K=
S1 noktasinin agik ¢evrim sifirlarina olan uzakliklarinin ¢arpimlari

(3.50)
Ozel Kural: Cember bigiminde yer egrisi kisimlar.

Asagidaki sartlar birlikte saglandigi takdirde, yer egrisinin ger¢ek
eksen diginda kalan kismi ¢gember bigimindedir.
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i) Sistemin py, p2 gibi iki acik ¢evrim kutbu ve z1, z; gibi iki agik
cevrim sifir1 varsa (Bunlar gercek ya da kompleks eslenik
olabilir, ayrica aralarindan birisi co’da olabilir.)

i) Gergek agik ¢evrim kutuplart arasinda bir ayrilma noktasi,
gercek acik ¢cevrim sifirlart arasinda bir birlesme noktasi varsa,

iii) prtpe#z1+12 ise.

Eger agik ¢evrim sifirlarindan birisi «’da, agik ¢evrim kutuplar
da pi2 = prt jpi gibi kompleks ise, gemberin merkezi diger sifir z’de,
yarigapi ise asagidaki gibidir [3.8].

R=1(p, —2)2 + p (351)

Eger acik ¢evrim sifir1 ve kutuplari,
P+ Py 2, +2, (3.52)

olmak kaydiyla gercek eksen iizerinde ise, ayrica agik ¢evrim kutuplar
arasinda bir ayrilma noktasi, ¢evrim sifirlar1 arasinda da bir birlesme
noktast varsa, ¢emberin merkezi gercek eksen Uzerinde asagidaki
noktadadir [3.8].

XC _ pl p2 B ZlZZ (353)
P+t P2—21 -2,

Cemberin yarigapi ise asagidaki ifadeden bulunur.

R= \/(pl _Zl)(pl _22)(p2 _Zl)(pz _ZZ)

(3.54)
|p1 +P2—74 _Zz|

Yukarida denklemler (3.51) - (3.54) ile wverilen ifadeler
hesaplamalar i¢in kullanigh olmakla birlikte, yer egrileri elle ¢izilirken
dairesel kisimlarin ¢iziminde geometrik Ozelliklerden yararlanmak cok
daha kolaydir. Agik cevrim sifirlar1 ve kutuplarn kompleks eslenikse,
geometrik yontem 6zellikle tercih edilmelidir.

3.2 Yer Egrilerinin MATLAB® Yardimiyla Cizilmesi

MATLAB® yazilimmin Control Toolbox’inda yer alan rlocus
komutu verilen bir agik ¢evrim transfer fonksiyonu i¢in yer egrilerini hizla
cizer. Bunun igin dnce agik ¢evrim transfer fonksiyonunun tf komutuyla
olusturulmasi gerekir. Kullanim sekli asagida bir 6rnekle gosterilmistir.
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h=tf ([132],[L410])

rlocus(h)

Yukaridaki ilk komut agik ¢evrim transfer fonksiyonunu,
h=(s?+3s+2)/(s®+4s® +5s) gibi tammlar. (K terimini yazmaya gerek
yoktur.) Ikinci komut ise buna karsilik gelen yer egrilerini gizer.

3.3 Yer Egrisi cizim 6rnekleri
Ornek 3.1:

Bu Ornekte agik ¢evrim transfer fonksiyonu asagida verilen
sistemin 0 <K < oo igin yer egrileri ¢izilecektir.

Kural 1:

Kural 2:
Kural 3:
Kural 4:
Kural 5:
Kural 6:

Kural 7:

Kural 8:

Kural 9:

G(s)H(s) =

K
(s+2)(s+4)(s+6)

Agik ¢evrim kutuplar:  p, =-2, p,=-4, p;=—6
Acik ¢evrim sifir1 yok.

n =3, m=0. Kol sayis1 = 3.

Yer egrileri gercek eksene gore simetriktir.

n—m =3 -0 =3 asemptot var. &, = 60", 180°, 300°.
Asemptotlarin kesisme noktasi:

o _(2-4-6)-(0) _

-4
a 3-0

Gercek eksen Uzerinde — 4 <s<—2ve s<-— 6 arasinda
yer egrisi var.

Ayrilma ve birlegsme noktas.

iG(s)H (s)=0
ds

yada, 3s®+24s+44=0 ve s, =-3.15 —0.845

Gercek eksen tzerinde — 4 <'s < — 2 arasinda yer egrisi
oldugundan S =—3.15 ayrilma noktasidur.

Kompleks kutup ya da sifir olmadigindan bu kural
uygulanmaz.
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Kural 10: Sistemin karakteristik denklemi, 1+ G(s)H (s) =0
yada, s®+12s®+44s+48+K =0

Routh Tablosu:

1 44

12 48+K
(480-K)/12 0
48+K 0

Marjinal kararlilik i¢in: K = 480
Yardimei polinom: 125 +528 =0
Sanal ekseni gegme noktalar1 s, , =+ jv44 =+ j6.63

Kural 11: n—m =322 oldugundan kutuplarin korunumu
kurali gegerlidir.

Yukaridaki kurallara gore gizilen yer egrileri Sekil 3.3’de

verilmistir.
Im /
A +]6.63

Re

A

\ j6.63

Sekil 3.3
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Acik c¢evrim transfer fonksiyonu asagida verilen sistemin
0< K <o igin yer egrileri gizilsin.

Kural 1:

Kural 2:
Kural 3:

Kural 4:

Kural 5:

Kural 6:

Kural 7;

Kural 8:

Kural 9:

K
G(s)H(s)= >
(s+4)(s“ +25+2)
Acik ¢evrim kutuplari: p; =—4, p, =-1+ ],

Ps = -1-j
Acik ¢evrim sifir1 yok.
n =3, m=0. Kol sayis1 = 3.

Yer egrileri gercek eksene gore simetriktir.

n—m =3 - 0 =3 asemptot var. Asemptot acilari, 6, =

60°, 180°, 300"

Asemptotlarin kesisme noktasi:

__(A-1-) ()

a —2
3-0

Gergek eksen Uzerinde — o <'s <-4 arasinda yer
egrisi var.
Ayrilma ve birlesme noktasi yok.
. d
Not: —G(s)H(s)=0
ds

—2.817
yada, 3s®+12s+10=0 Sy =
' —0.845

— 4 noktasindan ¢ikan kol asemptot {izerinden — «’a
gideceginden ayrilma ve birlesme noktas1 yok.

Kompleks kutuplardan ayrilma agilari.

Asagida verilen sekilden p,=—1+]j kutbundan
ayrilan kolun ayrilma agis1 & asagidaki gibi elde
edilir.
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0, =180° + (0) — (90 +18.43) = 71.6°

ps = — 1 — j kutbundan ayrilan kolun ayrilma agis1 yer
egrileri gercek eksene gore simetrik oldugundan
—71.52° olur.

¥ 18.43° | Re

-4

Kural 10: Sistemin karakteristik denklemi, 1+ G(s)H (s) =0

yada, s® +6s® +10s+8+ K =0 olur. Bir 6nceki
ornekten farkli olarak, karakteristik denklemde s = jw
koyup, elde edilen ifadenin gercek ve sanal kisimlari
ayr1 ayr sifira esitlenirse agagidaki denklemler
bulunur.

(10w - w®)j=0 8+K-60°=0

Birinci denklemden o =+ /10 ya da sanal ekseni

gecme noktalart + j\/ﬁ =+3.16 olarak bulunur.

Bunlara karsilik gelen K degeri ise ikinci denklemden
K =52 olarak elde edilir.

Kural 11: n—-m=32>2 oldugundan kutuplarin korunumu kurali
gecerlidir.

Yukaridaki kurallara gore ¢izilen yer egrileri Sekil 3.4’de
verilmistir.
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Re

Ornek 3.3:

Vv
A

-]
71.6°

\jo0

Sekil 3.4

Acik ¢evrim transfer fonksiyonu asagida verilen sistemin

0<K < igin yer

egrileri gizilsin.

K(s+5
G(s)H(s) = #
(s+1(s+3)

Kural 1:  Agik ¢evrim kutuplart:  p, =-1, p,=-3
Kural 2:  Agik ¢cevrim sifirlart:  z, =5
Kural 3: n=2,m=1. Kol sayis1 = 2.
Kural 4:  Yer egrileri gercek eksene gore simetriktir.
Kural 5: n—m=2-1 =1 asemptot var.
Kural 6: Sadece bir asemptot oldugundan kesigme noktasi yok.
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Kural 7:

Kural 8:

Kural 9:

Gercek eksen lzerinde -3<s<-1ve—o0<s<-5
arasinda yer egrisi var.

Ayrilma ve birlesme noktasi.

—3 <5< -1 arasinda bir ayrilma noktasi — o0 < s < -5
arasinda da bir birlesme noktasi olmasi beklenir.
Bunlar asagidaki gibi bulunur.

iG(s)H(s)=0
ds

yada, s*+10s+20=0 s,=-276, —7.24

Kompleks kutup ya da sifir olmadigindan bu kural
uygulanmaz.

Ozel Kural: Sistem 6zel kurala uygun oldugundan gergek eksen

Kural 10:

Kural 11:

disindaki yer egrileri gember seklindedir. Cemberin
merkezi gercek eksen tzerinde olup, ayrilma ve
birlesme noktalarindan geger.

Kutup ve sifirlarin yerleri incelendiginde, yer
egrilerinin sanal ekseni gecmedigi goriiliir.

n—m=2-1=1<2 oldugundan kutuplarin korunumu
kurali gegerli degildir.

Yukaridaki kurallara gore ¢izilen yer egrileri Sekil 3.5’de

verilmistir.

Sekil 3.5
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3.4 Koklerin Yer Egrisiyle Kontrol Sistemi Tasarimm

Yer egrilerini kullanarak kontrol sistemi tasariminda sistemin
duragan hatasinin azaltilmasina ve gecici davramis Ozelliklerinin
iyilestirilmesine ¢aligilir. Bunun igin duragan hata integral ya da integrale
yakin islemlerle azaltilirken, baskin kutuplarin kompleks diizlemde, gegici
davranis 6zellikleri tarafindan belirlenen kabul edilebilir bolgelerde olmasi
saglanir. Kabul edilebilir kutup bélgesi; baskin kutbun séniim orani, dogal
frekansi, gegici davranisinin yiikselme siiresi, ilk tepe noktasina erigme
sliresi, yerlesme siiresi, % asma orani gibi 6zelliklere koyulan sinirlar
tarafindan belirlenir. Diger kutuplarin etkilerinin nisbeten daha kiigiik ve
hizla ortadan kalkmalari i¢in baskin kutuplara gore sanal eksenden daha
uzakta olmasi istenir. Yeterince uzak degillerse bunlarin gegici davranis
iizerindeki etkilerini azaltmak i¢in yakinlarinda sifirlar olmasma gayret
edilir.

Eger sistemin tip numarasi yeterince biiyiikse, duragan hatalar basit
bir oransal kontrolle yok edilebilir. Boyle bir sistemin yer egrisi kompleks
duzlemde kabul edilebilir kutup bdélgesinden gegiyorsa, K degeri bu
bolgede kapali ¢cevrim kutbu verecek bir degerde secilir. Ancak pek ¢ok
durumda basit oransal kontrol yetersiz kalir ve agik c¢evrim transfer
fonksiyonuna dinamik carpanlar eklenerek agik ¢evrim kutup veya sifirlari
sisteme eklenir ve yer egrilerinin seklinin degistirilmesi yoluna gidilir. Bu
isleme denklestirme denir. Sisteme bir denklestirme eleman:i eklenirken
bunun kontrol ¢evriminde diisiik gii¢ seyiyeli bir noktaya yerlestirilmesi ve
fiziksel elemanlarin doyma durumuna gelmemesine dikkat edilmelidir.

Yer egrilerinin ¢izim kurallarmin bilinmesi, denklestirme iglemi
sirasinda  yerlestirilen  ¢arpanlarin  etkilerinin  tahmini ve &n
degerlendirilmesi agisindan ¢cok énemlidir.

Yer egrisiyle tasarimda genellikle sistemin gegici davranig
Ozelliklerinin baskin eslenik kapali ¢evrim kutuplar tarafinda belirlendigi
varsayimi vardir. Ancak sistemin diger kutuplar1 baskin kutuplara gore
sanal eksenden yeterince uzak degilse, bu kutuplar da davranisi etkiler. Bu
yiizden tasarimdan sonra performans sartlarmin saglanip saglanmadigi
kontrol edilmelidir. Gerekirse tasarim parametreleriyle oynayarak istenen
sistem davranisgi saglanmalidir.

Sisteme eklenen agik c¢evrim transfer fonksiyonu kutup ve
sifirlarinin yer egrisine olan etkileri (n > m) asagidaki gibidir.
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- Kutup eklenmesi kol ve asemptot sayisini artirir. Kollarin saga
dogru biikiilmesine, sistemdeki sOniimiin ve sistemin
kararlihiginin azalmasina, yerlesme siiresinin artmasina sebep
olur. Eger kapali ¢evrim sistem kararliysa, acik ¢evrim kutbu
eklenmesi duragan hatanin azalmasin saglayabilir.

- Sifir eklenmesi asemptot sayisini azaltir. Kollarin sola dogru
biikiilmesine, sistemdeki soniimiin ve sistemin kararliligiin
artmasina sebep olur. Ancak duragan hata degerleri artabilir.

- Acik cevrim transfer fonksiyonuna birbirine ¢ok yakin bir
kutup ve bir sifir eklenmesi (dipol eklenmesi) yer egrisi
iizerinde bir noktanin agisini ¢ok az degistireceginden yer
egrisinin seklini hemem hemen hig¢ degistirmez. Ama bu sifir
ve kutup asagida faz-geriletici kontrolde belirtildigi sekilde
orijine yakin olarak yerlestirilirse, sistemin duragan davranisi
iyilesir ve duragan hatalar azalir.

- Eger bir agik ¢evrim kutbunun ¢ok yakinina bir sifir eklenirse,
bu kutbun yer egrisi sekline ve sistemin dinamik davranisina
olan etkisi ortadan kaldirilabilir. Ancak bu durum eger s6z
konusu kutup sanal eksenin solunda ise gecerlidir. Eger kutup
sanal eksenin saginda ise, yanina sifir eklendiginde kutuptan
cikan kol bu sifira gideceginden sistemi kararli hale getirmek
miimkiin olmaz. Bu yiizden kararsiz agik ¢evrim kutuplarinin
sifir yerlestirerek gotiiriilmesi yoluna gidilmemelidir.

- Eger sanal eksenin saginda bir agik ¢cevrim sifir1 varsa. Bu tiir
sistemlere non-minimum fazli sistem denir. Boyle bir sistem,
kapali ¢evrim kutuplar1 sanal eksenin solunda ise kararlidir.
Ancak kazang degeri artirildiginda kollardan biri bu sifira
dogru gideceginden sistem kararsiz hale gelir. Bu ytizden non-
minimum fazli sistemlerde kazangla oynayarak tasarim
sartlarinin saglanmasi zor, hatta imkansiz hale gelebilir.

3.4.1 Duragan Hatalarin Azaltilmasi

Sistemin duragan davranigini iyilestirmek i¢in kullanilan yontemler
asagidaki gibidir.
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i) Oransal kontrol

Oransal kontrol agik ¢evrim transfer fonksiyonuna dinamik bir
carpan eklemez. Oransal kazang artirildik¢a duragan hatalar azalir. Ancak
yiksek kazang degerleri sistem sOnimiini azaltarak, gegici davranis
kriterlerinin saglanmasini zorlastirabilir.

ii) Integral kontrol

Integral kontrol acik cevrim transfer fonksiyonuna K/s gibi bir
carpan, yani orijine bir agik cevrim kutbu ekler. Duragan hatalarin
sifirlanmasi i¢in etkin bir yontemdir. Ancak kontrol ¢ikis1 gegmisteki hatalar
tarafindan belirlendiginden, anlik hata sifir olsa bile diizeltme islemi devam
eder ve sistemin gegici davranisini olumsuz etkiler. Ayrica kontrolcii ve
eyleyicilerin doyma durumuna erismesine yol acabilir. Integral islemin
uygulanmasi, aktif fiziksel elemanlar gerektirdiginden pahali bir ¢ozimdur.

iii) Oransal + Integral (PI) kontrol

Oransal + integral kontrol agik ¢evrim transfer fonksiyonuna

K1+ || 1S*L (3.55)
T;s Ts
seklinde bir ¢arpan ekler. Yani, kompleks diizlemin orijinine bir acik ¢evrim
kutbu, s=-1/T, noktasina da bir agik gevrim sifiri ekler. Integral islem

duragan hatalari, tirevsel islem ise hatanin degisim yoniinii 6ngordiigiinden
gecici davranist iyilestirir. E§er amag sistemin gecici davramisini fazla
degistirmeden, sadece duragan hatalar1 azaltmaksa sifirin yeri kutba
miimkiin oldugunca yakin segilir. Ancak bu durumda sistem cevabinda
yavaglama goriiliirse, sifirin kutuptan uzaklig: artirilir.

Oransal + integral islemin uygulanmasi, aktif fiziksel elemanlar
gerektirdiginden pahali bir ¢6ziimdiir. Ayrica integral islem, kontrolcl ve
eyleyicilerin doyma durumuna gelmesine sebep olabilir.

iv) Faz-geriletici kontrol

Faz-geriletici kontrol, Bolim 4’de ayrintilar1 agiklandigi gibi, agik
cevrim transfer fonksiyonunun faz agisini1 negatif yonde kaydirdigindan bu
ismi alir. Faz-geriletici kontrol sistemin gecici davranigini fazla
etkilemeden, yani yer egrilerinin seklini fazla degistirmeden duragan
hatalar1 azaltmak i¢in kullanilir. Diger yandan, kazanci degistirerek yer
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egrisi boyunca Kutuplar1 kaydirarak gegici davramis 6zelliklerini
ayarlayabilme imkani hala vardir. Integral islemin sakincalarmi ortadan
kaldirmak i¢in bir alternatifdir. Pasif elektronik devrelerle uygulanabilmesi
ve doyma problemini azaltmasi, | ya da Pl Kkontrole gore
Ustunluklerindendir. Bu yuzden PI kontrole gore daha ucuz bir secenektir.

Bu yontemde agik ¢evrim transfer fonksiyonuna,

K( St J (3.56)

S+ Pe

seklinde bir c¢arpan (denklestirici transfer fonksiyonu) eklenir.
Denkleslestirici ileri besleme hatti iizerinde (seri denklestirici) ya da geri-
besleme hatt1 {izerinde (parallel denklestirici) olabilir. Denklestirici kutbu
orijininin hemen soluna, denklestirici sifir1 ise bunun sol tarafina ve
yakinina koyulur. Denklestirici kutbu ve sifir1 birbirine ¢ok yakin oldugu
i¢in, denklestiricinin gegici davranis lizerindeki etkisi ihmal edilecek kadar
azdir. Buna karsilik kazancin artmasi dolayisiyla duragan hata azalir. Faz-
geriletici denklestirici hatayr tamamen sifira indirmez, ancak cok
azaltabilir. Faz-geriletici kontroliin hatay1 azaltma etkisini gostermek igin
Sekil 3.6°daki gibi birim geri beslemeli bir sistem verilmis olsun. Bu
sistemde sistem girisi ile hata arasindaki transfer fonksiyonu asagidaki
gibidir.

_E@G) _ 1

T(s) = (3.57)
RO 1, KG(s)[ St 2 J
S+ p,
Referans
girisi, R(S) +m E(s) Kl s +z, Cikis, C(s)
/ s+ p. G(s)

Sekil 3.6



63

Basit bir hesaplama i¢in G(S) nin pay ve payda polinomlarinin sabit
terimleri 1.0 alinirsa, birim basamak giris icin duragan hata asagidaki gibi
bulunur.

B = liTo sT (s)% 1 (3.58)

z
1+ K=~
Pc

Tasarim sirasinda pc’nin biiyiikliigii kiiclik (orijine daha yakin),
Z’nin degeri daha biiyiikk alindigindan, zd/pc’nin degeri biiyiiktiir.
Dolayisiyla, faz-geriletici kontrol, kazanci zi/pc oraninda artirarak hatayi
azaltir. Ornegin p; =0.01 ve z:=0.1 icin hata 1/(1+K) degerinden 1/(1+10K)
degerine azalir. Tasarim yaparken denklestiricinin sifir ve kutuplariin
yerleri, istenen duragan hata degerini saglayacak olan zc/p. degerini elde
edecek bigimde segilir.

Denklestiricinin ileri besleme hattina ya da geri besleme hattina
yerlestirilmesi Karakteristik polinomu etkilemediginden yer egrileri iki
durumda da ayni1 olur. Ancak bu iki secenekte, kapali gevrim sifirlari farkli
olacagindan duragan hata degerlerinde farklilik olur. ileri besleme hattinda
kazan¢ artirnmi parametre hassasiyetini azalttigindan genellikle seri
denklestirici yapisi tercih edilir.

3.4.2 Gegici Davramsin Iyilestirilmesi

Yer egrilerini kullanarak sistemin yerlesme siiresi, asma, tepe
zamani gibi Ozelliklerinin azaltilmas1 amaciyla kullanilan ydntemler
asagidaki gibi siralanabilir.

i) Oransal kontrol

Oransal kontrolde K degerinin degistirilmesi genellikle duragan
hatalarla gecici davranig arasinda bir uzlasma noktasi belirler. Yani
sistemin gegici davranis ozellikleri iyilestirilirken (sistemin sonumi
artirtlirken) duragan hatalar artar. Bu anlayis iginde oransal kazanci
ayarlayarak sistemin gecici davranigt ancak belli smirlar iginde
tyilestirilebilir.

i) PD kontrol

Turevsel kontrol islemi sabit hatalar1 diizeltme &zelligine sahip
olmadigindan tek bagina kullanilamaz. Bu yiizden PD ya da PID islemleri
i¢inde kullanilir. PD kontrol agik ¢evrim transfer fonksiyonuna,
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K(@L+T,s) (3.59)

gibi bir carpan ekler. Turevsel islem hatanin hangi yonde degisecegini
ongorerek dinamik davranisi iyilestirirken, K kazanci duragan hatalari
azaltmak icin degistirilebilir. PD kontrol kompleks duzlemde s=-1/T,

noktasina bir sifir ilave eder. Bu sifir yer egrisi kollarini sola dogru
biiktiigiinden, sistem sénimuniin ve kararliliginin artmasina sebep olur.

PD kontrolciiniin tasarimi sirasinda 6nce gegici davranig isterlerini
karsilayacak baskin kutuplarin yeri belirlenir. Sonra bu noktada a¢1 sartini
saglayacak bicimde kontrolciiniin sifir1 yerlestirilir.

Tirevsel islem kullanmanin sakincalar1 arasinda aktif elemanlar
kullanilmasi, sistemdeki gurultinin etkisini artirmasi ve tiirevi alinamayan
referans girisleri ile kullanilirken 6zel onlemler alinmasi gerekliligidir.
(Ornegin, bir basamak girisin uygulanma aninda tiirev degeri belirsizdir.)
Bu son sakincay1 ortadan kaldirmak amaciyla tlirev geribeslemesi (hiz
geribeslemesi yontemi) ve oransal kazang birlikte kullanilabilir.

iii) Faz-ilerletici kontrol

D kontrol igleminin veya PD kontroliin sakincalarini ortadan
kaldirmak i¢in kullanilan yontemlerden birisi faz-ilerletici kontrol
kullanmaktir. Faz-ilerletici kontrol pasif elemanlarla uygulanabilir. Ayrica,
sistemde olabilecek yuksek frekanstaki gurultilere daha az duyarhdir. Faz-
ilerletici kontrol agik ¢evrim transfer fonksiyonunun fazinda pozitif yonde
kayma yaratarak (faz paymi artirarak) gegici davranist iyilestirir. Faz
ilerletici kontrol yer egrilerinin seklinde 6nemli degisiklikler yapar. Bu tiir
kontroliin amaci, sistemin duragan davranisimi fazla etkilemeden, gegici
davranis Ozelliklerini iyilestirmektir. Faz-ilerletici kontrolde de agik
cevrim transfer fonksiyonuna ayni faz-geriletici kontrolde oldugu gibi,

K(S+ch (3.60)

S+ Pe

seklinde bir ¢arpan (denklestirici) eklenir. Ancak bu durumda sifir orijine
daha yakin, kutup sola dogru daha uzaktir. Kutup sanal eksenden ¢ok uzaga
yerlestirilirse sistemdeki giiriiltiiniin etkisi artar. Eger kutup sifira yakin
yerlestirilirse denklestiricili sistemin yer egrisi ile denklestiricisi olmayan
sistemin yer egrisi arasindaki fark azalir. Genel kural, sifir1 istenen
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sOniimsiiz sistem dogal frekans1 dolayinda, kutbu ise bundan 3 - 20 kat daha
solda almaktir [3.9]. Denklestirici kutup ve sifirmmin yerleri, yer egrisi
kompleks duzlemde istenen bir noktadan gececek bicimde segilir. Bunun
icin kapali cevrim kutbunun istenen yeri performans 6zellikleri kullanilarak
belirlenir; bu noktada a¢1 sartin1 saglayacak bigimde denklestirici sifir ve
kutuplarinin yerleri bulunur.

3.4.3 Duragan ve Gecici Davramislarin Birlikte Iyilestirilmesi

Duragan hatalar1 azaltma ve gegici davranisi iyilestirme islemlerini
nisbeten birbirinden bagimsiz olarak yapmak igin kontrol sisteminde daha
fazla sayida ve uygun olarak se¢ilmis parametreye gerek vardir. Klasik
kontrolde bu amagla kullanilan baslica iki yontem, PID kontrol ve faz-
ilerletici-geriletici kontroldur.

i) PID kontrol

PID kontrol agik ¢evrim transfer fonksiyonuna,

1+T,s+T.T,s?
K[1+Lo1,s|=k| 5 leS” (3.61)
T Ts

seklinde bir carpan ekler. Yani sisteme orijinde bir agik ¢evrim kutbu ve iKi
adet de acik gevrim sifir1 eklenir. Integral islem duragan hatalari iyilestirir.
Kontrolcii parametreleri ayarlanarak agik ¢evrim sifirlarinin yerleri ve bu
sayede yer egrilerinin sekli de degistirilebilir.

PID Kkontrolciniin agik ¢evrim transfer fonksiyonuna ekledigi
carpanlar asagidaki gibi de ifade edilebilir.

KL+ Tls)(l + Tij (3.62)

ZS

Burada K, Ti ve Tq parametreleri, K, T1 ve T terimleri cinsinden asagidaki
gibi tammlanmigtir.
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T, +T T,T
K,=K=2—2 T,=T,+T, T,==—"2— (363)

Gorildigi gibi PID kontrol, seri olarak baghh PD ve PI
kontrolciilerden olugsmaktadir. Bu yiizden PID kontrolciiniin tasariminda
Once gegici davranig 6zelliklerini karsilayacak bicimde bir PD kontrolcd,
sonra da duragan hata isterlerini karsilayacak bigimde bir Pl kontrolcl
tasarlanabilir.

PID kontrolciiler aktif aygitlar olup, piyasadan teminleri oldukga
masraflidir.

i) Faz-ilerletici-geriletici kontrol

Faz-ilerletici-geriletici kontrol, gecici davramig Ozelliklerini
iyilestirmek ve bununla beraber duragan hatalar1 azaltmak i¢in PID
kontroliin bir alternatifi olarak kullanilir. Boyle bir kontrolcii tasarlanirken,
sistemin dinamik davranigini iyilestirmek i¢in 6nce kontrol edilecek sistem
(plant) igin bir faz-ilerletici kontrolcii tasarlanir. Sonra plant ve faz ilerletici
kontrolct bir arada tek bir sistem gibi ele alinip, bu sistemin duragan
hatalarin1 azaltmak i¢in bir faz-geriletici kontrolcii tasarlanir.

Faz-ilerletici-geriletici kontrolcii agik ¢evrim transfer

fonksiyonuna,
Y s+z
K[S+ Zi J[ 9 J (3.64)
S+p; A s+ P,

seklinde bir ¢arpan ekler. Yani sisteme iki agik ¢evrim kutbu ve iki agik
cevrim sifir1 eklenir. Bunlardan —-z; ve —pi’deki sifir ve kutuplar faz
ilerleticiye ait olup, sifir orijine daha yakin, kutup sola dogru oldukga daha
uzaktir. —z4 ve -pg’deki sifir ve kutuplar ise faz gerileticiye ait olup, sifir
orijine ¢ok yakin, kutup onun solunda ve sifira olduk¢a yakindir.

3.4.4 Tasarim Ornekleri

Yer egrileriyle kontrol sistemi tasariminda kullanilan performans
kriterleri, gecici davranis 6zelliklerini tanimlayan parametrelerdir. Bunlara
ek olarak duragan durum hatalarinin (statik ve dinamik hatalar) kabul
edilebilir diizeyde olmasi istenir. Tasarim, sistemin dinamik davraniginin
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agirlikli olarak baskin kutuplar tarafindan belirlendigi varsayimiyla yapilir.
Tasarim sonrasi istenen performans kriterlerinin karsilanip karsilanmadigi
kontrol edilir ve gerekirse tasarim parametreleri degistirilerek islem tekrar
edilir. Once dinamik bir denklestirici kullanmadan sadece kazang ayari
degisikligiyle amaca ulasmaya calisilir. Zira bu en ucuz ¢éziimdiir. Eger bu
yeterli olmazsa duragan davranisi veya dinamik davranisi ya da her ikisini
birlikte iyilestirecek dinamik denklestiriciler kullanilmasi yoluna gidilir.

Ornek 3.4: Oransal Kontrol

Duragan durum kriterlerinin saglandigi (6rnegin Tip 1 ve iizeri
olan) bazi sistemlerde dinamik bir denklestirme yapmadan sadece oransal
kontrol uygulayarak sistem tasarimini gergeklestirmek miimkiin olabilir.
Buna ornek olarak, kontrol edilmek istenen bir sistemin (plant) transfer
fonksiyonu Gp(S) ve geri besleme i¢in kullanilan 6l¢iim sisteminin transfer
fonksiyonu H(s) asagidaki gibi olsun.

_(s+2)
Gy(9= g (3.65)
H(s)= (3.66)
s+1

Birim basamak referans giris uygulandiginda bu sistemin asagidaki
tasarim sartlarini saglamasi ve ¢ikisin duragan degerinin 1.0 olmasi igin
kontrolcii tasarimi yapilmast istensin.

M,<0.2
t,<5s (3.67)
t, <8 s (% 2 kriteri)
Bu sistem icin oransal kontrol denenirse, sistemin blok diyagrami

Sekil 3.7°deki gibi olur. Kapali ¢evrim transfer fonksiyonu ise asagidaki
gibidir.

_C(s) _ K,(s+2)(s+1)
CR(S) s(s+4)(s+D)+K (s+2)

T(s) (3.68)
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Referans

ngla R(S) m S+ 2 C1k1$9 C(S)

+ s(s+4)

Sekil 3.7

Birim basamak girig i¢in ¢ikisin duragan degeri Cs ise asagida
hesaplandig1 gibi 1 oldugundan, oransal kontrol duragan davranig kriterini
saglamaktadir.

Cc,, =limsC(s)

s—0

_lims K,(s+2)(s+1) (lj—l (3.69)
0 s(s+4)(s+D)+ K (s+2) s

Sistemin gecici davranisini incelemek i¢in yer egrileri asagidaki
asamalarla cizilir.

Acik ¢evrim transfer funksiyonu:

K,(s+2)

CEOHE =679

(3.70)

Kural 1:  Agik ¢cevrim kutuplart: p, =0, p,=-1, p;=—4
Kural 2:  Agik ¢evrim sifirt; z=-2

Kural 3: n=3, m=1. Kol sayis1 = 3

Kural 4:  Yer egrileri gergek eksene gore simetriktir.

Kural 5:  n—m =3 -1 =2 asemptot var. Asemptot agilari,
6. =90°, 270°



Kural 6:

Kural 7:

Kural 8:

Kural 9:
Kural 10:

Kural 11:
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Asemptotlarin kesigme noktast:

_(0-1-4)-(-2) _

1.5
é 3-1

Gercek eksen lzerinde -1 <s<0 ve -4<s<-2
arasinda yer egrisi var.

—1 <s<0 arasinda en az bir ayrilma noktas1 vardir.

K, + Kp(s+2)(;js[s(s+1)(s+4)]
=0

d
Z[G(s)H (s)]|=
ds[ OHE) [s(s + (s +4)]

yada 3s®+16s° +24s+9=0
S153=-3, —1.76, —0.57

Ayrilma noktas1 s = — 0.57’dedir.
Kompleks kutup olmadigindan bu kural uygulanamaz.

Sistemin karakteristik denklemi, 1+ G(s)H(s) =0
yada, s®+5s”+(4+K )s+2K =0 olur. Routh-
Hurwitz kriterinden kararlilik sartlari K,>0 ve
5(4+K,)>2K olarak bulunur. K >0 oldugundan

sistem kararlidir ve yer egrileri sanal ekseni kesmez.

n—m=22>2 oldugundan kutuplarin korunumu kurali
gecerlidir.

Sistemin yer egrileri Sekil 3.8”de goriilmektedir. Sekil 3.8 {lizerinde
ayrica (3.67) ile verilen ikinci mertebe sistem performans kriterlerinin
getirdigi kutup bolgesi smirlamalar1 asagidaki gibi belirlenmis ve

isaretlenmistir.
M, <0.2
tp <5sec

t. <8 sec

Denklem (2.66)’dan < 8 =62.9°
Denklem (2.62)’den w4 >0.628
Denklem (2.71)’den ¢w, 20.5
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3
Kabul edilgbilir \

2 kutdp bolggsi. \

Im

o

X

Y

©

3

Y

N—]_—1

\

1 /
Kabul edilgbilir )/

-2 Kutup bolgesi. /
-3

45 4 35 -3 -25 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5
Re
Sekil 3.8

Ornek olarak kabul edilebilir kutup bélgesinde yer alan ve K, = 1.5
noktasina karsilik gelen bir caligma noktasi segilirse, kapali ¢evrim

kutuplar1 p,, =-0.63+ j0.64 ve p;=-3.74 olur. Bu sistemin, birim
basamak cevabr Sekil 3.9°da goriilmektedir. Sistemin tepe zamani

tp = 2.93 s, maksimum asmast M, = 1.11, yerlesme zamani ts = 5.46 s’dir.
Yani sistem gecici davranis performans kriterlerinin hepsini saglamaktadir.

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Zaman (s)

Sekil 3.9
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Ornek 3.5: PD Kontrol

Kontrol edilmek istenen bir sistemin transfer fonksiyonu Gy(s) ve
geri besleme i¢in kullanilan 6l¢iim sisteminin transfer fonksiyonu H(S)
asagidaki gibidir.
s+3

o (8)= 621D (3.71)

H(s)=1 (3.72)

Birim basamak referans giris uygulandiginda bu sistemin asagidaki
tasarim sartlarini saglamasi ve ¢ikisin duragan degerinin 1.0 olmasi igin
kontrolcii tasarimi yapilmasi isteniyor.

M, <0.2
t <1s (3.73)
t,<2 s (% 2 kriteri)

Bu sistem Tip-1 oldugundan, eger kararliysa oransal kontrol i¢in

duragan durum sarti saglanacaktir. Ancak sistemin kapali ¢evrim transfer
fonksiyonu,

~C(s) K(s+3)
TR(S) s+ (K+Ds+3K

T(s) (3.74)

seklinde olup, karakteristik polinomun yapisi incelendiginde bu sistemin
kararsiz oldugu agiktir. Sistemin gecgici davranigini diizenlemek i¢in PD
kontrol uygulanirsa, sistemin blok diyagrami Sekil 3.10’daki hali alir.

Referans

risi. R(s ‘ ks, Ofs
girisi, R(s)  + P s+z, s+3 | Cikis, C(s)

§T+8

Sekil 3.10
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PD kontrol, sisteme -z; noktasinda bir agik ¢evrim kutbu ekler ve
acik cevrim transfer fonksiyonu asagidaki hali alir.

K(s+2z.)(s+3)

GloH()= s(s? +1)

(3.75)

Bu oOrnekte ayrintilardan kacinmak ig¢in ¢izim kurallar
verilmeyecek, sadece sonugta elde edilen yer egrileri verilecektir. Sekil
3.11’de ii¢ farklt zc degeri icin PD kontrol ve ayrica oransal kontrol
uygulandiginda elde edilen yer egrileri goriilmektedir. Ayni sekil iizerinde
(3.72) ile tanimlanan sartlarinin tanimladig1 kabul edilebilir ikinci mertebe
kutup bolgeleri de verilmistir. Egriler incelendiginde, buttin durumlarda
eslenik kutuplar sola dogru kaydik¢a, gercek eksen Uzerindeki kutbun
onlarin saginda kaldig1 ve eslenik kutuplarin baskinliginin ortadan kalktig
goriilmektedir. Egriler {izerinde gergek eksene yakin ¢aligma noktalari
se¢ilmesi sistem soniimiinii artiracaktir. Bunu dikkate alarak, z:’nin farkli
degerleri igin Cizelge 3.1°deki gibi K degerleri ve bunlara karsilik gelen
kapali ¢evrim kutup degerleri segelim. Goriildiigii gibi, her ii¢ zc degeri igin
de tasarim sartlarin1 saglayan uygun K degerleri vardir. Cizelgede verilen
ii¢ sisteme ait birim basamak cevaplar Sekil 3.12’de verilmistir.

10 T
Kabul edilebilir Preuiel |
8 kutyp bolgesi.
6 I - -
Zc--6>/ 20= 4 ‘/..
4 / \L
2 -
EO < > t >
-\
-2 -
-4 \ \,\. i P _“.o’:'/ .‘
\ \.._.\ ‘,/ ‘\(
-6 ™ : = "/ 1
Kabul edilgbilir A '
-8 kutup bélgesi. N
-10

-6 -14  -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2
Re

Sekil 3.11
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Cizelge 3.1
PD
sifirt K Kapali Cevrim Kutuplari Mp | to(S) | ts(5)
-Zc

Zc=2 | 148 | -6.56 +3.15j -6.56 - 3.15j -1.67 | 0.19 | 0.26 0.99

zc=4 | 20 -8.78 + 4.58] -8.78 — 4.58j -2.45 0.20 | 0.18 0.44

=6 30 | -13.62 +3.22j | -13.62-3.22j -2.76 0.18 | 0.13 0.33

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
Zaman (8)

Sekil 3.12
Ornek 3.6: PI Control

Kontrol edilmek istenen bir sistemin transfer fonksiyonu Gy(s) ve
geri besleme igin kullanilan 6l¢iim sisteminin transfer fonksiyonu H(S)
asagidaki gibidir.

s+5
G (s)=— "> (3.76)
» () s? +2s+17
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H(s)=1 (3.77)

Birim basamak referans giris uygulandiginda bu sistemin agagidaki
tasarim sartlarin1 saglamasi ve c¢ikisin duragan degerinin 1.0 olmasi i¢in
kontrolcii tasarimi yapilmasi isteniyor.

M, <02
t,<1ls (3.78)
t. <2 s (% 2 kriteri)

Bu sistemin duragan davramisi ©6nce oransal kontrol igin
incelenirse, sistemin kapali ¢evrim transfer fonksiyonu,

_C(s) _ K(s+5)

)= R(s) s%+(K+2)s+17 +5K

(3.79)

olarak bulunur. Birim basamak giris i¢in ¢ikisin duragan degeri ise

asagidaki gibidir.
Cys =lim s — K(s +5) (lj
s20 s +(K+2)s+17+5K\s (3.80)
5K
17 + 5K

Sistemin duragan durum davramisim iyilestirmek i¢in Pl
kontrolden yararlanilabilir. Pl kontroldeki integral islem duragan hatay1
yok ederken, agik ¢evrim transfer fonksiyonuna eklenen kutup Sistemin
gecici davranigini sinirli da olsa diizenlemek igin kullanilabilir. Pl
kontroliin agik ¢evrim transfer fonksiyonuna ekledigi ¢arpan asagidaki gibi

ifade edilebilir.
K, 1+i ~K, Tis+1 K S+2, (3.81)
T;s Tis S

Yukaridaki ifadede gecen z. ve K terimleri, Pl kontrolcu
parametreleri cinsinden asagidaki gibi tanimlanmuistir.

2, =— K=K (3.82)
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Sistemin blok diyagrami Sekil 3.13’de goriilmektedir.

R(s) + K L 5tz L] s+5 C(s)
~ s s +2s+17
Sekil 3.13

PI kontrol uygulanan sistemin kapali ¢evrim transfer fonksiyonu,

C(s) K(s+z,)(s+5)
R(s) s®+(2+K)s?+ (17 +5K +Kz,)s + 5Kz,

(3.83)

seklinde olup, birim basamak giris i¢in ¢ikisin duragan degeri Css= 1’dir.
Integral kontrol beklendigi gibi duragan hatayr sifir yapmistir. Simdi PI
kontroliin sisteme ekledigi acik ¢evrim sifirnin yerini degistirerek gecici
davranis kriterlerinin saglanip saglanamayacagini inceleyelim. Sistemin
acik cevrim transfer fonksiyonu asagidaki gibidir.

K(s+12.)(s+5)

GloH()= s(s? +2s+17)

(3.84)

Ayrintidan kaginmak igin yer egrilerinin ¢izim asamalar1 burada
verilmemistir. z;’nin ti¢ degeri i¢in ¢izilen yer egrileri, denklem (3.78)’de
verilen sartlar tarafindan tanimlanan eslenik kutup bolgeleriyle birlikte
Sekil 3.14’de goriilmektedir. Egriler incelendiginde, biitiin durumlarda K
degeri artirildikga, eslenik kutuplar sola dogru kaymakta, gercek eksen
tizerindeki kutup onlarin saginda kalmakta ve eslenik kutuplarin baskinligi
ortadan kalkmaktadir.

Gergek eksene yakin calisma noktalarmin sistem sonimiini
artiracagini dikkate alarak, incelenen ii¢ zc degeri icin Cizelge 3.2°deki K
degerlerini ve bunlara karsilik gelen kapali ¢gevrim kutuplari segelim. Her
U¢ zc degeri icin de tasarim sartlarim1 saglayan uygun K degerleri vardir.
Cizelgede verilen ii¢ sisteme ait birim basamak cevaplar Sekil 3.15°de
verilmistir.
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Cizelge 3.2
PI _Szlcﬁn K Kapali Cevrim Kutuplar1 Mo | t(S) | ts(S)
2.=2 20 |-10.2+450j | -10.2-450j | -1.61 | 0.07 | 017 | 1.34
2.=2 28 -20.09 -8.21 -1.70 | 0.07 | 014 | 1.13
2.=2 39.5 -32.96 -6.77 -1.77 | 0.06 | 0.11 | 0.92
Zc = 20 |-8.78+458j | -8.78-4.58) | -245 | 020 | 0.18 | 0.44
=6 30 |-13.62+3.22j [-13.62-3.22) | -276 | 0.18 | 0.13 | 0.33

Ornek 3.7: PID Kontrol

Kontrol edilmek istenen bir sistemin transfer fonksiyonu Gy(s) ve
geri besleme igin kullanilan 6l¢iim sisteminin transfer fonksiyonu H(s)
asagidaki gibidir.

1

G 8)=——"-—
p () $2 +25+2

(3.85)

4

H(s):s+4

(3.86)
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Birim basamak referans giris uygulandiginda bu sistemin agagidaki
tasarim sartlarini saglamasi ve ¢ikigin duragan degerinin 1.0 olmasi igin
kontrolcii tasarimi yapilmasi isteniyor.

M, <02
t,<2 s (3.87)
t.<4 s (% 2 kriteri)

En basit kontrol oldugu igin 6nce oransal kontrol denenerek tasarim
isterlerini karsilayip karsilamadig: belirlenecektir.

Referans girisi ve sistem ¢ikisinin Laplace transformlari sirasiyla
R(s) ve C(s) olsun. Sistemin kapali ¢evrim transfer fonksiyonu asagidaki
gibidir.
_C(s) K(s+4)
R(S) (s+4)(s®+2s5+2)+4K

T(s) (3.88)

Birim basamak giris i¢in ¢ikisin duragan degeri Css ise asagidaki
gibidir.
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C = IsiTo sC(s)=Ilim s

K(s+4) 1
550 (s+4)(s? +25+2)+4K s (3.89)
4K
8+4K

Bu ifadeden gorildiigi gibi ¢ikisin istenen duragan degeri
saglamasi ancak K’nin degeri sonsuz oldugunda miimkiindiir. Dolayisiyla,
oransal kontrol duragan davranis kriterini saglayamamaktadir.

Sistemin gecici davranigini incelemek igin yer egrileri asagidaki
asamalarla cgizilebilir.

Acik ¢evrim transfer funksiyonu:

Kural 1:

Kural 2:
Kural 3:
Kural 4:
Kural 5:

Kural 6:

Kural 7:

Kural 8:
Kural 9:

KV

G(s)H(s) = (K"'=4K)

(s+4)(s?+25+2)

Agik ¢evrim kutuplari: p;, =—4, p, =-1+],
Py =-1-]

Acik ¢evrim sifirt yok.

n =3, m=0. Kol sayis1 = 3.

Yer egrileri gercek eksene gore simetriktir.

n—m =3 -0 = 3 asemptot var. Asemptot agilari,
6. =60°, 180°, 300°
Asemptotlarin kesisme noktasi:

L _(4-1-D- )

-2
@ 3-0

Gercek eksen Uzerinde — oo <'s < — 4 arasinda yer egrisi
var.

Ayrilma noktas1 yok.

Kompleks kutuplardan ayrilma agilar.
Asagida verilen sekilden p2= — 1 + j kutbundan ayrilan
kolun ayrilma agis1 6 asagidaki gibi elde edilir.

6, =180 +(0)—(90+18.43) =+71.6°

ps=—1—j kutbundan ayrilma agis1 ise —71.6" olur.
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Kural 10: Sistemin karakteristik denklemi, 1+ G(s)H(s)=0 ya

da, s®+6s*+10s+8+4K'=0 olur. Denklemde
s = jw koyup, elde edilen ifadenin gercek ve sanal
kisimlar1 ayr ayr sifira esitlenirse agagidaki
denklemler bulunur.

(10w - w®)j=0 4K'+8-6w° =0
Birinci denklemden sanal ekseni gegme noktalari
@ =110 =+3.16 olarak bulunur. Bunlara karsilik

gelen K degeri ise ikinci denklemden K”= 13 olarak
elde edilir.

Kural 11: n—m=3>2 oldugundan kutuplarin korunumu kurali
gecerlidir.

Sistemin yer egrileri Sekil 3.16’da gorilmektedir. Sekil 3.16
iizerinde ayrica (3.53) ile verilen ikinci mertebe sistem performans
kriterlerinin getirdigi kutup bolgesi sinirlamalar agagidaki gibi belirlenmis
ve isaretlenmistir. (Sadece gercek eksenin list kismi gosterilmistir.)

M, <0.2: Denklem (2.66)’dan S <" =62.9°
t,<2s: Denklem (2.62)’den @y >1.57

t,<4 s : Denklem (2.71)y’den ¢w, =1

S

Bu sekilde tanimlanan bolgeler ve yer egrileri karsilastirildiginda,
ikinci mertebe baskin kutuplarin kompleks kutuplardan ¢ikan kollarin kabul
edilebilir kutup bolgeleri icinden ge¢medigi goriilmektedir. Yani oransal
kontrol gegici davranis isterlerini de saglayamamaktadir.
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62.9°

\ i3.16

Sekil 3.16

Bu durumda istenirse, daha dnce Boliim 3.4.1°de verilen duragan
davranisi iyilestiren 6nlemler ile Boliim 3.4.2°de verilen gegici davranisi
iyilestiren onlemler ayri ayri ele alinabilir. Ancak bunlarin yerine Bolim
3.4.3’de verilen ve bu davranislarin her ikisini birlikte iyilestiren PID ya da
faz-ilerletici-geriletici kontroliin kullanilmasi da mumkundir. Burada
ornek olarak PID kontrol islemi uygulanacaktir. PID kontrol uygulanmis
sistemin blok diyagrami Sekil 3.17’de verilmistir.

Referans
girisi, R(S) +

S st 42542

1

} 1 Cikis, C(s)

Kp[l+1'"“,s+L

4
s+4

Sekil 3.17
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Daha 6nce Boliim 3.4.3°de belirtildigi gibi, PID kontrolciiniin agik

cevrim transfer fonksiyonuna ekledigi ¢arpanlar asagidaki gibi ifade
edilebilir.

1 1+T,s
K |1+Tys+— [=K@+T,;s 2 3.90
p(+d+T_s] (+1>(Tsj (3.90)

i 2

Yani bir PD islemine ve bir de Pl iglemine ayristirilabilir. Burada
Kp, Tq, ve T terimleri, K, T1 ve T, cinsinden asagidaki gibi ifade edilebilir.

K T T,T
Kp= (T +T2) T,=T+T, Ty=-=2% (3.91)
T, T, +T,
PID kontrolciiniin tasarimi sirasinda Once sistemin dinamik
davranisini iyilestirecek bir PD tasarimi yapilir. Daha sonra bir P1 kontrolcl
ile dinamik davranigi fazla etkilemeden duragan davranis iyilestirilir.

Sekil 3.18’de kontrol edilmemis sistemin agik ¢evrim kutuplari,
gecici davranig tasarim kriterlerinin tanimladigi kabul edilebilir kutup
bolgeleri ile birlikte gosterilmistir. (Sadece gercek eksenin st kismi
gosterilmistir.) PD kontrol bu diyagramda gercek eksen Uzerinde bir yere
sekilde gosterildigi gibi bir sifir ekleyecektir. Bu sifirin yeri, sistemin kapali
cevrim kutbunun kabul edilebilir kutup bdlgesinde s: gibi bir noktada
olmasini saglayacak sekilde belirlenmelidir. s; yer egrisi {izerinde olduguna
gore ac1 sartini saglamasi gerekir. Yani sekilde goriilen agilar cinsinden
asagidaki sart saglanmalidir.

0, —(0,+0,+0,)=+(2k +1)180° (k=0,1 2, ..)

Incelenen sistem icin kabul edilebilir kutup bélgesi iginde 6rnek
olarak s, =—2+1.6j noktast secilsin. Bu durumda 6, =149.04°,
0, =111.04°, 6, =38.66° olur. s1’in yer egrisi iizerinde olmasi i¢in 61’in
degeri asagidaki gibi olamalidir.

6, =+(2k +1)180° +149.04° +111.04° + 38.66° =118.74°

Bu a¢iy1 saglamak igin sifir z =—-1.12 noktasina yerlestirilmelidir.
Kapali ¢evrim kutbunun bu noktada olmasini saglayan kazang degeri
K = 1.14 olarak bulunur. Bu sistemin birim basamak cevab1 Sekil 3.19’da
verilmigtir. Sistemin tepe zamani 0.99 s, asmasi % 22.2, yerlesme
zamani 2.37 s kadardir. Sistem maksimum asama Kkriterini
saglayamamaktadir.
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Simdi de kapali ¢evrim kutbunu s, =-1.5+1.6j noktasinda

secelim. Bu durumda & = 129.8°, & = 100.9°, 4= 32.6° olur. s1’in yer
egrisi lizerinde olmasi i¢in 6’in degeri asagidaki gibi olmalidir.

6, =+(2k +1)180° +129.8° +100.9° +32.6" =83.3°

Bu agiy1 saglamak i¢in z = —1.69 olarak secilmelidir. Bu sekilde
tasarlanan sistemde kapali ¢evrim kutbunun s, =—1.5+1.6j noktasinda

olmasini saglayan kazang degeri K = 0.95 (Tq = 1.69 ve K, = 1.61) olarak
bulunur. Bu sistemin birim basamak cevabi da Sekil 3.19°da verilmistir.
Sistemin tepe zamam 1.2 s, agmas1t % 16.3, yerlesme zamam 2.34 s
kadardir. Yani gecici davranis kriterlerinin hepsi saglanmaktadir. Sistemin
duragan degeri ise 0.445 olup, istenen 1.0 degerinin ¢ok altindadir.

0.6
0.5 =

0.4 =

€ 03

0.2

0.1
0

0O 05 1 15 2 25 3 35 4

Sekil 3.19
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Tasarimin ikinci agsamasinda PD islem uygulanan sisteme ek olarak
PI kontrol uygulansin. Bu sistemin blok diyagrami Sekil 3.20°deki gibidir.

R(s) o $TAIT) 0.95(s +1.69) C(s)
/ s 2425 +2
4
s+4
Sekil 3.20

PI kontrol sisteme orijinde bir agik ¢evrim kutbu ve bir de sifir
eklemektedir. Once gevrim kazancini degistirilmesin, yani K’=1 alinsin.
Sifirin  yeri orijinden ¢ok wuzak olmayacak bicimde zj=-1.2,
zi=-1.4,z =-1.6, z; = -1.8, z = -2 noktalarinda se¢ildiginde, bunlara
karsilik gelen kapali ¢evrim kutuplari, asma, tepe zamani ve yerlesme
zamani degerleri Cizelge 3.3’deki gibi elde edilir. Gériildiig gibi bitln
cevaplar istenen duragan deger 1.0’a gitmekte ve gegici davranig isterlerini,
yerlesme siiresi diginda karsilamaktadir. zi = —2 segildiginde yerlesme
zamani hedeflenen 4 s siireyi sadece 0.08 s agmaktadir. (Denklem 3.53’de
verilen yerlesme zamani degeri zarf egrisi bazlidir. Cizelge 3.3’ deki deger
ise Matlab ile belirlenmistir ve gercek zaman cevabi bazlidir.) Cizelge
3.3°deki kapali ¢evrim kokleri incelendiginde eslenik kdklerden gogunun
Sekil 3.16°daki kabul edilebilir kutup bélgesinin disinda (saginda) oldugu
dikkati cekmektedir. Bunun sebebi orijinle -z; arasinda kalan gergek kutbun
sistem cevabini etkilemesi ve baskin olacagi diisiiniilen eslenik kutuplarin
bu 6zelliklerini zayiflatmalaridir.

Simdi de K’ degerini bir miktar degistirerek, K’'=1.4 alinsin.
Sifirin yeri yine zi = -1.2, zi=-1.4, z;= -1.6, zi = —1.8, zi = -2 noktalarinda
secilirse, kapali ¢evrim kutuplari, agsma, tepe zamani ve yerlesme zamani
degerleri Cizelge 3.4 deki gibi bulunur.

Cizelge 3.4’deki sonuglar incelendiginde, z;igin-1.2, —1.4 veya
—1.6 degerleri kullanildiginda biitiin gecici davranis isterlerinin karsilandigi
goriilmektedir. Sekil 3.21°de bu sistemlerin birim basamak cevaplari, Sekil
3.22’de ise Ornek olarak z; = —1.2 i¢in yer egrileri verilmistir.
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Cizelge 3.3

K'=1 .

Kapali Cevrim Kutuplari Mp t(s) | ts(s)
PI sifir1 (zi)

N ; ; K _ ) Asma | Asma
zi=-1.2 1+1.65) 1-1.65j 0.62 |-3.38 yok. yok. 4.83
zi=-14 -0.93+1.68j | -0.93-1.68j |-0.72 |-3.43 | 0.023 1.67 4.39
zi=-1.6 -0.85+1.71j | -0.85-1.71j |-0.81 |-3.48 | 0.077 1.60 4.22
zi=-1.8 -0.79 + 1.75j | -0.79 - 1.75] |-0.89 | -3.54 0.13 1.58 4.14

zi=-2 -0.73+1.80j | -0.73-1.80j |-0.96 |-3.58 | 0.18 152 | 4.08

Cizelge 3.4
K=14 Kapali Cevrim Kutuplari Mp () | ts(s)
Pl sifir1 (zi)
zi=-1.2 -1.07 +1.92j | -1.07-1.92j |-0.71 |-3.14 | 0.06 1.29 3.90
zi=-1.4 -0.98 +1.95) | -0.98 -1.95j |-0.82 |-3.22 0.12 129 3.70
zi=-16 |-0.89+2.00j | -0.89-2.00j |-0.91 |-3.30 | 0.17 129 | 361
zi=-1.8 -0.82 +2.04j | -0.82 -2.04j |-0.99 | -3.37 0.23 1.24 4.40
zi=-2 -0.75 +2.09j -0.75-2.09] |-1.06 |-3.44 0.28 1.23 4.65
1.2
1
0.8
S 06
0.4
0.2
0

2 3

4

Zaman (S)

Sekil 3.21
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Ornek 3.8: Faz-ilerletici-Geriletici Kontrol

Kontrol edilmek istenen bir sistemin transfer fonksiyonu Gy(s) ve
geri besleme i¢in kullanilan 6l¢iim sisteminin transfer fonksiyonu H(s)
asagidaki gibi olsun.

o r
s? +s+4.25

H(s)=1 (3.93)

G,(s)= (3.92)

Birim basamak referans giris uygulandiginda bu sistemin asagidaki
tasarim sartlarin1 saglamasi ve ¢ikisin duragan degerinin en fazla % 1
hatayla 1.0 olmasi igin kontrolcii tasarimi yapilmast isteniyor.

M, <0.2
t,<2's (3.94)
t.<4 s (% 2 kriteri)

Once sisteme oransal kontrol uygulandiginda performansi
incelensin. Bu sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu,



86

Gp(S)H(S) Zﬁ (395)

seklinde olup, yer egrileri Sekil 3.23‘deki gibidir. Yer egrileri
incelendiginde eslenik kutuplardan g¢ikan kollarin sanal eksene parallel
olarak sonsuza gittigi ve kapali ¢evrim kutuplarinin denklemler (3.94) ile
tanimlanan kabul edilebilir kutup bdlgesi disinda oldugu gortlmektedir.
Ayrica sistemin kapali cevrim transfer fonksiyonu,

K

T(s)=
®) s?+s5s+4.25+K

(3.96)

gibidir.

Ci =lim s( 5 K jlz K (3.97)
=0 \s“+s+4.25+K /s 425+K

Oransal kontrol uygulanan sistem, ne gecici davranis, ne de
duragan davranig performans kriterlerini saglamaktadir.

10
8
6
— A
4
\
2 E—
Kabul ddilebilir B
EOQ kutup bplgesi
2 | — |
/
-4 |
_—] v
-6
-8
-10
14 12 -1  -08 -06 04 02 0 02
Re

Sekil 3.23
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Bu sistemin davranigimi iyilestirmek igin faz-ilerletici-geriletici
kontrol islemini kullanalim. Faz-gerileticili kisim sistemin duragan
davranisini, faz ilerleticili kisim ise gegici davranisi iyilestirmek i¢indir.

Once sisteme faz-ilerletici islem uygulansin. Bu sistemin blok
diyagrami Sekil 3.24’deki gibidir. pi = 20 alarak kutbu orijinden oldukca
uzaga yerlestirip farkli sifir degerleri icin yer egrilerini cizelim. Sekil
3.25’de zinin degerlerini 1, 1.5, 2, 3, ve 4 alarak ¢izilen yer egrileri
gorilmektedir.

R(S) +/7 "\ K( s +z, J I C(s)

s+ p, 7 +5+4.25

Sekil 3.24
20
15
2i = 1.
10 zi=1 \\
5 H
E 0 x >
-5
-10
-15
-20
-25 -20 -15 5

Sekil 3.25
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Sekil 3.25°deki egriler iizerinde K degerleri degistirilerek sistem
sOntimiiniin biiylik oldugu kokler secilmis, My degerini minimum yapan K
degerleri bulunmustur. Bu sekilde bulunan sistemlerin 6zellikleri Cizelge
3.5’de verilmistir. Cizelgedeki sistemlerin hepsi tepe zamani ve yerlesme
zamani tasarim kriterlerini karsilamaktadir. Ancak asma Kriteri hi¢ birisi
tarafindan saglanamamaktadir.

Cizelge 3.5

pi:20

Zj

K Kapali Cevrim Kutuplari Mp th () | t(5)

1 300 | 985+142j | -9.86-142j | -1.29 | 039 | 022 | 2.14

15 250 | .953+12.1j |-9.53-12.1j | -1.94 032 | 0.24 1.46

2 200 |-9.10+9.51j |-9.10-9.51j | -2.80 030 | 028 | 117

180 |-7.97+7.75) | -7.97-7.75) | -5.05 031 | 0.31 0.78

170 | 6.10+7.05f | -6.10-7.05 | -8.81 035 | 032 | 0.64

Bir sonraki faz-geriletici islem asamasinda sisteme orijin yakininda
bir agik ¢evrim kutbu eklenecektir. Bu kutup yaklasik bir integrator gibi
davranip sistemin duragan davranisinin iyilesmesine katkida bulunacaktir.
Bunun yanisira bir de agik ¢evrim sifir1 eklenecektir. Eger bu sifir kutbun
¢ok yakininda ise yer egrilerinin sekli fazla etkilenmez. Ama bu sifirin
yerini degistirilerek davranis 6zelliklerini degistirebilme imkani1 vardir.

Faz-geriletici iglem ek olarak sisteme uygulanirsa, sistemin blok
diyagrami Sekil 3.26’daki hali alir. Burada 6rnek olarak Cizelge 3.5°de en
kiiciik agsma degerine sahip iki sistem (zi =2 ve z; = 3 olan sistemler) ele
almacak, ve bunlarin duragan davraniglart iyilestirilirken, gecici
davraniglarinin da tasarim sartlarini saglamasina ¢aligilacaktir.

R(s) + © s+z, | s+z I Cs)
S+pg S+1)i S2 +s5+4.25

Sekil 3.26
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Faz-gerileticinin kutbu orijinin ¢ok yakinina (—0.01 noktasina)
koyulacak, sifirt i¢in ise 6rnek olarak ti¢ farkli deger (-0.5, -1, —1.5)
denecektir. Bu sekilde elde edilen sistemlerin yer egrileri Sekil 3.27 ve
3.28°de verilmistir. My degerini azaltmak amaciyla bu egriler iizerinde K
degerleri degistirilerek bazi 6rnek ¢aligma noktalari secilmis ve elde edilen
sonuglar Cizelge 3.6’da verilmistir. Cizelgede saglanamayan tasarim
degerleri karartilmigtir. Goriildigli gibi, secilen sistemlerden ii¢ tanesi
bitin tasarim sartlarin1 saglamaktadir. Bu sistemlerin birim basamak
cevaplar1 Sekil 3.29°da goriilmektedir. Sistemlerin duragan degerleri ise
0.993-0.995 arasindadir.

Cizelge 3.6
pi=20 .
. 2 K Kapali Cevrim Kutuplari M, tp (S) ts (s)
15 | 160 |[-7.03+5.60j | -7.03-5.60j | -5.95 -1.00 0.10 | 0.35 248
2 1 160 |-7.91+6.05] | -7.91-6.05] | -4.46 -0.73 0.15 | 0.35 3.39
05 | 160 |-8.49+6.53j | -8.49-6.53] | -3.64 -0.39 0.30 | 0.28 6.21
15 | 80 [-1.92+4.32j | -1.92+-4.32j | -16.1 -1.00 0.23 | 054 2.86
3 1 80 |-2.15+4.09) | -2.15-4.09 -16.0 -0.70 0.16 | 054 3.65
05| 80 |-2.40+388j | -2.40-3.88j -15.8 -0.37 0.09 | 054 7.00
20 LHH
1
15 il
iH
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Ornek 3.9: I ve PI Kontrol

Kontrol edilmek istenen bir sistemin transfer fonksiyonu Gy(s) ve
geri besleme i¢in kullanilan 6l¢iim sisteminin transfer fonksiyonu H(S)
asagidaki gibidir.

G, (5)= ﬁ (3.98)

H(s) = (3.99)

1
s+1
Kontrol sonucunda c¢ikisin basamak referans girislerini hatasiz
olarak izlemesi ve asagidaki sartlar1 saglamasi istenmektedir.

M, <0.2
t,<2 s (3.100)

t.<4 s (% 2 kriteri)

Bu sartlarin kompleks diizlemde tanimladigi eslenik kapali gevrim
kutup bolgesi asagidaki sartlari verir.

M, <02: Denklem (2.66)dan B<f =62.9°
t,<2sec: Denklem (2.62)’den wy 21.57

t, <4sec: Denklem (2.71)’den cw, =1

Once oransal kontrolle  yukaridaki sartlarin  saglanip
saglanamadigini arastirilacaktir. Bu sistemin kapali ¢evrim transfer
fonksiyonu,

_C(s)_ K(s+)

T(s)= (3.101)
) R(s) s?+5s+4+K
seklinde olup, birim basamak giris i¢in ¢ikisin duragan degeri,
. K(s+1 1 K
¢, =lim sz(—”(—j - (3.102)
>0 s°4+55+4+K\s) 4+K

oldugundan K’nin degeri sonsuz olmadikg¢a Css’nin degeri 1.0 olmamakta ve
duragan davranis sart1 saglanmamaktadir.
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i) Integral kontrol

Integral kontrol islemi duragan hatay: sifirlamak igin etkin bir yol
oldugundan, sisteme integral kontrol uygulanirsa, sistemin blok diyagrami
Sekil 3.30’daki gibi olur.

Integral kontrol uygulanan sistemin kapali ¢evrim transfer
fonksiyonu,

_C(s) _ K(s+1)
R(s) s*+5s?+4s+K

T(s)

(3.103)

olup, birim basamak giris i¢in ¢ikisin duragan degeri i¢in aranan sart
asagida goriildigii gibi saglanmaktadir.

. K(s+1) 1
C.=lims —1=1 3.104
® 550 s3+532+4s+K(sj (3.104)

Referans
R(S) +

Cikis, C(s)

B

5 s+4

|
s+1

Sekil 3.30

Ayrinttya girmemek i¢in yer egrilerinin ¢izim asamalar1 burada
verilmeyecektir. Bu sistemin yer egrileri Sekil 3.31°de, denklemler (3.100)
ile tanimlanan kabul edilebilir eslenik kutup bolgeleriyle birlikte
verilmistir. Gorildiigii gibi kazang degeri yeterince artirildiginda sistem
kararsiz hale gelmektedir. Eslenik kutuplar baskindir ve kabul edilebilir
kutup bolgesi i¢inde degildir. Tasarim sartlarinin hepsinin birlikte
saglanamadigi Sekil 3.32°de goriilen birim basamak cevaplarda agikca
gorulmektedir.
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ii) Pl kontrol

Pl kontrol integral islem dolayisiyla duragan hatay: sifir yapar.
Buna karsilik sisteme ilave bir kapali ¢evrim sifir1 eklediginden gegici
davranigin iyilestirilmesine de olanak saglar. Pl kontrol uygulanan sistemin

blok diyagramui Sekil 3.33’de verilmistir.
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Referans
girisi, R(s) K[.&' +z, J 1 Cikis, C(s)
s s+4
1
s+1
Sekil 3.33

Sekil 3.34’de kontrolcii tarafindan eklenen sifirin farkli degerleri
icin ¢izilmis olan yer egrileri gorulmektedir. Egrilerden goriildiigi gibi,
kazang degerleri artarken eslenik kutuplar sola dogru, gergek kutup ise saga
dogru kaymakta ve eslenik kutuplarin baskinlig1 azalmaktadir. Bu egriler
Uzerinde sistem sontimiinii artirmak amaciyla gercek eksene nisbeten yakin
kisimlarda ¢alisma noktalar1 segilerek sistem performanslari incelenmistir.
Sonuglar Cizelge 3.7°de 6zetlenmistir. Cizelgede en iyi sonuglarin zi = 1.2
alindiginda, 3-3.5 dolayindaki K degerleri i¢in elde edildigi goriilmektedir.
Bu sistemlerin birim basamak cevaplari Sekil 3.35’de verilmistir.

10

=12 — /L,,— z=1.5

o N b~ O ©©

Im

A
3

0
45 4 35 -3 -25 -2 -15 -1 05 0 05

Sekil 3.34



Cizelge 3.7
Zi K Kapali Cevrim Kutuplari Mo | t(S) | ts ()
2 -0.76+0.33j -0.76-0.33j -3.47 | 0.05 5.12 291
12 25 -0.85+0.44j -0.85-0.44j -3.31 | 0.03 | 2.73 3.85
3 -0.93+0.53j -0.93-0.53j -3.13 | 0.08 171 3.85
35 -1.03+0.60j -1.03-0.60j -293 | 0.15 1.26 3.53
15 -0.67+0.41j -0.67-0.41j -3.66 | 0.02 4.7 2.90
2 -0.73+0.56j -0.73-0.56j -355 | 0.06 | 2.83 | 5.01
15
25 -0.79+0.69j -0.79-0.69j -3.42 | 013 | 199 | 437
3 -0.86+0.80j -0.86-0.80j -3.29 | 020 | 151 | 381
1 -0.58+0.42j -0.58-0.42j -3.83 | 0.03 | 514 | 6.28
15 -0.63+0.64j -0.63-0.64j -3.75 | 011 | 293 | 5.46
2
2 -0.67+0.80j -0.67-0.80j -3.66 | 0.20 | 2.09 | 4.44
2.5 -0.71+0.94j -0.71-0.94j -3.57 | 0.29 1.65 5.7
1.2
''''''''' AT~ Z=[12,K=35
- f_JI. T \
1== ._'Z:'.T_'.:l:::'._ﬂ:’.:’.:’.:’.:’.: . ) Eppp—
| i | |
H | |
/7 Ll |a=12K=3 1 |
0.8 — —
P P
/ P P
o P b
& 08 T —
P! P
P b
0.4 T —
P P
| o N
0.2 — (R
i ! [
P P
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0 i ! [
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Zaman (s)

Sekil 3.35
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PROBLEMLER

Not: Problemlerin ¢6ziminde MATLAB’den yararlanin.

3.1

i) A¢ik ¢evrim transfer fonksiyonu,

G(S)H(s) =$



3.2

3.3

3.4
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olan bir sisteme sirasiyla — 4 ve —2’de agik g¢evrim kutuplar
eklerseniz, yer egrileri nasil degisiklige ugrar. Gozlemlerinizi
tartigin.

i) Agik ¢evrim transfer fonksiyonu,

1
(s+5)(s+4)(s+2)

G(s)H(s) =

olan sisteme sirastyla —7 ve —3’de agik ¢evrim sifirlar1 eklerseniz, yer
egrileri nasil degisiklige ugrar. Gozlemlerinizi tartigin.

Acik ¢evrim transfer fonksiyonu agagida verilen sistem birim
geribeslemelidir.

G(S) H (S) = M
(s+1)(s+4)

Sistemin yer egrilerini ¢izin ve K = 10 igin sistemin birim basamak
cevabini bulun. A¢ik ¢evrim transfer fonksiyonuna, z = — 6.1 gibi bir
sifir ve p = — 6 gibi bir kutup ilave edilirse, yer egrisi ve birim
basamak cevap bundan nasil etkilenir.

Acik ¢evrim transfer fonksiyonu agagida verilen sistem birim
geribeslemelidir.

G(S) H (S) = M
(s+D(s+4)

Sistemin yer egrilerini ¢izin ve K = 10 igin birim basamak cevabini
bulun. Acik ¢evrim transfer fonksiyonunaz = - 0.1 gibi bir sifir
ve p =—0.01 gibi bir kutup ilave edilirse, sistemin yer egrisi ve birim
basamak cevabi bundan nasil etkilenir. Sistemin statik ve dinamik
davranisi hakkinda ne sdyleyebilirsiniz. Uygulanan iglem nedir?

Asagida birim geribeslemeli bir sistemin acik g¢evrim transfer
fonksiyonu verilmistir.
K

CO= 570618
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3.5

3.6

0 £ K £ o igin yer egrilerini ¢izin. K = 300 oldugina gore sistemin
baskin kapali ¢evrim kutuplarin1  bulun. Baskin kutuplarin
Ozelliklerinden yararlanarak % 2 kriterine gore yerlesme zamani ve
maksimum agmayi belirleyin. Maksimum asmay1 en ¢ok % 20,
yerlesme siiresini ise 1 s yapmak igin faz ilerletici bir denklestirici
tasarlaym. K degeri ne olmalidir? istenen kriterlerin saglandigini
gosterin.

Bir sistemin blok diyagrami sekildeki gibidir.

Referans
girisi, R(S) + G () 1 Cikis, C(s)
E s(s+12)(s+1)

Baslangicta G¢(s) = 1°dir. Bu durumda birim basamak cevabin
asmasi ve % 2 kriterine gore yerlesme zamani nedir? Bu sistemin
baskin kokleri i¢in maksimum agmanin en ¢ok % 10 ve yerlesme
zamaninin 1 s olmasi istenirse baskin kokleri nereye yerlestirmek
gerekir. Simdi baskin kokleri bu yere tasiyacak bir faz ilerletici
denklestirici tasarlayin. Sonug ne kadar basarili? Tartigin.

Bir sistemin blok diyagrami sekildeki gibidir.

Referans
girisi, R(S) 1 Cikis, C(s)
G.(3)|l— 57—

() s +25+1.25

i) Oransal kontrol kullanilirsa birim basamak giris i¢in duragan
hatanin 0.01°den az olmasini saglayacak kontrolcii kazanci nasil
secilmelidir?
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ii) Simdi de,
G.(5) = K S+2,
S+ P.

alarak, kontrolct kazancini 10 kat artirict etki saglayacak bir
faz-geriletici denklestirici tasarlaym. Bu durumda duragan
hatanin 0.01°den az olmasini saglayacak K degeri nedir?

iii) Yukarida bulunan iki sistemin birim basamak cevaplarini elde
ederek karsilagtir ve yorumlaym.

Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagida verilmistir.
S+6

G(s)=K >
(s+12)(s“ +2s+2)

i) K=Kjicin duragan hata nedir?

ii) Yiizde agsmanin % 10’dan kiigiik, % 2 kriterine gore yerlesme
zamaninin 4 s’den kii¢iik olmasi i¢in K’nin degeri hangi sinirlar
icinde olmalidir?

iii) Bu sistem i¢in bir Pl kontrolcii tasarlayarak, hatanin duragan
degeri sifir yapilmak isteniyor. Yiizde agsmanm 0.1°e esit,
yerlesme zamaninin 4 s’den az olmasi igin bir Pl kontrolci
tasarlayn.

Birim geribeslemeli bir sistemin acik c¢evrim transfer fonksiyonu
asagida verilmigtir.

S+6
s(s+12)(s* +25+2)

G(s) =K

i) K =5 i¢in kapal1 ¢evrim kutuplarini bulun. Baskin kutuplarin
yerlerini dikkate alarak ylizde asma ve %2 Kriterine gore
yerlesme zamanini bulun. Birim basamak giris i¢in duragan hata
nedir? Birim rampa giris i¢in duragan dinamik hata nedir?

i)  Uygun bir faz-geriletici denklestirici tasarlayarak dinamik
hatay1 0.05’in altina azaltin.
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3.9

3.10

3.11

3.12

Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagida verilmistir.

K

()= s(s+1)

K =2 i¢in sistemin birim basamak cevabini bulun. My ve ts degerleri
nedir?

Bu sistem igin bir PD kontrolcii tasarlayarak birim basamak cevabin
maksimum agmasinin % 20’den kiigiik ve % 2 kriterine gore yerlesme
zamaninin 1 s’den kii¢iik olmasin1 saglayin.

Problem 3.9’daki sistem igin, verilen sartlari saglayacak bir faz
ilerletici denklestirici tasarlayin.

Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagida verilmistir.
K(s+10)

G(s) =
(s+D(s+2)(s+8)

Bu sistemin birim basamak cevabinin asagidaki sartlar1 saglamasi
icin bir PID kontrolcii tasarlayin.

Yiizde asma < % 20
%2 kriterine gore yerlesme zaman1 < 1.5 s
Birim basamak duragan hata =0

Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagida verilmigtir.

K(s+8)
(s> +2s+2)(s +12)

G(s) =

Bu sistemin birim basamak cevabinin asagidaki sartlar1 saglamasi
icin bir faz-ilerletici-geriletici denklestirici tasarlayin.

Yiizde asma < % 10
%?2 kriterine gore yerlesme zaman1 < 1S
Duragan hata < 0.01
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3.14

3.15

3.16

3.17
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Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagida verilmistir.
K

B O o)

Bu sistemin birim basamak cevabinin asagidaki sartlar1 saglamasi
icin bir faz-ilerletici-geriletici denklestirici tasarlayin.

Yiizde asma < % 10
%2 kriterine gore yerlesme zaman1 < 2 S
Duragan hata < 0.01

Problem 3.13’de verilen sistemin, asagidaki sartlar1 saglamasi igin
bir PID kontrolcii tasarlayin.

Yiizde asma < % 10
%?2 kriterine gore yerlesme zamani < 2 S

Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagida verilmistir.

K

)= s(s + 2)(s +12)

i) Birim basamak giris i¢in maksimum asamanin 0.10 olmasi
istenirse, baskin kutuplarm yeri, K ve % 2-yerlesme zamani
degerleri nedir?

ii) Bir PD kontrolcu tasarlayarak maksimum asmay1 0.10 degerinde
tutarak yerlesme zamanini yaridan fazla indirin.

Problem 3.15’de verilen sistemi bu defa faz-ilerletici bir denklestirici
tasarlayarak ¢6ziin.

Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagida verilmistir.
K

) = s(s+1)(s +12)
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3.18

i) Birim basamak giris i¢in maksimum asamanin 0.20 olmasi
istenirse, baskin kutuplarin yeri, K ve % 2 kriterine gore yerlesme
zamani degerleri nedir?

il) Fazilerletici bir denklestirici tasarlayarak maksimum agsmay1 0.20

degerinde tutarak yerlesme zamanini 2 s’nin altina azaltin.

Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagidaki gibidir.
1
G(s) = -
S°+25+2

Faz ilerletici bir denklestirici tasarlayarak asagidaki kriterleri
saglaym. Bu durumda duragan hata ne olur?

Maksimum asma = % 16
Tepe zaman1 < 0.5 s



4

BODE DIYAGRAMIYLA
KONTROL SISTEMI TASARIMI

Klasik kontrolde sistem tasarimu i¢in kullanilan baslica iki yaklagim
vardir. Bunlardan birisi daha once Bolim 3’de incelenen yer egrisi
yontemidir. Bu yontemle tasarim yapilirken yerlesme zamani, tepe zamant,
yiizde agsma gibi gecici davranis kriterleri karsilanmaya calisilir. Yer egrisi
yontemi diisiik mertebeli sistemlerde oldukg¢a kullanislidir. Ancak sistem
mertebesi yiiksekse baskin bir kutup eldesi olduk¢a zor olabilir ve sistem
cevabi diger kutuplar ve sifirlar tarafindan da kuvvetle etkilenebilir. Tkinci
yaklagim ise frekans cevabina dayanir. Yuksek mertebeli sistemler icgin bu
yaklagim daha kullanighdir. Frekans cevabi yontemlerinde, sisteme
sinlisoidal bir giris uygulandiginda t — oo iken elde edilen duragan siniisoidal
cevabin genlik ve fazinin frekansla degisimi kullanilir. Bu yontemlerde
kazan¢ payi, faz payi, bant genisligi, rezonans tepesi yiiksekligi gibi
performans kriterleri esas alinir. Daha 6nce Boliim 2’de tanimlar1 yapilan bu
kriterler burada daha ayrintili olarak ele alinacaktir. Frekans cevabi
yontemlerinde kullanilan tasarim kriterlerinin zaman bolgesinde kullanilan
tasarim kriterleriyle bire bir iligkilendirmesi ikinci mertebe sistemler disinda
miimkiin degildir. Ancak yine de kabaca bir iliski kurulabilir. Frekans cevabi
yontemlerinin onemli bir Ustiinliigi, sistemdeki giiriiltiiniin, 6zellikle de
6l¢lim sisteminden kaynaklanan gurdltuniin yok edilmesi igin dnlemler
almmasina imkan vermesidir. Bir diger {istiinliik ise, transfer fonksiyonu
bilinmeyen sistemlerin frekans cevabinin nisbeten kolaylikla deneysel olarak
belirlenebilmesi ve buna dayanarak kontrol sistemi tasariminin
yapilabilmesidir. Frekans cevabi yontemleriyle tasarim yapilirken, agik
cevrim transfer fonksiyonunun yapisi, tasarim kriterlerini saglayacak
bicimde ¢esitli denklestirici elemanlarla degistirilir ve buna dayanarak kapali
cevrim sistemin cevabinin dzelliklerinin iyilestirilmesi saglanir. Bu bolimde
frekans cevabi yontemleri arasinda en yaygimn olarak kullanilan, Bode
diyagramlar1 yontemi incelenecektir.
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4.1 Duragan Siniisoidal Cevap
Bir sistemin girisi X(t), ¢ikist da y(t) olsun. Giris ve ¢ikis arasindaki

transfer fonksiyonu asagidaki gibi ifade edilsin.

_Y() _N(E©) 4.1
=% " Des) @1

Burada N(s) transfer fonksiyonunun pay polinomu, D(s) ise sistemin
karakteristik polinomu olup, agsagidaki gibi tanimlanmistir.

D(s)=s"+a,s" " +---a,5+a, (4.2)
Bu sisteme genligi Xo ve frekanst @ olan siniisoidal bir giris
uygulansin. Girisin Laplace transformu,

X,

s + @?

X (s) = (4.3)

oldugundan, ¢ikisin Laplace tranformu icin asagidaki ifade yazilabilir.

X,
2

Y(S)=G(S)SZ T

(4.4)

_ N(s) ( X, J
(5= P)(S—P,)(s— Ps)..(s— P, \s° +

Bu ifadede D(s) ¢arpanlarina ayrilmistir. p; (i=1, 2, ..., n) sistemin
kutuplaridir. Burada konunun kolay anlagilmasi igin sistem kutuplarinin
birbirinden farkli oldugu kabul edilmistir. (Bu varsayim elde edilecek
sonuglarin genelligini bozacak nitelikte degildir.) Transfer fonksiyonu
kismi kesirlerine ayrilirsa, denklem (4.4) ai;, a2 vebi(i=1, ., n) kismi
kesir katsayilari cinsinden asagidaki hale doniistiirilebilir.

Y(s)=—2 2
S+ jo s— jw
by

+ b, et b
S=Pp S—P S— Pn

(4.5)

+ n
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Yukaridaki denklemin ters Laplace transform alinirsa, sistem cevabi
y(t) asagidaki gibi elde edilir.

y(t) =ae ' +ae! +be +be +...+b e (4.6)

Eger sistem kararliysa biitiin kapali ¢evrim kutuplarinin gercek
kisimlart negatif olacagindan denklem (4.6)’daki be® (i =1, 2, .., n)

terimlerinin hepsi t — o iken sifira gider. Bu yilizden zaman sonsuza
giderken sistem cevabi asagidaki hali alir.

y(t)=ae 1" +a,el* 4.7)

Bu denklemde a; ve a; katsayilar1 kalinti (residue) teoreminden
asagidaki gibi bulunabilir.

a, :[G(s)[%j(u jo) _ 20 G(-jw) (48)
s® +w He’jo 2]
X _ Xo /-
a, {G(s)(si 2 j(s —Jo) T (4.9)

G(jw) ve G(-jw) kompleks sayilar1 eksponansiyel formda asagidaki
gibi yazilsin.

G(jw) =|G(jw)e!* (4.10)
G(-jo) =[G(-jw)le ¥ =|G(jw)e 1  (4.11)

Yukaridaki esitliklerde |G(jw)| Ve ¢(w) sirastyla G(jw) kompleks
sayisinin biiyiikliik ve faz agis1 olup, asagidaki gibi tanimlidir.

G(jo)| = [ReG(jo)]* +[IMG(jo)]* (4.12)

#(@) =/G(jw) =tan *[IM(G(jw)/ReG(jw] (4.13)

Denklemler (4.10) ve (4.11), once deklemler (4.8) ve (4.9)’da yerine
koyulur, bu sekilde bulunan a; ve a;’nin ¢oéziimleri denklem (4.7)’de yerine
koyulursa agagidaki ifade bulunur.
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gilats@)] _ g-ilet+g(o)]

y(t) = X,|G(jo)| 7 (4.14)

Diger yandan Euler formiiliinden,

el? =cos@+ jsin @ (4.15)
e ¥ =cos@— jsin o (4.16)
ya da,
0 _ -0
sing=2_—%"_ (4.17)
2j

oldugu dikkate alinirsa, y(t) asagidaki gibi elde edilir.
() = X,o|G(jo)|sin[at + p(w)] =Y, sin[ot + g(w)]  (4.18)

O halde sistemin siniisoidal girise olan duragan cevabi, zorlama
frekansiyla ayni frekansa sahip, ama girise gore @) kadar faz farki olan, Yo
genlikli bir siniis fonksiyonu bi¢imindedir. Cikis ve giris genliklerinin orani
ve faz farki asagidaki denklemlerle tanimlanmugtir.

Yo .,
X—O—|G( jo)| (4.19)
#(@) =/ G(jo) (4.20)

Denklemler (4.19) ve (4.20) ile verilen genlik oran1 ve faz agisinin
 frekansiyla degisim bigimine sistemin frekans cevabi denir. Faz agisi
negatifse bu duruma faz gerilemesi, pozitifse faz ilerlemesi denir. Bir
sistemin frekans cevabi 6zellikleri o sistemin dinamigine iliskin tiim bilgileri
icerir. Hatirlanacagi gibi herhangi bir periyodik fonksiyon Fourier serisi
halinde sinus ve kosinis fonksiyonlari ile ifade edilebilir. Periyodik olmayan
fonksiyonlar ise Fourier integraliyle yine harmonic bilesenlere
ayristirilabilir.  Dolayisiyla sistemin sinlis fonksiyonuna olan cevabi
biliniyorsa, herhangi bir girise olan cevabi da siiperpozisyon prensibini
kullanarak bulunabilir.
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4.2 Frekans Cevab1 Analizinde ve Tasariminda Kullanilan Yontemler

Frekans cevab1 analizinde agik ¢evrim transfer fonksiyonunun
duragan sintisoidal davranisi kullanilir. Denklem (4.19) ile verilen genlik
oraninin ve denklem (4.20) ile verilen faz agisinin @ freansiyla degisimi
incelenir. Bu degisimlerin gdsterimi igin asagidaki ii¢ grafikten birisi
kullanilir.

i) Nyquist diyagram
i) Nichols diyagrami
iii) Bode diyagramlari

Bu diyagramlarin hepsi ayni bilgiyi igerir. Sadece sunum ve
kullanim sekilleri farklidir.

Nyquist diyagrami G(jw) ‘nin biiyiikliik ve faz acisimin polar

grafigidir. Tek bir grafikten olusur. @ frekanst 0’dan o’a kadar
degistirilirken yatay eksende Re[G(jw)], diisey eksende ise Im[G(jw)]
cizilir. Dolayisiyla orijinden egri {izerinde herhangi bir @ degerine karsilik
gelen noktaya bir vektdr g¢izildiginde, bunun boyu G(jw) 'nin
biyiikliiglinii, gergek eksenle yaptigi ac1 ise G( jw) 'nin faz agisi verir.

Nichols diyagrami ise G( jw) ’nin biyiikliiginiin dB olarak diisey

eksende, faz agisinin ise derece olarak yatay eksende gosterildigi tek bir
grafiktir.

Yukaridaki grafiklerden en yaygin olarak kullanilan1 ve kontrol
sistemleri ders kitaplarinda en ¢ok yer alan1 ise Bode diyagramlaridir. Bode
diyagramlar1 iki diyagramdan olusur. Diyagramlardan birisi logaritmik bir
1skala olan dB cinsinden ifade edilen genlik oranina karsi, frekans @’nin 10
tabanina gore logaritmasinin ¢izildigi biyiiklik diyagrami’dir. Faz
diyagrami denilen ikinci grafikte ise faz agisina kars1 @’nin 10 tabanina gore
logaritmasi ¢izilir. Bilyiikliigiin dB olarak tanimi asagidaki gibidir.

IG(jw)|=2010g,|G(je)| dB (4.21)

Bode diyagramlar: bir sonraki boliimde verilen kurallar1 kullanarak
kabaca elle cizilebilecegi gibi, MATLAB gibi yazilimlari kullanarak
hesaplama yoluyla da ¢izilebilir. Elle ¢izim kurallarinin bilinmesi tasarim
asamasinda alinacak dnlemlerin etkilerinin tahmini a¢isindan ¢ok 6nemlidir.
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Bode diyagramlariyla analiz ve tasarim yapmanin istiinliikleri
asagidaki gibi sayilabilir.

a)

b)

d)

f)

9)

Bode  biyiiklik  diyagraminda  logaritmik  eksenler
kullanildigindan transfer fonksiyonundaki carpanlarin grafikleri
bagimsiz olarak ¢izilebilir ve bunlar toplanarak tiim transfer
fonksiyonunun biiyiikliik diyagram kolaylikla elde edilir. Bu
ylizden yiiksek mertebeli sistemlerle kullanimi kolaydir. Bu
0zellikten dolayi ardisik sistemlerin Bode diyagramlari, bunlarin
diyagramlarini toplayarak elde edilir.

Transfer fonksiyonunun faz diyagrami da ¢arpanlarin grafigini
ayr1 ayri gizilerek ve bunlari toplayarak elde edilir.

Bode diyagramlar1 yaklasik olarak asemptotik dogrular
kullanarak elle ¢izilebilir. Cizim kurallar1 ¢arpanlarin etkilerini
ortaya koydugundan, tasarim sirasinda transfer fonksiyonuna
eklenen denklestirici ¢arpanlarinin, blyuklik ve faz
diyagramlarmin sekillerini nasil etkileyecegi 6ngorulebilir.

Bode diyagramlar1 deneysel olarak bulunabilir. Asemptotik
Bode diyagramlarinin egim ve kose frekans ozelliklerinden
yararlanarak, deneysel olarak elde edilmis frekans cevabi
egrilerinden sistem tanimlamasi yapilabilir, sistemlerin transfer
fonksiyonlari elde edilebilir ve kontrolcii tasarimi yapilabilir.

Kullanilan logaritmik 1skala dolayisiyla Bode diyagramlari ¢ok
disiik frekanslardan ¢ok yliksek frekanslara kadar genis bir
frekans araligini kapsayabilir.

Kazang payi, faz payi, gegme frekansi, kesme frekansi gibi
frekans cevabi analiz ve tasariminda kullanilan kriterler, agik
cevrim transfer fonksiyonunun Bode diyagramlarindan kolayca
bulunabilir.

Rezonans frekanslari, rezonans tepe yiiksekligi, bant genisligi,
herhangi bir zorlama frekansina sistemin duyarliligi gibi
Ozellikler, kapali ¢evrim transfer fonksiyonunun Bode
diyagramlarindan elde edilebilir.
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h) Bode diyagramlari kullanildiginda kontrol sisteminde olabilecek
yiiksek frekansli giiriiltiiyli filtrelemek icin alinmasi gereken
onlemler kolaylikla belirlenebilir.

i) Cevrim kazanciin degistirilmesi Bode biiyiikliik diyagraminin
seklini degistirmeden sadece diisey yonde kaymasina sebep olur.
Kazang degisikligi faz diyagramini ise etkilemez.

J)  Yukarida sayilan Ozellikler dolayisiyla, Bode diyagramlari
kullanarak kontrol sistemi tasarimi olduk¢a kolaydir.

Sekil 4.1 - Sekil 4.3’de, yukarida sozii edilen diyagramlarin
gortiniimii hakkinda fikir vermek amaciyla, transfer fonksiyonu

s+3

G(e) = (s+D(5+2)

olan bir sistemin MATLAB yazilimiyla cizilen Nyquist, Nichols ve Bode
diyagramlari sirasiyla verilmistir.

0.5

Im G(jw)
S
n
8
)
N
o

-0.5 0 0.5 1 15 2
Re G(jw)

Sekil 4.1
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Buyuklik, dB

Buyuklik, dB

Faz Acisi, Derece

'
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-60 -30 0
Faz agis1 (derece)

Sekil 4.2

0.01
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0.1 1 10
o (rad/s)

Sekil 4.3




111

4.3 Bode Diyagramlarinin Elle Cizilmesi

Bode diyagramlariin elle ¢izilme kurallarinin  bilinmesi,
kullanilacak denklestiricilerin etkilerini bilgisayara gerek kalmadan dnceden
tahmin ve degerlendirme agisindan 6nemlidir. Deneysel yollarla elde edilmis
olan Bode diyagramlarindan transfer fonksiyonlarinin ¢ikarilmasi i¢in de bu
kurallarin bilinmesine gerek vardir. Asagida ayrintilar1 verilecek olan
asemptotik egriler kisa siirede kolaylikla ¢izilebilir, bunlardan sistemlerin
marjinal kararlilik durumlari, duragan ve gecici davranislarinin
iyilestirilmesi i¢in kullanilmas1 gereken denklestiriciler kolaylikla
belirlenebilir.

Lineer bir sistemin agik ya da kapali transfer fonksiyonu iki polinom
orani bi¢ciminde olup, bu polinomlarin kokleri cinsinden asagidaki gibi
carpanlara ayrilabilir.

T(s)= 2O A (8).- Ay (5) (4.22)
B, (s)B,(8s)..B, ()

Frekans cevabi transfer fonksiyonu ise bu ifadede s yerine jw
koyarak elde edilir.

A(jo)A; (jo).. Ay (i) (4.23)

TU9) =g (108, (j0).B, (j)

Yukaridaki ifadede T(jw) ve esitligin sagindaki ¢arpanlarin her biri
birer kompleks sayidir. T(jw) kompleks sayisinin biiyiikligii ¢arpanlarin
biiyiikliikleri cinsinden asagidaki gibi ifade edilebilir.

A0} A (J)].| Ay (o) (4.24)
B.(io)]B. (i) [B,(jo)

T(jo)| =

Denklem (4.24)’tin 10 tabanina gore logaritmasi alinip, denklemin
iki tarafi 20 ile garpilirsa asagidaki denklem bulunur.

20 |0910‘T(j50)‘ =20 IOglO‘Aﬂ.(ja))‘ +20 IOglo‘Az(ja’) ‘+--+20 IOglO‘Am(ja))‘
+ 201log 44 1

+201log ;4 ..+20log 4,

1
B (jo) B, (jo)

EZ(jCZ)
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Bu denklemde bitun biylkliikkler dB cinsinden ifade edilmistir. O
halde T(jw)’nin dB cinsinden biiyiikligiinin o ile degisim grafigini elde
etmek icin her bir ¢arpanin dB cinsinden biyiikliginin ® ile degisim
grafigini ¢izmek ve bunlari toplamak yeterlidir. Uygulamada @ ekseninde
(yatay eksen) lineer degil, 10 tabanina gore logaritmik 1skala kullanilir. Bu
1skalada herhangi bir frekansla bunun 10 kat1 olan frekans arasinda kalan
frekans araligina onluk denir. Logaritmik 1skalada bir onlugun uzunlugu
baslangic ve bitis frekanslarindan bagimsiz ve aynidir. Yatay olan ®
ekseninde her onluk artisinda frekans 10 kat artar. Biiyiikliik 10 kat arttiginda
ise biiyiikliik diyagramindaki dB degeri 20 dB artar.

Denklem (4.23) ile verilen T(jw) kompleks sayisimin faz agisi
carpanlarin agilar1 cinsinden asagidaki gibi ifade edilebilir.

T(jo)=/A(jo)+ /A (jo) +-+ /A (jo)
~/By(i®)~/B,(j®)~ - — /B, (jw)

(4.26)

Denklem (4.26)’dan goriildiigii gibi, T(jw)’nin faz agisi, transfer
fonksiyonunun payindaki c¢arpanlarin faz acgilarimi  “+” isaretiyle,
paydasindaki ¢arpanlarin faz agilarini ise “—* isaretiyle toplayarak elde edilir.

Denklem (4.26), T(jw)’nin ¢arpanlari cinsinden asagidaki gibi de
ifade edilebilir.

T(o)=/ Alio)+/A(jo)+-+ /A, (jo)

1 1 1
+ — + —tt ) ——
/Bl(Jw) /Bz(Jw) /Bn(Jw)

O halde T(jw)’nin agisinin  ile degisim grafigini elde etmek igin
her bir ¢arpanin agisinin o ile degisim grafigini ¢izmek ve bunlar1 toplamak
yeterlidir.

(4.27)

Herhangi bir transfer fonksiyonunun c¢arpanlar1 asagidaki dort
formdan biri gibi olabilir.

a) Sabit kazang, K
b) Orijinde, katli veya katsiz sifir veya kutuplar, s*"

c) Gergek, katl veya katsiz sifir veya kutuplar, (Ts +1)*"
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d) Kompleks, katli veya katsiz sifir veya kutuplar,
(T2s? +2¢Ts +1)*"

Eger bu carpanlarin biiyiikliik ve faz grafikleri ¢izilirse, herhangi bir
transfer fonksiyonunun buayuklik ve faz grafikleri bunlar cinsinden

olusturulabilir. Asagida her bir tip ¢arpanin biiyiiklik ve faz grafikleri
cizilecek ve Ozellikleri ortaya koyulacaktir.

i) Sabit kazang, K

Transfer fonksiyonunda K gibi bir kazang ¢arpam varsa, bunun dB
cinsinden biiyiikligii ve derece biiylikliigliinden faz acis1 asagidaki gibidir.

dB cinsinden |K|=20log,, K (4.28)
Derece cinsinden /K = 0° (4.29)
K ¢arpani i¢in Bode diyagramlari Sekiller 4.4 ve 4.5”de verilmistir.

40

20|Oglo|K|

20

Biiyiikliik, dB

0.1 1 10 100
w (rad/s)

Sekil 4.4
180

(]
o

o

Faz Acisi, Derece

-180
0.1 1 10 100
w (rad/s)

Sekil.4.5
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tm

il) Orijinde sifir veya kutuplar, S

Eger transfer fonksiyonunda s*™ gibi bir carpan varsa, bunun dB
cinsinden biiyiikliigii asagidaki gibidir.

dB cinsinden ‘(ja))im

= 20log 1|(j)""

(4.30)
=+20mlog ;| jw| = £20mlog ,,

Bu ifadeden goriildiigli gibi, eger w-ekseni icin logaritmik 1skala
kullanilirsa, dB cinsinden biiyiikliige kars1 @ egrileri = 20m dB/onluk egimli
dogrulardir. @ = 1 oldugunda bu dogrularin hepsi 0 dB noktasindan geger.

Sekil 4.6°da s’nin iissiiniin + 1 ve £ 2 oldugu durumlar i¢in biiyiikliik egrileri
verilmistir.

s*™ carpanmin derece cinsinden faz agis1 asagidaki gibidir.

/(j@)™ =+mg0* (4.31)

Bu ¢arpanin faz egrileri yatay olup, tissiin + 1 ve £ 2 degerleri igin
Sekil 4.7°de goriilmektedir.

40

(jo)?

N
o

o]

o

Biiyuklik, dB

et

)’

0.1 1 10 100
o (rad/s)

Sekil 4.6



115

270
[tiw)”
180
[0} ()
[
A
5" 0
2
N -90 =
[s+]
~ —
@
-180 L
G
-270 L)
0.1 1 10 100
w (rad/s)
Sekil 4.7

iii) Gergek sifir veya kutuplar, (Ts +1)

Eger transfer fonksiyonunda (Ts +1)*® gibi bir carpan varsa, bunun
dB cinsinden biiyiikliigii asagidaki gibidir.

=+20qlog , V1+T @  (4.32)

Bu ifade T’ nin 1’den ¢ok kiigiik ve ¢ok biiyiikk oldugu hallerde
asagidaki asemptotlara yaklagir.

dB cinsinden \( jTo+1)*

+20qlog,, V1+T @? =0 dB (T << 1) (4.33)

+20qlog,, V1+T &® = +20ql0g,,(aT) dB (T >>1) (4.34)

Bu asemptotlar tsstin £ 1 ve £ 2 oldugu haller i¢in Sekil 4.8”de
verilmigtir. Asemptotik egriler iissiin biitiin degerleri i¢in @ = 1/T degerine
kadar O dB olarak gelmekte, oradan itibaren + 20q dB/onluk egimle, iis ‘“+’
isaretliyse yukar1 dogru, ‘—* isaretliyse asagi dogru devam etmektedir. Bode
diyagramlar1 elle cizilirken denklem (4.32) ile tanimlanan gercek egriler



116

40
j(1+ JTw)
2 s L+ Te]
S/ S
/B
S
: 5
X i
= 0 ez
= D
> 20
H d
@ @/OW% ‘ | ‘
-20 2
% 1+ jTa)
. %,
‘( TR ON%
-40
0.01/T 0.1/T 1T 10/T 100/T
o (rad/s)
Sekil 4.8

degil, asemptotlar kullanilir. Bunun sonucu maksimum hata @ = 1/T’de
asagidaki gibidir.

+20qlog,,v1+1=+3q dB (4.35)

(Ts +1)*% garpanmin faz agis1 ise asagidaki gibidir.

[+ joT)* =+qtan~(wT) (4.36)

Bu agimin degeri @= 1/T iken £g45°, @T nin degeri 1’den ¢ok kiiciik
ve ¢ok biiyiikken ise asagidaki asemptotlara yaklasir.

[+ joT)* =0’ (<< 1/T) (4.37)
[+ joT)* =q90°  (w>> LIT) (4.38)

Sekil 4.9°da tssiin + 1 ve + 2 degerleri igin asemptotik faz agisi

egrileri goriilmektedir. Ayrica fikir vermek amaciyla * 2 igin gercek egriler
de verilmistir.

Sekil 4.8 ve 4.9°da asemptotlarin kesistigi freknslara kose
frekanslar1 denir.



117

270
[ AL+ je }:
180 | =
T ) B e e ot e
g 90 =
g | === R
5 O "'E!::::_ — — 1 i
é,:)" ~~~~~~ \/ T+ joT
50—
-180 T
270 [ (A jel)
0.01/T 0.1T Ut 10/T 100/T
w (rad/s)
Sekil 4.9

iv) Kompleks sifir veya kutuplar, (T ?s? +2¢Ts +1)*"

Frekans o, ,
1

0, = 4.39
= (4.39)

olarak tamimlanir ve S = jw Yyerine koyulursa bu carpan asagidaki standart
forma doniiglir. Burada karesel kisim yazim kolayligi igin “KF” olarak
tanimlanmustir.

2 +r
{ujzaf—"’{jwﬁJ } = (KF)*" (4.40)

Bu terimin dB cinsinden bilyiikliigii asagidaki gibidir.

2 2
= +20rlog {1—[2” (252
wn

dB cinsinden ‘(KF)ir

n

(4.41)
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Bu ifade ® << an ve @ >> @ oldugu durumlarda asagidaki
asemptotlara yaklasir.

<< @n igin:

2

2
£ 20r log 1—[£J +(
(0)

n

2
269Y2 _120rlog,,1=0 dB  (4.42)

n

®>> @n iGin:

2 2
£+ 20rlog 4 1—(ﬂj +(2g—a))2 ==+40r log 10[£J dB (4.43)
0

n n n

Bu esitlikliklerden anlagilacagi gibi, biitlin r degerleri icin egriler 0
dB degerinden baglayarak saga dogru gelir. Eger yatay eksen (@/mn) olarak
degistirilirse, ®/an = 1’de 0 dB noktasindan gecen +40r egimli asemptotlara
giderler. Sekil 4.10’da denklem (4.41) kullanilarak cizilen gercek egriler
tssin -1 olmasi hali i¢in verilmistir. Aymi grafikte asemptotlar da
goriilmektedir. S6niim oran1 ¢ nin degerine bagl olarak 6zellikle w/an = 1
dolayinda aseptotlarla gercek egriler arasinda biiyilik farklar vardir. Ancak
kontrol sistemlerinin tasariminda rezonans tepelerinden kaginmak igin
séniim oran1 0.5-0.8 gibi degerlerde tutulur. (Ornegin, ikinci mertebe
sistemde ¢ =1/ V2 *den blyiikse rezonans tepesi olusmaz.) Boyle bir ¢alisma
durumunda ise asemptotlar gercek egriler yerine kullanilabilir. Bu yiizden
elle cizilen Bode diyagramlariyla kontrol sistemi tasarlanirken aseptot
egrilerinin kullanilmasi yeterlidir. Sekil 4.11°de {issiin £ 1 ve £ 2 degerleri
icin ¢izilmis asemptotik biiytikliik egrileri goriilmektedir.

Denklem 4.40 ile verilen karesel formun faz agis1 asagidaki gibidir.

(KF)2" = +r tan‘{%} (4.44)

Sekil 4.12°de bu denklem kullanilarak ¢izilen gergek egriler tissiin —1 oldugu
durum icin gorulmektedir. Uygulamalarda ¢ nin degeri 0.5 - 0.7 dolayinda

tutuldugundan, elle yapilan ¢izimlerde bu egriler yerine yaklagik asemptotik
egriler ¢izilir. Denklem (4.44)’den,
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w=0igin [(KF)*" =0° (4.45)
®= nigin [(KF)™" =+r90° (4.46)
w=wigin [(KF)™ =+ri80° (4.47)

oldugu goriilmektedir. Asemptotik egriler ¢izilirken kural, @/an’nin 1/5’inin
sol tarafinda 0° degerinde yatay bir asemptot, @ /on’nin 5 katinin sag
tarafinda ise £r180° degerinde yatay bir asemptot kullanilir. Ikisinin aras1 ise
bir dogru ile birlestirilir. Sekil 4.13°de karesel formun issiiniin + 1 ve + 2
degerleri i¢in ¢izilmis asemptotik faz egrileri verilmigtir.
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Sekil 4.13
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Ornek 4.1:

Transfer fonksiyonu asagida verilen sistemin Bode diyagramlari
cizilsin.
_ 40(s+2)
s(s+4)(s* +7s+49)

G(s) (4.48)

Bu bolumde verilen ¢izim kurallarindan yararlanabilmek igin 6nce
verilen transfer fonksiyonunun carpanlarinin bu bolumde kabul edilen
standart c¢arpan formatlarma doniistiirilmesi gereklidir. Yani gercek ve
kompleks sifir ve kutuplara ait ¢arpanlar, sabit terimleri “1” olacak bigimde
yazilmalidir. Bunu saglamak icin transfer fonksiyonunun payi 2, paydasi
4x49 parantezine alinirsa, denklem (4.48) asagidaki hale doniisir.

40><2(S+1)
G(s) = 2
4x495(5+1)[[5j +S+1}
4 7) 77

O.4O8(S+1j
2

2
NS [
4 7 7
Simdi carpanlar ayr1 ayri incelenip biyiiklik egrilerinin asemptot
ozellikleri belirlenebilir.

Sabit kazang, K:
K=0.408 20log0.408 =-7.79 dB

(4.49)

Orijinde kutup, s™:

®w=1iken0dB Egim = -20 dB/onluk
Gergek sifir, [(s/2)+1]:

Kose frekanst = 2 rad/s

@w<2iken0dB @ > 2 iken egim = 20 dB/onluk
Gergek kutup, [(s/4)+1]:

Kose frekanst = 4 rad/s
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w<4iken0dB ®> 4 iken egim = -20 dB/onluk
Kompleks kutup, [(s/7)* +(s/7) +1]:

Kose frekansi = 7 rad/s

< 7iken0dB ®>7 iken egim = -40 dB/onluk

Carpanlara ait bilyiikliik egrileri Sekil 3.14’{in {ist yarisinda bir arada
goriilmektedir. Seklin alt yarisinda ise bunlarin toplami, yani |G (J a))|
verilmistir.

40

[Ge/2)+1]
’ Bt

2 i —
~ jo / l
3 0 TN Toara+]
S t +
@ N~

20|18 —

g T
il
-40 :
40

o [T

& B e
= ;
50 N
= G()
m
-20 \
-40
0.1 1 10 100

w (rad/s)

Sekil 4.14
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Sekil 4.14’de iist yarndaki egrilerin toplamini alirken, carpan
grafiklerinin sol taraflarindaki baslangi¢ degerlerini toplayarak toplam
egrinin baslangic degerini bulmak, bir sonraki kose (kirilma) frekansina
kadar egimlerin toplamina esit bir egimle saga dogru gitmek, bu islemi her
kose frekansina geldikge tekrarlayarak toplam egrinin sag ucuna varmak en
kolay yoldur.

Simdi de transfer fonksiyonundaki c¢arpanlarin faz egrilerinin
asemptot 6zellikleri belirlensin.

Sabit kazang, K:

/K=0°

Orijinde kutup, s

Faz a¢is1 sabit ve -90°

Gergek sifir, [(s/2) +1]:
Kose frekanslart = 0.2 ve 20 rad/s
@< 0.2 iken 0° w > 20 iken 90°

Gergek kutup, [(s/4)+1]:
Kose frekanslari = 0.4 ve 40 rad/s
@< 0.4 iken 0° @ > 40 iken -90°
Kompleks kutup, [(s/7) +(s/7)+1]:

Kose frekanslari = 1.4 ve 35 rad/s
w< 1.4 iken 0° w > 35 iken -180°

Sekil 4.15’in Gst kisminda her bir ¢arpanin faz egrisi, alt kisminda
ise bunlarin toplami, yani / G(jw) verilmistir.
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4.4 Bode Diyagramlarinin MATLAB Yardimiyla Cizilmesi

MATLAB yazilimmin Control Toolbox’inda yer alan bode komutu
verilen transfer fonksiyonu i¢in Bode diyagramlarini ¢izer. Bunun i¢in 6nce
transfer fonksiyonunun tf komutuyla olusturulmasi gerekir. Kullanim sekli
asagida bir ornekle gosterilmistir.

g=tf([12],[1521))
bode(g)

Bu iki komut g’yi asagidaki gibi tanimlar ve Bode diyagramlarini
cizer.
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B S+2
23 2
$°+55° +2s5+1

g (4.50)

4.5 Bode Diyagramlar: ve Kararhhk

Sekil 4.16°daki gibi bir kapali ¢evrim kontrol sistemi olsun. Bu
sistemin karakteristik polinomu asagidaki gibi ifade edilebilir.

1+ G(s)H(s)=0 (4.51)
ya da,
G(S)H(s)=-1 (4.52)

Eger karakteristik polinomum kokii sanal eksen iizerindeyse, yani
sistem marjinal kararliysa, denklem (4.52) asagidaki hali alir.

G(jo)H(jw)=-1 (4.53)

Yukaridaki denklemin sol tarafi kompleks bir say1 oldugundan,
biiyiikliik ve faz acis1 i¢in asagidaki esitlikler yazilabilir.

IG(jw)H (jo)| =1 (4.54)
20109 1[G (je)H (jew)| =0 dB (4.55)
/G(jo)H (jow) =-180° (4.56)

Denklemler (4.55) ve (4.56) marjinal kararli bir sistemin sanal
eksenindeki koku icin (s= jw) agik g¢evrim transfer fonksiyonunun

biiyiikliigliniin 0 dB, faz acisinin ise -180° oldugunu gostermektedir. Boyle
bir sistemin agik ¢cevrim transfer fonksiyonunun Bode diyagramlari 6rnek

Referans
girisi, R(s) +m G (s)

Cikis, C(s)

H(S') ]

Sekil 4.16
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olarak Sekil 4.17 (a)’da verilmistir. Bu sekilde, biiytikliikk egrisinin 0 dB
degerini gegctigi frekansta faz egrisi -180° degere sahiptir.

Kararli bir sistemde ise biiyiikliik egrisinin 0 dB degerini kestigi

frekans, faz egrisinin -180° oldugu frekansin solundadir. Bu durum Sekil
4.17 (b)’de gosterilmistir.

Sekil 4.17 (c)’de ise kararsiz bir sistemin agik ¢evrim transfer
fonksiyonunun Bode diyagrami goriilmektedir. Bu durumda biiyiiklik
egrisinin 0 dB degerini kestigi frekans, faz egrisinin -180° oldugu frekansin
sagindadir.

O I

Buyikluk, dB

Faz Acisi, Derece
= .
©
S

A 1 10 100
w (rad/s)

(@)

=

Buyukluk, dB

T\\: % Kazang pa;
-20 :

Faz payl_ !
-180 : \

Faz Agisi, Derece

0.1 axl 10 100
w (rad/s)

(b)
Sekil 4.17-1
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4.6 Duragan Davrams ve Bode Diyagramlari

Bu kisimda 6nce kontrol sistemleriyle ilgili temel Kitaplarda yer alan
hata katsayilar1 konusu ¢ok kisaca 6zetlenecektir. Sekil 4.16’daki gibi bir
kontrol sistemi verilmis olsun. Bu sistemin duragan hatasi asagidaki gibidir.

. . 1
e = IslT0 SE(s) = |SITO S[MJR(S) (4.57)

Basamak, rampa ve parabolic girislerin Laplace transformlari
sirastyla R(S)=R/s, R(s)=a/s?, R(s)=f/s? olduguna gore, duragan
hata degerleri sirasiyla asagidaki gibi elde edilir.

Basamak giris:

R R
€y = = 4.58
¥ 1+1lm G(s)H(s) 1+K, (4.58)
s—0
Rampa giris:
(04 (04
— (4.59)

e =— =
* IirrgsG(s)H(s) K

v
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Parabolik giris:

S —
* iilgszG(s)H(s) K

(4.60)

a

Yukaridaki denklemlerde gecen Kp, K, ve Ka terimleri sirasiyla
pozisyon hata katsayisi, hiz hata katsayisi ve ivme hata katsayis1 olarak
anilir. Bu denklemlerdeki duragan hatalarin sifir olmasi i¢in sirasiyla Kp, Ky
ve K, katsayilarinin sonsuz olmasi gereklidir.

Agik cevrim transfer fonksiyonu asagidaki gibi ¢arpanlarina
ayrilarak yazilabilir.
(s+z))(s+12,)...(s+z,)

G(S)H(S)= SN (S+ pl)(s+ pZ)"'(S+ pn)

(4.61)

Bu ifadede de N sistemin tipini belirleyen tip numarasidir.
Yukaridaki girisler i¢in duragan hatanin sifir olmasi N degerinin asagidaki
sartlar1 saglamasina baglhdir.

Basamak giris i¢in: N>1
Rampa giris i¢in: N>2
Parabolik giris igin: N>3

O halde basamak giris i¢in duragan hatanin sifir olmasi isteniyorsa,
acik cevrim transfer foksiyonunun paydasinda en az bir S ¢arpani olmali, yani
acik ¢evrim transfer fonksiyonunun Bode biiyiikliik diyagrami sol taraftan
—20 dB/onluk ya da daha dik bir egimle gelmelidir. Rampa giris i¢in bu egim
en az —40 dB/onluk, parabolic giris i¢in ise en az —60 dB/onluk olmalidir.

Tip 1 sistemlerde acik cevrim transfer fonksiyonunun Bode
biiyiikliik diyagram diisiik frekanslarda -20 dB/onluk egimle gelir. Bunun
asemptotunun 0 dB degerini kestigi frekans degeri K,’ye esittir. Bu ifadenin
dogrulugu asagidaki gibi ispat edilebilir. K,’nin degeri s — 0 iken, yani o
cok kiiciik degerlere giderken K, = lig\o sG(s)H (s) ifadesiyle verildigine

gore, s = jw olarak yerine koyulursa,

%:G(ja))H(ja)) (o cok kiglk) (4.62)
[0
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ya da,

20 log 10( TJ)J =20log ;o G(jw)H (jw) (@ cok kicuk)
(4.63)

Bu denklem kuguk o degerleri varsayimiyla yani sol taraftan gelen
—20 dB/onluk asemptot (izerinde gecerlidir. ® = 1 alindiginda,

20log ,, K, =20log ;, G(jw)H (jo) (4.64)

elde edilir. O halde agik ¢evrim transfer fonksiyonunun @ = 1 frekansindan
gectigi noktadaki biiyiiklikk degeri 20 log ,, K, kadardir. Bu noktada aseptot

egimi —20 db/onluk olduguna gore, asemptotun 0 dB degerini kestigi yerdeki
frekans v ise, asagidaki ifade yazilabilir.

0dB-20log, K,
log ;p @, —log 41

20 (4.65)

yada, 20log,, K, =201log,, @, oldugundan asagidaki sonug bulunur.
K, =o, (4.66)

Tip 2 sistemlerde ise biiyiikliik egrisi sol taraftan —40 dB/onluk
egimle gelir. Bu egrinin asemptotunun 0 dB degerini kestigi frekans Ka

degerini verir. Bu o0zellik yukaridakine benzer bir yol izleyerek ispat
edilebilir.

4.7 Bode Diyagramlarinda Biiyiikliik ve Faz Arasindaki Iliski

Kompleks diizlemin sag tarafinda sifin ya da kutbu olmayan
sistemlere minimum fazli denir. Bir sistemin kompleks diizlemin sag
tarafinda sifir ya da kutbu varsa o sisteme non-minimum fazli denir. Non-
minimum fazl bir sistemin biitiin kutuplar1 kompleks diizlemin sol tarafinda,
yani sadece bazi sifirlar diizlemin sag tarafinda ise, bu sistem hala kararlidir.
Ancak yer egrisi yonteminde bahsedildigi gibi, acik ¢evrim kazanci
artirlldigina  yer egrisinin bazi kollart sag taraftaki sifirlara dogru
gideceginden bodyle bir sistem kolaylikla kararsiz hale gelebilir. Bu yilizden
kontrol sistemlerinde hon-minimum fazli sistemlerden kaginilir.

Biri minimum fazli, digeri non-minimum fazli iki sistem olsun.
Bunlarm kutuplart ayni, sifirlarindan bazilari ise birinde kompleks dizlemin
solunda iken digerinde bunlarin sanal eksene gore simetrigi olacak sekilde
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diizlemin sag tarafinda olsun. Bu iki sistemin biiyiliklik Bode diyagramlar1
birbirinin aynidir. Faz diyagraminda ise herhangi bir frekansta minimum
fazli sistemin faz acis1, non-minimum fazli sistemin faz acisindan daha azdir.
Ornek olarak asagidaki iki sistemi ele alalim.

s+1
G,(s)= 4.67
10 =5 (4.67)
s-1
G,(s)= 4.68
()= (4.68)

Bu sistemlerin biytklik diyagramlar: bir birinin ayni olup Sekil 4.
18‘deki gibidir. Faz diyagramlar1 ise Sekil 4.19’daki gibi bir birinden
farklidir. Minimum fazli sistemin faz diyagrami, non-minimum fazlinin
altindadir.

0
\\
m
o
£ 10 )\
E G G, G (o) \
m
N
_20 \
0.001 0.01 0.1 1 10 100
w [ an
Sekil 4.18
180
&1 90 \<
a \
< 0 _af
5 /"
(GJ(J@)
-90
0.001 0.01 0.1 1 10 100

ol on
Sekil 4.19
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Minimum fazli sistemlerde biiyiikliik ve faz birbiriyle iliskilidir.
Bode diyagrami egrilerinden birisi verilmisse digeri ondan elde edilebilir. Bu
nedenle deneysel olarak elde edilmis bir Bode biiyiiklik diyagramindan
minimum fazli sistemlerin transfer fonksiyonlarinin  ¢ikarilmasi
muimkunddir.

Transfer fonksiyonlar1 agagida verilen iki kararli sistem olsun.

lﬂ[(s+zj)ﬁ(s+zr)
k=1

G,(s) == - (>=m+r) (4.69)

H(5+ Pi)

m

[T6+2)[I6-2)
G,(s) = = p =
H(5+ P;i)

Yukaridaki denklemlerde p;, z; ve z, pozitif degerlerdir. Birinci

(n>=m+r) (4.70)

sistem minimum fazlidir. Sanal eksenin sol tarafinda i sayida kutbu ve j + r
sayida sifir1 vardir. ikinci sistem ise non-minimum fazlidir; sanal eksenin sol
tarafinda i sayida kutbu ve j sayida sifiri, sanal eksenin saginda ise r sayida
stfirt vardir. @ — o iken asemptot egimleri paydaki c¢arpanlar igin +20
dB/onluk paydadaki garpanlar icin ise -20 dB/onluk oldugundan, @ — oo iken
her iki sistemin biiyiikliik diyagrammin asemptot egimi — 20(n — m - r)
dB/onluktur.

Denklem (4.69)’daki minimum fazli sistemin biitiin ¢arpanlarinin
faz egrileri sol taraftan kose frekansina kadar 0° faz agisiyla gelir. Buna
karsilik denklem (4.70) ile verilen non-minimum fazli sistemde kokleri
negative olan kutup ve sifirlar kose frakansina kadar 0° agiyla gelirken, koku
pozitif olan sifirlar ise kose frekansina dogru 180° agiyla gelir. Dolayisiyla
® — 0 iken toplam faz agisinin degeri rx180° olur.

Minimum fazli ve non-minimum fazli sistemlerin biiyliklik ve faz
degerlerinin @ — 0 iken gosterdigi bu farklilik, Bode diyagramlar1 deneysel
olarak belirlenen sistemlerin minimum fazli olup olmadigini belirlemek i¢in
kullanilabilir.
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Minimum fazli sistemlerde Bode biiyiikliik diyagramindan faz
diyagramini elde etmenin bir yontemi asagidaki gibi 6zetlenebilir.

i) Deneysel olarak elde edilen biiyiikliik diyagramini yaklasik
olarak asemptotlar biciminde ifade edin.

i) 0 dB’deki degeri, kose frekanslarini ve asemptot egimlerini
dikkate alarak sistemi tanimlayin ve transfer fonksiyonunu
bulun.

iii) Bulunan transfer fonksiyonundan faz egrisini ¢ikarin.

Asemptotik Bode biiyiikliik diyagramindan faz diyagramini elde
etmenin diger bir yontemi de soyle 6zetlenebilir. Diyagramin sol tarafindan
baglaymn. Biiyiikliik diyagraminin egimi £q20 dB/onluk ise bir sonraki kose
frekansina kadar, yani egim degisimine kadar faz degeri £q90° olur. Bu
sekilde diyagramin sag ucuna erisinceye kadar devam edin.

Non-minimum fazl sistemlerin cevabi yavastir. Bunun esas sebebi
cevabin iginde zit isaretli bir bilesen olmasidir. Bunu kabaca agiklamak i¢in
asagidaki gibi iki sistem verilmis olsun.

C(s) _N(s)(s+2,)

G,(s)= RO DO (4.71)
_C(s) _N(s)(s—2,)
G,(s)= RS- D) 4.72)

Birim basamak giris i¢in birinci sistemin cevab1 asagidaki gibi
bulunur.

N(s) N(s)z,

C(S) = @ + SD(S) (473)
ya da,
c(t) —£1 [&j L] [%J (4.74)
D(s) sD(s)

Ikinci sistemin birim basamak cevabi ise asagidaki gibidir.

ct)y=2L"! (wJ v (w] (4.75)
D(s) sD(s)
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Bu denklemde ikinci terimin igareti negatif oldugundan cevab1 ters
yonde etkiler ve yavaslatir. Bu durum asagidaki iki transfer fonksiyonunun
basamak cevaplarinda da agik¢a goriilebilir. (Duragan degerlerin ayni olmasi
i¢in G2(s)’nin sifir veren ¢arpaninin isareti degistirilmistir.)

_C(s) s+l
Gdg_mg_@+a@+$ (4.76)
G5 == =5+l (4.77)

R(S) (s+2)(s+3)

Bu sistemlerin birim basamak cevaplar1 sekil Sekil 4.20’de
gorulmektedir.

0.25 Minimum fazl} sistem
0.20 / ——_(Denklem4:76)
(0§ 1-Y N I I — — —
0.10 / e
= 0.05 \
5 4 \
0 / . .
NONFMImimuym 1azl1 | Sistem
0.05 / (Denklem 4.77)
-0.10 \\///
-0.15
0 1 2 3 4
Zaman (8)
Sekil 4.20

4.8 Frekans Cevabiyla Sistem Tasarnminda Kullanilan Performans
Parametreleri

Frekans cevabiyla tasarim yapilitken kullamlan performans
parametreleri yer egrileri yonteminde kullanilan gegici davranis 6zelliklerini
tanimlayan performans parametreleriyle genel olarak dogrudan iliskili
degildir. Buna ragmen frekans cevabi yontemlerinde kullanilan tasarim
parametreleri gegici cevap Ozellikleriyle kabaca iliskilendirilebilir ve bu
parametreler kullanilarak tasarimlardan iyi sonuglar elde edilebilir. Asagida
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bu parametreler Bolim 2’de verilen bilgilere gore daha ayrintili olarak
incelenmistir.

4.8.1 Kazang Pay1

Sekil 4.17(b)’de verilen ag¢ik ¢cevrim transfer fonksiyonunun Bode
diyagraminda kazang, sekilde kazan¢ payr olarak gosterilen miktarda
artirtlirsa biiytikliik egrisi yukariya dogru kayar ve marjinal kararlilik sartlart
olusur. Kazang payi, frekans cevabi yontemiyle kontrol sistemi tasariminda
onemli bir parametredir. Sistemin kararsizlik sinirlarindan yeterince uzak
olmas1 ve sistem taniminda olabilecek belirsizliklerin olumsuz etkilerini
karsilayabilmek i¢in kazang payinin en az 6 dB olmasi istenir.

4.8.2 Faz Pay1

Sekil 4.17 (b)’deki agik ¢evrim transfer fonksiyonunun faz egrisi
asagl dogru faz pay: olarak isaretlenen miktarda kaydirilirsa, yine marjinal
kararlilik sartlar1 olusur. Faz pay1r da onemli bir tasarim parametresidir.
Sistemin marjinal kararsizlik sartlarindan yeterince uzak olmasi igin faz
paymin 30°-60° arasinda olmas1 istenir. Faz payr sistemin sonlimiiyle
iligkilidir. Faz pay1 ne kadar biiyiikse, agsma yiiksekligi o kadar azalir;
sistemin soniimii ve dolayisiyla marjinal kararlilig1 o kadar artar. Ornegin,
acik cevrim transfer fonksiyonu,

2

®
=— 0 4,78
S(S + 2¢m,) (4.78)

G(s)

olan birim geri beslemeli sistemin kapali ¢evrim transfer fonksiyonu
asagidaki gibidir.

2
a)n

T(s)= (4.79)

S +2¢m,S + o}

Bu sistemin faz payir ¢ ile soniim oram1 ¢ arasindaki iligkinin
asagidaki gibi oldugu gosterilebilir [4.1].

¢, =tan™ 2 (4.80)

V14 4g4 - 2g2

Bu denklem kiigiik faz agilari igin yaklasik olarak asagidaki ifadeye
indirgenir. (¢ derece cinsinden.)
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P

= 100 (4, <70 igin) (4.81)

S
Sistemin yeterince kararli olmasi i¢in kazang payinin 6 dB’den

biiyiik olmasi, faz paymin ise 30° ile 60° arsinda olmasi sartlar1 birlikte
saglanmalidir.

4.8.3 Biiyiikliik Gecme Frekansi

Acik cevrim transfer fonksiyonunun Bode biiyiikliik egrisinin 0 dB
degerini gectigi frekansa biiyiiklik gecme frekansi ya da kisaca gegme
(crossover) frekansi denir. Sekil 4.17(b)’de geg¢me frekanst ac ile
gosterilmistir.

Gegme frekansi, biiyiikliigii 0 dB’in karsiligi olan 1’e esitleyip
frekans1 ¢ozerek kolayca bulunabilir. A¢ik ¢evrim transfer fonksiyonu
denklem (4.78) ile tanimlanan ikinci mertebe sistemin ge¢me frekansi
asagidaki denklemde verildigi gibidir.

0, =0, \|\ag? +1- 257 (4.82)

4.8.4 Bant Genisligi ve Kesme frekansi (a)

Kapali ¢cevrim transfer fonksiyonunun Bode biiyiikliik egrisinin, sifir
frekans degerinin 3 dB altina indigi frekans araligina bant genisligi denir. Bu
degere karsilik gelen frekansa kesme (cutoff) frekanst (an) denir. Kapal
cevrim transfer fonksiyonu T(s) ise, kesme frekansinda asagidaki esitlikler
yazilabilir.

20109 1)[T (jO)| - 2010g 1[T (jew,)| =3 dB

ya da,

T(jo,)| :%|T(j0)| =0.707[T (jO)| (4.83)

Bant genisligi sistem ¢ikisinin, referans girisini kayda deger bir
genlik azalmasi olmadan izleyebilecegi frekans bolgesini belirler. Bant
genisligi cevap hiziyla da iliskilidir. Bant genisligi ne kadar biiyiikse sistem
cevablr o kadar hizhidir. Bant genisligi arttikca, tepe zamani, ylikselme
zamani, yerlesme zamani gibi sistem hizinin gostergesi olan parametreler de
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kabaca azalir. Bu hususlarin gecgerligi asagida birinci ve ikinci mertebe
sistemlerde gosterilmistir.

Birinci mertebe sistemin bant genigligi:

Transfer fonksiyonu asagidaki gibi olan bir birinci mertebe sistem
verilmis olsun.

1

T(s)= Ts 11 (4.84)
Denklem (4.83)’den,

I jwb_ll_ +1| = \/ﬁ =0.707 (4.85)

a)ngz +1=0.5 (4.86)

o, z% (4.87)

O halde birinci mertebe sistemin bant genislifi zaman sabiti
kisaldikga artar. Bant genisligi ne kadar biiyiikse sistemin cevap hizi da o
kadar buyuktr.

Ikinci mertebe sistemin bant genisligi:

Kontrol sistemi tasarimi ¢oklukla sistemde baskin koklerin oldugu
varsaymmiyla ytritiildigiinden ikinci mertebe sistemlerin iyi bilinmesi 6zel
Oneme sahiptir.

Ikinci mertebe bir sistemin transfer fonksiyonu asagidaki gibi olsun.

2
. 4.88
s? +2cw, s + w? (4.88)

[0

T(s)=

Denklem (4.83)’den,

2
n =0.707 (4.89)

J(@F - 0?)? + (250,0,)°

,
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=0.5 (4.90)

Eger,

2
y= [a’—bJ (4.91)

olarak tanimlanirsa,

y2—(2-4c%)y-1=0 (4.92)

Y12 =(1-2c%)++4c* —4c% +2 (4.93)

ve pozitif y degerini veren kok kullanilarak agagidaki ifade bulunur.

1/2
@y, :a)n[l—Zg2 +44ct —4g% + 2} (4.94)

Bu denklemden ¢=0 oldugunda @, =1.550, radls, ¢=1

oldugunda @, =0.64w, rad/s elde edilir. gzil/\/i oldugunda ise o, =,
olur.

Denklem (4.94)’den goriildiigii gibi verilen bir soniim oran1 degeri
iGin ax arttikga, ax de artar. Diger yandan Boliim 2°de elde edilen denklemler
(2.56), (2.60), (2.69) ve (2.70) incelenirse verilen bir soniim oran1 degeri i¢in
ax arttikea, gegme zamani, tepe zamani ve yerlesme zamaninin azaldigi yani
sistem hizinin artti§i goriiliir. Dolayisiyla bant genisliginin artirilmasi
sistemin cevap hizini artirir. Verilen bir ¢ degeri i¢in ay artarken, «n’nin
yani sistemin cevap hizinin arttigi Denklem (4.94)’den agikca goriilmektedir.
Burada bu 6zellik ikinci mertebe bir sistem igin gosterilmis olmasina karsin,
diger sistemlerde de kabaca buna benzer bir iligki vardir.

Diger yandan bant genisliginin asir1 artirilmas1 Bode diyagraminin
yiiksek kazangh kismuim yiiksek frekans bolgesine dogru kaydirdigindan,
sistemin girdltiiden etkilenmesi artabilir.
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Denklem (4.82) ve denklem (4.94)’den ikinci mertebe sistemin bant
genisligi ile gecme frekans: arasindaki iliski asagidaki gibi elde edilir.

\l4g2 +1- 2g2

W, = o, (4.95)

(1-2c2)+4c* —4¢c% +2

Kicuk ¢ (¢ <0.5) degerleri i¢in bu ifade yaklasik olarak asagidaki

hali alir.
W, = O / l__ 0.640, (4.96)
¢ ° 1+ \/E . ° .

Bu denklemden elde edilen deger, denklem (4.95)’e gbre ¢ =0.5
icin % 17, ¢ =0.3 i¢in % 6 daha kiigUktr.

4.8.5 Rezonans Tepe Yiiksekligi ve Rezonans Frekansi

Kapali gevrim transfer fonksiyonunun frekans cevabinda buyuklik
degerinin en yiiksek oldugu frekansa rezonans frekansi (@), bu frekanstaki
blyUklik degerine de rezonans tepe yiiksekligi (M) denir. Tepe
yiiksekliginin biiyiik olmasi sistem soniimiiniin az oldugunun ve sistem
salimimlarindaki agmanin yiiksek oldugunun, yani goreceli kararliligin az
oldugunun gostergesidir. Tasarim ¢aligmalarinda genellikle asmanin en fazla
%30 olmasina ¢alisilir. Eger kapali ¢evrim transfer fonksiyonu T(S) ise, tepe
yiiksekligi ve tepenin olustugu frekans asagidaki denklemlerden bulunabilir.

d ..
E|T(Ja)r)|=o (4.97)

M, =[T(je,) (4.98)

ITkinci mertebe sistemin rezonans firekansi ve rezonans tepe
yiiksekligi:

Ikinci mertebe bir sistemin transfer fonksiyonu asagidaki gibi olsun.

602

h (4.99)

T(s)=
s? +2cw, s + w?

Bu denklemden asagidaki buytklik ifadesi elde edilir.
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C()Z

— n 2 (4.100)
o=} +nge)

Rezonans frekanst bu denklemin paydasini minimum yapan
frekanstir.,

T(jo)|=

a4 (a)rf - a)z)z + (Zga) 2a))z]: 0 (4.101)
dw n
ya da
2wh - w0 )(20,) +8s*wim, =0 (4.102)
ya da,

o, =w,\J1-2¢? (4.103)

Bu ifadeden goriildiigi gibi rezonans frekansinin olugmasi igin,

1
1-2¢c*>0yada ¢<— (4.104)

V2

olmalidir. ax’nin yiiksek olmasi sistemin cevap hizinin gostergesi olduguna
gore, ax’nin yiiksek olmasi da cevap hizinin yiiksek oldugunun gostergesidir.

Rezonans tepe yiiksekligi ise asagidaki gibi bulunur

. 1
M =T - -
=[T(io,) T

Sontim oranim1 ¢ ’nin kiiciik degerleri i¢in yaklagik olarak asagidaki
ifade kullanilabilir.

(4.105)

M o= (4.106)

Rezonans frekansinda ikinci mertebe sistemin faz agis1 ¢ ise
asagidaki gibidir.

2
4, = tan -{— 1_—gj (4.107)
S
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4.9 Acik Cevrim ve Kapah Cevrim Frekans Cevaplari

Bir sistemin blok diyagrami Sekil 4.21°deki gibi verilmis olsun.

D(s)
Kontrolci + Plant
R E C
(s) +f\ O [ wous L &) (s)
7
" H(s)
+ Olgiim sistemi
Dn(s)
Sekil 4.21

Giriglerle ¢ikis C(s) arasindaki transfer fonksiyonlari asagida
verilmistir.

C(s)  KG,(s)G(s)

R(s) 1+KG,(s)G(S)H(s) (4.108)
C(s) _ G(s)

D(s) 1+KG,(s)G(S)H(s) (4.109)
SR el (4.110)

D.(s) 1+KG,(s)G(s)H(s)

Bu sistemin performansi agisindan ii¢ frekans bolgesi onemlidir.
Bunlardan birincisi ¢ok disiik frekanslardir. Sistemin duragan davranisi
frekans sifira dogru gétiiriildiigiinde elde edilir. Birim basamak referans giris
i¢in duragan cevap, son deger teoreminden asagidaki gibi bulunur.
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KG, (s)G(s) 1

“s = I IIKG, (5)G(S)H () 5

(4.111)

O halde basamak giris uygulandiginda duragan hatanin sifir olmasi
icin sistemin en az Tip-1 olmasi gereklidir. Yani acik g¢evrim transfer
fonksiyonunun orijininde en az bir kutup olmalidir. Rampa ve parabolic
girisler uygulandiginda ise sistem tipi sirasiyla en az 2 ve 3 olmalidir. Sonug
olarak, duragan hatanin sifir olmasi i¢in sistemin tipi en az girisin tipi kadar
olmalidir. Girisin tipi q ise, duragan hatanin sifir olmasi i¢in agik ¢evrim
transfer fonksiyonunun Bode diagrami diisiik frekans bolgesinden (soldan)
orta frekans bolgesine (saga) dogru -20q dB/onluk veya daha dik bir egimle
gelmelidir.

Denklem (4.111)’e gore, K kazanci ¢ok biiyiiltiilerek de duragan hata
azaltilabilir. Ancak bu sistemin kazan¢ paymi da azaltacagindan, yani
sistemin salinimlarini artirabileceginden pek tercih edilmez.

Duragan hatay1 azaltmanin bir diger yolu ise integral islemine yakin
bir islem yapacak bigimde faz geriletici denklestirme yapmaktir. Daha sonra
ayrintili olarak incelenecek olan bu tir denklestirme, orijin yakinina bir agik
cevrim kutbu, bunun yakinina ve soluna da bir sifir yerlestirmek yoluyla
yapilir. Bu yontem sistemin kazang¢ payini artirdigindan, daha yuksek K
kazanci degerleri kullanilmasina ve boylelikle duragan hatanin azaltilmasina
olanak saglar.

Frekans cevabi egrisinin orta frekans bolgesi sistemin kontrol
edildigi bolgedir. Uygulamalarda bu bolge genellikle 10 Hz’e kadar, nadir
durumlarda ise 30—40 Hz’e kadar ¢ikabilir. Bu bolgede kazang pay1 ve faz
payl ayarlanarak sistemin gecici davramiginin istenen kriterlere uyumu
saglanir. Genellikle kazang payimnin en az 6 dB, faz paymin 30°-60° arasinda
olmasi istenir. Bu bdlgede agik ¢evrim transfer fonksiyonunun frekans
cevabi egrisinin sekli, denklestirici garpanlar ekleyerek degistirilir. Ornegin,
PD ve faz-ilerletici denklestirici gibi ¢arpanlar kullanilabilir.

Hem disiik frekans bolgesi hem de orta frekans bdolgesinde
performasi birlikte iyilestirmek i¢in daha sonra incelenecek olan PID veya
faz-ilerletici-geriletici tiirden denklestiriciler de kullanilabilir.

Sistemlerde yiiksek frekanstaki girislerin kaynagi oncelikle 6l¢iim
sisteminden kaynaklanan guriltudir. Denklem (4.110) incelendiginde K
kazanci sonsuz bile yapilsa, bu giiriiltiiniin sistem iizerindeki etkisinin yok
edilemedigi, K — oo iken,
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C(s) _ 1
D,(s)  H(s)

(4.112)

oldugu goriiliir. Yani 6l¢iim sistemindeki hatalar kazang artirma yoluyla yok
edilemez. Giiriiltiiniin sistem iizerindeki etkisini azaltmanin yolu, yiiksek
frekanslarda denklem (4.110)’un biiytikligiini azaltmaktir. Bu ise G¢(S)’nin
biytikligini, ya da agik ¢evrim transfer fonksiyonu Gc(S)G(s)H(S)’ nin
yiiksek frekanslarda biiylikliigiinii azaltarak saglanabilir. Yani ac¢ik ¢evrim
transfer fonksiyonuna uygun carpanlar eklenerek, Bode diyagraminin
yiiksek frekans bolgesindeki biyiiklikler diisik dB degerlerine
indirilmelidir.

4.10 Acik Cevrim Bode Diyagramimin Sekillendirilmesinde Kullamlan

Carpanlar

Teorik olarak agik ¢evrim transfer fonksiyonuna kose frekanslar
uygun olarak secilmis sifir ve kutuplar ekleyerek Bode diyagramlarina
istenen seklin verilmesi miimkiindiir. Ancak uygulamada tasarim kolaylig
saglamak ic¢in sifir ve kutbun uygun kombinezonlar1 tercih edilir.
Carpanlarin biiylikliik ve faz egrileri, sistemin biiyiikliik ve faz egrileriyle
toplanarak siireci etkiler. Kabul edilen sistem yapis1 Sekil 4.22°deki gibidir.
Burada G¢(s) terimi kontrolcii ya da denklestiricinin transfer fonksiyonu,
yani agik ¢evrim transfer fonksiyonuna eklenen c¢arpandir. Asagida agik
cevrim transfer fonksiyonuna eklenebilecek carpanlar 6nce genis anlamda
incelenecek, sonra bunlardan frekans cevabi yoluyla sistem tasariminda
kullanilanlar daha ayrintili olarak ele alinacaktir.

Kontrolcii/Denklestirici ~ Plant

R(s) E c(s)
+f\ © o ) Gy(s)

H(s)

Olgiim
Sekil 4.22
i) Kazang Artirilmasi

Oransal kontrol agik g¢evrim transfer fonksiyonuna dinamik bir
carpan eklemez. Birim kazang yerine K kazancinin sisteme uygulanmasi
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biiytikliik egrisini diisey yonde 20log,, K kadar kaydirir. K’nin faz agisi

0° oldugundan acgik g¢evrin transfer fonksiyonunun faz egrisi degismez. K
kazancinin Bode diyagramlaria katkisi daha once Sekil 4.4 ve 4.5’de
verildigi gibidir.

ii) Integral Kontrol

Integral kontrol agik cevrim transfer fonksiyonuna G, (S) =1/s gibi

bir ¢arpan, yani orijine bir agik c¢evrim kutbu ekler. Duragan hatalarin
sifirlanmasi i¢in etkin bir yontemdir. Ancak orta frekans bolgesinde istenen
faz pay1 ve kazang payr degerlerinin saglanabilmesi i¢in genellikle ilave
denklestirici carpanlarin agik g¢evrim transfer fonksiyonuna eklenmesini
gerektirir. 1/s ¢arpaninin Bode diyagramlarina olan katkisi daha once Sekil
4.6 ve 4.7’ de verilmisti.

iii) Acik Cevrim Transfer Fonksiyonuna Kutup Eklenmesi

Frekans cevabi ile tasarimlarda acik cevrim transfer
fonksiyonuna, gerektiginde yiiksek frekanslarda giiriiltiiniin etkisini azaltmak
igin kullanilir. Bu c¢arpanin Bode diyagramlari Sekil 4.8 ve Sekil 4.9°da
verilmisti. Bu carpan kose frekansindan biiylik frekanslarda egime -20
dB/onluk, faz a¢isina ise -90° ekler.

iv) Oransal + Turevsel (PD) Kontrol

Oransal + tiirevsel kontrolde agik ¢evrim transfer fonksiyonuna
eklenen carpan G,(s) = Kp(1+TDS) gibidir. Bu tur ¢arpan normal olarak

acitk cevrim transfer fonksiyonunun Bode diyagramini orta frekans
bolgesinde, yani gegme frekansi dolayinda fazi artirmak ve bu sekilde faz
payini artirarak sistemin gegici davranigini iyilestirmek i¢in kullanilir. Ancak
yiiksek frekanslarda biiyiikliigii artirdigindan sistemin yiiksek frekansh
giiriiltiilerden etkilenmesini de artirir. Bu sakincay ortadan kaldirmak igin
PD kontrol yerine asagida incelenecek olan faz-ilerletici denklestirici
kullanilabilir. Bu c¢arpaninin Bode diyagramlarina olan katkisi1 daha once
Sekil 4.8 ve 4.9°da verilmisti.

v) Oransal + Integral (PI) Kontrol

Oransal + integral kontrol agik ¢evrim transfer fonksiyonuna
asagidaki carpani ekler. Bu ¢arpanin acik ¢evrim Bode diyagramina ekledigi
blyUkliuk ve faz egrileri Sekil 4. 23 ve Sekil 4.24’de verilmistir.
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(1+ ij _ E(TS +1j (4.113)
Ts) T S

Orijindeki kutup integrator islevi gordiigiinden sistemin duragan
davranigini iyilestirir. Sistemin tipini bir artirir. Kose frekanst @ =1/T *nin
yeterince Uzerindeki frekanslarda biiyiikliik egrisini degistirmez. @w=10/T
frekansinin tizerindeki frekanslarda sistemin faz acism ihmal edilebilecek
kadar az etkiler. Bu ylzden kazan¢g paymin olumsuz yonde fazla
etkilenmemesi icin kdse frekansi gegme frekansinin olduk¢a asagisinda
secilir. Saf bir integrator icerdiginden uygulama icin kullanilan donanimda
doyma durumu yaratabilir. Bu sakincanin ortadan kaldirilmasi igin Pl
kontrol yerine faz-geriletici denklestirici kullanilabilir.

40
" wlog[.wn
© [e)
= 20 {7z,
= : 2z,
= 1+ jol &
= il L S = L
a O T !
i
-20 :
0.1 1 1/T10 100 1000
w (rad/s)
Sekil 4.23
45
g 0 f T+ jof /"‘
8 5 [ st
5" --!’/i'
S -90 f
< |
S -135 !
F~ |
-180 .
0.1 1 1/T 10 100 1000

o (rad/s)

Sekil 4.24



145

vi) Faz-Geriletici Denklestirici

Faz-geriletici denklestirici yaklagik Pl iglemi yapar ve acik ¢evrim
transfer fonksiyonuna,

Ts+1 (T2> 1) (4.114)
T,s+1

seklinde bir ¢arpan ekler. —1/T, ’deki kutup sanal eksene olduk¢a yakin,
—1/T, ’deki sifir ise kutba yakin ve onun solundadir. Bu ¢arpanin agik

¢evrim Bode diyagramina ekledigi hem asemptotik hem de gergek blyuklik
ve faz egrileri Sekil 4.25 ve Sekil 4.26’da verilmistir.

Denklem (4.113)’den faz agis1 ¢ asagidaki gibi bulunabilir.

(M -T))w

tan ¢ =
/ 1+T,T,0°

(4.115)

Bu ifadeden faz agisinin minimum degeri ve bu degerin olustugu
frekans asagidaki denklemlerden elde edilir.

T,-T
tang, . =——2=t
Yo

1
Oy = e (4.117)
T1T2

(4.116)

Bu denklemler denklestirme islemi sirasinda istenen faz agis1 azalma
miktart ve frekansi i¢in kullanilmasi gereken T1 ve T, degerlerini bulmakta
kullaniglidir. Amag faz payini fazla azaltmadan diisiik frekanslardaki kazanci
artirarak duragan davranisi iyilestirmektir. Bu ylizden hem 1/T>’deki hem de
1/Ty’deki kose frekansi, gegme frekansinin oldukg¢a altinda segilir.
Uygulamada ya agik ¢evrim kazan¢ duragan davranisa gore ayarlanir ve
denklestiriciyle faz agis1 diizenlenir, ya da agik ¢cevrim kazanciyla faz pay1
ayarlanir ve denklestirici tasarimiyla diigiik frekanslardaki kazang artirilir.

Sekil 4.25 ve Sekil 4.26’da Ti=5ve T, =20 olarak alindigindan,
@min = 0.1 rad/s, ¢min = 36.9° olarak bulunmustur.
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5
2 o —~— fi=>
N s *E\‘% 17,=20
5 5 _ RN
2 el N 20l0g,(7;/T;)
= 14jol, | | \%_
© -10 : ~5
15 5 :
0.001 0.01 UT, 0.1 1Ty 1 10
o (rad/s)
Sekil 4.25

P

0 F===T T f
8 .10 ;\\\‘ [ 1+ jeol ,//%
e ! N joT i !
g | B i
- '20 T A I/ T
g | AN i K=
! ' 1N [T L T,=20
N -30 ! : i 37 ! 4
= | SRIEANH NPT |
-40 H i 1 H
0.001 0.1/T, 0.01 0.1/T, 0.1 10T, 1 10/, 10
w (rad/s)
Sekil 4.26

vii) Faz-ilerletici Denklestirici

Faz-ilerletici denklestirici, faz payimi artirarak sistemin soniim
oranini artirmak i¢in kullanilir. Yani esas amaci sistemin gecici davranig
ozelliklerini iyilestirmektir. Faz-ilerletici denklestiricinin agik ¢evrim
transfer fonksiyonuna ekledigi carpan faz-geriletici denklestiricinin
carpaniyla aymidir. Tek fark —1/T, *deki sifirn sag tarafta, —1/T, deki

kutbun ise sol tarafta olmasidir. Carpan asagidaki gibidir.

[ Ts+1
G (s) = (Tzs " J (T1 > T2) (4.118)
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Faz-ilerletici denklestiricinin Bode diyagramina ekledigi hem
asemptotik hem de gercek buyiiklik ve faz egrileri Sekil 4.27 ve Sekil
4.28’de verilmistir.

Denklem (4.118)’den faz acisi ¢ analitik olarak asagidaki gibi
yazilabilir.
M -T))e

tan ¢ =
¢ 1+T1,T,0°

(4.119)

Bu ifadeden faz agisinin maksimum degeri ve bu degerin olustugu
frekans i¢in agagidaki denklemler elde edilir.

T, -T a-1
tang, , =——=2=""T% (4.120)
" T, 24a
ya da gerekli diizenlemeler yapilirsa,
sin g, — 1 (4.121)
a+1
! (4.122)

1
), = —_— =
m T, T

Yukaridaki denklemlerde « =T,/T, olarak tamimlanmis olup,

Oonemli bir tasarim parametresidir. Maksimum faz artisi sadece bu
parametrenin fonksiyonudur.

amak  frekansinda  denklestiricinin  kazang artirim miktart ise
asagidaki gibi bulunabilir,

i+ [ a+1

- - =Ja (4123
| Tooma +1 | @/ @) +1 ( )

|Gc (ja)mak )|

Bu denklemler, denklestirme islemi sirasinda istenen en biiylik faz
acist artma miktarin1 ve frekansini verecek T1 ve T, degerlerini bulmak igin
kullanighdir. Sekil 4.28de T, = 30 ve T,= 2 olarak alindigindan, @max = 0.13
rad/s, gmax = 61° degerlerindedir. Uygulamalarda, T: ve T degerleri, en
biiyiik faz agis1 artig1 gegme frekansi dolayinda olacak bigimde segilir.



148

30
2 20 Pas -
¥ Lo, || 20008(T/T)
= 10 1died i
— 7 S
D 2 \0
= ¥
@ g === ¥ 7,=30
T,=2
-10 : :
0.001 0.01 UT, 0.1 Ut 1 10
w (rad/s)
Sekil 4.27
80
3 - 1,=30
% 60 1+ jwl, it R e
& 1+ ja)’.';//: \ ’
5‘\ 40 7 ' - \\
5 Fot ARa
< 20 27 i E NN
[a+] Z | \ N
- ===z : : X— E
0 0.1/T, 0.1/T, 10/T, 10/T,
0.001 0.01 1 10
w (rad/s)
Sekil 4.28

viii) Faz-Ilerletici-Geriletici Denklestirici

Faz-ilerletici-geriletici  denklestiricinin a¢ik ¢evrim transfer
fonksiyonuna ekledigi ¢arpan faz-ilerletici ve faz-geriletici bilesenlerden
olusur ve asagidaki gibidir.

G, (s) = Tlgs+1 T;s+1 (T <Ty <T29 <T1g) (4.124)
¢ TyeS+1 )\ Tys+1 (Too T =TiyTii) '

Burada faz geriletici kisim agik ¢evrim transfer fonksiyonu Bode
diyagraminin diisiik frekans bolgesini, faz-ilerletici kisim ise orta ve ylksek
frekans bolgesini sekillendirmek i¢in kullanilir. Faz-geriletici kisimda
—1/T,, ’deki kutup, —1/T,, deki sifirin sag tarafindadir. Kutup orijine
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yakin olarak segilir. Faz ilerletici kisim ise faz payini en fazla artiracak
bicimde yerlestirilir. -1/T,; ’deki kutup, —1/T, ’deki sifinn sol

tarafindadir. Zorunlu olmamakla birlikte, ¢arpan kazancinin “1” olmasi igin
TyyToi =Ty, Ty Olarak segilir.

Faz-ilerletici-geriletici denklestiricinin Bode diyagramina ekledigi
hem asemptotik hem de gercek biiyiikliik ve faz egrileri Ti = 100, Tiz = 10,
Tg= 0.5 ve Ty = 0.05 igin Sekil 4.29 ve Sekil 4.30°da verilmistir.

Faz acis1 ¢’nin maksimum ve minimum oldugu frekanslar @mak Ve
amin asagidaki gibi bulunabilir. Denklem (4.124)’den faz agis1 asagidaki gibi
elde edilir.

¢ =[G, (jw) =T,y jo+1+/T, jo+1-/T, jo+1-/T, jo+1
=tan"' T o+tan ' Tyo—tan ' T,yo—tan "' T,

(4.125)

@ 'nin @’ya gore tiirevi alir ve sifira esitlenirse,

d¢ _ Tlg Tli T29 T2i
O 2 27" 2 2 2 2 2 2
dt 1+T 0" +Tie° 1+Te° 1+T,0

=0 (4.126)

olur. Bu denklemde y = & olarak tanimlanirsa, asagidaki denklem elde
edilir.
ay’+ /i +&+y=0 (4.127)

Burada katsayilar asagidaki gibi tamimlanmis olup, @’nin pozitif
¢Oziimleri kullanilir.

2r22 27242 242 2 2212
a= Tli T2 gTZiTlg +T2iTlgT29T1i _T2iTlgT1i T29 _TZngngi T2i
B =Ty (Tli2T229 + Tzzg Tzzi + TliZTZZi) +Ty (Tlg T22g + TzziTzzg + TzZiTlf, )
— Ty (Tlf; T +T5T7 + TzziTlg )—Tai (Tlé T+ T229T1i2 + Tzzg T1§; )
=Ty (Tzzg + Tli2 + T22i) +Ty (rzzg + Tlé + T22i
Ty (T} +T1§; +T5) =Ty (T +T1€; +T22g )

y=Tg+T =Ty =T,
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Maksimum ve minimum faz farklar1 ise denklem (4.125)’de
yerine @mak Ve amin Kullanarak bulunur.

Denklem (4.126) ve denklem (4.125) denklestirici tasarimi sirasinda
secilen zaman sabitlerine karsilik gelen maksimum ve minimum faz agisi

artma miktarlarini ve frekanslarini elde etmek icin kullanilabilir.

Sekil 4.29 ve Sekil 4.30°da T,; =1, T, =0.5, T,; =5, T, =0.Ligin

cizilen biuyiiklik ve faz egrileri goriilmektedir. Sekil 4.30’da @mak = 5.87
rad/s, wmin = 0.34 rad/s, ¢nax = 33.1° Ve ¢ghin = —33.1° degerlerindedir.
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0.01 01 1 10 100 1000

o (rad/s)

Sekil 4.30
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ixX) PID Kontrol

PID kontroliin agik cevrim transfer fonksiyonoda ekledigi ¢arpan,
asagidaki gibidir.

1 TT,s%+Ts+1
Gc(s):Kp(1+Tds+ﬂ}:Kp£%J (4.128)

PID kontrol agik ¢evrim transfer fonksiyonuna orijinde bir kutup ve
asagidaki gibi iki sifir ekler.

Lyo = (4.129)
’ 2T, T,

Boyle bir garpanin Bode diyagramlari, Sekil 4.31 ve Sekil 4.32°de
verilenleri andirir. Diislik frekanslarda biiyiikliik grafiginin egimi —20
dB/onluk, faz acist ise —90°’dir. Bu egim dolayisiyla (integral islem)
sistemin hatalarini sifirlar. Buna karsilik yiiksek frekanslarda biiyiikliik +20
dB/onluk egimle artmaya devam eder. Bu 6zellik dolayisiyla PID kontrol,
sistemdeki giiriiltiiniin performans iizerine olan etkisini artirir.

4.11 Bode Diyagramiyla Kontrol Sistemi Tasarimi
4.11.1 Genel Tasarim Prensipleri

Tasarim sirasinda sistemin kapali ¢evrim transfer fonksiyonunun
6nemli U¢ bolgesi g6z Unlnde bulundurulmalidir. Bunlar asagidaki gibi
siralanabilir.

i) Algak frekans bolgesi
ii) Orta frekans bolgesi
iii) Yiksek frekans bélgesi

Algak frekans bolgesi duragan hatalar1 azaltmak amaciyla tasarlanir.
Ideal olan, algak frekanslarda kapali ¢evrim transfer fonksiyonunun Bode
biiyiikliik egrisinin 0 dB degere sahip olmasidir. Bu durum agik ¢evrim
transfer fonksiyonunda saf bir integrator, yani 1/s ¢arpani olmas1 demektir.
Ancak saf integrator kullanim: donanim doymasina sebep olabileceginden
bunun alternatifi, faz-geriletici denklestirme yapmak ve bununla birlikte
cevrim kazanci K’y1 artirmaktir. Boylece agik ¢evrim transfer fonksiyonunun
biiyiikliik egrisi orta frekans bolgesine -20 dB/onluk egimle yaklagmalidir.
Acik ¢evrim sistemin ge¢me frekansi algak frekans boélgesinin zerinde
olmalidur.
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Orta frekans bolgesi, kontrol sisteminin referans girigini takip etmesi
ve bozucu etkileri azaltmasi istenen bolgedir. Gegme frekansi bu bolge
icindedir ve denklestirme islemleri gegcme frekansi ¢evresinde yapilir. Orta
frekans bolgesi genellikle 0.1-10 Hz araligindadir. Uygulamanin 6zelligine
gore bu araligin iginde daha dar bir bolgede olabilir. Orta frekans bolgesi
nadir durumlarda 30 Hz dolayina kadar yiikselebilir. Bu bolge sistemin
marjinal kararliliginin diizenlendigi bolgedir. Bu bdlgenin tasariminda
Oncelikle faz pay1 degistirilerek tasarim sartlarinin saglanmasina ¢aligilir. Bu
amagcla PD kontrol kullanilabilirse de, bu tiir kontrol sistemde giiriiltii varsa
bunun etkisini artiracagindan frekans cevabi tasarimm yonteminde tercih
edilmez. Bunun yerine agik ¢evrim transfer fonksiyonunun faz agisini sadece
istenen bolgede artiran faz-ilerletici denklestirici kullanilmasi yoluna gidilir.

Sistemlerdeki giirtiltii genellikle 50 Hz’in lizerindedir. Giirtiltiiniin
sistem tizerindeki etkisini ortadan kaldirmak i¢in bu frekansin {izerindeki
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frekanslarda agik ¢evrim Bode biiyiikliik diyagrami diisiik dB degerlerine
sahip olmalidir. Bunu saglamak icin efim oldugunca negative yonde
artirtlmalidir. Eger bu sart saglanamiyorsa agik ¢evrim transfer fonksiyonuna
kose frekansi yiiksek frekanslarda olan 1/(Ts+1) gibi bir denklestirme
eleman eklenebilir.

Tasarim sartlart ¢ogunlukla sistemin gecici davramig Ozellikleri
cinsinden, ya da kapali ¢cevrim sistemin frekans cevabi 6zellikleri cinsinden
verilir. Kapali ¢evrim davranis Ozellikleriyle acik c¢evrim transfer
fonksiyonunun frekans cevabi arasindaki iligki bire bir kurulamasa da, agik
cevrim frekans cevabimi tamimlayan parametreler uygun bi¢imde
tanimlanarak istenen sartlar saglanabilir. Tasarim sartlarin1 agik ¢evrim
frekans cevabi Ozellikleri cinsinden yorumlamak icin asagidaki hususlar
dikkate alinir.

i)  Faz pay1, kazang pay1 ve rezonans tepe yiiksekligi sistem
sontimiiyle iliskilidir. Faz pay1 ve kazang payinin artirilmast
kararlilig1 iyilestirir. Marjinal kararlilig1 artirir. Faz payinin
artirilmasi sistemin gegici davranigindaki agsmay1 azaltir.

i) Gegme frekansi ve bant genisligi sistemin cevap hiziyla
iligkilidir. Bant genisliginin, dolayisiyla gegme frekansinin
artirtlmast sistemin cevap hizini artirir. Yani yiikselme
zamani, tepe zamani, gegme zamani gibi cevap hizinin 6l¢iitii
olan parametrelerin degerlerini azaltir.

iii) Cevrim kazancinin artirtlmasi duragan hatalar1 azaltir.

iv) Statik hata katsayilar1 duragan davranisla iliskilidir.

Sistemin basamak referans girisi hatasiz izleyebilmesi icin
acik ¢evrim transfer fonksiyonunun biiyiikliik egrisinin
diisiik frekans bolgesindeki egimi en az —20 dB/onluk, rampa
girisi izleyebilmesi igin ise en az —40 dB/onluk olmalidir.

v)  Eger ileri besleme yolundaki transfer fonksiyonuna G(s), geri
besleme yolundaki transfer fonksiyonuna H(s) denirse,
Denklem (2.4) ve denklem (2.5)’e gore, referans girigini
hatasiz izleyebilmek ve bozucularin etkisini azaltmak icin

|G (jo)H (ja))| biiyiikk olmalidir. Yani duragan hatalar
azaltmak icin dustik frekans bolgesinde bu deger biiyiik

olmalidir.
vi) Denklem (2.5)’e gore, gurultiinin sistem tzerindeki etkisini

azaltmak icin ylksek frekanslarda |G(jw)H (jo)| kigik
olmalidur.
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Gegici davranis 6zellikleri ve kapali gevrim transfer fonksiyonunun
Ozellikleri, 6zel haller disinda agik ¢evrim transfer fonksiyonunun frekans
cevabi Ozellikleriyle bire bir iliskilendirilemediginden, agik ¢evrim frekans
cevabimi kullanan Bode diyagrami tasarim yontemi ilk tasarimin
degerlendirilmesinden sonra basa doniilip bazi parametrelerin
degistirilmesini ve tasarimin tekrar edilmesini gerektirebilir.

Kontrol sisteminin tasariminda duragan davranisla géreceli kararlilik
arasinda bir uzlagma s6z konusudur. Tasarim sirasinda kabaca asagidaki
asamalar izlenir.

i) Tasarim istenirse once alcak frekans bdlgesinde sonra orta
frekans bolgesinde yapilabilir. Istenirse bu islemlerin siras
degistirilebilir.

ii)  Algak frekans bolgesinde (@ << @) 6nce duragan hatanin
basamak ya da rampa giris i¢in mi azaltilmasi gerektigini
dikkate alarak agagidaki {i¢ yontemden uygun olanini izleyin.
Bu asamada amag agik ¢evrim transfer fonksiyonunun Bode
biiyiikliik egrisinin 0 dB degerini gectigi noktadaki egimini
ayarlamaktir.

a) Cevrim kazancini artirin
Bu yontem tek basina genellikle yetersizdir. Diger
denklestiricilerle birlikte kullanilir.

b) Agik gevrim transfer fonksiyonuna yeterli sayida
integrator ekleyerek Bode biiyiikliik diyagraminin algak
frekanstan orta frekans bolgesine gelis egimini
ayarlayn.

Basamak giris i¢in duragan hatanin (statik hata)
sifirlanmasi igin bu egim -20 dB/onluk, rampa giris i¢in
dinamik hatanin sifirlanmasi igin ise -40 dB/onluk
olmalidir.
Bu yontem duragan hatalar1 tamamen yok eder. Ancak
kullanilan saf integratorler dolayisiyla kontrol
donaniminda doyma yaratabilir. Bu yizden frekans
cevabina dayal1 tasarimda tercih edilmez.

c) Faz-geriletici kontrol uygulayim ve ¢evrim kazancini
ayarlayin.
Bu yontemde hatalar tamamen sifirlanamazsa da ¢ok
azaltilabilir. Frekans cevabi tasarimlarinda kullanilan
standart uygulamadir. 0 dB noktasinda egim degerleri
yukarida madde (b)’de verildigi gibi olmalidir.
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iii) Bode diyagramlarini ¢izin. Sistemin faz ve biiytiklik paylarini

vi)

kontrol edin. Uygun bir denklestirici kullanarak faz payinin
istenen degerde olmasini saglayin. Bu asamada baslica iki
se¢enck kullanilabilir.
a) PD denklestirici kullanmak.
Bu yontem faz acisin artirir. Ancak bu artis yiiksek
frekanslarda da olacagindan, sistemin giiriiltiiden
etkilenmesini de artirir. Bu yiizden frekans cevabina
dayali tasarimda tercih edilmez.
b) Faz-ilerletici denklestirici kullanmak.
Bu yontem frekans cevabi tasariminda kullanilan
standart uygulamadir.
Yukarida madde (ii) ve madde (iii)’de kullanilan yontemler
yerine, tek agsamada faz-ilerletici-geriletici denklestirici de
kullanilabilir.
Bu asamada kapali ¢evrim sisteminin gegici davranis kriterleri
de dahil sistemin tiim tasarim sartlarini karsilama durumu
kontrol edilmeli ve gerekirse baga doniilerek yeni ayarlarla
tasarim tekrarlanmalidir.
Tasarimin son asamasinda yiiksek frekans bolgesinde
biiyiikliik degerinin giiriiltiiyli azaltacak kadar diistiigii kontrol
edilmeli, gerekirde sisteme yliksek kose frekansina sahip bir
acik cevrim kutbu ekleyerek biiytikliik egrisi asag1 degerlere
dogru ¢ekilmelidir. Yiksek frekanslarda istenen bu azalma,
sistem modellemesi sirasinda baskin olmadigi i¢in ihmal
edilen ve diger kutuplara gore sanal eksenden ¢ok uzaktaki
kutuplarin etkisini de azaltir. 50-100 Hz (zerindeki
frekanslarda biiyiikliik azalma miktarinin tipik olarak 40 dB
dolayinda olmast istenir.

Frekans cevabi analiziyle, a¢ik c¢evrim transfer fonksiyonuna

eklenen herhangi bir ¢arpanin sistem {izerindeki etkisini incelemek
mUmkindir. Ornegin bir PD, PI ya da PID kontrolci tasarlanabilir ya da
sisteme uygun bir agik ¢evrim kutbu veya sifir1 eklenebilir. Ancak aktif
elemanlar gerektiren, integral alan elemanlarda doyma yaratabilen veya
sistemdeki giiriiltiiniin etkisini artirabilen islemler yerine, frekans cevabi
tasarim yonteminde Kisim 4.11°de listelenen g¢arpanlardan asagidakilerin
kullanilmasi tercih edilir.

i) Sabit kazang
i) Faz-geriletici denklestirici
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iii) Faz-ilerletici denklestirici
iv) Faz-ilerletici-geriletici denklestirici
V) Yiksek frekans bolgesine kutup eklenmesi

Tasarim sirasinda izlenecek yol ve kullanilacak yontemler Sekil
4.33’de sematik olarak 6zetlenmistir.

{

Sekil
Duragan davranis Evet 4.33(b)'de
kriteri saglaniyor mu? A'ya gidin
Faz payi kriteri Evet
saglaniyor mu?
Faz- ilerletici Faz- gerilfet‘ic.i Faz- ger|lfet‘|c.|
denklestirici denklestirici denklestirici
tasarlayin. Faz- geriletici tasarlayin. tasarlayin.
s Yontem 1-b Yontem 1
denklestirici
tasarlayin.
Faz- ilerletici Yoéntem 1
—gerileti<‘:i‘ . | Performans Evet
denklestirici Hayir yeterli mi? T
tasarlayin
Faz- geriletici
denklegtirici Faz- ilerletici denklestirici
tasarlayin. tasarlayin
Yontem 1

f

Sistemde gurilti varsa, yiksek frekans kazancini kutup ekleyerek azaltin.

f

Sekil 4.33(b)’de B’ye gidin.

Sekil 4.33(a)
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Sekil
Duragan davranisg Hayir 4.33(a)’ya
kriteri saglaniyor mu? gidin

Evet

Faz payi kriteri
saglaniyor mu?

Hayir

Faz-ilerletici
denklestirici
tasarlayin.

Guriltu varsa yiksek frekans kazancini kutup ekleyerek azaltin.

(&)

Tasarim sartlarinin saglandigini
dogrulayin. Saglanmamissa
tasarimi veniden vapin

Sekil 4.33(b)

4.11.2 Faz-Geriletici Denklestirici

Faz geriletici denklestiricinin esas amaci sistemin duragan hatalarini
azaltmak, yani referans girisini izleyebilme yetkinligini artirmaktir. Faz-
geriletici denklestirici algak frekanslarda ¢evrim kazancimi azaltmadan
yiiksek frekanslarda kazanci azaltir. Yiiksek frekanslarda kazang azalmasi
yarattigindan, ¢evrim kazancinin artirilabilmesine imkan verir ve boylelikle
duragan hatalarin azaltilmasina katkida bulunur. Artis oran1 duragan hatanin
istenen degerde olmasini saglayacak bicimde ayarlanir. Ancak islem
sonunda orta frekans bolgesinde bir miktar faz ve genlik azalmasi olur.
Bunun sonucunda, sistemin dogal frekansi, gegme frekansi ve dolayisiyla
bant genisgligini belirleyen @, frekansinin bir miktar azalmasina, gegici
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davranigin  yerlesme zamaninin artmasina sebep olur. Bu etkilerin
azaltilmasi i¢cin faz gerileticili denklestiricinin kose frekanslart gegme
frekansina gore olduga daha diisiik degerlerde secilir.

Faz geriletici denklestirici yiiksek frekanslarda kazang¢ artmasina
sebep olmadigindan giiriiltiiniin sistem tizerindeki etkisini artirmaz.

Faz geriletici denklestirici, orta frekans bolgesini fazla
degistirmeden, yani faz ve kazang paylarim1 fazla etkilemeden asagida
verilen Yontem 1’i izleyerek tasarlanabilir.

Yontem 1: Orta frekans bélgesini fazla etkilemeden faz-geriletici
denklestirici tasarumi

1. Denklestirici uygulanmamis sistemin agik ¢evrim transfer
fonksiyonunun Bode diyagramlarini ¢izin. Gegme frekansini, faz
gecme frekansini, faz paymi ve kazang payini bulun.

2. Fazin—180° + (mevcut faz payi) + (5°-12°) oldugu frekansi bulun
ve bunu yeni gegme frekansi olarak kabul edin. Burada fazladan
eklenen 5°-12° faz-geriletici denklestiricinin yaratacagi tahmini faz
azalmasini karsilamak i¢indir [4.2]. Bu deger 1/T; degerinin ge¢cme
frekansindan ne kadar uzak olduguna baghdir. Eger 1/T; degeri
gecme frekansinin bir onluktan fazla altinda ise daha kiigiik
degerler, gegme frekansina daha yakinsa daha biiyiik degerler
kullanilmas1 uygun olur.

3. Acik ¢evrim transfer fonksiyonuna uygun bir K’ kazang ¢arpani
ekleyerek biiytikliik egrisinin gegme frekansini yeni belirlenen
gecme frekansina getirin.

4. Faz geriletici denklestiricinin gegme frekansi dolayinda faz payina
olan etkisinin az olmasi i¢in, denklestirici sifir ve kutbu bu
frekansin oldukga altinda olmalidir. Bunu saglamak i¢in
denklestirici sifirini, yani 1/T; degerini yeni gegme frekansinin
yaklagik bir onluk altinda secin.

5. Denklestiricili sistemin kapali ¢evrim transfer fonksiyonunu
bilinmeyen T cinsinden yazin. Bunu yaparken agik ¢evrim
kazancin K ’x(T2/T1) kadar artirin. Birim basamak (ya da duruma
gbre rampa) cevabi T, cinsinden bulup, duragan cevapla ilgili
tasarim sartin1 uygulayin ve T2 nin degerini bulun.
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6. Boylelikle elde edilen sistemin agik ¢evrim Bode diyagramini ve
kapal1 ¢cevrim birim basamak cevabini ¢izip tasarim kriterlerinin
saglanip, saglanmadigini kontrol edin. Saglanmiyorsa tasarimla
belirlenen parametreleri degistirerek tasarimi tekrarlayin.

Ornek 4.2: Yontem 1

Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagidaki gibidir.

40 40
G(s) = =— > (4.130)
(s+1)(s+2)s+4) s%+7s%+16s+16
Bu sistemin kapali gevrim transfer fonksiyonu ise,
C 40
T(s)= ) _ (4.131)

" R(s) s®+7s2+165+56

seklindedir. O halde bu sistemde birim basamak giris i¢in ¢ikigin duragan
degeri Css = 0.714 kadardir. Bu sistemin birim basamak giris i¢in duragan

cevabini Css > 0.99 yapmak icin faz-geriletici bir denklestirici tasarlanmasi
istenmektedir.

Tasarim igin sirasiyla asagidaki asamalar izlensin.

1) Denklestirici uygulanmamus sistemin agik ¢evrim transfer
fonksiyonunun Bode diyagramlar1 Sekil 4.34 ve Sekil 4.35°de
verilmistir. Faz pay1 36.8°, kazang pay1 ise 7.6 dB kadardir.

20
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Sekil 4.34
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Faz Acisi, Derece

-90

-180

-270

N\

T

¥

0.01 0.1 1 10 100

2)

3)

4)

w (rad/s)
Sekil 4.35

Denklestirici uygulandiginda faz paymin 6° azaldigini kabul
edelim. Mevcut faz agisinin ayni kalmasi isteniyorsa, yeni
gegme frekansi faz agisinin —180° + 36.8° + 6° = -137° oldugu
frekans olacaktir. Bu frekansin degeri Sekil 4.35’deki faz
egrisinden 2.45 rad/s olarak bulunur. Sekil 4.34’deki biiytikliik
egrisinde bu frekansa karsilik gelen deger 0.913 dB’dir. O
halde gegme frekansini yeni degerine getirmek icin bityilikliik
egrisi 0.913 dB kadar asagi dogru indirilmeli, yani acik ¢evrim
transfer fonksiyonuna K’= 0.9 biiyiikliigiinde bir ¢arpan
eklenmelidir. (20logioK’ = -0.913)

Denklestiricinin tist kose frekansi (1/T1) yeni ge¢cme
frekansinin bir onluk altinda, yani 1/T:=2.45/10 = 0.245 rad/s
olarak alinsin. O zaman denklestirici sifirinin zaman sabiti
T1=4.08 s olarak bulunur.

Simdi duragan durum igin istenen sart1 saglayacak bigimde T»
degeri bulunabilir. Bunun i¢in 6nce denklestiricili sistemin agtk
cevrim transfer fonksiyonu asagidaki gibi yazilir.

G(s)= K[ 12 | s+ [ B J (4.132)
T AT,s+1 s +7s° +16s +16

Bu denklemde K’ terimi Madde 2’den gelmekte, T»/T1 ¢arpani
ise denklestiricinin yliksek frekanslardaki biiyiikliik azalmasini
0 dB degerine ¢ikarmak i¢in, yani diisiik frekansta kazanci
artirarak duragan davranisi iyilestirmek i¢in ilave edilen
carpandir.
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Birim geribeslemeli sistemin kapali ¢evrim transfer fonksiyonu
denklem (4.132)’den asagidaki gibi elde edilir.

T(s)= 40K T, (T;s+1)
T,T,s* + (7T,T, + T,)s® + (16T,T, + 7T,)s?
+ (16T, T, +16T, + 40KT,T,)s +16T, + 40K T,
(4.133)

Sistemin birim basamak girige duragan cevabinin 0.99’dan
biiyilik olmasi istendiginden, agsagidaki sart yazilabilir.

. 40K'T
Ci =lim sT(s) 1Ok 5 (4.134)
550 s 16T, + 40K T,

Bu esitsizlikten T, zaman sabiti i¢in sart T, > 180 olarak elde
edilir. Burada simir degeri alarak T, = 180 kabul edilsin.

5) Tasarlanan denklestiricili sistemin agik ¢evrim transfer

fonksiyonunun Bode diyagramlar1 Sekil 4.36 ve Sekil 4.37°de,
denklestiricisiz ve denklestiricili sistemlerin birim basamak
cevaplari ise Sekil 4.38 ve Sekil 4.39°da verilmistir.
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Sekil 4.36
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Sekiller 4.36-4.39°daki egrilerden alinan Onemli parametreler
asagidaki cizelgede Ozetlenmistir. Denklestirici, faz ve kazang paylarini
neredeyse hic degistirmemis, duragan degeri beklendigi gibi 0.714’den
0.99’a c¢ikarmig, asmayr azaltmig, buna karsilik yerlesme zamanini
beklendigi gibi uzatmustir.

Cizelge 4.1
Parametre Denkl_estiricisiz Denk_lestiricili

Sistem Sistem
Faz Pay1 36.8° 37°
Kazang Pay1 7.6dB 7.6dB
Duragan deger 0.714 0.99
Asma % 49 % 13.5
Tepe zamani 1.20s 1.28s
Yerlesme zamani 6.66 s 14.5s

Baz1 durumlarinda faz geriletici denklestiricinin, sistemin duragan
davraniginin iyilestirmenin yani sira faz paymi da istenen bir degere
getirmesi arzu edilebilir. Bunun i¢in ddenen bedel yerlesme zamaninin daha
da uzamasidir. Béyle bir tasarim i¢in Yontem 1’in ikinci maddesi asagidaki
gibi degistirilir. Yontemin bu hali Yontem 1-b olsun.

Yontem 1-b igin degisik Madde 2:

2. Fazin —180° + (olmasi istenen faz pay1) + (5°-12°) oldugu
frekansi bulun ve bunu yeni gegme frekansi olarak kabul edin.
Burada fazladan eklenen 5°-12° faz geriletici denklestiricinin
yaratacagl tahmini faz azalmasini karsilamak i¢indir [4.2].

Ornek 4.3: Yontem 1-b

Bu ornekte daha once Yodntem 1 igin verilen 6rnekteki birim
geribelemeli sistem icin faz-geriletici bir denklestirici bu sefer asagidaki
performans sartlariyla tasarlanacaktir.

Css > 0.99
Faz pay1 = 50°
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Sistemin agik ¢cevrim ve kapali ¢cevrim transfer fonksiyonlari
sirastyla denklem (4.130) ve denklem (4.131)’de verildigi gibidir.

Y 6ntemin asamalarini izleyerek tasarim asagidaki sirayla
yuratilulebilir.

1)

2)

3)

4)

Denklestirici uygulanmamis sistemin acik ¢cevrim transfer
fonksiyonunun Bode diyagramlari daha dnce Sekil 4.34 ve
Sekil 4.35°de verilmisti. Faz pay1 36.8°, kazang pay1 ise 7.6 dB
kadardir.

Denklestirici uygulandiginda faz payimin 6° azaldigini kabul
edilsin. Yeni faz acisinin 50° olmasi isteniyorsa, yeni gegme
frekansi faz agisinin —180° + 50° + 6° = —124° oldugu frekans
olacaktir. Bu frekansin degeri Sekil 4.35’deki faz egrisinden
2.15 rad/s olarak bulunur. Sekil 4.34’deki biiyiikliik egrisinde
bu frekansa karsilik gelen deger 2.6 dB’dir. O halde gegme
frekansini yeni degerine getirmek icin biiytikliik egrisi 2.6 dB
asag1 dogru indirilmeli, bunu saglamak i¢in agik ¢evrim
transfer fonksiyonuna K’ = 0.74 buyiklugiinde bir carpan
eklenmelidir. (20log10K = —2.6)

Denklestiricinin tist kose frekansi (1/T1) yeni gegme
frekansinin bir onluk altinda, yani 1/T1= 2.15/10 = 0.215 rad/s
olarak alinsin. Bu degerden denklestirici sifirinin zaman sabiti
T1=4.65 s olarak bulunur.

Simdi duragan durum i¢in istenen sart1 saglayacak bicimde T»
degeri bulunabilir. Bunun i¢in dnce denklestiricili sistemin agik
cevrim transfer fonksiyonu yazilsin.

(s =k 2 [ Ts+1 ( _® j (4.135)
T, ANT,s+1 \s® +7s° +16s +16

Bu denklemde K terimi Madde 2’den gelmekte, T2/T1 ¢arpani
ise denklestiricinin yliksek frekanslardaki biiyiikliik azalmasini
0 dB degerine ¢ikarmak, yani diisiik frekansta kazanci artirarak
duragan davranisi iyilestirmek i¢in ilave edilen ¢arpandir.

Birim geribeslemeli sistemin kapali ¢gevrim transfer fonksiyonu
denklem (4.135)’den asagidaki gibi elde edilir.
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40K T, (T,s +1)
T,T,s* + (7TT,T, + T,)s® + (16T,T, + 7T,)s?
+ (16T,T, +16T, + 40K T,T,)s + 16T, + 40K T,
(4.136)

Sistemin birim basamak girise duragan cevabinin ise 0.99 ile 1
arasinda olamasi istendiginden, asagidaki sart yazilabilir.

T(s)=

1 40KT,

=2 5099 4.137
s 16T, + 40K T, (4.137)

Cg, = lim sT(s)
s—0
Bu esitsizlikte degerler yerine koyulursa T, zaman sabiti igin
sart T,>249 olarak elde edilir. Burada sinir deger olan
T2 =249 degerini kabul edilsin.

5) Tasarlanan denklestiricili sistemin agik ¢evrim transfer

fonksiyonunun Bode diyagramlar1 Sekil 4.40 ve Sekil 4.41°de
verilmistir.

6) Denklestiricili sistemin birim basamak cevabi Sekil 4.42°de

verilmistir.
50
—— 1]
m 0 T
©
< \
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=~ N
D
2> \
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-100
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Sekil 4.40
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Sekiller 4.40-4.42°deki egrilerden bulunan Onemli parametreler
asagidaki cizelgede verilmistir. Bu degerlerden goriildiigii gibi denklestirici
faz payini istenen degerin ¢ok yakinina 49.9°’ye getirmis, kazang payimi bir
miktar artirarak 9.5 dB yapmis, duragan degeri istendigi gibi 0.714’den
0.99’a ¢ikarmis, asmayr azaltmistir. Buna karsilik yerlesme zamani ¢ok
uzamis ve 18.9 s olmustur.
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Cizelge 4.2
Parametre Denkl.estiricisiz Denk_lestiricili

Sistem Sistem
Faz Pay1 36.8° 49.9°
Kazang Pay1 7.6dB 9.4dB
Duragan deger 0.714 0.99
Asma % 49 % 1.5
Tepe zamani 1.20s 137s
Yerlesme zamani 6.66 s 189s

Sonug olarak, faz-geriletici denklestiricinin esas amaci disinda
kullanilarak faz acisini degistirmek i¢in kullanilmasi, yerlesme zamaninda
asir1 artmalara sebep olabilmektedir. Bunu 6nlemenin yolu faz-geriletici
denklestiricinin, bir faz-ilerletici denklestiriciyle birlikte kullanilmasi;
bdylelikle alcak frekans bolgesindeki tasarimla, orta frekans bolgesindeki
tasarimin ayri ayri yapilmasidir. Bir diger segenek ise bu iki denklestirici
yerine bir tane faz-ilerletici-geriletici denklestirici kullanmaktir.

4.11.3 Faz-ilerletici Denklestirici

Faz-ilerletici denklestirici Bode faz diyagraminin orta frekans
bolgesine faz ekleyerek faz payni artirir. Biiyiiklik egrisinde gegme
frekansint ve dolayisiyla sistemin bant genisligini arttirir. Bunlarin
sonucunda sistem kararliligini iyilestirir, sistemdeki sOniimii artirir ve
yerlesme zamanini kisaltir. Yiiksek frekanslarda kazanci artirdigindan,
sistemin giiriiltiiden etkilenmesi de artabilir. Bu yiizden faz payinin tasarim
degeri ile sistemin giiriiltiiden etkilenmesi arasinda bir uzlas1 saglanmasi
gerekebilir.

Faz-ilerletici denklestiricinin esas amaci Bode diyagraminin diisiik
frekans bolgesini fazlaca degistirmeden orta frekans bolgesinin seklini
degistirmek ve gegici davranig 6zelliklerini iyilestirmektir. Tasarim sirasinda
maksimum faz artisginin gegme frekansinda olmasina calisilir. Bunu
saglamak i¢in asagida verilen YOontem 2 izlenebilir.
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Yontem 2:  Algak frekans bolgesini fazla etkilemeden faz-ilerletici

1)

2)

3)

4)

5)

6)

denklestirici tasarimi

Faz-ilerletici denklestiriciyi tasarlamadan 6nce sistemin duragan
davranis sartlarini saglayin. Bunun igin dncelikle kazang artirimi
yapin. Eger bu yeterli degilse faz-geriletici denklestirici kullanin.
Faz-ilerletici denklestirici tasarimini bu islemlerin sonucunda elde
edilecek sistem igin yiiriitiin. Bu sistemin agik ¢evrim transfer
fonksiyonu G(s) olsun.

Eger faz payinin ne olmasi gerektigi verilmisse bir sonraki
maddeye gecin. Faz pay1 verilmemisse, sistemin soniim orani, agma
degeri gibi kriterlere dayanarak istenilen faz pay1 degerini (¢)
belirleyin.

Faz-ilerletici denklestiricinin artirmasi gereken faz miktarini ()
asagidaki gibi belirleyin.

P4 =P —n + 9y (4.138)

Burada ¢,, denklestiricisiz sistemin faz payi, ¢, ise faz-ilerletici

denklestirici gegme frekansini saga kaydirdigi i¢in faz egrisinin
asagl dogru olan egimi dolayisiyla azalacak faz miktarini
karsilamak i¢in eklenen faz azalma payidir. Denklestiricisiz
sistemin faz egrisinin egimi gegme frekansi dolayinda az ise ¢’ nin
degeri genellikle 5°-12° arasindadir [4.2 ]. Ancak bu egimin
degerine gore daha buyUk ¢ degerleri de gerekebilir.

G(s)’nin Bode diyagramlarini ¢izin.

Denklem (4.121)’den o’nin degerini @, ,, = ¢, alarak asagidaki
gibi elde edin.

B 1+Sin @y

= - (4.139)
1-sin @z

Faz —ilerletici denklestiricinin yaratacagi maksimum faz artiginin
buyiikliik gegme frekansinda olmasi arzu edilir. Ancak denklestirici
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ayni zamanda denklem (4.123)’de belirtildigi kadar bir genlik artigi
yapar. Bu yiizden denklestiricisiz sistemin biiyiikliik gecis
frekansini sag tarafa dogru kaydirir. Bu frekansi (@ ) yeni gecme
frekansi olarak kabul edin. ac’nin degeri denklem (4.123)
kullanilarak asagidaki ifadeden bulunabilir. MATLAB yaziliminiz
varsa ax’nin bulunmasi ¢cok daha kolaylikla yapilabilir.

G(jw,) =-20log,, Vo dB (4.140)

7) Denklestiricinin maksimum faz artiriminin yeni gegme frekansinda
olmasi istenir. Bunu saglamak igin T, ve T1zaman sabitlerini
denklem (4.122) ve a = T1/T, tanimin1 kullanarak asagidaki gibi
bulun.

1

o
c

T

T, =aT, (4.141)

Ancak denklestiricili sistemin faz egrisi egiminin gegme frekansi
dolayinda c¢ok biiyiik oldugu bazi durumlarda maksimum faz
artinminin  gegme frekansinin biraz daha solunda olusmasi
gerekebilir. (Bakiniz Ornek 4.5)

8) Denklestiricili sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonunun Bode
diyagramlarini ¢izin. Faz pay1 ve kazang payin1 kontrol edin.

9) Denklestiricili sistemin duragan davranigini kontrol edin.
10) Gerekiyorsa tasarim parametrelerini degistirip tasarimi tekrar edin.

Ornek 4.4: Yontem 2

Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagida verilmistir. Bu sistemin birim rampa giris i¢in dinamik hatasim
0.03’den az yapacak K’nin degerinin bulunmasi ve faz payinin 40°’den
biiyiik olmasi i¢in faz-ilerletici bir denklestirici tasarlanmasi istenmektedir.

K
s(s+3)
Once duragan davrams sartimi karsilamak igin K’nin degeri

belirlensin. Kapali ¢evrim sistemde referans girigle hata arasindaki transfer
fonksiyonu,

G, (s) (4.142)
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E(s) s(s+3)
R(S) s?+3s+K

(4.143)

oldugundan, birim rampa girisi i¢in dinamik hata asagidaki gibi elde edilir.
. S(s+3 1 3
o 21 2o aaag
20 \s“+3s+K s K

ya da, K >100 bulunur. Burada K = 100 alinsin.

Bundan sonra Yontem 2’nin agamalarini uygulayarak faz-ilerletici
denklestiricinin tasarimi agsagidaki gibi yiiriitiliir.

1) Faz-ilerletici denklestirici uygulanmamis sistemin Bode
diyagramlar1 Sekil 4.43 ve Sekil 4.44°de verilmistir. Sistemin
gecme frekansi 9.78 rad/s, faz pay1 17°, kazang pay1 ise
sonsuzdur.

80
60
40
20

Biiyiikliik, dB

-20
-40

0.1 1 10 100
o (rad/s)

Sekil 4.43

[T
150 \
i A

0.1 1 10 100
w (rad/s)

Sekil 4.44
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3)

4)

5)
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40°’den biiyiik olmasi istenen yeni faz payini elde etmek igin
en az 23° faz artis1 saglanmalidir. Denklestirici uygulamasi
sonucunda gecme frekansi saga dogru kayacagindan, Sekil
4.44°deki egrinin mevcut gecme frekansi dolaymdaki egimini
dikkate alarak bu artiga 5° gibi bir ilave yaparak ¢nax = 28°
alinsin.

Denklem (4.139)’dan o bulunur.

6¥_1+sin Prak 1 +sin 28°

= - - =2.77 (4.145)
1-sing,, 1-sin28°

Denklestiricinin yaratacagi dB cinsinden genlik artis1 denklem
(4.140)’dan asagidaki gibi bulunur.

2010, Vo =4.42 dB (4.146)

Sekil 4.43°deki egride biiyiikliigiin -4.42 dB oldugu noktada
yeni gecme frekansi ax = 12.7 rad/s olarak bulunur. Bu
noktada Sekil 4.44’deki egrinin faz kaybina bakip, kabul
edilen 5° faz kayb1 payinin dogrulugunu kontrol edilsin. Bu
frekansta Sekil 4.44’den okunan faz agis1 —167°dir. Yani
egrinin egimi dolayisiyla 4° faz azalmasi olmustur. O halde 5°
faz pay1 fazlasiyla yeterlidir.

T, ve T1 zaman sabitleri denklem (4.141)’den asagidaki gibi
bulunur.

1 1
T, = _ =0.0473 5 4.147

oo 127V277 4140
T, =aT, =0131 s (4.148)

Faz-ilerletici denklestirici uygulanmig sistemin acik ¢evrim
transfer fonksiyonu,

(4.149)

G(S):[ 0.1315+1j K

0.0473s+1)s(s+3)
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Biiyukliik, dB

-100

Faz Acisi, Derece

seklindedir. Ac¢ik ¢evrim transfer fonksiyonunun Bode
diyagramlar1 Sekil 4.45 ve Sekil 4.46’da verilmistir. Yeni
tasarlanan sistem istenen sartlar1 saglamakta olup, faz payi

41.3°, kazang pay1 sonsuz, ge¢me frekansi ise 12.7 rad/s
kadardir.
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Faz-ilerletici denklestiricisi olmayan sistemin birim basamak
cevab1 Sekil 4.47°de, denklestiricili sistemin birim basamak
cevabi ise Sekil 4.48’de goriilmektedir. Iki sistemin onemli
ozellikleri asagidaki cizelgede karsilagtirmali  olarak
sunulmustur. Gortldiugii gibi, denklestirici faz payin1 41.3°’ye
cikartarak, agsma ve yerlesme zamani degerlerini ¢ok dnemli
oranda azaltmustir.
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Cizelge 4.3
Parametre Denkl_estiricisiz Denk_lestiricili

Sistem Sistem
Faz Pay1 17.1° 41.3°
Kazang Pay1 Sonsuz Sonsuz
Duragan deger 1.0 1.0
Asma % 61.7 % 31.8
Tepe zaman 0.31s 0.23s
Yerlesme zamani 2.59s 0.59s

0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4
Zaman ()

Sekil 4.47

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Zaman ()

Sekil 4.48
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Ornek 4.5: Yontem 2

Cesitli kaynaklarda 5°-12° kadar bir faz azalma pay1 kullanilmasi
Onerilmektedir [4.2]. Denklestirmesiz sistemin faz diyagraminin egimi
gecme frekansi dolayinda fazla degilse bu aralikta bir deger kullanilmasi
genellikle yeterlidir. Ancak denklestirmesiz sistemin faz diyagraminin egimi
gecme frekanst dolayinda fazlaysa bu degerler yeterli olmayabilir. Bu
ornekte boyle bir sistem incelenecektir.

Ornek olarak daha énce Yontem 1 icin ele alinan sistemin faz-
gerileticili denklestirici uygulanmis halini ele alalim. Bu sistemin faz pay1
37°, kazang pay1 7.6 dB, gecme frekansi 2.45 rad/s, yerlesme zamani ise
14.5 s olarak bulunmustu. A¢ik ¢evrim transfer fonksiyonu,

T, ) Tus+1
G(s)=K'| 22 || 2 [3 240 ) (4.150)
Tig N\ TagS+1\s” +7s° +16s +16

seklinde olup, bu ifadedeki parametreler K' = 0.9, Tig = 4.08 s, Tog = 180 s
olarak elde edilmisti. Bu degerler denklem (4.150)’de yerine koyulursa, faz-
ilerletici denklestirici uygulanacak sistemin blok diyagrami Sekil 4.49°daki
hali alir. Bu diyagramda Gi(s) terimi faz-ilerletici denklestiricinin transfer
fonksiyonunu gostermektedir. Ornegin amaci sistemin duragan davranis
Ozelliklerini fazla etkilemeden, faz-ilerletici denklestiriciyle faz payini en az
45° yapmaktir.

R(s) 26440 s + 6480 C(s)
l Gi(S) [ 73445 +51455° 117805 + 118205 = 65.28

Sekil 4.49

Simdi YoOntem 2’nin asamalarini uygulayarak faz-ilerletici
denklestiricinin tasarimini yapilsin.

1) Faz-ilerletici denklestirici uygulanmamus sistemin Bode
diyagramlar1 Sekil 4.36 ve sekil 4. 37°de verilmisti. Ornegi
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takip etmeyi kolaylastirmak i¢in bu diyagramlar Sekil 4.50 ve
Sekil 4.51°de tekrardan verilmistir.

2) Mevcut gegme frekansinda faz pay1 37° (gegme frekansinda
faz degeri -143°) olduguna gore, 45° olan yeni faz payini elde
etmek igin 8° faz artis1 saglanmalidir. Gegme frekansi saga
dogru kayacagindan, Sekil 4.51°deki egrinin mevcut gecme
frekanst dolayindaki egimini dikkate alarak 8° artisa 5° gibi
bir ilave yaparak ¢ma = 13° alinsin.
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3) Denklem (4.139)’dan « asagidaki gibidir.

_l+sing,  1+sin13°

= - = - =1.58 (4.151)
l1-sing,, 1-sin13°

4) Denklestiricinin yaratacagi dB cinsinden genlik artisi denklem
(4.140)’dan asagidaki gibi bulunur.

20109, Vo =1.99 dB (4.152)

Sekil 4.50°deki egride biiyiikligiin —1.99 dB oldugu noktada
yeni gecme frekansi ax = 2.8 rad/s olarak bulunur. Bu noktada
Sekil 4.51’deki egrinin faz kaybina bakip, kabul edilen 5° faz
kaybi payinin dogrulugunu kontrol edilsin. Bu frekansta Sekil
4.44’°den okunan faz agis1 —155°dir. Yani egrinin egimi
dolayisiyla 12° faz azalmasi olmustur.

5) Azalma paymi 30 derece alarak Madde 3 ve Madde 4’deki
hesaplar tekrar edilsin.
Varsayilan faz azalmasi: 30°

_1+sin g 1+5sin38°
1-sin @ 1-5sin 38°

=421 (4.153)

20log ,, Vo =6.24 dB
;= 3.57 rad/s

Yeni gegme frekansinda faz azalmasi = 32°
Faz azalma payini artirarak hesaplar tekrar edilsin:

Varsayilan faz azalmasi: 55°

_1+sin @y 1+sin 63°
1-sin @, 1-sin63°

=17.35 (4.154)

20log ,, Vo =12.39 dB
ax = 4.81 rad/s

Yeni gecme frekansinda faz azalmasi = 53°
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Bu son durumda yeni gecme frekansindaki faz azalmasi

varsayilan 55°’den az oldugu i¢in faz azalma payin1 55° almak
uygundur.

6) 55° faz azalma payini kullanarak T, zaman sabiti denklem
(4.140)’dan, Ty ise &’nin tanimindan asagidaki gibi bulunur.

1 1

T, = - ~0.050 s (4.155)
" oo 481417.35

T, =aT, =0.866 s (4.156)

7) Bu islemlerden sonra denklestiricili sistemin a¢ik cevrim

transfer fonksiyonu, bulunan parametre degerlerini asagidaki
ifadede yerine koyarak bulunur.

T.s+1 T T,s+1
G(s) = Tus+1) K| 29 | ¢ ( - 240 j
Tys+1 Tig N\ TagS+1\s” +7s° +16s+16

(4.157)

Tasarlanan yeni sistemin Bode diyagramlari Sekil 4.52 ve Sekil
4.53de verilmistir. Sistemin faz pay1 46.8°, kazang pay1 13.3 dB kadardir.
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Tasarlanan sistemin birim basamak cevab1 Sekil 4.54’de
goriilmektedir. Denklestiricili sistemin ve denklestiricisiz sistemin temel
performans parametreleri asagidaki ¢izelgede Ozetlenmistir. Sistemin
basamak cevabi, Sekil 4.39°da verilen, denklestiricisiz sistemin basamak
cevabiyla karsilastirnildiginda salimmlarin ¢ok daha hizla soniimlendigi
dikkati cekmektedir. Bu durum artirilan faz paymin sonucudur. Asma
miktar1 azalmis, kazang pay1 artmistir. Bunlara karsilik yerlesme zamanin az
da olsa uzamistir. Sonuglar Cizelge 4.4’de 6zetlenmistir.
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Cizelge 4.4
Parametre Denkl_estiricisiz Denk_lestiricili

Sistem Sistem
Faz Pay1 37° 46.8°
Kazang Pay1 7.6dB 13.3dB
Duragan deger 0.99 0.99
Asma % 13.5 % 6
Tepe zamani 1.28 0.59s
Yerlesme zamani 145s 15.6s

4.11.4 Faz-llerletici-Geriletici Denklestirici Tasarim

Hem faz-ilerletici ve hem de faz-geriletici denklestirici
kullanilmasini gerektiren durumlarda, bunlarin ayr1 ayr1 kullanilmasi yerine
bu ikisinin gorevini tek basina gerceklestiren pasif bir denklestirici
kullanilmas1 daha ekonomik bir ¢oziimdiir.

Faz-ilerletici-geriletici ~ denklestiriciyle =~ duragan  davranis
iyilestirilirken, bunun yani sira sistem hizinin, bant genisliginin ve marjinal
kararliligin artirtlmast miimkiindiir. Diger bir deyisle, bu denklestirici hem
faz-geriletici hem de faz-ilerletici denklestiricilerin 6zelliklerini bir arada
barindirir.

Daha 6nce denklem (4.124)’de verildigi gibi, faz-ilerletici-geriletici
denklestiricinin agik ¢evrim transfer fonksiyonuna ekledigi ¢arpan asagidaki
gibidir.

T Tygs +1 |\ Tys+1

Burada kazancin “1” olmast igin T, T, =T, T;; sarti koyulmustur.

(Ty <Ty <Ty <ng)
(T29T2i :Tlngi)

(4.158)

Bu sart zorunlu olmamakla beraber, tasarim siirecinde basitlik saglar. Faz-
ilerletici-geriletici denklestiricinin tasarim siireci, faz-ilerletici ve faz-
geriletici  denklestiricilerin  tasarimlarinin ~ birlesimi  bigimindedir.
Denklestiricinin faz-geriletici kismu yiiksek frekanslarda genlik azalmasi
sagladigindan, ¢evrim kazancinin artirilmasini ve boylelikle yiiksek frekans
bolgesinde net bir kazang artig1 olmadan duragan hatalarin azalmasini saglar.
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Denklestiricinin faz-ilerletici kismi ise ge¢gme frekansimi artirir ve yeni
gecme frakansinda istenen faz acis1 artigini saglar.

Tasarim sirasinda istenirse faz-geriletici ve faz-ilerletici kisimlar
ayr1 ayri tasarlanabilir ve daha sonra bunlar seri olarak baglanarak faz-
ilerletici-geriletici denklestirici elde edilebilir. Kisimlarmm ayr1 ayri
tasarlanmasi sirasinda daha 6nce Kisim 4.12.2 ve Kisim 4.12.3’de verilen
yontemler birbirinden bagimsiz olarak kullanilir. Kisimlardan hangisinin
Once tasarlanacagi onemli degildir. Diger bir yaklasim ise faz-ilerletici-
geriletici denklestiriciyi tek asamada asagida verilen Yontem 3’1 kullanarak
tasarlamaktir.

Yontem 3: Faz-ilerletici-geriletici denklestirici tasarim

1) Denklestiricisiz sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu G(S)
olsun. Denklestiriciyi tasarlamadan 6nce, ¢evrim kazancini
artirarak duragan davranig sartlarini saglamaya galigin. Ancak
kazang payini1 6 dB degerinin ya da verilmis bir kazang pay1
sart1 varsa onun altina diisiirmeyin. Bu kazang artirim garpani
K’olsun.

2) Eger faz payinin ne olmasi gerektigi verilmisse bir sonraki
maddeye gegin. Faz pay1 verilmemisse, SOniim orani, asma
degeri gibi kriterlere dayanarak istenilen faz pay1 degerini (¢)
belirleyin.

3) Denklestiricisiz sistemin Bode diyagramlarini ¢izin. Faz paymi
ve kazang payini bulun. Denklestiricinin faz-ilerletici kisminin
artirmasi gereken faz miktarini (¢y) asagidaki gibi belirleyin.

¢d = ¢r - ¢m + ¢pi + ¢pg (4159)

Burada ¢,, denklestiricisiz sistemin faz pay1; ¢ ise faz
ilerletici kisim gegme frekansini saga kaydirdigi icin faz
egrisinin asag1 dogru olan egimi dolayisiyla azalacak faz
miktarini karsilamak i¢in eklenen faz azalma payr’ dir.
Denklestiricisiz sistem faz egrisinin egimi ge¢gme frekansi
dolaymda az ise ¢i’nin degeri genellikle 5°-12° arasindadir
[4.2]. (Eger gecme frekansi dolayinda faz egrisinin agagi
dogru egimi fazlaysa, ¢i’nin degerinin daha biiyiik olmas1
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6)
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gerekebilir. Ayrintilar i¢in Ornek 4.5”e bakin.) ¢y terimi faz-
geriletici kismin yaratacagi tahmini faz azalmasini karsilamak
icindir. ¢pg’nin degeri de 5°-12° araliginda olup, faz-
gerileticinin sifir1 gegme frekansinin en az bir onluk altinda ise
kiiciik degere daha yakindur.

Denklem (4.121)’den o’ nin degerini ¢mak = ¢y Kabul ederek
asagidaki gibi elde edin.

B 1+sin @

1_sing., (4.160)
Faz-ilerletici denklestiricinin yaratacagi maksimum faz
artisinin biiyiiklilk gegme frekansinda olmasi arzu edilir.
Ancak denklestirici ayn1 zamanda denklem (4.123)’de
belirtildigi kadar bir buyUklik artis1 yapar. Bu yiizden
denklestiricisiz sistemin biiytikliik gegis frekansini sag tarafa
dogru kaydirir. Bu frekans1 (ax ) yeni gegme frekansi olarak
kabul edin. e:’nin degeri denklem (4.123) kullanilarak
asagidaki ifadeden bulunabilir. MATLAB yaziliminiz varsa
@¢’nin bulunmasi ¢ok daha kolaylikla yapilabilir.

G(jw,) =-20log,,Ja dB (4.161)

Denklestiricinin maksimum faz artiriminin yeni ge¢me
frekansinda olmasini saglamak igin Ty ve Tiizaman sabitlerini
denklem (4.122) ve o’ nin tanimi kullanarak asagidaki gibi
bulun.

Tai = a,j/; (4.162)

T =aT (4.163)
TogToi =Ty Ty ifadesinden,

oD, (4.164)
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olarak verilmistir. 1/T1g degerini yeni ge¢cme frekansinin bir
onluk altinda, T2g’yi ise denklem (4.164)’e gore, asagidaki gibi

secin.
T, =2 (4.165)
T,y =Ty (4.166)

8) Denklestiricili sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonunu
asagidaki gibi yeniden diizenleyin.

Tpo Y T +1) T,
Gy (s)= K| 29 | -9 TuStllss)  (a.167)
Tig \TogS+1 [\ Tys+1

Denklestiricili sistemin Bode diyagramlarini ¢izin.

9) Denklestiricili sistemin faz pay1 ve kazang pay1 degerlerini
kontrol edin. Duragan davranig 6zelliklerini inceleyin. Birim
basamak cevabini elde ederek % asma orani, yerlesme zamani,
tepe zamani gibi gegici davranisi tanimlayan parametreleri
bulun. Gerekiyorsa tasarim parametrelerini degistirerek
tasarimu tekrar edin.

Ornek 4.6: Yontem 3

Blok diyagrami Sekil 4.55’deki gibi bir sistem verilmis olsun.
Sistemin acgik ¢evrim transfer fonksiyonunun Bode diyagramlar1 Sekil 4.56
ve Sekil 4.57°de, kapali ¢evrim sistemin birim basamak cevabi ise Sekil
4.58°de goriilmektedir. Bu haliyle sistemin faz pay1 19.9°, kazang pay1 21.7
dB, gecme frekansi 3.08 rad/s, birim basamak giris i¢in ¢ikisin duragan
degeri Css = 0.98, yerlesme zamani 7.1 s, asma degeri % 57.7 ve tepe zamani
1.01 s kadardir. Bu sisteme bir faz-ilerletici-geriletici denklestirici
tasarlanmas1 ve asagidaki performans parametrelerinin saglanmasi
istenmektedir.

Fazpayi: >45° ve  1.0>cs>0.995
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Referans
girisi, R(s) 4 1000 Cikis, C(s)
(s +0.2)(s + (s +100)
Sekil 4.55
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c(t)

Zaman (s)
Sekil 4.58
Yontem 3’e gore sistemin tasarim agsamalar1 asagida 6zetlenmistir.

1. K gibi bir ¢evrim kazancini sisteme dahil edilirse, kapali
cevrim transfer fonksiyonu,

3 1000K’
(s+0.2)(s+1)(s+100) +1000K’

T(s)

olacagindan, birim basamak giris i¢in ¢ikigin duragan degeri
asagidaki gibi bulunur.

1000K’
Cos = ’
20 +1000 K

Bu ifadeden ¢ikisin duragan degerinin 0.995 olmasini saglayan
K” degeri 3.98 olur.

2. Kazanci bu sekilde artirilmig sistemin agik ¢evrim transfer
fonksiyonunun Bode diyagramlari Sekil 4.59 ve 4.60°da,
kapali gevrim sistemin birim basamak cevabi ise Sekil 4.61°de
verilmistir. Denklestiricisiz olan bu sistemin faz pay1 7.32°,
kazang pay1 9.69 dB, gecme frekansi 6.26 rad/s, yerlesme
zamani 9.56 s, yiizde agmasi % 81.5 ve tepe zamani 0.50 s



Biyiiklik, dB

Faz Agisi, Derece
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kadardir. Birim basamak giris i¢in ¢ikisin duragan degeri
beklendigi gibi 0.995°dir. Tasarimin bundan sonraki
asamalarinda, denklestiricinin faz geriletici kisminin diigiik
frekanslarda saglayacagi kazang artis1 sayesinde duragan deger
1.0’a daha da yaklasacaktir.

50 |
\\
-50
-100 \
0.01 0.1 1 10 100 1000
 (rad/s)
Sekil 4.59

-270 \

0.01 0.1 1 10 100 1000
o (rad/s)

Sekil 4.60
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c(t)

1.8
1.6
14

1.2

0.8
0.6
0.4
0.2

Zaman (s)

Sekil 4.61

Denklestiricinin faz-ilerletici kisminin artirmasi gereken faz
miktarini (¢g), denklem (4.159)’da ¢, =45°, ¢, =7.32°,

P =6"ve ¢, =6" alarak asafidaki gibi belirlenir.
¢y =45-7.32+6+6=49.7°
Denklem (4.160)’dan o’nin degeri asagidaki gibi bulunur.
1+sin 49.7°
o=—=
1-sin 49.7°

Denklem (4.161)’den —20log,,+/7.439 =-8.715 dB olarak
bulunur. Denklestiricisiz sistemin Sekil 4.59°da verilen Bode
biiyiikliik diyagramindan bu degere karsilik gelen frekans 10.4
rad/s olup, bu frekans yeni gecme frekansi ax’dir.

7.439

Denklem (4.162) ve denklem (4.163)’den

T2i =

=0.0353 sve T, =aT, =0.262 s

oo
(o

olarak bulunur.
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1
7. Denklem (4.165) ve denklem (4.166)’dan T _10 o s,
[0)

C

T,y =aTy =7.153 s olarak bulunur.

8. Denklestiricili sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
denklem (4.167)’den asagidaki gibi elde edilir.

G, (s)=3.98 7.153 | 0.962s +1) 0.262s+1 G(s)
0.962 )\ 7.153s+1 ) 0.0353s +1

Burada G(S) denklestiricisiz sistemin a¢ik ¢evrim transfer
fonksiyonudur.

9. Faz-ilerletici-geriletici denklestirici uygulanan sistemin agik
cevrim transfer fonksiyonunun Bode diyagramlari Sekil 4.62 ve
Sekil 4.63’de, birim basamak cevabi ise Sekil 4.64’de
verilmistir. Tasarlanan yeni sistemin faz pay1 45.4°, kazang pay1
20.3 dB, birim basamak referans giris i¢in ¢ikisin duragan
degeri Css = 0.999, agmas1 % 31.4, tepe zamani 0.27 s, yerlesme
zamani 0.63 s kadardir.

100

-100
0.01 0.1 1 10 100 1000
o (rad/s)

Sekil 4.62
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-270
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Sekil 4.63
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Zaman (s)

Sekil 4.64
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Asagidaki cizelgede denklestiricisiz ve denklestirici uygulanan
sistemlerin performans parametreleri birlikte verilmistir. Cevrim kazancinin
artirtlmas1 ve denklestiricinin faz geriletici kisminin diigiik frekanslarda
sagladigi kazang artigi sayesinde cikigin duragan degeri 0.999’a ¢ikmus,
sistemin soniimii artarken sistemin cevap hizi 6nemli oranda artmuistir.

Cizelge 4.5
Parametre Denkl_estiricisiz Denk_lestiricili

Sistem Sistem
Faz Pay1 19.9° 45.4°
Kazang Pay1 21.7dB 20.3dB
Gecme frekansi 3.08 rad/s 10.4 rad/s
Duragan deger 0.98 0.999
Asma % 57.7 % 31.4
Tepe zamani 101s 0.27s
Yerlesme zamani 7.1s 0.63s

Yontem 3’iin ilk maddesinde belirtildigi gibi, duragan davranisi
iyilestirmek i¢in g¢evrim kazancimin denklestirici tasarimi Oncesinde
artirllmasi bazi durumlarda atlanabilir ve duragan davranigin iyilestirilmesi
icin faz geriletici kismin diigiik frekanslarda saglayacagi kazang artis1 yeterli
olabilir. Ornegin yukarida incelenen 6rnek igin bdyle bir yol izlenirse
asagidaki sonugclar elde edilir.

1. Baslangigta sistemin agik ¢evrim kazancini degistirmesin. Bu
yuzden K’ =1 alinsin.

2. Denklestiricinin faz-ilerletici kisminin artirmasi gereken faz
miktart, (¢y) denklem (4.159)’da ¢, =45°, ¢,, =19.9°,

P =6, p,, =6 alarak asagidaki gibi belirlenir.

¢y =45-199+6+6=37.1°
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Denklem (4.160)’dan o’ nin degeri asagidaki gibi bulunur.

_1+sin37.1°

a= =4.038
1-sin37.7°

Denklem (4.161)’den —201log,, +/4.038 =—6.06 dB olarak

bulunur. Denklestiricisiz sistemin Bode biiyiikliik
diyagramindan bu degere karsilik gelen frekans 4.42 rad/s
olup, bu frekans yeni ge¢me frekansi ax’dir.

Denklem (4.162), denklem (4.163)’den T, =—==0.113 s

ve T;; =aTl,; =0.455 s olarak bulunur.

10
Denklem (4.165) ve denklem (4.166)’dan Ty =— =2.262's,
o

c
T,q =T, =9.135 s olarak bulunur.

Denklestiricili sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
denklem (4.167)’den asagidaki gibi elde edilir.

6. (5)= 9.135 ) 2.262s +1) 0.455s +1
d 2.262 1 9.1355+1 1 0.113s +1

JG(S)

Burada G(s) denklestiricisiz sistemin agik ¢evrim transfer
fonksiyonudur.

Faz-ilerletici-geriletici denklestirci uygulanan sistemin agik
cevrim transfer fonksiyonunun Bode diyagramlari Sekil 4.65 ve
Sekil 4.66’da, birim basamak cevabi ise Sekil 4.67°de
verilmistir. Tasarlanan yeni sistemin faz pay145.5°, kazang pay1
26.0 dB, ge¢me frekansi 4.44 rad/s, birim basamak referans
giris i¢in ¢ikisin duragan degeri Css = 0.995, asmasi1 % 28.2, tepe
zamani 0.65 s, yerlesme zamani 1.22 s kadardir.
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Asagidaki cizelgede denklestiricisiz ve denklestirici uygulanan
sistemlerin performans parametreleri birlikte verilmistir. Denklestirici
tasarimi dncesinde kazanci artirilan sisteme gore kazang payr daha biiyiik,
asma daha kiiciik, buna karsilik yerlesme zamani daha uzundur. Ancak bu
sonuglara dayanarak bir genelleme yapmanin mimkin olmadigi
unutulmamalidir.

Cizelge 4.6
Parametre Denkl_estiricisiz Denk_lestiricili

Sistem Sistem
Faz Pay1 19.9° 45.5°
Kazang Pay1 21.7dB 26 dB
Gecme frekansi 3.08 rad/s 4.44 rad/s
Duragan deger 0.98 0.995
Asma % 57.7 % 28.2
Tepe zamani 1.01s 0.65s
Yerlesme zamani 71s 1.22s

KAYNAKLAR

[4.1] Franklin, G.F., Powell, J.D., Emami-Naeini, A., Feedback Control of
Dynamic Systems, 4™ Ed., ISBN: 0-13-032393-4, Prentice-Hall, New
Jersey, 2002.

[4.2] http://engineering.nyu.edu/mechatronics/Control_Lab/Criag/
Craig_RPI1 /2001/FreqResponse_Analysis_Design.pdf.
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PROBLEMLER

Not: Problemlerin ¢6ziimlerinde MATLAB’den yararlanin.

4.1

4.2

4.3

Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagidaki gibidir.

40
s(s+4)

G(s)

- Sistemin faz pay1 ve kazang pay1 ne kadardir? Bu degerler uygun
mudur?

- Birim rampa giris i¢in sistemin duragan hatasi ne kadardir?
Duragan dinamik hatay1 0.01’in altina azaltmak i¢in uygun bir
faz-geriletici denklestirici tasarlayin.

Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagidaki gibidir.

20

6O =854 7)

- Sistemin faz pay1 ve kazang pay1 ne kadardir? Bu degerler uygun
mudur?

- Birim basamak giris i¢in sistemin duragan hatasi ne kadardir?

- Faz paymni1 30°’den biiyiik, kazang¢ payin1 6 dB’den biiyiik
yapmak icin bir faz-ilerletici denklestirici tasarlayin.
Denklestiricili sistemin tasarim kriterlerine uygunlugunu kontrol
edin.

Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagidaki gibidir.

B 10
(s+1)(s* + 25 +10)

G(s)

- Sistemin faz pay1 ve kazang pay1 ne kadardir? Bu degerler uygun
mudur?

- Birim basamak giris i¢in sistem ¢ikisinin duragan degeri nedir?
Duragan degerin 0.995-1.0 arasinda olmasini saglamak i¢in faz-
geriletici bir denklestirici tasarlayin. Denklestiricili sistemin
istenen kritere uygunlugunu kontrol edin.
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4.4

4.5

4.6

Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagidaki gibidir.
40
s? -1
- Bu sistemin kararlilig1 hakkinda ne soyleyebilirsiniz?

- Busistem i¢in asagidaki tasarim sartlarini saglayacak bir faz-
ilerletici-geriletici denklestirici tasarlayin.

G(s) =

Faz pay1 > 45°

Bu sekilde tasarlanan sistemin kazang payi nedir? Sistemin birim
basamak cevabinin agsmasi, tepe zamani, yerlesme zamani ve duragan
degeri nedir?

Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagidaki gibidir.
10(s +4)

G(s)= s(s+1)(s+2)(s+6)

Bu sistemin kazang pay1 ve faz pay1 ne kadardir? Birim basamak
cevabinin My, tp, ts ve Css degerleri nedir?

Bu sistem icin asagidaki tasarim sartlarini saglayacak bir faz-
ilerletici denklestirici tasarlayin.

Faz pay1 > 40°
Kazang pay1 > 8 dB

Tasarladiginiz sistemin kazang pay1 ve faz pay1 ne kadardir? Birim

basamak cevabinin My, t,, ts ve Css degerleri nedir?

Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagidaki gibidir.
3 40(s +10)

(s? +6s+25)(s+2)

G(s)
Bu sistemin kazang pay1 ve faz pay1 ne kadardir? Birim basamak
cevabinin My, tp, ts ve Css degerleri nedir?

Bu sistem icin asagidaki tasarim sartlarini saglayacak bir faz-
ilerletici denklestirici tasarlayin.
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Faz pay1 > 45°
Kazang pay1 > 6dB
Birim basamak giris i¢in ¢ikisin duragan degeri = 0.99-1.0

Tasarladiginiz sistemin kazang pay1 ve faz pay1 ne kadardir? Birim
basamak cevabinin My, t;, ts Ve Css degerleri nedir?

Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagidaki gibidir.
60

Gle)= (s® +25+10)(s +5)

Bu sistemin kazang payi1 ve faz pay1 ne kadardir? Birim basamak
cevabinin Mp, tp, ts Ve Css degerleri nedir?

Bu sistem icin asagidaki tasarim sartlarini saglayacak bir faz-
ilerletici-geriletici denklestirici tasarlayin.

Faz pay1 > 30°
Kazang pay1 > 10 dB
Birim basamak giris i¢in ¢ikisin duragan degeri = 0.98-1.0

Tasarladiginiz sistemin kazang pay1 ve faz pay1 ne kadardir? Birim
basamak cevabinin My, t;, ts ve Css degerleri nedir?

Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagida verilmistir.
20

c()= s(s+2)(s + 4)

Bu sistem icin asagidaki tasarim sartlarini saglayacak bir faz-ilerletici
denklestirici tasarlayin.

Faz pay1 > 40°, Kazang pay1 > 10 dB

Tasarladiginiz sistemin kazang pay1 ve faz pay1 ne kadardir? Birim
basamak cevabinin My, tp, ts Ve Css degerleri nedir?
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4.9

4.10

411

Agik ¢evrim transfer fonksiyonu,

~ 40
“s(s+3)(s+4)

olan birim geribeslemeli sistem igin asagidaki tasarim sartlarin
saglayacak bir faz-ilerletici-geriletici denklestirici tasarlayin.

G(s)

Faz pay1 > 30°
Kazang pay1 > 6 dB
Birim rampa giris i¢in duragan dinamik hata < 0.10

Birim geribeslemeli bir sistemin ag¢ik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagidaki gibidir.

100

G(s) = .
(s+1)(s” +10s + 26)

- Sistemin faz pay1 ve kazang pay1 ne kadardir? Bu degerler uygun
mudur?

- Birim basamak giris i¢in sistem ¢ikiginin duragan degeri nedir?
Duragan degerin 0.995-1.0 arasinda olmasini saglamak i¢in faz-
geriletici bir denklestirici tasarlayin. Denklestiricili sistemin
istenen kritere uygunlugunu kontrol edin.

Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagidaki gibidir.
40(s +10)

G(s)=—
(s“ +6s+25)(s+2)

Bu sistemin kazang pay1 ve faz pay1 ne kadardir? Birim basamak
cevabinin My, tp, ts ve Css degerleri nedir?

Bu sistem igin asagidaki tasarim sartlarini saglayacak bir PID
kontrolci tasarlayn.

Faz pay1 > 45°
Kazang pay1 > 6dB
Birim basamak giris i¢in ¢ikigin duragan degeri = 0.99-1.0
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NYQUIST DIYAGRAMIYLA
KONTROL SISTEMI TASARIMI

5.1 Giris

Asagidaki gibi bir transfer fonksiyonu verilmis olsun.

_ N(s) _ N;(s)N,(s)...... N, (s)
D(s) Di(s)Dy(s)...... D, (s)

G(s) (5.1)

Bu sistemin frekans cevabi transfer fonksiyonu s = ja koyarak
asagidaki gibi elde edilir.

_N({oN;(o)...... Ny, (jo)

G(ow) = Di(jw)D,(jw)...... D, (jw)

(5.2)

Verilen bir @ degeri i¢in yukaridaki ifade compleks bir say1 verir.
Bu sayinin biiyiikliigii ve faz acis1, ¢arpanlarinin biiyiikliikleri ve faz agilari
cinsinden asagidaki gibi ifade edilebilir.

INLGa) N2 ). [N ()|
ID1 )| [D2(j@)......|Dp(j )|

G(Gw) =/N,(jo) +/N,(jo) + ...... Y N, (jw)
~/ D, (jo) ~ Dy(jw) — ...... + Dp(jo) (54)

Frekans cevabi analizinde biiyiikliik ve faz agisinin @ ile degisim
bi¢imi incelenir. Eger G(S) sistemin kapali ¢evrim transfer fonksiyonu ise

G(o)| =

(5.3)

ve sisteme o frekansl bir sinus dalgas1 uygulanirsa, duragan sinusoidal



198

cevap genliginin giris genligine orani |G (jw)| kadardir. /G (jw) ise giris ile
duragan sinusoidal cevap arasindaki faz farkidir.

Klasik kontrol sistemi tasariminda kapali ¢evrim transfer
fonksiyonu yerine agik ¢evrim transfer fonksiyonunun frekans cevabindan
yararlanilir. Biiytikliik ve faz farkinin o ile degisimini gdstermek igin
kullanilan grafiklerden birisi Bode diyagramlaridir. Bode diyagramlarinda
blyuklik ve faz agisi olarak iki ayri grafik vardir. Biiyiiklik dB
(2010010|G(jw)|) cinsinden, faz agis1 ise derece cinsinden verilir. Yatay
eksende ise logwow gosterilir. Bu ylizden Bode diyagramlarinin ¢iziminde
yar1 logaritmik grafik kagidi kullanilir. Sistemin kararli olup olmadigi, faz
payr ve kazang payr Bode diyagramlarindan kolayca goriiliir. Bode
diyagramlarinin en 6nemli avantaji acik ¢evrim transfer fonksiyonundaki
carpanlarin etkilerinin agik bir bigimde goriilmesidir. Boylece denklestirici
tasarimui sirasinda agik ¢evrim transfer fonksiyonuna eklenmesi gereken
carpanlar kolaylikla belirlenebilir. Bode diyagramlari kullanarak kontrol
sistemlerinin nasil tasarlandigi daha once Bolim 4’de ayrintili olarak
incelenmistir. Bode diyagrami yonteminde acik ¢evrim transfer
fonksiyonuna uygun carpanlar ekleyerek duragan hatanin azaltilmasi,
kazang ve faz paylarmin uygun degerlere getirilmesi ve yiiksek frekansh
guraltilerin sistem Uzerindeki etkilerinin azaltilmasi esastir. Bu bélimde ise
polar bir grafik olan Nyquist diyagrami ile kontrol sistemlerinin nasil
tasarlanacagi incelenecektir.

5.2 Polar Grafik

Polar grafik frekans cevabi transfer fonksiyonu G(j @)’ nin biytklik
ve faz agisinin wile degisimini gosteren ve kompleks diizlem tzerine gizilen
bir grafiktir. Faz acis1 pozitif reel eksenden itibaren saat yoninun ters
yoénunde pozitif alinir. Cizim sirasinda @’nin degeri 0 ile +oo arasinda
degistirilir, Bode diyagraminin aksine bilyiikliigiin ve @’nin logaritmasi
alinmadan gercek degerleri kullanilir. Bode diyagramlarina gore tstiinliigii,
bliytlikliik ve faz agisinin tek bir grafikle gosterilmesidir. Buna karsilik
transfer fonksiyonundaki ¢arpanlar birbirinden ayirt edilemez ve etkileri
toplu olarak goralir. Polar grafik Gzerinde her noktaya karsilik gelen bir @
degeri vardir. Grafik iizerinde w 1skalasinin gosterilmesi iglemine grafigin
Olceklendirilmesi denir. Orijinden grafik Uzerindeki herhangi bir noktaya
bir vektor c¢izildiginde bu vektdriin sanal eksen yoniindeki bileseni
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Im[G (jw)], reel eksen lizerindeki bileseni ise Re[G (jw)] degerlerini verir.
Vektorln boyu |G (jw)| biiytkliigiine, pozitif reel eksenden yaptigi ag1 ise
G(jw)’nin faz agisina esittir (Sekil 5.1-b).

Sekil 5.1°de bazi transfer fonksiyonlari i¢in ¢izilen polar grafikler
gorulmektedir.

Im Im
-1 05 w=w| Re 1w:0Re
{5
4 -j10
|15 -j1.5
a) G(s) = 1/(s*+s) b) G(s) = 1/(s*+s+1)

Sekil 5.1

5.3 Nyquist Kararhlik Kriteri

Nyquist kararlilik kriterinin arkasinda matematiksel olarak
Cauchy’nin argliman teoremi yatar. Bu teorem kisaca asagidaki gibi
aciklanabilir. Asagidaki gibi S’nin bir fonksiyonu verilmis olsun.

T(s) = —= (5.5)

Bu fonksiyonda N(s) ve D(s) polinomlar olup, bunlarin mertebeleri
sayisinda T(S)’nin sifir ve kutuplar1 vardir. Kompleks diizlemde bunlardan
Z sayida sifirt ve P sayida kutbu igine alan kapali bir yol ¢izilsin. T(S)
fonksiyonunda s = jw yerine koyulur ve bu kapali yol boyunca saat yoniinde
giderken karsilasilan @ degerleri igin elde edilen T(jw)’nin degerleri
kompleks dizleme gizilirse, elde edilen kapali egri orijin noktast etrafini
saat yoninde N = Z - P sayida dolanir. Ancak sifir ve kutuplar etrafina
cizilen kapali yolun {iizerinde T(S)’nin baska bir kutbu ya da sifir
olmamalidir. Bu ifadeden goriildiigii gibi P > Z ise N nin degeri negatif
olacagindan dolanim yonii saat yoniiniin tersine olur.
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Sekil 5.2°deki gibi bir sistem verilmis olsun. Bu sistemin kapali

cevrim transfer fonksiyonu asagidaki gibidir.
G(s)  _N(s)
1+ G(s)H(s) D(s)

T(s) = (5.6)

Fiziksel sistemlerde N(s)’nin mertebesi, D(S)’nin mertebesinden
daha az ya da esittir. Dolayistyla s — oo iken T(S) nin degeri sifir ya da sabit

bir deger alir. Bunun bir sonucu s — oo iken 1+G(s)H(s) nin degeri de sabit
ya da oo olur.

R(s) C(s)

— G(s)

H(s)

Sekil 5.2
Sekil 5.2°deki sistemin Karakteristik polinomu asagidaki gibidir.
Q(s)=1+G(s)H(s) =0 5.7

Bu ifadede G(s) ve H(s) polinom oranlari oldugundan Q(S) de bir
polinom oran1 seklindedir. Dolayisiyla Q(S)’'nin sifirlart  T(S)’nin
kutuplaridir. Q(s)’nin kutuplartyla G(s)H(S)’nin kutuplart aynidir. Simdi
kompleks diizlemin tamamini igine alan Sekil 5.3’deki gibi bir yol gizilsin.
Bu yola Nyquist yolu denir. Bu yol lizerinde Q(S)’nin bir sifir ya da kutbu
olmasim. Yani sanal eksen tzerinde Q(S)’nin bir kutbu ya da sifir1 olmasin.
(Aksi durum ileride ayrica incelenecektir.) Bu yol etrafinda saat yoninde
giderken Q(jw) degerinin kompleks duzlemde ¢izdigi egri incelensin.
Nyquist yolunun sonsuz yarigapli kisminda S = oo oldugundan ve yol
tizerinde kutup olmadigindan 1+G(S)H(s)’nin degeri sabittir. Bu yiizden
Q(jw)’nin kompleks diizlemdeki egrisi ¢izilirken $’nin degerlerini sadece
—joo ile +joo arasinda degistirmek yeterlidir. Bu egri orijin etrafin1 Saat
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yoniinde N sayida dolaniyorsa ve Q(S)’nin kompleks diizlemin saginda P
sayida (yani G(S)H(S)’nin kompleks diizlemin sag tarafinda P sayida) kutbu
varsa, Q(s)’nin kompleks diizlemin sagindaki Z sayidaki sifirt igin asagidaki
ifade yazilabilir.

Z=N+P (5.8)

Bir sistemin kararli olmasi igin kompleks diizlemin sag tarafinda
T(s)’nin kutbunun olmamasi gereklidir. T(s)’nin kutuplari, ayn1 zamanda
Q(s)’nin sifirlar1 oldugundan kararli bir sistemde Z = 0 olur. O halde,
sistemin kararli olmasi icin N = —P olmalidir. Yani kompleks diizlemdeki
Q(jw) egrisi orijini saat yonunin tersi yonde P sayida dolanmalidir. Eger
P = 0 ise dolanim sayisi sifir olmalidir. Diger yandan, Q(s) nin kutuplariyla
G(s)H(s)’nin kutuplar1 aynidir. Bu bilgilere dayanarak asagidaki kararlilik
kriteri yazilabilir.

Bir kontrol sisteminin karakteristik polinomunu veren Q(s)
ifadesinin Nyquist yolu boyuncaki Q(jw degerlerinin kompleks diizlemde
¢izdigi egrinin orijin etrafindaki saat yoniinin tersi yondeki dolanim sayisi
N ve G(s)H(s) nin kompleks diizlemin sag tarafindaki kutup sayisi P
birbirine esitse sistem kararlidr.

Re

Sekil 5.3
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Q(s)’nin degeri herhangi bir S = jw ve bunun eslenigi s = -jw igin
hesaplandiginda, elde edilecek kompleks sayilar da birbirinin eslenigidir.
Bu yiizden sadece 0 ile +joo arasindaki S degerleri igin bir egri ¢izilmesi ve
bunun gercek eksene gore simetriginin ilk cizilen egriye eklenmesi Nyquist
diyagramini verir. Sekil 5.1°de iki transfer fonksiyonunun polar grafigi
verilmigti. Sekil 5.4’de ise simetri 6zelligi kullanilarak bu sekillerden
tiretilen Nyquist diyagramlar1 goriilmektedir.

Orijin trafindaki dolanim sayisimi belirlerken hata yapmamak igin
orijinden Nyquist diyagrami iizerindeki bir noktaya bir vektor gizmek, bu
vektoriin ucu egri boyunca Q(—joo) noktasindan Q(+joo) noktasina gelinceye
kadar vektoriin ka¢ defa 360 derece dondiigiinii saymak kolaylik saglar.
Dolanim sayisini belirlemenin bir diger yolu, orijinden Nyquist diyagramini
kesen bir dogru ¢izmek, dogru ile diyagramin kesistigi noktalarda saat
yoénunin tersi yonde donen kol sayisiyla, saat yoniinde donen kol sayisinin
farkin1 almaktir.

Yukarida yapilan analizde, Nyquist diyagrama,

Q(s) =1+ G(s)H(s) (5.9)

icin, yani karakteristik polinom i¢in ¢izilmisti. Q(s) — 1= G(S)H(s) olduguna

j151 Im s
rf\a)= -0
j10-
57 0.5-
Re
@ = %00
4 -j5
1 -j10
Va)= +0 i _|15 '115_
a) Q(s) = 1/(s*+s) b) Q(s) = 1/(s*+s+1)

Sekil 5.4
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gore, Q(S)’nin Nyquist diyagrami gergek eksen boyunca sola dogru —1
kadar kaydirilirsa, G(s)H(s) nin Nyquist diyagrami elde edilir. Ornek olarak
Sekil 5.5°de,

s?2+s+2
Q(s) = P a——— (5.10)
ve
Q(s)—1=G(s)H(s) = (5.11)

s2+s+1

icin cizilen Nyquist diyagramlar: birlikte verilmistir.

15

Sanal Eksen

1 i
15 1 1 1 1
1 -0.5 0 05 1 15 2 25

Gergek Eksen
Sekil 5.5

Gorildiagi gibi G(S)H(S)’nin egrisi, Q(S)’yi sola dogru —1 kadar kaydirarak
elde edilmektedir. Incelenen bir sistemin blok diyagramindan G(s)H(s) nin
bulunmas1 daha kolaydir. Bu yiizden Nyquist kararlilik analizinde ve
kontrol sistemi tasariminda Q(s) yerine G(s)H(s)’nin Nyquist diyagrami
kullanilir ve (- 1, 0) noktasi etrafindaki dolanim sayisi belirlenir. Bu
durumda kararlilik sart1 asagidaki gibi ifade edilir.
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Bir kontrol sisteminin agik cevrim transfer fonksiyonu G(s)H(s) 'nin
Nyquist yolu boyuncaki G(jw)H(j @) degerlerinin kompleks diizlemde ¢izdigi
egrinin (— 1, 0) noktasi etrafinda saat yoniiniin tersi yondeki dolanim sayisi
N ve G(s)H(s) nin kompleks diizlemin sag tarafindaki kutup sayist P
birbirine esitse sistem kararlidr.

Ornek 5.1

Birim geribeslemeli bir sistemin acik ¢evrim transfer fonksiyonu,

K
(s+1?*(s+2)

G(s)H(s) =

gibi olsun. Bu sistemin kararliligi ig¢in denklem (5.8)’de P = 0, Z = 0
oldugundan, N = 0 olur. K kazancinin 10 ve 40 degerleri i¢in Nyquist
diyagramlar gizilirse asagidaki grafikler elde edilir. Sekil (a)’daki sistemde
Nyquist diyagrami —1 noktasi etrafinda dolanmadigi igin, bu sistem
kararlidir. Sekil (b)’deki sistemde ise Nyquist diyagrami —1 noktasi etrafini
saat yonunde iki kez dolanmaktadir. Dolayisiyla bu sistem kararsizdir.
Ayrica, Z = N + P =2 + 0 = 2 oldugundan kapali ¢evrim transfer
fonksiyonunun pozitif gercek degerli iki kutbu vardir.

[

o
T

Sanal Eksen
Sanal Eksen

&

N
o

A L N b o e»
L —

KN
w

. ) ! 1 1 n !
-2 -1 0 1 2 3 4 5 -5 0 5 10 15 20
Gergek Eksen Gergek Eksen

a)K =10 b) K =40
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Ornek 5.2

Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagidaki gibi verilmis olsun.

)

Bu sistemde agik ¢evrim transfer fonksiyonunun kutuplarindan bir
tanesi kompleks diizlemin sag tarafindadir. Denklem (5.8)’de P=1,Z2=0
alinirsa, N = — P = — 1 olur. Kararlilik i¢in Nyquist diyagrami — 1 noktasinin
etrafini saat yoniiniin ters yoniinde bir defa dolanmalidir.

Asagidaki sekilde K 1 ve K = 10 degerleri icin Nyquist
diyagramlar1 gorilmektedir. K = 1 igin diyagram — 1 noktasinin etrafini
dolanmadigindan sistem kararsizdir. Bu durumda Z=N+P=0+1=1
oldugundan kapali ¢evrim transfer fonksiyonunun pozitif gergek degerli bir
kutbu vardir. K =10 i¢in ise diyagram — 1 noktasinin etrafini saat yoniiniin
ters yonunde bir defa dolandigindan sistem kararhdir.

0.15 15
01} 1 b
§0.05 5 0.5 [y
4
Z o0 ﬁ 0
5 z
@ 0.05 a -05 [
0.1 1 F
-0.15 s " s ! 15 s s s
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 -5 -4 -3 -2 -1 0
Gergek Eksen Gergek Eksen
aK=1 b)K=10
Ornek 5.3

Bir sistemin agik ¢cevrim transfer fonksiyonu asagidaki gibi verilmis
olsun. Bu sistemde kompleks diizlemin sag tarafinda agik ¢evrim transfer
fonksiyonu kutbu yoktur. Z = 0 ve P = 0 i¢in denklem (5.8)’den N = 0 elde
edildiginden, sistemin kararli olmasi i¢in Nyquist diyagrami — 1 noktasinin
etrafin1 dolanmamalidir.
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20(s+1)

N )

Asagidaki sekilde bu sistemin Nyquist diyagrami goriilmektedir.
Diyagram — 1 noktasinin etrafin1 dolanmadigindan sistem kararlidir.

2
15 |-
1L
£05 |
2
20
©
c
3-05
1+
15F
2 | | |
-2 1 0 1 2 3 4
Gergek Eksen
Ornek 5.4

Bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu asagidaki gibi verilmis
olsun. Bu sistemde kompleks diizlemin sag tarafinda acik ¢evrim transfer
fonksiyonu kutbu yoktur. Bu durumda denklem (5.8)’de P =0, Z =10
oldugunda, N = 0 olur. O halde sistemin kararlilig1 i¢cin Nyquist diyagrami
— 1 noktasin1 dolanmamalidir.

G(sIH(5) = o D)
S = 5+ 2) (s +5)

Asagidaki sekilde K = 5 ve K = 15 degerleri i¢in Nyquist
diyagramlar1 goriilmektedir. K = 5 icin diyagram — 1 noktasin
dolanmamaktadir ve sistem kararhidir. K = 15 igin ise diyagram — 1
noktasini saat yoniinde bir defa dolandigindan sistem Kararsizdir. Bu
durumda N = 1, P = 0 ve Z = 1 oldugundan, kapali ¢evrim transfer
fonksiyonunun pozitif gercek degerli bir kutbu vardir.
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0.8 2
06 |- 15f
0.4 [ 1
c
§o2 g 05|
= o (=
e g
3-02 |- 8051
04 |- Al
06 |- 15 \\
0.8 L L 2 L
-15 -1 0.5 0 0.5 1 -2 -1 0 1 2 3
Gergek Eksen Gergek Eksen
a) K=5 b)K=15
Ornek 5.5

Bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu asagidaki gibidir.

K
(s+1D(s+2)(s+3)

G(s)H(s) =

Bu sistemde kompleks diizlemin sag tarafinda agik ¢evrim transfer
fonksiyonu kutbu yoktur. Dolayisiyla sistemin kararli olmasi igin Nyquist
diyagrami — 1 noktasinin etrafin1 dolanmamalidir.

Asagidaki sekilde K = 40 ve K = 80 degerleri i¢in Nyquist
diyagramlar1 goriilmektedir. K = 40 igin diyagram — 1 noktasini
dolanmadigindan sistem kararlidir. K = 80 i¢in ise diyagram — 1 noktasini
saat yonunde iki defa dolanmaktadir ve sistem Kkararsizdir. Bu durumda
denklem (5.8)’de Z = 0 + 2 = 2 oldugundan, kapali ¢evrim transfer
fonksiyonunun pozitif gercek degerli iki kutbu vardir.

6 10
8
4
6
c2F 54 B
Q [
© 821
X
w w
w0 =°
©
< c
© o2 |-
[7] ol n
4
AN 6 |
8|
-6 1 1 1 -10 1 Il 1 1 1
-2 0 2 4 6 8 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14
2 Gergek Eksen Gergek Eksen

a)K = 40 b) K = 80



208

5.4 Sanal Eksen Uzerinde Ac¢ik Cevrim Kutbu veya Sifir1 Olma Hali

Sekil 5.3’de verilen Nyquist yolu tizerinde agik ¢evrim transfer
forksiyonunun kutup veya sifirt olmamasi gerektigi belirtilmisti. Eger sanal
eksen iizerinde kutup ya da sifir varsa Nyquist yolu bunun {iizerinden
gecirilmez. Bu noktalarin etrafinda Sekil 5.6’daki gibi ¢ yarigapli (& << 0)
bir yarim ¢ember ¢izilerek hesaplar buna gore yapilir.

Re

Re

Sekil 5.6

Acik ¢evrim transfer fonksiyonunun orijininde K sayida kutbu olan
bir sistem i¢in pay ve paydasmin garpanlari cinsinden asagidaki ifade
yazilsin. (Bu varsayim yontemi agiklamak i¢in yapilmis olup, sanal eksen
Uzerinde orijinde olmayan kutuplar varsa hala benzer bir yaklasim
kullanilabilir.) Sistemin diger kutup ve sifirlart kompleks diizlemin solunda
olsun.

K(s+z)(s+2y)...(s+ zp,)
sk(s +p1)(s +p2)...(s +pn)

G(s)H(s) = (5.12)

Sekil 5.6’da orijin etrafindaki yarim ¢emberde nerede olunursa
olsun & — 0 iken G(s)H(s) nin biiyiikliigii daima oo olur. G(S)H(S) nin agis1
i¢in ise asagidaki ifade yazilabilir.

JG(H(S) =/K + B, [z — lim [sk = ST, fp;  (5.13)
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Yukaridaki ifadede K pozitif oldugundan agisi sifirdir. z;i ve pj
arasinda kompleks degere sahip olanlarin acilari ise birbirini goturir ve
toplamlari sifir olur. Reel olanlar pozitif ger¢ek degerlere sahip oldugundan
acilar sifirdir. Bu yiizden yukaridaki ifade asagidaki hali alir.

[G(s)H(s) = — lim /s* (5.14)
s—0
Orijin etrafindaki ¢ yarigapli gember etrafinda giderken kompleks

degisken s eksponansiyel formda ifade edilirse,

s=rel? (r—0) (5.15)

[G(s)H(s) = —ko (5.16)

yazilabilir. Orijin etrafindaki ¢ yaricapl cember etrafindaki giderken ¢’nin
degeri — 90° ile baslar ve artarak + 90° degerinde son bulur. Bu sirada
G(s)H(s)’nin ac1s1 asagidaki gibi degisir.

@p=-90°i¢in: /G(s)H(s) = k90°
@=0° icin: G(s)H(s) = 0° (5.17)
@=+90°i¢in: /G(s)H(s) = — k90°

Nyquist diyagraminin bu boliimii sonsuz yarigapli bir ¢ember
uzerindedir.

Ornek 5.6

Bu ornekte orijinde bir kutbu olan bir agik ¢evrim transfer
fonksiyonunun Nyquist diyagrami incelenecektir. Asagidaki gibi bir
sistem verilmis olsun.

G(S)H(S) = m

Bu sistemin Nyquist diyagrami asagidaki sekilde verilmistir.
Diyagramda noktali olarak verilen kisim orijindeki kutup etrafina ¢izilen &
yarigapli daireye karsilik gelmektedir. Bu kisitm ¢ = — 90° iken sonsuz
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uzaklikta @ = — 0 denen yerden baslamakta, orijini saat yoniinde sonsuz
uzaklikta dolanmakta ve @ =+90° iken @ =+ 0 denen yerde sona ermektedir.

15
w=-0|TTT===~ TT=<
~
N
10 N
N
_ \
s | R=x \
c \
2 1
w o 1
© W=t 1
S 1
o] ]
5 /
/
¥
7
10 + .,
/’,
-15 w=+0---_|-_--—_’| 1 1
-1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1.5 2
Gergek Eksen
Ornek 5.7

Asagidaki gibi bir sistem verilmis olsun. Bu sistemin orijinde iki
acik ¢evrim kutbu vardir.

G(S)H(s) = —5———=
($IH(s) s2(s+ 1)

Bu sistemin Nyquist diyagrami asagidaki sekilde verilmistir.
Diyagram @ = — oo iken orijinde baslamaktadir. Orijindeki kutup etrafina
cizilen ¢ yaricapli daireye karsilik gelen kisim diyagramda noktali olarak
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gOsterilmistir. Bu kisim @ = — 0 iken — 180° ag1yla sonsuzda baslamakta, &
yarigapli daire etrafinda doniiliip @ = + 0 gidilirken egri sonsuz yarigapl
cember etrafinda dolanip + 180° agiya gelmektedir. @ = + 0’dan + o’a
artarken diyagram orijinde sona ermektedir.

5.5 Nyquist Diyagraminin Elle Cizimi

Nyquist diyagramini elle ¢izmek olduk¢a emek ister. Bu yiizden
imkan varsa MATLAB gibi bir yazilimdan yararlanmak zaman ve emek
kazanci1 saglar. Diyagram elle g¢iziliyorsa asagidaki hususlarin dikkate
alinmasi yardimet olur.

1) @'nin degerlerini 0 ile yeterince yiiksek degerler arasinda
degistirerek G(jw)H(jw)’nin biiyiiklik ve faz agilarim
hesaplayin. Boylece elde edilen faz agisi ve biyiiklik
degerlerini kompleks diizlemde isaretleyin.

2) ®=0ve o= degerlerii¢in G(jw)H (j ) nin buylkluk ve faz
acilarini hesaplayin. Kompleks diizlemde isaretleyin.

3) Diyagramin gergek eksenle kesisme noktasi varsa, bunu
belirlemek icin G (j w)H (j w) kompleks ifadesinin sanal kismini
sifira esitleyerek gegme noktasindaki frekans degerini ¢oziin.
Bulunan frekansi G(jw)H(jw) nin gergek kisminda yerine
koyarak gercek ekseni gegme noktasini bulun.

4) Diyagramin sanal eksenle kesisme noktasi varsa, bunu
belirlemek icin G(jw)H(jw) kompleks ifadesinin gercek
kismini sifira esitleyerek gecme noktasindaki frekans degerini
¢Oziin. Bulunan frekanst G(jw)H(j®)’nin sanal kisminda
yerine koyarak sanal ekseni gegme noktasini bulun.

5) Denklem (5.12) ile verilen ifadedeki k terimi sistemin tip numa-
rasidir. Sistemin tipine gore asagidaki hususlari dikkate alin

- Sistem tip-0 ise @ = 0 iken egri gercek eksen iizerinde
baglar. Acik c¢evrim transfer fonksiyonunun pay ve
paydasinin mertebeleri esitse @ = oo iken gergek eksen
iizerinde sona erer. Eger paydanin mertebesi payn
mertebesinden biyikse orijinde sona erer.

- Sistem tipi 1 ise, @ = 0 iken egri negatif sanal eksene
parallel bir eksene asemptotik olarak sonsuzda baslar ve
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Sanal Eksen

Sanal Eksen

0.2

o = o iken eksenlerden birine teget olarak orijinde biter.

- Sistem tipi 2 ise, = 0 iken egri asemptotik olarak negatif
gercek eksen Uzerinde sonsuzda baglar ve @ = o iken
eksenlerden birine teget olarak orijinde biter.

- Sistemtipi k ise, =0 iken egri asemptotik olarak orijinden
gecen, k90° agili dogru tizerinde sonsuzda baglar ve @ = o
iken eksenlerden birine teget olarak orijinde biter.

6) Yukaridaki bigimde elde edilen egrinin gercek cksene gore
simetrigini diyagrama ekleyerek Nyquist diyagramini elde
edin. Tip 1 ve Ustu sistemlerde @ = 0" ve @ = 0~ uglar saat
yonlinde sonsuz yarigapl bir daireyle birlestirilir.

Asagidaki sekilde bazi sistemlere ait Nyquist diyagramlar
yukaridaki 6zellikleri incelemek amaciyla 6rnek olarak verilmistir.
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Tip-2 Sistem: G(s) = 1/[s?(s+2)]
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Sekil 5.7(b)
Ornek 5.8

Bir sistemin acik ¢cevrim transfer fonksiyonu asagidaki gibi verilmis
olsun.

G(S)H(S) = m

Busistemicin G (j w) H (j w) kompleks ifadesi asagidaki gibidir.

. . _ _27(02 ] —-162w
GJwH(jw) = (e + 36) +J @ (a? + 36)

Bu ifadeyi kullanarak 0 ile oo arasindaki baz1 @ degerleri igin
hesaplanan Re[G(jw)H(jw)], Im[G(jw)H(jw)], |G(w)H(jw)| ve faz
acist degerleri asagidaki ¢izelgede verilmistir.

Diyagramin gercek eksenle kesisme noktasi varsa, bunu belirlemek
icin G (jw)H (j w) kompleks ifadesinin sanal kismu sifira esitlenirse,

-162
o(a? +36)
olur. Buradan gegme noktasindaki frekans degeri oo olarak bulunur. Bu

frekans G (jw)H (j®) nin gergek kisminda yerine koyulursa gergek ekseni
gecme noktas: O olarak elde edilir.
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(ays) | RelGUDHGO)]| MGGDH G| 16GDHGD| o 5 o)
0 -0.75 —® 0 —-90.00
0.1 —0.7498 —44.987 44.99 —-90.95
0.2 —0.7492 —22.475 22.49 -91.91
0.4 —0.747 -11.20 11.23 —-93.81
0.6 —-0.743 —7.43 7.46 -95.71
0.8 —-0.737 —5.53 5.58 —-97.59
—-0.730 —4.38 4.44 —-99.46

—-0.675 —-2.03 2.13 —108.44

—0.443 -0.53 0.69 —129.81

10 —-0.199 -0.12 0.23 —149.04

100 —0.0027 —0.0002 0.003 —176.56
o0 0 0 0 — 180

Diyagramin sanal eksenle kesisme noktasi varsa, bunu belirlemek

icin G (jw)H (j w) kompleks ifadesinin gergek kismi sifira esitlenirse,

=27

S ——}
@? + 36

olur. Buradan gegme noktasindaki frekans degeri oo olarak bulunur. Bu
frekans G(jw)H(jw) nin sanal kisminda yerine koyulursa sanal ekseni
gecme noktasi 0 olarak elde edilir.

Asemptotun gercek ekseni kesme noktasimi bulmak ig¢in
G (jw)H (j w) kompleks ifadesinin gercek kisminda @ = 0 yerine koyulursa,
kesme noktas1 -0.75 olarak bulunur.

Yukaridaki veriler bir grafik kagidina isaretlenerek polar grafik
cizilir. Daha sonra bu grafigin gergek eksene gore simetrigi polar grafikle
birlikte cizilerek Nyquist diyagramu elde edilir.

Asagidaki sekilde incelenen problem i¢in bu yolla ¢izilen Nyquist
diyagrami verilmistir.
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Ornek 5.9

Bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu asagidaki gibidir.

GOHE) = Z75713

Busistemicin G (j w) H (j @) kompleks ifadesi asagidaki gibidir.

COiaH (i) = 8 — 40/ , —4w
GoH(o) =t 32 74

Bu ifadeyi kullanarak 0 ile oo arasindaki baz1 @ degerleri igin
hesaplanan Re[G(jw)H(jw)], Im[G(jow)H(jw)], |G(w)H(jw)| ve faz
acist degerleri asagidaki cizelgede verilmistir.

Diyagramin gercek eksenle kesisme noktasi varsa, bunu belirlemek
icin G (jw)H (j w) kompleks ifadesinin sanal kisnu sifira esitlenirse,

—4w

- -0
o* — 30+ 4
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Faz
(rai‘,’,s) Re[G¢(jo)H(jo)]| Im[G(@)H(o)]| |G(w)H(jo)| A(¢1)s1
0 2 0 2 0
0.1 2.005 -0.10 2.008 -29
0.2 2.0120 -0.21 2.03 -538
0.3 2.044 -0.32 2.07 -8.9
0.6 2.151 -0.79 2.29 -20.1
0.8 2.185 -1.29 2.54 -305
1 2 -2 2.83 —45
11 1.72 -2.40 2.95 —-543
12 1.28 —-2.74 3.02 -65.0
13 0.69 -291 2.99 - 76.6
14 0.082 -2.85 2.86 - 884
15 -0.43 -2.59 2.63 -99.5
17 -0.97 -1.85 2.08 -117.6
2 -1 -1 141 - 135
3 -0.48 -0.21 0.53 - 156.8
4 -0.26 - 0.075 0.27 -164.1
10 - 0.04 —0.004 0.041 - 1742
© 0 0 0 - 180

olur. Buradan ge¢me noktasindaki frekans degeri O ve oo olarak bulunur. Bu
frekanslar G(jw)H(jw)’nin gergek kisminda yerine koyulursa gergek
ekseni gegcme noktalari 2 ve 0 olarak elde edilir.

Diyagramin sanal eksenle kesisme noktas1 varsa, bunu belirlemek
icin G (jw)H (j w) kompleks ifadesinin gergek kismi sifira esitlenirse,

o’

8 — 40’ — 0o
—30?+4

olur. Buradan gegme noktasindaki frekans degerleri v2 ve oo olarak
bulunur. Bu frekanslar G (jw)H (jw)’nin sanal kisminda yerine koyulursa

sanal ekseni gegme noktalar1 —2+/2 ve 0 olarak bulunur.
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Yukarida hesaplanan ¢izelgede biiyiikliigli sonsuz yapan frekans
olmadigindan, bu sistemin Nyquist diyagraminda asemptot yoktur.

Yukaridaki veriler bir grafik kagidina isaretlenerek polar grafik
cizilir. Daha sonra bu grafigin gergek eksene gore simetrigi polar grafikle
birlikte cizilerek Nyquist diyagrami elde edilir.

Bu sistem icin ¢izilen Nyquist diyagrami agagida verilmistir.

15
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Sanal Eksen
o

-15
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

Gergek Eksen

5.6 Kazang Payi, Faz Pay1 ve Nyquist Diyagrami

Ileri besleme hattindaki kazanci G(S), geri besleme hattindaki
kazanci1 H(s) olan bir sistemin karakteristik denklemi, asagidaki gibidir.

1+ G(s)H(s) =0 (5.18)

Bu denklemi saglayan herhangi bir gercek ya da kompleks s degeri
kapali ¢evrim sistemin kutbudur. Eger sistem marjinal kararliysa sanal
eksen tlizerinde bir kutbu olacagindan béyle bir kutup s = jw gibi ifade
edilebileceginden, marjinal kararli bir sistemin karakteristik denklemi
asagidaki gibi ifade edilebilir.
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Gow)H(w) = -1 (5.19)
ya da,

1G(o)H(jo)| = 1 (5.20)

/G(jw)H (jow) = +180° (5.21)

olur. O halde, marjinal kararli bir sistemin Nyquist diyagarami gercek eksen
Uzerinde —1 noktasindan geger. Kararl bir sistemin Nyquist diyagrami Sekil
5.8’deki gibi olsun. Eger bu sistemin faz agist ¢ agisi kadar artirilirsa
Nyquist egrisi ger¢ek eksen iizerindeki —1 noktasindan gececegi i¢in
marjinal kararlilik durumu olusur. ¢ agisinin biiyiikliigii, sistemin kararlilik
sinirindan ne kadar uzak oldugunun bir 6lgiitii oldugundan, faz pay: adim
alir. Burada tanimlanan faz pay1 daha 6nce Boliim 4.8’de tanimlanan faz
payiyla aynidir.

Eger Sekil 5.8°de Nyquist diyagraminin negatif gercek ekseni
kestigi nokta faz agisin1 degistirmeden sola dogru — 1 noktasinin iizerine
kadar kaydirilirsa, yine marjinal kararlilik sartlar1 olusur. Bu durumda
negatif eksen iizerindeki vektoriin biiylikliigii a kadarken, 1’e esit hale gelir.
Yani vektorin boyu 1 — a kadar uzar. 1 — a’nin biiyiikliigii de sistemin
kararlilik sinirindan ne kadar uzak oldugunun bir 6lgiitiidiir. Bu uzakliga
kazan¢ payr denir. Kazang pay1 asagidaki gibi dB (desibel) cinsinden
tanimlanir.

Kazang Pay1 (dB) = 201log;,(1 — a) = 20log,o(—a)

1

Sekildeki egri gercek ekseni — 1 noktasinin sol tarafinda keserse
sistem kararsizdir. Bu durumda kazang pay1 ve faz pay1 degerleri negatifdir.
A noktasindaki frekans degeri Sekil 4.17(b)’deki biiyiikliik egrisinin 0 dB
degerini gectigi frekansla aymidir. B noktasindaki frekans degeri ise Sekil
4.17(b)’deki faz egrisinin — 180° degerini gegtigi frekansla aymidir. Bu
frekanslar sirasiyla biiyiikliik gegme frekansi ve faz gegme frekansi olarak
adlandirilir.
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Sekil 5.8

5.7 Nyquist Diyagramimin MATLAB Kullanarak Cizilmesi

Nyquist diyagramlarinin hesaplanarak elle ¢izmesi oldukga emek
yogun bir ¢alisma gerektirdiginden, MATLAB yaziliminin kullanilmasi
bliyiik kolaylik saglar. Bunun igin nyquist komutu kullanilir. Program
kendi belirledigi ya da istenen @ sinirlar1 arasinda araliklarla faz ve
biiyiikliik degerlerini hesaplayarak ilerlediginden, sanal eksen tizerinde
olabilecek acik ¢evrim kutup ya da sifirlar i¢in 6zel bir 6nlem alinmasina
gerek yoktur.

Asagida bu amagcla yazilmig bir m-dosyasi 6rnek olarak verilmistir.
Burada sys bir sistemin agik transfer fonksiyonudur. Sistem transfer
fonksiyonu tf komutuyla olusturulmaktadir. w ile hesap yapilmasi istenen
frekans sinirlar1 ve istenirse adimlari belirlenmekte nyquist komutuyla da
sistemin Nyquist diyagrami ¢izilmektedir.

% Nyquist diagram plotter

%

clc

clear

close all

% Define the transfer function
k=1;

sys=tf([k],[1 1 @ @])

% Define the frequency range
w={0,100}
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% w=0.001:0.01:1

% Draw the Nyquist diagram

nyquist(sys,w)

% kazan¢ payi, faz payi,

% kazan¢ gec¢me frekansi, faz ge¢me frekansi
[gm,pm,wcg,wcp]=margin(sys2)

5.8 Kapah Cevrim Transfer Fonksiyonunun Frekans Cevabi

Simdiye kadar yapilan incelemelerde Sekil 5.2°deki sistemin agik
cevrim transfer fonksiyonu olan G(s)H(s)’nin frekans cevabi incelenmistir.
Birim geribeslemeli sistemlerde kapali cevrim frekans cevabi ile agik
¢evrim frekans cevabi arasinda iligki kurulabilir. H(S) = 1 oldugunda, acik
cevrim transfer fonksiyonu G(s), kapali ¢cevrim transfer fonksiyonu ise,

T = G(s) 5.23
(S)_TG(S) (5.23)

olur. O halde T(jw)’'min biiyiiklik ve faz agisi i¢in asagidaki ifadeler
yazilabilir.

o 6o
ITGo)| = T+GGa)] (5.24)
/T(jw) =/G(jow) —/1+ G(jw) (5.25)

1) Biiyiikliik iliskisi
G(j w) kompleks bir say1 olduguna gore, gercek ve sanal kisimlari,
GJw)=a+jb (5.26)

seklinde ifade edilebilir. Bu esitlik denklem (5.24)’de yerine koyulursa,

1
la+jb| (a? + b?)2

M) = ITGe)| = o =

- (5.27)
(14 2a+a?+b?)2
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ya da kisaca M(®) = M olarak gosterilirse,

M?(1+ 2a + a? + b?) = a? + b? (5.28)
ya da,
M? = a?(1 — M?) + b?(1 — M?) — 2aM? (5.29)

olur. Denklemin iki tarafi (1 — M?) ile bdliiniir ve iki tarafina
[M?/(1 — M?)]? eklenirse asagidaki ifade bulunur.

1—M2+ 1-—M?

M? M?
1-—M? M?

2 W2 v? TP
]=a2+b2—2a +[1_ ] (5.30)

ya da,

MZ 2 5 M 2
(1—1_M2 +b :(1—MZ) (5.31)

Bu denklem M = 1 oldugunda a = —0.5’den gegen ve sanal eksene
parallel bir dogru tanimlar. Denklem (5.31), M # 1 oldugunda ise agik
cevrim transfer fonksiyonu frekans cevabi G(jw) nin ¢izildigi diizlemde bir
daire tanimlar. Degisik M degerleri i¢in ¢izilen bu dairelere M-daireleri
denir. Dairelerin merkezleri,

MZ
a= m, b=0 (532)

noktasinda, yarigaplari ise asagidaki gibidir.

Sekil 5.9’da degisik M degerleri ic¢in ¢izilmis M-daireleri
gorulmektedir. Seklin sol tarafindaki daireler M > 1, sag tarafindaki daireler
ise M < 1 icindir.
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Sekil 5.9

Sekil 5.10’da ti¢ farkli kazang degeri igin ¢izilmis Nyquist
diyagramlar1 ve M-daireleri birlikte gorulmektedir. Bu egrilerin teget
olduklar1 dairelerin M degerleri, kapali c¢evrim transfer fonksiyonu
biytikligii |T(jw)| kadardir. Teget noktasindaki frekans degeri ise bu
biiyiikliiglin meydana geldigi frekansdir. Kazang degeri Ki’den Ks’e dogru
artirildik¢a, egri daha biiyliik M degerine sahip bir daireye teget olmaya
baglar. Kazang artirilmaya devam edilirse egrinin gercek ekseni gegcme
noktas1 — 1’e dogru yaklasir ve daha biiylik M degerleri elde edilir. Egri — 1
noktasina geldiginde sistem marjinal kararlidir. Kazang daha da artirilirsa
sistem kararsiz olur.

Nyquist diyagrami boyunca hareket edildiginde, diyagramin kestigi
M-dairelerinden okunan biiyiikliikler ve kesim noktalarindaki frekans
degerleri kullanilarak kapali cevrim sistemin biiyiiklik frekans cevabi
cizilebilir.
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Sekil 5.10

i)  Fagz iligkisi

Birim geribeslemeli bir sistem i¢in kapali ¢evrim faz ifadesi
denklem (5.21) ile verilmisti. Bu ifadede denklem (5.26) ile verilen G(jw)
yerine koyulursa asagidaki denklem elde edilir.

atjb (a+jb)(1+a—jb)
14+a+jb / (1+a+jb)(1+a—jb)

T(w) =

a+ a? + b? iy b
1+ 2a + a? + b? ]1+2a+a2+b2

_ b
=t (———73) (5:34)
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Bu denklemin iki tarafinin tanjanti alimir ve N =tan « olarak
tanimlanirsa,

b b
N = tan|t ‘1( )]z :
an[an a+ a? + b? a+ a?+ b? (5-35)
ya da,
b
a2+b2+a—ﬁ=0 (5.36)

olur. Bu denklemin iki tarafina,

1 N 1
4  4N2
eklenir ve terimler diizenlenirse,
+12+<b 1)2—1(1+1) 5.37
(@+3) AN (5:37)

elde edilir. Bu denklemde verilen bir faz agis1 ’ya karsilik gelen N = tan(a.)
degeri yerine koyulursa, bir daire denklemi elde edilir. O halde G(jw)’nin
cizildigi kompleks diizlemde sabit faz acisina karsilik gelen yer egrileri
daire seklindedir. Bu dairelere N-daireleri denir. Dairelerin merkezleri,

( ! ! ) 5.38
5 3N (5.38)
noktasinda, yarigaplari ise,

1
2

r= %(1 + %) (5.39)

kadardir. Denklem (5.37)’de b = 0 alindiginda, a = 0 ve a = -1 olarak
bulundugundan, biitiin N-daireleri N’nin degerinden bagimsiz olarak gercek
eksen (zerinde 0 ve —1 noktalarindan geger. « = 0° oldugunda N = 0
olacagindan denklem (5.36)’dan b = 0 elde edilir. Yani o= 0° i¢in N-dairesi
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gercek eksen olur. Sekil 5.11°de faz agis1 o’nin degisik degerleri igin
cizilmig N-daireleri gérilmektedir.

Sekil 5.11

Acik cevrim transfer fonksiyonunun Nyquist diyagrami Sekil
5.11°deki gibi N-dairelerinin {izerine c¢izilirse, diyagramin kestigi N-
dairelerinden okunan faz acgilar ve kesim noktalarindaki frekans degerleri
kullanilarak kapali ¢evrim sistemin faz agisinin frekans cevabi ¢izilebilir.

5.9 Sarth Kararh Sistemler

Acik ¢evrim kazanci azaltildiginda, sistemin kazang payi
artiyorsa Bode diyagramlarinda kararlilik analizi olduk¢a kolaydir.
Buna karsilik bu o6zellie uymayan, kazang degerinin belli
araliklarinda kararli, belli araliklarinda kararsiz olan sistemler de
vardir. Bunlara sarth kararli sistemler denir. Bu durumda Nyquist
diyagramlarinin kullanimi daha kolaydir. Asagida ornekte sarth
kararl1 bir sistem incelenmektedir.
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Bir sistemin acgik ¢evrim transfer fonksiyonu asagidadir.

K(s+4)(s +10)
s(s+1)2

Bu sistemin karakteristik denklemi sirasiyla asagidaki gibidir.
2
D(s) =5+ (2+K)s + (14K + 1)s + 40K (5.41)

Routh-Hurwitz kriteriyle ti¢ ayr1 K degeri i¢in sistemin kararliligi
incelenirse agagidaki sonuglar bulunur.

K=1: Sistem kararli.
K=0.4: Sistem kararsiz.
K=0.2: Sistem kararl1.

Gorildiigii gibi sistem kazanci azaltildik¢a, alisilmisin disinda
sistem kararliyken kararsiz hale gelmektedir. Bu K degerleri i¢in cizilen
Nyquist diyagramlarmin —1 noktasi civarindaki kisimlart Sekil 5.12°de
verilmistir. Bu diyagramlarin ortak 6zelligi, gercek ekseni birden fazla
noktada kesmesidir. Bu durum, Bode diyagramlar1 kullanildiginda kazang
payinin ne oldugunun ve sistemin kararlililik durumunun yorumlamasinda
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zorluk yaratir. Buna karsilik Nyquist diyagramlarinda —1 noktasi etrafindaki
dolanim sayisina bakarak kararlilik durumu kolayca belirlenir. Kararsiz
duruma ge¢mek i¢in kazancin ne kadar artirilabilecegi ya da azaltilabilecegi
diyagramdan okunabilir.

5.10 Nyquist Diyagramiyla Kontrol Sistemi Tasarimi

Bode diyagramlariyla kontrol sistemi tasarimi sirasinda agik ¢evrim
transfer fonksiyonuna eklenen ¢arpanlarin sisteme etkileri kolayca algilanir.
Bu yiizden denklestirici tasarimi olduk¢a kolaydir. Nyquist diyagramiyla
kontrol sistemi tasarimi Bode diyagramiyla tasarima gore daha zordur. Buna
kargilik kompleks diizleminin sag tarafinda kutup ya da sifirn olan
sistemlerin kararliligin1 belirlemek daha kolaydir. Sistemin mutlak ve goreli
kararlilig1 tek bir grafik kullanarak bulunabilir. Nyquist diyagrami zaman
gecikmeli sistemler i¢in de kullanilabilir. Sarthi kararli sistemlerde de
Nyquist dyagramlarinin kullanimi daha kolaydir.

Bu bolimi okumadan dnce Boliim 4°de, bir sistemi kontrol etmek
icin agik ¢evrim transfer fonksiyonuna eklenebilecek asagidaki ¢arpanlarin
neler oldugunu, ne amaglarla kullamildigini ve bunlarin parametrelerinin
nasil segildigini o bolimiin ilgili kisimlarii tekrar okuyarak gozden
geciriniz.

i) Sabit kazang.
Artirilmas1 duragan hatay1 azaltir, sistemin goreli kararligini
kotl yonde etkileyebilir.

ii) Faz-gerileticili denklestirici.
Kazang ve faz payini fazla degistirmeden duragan hatanin
azaltilmas1 amactyla kullanilir.

iii) Faz-ilerletici denklestirici.
Sistemin bant genisligini artirir. Kararliligi iyilestirir. Sistemin
yiiksek frekansl giiriiltiilerden etkilenmesini artirabilir.

iv) Faz-ilerletici-geriletici denklestirici.
Faz ilerletici ve faz geriletici denklestiricilerin 6zelliklerini bir
arada tasur.
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v) Yuksek frekans bolgesine kutup eklenmesi.
Sistemin yiiksek frekansh giiriiltiilerden etkilenmesini azaltir.

Karsilagtirma imkani1 saglamak i¢in bu boliimde verilecek drnekler
cogunlukla daha ©nce Bolim 4’de verilenler arasindan segilecektir.
Sistemlerin kazang payi, faz payi, biiyiiklik gecme frekansi, faz gegme
frekans1 6zelliklerini bulmak i¢in ve Nyquist diyagramlarini ¢izmek i¢in
MATLAB yazilimindan yararlanilacaktir.

5.10.1 Faz-Geriletici Denklestirici Tasarmmi

Faz-geriletici denklestirici tek basina uygulandiginda algak
frekanslardaki kazanci fazla degistirmez, ama orta ve yiksek frekanslarda
kazanci azaltir. K kazancinin artirilmasina imkan verir. Boylelikle orta ve
yiksek frekans bolgesindeki sistem &zellikleri kontrol edilmemis
sisteminkine gore fazla degismez, ama algak frekanslardaki kazang artist
duragan hatanin azaltilmasin1 saglar. Faz geriletici denklestirici duragan
hatalar1 azaltmak i¢in kullanilir.

Tasarim sirasinda asagidaki yontem kullanilabilir.

i) Sistemin a¢ik g¢evrim transfer fonksiyon1 G(s)H(s) olarak
verilmig olsun.

i) Kapali ¢evrim transfer fonksiyonunu bulun ve birim basamak
giris icin ¢ikis degerinin duragan degerini son deger teoremiyle
elde edin.

iii) Acik ¢evrim transfer fonksiyonunun Nyquist diyagramini
¢izin. Bunun icin MATLAB kullanabilirsiniz. margin
komutuyla kontrol edilmemis sistemin kazang pay1, faz payi,
bliyiikliik gecme frekansi ve faz gegme frekansini bulun.
(Margin komutu kazang paymi dB olarak degil, gercek
blyikluk olarak veririr.)

iv) Sistemin kazancini degistirerek faz paymi 5-12 derece
dolayinda artiracak olan K’ kazancini bulun. Bunu bulmak
amaciyla birka¢ kazan¢ degeri i¢in Nyquist diyagram
cizdirerek faz paymi hesaplamaniz gerekecektir. (Genellikle
5°’ye daha yakin bir deger kullanilir.)

V) Faz-geriletici denklestiricinin transfer fonksiyonu asagidaki
gibidir.
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somr@Es) e

Madde (iv)’de bulunan faz gegme frekans @y, olsun. (1/T1)’in
degerini bunun 1/10’una esit alin.

vi) Secilen K've T degerlerini kullanarak kapali ¢evrim sistemin
istenen duragan ¢ikis degerini verecek T, degerini segin.

vii) Denklestirici uygulanan sistemin Nyquist diyagramini ¢izerek
faz ve biiyiikliik paylarin ¢ok degismediginden emin olun.
Birim basamak cevabin1 ¢izdirerek dinamik davranig
ozelliklerini inceleyin. Duragan deger sartinin saglandigini
gorun.

Eger incelenen sistem birim geri beslemeliyse birim basamak giris
icin duragan deger dogrudan Nyquist diyagramindan elde edilebilir. Bu
durumda sistemin duragan ¢ikis degeri asagidaki gibidir.

— tim —2 ) 5.43
¢s = IMTT6(9) (5.43)

Kararli bir sistemin Nyquist diyagraminda @ = 0 oldugunda
|G(jO)|’in biyiikliigii gergek eksen {iizerinde bir degerdir. Bu deger
diyagramdan okunursa, Css asagidaki gibi bulunur.

_16G0)]
Css = m (544)

Ornek 5.10

Ornek 4.2°de ele alinan sistem igin faz-geriletici denklestirici
tasarimi burada Nyquist diyagrami kullanarak tekrar edilecektir. Birim
geribeslemeli olan bu sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu asagidaki
gibidir.

40 40
(s+D(+2)(s+4) s3+7s2+16s+ 16

G(s) =



231

G(s)’nin Nyquist diyagrami asagidaki sekilde kati ¢izgi halinde
gorulmektedir. MATLAB’in margin komutu kullanilarak kazang payi 2.4
(7.6 dB), faz pay1 36.8°, biiyiikliik gegme frekans:1 4 rad/s, faz gegcme
frekansi, ap = 2.62 rad/s olarak bulunmustur. @ = 0 iken gergek eksenden
okunan deger 2.5°dir. Sistem birim geribeslemeli oldugundan cikisin
duragan degeri 2.5/(1+2.5) = 0.714 kadardur.

Acik ¢evrim transfer fonksiyonuna faz payini yaklasik 6° artiracak
bicimde bir K’ ¢arpan1 eklensin. Bu ¢arpan MATLAB yardimiyla, @
degerlerine karsilik gelen faz agilart ve biiyiikliikk degerlerini listeleyerek
bulunabilecegi gibi, birkac K’ degeri i¢in Nyquist diyagrami c¢izerek
iterative bir bicimde de elde edilebilir. Asagidaki sekilde noktali olarak
verilen diyagramlar K’ = 1.1, 0.9, 0.8 igindir. Bu degerler i¢in bulunan
biiyiikliik pay1, faz payi, biiyliklik ge¢cme frekansi, faz gegme frekansi
degerleri sekilden sonra verilen cizelgede 6zetlenmistir. K”= 0.9 igin faz
pay1 6° kadar artmaktadir. Bu yiizden K”= 0.9 segilsin.

Sanal Eksen

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Gergek Eksen
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, Blyukluk Faz Gegme

K Kazang Pay | Faz Pay1 Gegme frekansi Frekansi, ap
1 2.4 (7.6 dB) 36.8° 4 rad/s 2.62 rad/s
1.1 2.18 31.7° 4 rad/s 2.77 rad/s
0.9 2.66 42.8° 4 rad/s 2.46 rad/s
0.8 3 50.3° 4 rad/s 2.28 rad/s

Denklem (5.42)’de gegen 1/T1’in degeri ax/10 = 0.246 rad/s, ya da
Ty = 4.065 s almsin. Denklestirilici sistemin kapali ¢evrim transfer
fonksiyonundan elde edilen ve duragan degeri 0.99 yapan T, degeri ise
denklem (4.134)’den,

40K'T,

-2 5099
Css = 16T, + 40K'T,

ya da, T2 >179 s olarak bulunur. Burada T, =180 s alinacaktur.

Bu degerler kullanilarak elde edilen agik c¢evrim transfer
fonksiyonunun Nyquist diyagraminin —1 noktast dolaymndaki kismi
asagidaki ilk sekilde goriilmektedir. Agik ¢evrim transfer fonksiyonunda
gercek kismi pozitif olan kutup ya da sifir olmadigindan ve diyagram —1
noktast etrafinda dolanmadigindan sistem kararlidir. Asagidaki ikinci
sekilde ise Nyquist diyagrammin tamami verilmistir. @ = 0 iken gercek
eksen tizerindeki deger 99.6’dir. Sistem birim geribeslemeli oldugundan
¢ikisin duragan degeri 99.6/(1+99.6) = 0.99 olur. O halde, tasarlanan sistem
¢ikisin duragan durumu ile ilgili kriteri saglamaktadir.

Tasarlanan sistemin kazang pay1 2.39 (7.57 dB), faz pay1 37°,
biiyiikliik gecme frekansi 3.82 rad/s, faz gegme frekansi 2.47 rad/s kadardr.
Bu degerler original sistemin degerlerine yakindir. Denklestirici, Sistemin
orta frekans bolgesini fazla degistirmemistir.

5.10.2 Faz-llerletici Denklestirici Tasarimm

Faz-ilerletici, sistemin orta frekans bolgesini diizenleyerek faz
paymi artirmak i¢in kullanilir. Temel amaci sistemin gegici davranig
ozelliklerini iyilestirmektir. Faz ilerletici denklestiriciyle ilgili daha ayrintili
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bilgi Boliim 4.10°da verilmistir. Faz ilerletici, sistemin agik ¢evrim transfer
fonksiyonuna asagidaki gibi bir carpan ekler.

Eiii) (5.45)

G =K(
() Tys + 1

Faz gerileticiden farkli olarak, —1/T:‘deki sifir, —1/T,‘deki kutbun
sol tarafindadir. Eger a = Ti/T, olarak tamimlanirsa, denklestiricinin
sagladigi maksimum faz artis1 gna, bu artisin oldugu frekans @max Ve @mak
frekansinda denklestiricinin kazang artirim miktar1 asagidaki gibidir.

a—1 1+ sin
sing =271 . L1t e (5.46)
mak g+ 1 1-sing .
1
Omak = ——= (547)
ToWa
|G Oomar)| = Va (5.48)

Nyquist diyagramiyla faz-ilerletici tasariminin asamalari sirasiyla
asagidaki gibidir.

1) Sistem duragan davranig isterlerini sagliyorsa, Madde (3)’e
gegin. Sistem duragan davranis isterlerini saglamiyorsa, K’gibi
bir kazang artirnmiyla, bu yeterli degilse faz geriletici
denklestirici kullanarak bu isterleri saglaym. (Unutulmamalidir
ki, faz ilerletici denklestiricinin amaci sistemin duragan
davranigini etkilemeden dinamik davranisini iyilestirmektir.)

2) Bu yolla elde edeceginiz yeni Sistemin Nyquist diyagramini
cizin, kazang pay1, faz payi, bilyiikliik gegme frekansi (ax) ve
faz gecme frekansi degerlerini bulun.

3) Faz-ilerletici denklestiricinin artirmasi gereken faz miktarini
(¢u) asagidaki gibi belirleyin.

¢d = ¢r - ¢m + ¢p (549)

Burada ¢ istenen faz pay1, ¢, madde (2)’de elde ettiginiz
denklestiricisiz sistemin faz pay1, ¢, ise faz-ilerletici
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denklestirici gegme frekansini saga kaydirdigi igin faz
egrisinin asag1 dogru olan egimi dolayisiyla azalacak faz
miktarini karsilamak i¢in eklenen faz azalma payidir.
Denklestiricisiz sistemin faz egrisinin egimi ge¢me frekansi
dolayinda az ise ¢ nin degeri genellikle 5°-12° arasindadir ve
genellikle alt sinira daha yakindir. Ancak bu egimin degerine
gore daha biyUk ¢, degerleri de gerekebilir.

Denklem (5.46)’dan o’nin degerini @, = ¢, alarak asagidaki
gibi elde edin.

B 1+SiN @y

= - (5.50)
1-sin ¢mak

Faz-ilerletici denklestiricinin yaratacagt maksimum faz
artisinin  biiyiiklik gecme frekansinda olmasi arzu edilir.
Ancak denklestirici ayni zamanda denklem (5.48)’de
belirtildigi gibi @mak frekansinda bir genlik artis1 yapar. Bu
yiizden denklestiricisiz sistemin biiyiikliik gecis frekansini sag
tarafa dogru kaydirir. Bu frekansin degeri soyle bulunabilir.
Madde (2)’de agik ¢evrim transfer fonksiyonunun biyukIlik
gegme frekansindaki biiyiikligi 1°dir. Yeni gegme frekansi
oma’da bu degerin 1’den o ‘ya artmasi istenmektedir. O
halde @max frekansinin degeri,

Va6 (j omai)| = 1 (5.51)

ifadesinden bulunabilir. Bunun igin denklem (5.51) 6nce @max
cinsinden bir polinom halinde yazilir ve degeri bu polinomun
koklerinden bulunur. Kok bulma islemi icin MATLAB’in
roots komutundan yararlanilabilir.

Denklestiricinin maksimum faz artiriminin madde (4)’de
bulunan @max frekansinda olmasi istenir. Bunu saglamak igin
T ve T1 zaman sabitleri agagidaki gibi bulunur.

1

Ty=——
a)mak\/a
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6) Denklestiricili sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonunun
Nyquist diyagramini gizin. Faz pay1, kazang pay1 ve ¢ikisin
duragan degerini kontrol edin.

Ornek 5.11

Daha 6nce Ornek 4.4’de Bode diyagramiyla incelenen sistem, bu
ornekte Nyquist diyagramiyla tasarlanacaktir. Birim geribeslemeli olan bu
sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu asagida verilmistir. Bu sistemin
birim rampa giris i¢in dinamik hatasini 0.03’den az yapacak K’nin degerinin
bulunmast ve faz paymnin 40°°den biiyiikk olmasi i¢in faz-ilerletici bir
denklestirici tasarlanmasi istenmektedir.

T

Birim geribeslemeli bu sistemin kapali ¢evrim transfer fonksiyonu,

_C(s) _ G(s)
T R(s) 1+G(s)

T(s)

olduguna gore, R(S) ile hata E(s) = R(s)—C(s) arasindaki transfer fonksiyonu
asagidaki gibidir.

E(s) 1 _ s(s+3)
R(s) 1+4+G(s) s2+3s+K

Birim rampa giris i¢in dinamik hata,
_ i ( s(s+3) )(1)_3<003
s i \s2+3s+k/\s2) T KT
oldugundan K > 100 elde edililr. Burada K = 100 alinacaktir.
Asagidaki sekillerde,

100

D)
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fonksiyonunun Nyquist diyagrami genis sinirlar i¢inde ve —1 dolayinda
gorilmektedir. Sistem kararlidir. Sistemin kazang pay1 ve faz gegme
frekansi sonsuz, faz pay1 17.06°, blyiklik gecme frekansi 9.78 rad/s’dur.
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Tasarim kriteri olarak faz paymin en az 40° olmas1 istenmistir.
Denklem (5.49)’da ¢ = 40°, ¢ =5° ve ¢n=17.06° alinirsa, faz artig miktar
@ = 27.94° olarak bulunur. @nac = ¢ alinirsa, denklem (5.50)’den o = 2.76
bulunur. Denklem (5.51)’de vV = 1.66 oldugundan, asagidaki denklemler
yazilabilir.

11.66G(j @mar)| = 1

ya da,
1.666 x 100
ljoll3 + jol
ya da,
166.6
V9 + a?
ya da,

* +9a0? — 27756 =0

MATLAB’in roots komutu kullanilirsa, yukaridaki denklemden
@ = Opqr = 12.71 rad/s olarak bulunur.

Denklestiricinin maksimum faz artirirminin madde (4)’de bulunan
amak frekansinda olmasi istenir. Bunu saglamak igin T2 ve T zaman sabitleri
denklem (5.52)’den asagidaki gibi bulunur.

T, =0.0472s T, =aT, =0.1303s

a)mak\/a

Tasarlanan sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu,

100(Tys + 1)

G(s) = (Tys + 1)s(s + 3)

gibidir. Asagidaki sekilde sistemin Nyquist diyagrami goriilmektedir.
Sistemin kazan¢ payr ve faz ge¢me frekansi sonsuz, faz payr 41.2°,
biiyiikliik gegme frekansi 12.71 rad/s’dur.
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Sistem birim geribeslemeli oldugundan, tasarlanan sistemin agik
cevrim transfer fonksiyonu G(s) cinsinden dinamik hata asagidaki gibidir.

_ 1 1
ess = lims (s_2> = 3/100=0.03

520 14+ G(s)

Yukaridaki sonuglardan goriildiigii gibi tasarim kriterlerinin hepsi
saglanmigtir.

5.10.3 Faz-ilerletici-Geriletici Denklestirici Tasarimi

Faz-ilerletici-geriletici denklestirici, faz-geriletici ve faz-ilerletici
denklestiricilerin 6zelliklerini bir arada tasir. Bu tiir denklestiricinin ¢aligma
esast daha o6nce Bolim 4.10°da anlatilmigti. Bu bilgilerin iizerinden
gegmenizde yarar vardir. Tasarim yonteminin asamalari Bolim 4.11.5°de
verilen Bode diaygrami metodunun asamalarindan fazla farkli degildir.
Buradaki esas fark tasarim sirasinda Nyquist diyagraminin kullanilmasidir.

Faz-ilerletici-geriletici  denklestirici  ac¢ik  ¢evrim  transfer
fonksiyonuna asagidaki gibi bir ¢arpan ekler.

G.(s) = Tz_g Tigs+1 (Tlis + 1)
¢ Tig) \Tags + 1) \Ty;s + 1

(Tzi < Tli < Tlg < ng) (ngTzi = Tlngi) (553)
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Ty Tai =Ty Ty; sartt kazancin “1” olmasim saglamak igindir.

Denklestiricinin faz-geriletici kism1 yiiksek frekanslarda genlik azalmasi
sagladigindan, ¢evrim kazancinin artirilmasini ve boylelikle yiiksek frekans
bolgesinde net bir kazang artist olmadan duragan hatalarin azalmasini
saglar. Denklestiricinin faz-ilerletici kismi ise ge¢me frekansini artirir ve
yeni gegme frakansinda istenen faz acis1 artigini saglar.

Nyquist diyagrami yardimiyla faz-ilerletici-geriletici denklestirici
tasarimi agagidaki agsamalari igerir.

1) Denklestiriciyi tasarlamadan once, ¢evrim kazancini artirarak

2)

3)

duragan davranis sartlarin1 saglamaya ¢aligabilirsiniz. Ancak
kazang paymni 6 dB degerinin ya da verilmis bir kazang pay1
sart1 varsa onun altina diislirmeyin. (Duragan davranis sarti
boylelikle saglaniyorsa, faz-ilerletici-geriletici denklestirici
yerine sadece bir faz-ilerletici denklestirici tasarlamaniz
yeterlidir.) Bu kazang artirim ¢arpan1 K”olsun. Eger duragan
deger sart1 agik gevrim kazancim artirarak saglanamiyorsa, K’
= 1 alarak bir sonraki asamaya gecin. Sistem yapisina bagli
olarak K “yeterince artirilamryabilir. Ornegin kararsizlik
olusabilir. Bu durumda Madde 10°daki yontem kullanilabilir.

K’ ¢arpani eklenmis agik c¢evrim transfer fonksiyonu G(s)
olsun. Bu sistemin Nyquist diyagramini ¢izin. Kazang payi, faz
pay1, biytlikliik gecme frekansi (ax) ve faz gecme frekansi
degerlerini bulun.

Denklestiricinin faz-ilerletici kisminin artirmasi gereken faz
miktarini (¢y) asagidaki gibi belirleyin.

¢d = ¢r _¢m + ¢pi + ¢pg (554)

Burada ¢ tasarlanacak sistemin istenen faz pay1, ¢n agik
cevrim transfer fonksiyonu G(s) olan denklestiricisiz sistemin
faz pay1; gy ise faz ilerletici kisim gegme frekansini saga
kaydirdigi i¢in faz egrisinin asag1 dogru olan egimi
dolayisiyla azalacak faz miktarini karsilamak i¢in eklenen faz
azalma payr’ dir. Denklestiricisiz sistem faz egrisinin egimi
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gecme frekansi dolayinda az ise @pi’nin degeri genellikle 5°-
12° arasindadir. (Eger ge¢cme frekansi dolayinda faz egrisinin
asag1 dogru egimi fazlaysa, ¢i’nin degerinin daha biiytik
olmasi gerekebilir.) ¢yg terimi faz-geriletici kismin yaratacagi
tahmini faz azalmasini kargilamak igindir. ¢y’ nin degeri de
5°-12° araliginda olup; faz-gerileticinin sifir1, gegme
frekansinin en az bir onluk altinda ise kiigiik degere daha
yakindir.

Denklem (5.46)’dan o’nin degerini ¢, ,, = ¢, alarak asagidaki
gibi elde edin.

1+ SiN @i

= - (5.55)

1-sin @
Faz-ilerletici kismin yaratacagi maksimum faz artiginin
biiyiikliik gegme frekansinda olmasi arzu edilir. Ancak
denklestirici ayn1 zamanda denklem (5.51)’de belirtildigi gibi
omak frekansinda bir biiyliklik artig1 yapar. Bu yiizden
denklestiricisiz sistemin biiylikliik gecis frekansini sag tarafa
dogru kaydirir. Bu frekansin degeri sdyle bulunabilir. Madde
(2)’de agik ¢evrim transfer fonksiyonunun biyiiklik gegme
frekansindaki biiyiikliigii 1’dir. Yeni gegme frekanst wmax’da
bu degerin 1’den v/« ‘ya artmasi istenmektedir. O halde wma
frekansinin degeri,

VoG (jomai)| = 1 (5.56)

ifadesinden bulunabilir. Bunun i¢in 6nce denklem (5.56) énce
amak cinsinden bir polinom halinde yazilir ve degeri bu
polinomun koklerinden bulunur. Kok bulma iglemi i¢in
MATLAB’in roots komutundan yararlanilabilir.

Denklestiricinin maksimum faz artirimimin yeni gegme
frekansinda olmasini saglamak i¢in Toi ve T zaman
sabitlerini denklem (5.52) ve ’nin tanimin1 kullanarak
asagidaki gibi bulun.
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7)

8)

9)

1
L= —7 Ty = ol 5.57
7 opace h 2 (5.57)
TooToi =Ty Ty ifadesinden,
Tog _Tu_, (5.58)
Tlg Tai

olarak verilmistir. 1/T1g degerini yeni gegme frekansinin bir
onluk altinda, T4’yi ise denklem (5.58)’e gore segin.

10
Tlg =

Omak

Denklestiricili sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonunu
asagidaki gibi yeniden diizenleyin.

Gy(s) = (=22 G 5.60
a(s) <T1g> <T2gs 1)\ s41)¢6) G560

Denklestiricili sistemin Nyquist diyagramini gizin.
Denklestiricili sistemin faz pay1 ve kazang pay1 degerlerini
kontrol edin. Duragan davranis 6zelliklerini inceleyin.

10) Eger tasarlanan sistem duragan deger sartini yeterince

saglamiyorsa, madde 1°de belirlenen K’ kazanci mimkiinse
bir miktar daha artirilarak tasarim tekrar edilebilir. Ancak bu
yol tasarimu tekrar etmek anlamina geldiginden daha zordur.
Bunun yerine, T,4T5; = T;4Ty; esitligini bozmadan, T, ve
Ty; degerlerini T, ; T, ;K * ve Ty; —>Ty;K “seklinde
degistirerek tasarlanan sistemin agik ¢evrim transfer
fonksiyonunun 6niindeki kazang asagidaki gibi artirilabilir.

()
Tig4

Ornek 5.12

Birim geribeslemeli bir sistemin acik ¢evrim transfer fonksiyonu,
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1000
(s+0.2)(s+1)(s+100)

G1(s) =

seklinde verilmis olsun. Bu sistem icin bir faz-ilerletici-geriletici
denklestirici tasarlanmasi ve asagidaki performans parametrelerinin
saglanmasi istenmektedir. Asagidaki css parametresi, birim basamak giris
icin ¢ikisin duragan degeridir.

Faz pay1: >45° Kazang pay1: >2 (6 dB) 1.0 > ¢ > 0.995

Sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonuna K” gibi bir kazang
eklenirse, kapali ¢evrim transfer fonksiyonu,

- 1000K’
(s+0.2)(s +1)(s+100) + 1000 K’

T(s)

olur. Birim basamak giris i¢in ¢ikigin duragan degeri asagidaki gibidir.

o - 1000 K’
* 20 +1000K’

Bu ifadeden ¢ikisin duragan degerinin 0.995 olmasim saglayan K’
degeri 3.98 olarak bulunur. A¢ik ¢evrim transfer fonksiyonuna K’ ¢arpani
eklenmis sisteme faz-ilerletici-geriletici denklestirici eklendiginde duragan
davranis daha da iyileseceginden, bu yaklagim duragan davranis i¢in verilen
tasarim sartinin saglanmasini garantiler. Kazanci artirilmig sistemin agik
cevrim transfer fonksiyonu asagidaki gibidir.

3980

6= 06T )6 £ 100)

Bu sistemin Nyquist diyagrami asagidaki sekilde goriilmektedir.
Denklestiricisiz olan bu sistemin faz pay1 7.32°, kazang pay1 3.05, biytklik
geeme frekansi 6.26 rad/s, faz gegme frekansi 10.96 rad/s kadardir. @ =0
oldugunda diyagram gercek ekseni +200 noktasinda keser. Sistem birim
geribeslemeli oldugundan, bu degerden birim basamak giris i¢in ¢ikisin
duragan degeri 200/(1+200) = 0.995 olarak bulunur. Beklendigi gibi
duragan davranis tasarim sart1 saglanmaktadir.
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Denklestiricinin  faz-ilerletici kisminin artirmasit gereken faz
miktari (¢y), denklem (5.54)’de ¢, =45°, 4, =7.32°, ¢, =6"ve ¢, =6
alarak asagidaki gibi belirlenir.

¢y =45-732+6+6=49.7"

150 T T T T T

100

50

Sanal Eksen

-50

-100

1150 | !
-50 0 50 100 150 200 250
Gergek Eksen

Denklem (5.55)’den o’nin degeri asagidaki gibi bulunur.

1+ sin49.7

T a2
=T sma97

Denklem (5.56)’da v/ a = 2.72 yerine koyulursa,

12.72G(jw)| = 1
ya da,
@® +100010* + 142460% — 117.5x 10° =0

ya da MATLAB’in roots komutunu kullanarak @ = @y, 4= 10.35 rad/s
bulunur.
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Denklemler (5.57) ve (5.59)’dan denklestiricinin zaman sabitleri

asagidaki gibi bulunur.
T,y =——==20.0355 s Tii = aT,; = 0.2632 s
a)mak‘/a
Tig = = 0.9662 s Ty = alhy =7.168 s
Omak

Denklestiricili sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu agagidaki
gibidir.

7.168 ) (0.96625 + 1) (0.26325 +1

0.9662/\ 7.168s + 2 / \0.0355s + 1) G1(9)

Ga(s) = 398
Faz-ilerletici-geriletici denklestirici uygulanan sistemin Nyquist
diyagrami asagida verilmistir. Sistemin faz pay1 45.4°, kazang pay1 10.3,
biiytikliik gegme frekansi 10.4 rad/s, faz gegme frekansi 48.7 rad/s kadardir.
® = 0 oldugunda diyagramin gercek ekseni kestigi deger 1.48x10*

oldugundan ¢ikisin duragan degeri 0.999° dan biiyiiktiir. Bu degerlerden
goriildiigi gibi tasarim sartlarinin hepsi saglanmustir.

x10*

Sanal Eksen

Gergek Eksen
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Ornek 5.13
Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu,

10
s(s+1D(s+3)

G(s) =

olsun. Sistemin faz payinin en az 30°, kazang paymin en az 2 (6 dB), birim
basamak giris i¢in hatanin (ess) sifir olmasini saglayacak bir faz—ilerletici-
geriletici denklestirici tasarlanmasi istenmektedir.

Once sisteme bir K’ kazang carpami ekleyerek duragan durum
sartinin saglanabilirligi arastirilsin. Sistem birim geribeslemeli olduguna
gore, kapali ¢evrim transfer fonksiyonu agagidaki gibidir.

c(s) _ 10K’
R(s) s3+4s2+3s+ 10K’

T(s) =

Birim basamak giris i¢in Css = 1 ve ess = 0 kadardir. Bu yiizden, agik
cevrim transfer fonksiyonuna herhangi bir K “¢arpani eklemeden bir sonraki
asamaya gecilecektir.

Asagidaki sekillerde agik gevrim transfer fonksiyonunun Nyquist
diyagrami genis sinirlar arasinda ve —1 noktasi yakinlarinda gorilmektedir.

80 T T T T T T T T

60

40

20

0

Sanal Eksen

20 E —
-40 i -

-60 i -

-80 ] ] ] ] ] ] i 1
-4.5 -4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0
Gergek Eksen
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Sanal Eksen
o © o o o
[ o iy ) w N

o
N

]
w

I
>

-1.5 -1 -0.5 0 0.5
Gergek Eksen

Sistemin kazang pay1 1.2, faz pay1 4.6°, biiyliklik gecme frekansi
1.58 rad/s ve faz gegme frekansi 1.73 rad/s’dir. Sistem kararsizliga oldukga
yakindir.

¢ = 30° én = 4.6 <dir. di = g = 12° kabul edilirse,
denklestiricinin faz-ilerletici kisminin artirmasi gereken faz miktar
denklem (5.54)’den asagidaki gibi belirlenir.

d=30-4.6+12+12=49.4°
Denklem (5.55)’den a’nin degeri asagidaki gibi bulunur.

1+ sin49.4°

=T smna94° 208

(2

Denklem (5.56)’da v/a = 2.703 yerine koyulursa,
12.703G(jw)| = 1
ya da,
@®+100* +90* — 7308 =0

ya da MATLAB’in roots komutunu kullanarak @ = @y, = 2.531 rad/s
bulunur.
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Denklem (5.57)’den To; ve Ty asagidaki gibi bulunur.

Ty =———=0146s T,; = oTy; = 1.068 s
a)mak‘/a
Denklem (5.59)’dan Tag Ve Toq asagidaki gibi bulunur.
10
Ty, = =3.9515s Tyg = of;, = 28.88 s
Omak

Yukaridaki degerler kullanilirsa, denklestiricili sistemin acik
cevrim transfer fonksiyonu asagidaki gibi elde edilir.

28.88) (3.9515 + 1) (1.0685 +1

Ga(s) = (3.951 28.88s + 1/ \0.1465 + 1

)G(s)

MATLAB’in margin komutunu kullanarak, tasarlanan bu sistemin
kazang pay1 2.56 (8.16 dB), faz pay1 25.7°, biiyiikliikk gecme frekansi 2.54
rad/s ve faz gegme frekansi 4.36 rad/s olarak bulunmustur. Sistem 30° olan
faz pay1 sartin1 saglamamaktadir.

i = g = 20° alarak tasarim tekrarlanirsa asagidaki degerler
bulunur.

¢ = 65.4° a=21.04

Va =459 Omar = 3.17 rad/s
T,; = 0.0689 s Ty = 1.448 s
T,y = 66.43 s Ty =3.158 s

Bu degerler kullanilarak elde edilen sistemin Nyquist diyagrami
genis siirlar i¢inde ve —1 noktasi etrafinda gortilmektedir. Diyagram —1
noktasindan saga dogru uzaklagsmis ve goreli kararliligi artmistir. Bu
sistemin kazang payr 3.65 (11.25 dB), faz pay1 30.8°, buylklik ge¢cme
frekans1 3.18 rad/s ve faz ge¢me frekansi 6.60 rad/s kadardir. Sistemin

kapal1 ¢evrim transfer fonksiyonu yazilip, birim basamak giris i¢in ¢ikisin
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duragan degeri hesaplanirsa, sistemin duragan davranisinda herhangi bir

kétiilesme olmadigi ve hala Css = 1 ve ess = 0 oldugu goriiliir.

x10*
8 T T T T T
ok o
4 - -
S o Te——— _
% Lk |
4 - —
6 |- -
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1
Gergek Eksen
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PROBLEMLER

5.1 Asagidaki verilen agik ¢evrim transfer fonksiyonlar1 i¢in Nyquist
diyagramlarini elle ¢izin. Sistemlerin kararliliklarini belirleyin.
Kazang paylarini ve faz paylarini yaklasik olarak belirleyin.

50

v CEHE) = 75410

SGT9) b) G(s)H(s) =

K

c) G(s)H(s) = (s+2)(s+3)(s+4)

(K = 100 ve 300 i¢in)
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300

d) G(s)H(s) = s2(s+2)(s + 5)

(K = 20, 70 ve 100 igin)

300
(s+2)(s+3)(s+4)

e) G(s)H(s) =

5.2 Asagidaki verilen agik ¢evrim transfer fonksiyonlar1 i¢in Nyquist
diyagramlarint MATLAB kullanarak ¢izin. Bu diyagramlardan
sistemlerin kararlilik durumlarini belirleyin. MATLAB kullanarak
kazang paylarini, faz paylarini, biiyiikliik ge¢gme frekanslarini ve faz
geeme frekanslarini elde edin.

s+1 s—1
) GHE) = = b GH() = ——=

0.5(s + 3
O C@HE = D g Gwne = S
6) G(S)H(S) = m (K = 5, 64, 72 lQll’l)
) G(s)H(s) = K%rsl) (K = 1 ve 10 igin)

K .
g) G(S)H(S) = m (K =0.1vel IQIH)
_ K(s+1) B .

h) G(S)H(S) = m (K— Svel5 19‘111)
) G(s)H(s) = Ks+1) (K = 15 ve 30 icin)

(s+2)(s—3)(s+4)

K(s+1)

) G(s)H(s) = SG-D)

(K =1, 2ve 10 i¢in)
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53

5.4

9.5

5.6

K(s—1)

k) G(s)H(s) = (s+2)(s+3)(s+4)

(K =10 ve 30 i¢in)

Asagida birim geribeslemeli sistemlerin agik ¢evrim transfer
fonksiyonlar1 verilmigtir. Bu sistemlere faz-geriletici denklestirici
tasarlayarak birim basamak giris i¢in hatayr 0.01’in altina indirin.
(MATLAB kullanin.)

8
(s+2)°(s+1)

a) G(s)H(s) = b) G(s)H(s) =

(s+D(s+2)

Asagida birim geribeslemeli sistemlerin agik ¢evrim transfer
fonksiyonlar1 verilmistir. Bu sistemlere faz geriletici denklestirici
tasarlayarak birim rampa giris ig¢in dinamik hatayr 0.02’in altina
indirin. (MATLAB kullanin.)

25 b Gl _ 30
s(s+2)(s +6) ) GOHE) = T2z

a) G(s)H(s) =

Asagida agik ¢evrim transfer fonksiyonlari verilen birim geribeslemeli
sistemlerin kazang payini en az 2 (6 dB), birim rampa giris i¢in dinamik
hatayr en fazla 0.02, faz paymi en az 35° yapacak faz ilerletici
denkleyici tasarlayin. (MATLAB kullanin.)

10
b) G(s)H(s) =

a) G(s)H(s) = sGED) s(s+0.5)

Asagida agik cevrim transfer fonksiyonu verilen birim geribeslemeli
sistemlerin birim basamak giris i¢in ¢ikigin duragan degerini 0.98’den
biiyiik, faz payini (a)’daki sistem icin en az 40°, (b)’deki sistem i¢in en
az 35° yapacak bir faz-ilerletici-geriletici denklestirici tasarlayin.
(MATLAB kullanin.)

1000
(s +50)(s + 1)?

a) G(s)H(s) =

30

b) G(s)H(s) = (s+D(s+2)(s+3)
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KONTROL SISTEMI TASARIMINDA
DENEYSEL YONTEMLER

Baz1 durumlarda kontrol sisteminin matematiksel tanimi yeterince
yapilmamistir. Bu durumlarda sistemi tehlikeye atmayacak bigimde yapilan
basit deneylerden elde edilen verilere dayanarak kontrol sistemi tasarlanmasi
mumkundur. Bu yontemlerin uygulanabilmesi icin kontrol edilecek olan
sistemin kararli olmasi gereklidir. Asagida Kisim 6.1°de verilen yontem
sistemin deneysel olarak elde edilen frekans cevabi 6zelliklerinden
yararlanir. Bu 6zelliklere dayanarak sistem tanimlanir ve transfer fonksiyonu
bulunur. Daha sonra bilinen tasarim yontemleriyle kontrol sistemi tasarlanir.
Kisim 6.2°de verilen yontemlerde ise sisteme uygulanan bir test girisine
sistemin verdigi zaman cevabinin Ozelliklerine dayanarak ampirik
algoritmalara gére PID kontrol parametreleri belirlenir.

6.1 Deneysel Frekans Cevabi Egrilerinden Sistem Tanimlanmasi

Bu yéntemde kontrol edilecek sisteme (agik ¢evrim sistem) bir dizi
sinusoidal giris uygulanir. Girig frekansi yeterince algak frekanslardan
yeterince yiiksek frekanslara kadar degistirilerek elde edilen duragan
sinusoidal cevaplarin ¢ikig/giris genlik oranlar ve girise gore faz farklan
kaydedilir. Sonra ¢ikig/giris genlik oranlari dB olarak ve faz agilar1 ise derece
olarak yar1 logaritmik grafik kagidina Bode diyagrami formatinda iglenir.
Kullanilan frekans bolgesi segilirken en alt frekansin altindaki ve en iist
frekansin {izerindeki frekanslarda faz agisinin ve biiyiiklilk diyagraminda
egimlerin degismemesine dikkat edilir. Daha sonra islenen bu noktalara bir
egri uydurulur. Biyiiklik ve faz egrilerindeki kdse frekanslari (kirilma olan
frekanslar) belirlenir. Birbirine komsu koseler arasina asagi dogru egimlerde
en az egime sahip, yukari dogru egimlerde ise en biiylik egime sahip tegetler
cizilerek asemptotik biiyuklik ve faz egrileri elde edilir. Daha sonra Kisim
4.3de verilen transfer fonksiyonu ¢arpanlarinin Bode diyagrami 6zellikleri
dikkate alinarak algak frekanstan yiiksek frekansa dogru bir tarama yapilir
ve sistemin transfer fonksiyonunun ¢arpanlar asagidaki gibi bulunur.
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i)

Asemptotik Bode biiyiikliik diyagrami sol taraftan (diisiik
frekanslardan) + n20 dB egimle geliyorsa transfer
fonksiyonunun + s" gibi bir garpani vardir. Bu frekanslara
karsilik gelen faz farki + n90° kadardir. n = O ise transfer
fonksiyonunun orijininde kutup veya sifir yoktur.

Bode Dbiyiiklik diyagraminda sol taraftan gelen
asemptotun @ = 1 rad/s frekansindaki degeri g dB olsun. Bu
durumda, 20log,,K=q dB olacagindan transfer

fonksiyonunda, K =10%% gibi bir kazang carpam vardr.

Bode biiyiikliik diyagramindan saga dogru daha yiiksek

frekanslara devam edin. Her kose frekansi geldikge, yani

egim degisikligiyle karsilasildik¢a transfer fonksiyonunun

diger ¢arpanlarini asagidaki gibi bulun.

- Kosenin olustugu frekans ax olsun. Eger egim +20 dB
degismigse transfer fonksiyonunun asagidaki gibi bir
carpani vardir.

1 +1
(— S+ 1j
Wy

- Eger ax frekansinda egim +40 dB degismisse transfer
fonksiyonunun,

gibi bir ¢arpani vardir. Bu ifadede ¢ ’nin degerini 6l¢iim
noktalarinin  kdse frekansinda asemptotlardan olan
uzakliklar1 belirler. Eger bu noktalar asemptorlara
olduk¢a yakinsa ¢ = 0.5-0.7 gibi bir deger uygundur.
Genellikle karsilasilan durum budur. Eger noktalar
kesisen asemptotlarin kutuplar igin epeyce altinda,
sifirlar i¢in epeyce lUstiinde ise asir1 soniimlii karesel bir
carpan s6z konusu olup, daha yuksek ¢ degerleri
kullanilabilir. Aksi yonde bir tepe olusmussa az soniimlii
karesel bir ¢arpan oldugundan ¢ 'nin degeri 0.5’den daha
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diisiik almir. ¢ degerinin belirlenmesi i¢in Boliim 4’de
verilen Sekil 4.10’dan yararlanilabilir.

iv)  Yukaridaki gibi belirlenen transfer fonksiyonunun
paydasinin derecesi N, paymnin derecesi m ise, yiksek
frekanslardaki faz degeri —(n-m)90° olacaktir.

Ornek 6.1

Bir sistem {izerinde yapilan deneyler sonucunda elde edilen
biiyiikliik ve faz degerleri Sekil 6.1 ve Sekil 6.2°de dairelerle gosterilmistir.
Bu verilerden sistemin transfer fonksiyonu asagidaki gibi elde edilebilir.

Sekillerdeki verilere uydurulan temsili egriler noktali olarak
gosterilmistir.  Sekil 6.1’de ayrica noktali egriye dayanarak ¢izilen
asemptotik egri de yine temsili olarak kati cizgi ile goriilmektedir.
Asemptotik egriden asagidaki sonuglar ¢ikarilabilir.

- Egri seklin sol tarafindan —20 dB/onluk egimle gelmektedir. O
halde transfer fonksiyonunda 1/s gibi bir ¢arpan vardir.

- Sol taraftan gelen asemptot 1 radyan/s frekansta yaklagik 12 dB
degere sahiptir. Bu durumda, 20log,, K =12 dB olacagindan,

transfer fonksiyonunda, K =10'2?°=3.98 gibi bir carpan
vardir.

- Asemptotik egrinin egimi 2 radyan/s frekansinda +20 dB/onluk
artmakta ve egri yatay hale gelmektedir. O halde kose frekansi
2 radyan/s olan, [(S /2) + l] gibi gergek bir sifir vardir.

- 5 radyan/s frekansinda egrinin egimi 0 dB/onluk iken -40
dB/onluk  degerine azalmaktadir. O halde transfer
fonksiyonunun payinda kose frekansi 5 radyan/s olan ikinci
mertebe bir ¢arpan vardir. Kdse noktasinda uydurulmus egri ile
asemptotik egri birbirine olduk¢a yakin oldugundan, soniim
oranini yaklasik olarak ¢ = 0.5 kabul edilirse, paydadaki ¢arpan

asagidaki gibi bulunur.

2x0.5s 2 s s
1+ +—|={1+=-+—
5 52 5 25
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- Yukarida bulunan ¢arpanlara gore transfer fonksiyonu asagidaki
gibi elde edilir.
o(s) = 3.98[(s/2)+1]  49.75(s + 2)
= ==
s s S(s® +5s+25
S|1+—-+ — ( )
5 25
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Bulunan transfer fonksiyonunun faz diyagrami 1/s carpani
dolayisiyla sol tarafta —90° degere sahiptir. Diyagramin en saginda ise faz
degeri —(n-m)90° = —180° kadardir. Bu degerler Sekil 6.2’de verilen faz
degerleriyle uyum igindedir.

6.2 Deneysel Zaman Cevabindan PID Kontrolcii
Parametrelerinin Belirlenmesi

Deneysel olarak elde edilen zaman cevabindan PID kontrolcii
parametrelerinin belirlenmesinin en Onemli avantaji sistemin transfer
fonksiyonunun bilinmesine gerek olmamasidir. Kullanilan belirleme
yonteminin gerektirdigi ozellikte bir cevap egrisi elde edildigi takdirde
sistem mertebesinin énemi de yoktur. Bu gruba giren yontemler arasinda en
onemlisi ve yaygin olarak kullanilan1 Ziegler ve Nichols tarafindan 6nerilen
iki yontemdir [6.1]. Ziegler ve Nichols yontemlerini daha sonra onlardan
esinlenerek gelistirilen diger yontemler izlemistir. Asagida bu yontemler
agiklanmaktadir.

6.2.1 Ziegler ve Nichols Yontemleri

Ziegler ve Nichols tarafindan onerilen yontemler pek cok sistem
Uzerinde yapilan deneylere dayanarak, uygun bir sistem davranisi verecek
PID kontrolcli parametelerini belirlemeye yarar [6.1]. Burada uygun
davranistan kasit, bir birini izleyen salimm genliklerinin % oraninda
azalmasidir. Yani, bir salinimin genligi bir Onceki genligin dortte biri
kadardir. Ziegler ve Nichols tarafindan, Proses Reaksiyon Egrisi Yontemi ve
Siirekli Titresim YOntemi diye iki yontem Onerilmistir. Bu yontemler sirasiyla
Ziegler ve Nichols'un Birinci Yontemi ve Ziegler ve Nichols un Ikinci
Yontemi olarak da adlandirilir.

i) Ziegler ve Nichols’un Proses Reaksiyon Egrisi Yontemi

Bu yontemde agik gevrim sisteme, yani kontrol edilecek sisteme bir
basamak giris uygulanir. Bu yontem, sistemin basamak girise olan cevabi
Sekil 6.3’deki gibi bir S harfi seklindeyse kullanilabilir. Yani, transfer
fonksiyonu asagidaki gibi olan, ty zaman1 kadar gecikmeli bir birinci mertebe
sistemin kontrol edildigi kabul edilmektedir.

Ke*Std
5+1

G(s) = (6.1)

Ziegler ve Nichols’lin original ¢alismasinda bu egriden maksimum
egim ve gecikme zamani degerleri ile birim referans girise karsilik gelen
duragan ¢ikis degeri bulunur. Bu degerler cinsinden PID kontrolci
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parametreleri ifade edilir. Bu degerlerin seklin geometrisinden bulunmasi
icin farkli kaynaklarda cesitli yaklasimlar yer almaktadir. Burada PID
kontrolct parametrelerini belirlemek icin, basamak cevabin biiyiikligiinin
kullanilmasin1 gerektirmeyen bir yontem kullanilacaktir. Sekil 6.3’deki
basamak cevabi egrisi iizerindeki maksimum egim R olsun. Egimin
maksimum oldugu noktada ¢izilen teget zaman eksenini L noktasinda kessin.
L uzakligi sistemin gecikme zamani tg’yi verir. Tegetin duragan degeri
kestigi zamanla tq arasindaki uzaklik ise zolsun.

c(t)

Css

Sekil 6.3

Sisteme P, Pl ve PID kontrol uygulandiginda, kontrol edilmis
sistemin basamak cevabinin yaklagik olarak 1/4 — genlik kriterini saglamas1
icin Ziegler ve Nichols tarafindan oOnerilen kontrolcii parametreleri bu
degerler cinsinden Cizelge 6.1’deki gibidir.

Cizelge 6.1
Kontrolcii Ko Ti Tq
P Ty - -
Pl 0.9t/tq t4/0.3 -
PID 1.21/tq t4 /0.5 0.5ty

Bu yontemin en Onemli Ustiinliigii sisteme fazlaca miidahale
etmeden, basit bir deneye dayanmasidir. Ancak sonuglarin basari derecesi,
sistemin denklem (6.1)’i ne kadar dogrulukla sagladigina baglidir.
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il) Ziegler ve Nichols’un Siirekli Titresim Yontemi

Bu yontemde deney, sadece oransal kontrol uygulanan kapali
cevrim sistem {iizerinde yapilir. Kontrolcii kazanci kiiciik bir degerden
baslayarak kademeli olarak sistemin basmak cevabi sabit genlikli bir titresim
haline gelinceye kadar artirtlir. Bu duruma karsilik gelen oransal kazang K,
ve cevabin salimm periyodu P ise, 1/4-genlik kriterini yaklagik olarak
saglayacak kontrolcii parametreleri bu degerler cinsinden Cizelge 6.2°deki
gibi secilir.

Deney sirasinda kapali ¢evrim sistem kullanildigindan sistemin
daha dogru olarak tanimlanmis olmasi, bu yontemin ve kapali ¢evrim sistem
deney sonuglarini kullanan diger yontemlerin Ustiinliigiidiir. Ancak deney
sirasinda sistem marjinal kararlilik durumuna getirildiginden, kararsizlik
siirinin kazayla asilabilme riski olmasi pek ¢ok endustriyel uygulama igin
sakincali olabilir.

Cizelge 6.2
Kontrolcl Ko Ti Ty
P 0.5Kn - -
PI 0.45Km Pn/1.2 -
PD 0.6Kn - Pm/8
PID 0.6Kn Pm/2 Pm/8

6.2.2 Soniimlii Titresim Yontemi

Bazi uygulamalarda stirekli titresim elde edilmesi, yani sistemin
marjinal kararli hale getirilmesi sakincali olabilir. Bu durumda Harriott
tarafindan Onerilen soniimlii titresim yontemi kullanilabilir [6.2]. Yapilan
deney siirekli titresim metodundakine benzerdir. Oransal kontrolci
uygulanan sisteme bir basamak giris uygulanir ve sistem kazanci kiiguk bir
degerden baslayarak 1/4-genlik kriteri saglanincaya kadar artirilir. Boylece
elde edilen sonimli sistem cevabinin periyodu (Pm) cinsinden integral ve
tiirev zaman sabitleri agagidaki gibi belirlenir.

T,=P,/6

6.2
T,=P, /15 62



260

Daha sonra bu iki deger PID kontrol organina girilerek kontrolcii
kazanci1 1/4-genlik kriteri saglanincaya kadar degistirilerek kazan¢ degeri
yeniden saptanir.

6.2.3 Cohen-Coon Yontemi

Cohen-Coon yontemi ozellikle gecikme zamani uzun olan ve
yaklasik birinci mertebe sistem davranisi sergileyen sistemler igin
Onerilmistir [6.3, 6.4]. Yani sistem cevabi gecikmesi uzun olan bir S
seklindedir. Amag hala yaklagik olarak 1/4 genlik orani kriterini saglamaktir.
Kontrol edilmig sistemin cevap hiz1 Ziegler-Nichols yontemiyle elde edilen
sisteme gore daha hizhidir. Ancak gecikme siiresi yeterince uzun degilse
yontem asir1 yiiksek kazang degerleri verebilir. Yapilan deney Ziegler-
Nichols’un proses reaksiyon egrisi yontemindeki gibidir. Sisteme t = 0
aninda h yiiksekliginde bir basamak giris uygulandiginda Sekil 6.3’deki gibi
bir basamak cevap egrisi elde edilmis olsun. Bu egriden alinan Css, tq ve 7
degerlerinden 6nce asagidaki terimler hesaplanir.

Kt T
e A 63)
d

P, Pl ve PID kontrolcu parametreleri ise Cizelge 6.3’de verildigi gibi
belirlenir.

Cizelge 6.3
Kontrolcu K Ti Tq
1 .
o _[ 0 35yj ] ]
a 1-y
Bl 0.9 14 0927/ 3.3-3y )
a - 1+1.2y

24 0.27 -0.36y
PD == . 7| 2Ll BT
a 1—0.87}/

135(, 25-2y 0.37 -0.37y
PID rg| S22 || g, | 22
1-0.39y 1-0.81y
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6.2.4 Tyreus-Luyben Ydntemi

Tyreus ve Luyben tarafindan onerilen bu yoOntemde Ziegler-
Nichols’iin siirekli titresim deneyi aynen yapilarak Kn ve P degerleri
belirlenir [6.5, 6.6]. Buna dayanarak P1 ve PID kontrol parametreleri Cizelge
6.4’deki gibi segcilir.

Cizelge 6.4
Kontrolcii Ko Ti Tq
Pl Kn/3.2 2.2 Py -
PID Kn/2.2 2.2 Py Pn/6.3

6.2.5 Kapah Cevrim Bang-Bang Test Yontemi

Astrom ve Hagglund tarafindan onerilen bu yontem, yuksek
frekanslarda en az = rad/s kadar faz gecikmesine sahip sistemlerin réleyle
kontrolii sirasinda Pr gibi bir periyotla slirekli titresim yapmasi gézlemine
dayanir [6.7]. Once kapali ¢evrim sisteme sabit bir referans giris uygulanir
ve sistemin duragan duruma erigsmesi beklenir. Daha sonra sisteme hatanin
(e) isaretine gore asagidaki gibi ¢alisan bir bang-bang kontrolci eklenerek
sistem galistirilir. (Proses kazanci negatif ise d’nin isaretleri ters alinir.)

u=d (e<0)

u=-d (e>0) (6.4)

Bu deney belli bir sure sirduruldikten sonra sabit genlikli strekli
salimmlar elde edilir. Bu salinimlarin periyodu Pp, olarak alinir. Salimmlarin
genligi a ise, Ky degeri,

_4d

K, (6.5)
a

olarak bulunur. Daha sonra Ziegler-Nichols siirekli titresim yontemi ya da
Tyreus-Luyben yontemindeki gibi kontrolcli parametreleri segilir.

6.2.6 Chien-Hrones-Reswick Yodntemi

Chien-Hrones-Reswick yonteminde Ziegler-Nichols ydnteminde
kullanilan proses reaksiyon egrisi kullanilir [6.8, 6.9]. YOntemin Ziegler-
Nichols yonteminden farki, “sifir asma ve en hizli cevap” ve “% 20 asma ve



262

en hizli  cevap” kriterlerine gore farkli kontrolcli parametreleri
tanimlanmasidir. Diger bir fark ise sisteme referans girisi ve bozucu giris
uygulandiginda kullanilan parametrelerin birbirinden farkli olmasidir.
Yontemin uygulanmasinda once Ziegler-Nichols yontemindekine benzer
bigimde proses reaksiyon egrisi Sekil 6.4’deki gibi elde edilir. Cevap
egrisinin maksimum egime (R) sahip oldugu noktada bir teget cizilir ve
sekilde gosterildigi gibi 7 ve g degerleri bulunur. Bozucu giris i¢in kontrolcii
parametreleri bu degerler cinsinden Cizelge 6.5°deki gibi saptanir [6.8].

c(t)

Css

0.632css

Sekil 6.4

Referans giris icin kontrol parametrelerinin belirlenmesi, ayrica
birinci mertebe sistemin zaman sabiti T nin bulunmasini da gerektirir. Bunu
belirlemek icin sistem cevabinin 0.632Css degerine eristigi zaman belirlenir
ve bu zamandan 7 ¢ikarilarak T’nin degeri Sekil 6.4’de gosterildigi gibi
bulunur. Kontrolct parametreleri zs, = ve T cinsinden Cizelge 6.6’daki gibi
secilir [6.8].

Cizelge 6.5
Bozucu Giris i¢in Kontrolcii Parametreleri
Asma %0 % 20
Parametre Ko Ti Ty Kp Ti Ty
P 0.3d - - 0.7 dtq - -
Pl 0.6dw 4y - 0.7 dtq 2.3 -
PID 0.957/t4 241 0.42 4 1.2ty 214 0.42 4
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Cizelge 6.6
Referans Giris i¢in Kontrolcii Parametreleri
Asma % 0 % 20
Parametre Ko Ti Td Ko Ti Tq
P 0.37w - - 0.7 tq - -
Pl 0357w | 1.2T - 0.6 7ty T -
PID 0.6ty T 0.5z | 0.957ty 14T 0.47 1y
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PROBLEMLER

6.1 Asagidaki sekilde bir sistemin deneysel olarak elde edilmis Bode
diyagramlar1 verilmistir.. Sistemin transfer fonksiyonunu bulun.

40

N
o

Biyuklik, dB
o

Faz Acisi, Derece

1072 101 1 10! 102 108
w (rad/s)

6.2 Asagidaki sekilde bir sistemin deneysel olarak elde edilmis Bode
diyagramlar1 verilmistir. Sistemin transfer fonksiyonunu bulun.

20
0

-20

Biiyuklik, dB

-40

Faz Acisi, Derece

103 1072 10! 100 10t 102
o (rad/s)
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Blok diyagrami asagida verilen agik c¢evrim sistemin  transfer
fonksiyonunun bilinmedigini ve birim basamak giris i¢in proses
reaksiyon egrisinin deneysel olarak sekildeki gibi elde edildigini
varsayin. Asagidaki yontemleri kullanarak P, PI, PID kontrolci
parametrelerini belirleyin.

Giris, R(S) | Cikis, C(s)
—_—

(s+1)°

- Ziegler ve Nichols’un Proses Reaksiyon Egrisi Metodu
- Cohen-Coon Yontemi

- Chien-Hrones-Reswick Yontemi (%20 asma igin)

0.8

0.6

il 1/

0.2 /

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Zaman (8)
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6.4

Bu parametreleri birim geribeslemeli sisteme uygulayarak her bir
kontrol islemi icin elde edeceginiz birim basamak cevaplari
karsilastirin. Bu metotlar verilen sistem icin ne kadar basarili?
Sonuglar1 ve sebeplerini tartisin. (MATLAB’dan yararlanin.)

Asagida blok diyagrami verilen sistemin transfer fonksiyonunun
bilinmedigini varsayin. Bu sisteme oransal kontrol uygulanmis ve
K =35.5 oldugunda 1/4 genlik kriterine uygun bir basamak cevap elde
edilmigtir. K = 180.5 oldugunda ise sekilde verilen siirekli titresimler
elde edilmistir. Asagidaki yontemleri kullanarak P, PI, PID kontrolcl
parametrelerini belirleyin.

Referans
girisi, R(S) + K Cikis, C(s)
i

s +12¢° + 465 + 685 +48

16
N FAVEE Y A W Y\

—
!

——

1.2

S
—
—
—

0.8
|
0.6 /
0.4 /
0.2 f

c(t)

\
\
\
|
|
|
|
\
\
\
\

e
———

|

[

|

l

[

|
|
J

0 5 10 15
Zaman (s)

- Ziegler ve Nichols’un Siirekli Titresim Y 6ntemi

- Soniimli Titresim Yontemi (Kp nin son degerini bulmak igin,
verilen agik ¢evrim transfer fonksiyonunu kullanin.)

- Tyreus-Luyben Ydntemi
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Bu parametreleri birim geribeslemeli sisteme uygulayarak elde

edeceginiz birim basamak cevaplari karsilastirin.  Sonuglari
yorumlayin. (MATLAB kullanabilirsiniz.)

Asagida blok diyagrami verilen sistemin transfer fonksiyonunun
bilinmedigini varsayin. Ag¢ik ¢evrim sistem igin deneysel olarak elde
edilen proses reaksiyon egrisi asagidaki ilk sekilde verilmistir. Birim
geribeslemeli sisteme + 1 biyiikliigiinde giris kullanilarak (denklem
6.4’de d = 1) Kapali Cevrim Bang-Bang Test’i uygulanmis ve ikinci
sekilde verilen sonuglar bulunmustur. Asagidaki yontemleri kullanarak
P, PI, PID kontrolcii parametrelerini belirleyin.

- Ziegler ve Nichols’un Proses Reaksiyon Egrisi Y ontemi

- Kapali Cevrim Bang-Bang Test Yontemi (Ziegler ve Nichols
Yodntemine uygulayarak.)

Referans
Girisi, R(S) 1 Cikis, C(s)
—_— —

57 +9s% +20s +12

= 0.05
° 0.04 //
0.03
0.02 /
0.01
0
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c(t)

4 |
o
) vy UV U\

o 1 2 3 4 5 6 7 8
Zaman (S)

10

Bu parametreleri birim geribeslemeli sisteme uygulayarak her bir
kontrol islemi icin elde edeceginiz birim basamak cevaplari
karsilagtirin. Sonuglart yorumlaym. (MATLAB kullanabilirsiniz.)
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DURUM DENKLEMLERI VE
MODERN KONTROL

Kontrol sistemlerinin analiz ve tasariminda iki temel yaklasim
vardir. Klasik kontrol denilen birinci yaklasimin temel 6zellikleri asagidaki
gibi siralanabilir.

i) Sistemin tek girisi ve tek ¢ikisi vardir. Sistemin dinamigi bu
girisle ¢ikis arasindaki iligkiyi veren n’inci mertebe tek bir
diferansiyel denklem cinsinden ifade edilir.

i) Kapali ¢cevrim kontrol i¢in sadece ¢ikis Olgllerek geri beslenir.

iii) Kontrol sisteminin tasariminda herhangi bir optimizasyon
yoktur.

iv) Cikis cinsinden ifade edilen sistemin dinamik denkleminin
Laplace transformu alimir; sistem, girisle ¢ikis arasindaki
transfer fonksiyonu cinsinden ifade edilir. Analiz ve tasarim
Laplace bolgesinde ydratalir.

V) Amag sadece c¢ikisi kontrol etmektir. Sistemde diger i¢
degiskenlerin davranis bigimleri dikkate alinmaz.

Yirminci yiizyilin ikinci yarisindan itibaren hizla gelisen ve ileri
kontrol uygulamalarina damgasini vuran ikinci yaklagima ise modern kontrol
denir. Bu yaklagimin belirgin 6zellikleri asagidaki gibi listelenebilir.

i) Sistemde birden fazla giris ve birden fazla ¢ikis olabilir.

i) Sistemin dinamik davranisi, durum degiskeni adi verilen n
sayida bagimsiz degisken cinsinden yazilan n sayida birinci
mertebe difereransiyel denklemle ifade edilir. Bu denklemlere
durum denklemleri denir.

iii) Kapali ¢evrim kontrol i¢in n sayida durum degiskeni geri
beslenir.

iv) Kontrol iglemi sirasinda belli bir performans kriteri minimum
yapilir.
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V) Sadece ¢ikisin degil, sistemin i¢ dinamiginin de kontrol edilmesi
mumkundur.

Miihendislik 6grencilerine 6gretilen ilk temel kontrol dersinin igerigi
genellikle klasik kontrol konularim igerir. Durum denklemleri ve modern
kontrolle ilgili konular ise bu temel dersi izleyen daha ileri dlizeyde bir derste
islenir. Bu kitap, okuyucunun durum denklemlerine daha 6nce asina oldugu
varsayimiyla hazirlanmigtir. Bu bolimde temel konulari tazelemek amaciyla
konunun oldugunca kisa bir 6zeti verilecektir.

7.1 Durum Degiskenleri ve Durum Denklemleri

Bir sistemin herhangi bir andaki durumunu eksiksiz olarak
tanimlayan tam ve bagimsiz degisken takimina durum degiskenleri denir. Bu
degiskenler xi (i = 1, . ., n) olarak gosterilsin. Durum degiskenlerinin say1si
(n) sistemin mertebesidir. Eger bir sistemin t > to i¢in davranisi, sadece to
anindaki durumu ve to’dan sonra sisteme uygulanan girigler tarafindan
belirleniyorsa, o sisteme durumla belirlenen sistem denir. Durum
degiskenlerinin tiirevleri de durum degiskenleri cinsinden ifade
edilebileceginden sistemin dinamigini tam olarak tanimlayan n sayida birinci
mertebe denklem, durum degiskenleri (X1, X2, .., Xn) Ve kontrol girisleri (Us, Uz,
.., Uy) cinsinden asagidaki gibi yazilabilir. Bu denklemlerdeki f; fonksiyonlar1
genel halde lineer olmayan fonksiyonlardir. Denklemin argiimanindaki t
terimi sistemin parametrelerinin zamana gore degistigi hallerde bulunur. Bu
denklemlere durum denklemleri denir.

X () = f,(X(, X500y X, Up, Uy, 0y U 1) @i=1..,n) (7.1
Eger,
EX %, | u, | f, ]
Xy X, u, f,
_Xn_ _Xn_ _ur_ _fn_

matrisleri tanimlanirsa, denklem (7.1) kisaca asagidaki gibi yazilabilir.
(Terimlerin altindaki ¢izgi onlarmm matris ya da vektor oldugunu
gostermektedir.)

x=f (x,ut) (7.2)
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Sistemin yi, Y2, . ., Ym Qibi m sayida ¢ikisi varsa, bunlar durum
degiskenleri ve sistem girisleri cinsinden asagidaki gibi ifade edilebilir.

Vi 1) = 9 (X, X5, ., X, Up, Uy, U 1) (k=1,...,m) (7.3)

Eger,
Y ] 9 |
Y2 92
y= g= (7.4)
L Ym L 9m ]
tanmimlar1 yapilirsa, ¢ikis ifadesi kisaca agagidaki gibi yazilabilir.
y=9(x,u,t) (7.5)

Bu denklemdeki u terimi girisin dogrudan ¢ikisa katkida bulundugu
nadir durumlarda argiimanda yer alir. ¢ ’nin elemanlart ise genel halde lineer

olmayan fonksiyonlardir.

Sabit parametreli, girisin dogrudan ¢ikisa tasinmadigi, lineer bir
sistem icin denklem (7.2) ve denklem (7.3) asagidaki hali alirlar.

X=Ax+BU (7.6)

(71.7)

<
Il
@)
P

Yukaridaki denklemlerde A terimi nxn boyutlu sistem matrisi, B
terimi nxr boyutlu giris matrisi, C terimi ise mxn boyutlu ¢ikis matrisidir.

Durum degiskenleri sistemi tam olarak tanimlayan ve birbirinden
bagimsiz degiskenlerden olugsmak kaydiyla, sonsuz sayidaki degisken
takiminlarindan herhangi birisi olabilir. Bununla beraber, avantajlar
dolayisiyla uygulamalarda bazi degisken takimlari tercih edilir. Bunlardan
bazilar1 agsagida verilmistir.
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i)  Bagimsiz enerji depolayan elemanlarin enerji depolamasina
sebep olan akim veya gerilim degiskenleri.

Bu tiir degiskenlerin iistiinliigii fiziksel olmalari, kolayca 6l¢iiliip
izlenebilmeleri ve geri besleme ic¢in kolayca kullanilabilmesidir. Durum
denklemlerinin bu tiir degiskenlerle elde edilmesi i¢in kullanilan standart
yontemler [7.1] numarali kaynakta ayrintili olarak bulunabilir.

i)  Faz degiskenleri.

Bu degiskenler, bir degisken ve bu degiskenin n — 1 sayida siral
tirevi olarak tanimlanir. Girisle ¢ikis arasindaki transfer fonksiyonu
verilmisse, payda polinomunun katsayilarindan dogrudan yazilabilir. Ornek
olarak, lineer bir sistemin ¢ikist y(t), girisi u(t), giris ve cikis arasindaki
transfer fonksiyonu asagidaki gibi olsun.

K(c,s™ +a, ,S" % +..4C,5+C)

G(s) = y(s) _

n n-1 n-2 (msn)
uis) s"+a,s" +a,48" +..+a,5+a

(7.8)

Boyle bir sistemin faz degiskenleri cinsinden durum denklemleri ve
¢ikis ifadesi asagidaki gibidir.

%, o 1 0 . 0 0 0
%, o 0o 1 . 0 o0
x=| . |=| . . . . o x| . u
£,/ |0 o o . o 1 0
| %, | |- -a, -a; . -a, -a,| |K]
(7.9)
y=[c, ¢, . ¢, 0 . 0]x (7.10)

Yukaridaki ifadelerden goriildiigii gibi, verilen bir transfer
fonksiyonundan durum denklemleri ve ¢ikis ifadesinin yazilma kurali
asagidaki gibidir.

A matrisini olusturmak igin,
- nxn bir bog matris aln.
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- Diyagonal terimlerin bir tizerindeki biitiin elemanlar1 “1”
yapin.

- Son satir elemanlar1 olarak, transfer fonksiyonun payda
polinomunun katsayilarinin negatifini a;’den baglayarak
sirali olarak yazin.

- Diger biitiin elemanlara “0” yazin.

B matrisini olusturmak i¢in,
- nx1 boyutlu bir bos matris alin.
- En alttaki elemana K kazancini yazin.
- Diger biitlin elemanlara “0” yazin.

C matrisini olusturmak i¢in,

- 1xn boyutlu bir bos matris alin.

- Soldan itibaren c1’den baslayarak transfer
fonksiyonunun pay polinomunun katsayilarini sirali
olarak elemanlara yazin.

- Geri kalan biitiin elemanlara “0” yazin.

Yukaridaki islemler yapilirken, transfer fonksiyonunun eksik
katsayilar1 varsa, bunlarin yerine sifir yazin.

Faz degiskenleri kullanmanin bir iistiinligii, blok diyagraminda
ardigik integrasyon iglemi yapilmasi, geri besleme ve ileri besleme hatlarinda
sadece sabit katsayilarin yer almasidir. Ancak bundan daha 6nemlisi, bazi
tasarim yontemlerinde faz degiskenleri kullanilmasinin zorunlu olmasidir.
Buna karsilik en 6nemli sakincasi ise fiziksel degiskenlerin yiiksek mertebeli
tiirevlerini olgecek aygitlarin bulunmamasi ve bu ylizden geri beslemede
yasanan zorluktur.

iii) Kanonik Degiskenler

Kanonik degiskenlerin en 6nemli 6zelligi A matrisinin diyagonal
olmasidir. Transfer fonksiyonu denklem (7.8)’deki gibi verilen ve kath
kutuplar1 olmayan bir sistem olsun. Bu transfer fonksiyonu asagidaki gibi
kismi kesirlerine ayrilabilir. Burada Ai (i = 1, . ., n) sistemin kutuplaridir.

G(s)=y(s)= d, + d; + d; .+ dy (7.11)
uis) s—-4 s-4, S—4A, s—A,

Yeni bir degisken takim z, agagidaki gibi tanimlansin.
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z@)_ 1
uis) s-A4

(i=1..,n) (7.12)

Bu sekilde tanimlanan yeni degiskenlere kanonik degiskenler denir.
Denklem (7.12)’den asagidaki gibi bir dizi birinci mertebe diferansiyel
denklem sistemin durum denklemleri olarak yazilabilir.

z;(t) = 4,z; (t) + u(t) @i=1..,n) (7.13)
Cikis ifadesi ise asagidaki gibi bulunur.
yt)=d,z;(t) +d,z, () + ... +d,z,(t) (7.14)

Sistemin matris formundaki durum denklemleri ve ¢ikis ifadesi
asagidaki gibidir.

z, 0 4, 0 . 0
z= =l . .. X+ [.(u (7.15)
2,4 0 0 O Avs O
|z, ] [0 0 O An | 1]
yz[dl d, . d,, dn]Z (7.16)

Kanonik degiskenleri kullanmanin en Onemli Ustiinligi,
degiskenlerin birbirinden bagimsiz olarak birinci mertebe diferansiyel
denklemlerden ¢oziilebilmesidir. Buna karsilik degiskenlerin fiziksel bir
anlamlar1 olmayabilir ve bu degiskenler geri besleme amaciyla
Olgllemeyebilir. Kanonik degiskenler kompleks dahi olabilir.

7.2 Durum Denklemleri ve Transfer Fonksiyonu iliskisi

Lineer bir sistemin durum denklemleri ve ¢ikis ifadesi asagidaki gibi
verilmis olsun.

(B

= Ax+Bu (7.17)

—Cx (7.18)

<
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X i¢in baslangi¢c kosullari sifir kabul edilerek bu denklemlerin
Laplace transformlar1 alinirsa,

olur. Bu denklemlerden x(s) ve y(s) asagidaki gibi bulunur.

sX(s) = Ax(s) + Bu(s)

y(s) =Cx(s)

x(s) =[sl - A" Bu(s) = @(s) Bu(s)

y(s) =C[sl - A]"Bu(s) =G(s) u(s)

Bu denklemlerde gecen,

®(s)=[s1 - A]"

terimine ¢ozicl matris denir.

Denklem (7.22)’deki,

G(s)=C[sI - A]"B

(7.19)

(7.20)

(7.21)

(7.22)

(7.23)

(7.24)

terimi ise transfer fonksiyonlar1 matrisidir. Denklem (7.22) asagidaki gibi
acik bir bicimde yazilabilir.

Y1
Yo

L Ym

I Gy (s) Gy,(s)
G,i(s) Gy(s)

1Gmi(S) Gpa(s)

Gy, (9) |
Gy (s)

Gmr (S)_

_ul(s)_
U, (s)

LU, (8) ]

(7.25)

Bu ifadede Gj;(s) gibi bir terim, j’inci giris ile i’inci ¢ikis arasindaki
transfer fonksiyonudur. Tek giris ve tek ¢ikisi olan sistemlerde C matrisi n
boyutlu yatay bir matris, B ise r boyutlu diisey bir matris oldugundan
G(s)’nin boyutu 1x1 olur ve tek bir transfer fonksiyonu elde edilir. Bu da
klasik kontrolde kullanilan transfer fonksiyonudur.
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7.3 Kontrol Edilebilirlik ve Gozlenebilirlik

Bir sistemde durum degiskenlerinin bazilar1 giris tarafindan
degistirilebilirken bazilarina girisin erismesi miimkiin olmayabilir. Bazi
degiskenler ¢ikisa katkida bulunurken bazilar1 ise herhangi bir katkida
bulunmayabilir. Bu 06zellikler kontrol edilebilirlik ve gozlenebilirlik
kavramlariyla ifade edilir. Herhangi bir sistem bu kavramlar kullanilarak
dort alt boliime ayrilabilir.

i) Hem kontrol edilebilirligi hem de gozlenebilirligi olan kisim.

i) Kontrol edilebilirligi olmayan ama gozlenebilirligi olan kisim.

iii) Kontrol edilebilirligi olan ama g6zlenebilirligi olmayan kisim.

iv) Hem kontrol edilebilirligi hem de gozlenebilirligi olmayan
kisim.

Bir sistem durum denklemleriyle ifade edildiginde yukaridaki
kisimlarin hepsi matematiksel olarak gosterilebilir. Buna karsilik klasik
kontrolde kullamilan transfer fonksiyonu yaklagiminda sadece kontrol
edilebilirligi ve gozlenebilirligi olan kisim dikkate almir. Yani transfer
fonksiyonuyla tanimlama ve durum denklemleriyle tanimlama bigimleri,
eger sistem tamamen kontrol edilebilirligi ve gozlenebilirligi olan kisimdan
olugmussa esdegerdir. Aksi takdirde durum denklemleriyle tanimlama daha
fazla bilgi igerirken, transfer fonksiyonuyla tanimlamada bilgi kayb1 vardir.

Kontrol edilebilirlik ve gozlenebilirlik 6zellikleri  durum
degiskenlerinin matematiksel tanimlanma bi¢imiyle yakindan iliskilidir.
Aym sistemin farkli durum degiskeni takimlariyla tanimlanmasi halinde,
birinin kontrol edilebilirligi ya da gozlenebilirligi olurken diger tanim
seklinde tersi olabilir. Eger bir sistemin kontrol edilebilirligi ve
gozlenebilirligi varsa, o sistemin ¢ikiginin kontrol edilebilmesi daima
mumkundur.  Bir sistemin sadece kontrol edilebilirligi ve gozlenebilirligi
olan kisimdan olup olmadigi asagida verilen matematiksel testlerle
belirlenebilir.

1. Denklem (7.17) ve denklem (7.18) ile tanimlanan bir sistem,
eger nxnr boyutlu asagidaki kompozit matrisin rank’1 (kerte’si)
n ise kontrol edilebilir’dir.

[B|AB|A’B|...|A""B|] (7.26)

Bu matrisin rank’1 kontrol edilebilirligi olan durum degiskeni
saylisina esittir.



277

2. Denklem (7.17) ve denklem (7.18) ile tanimlanan bir sistem,
eger nxnm boyutlu asagidaki kompozit matrisin rank’t n ise
gozlenebilir’dir.

[CT|ATCT|A™CT|...|aT"¥CTy (7.27)

Bu matrisin rank’1 gozlenebilir olan durum degiskeni sayisina
esittir.

7.4 Lineer Doniisiimle Yeni Durum Degiskenleri TUretilmesi

Lineer bir sistemin durum denklemleri ve ¢ikis ifadesi asagidaki gibi
verilmis olsun.

= Ax+Bu (7.28)
y=Cx (7.29)

Yeni bir durum degiskeni takimi z asagidaki gibi tanimlansin.

x=Pz (7.30)

x (7.31)

IN
Il
v

Burada P tekil olmayan bir kare matris olup, doniistlrme matrisi
olarak adlandirilir. Denklem (7.30)’dan x alinip denklem (7.28) ve (7.29)’da
yerine koyulursa ve ilk denklemin her iki tarafi sol taraftan P * ile ¢arpilirsa,
yeni durum degiskeni cinsinden agagidaki denklemler elde edilir.

7=P"APz+P'Bu (7.32)

CPz (7.33)

y

Yeni sistem matrisi A", giris matrisi B” ve ¢ikis matrisi C* asagidaki
gibi tanimlanirsa,

A =P'AP B =P'B C =CP (7.34)
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yeni tanimlanan durum degiskenleri cinsinden sistemin durum denklemleri
ve ¢ikis ifadesi agagidaki gibi elde edilir.

*

2=Az+B’u (7.35)

1>
IN

y=Cz (7.36)

Yukaridaki islemlerde P tekil olmamak kaydiyla herhangi bir kare
matris olabilir. Yani P i¢in sonsuz se¢enek vardir. O halde bir sistemi ifade
edebilmek i¢in sonsuz sayidaki durum degiskeni takimindan herhangi biri
kullanilabilir.

Durumla belirlenen bir sistemde lineer doniisiimle durum degiskeni
degistirildiginde sistemin agagidaki ozelliklerinin degismedigi kolaylikla
ispat edilebilir [7.2].

i) Sistem matrisinin 6zdegerleri ayni kalir. Yani, asagidaki esitlik
gecerlidir.

det[s] — A]=det[sl - A" ] (7.37)

ii) Girisle ¢ikis arasinda transfer fonksiyonu degismez. Yani,
asagidaki esitlik gecerlidir.

clsi-Al*B=C’ls1-A"]'B" (7.38)
7.5 Durumla Belirlenen Lineer Sistemin Zaman Cevabi

Durumla belirlenen lineer bir sistemin durum denklemleri ve ¢ikis
ifadesi,
X

Ax+Bu (7.39)

y=Cx (7.40)

denklemleriyle verilmis olsun. Bu sistemin t = 0 anindaki durumu x(0) = Xo
ve t > 0 i¢in sisteme uygulanan girig u(t) ise, t > 0 igin x(t)’nin ¢6zUmU
sistemin zaman cevabini verir.
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Denklem (7.39) ile verilen diferansiyel denklem takiminin ¢dziimii
diger lineer diferansiyel denklemlerde oldugu gibi ii¢ asamadan olusur. Bu
asamalar sirasiyla homojen ¢oziimiin (zorlanmamis ¢oziim) integrasyon
sabitleri cinsinden bulunmasi, u(t)’ye karsilik gelen 06zel ¢oziimiin
(zorlanmis ¢6zlim) bulunmasi, homojen ¢oziimle 6zel ¢oziimiin toplami olan
genel ¢Oziime baslangi¢ sartlarmi uygulayarak integrasyon sabitlerinin
bulunmasidir. Asagida bu asamalar kisaca Ozetlenerek sistem cevabi i¢in
genel bir ifade elde edilecektir.

i) Homojen ¢éziim

Homojen ¢oziim zorlanmamus sistemin ¢6ziimii oldugundan u(t) =0
almir. Yani,

X = AX (7.41)

denkleminin ¢ozimuddr. Bu ¢oztim x, olsun ve asagidaki gibi sonsuz bir
zaman serisi seklinde ifade edilebildigi varsayilsin

X, =Co +Ct+Cot7 +4C t™ 4o (7.42)

Bu ¢dziim denklem (7.41)’de yerine koyulur, esitligin iki tarafindaki
t’nin aym kuvvetteki terimlerinin katsayilar1 birbirine esitlenirse, c

disindaki katsayilar ¢, cinsinden bulunabilir ve ¢oziim asagidaki gibi
yazilabilir.

X, =[l+ﬂ+%£\2t2 +--+%Amtm T }goze’“go (7.43)

Yukaridaki denklemde koseli parantezin ig¢indeki terimin formati
e teriminin zaman serisi agihmiyla ayni oldugundan kisaca e olarak
gosterilmistir. €2 terimi denklem (7.43)’de késeli parantez i¢inde verildigi
gibi tanimlanmustir. Bununla beraber, €* teriminin tiirevini ya da integralini
alirken gegerli olan kurallar, e® icin de gegerlidir. Sadece a yerine A
yazmak yeterlidir. 2 terimi kisaca,

p(t) =e* (7.44)
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olarak da yazilir. Bu matris durum déniigtirme matrisi ya da temel matris
olarak adlandirilir. Bu matrisin anlami ve 6zellikleri bu boliimiin ilerleyen
kisimlarinda ayrintili olarak incelenecektir.

i) Zorlanmig ¢bzUm

Zorlanmig ¢oziimde sistem girisi sifir olmadigindan,
%= Ax+Bu (7.45)

denklemi gegerlidir. Zorlanmig ¢6ziim X (t) 'nin asagidaki gibi ifade

edilebilecegi varsayilsin.
_ oA
X, =¢€ E(t) (7.46)
Bu ifadenin tlrevi alinirsa asagidaki denklem elde edilir.

X, =A™ p(t)+e” % (7.47)

X,(t) ayni zamanda denklem (7.45)’i de saglamak zorunda

oldugundan, asagidaki ifade de yazilabilir.
%, = AX, +Bu (7.48)

Denklem (7.47) ve denklem (7.48)’in sag taraflarini esitleyerek elde

edilecek ifadenin her iki tarafi soldan € 2 ile carpilirsa,

dp(t
ap® =e % Bu

at Bu (7.49)

ya da, bu denklemin integrali alimir ve sonu¢ denklem (7.46)’da yerine
koyulursa, 6zel ¢oziim agagidaki gibi bulunur.

x, =ef j;e—éfgg(r)dr (7.50)
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iii) Genel ¢6zUm ve baslangig sartlarinin uygulanmasi

Genel ¢dziim denklem (7.43) ile verilen homojen ¢dzlim ve denklem
(7.50) ile verilen zorlanmig ¢6ziimiin toplamu olup,

x=efc, +e£‘j;e’éf Bu(r)dr (7.51)

seklindedir. Bu denkleme X(0) = Xo sinir sart1 uygulanirsa integrasyon sabiti
Co = X, 0lur ve sistemin zaman cevabi asagidaki gibi elde edilir.

x=e"x,+e? J.te’éfgg(r)dr
o (7.52)
—efx, + IO eI Bu(r)dr

Bu denklemdeki birinci terim sistemin baslangi¢ durumuna olan
cevabi, ikinci terim ise zorlamaya olan cevabidir. Denklemde yer alan
integralin adi1 konvolisyon integrali’dir.

7.6 Durum Déniistiirme Matrisi
Zorlanmamig bir sistemin,
X(t) =e™ X, = $(1)X, (7.53)

seklinde olan zaman cevabi incelendiginde, ¢(t)’ye neden durum

doniistlirme matrisi denildigi daha kolay anlasilir. Goriildiigi gibi, bu matris
bir operator gibi davranarak sistemin t = 0°daki Xxo durumunu t anindaki X(t)
durumuna doniistiirmektedir.

Homojen ¢ézim Laplace transferi yontemiyle de elde edilebilir.

Denklem (7.41)’in Laplace transformu alinirsa, sirasiyla asagidaki ifadeler
bulunur.

sx(s) — x(0) = Ax(s) (7.54)
X(s) = (sl = A)*x(0)=D(s) X, (7.55)

X(®) =L1[(sL—A) X =L1[P(S)] X, (7.56)
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Denklem (7.56) ile denklem (7.53) karsilastirilirsa,
pO) =L [2(9)] o= LPO) ] (7.57)

esitlikleri elde edilir. O halde durum doéntistiirme matrisi, denklem (7.23) ile
verilen ¢ozlcl matrisin Laplace transformudur.

Denklem (7.39)’un x(0) = xo smur sartiyla Laplace transformu
almirsa, sirastyla asagidaki esitlikler elde edilir.

sx(s) — x(0) = Ax(s)+ Bu(s) (7.58)
X(s) = 2(s)x(0)+D(s)Bu(s) (7.59)
X(t) =L D(s)] X, + LU D(s)Bu(s)] (7.60)

Durum doniistirme matrisinin bazi &zellikleri ispat edilmeden
asagida listelenmistir [7.2].

) p0)=1 (7.61)
i) A1) = Ap(t) (7.62)
iii) P(t,) = P(t, —t,)g(t,) (7.63)
V) Bt)g(t,) = plt, +1,) (7.64)
v) [¢(t)11=¢(-1) (7.65)
vi) [4(t) 1"=¢(nt) (7.66)

Durum Doniistiirme Matrisinin Elde Edilme Yontemleri:

Durum doniigtirme matrisi asagidaki  yontemlerden  birisi
kullanilarak elde edilebilir.

i) Matrisin zaman serisi agiliminin kullanilmasi.

Durum doniistirme matrisi asagidaki sonsuz zaman serisiyle
tanimlanmusti.
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p(t) =e? =l+£¢+%ézt2 +--+%Amtm e (7.67)

Bu yontemde serinin yeterince sayida terimi alinarak durum
doniistiirme matrisinin elemanlari1 tanimlanmaya galigilir,

i) (é(t) = Ag(t) denkleminin ¢(0) = | sinir sartina tabi olarak
analitik ya da ntimerik yontemlerle ¢ozilmesi.
iii) Sylvester agilim teoreminin kullanilmasi.

Asagida  verilen Sylvester ac¢ilim teoremi  A-matrisinin
Ozdegerlerinin, yani sistem kutuplarinin kathi olmadigi durumlar igin
kullanilir.

Sylvester A¢ilim Teoremi:

Eger f (A) fonksiyonu A’nin,
f(A)=> c A" (7.68)
k=0
gibi bir polinom fonksiyonuysa, f (A),

(A= ()R (769

seklinde ifade edilebilir. Burada 4;, A-matrisinin 6zdegerleri, F, katsayilar

ise asagidaki gibi tanimlidir.

nA-A1.1
E = — J= 7.70
! ];[ li_ﬂ’j ( )
J#i

7.7 Ornekler
Ornek 7.1

Transfer fonksiyonu,

oY) 2s+4)

7.71
u(s) s*+6s*+11s+6 (7.71)
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olan sistemin, kanonik degiskenler kullanarak A-matris formunda ifade
edilmesi istenmektedir.

Verilen transfer fonksiyonunun paydasi asagidaki gibi carpanlara
ayrilabilir.

G(s)= Y _ 25+8 (7.72)
u@is) (s+D(s+2)(s+3)
Bu ifade asagidaki gibi kismi kesirlerine ayrilabilir.
G(s) = y(s) _ - 2s +28 ]
uis) (s+1(s+2)(s+3) (7.73)
_ dl + d2 + d3

541 s+2 s+3

Kismi kesir katsayilari, kismi kesirleri ortak payda altina alip,
karsilikli olarak katsayilari esitleyerek bulunabilir. Ya da kalinti (rezidi)
teoreminden yararlanarak asagidaki gibi dogrudan bulunabilir [7.1].

25s+8

d, =G(s)(s+D)|_, = 612653 B =3 (7.74)
2s+8

d, =G(s)(s+2)|_, =m B =—4 (7.75)

_ _ 2s+8 _
dy =G(s)(s+3)|_, = 610612 . 1 (7.76)
O halde,
Ge=Y® _ 8 =4 1 (7.77)

uis) s+1 s+2 s+3
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olduguna goére, denklem (7.13)’den sistemin durum denklemleri kanonik
degiskenler cinsinden asagidaki gibi elde edilir.

Z;(t) = A,z; (t) + u(t) (i=1 2,73 (7.78)
Cikis ifadesi ise denklem (7.14)’den asagidaki gibi bulunur.

y(t) =3z, (t) — 4z, (t) + z5(t) (7.79)
Ornek 7.2

Bir sistemin A matrisi asagida verilmistir.

0 1
/_A{_l o} (7.80)

Sylvester agilim teoremini kullanarak durum doéntistirme matrisi
#(t) 'nin bulunmasi istenmektedir.

Yiiriitiilmesi gereken islemler asagida siralanmustir.

2 -1
det[ﬂl—A]zdet[ }:fu:o
1 2

(7.81)
ﬂq:jv /12:_1-
W
_ —1
E1=A Ll 172 ) (7.82)
A=A, 2j
E
_ -1 -
p,-A7AL_ J (7.83)
Ay — ~2j
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gt)=e"F, +e "F,

elt o7t glt g7t

~ 2 2j (7.84)
| elt-et eltyeh
2] 2

Euler formull kullanilirsa asagidaki sonug elde edilir.

(7.85)

?(t):[ cost sint}

—sint cost

Ornek 7.3

Bir sistemin durum denklemleri,

g:{; j2k+[ﬂu (7.86)

olarak verilmistir. Baglangi¢ sart1 ve sistem girisi,
1
x(0) = M u=1 (t=0) (7.87)

olduguna gore, sistemin zaman cevabinin bulunmasi istenmektedir.
Sistemin 6zdegerleri,

A+l -2

det[A1 — A]= det{
0 A+3

}:u+nu+$=o
h=-1  2,=-3 (7.88)

olduguna gore, Sylvester acilim teoreminden durum doniistiirme matrisi
asagidaki gibi bulunur.
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_ 11

[ -1 (7.89)
2 -4, |00
- 0 -1

g, -8Al_ (7.90)
2, -4 |0 1

P(t) = e'F,+eF,

et ot _pd (7.91)
= 0 -3t

e

Sistem cevabi ise denklem (7.52)’den asagidaki gibi elde edilir.

et et _etM
oy

—(t—-7) —(t-7) -3(t—7)
t e e —e 0
+ 0 |: 0 e—3(t—1') :||:1:|[l]dz-

Zeft _e73t t ef(tfr) _ e73(tf‘r)
x(®) = { o3t + Io ) dz

(7.92)

ya da,

— r=t
~t 3t ef(tfr) _ 1e73<t77)
_ {Ze e__ae } . . si | (7.93)
“e T
- 7=0
et _g3t %—e*‘ —f—%ef?’t
:{ e } + 1 1 4
~—Ze
3 3

yada,
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2 0 2
|:X1 (t):| 5 +€ 5 (5]
_ (t>0) (7.94)
X2 (t) 1 + g e_st
3 3
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PROBLEMLER

7.1 Asagida transfer fonksiyonu verilen sistemleri faz degiskenleri
cinsinden A-matris formunda ifade edin.

20
a G(s)=
@ ®) s* +2s% +55% +7s+1
K(s? +2s+1) K(s+1)
b G(s) = ) G(B)=——~T
®) ®) s3 +24s% +16s5+1 © ®) s3+3s+2

7.2 Asagida transfer fonksiyonu verilen sistemleri dogrudan transfer
fonksiyonunu kullanarak kanonik degiskenler cinsinden A-matris
formunda ifade edin.

@ G(s) = s+10
(s+D)(s+2)(s+4)(s+6)
s +2s+1 s+3
(b) G(S)_(s+2)(s+3)(s+5) © G(S)_33+3s+2

7.3  Asagida transfer fonksiyonu verilen sistemleri once faz degiskenleri
cinsinden ifade edin. Faz degiskenlerini kanonik degiskenlere
dondstiirecek donlisiim matrisi P’yi bulun.

B s+10
C(5+D(s+2)(s+4)

@ G(s)
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_A(s® +2s+1) © G(s):M

®)  CO= e s(s +2)

7.4 Asagida verilen sistemlerin giris ve cikiglart arasindaki transfer
fonksiyonlarini bulun.

(@) >_'<={_1 3}5+Hu y=[L 1]x

0 -2 1
-1 1 0 0

() x=[1 -2 0 |x+|0|u y=[1 0 1]x
1 0 -3 1

7.5 Asagida verilen sistemlerin  kontrol  edilebilirligini = ve
gozlenebilirligini inceleyin.

(@) >_'<=[_1 O}NHU y=[ 0]x

0 -2 0
-1 1 0 0
() x=[1 -2 0 |x+|0|u y=[1 0 1]x
1 0 -3 1
2 10 1
(©) X={0 2 1|x+[1ju 300
C = =
- - = 14 0 0|
10 0 2 1
-1 1 0 4 2 310
(d) x={0 -1 0 |[x+|0 1ju y={0 1 2|x
0 0 -2 10 2 0 3

7.6 Homojen denklemleri asagida verilen sistemlerin durum doniistiirme
matrislerini Sylvester agilim teoremini kullanarak bulun.

1 0
0 1 |xX (Sistemin 6zdegerleri: —1, -2 ve —4)
-8 -14 -7

0
(@ x=|0



290

(b) x{o 1}5
-1 0

7.7  Homojen denklemi asagida verilen sistemin durum doniistirme
matrisini seri agilimi tanimindan yararlanarak bulun.

-1 1
X= X
& [0 _2}_

7.8  Bir sistemin durum denklemleri asagidaki gibidir.

5 el T

(a) Sylvester agilim teoremini kullanarak durum doniistiirme
matrisini  bulun.

1 1
(b) x(0)= L} ve u(t) = [J (t>0) olduguna gore sistem cevabini
bulun.

7.9  Bir sistemin durum denklemleri asagidaki gibidir.

.10 -2 1 -1 1
X= X+ u
- |4 -6/ |0 0 -1
(a) Sylvester agilim teoremini kullanarak durum doniistiirme

matrisini bulun.
1

1
(b) )_((O)=[J ve u(t)=| 2 (t>0) olduguna gore sistem
-1

cevabini bulun.
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GENEL
OPTIMUM KONTROL

Modern kontroliin klasik kontrole gore en onemli farklarindan
birisi kontrol sirasinda integral formunda bir performans kriterinin
minimum yapilmasidir. Genel optimum kontrol probleminde bu kriter,

P.K.=jL(>_<,g,t) dt (8.1)

19
seklinde olup, sistemin durum denklemleri de asagidaki genel formdadir.
X=f(xut) (8.2)

Yukarida denklem (8.1)’de gecen L(x,u,t) birinci ve ikinci
tirevleri surekli olan, x ve u fonksiyonlarinin bir fonksiyon fonksiyonu’dur.
Verilen x ve u fonksiyonlart i¢in L’nin ¢iktisi scalar bir degerdir.
Performans kriterinin zaman iginde siirekli artmasi igin L(X,u,t) teriminin

her an pozitif ya da sadece bazen sifir olmasi gereklidir. Denklem (8.2)’deki
f matrisinin elemanlar1 genel halde lineer degildir. Optimum kontrol

probleminin amaci P.K.’y1 mimum yapacak kontrol girisi u(t)’nin
bulunmasidir.

Bu bolimde 6nce temel matematik kavramlar verilerek, integral
formda bir fonksiyon fonsiyonunu minimum yapacak fonksiyonlarin
bulunmasi i¢in ¢oziilmesi gereken denklemler elde edilecektir. Daha sonra
bu temel denklemlerden yararlanarak, denklem (8.2) ile tanimlanan bir
sistemin denklem (8.1)’deki gibi bir performans kriterini minimum
yapmasini saglayacak u(t) kontrol girisini ¢ozmeye yarayacak denklemler
bulunacaktir. Konular olabildigince 6zet olarak sunulacaktir. Daha ayrintil
bilgi bolim sonunda verilen kaynaklarda bulunabilir [8.1-8.6].
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8.1 Euler Denklemi

Bir fonksiyon fonksiyonu argiimaninda verilen bir fonksiyon igin
skalar bir deger verir. Ornegin Sekil 8.1’deki gibi bir x(t) fonksiyonu olsun.
X(t) fonksiyonunun tanimladigi egrinin t = a ve t = b arasindaki uzunlugu
icin,

b
V(x) = j J1+[x@)F dt (8.3)

yazilabilir. Burada V(x) bir fonksiyon fonksiyonudur.

X(1), Xo(t) -

Sekil 8.1

Eger fonksiyon fonksiyonunun X = Xg i¢in verdigi deger Xo'in
komsusu tim X fonksiyonlari i¢in,

V(x) 2V (X,) (8.4)

ise, “V(x) fonksiyon fonksiyonu Xo icin, Xxo’m komsu bolgesinde
minimumdur.” denir. Bir x fonksiyonu baska bir X, fonksiyonuna komsu
ise, herhangi bir t degerinde X—X, ve X— X, kigUktur.

X’in varyasyonu oX asagidaki gibi tamimlanir.
X — Xy =X (8.5)

V(x) ile V(xo) arasindaki fark AV olsun. 4V’ye V’nin toplam
varyasyonu denir. Taylor serisi agilimi kullanilirsa, AV asagidaki gibi elde
edilir.
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AV =V (X) =V (Xy) =V (Xq + X) =V (X,)

Y 1 0%V , 1o%V s
=V(Xg)+— X+—— X +=——F X +- - V(X
(Xo) ox,, 25|, 300, (Xo)
Y VIRER VI -V (8.6)
2! 3

Bu denklemde gegen 6V’ye V’nin birinci varyasyonu ya da kisaca
V’nin varyasyonu, 6 2V’ye V’nin ikinci varyasyonu, 83V ye V’nin iigiincii
varyasyonu, 6 "V’ye V’nin n’inci varyasyonu denir. Bu terimler asagidaki
gibi tanimlanir.

&N = % PX 8.7)
2
5V = ZXVZ P% (8.8)
5, OV 3
oV =) o 8.9)

Bir fonksiyon fonksiyonunun varyasyonunu alirken uygulanan
kurallarla, bir fonksiyonun diferansiyelini alirken uygulanan kurallar
aymdir. Ornegin, v bir fonksiyon ise,

5(% mvzj = mvev (8.10)

olur. Eger yukaridaki denklemde v hiz ise, V=X olacagindan asagidaki
ifadeler yazilabilir.
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5(% mvzj = mVeV = mvo(X) = mxd(X) (8.11)

Fonksiyon fonksiyonlarinin minimumlarini bulmak i¢in asagidaki
teoremden yararlanilir.

Teorem:

Eger bir fonksiyon fonksiyonu V(x)’in varyasyonu varsa ve eger
X = Xo I¢in V minimum ise, X = Xo i¢in 6V = 0 olur.

oV =0 sarti gerek sart olup, yeterli degildir. Yeterli sart icin
ayrica 02V’ nin isaretine de bakilmas1 gerekir. Ancak fiziksel sebeplerden
dolayr optimum kontrol kapsaminda bu ikinci degerlendirmenin
yapilmasina gerek yoktur.

Bir x fonksiyonu cinsinden agagidaki gibi tanimlanan bir fonksiyon
fonksiyonu olsun.

b
V(x) = j L[x(t), x(t), t]dt (8.12)

Burada L, siirekli ve siirekli birinci ve ikinci kismi tiirevlere
sahiptir. Ayrica x(t) igin x(a) = A ve x(b) = B sinur sartlar1 verilmis olsun.
Bu problem, a ve b’deki ug noktalarinda x’in degeri sabit oldugundan, sabit
u¢ noktasi problemi olarak anilir.

Amag, V(x)’i minimum yapacak x’i bulmaktir. X’e ox gibi bir
varyasyon uygulansin. Ancak a ve b’de X sabit oldugundan, &x(a) = 0 ve
oX(b) = 0 olmak zorundadir. &X varyasyonu uygulandiginda, V’nin toplam
varyasyonu AV icin denklem (8.6)’dan asagidaki ifade elde edilir.

oL(x, x,t) Skt oL(x, x,t) S

b
v=| X X dt (8.13)

2 . 2 .
+£6 L(x, x,t) 5 +£6 L(x,x,1t) S+
2l ox? 2l ox?

a

O halde, V’nin birinci varyasyonu asagidaki gibidir.

b . v
o I[aL(x, %) 5 4 ALOOKD) ﬂdt (8.14)
4 OX OX



295

Parantez igindeki ikinci terime kismi integral formiilii uygulanirsa,

b . v X b
o I{aL(x,x,t) d aL(x,.x,t)} st + L% 5 (g.15)
) ax dt  ox X

a

elde edilir. Ama ox(a) = 0 ve S(b) = 0 oldugundan yukaridaki denklemde
son terim diiser. Denklemi rastgele oX i¢in saglayacak sart asagidaki gibi
elde edilir.

oL(x, x,t) _i&L(x,X,t) B
OX dt OX

0 (8.16)

Bu denklem Euler denklemidir. Euler denklemi fonksiyon
fonksiyonlarimin minimizasyonunda kullanilan temel denklemdir. Euler
denkleminden elde edilen egrilere ekstremal’ler denir. Euler denklemi
V(x)’in minimum olmas1 i¢in gerek, ancak yeterli olmayan sarttir. Yani
matematiksel olarak ikinci varyasyonun da incelenmesi gerekir. Ancak
miihendislik sistemlerinde fiziksel ve geometric sebepler dolayisiyla buna
gerek kalmaz.

Ornek 8.1

Asagida verilen fonksiyon fonksiyonunun, verilen sinir sartlari i¢in
minimum yapilmasi istenmektedir. Bunun saglamak i¢in Euler denkleminin
ekstremallerini ve x(t) fonksiyonunu bulun.

1
V(x) = j(x2+x2)dt x(0)=0  x()=1 (8.17)

Bu problem i¢in Euler denklemi asagidaki gibidir.

2x—Lox-0 (8.18)
dt

ya da,
X—x=0 (8.19)
Ekstremaller ise,
x(t) = Kee' +K,e™ (8.20)

olup, sinir satlar1 uygulanirsa,
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Ki+K,=0 Kpe+Ke'=1 (8.21)

yada, K,e—K,e™ =1 oldugundan asagidaki ifadeler bulunur.

(8.22)

X(t) = ! —(e'—e™) (8.23)
e—e

Eger V fonksiyon foksiyonu n sayida x; (i = 1, . ., n) fonksiyonunun
fonksiyonuysa, V’nin minimum olmasi igin asagidaki n sayida Euler
denkleminin saglanmasi gereklidir.

oL(x %) d aL(x xt)
0%, dt 0%,

=0

oL(x % 1)  d oL(x%t)
0X, dt o,

0

(8.24)

oL(x, xt) d aL(xxt) _
OX dt  ox,

0

n

Bu denklemler matris formunda kisaca asagidaki gibi de ifade
edilebilir.

oL(xxt) daLxxt

8.25
OX dt  0ox (8.29)

8.2 Degisken U¢ Noktas1 Problemi

Kisim 8.1°de incelenen, sabit u¢ noktasi probleminin daha genel
hali, u¢ noktalarinin birinde ya da her ikisinde X’in degisken olmasidir. Bu
problem degisken u¢ problemi olarak anilir. Euler denkleminin saglanmast,
bu durumun 6zel hali olan sabit u¢ problem igin gerekli sart oldugundan,
degisken ug problemi i¢in de gerekli sarttir.

Once V(x)’in sadece X’gibi tek bir fonksiyonunun fonksiyonu
oldugunu kabul edilsin ve asagidaki gibi tamimlanan bir fonksiyon
fonksiyonu verilmis olsun.
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V(X) = j L[x(t),x(t), t]dt (8.26)

Burada x(t) fonksiyonu Sekil 8.2°de goriildiigii gibi sol ucta
X(to) = Xo olarak sabittir. Sag ug ise degisken olarak kabul edilmis, bu uca t
yoéninde oty gibi, x yéninde ise Sx: gibi varyasyon uygulanmigtir. Sag
uctaki geometrinin incelemesinden asagidaki iliski yazilabilir.

O = X(ty) + X(t,) &, (8.27)

X1+ X1

X1

Xol---.

Sekil 8.2

V’nin toplam varyasyonu AV asagidaki gibidir.

AV =V (X+ &) -V (X)
t+ot b
= J.L[x+5x,>'<+§>'(,t]dt—'[L[x,x,t]dt
t t
Y t+0t 4
=IL[X+5X,X+5X,t]dt+ IL[x+5x,>'<+5>‘<,t]dt—J‘L[x,X,t]dt
tU tl tO
t+5t, f
= jL[x+5x,>'<+5>'<,t]dt+j{L[x+5x,>'<+5>‘<,t]— L[x, %, t]idt
t, t,

(8.28)

Bu denklemin birinci mertebe terimlerini alarak V’nin birinci
varyasyonu oV elde edilebilir. Denklemin birinci terimi i¢in Sekil 8.2 deki
geometriden asagidaki ifade yazilabilir.
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L+oty
j Lx + o, x+ %, dt = L(x, X )], &y (8.29)

5]

Buna ek olarak ikinci terim de Taylor serisi a¢ilimi kullanilarak
sadelestirilirse, 6V asagidaki gibi bulunur.

N = L( kD), &, + j[a"(”t) a"(gx“) }dt (8.30)

Integral altindaki ikinci terime kismi integral formiilii uygulanirsa,
oV asagidaki hali alir.

9] .
oV =L(x, X’t)|t A+ -[|:6L(X, X,t) d aL(x.x1)
' t OX dt  ox

LX) o b

5x} oXxdt +

(8.31)

Yukaridaki denklemde integralin altindaki terim Euler denklemi
oldugundan sifira esittir ve diiser. to sabit oldugundan &X(to) = 0’dir. Ayrica
Sekil 8.2’de sag uctaki geometrik yapidan dolay1x(t,) = o, — X(t,);
yazilabilir. Bu hususlar dikkate alinarak birinci varyasyon oV sifira
esitlenirse, sonug olarak sagdaki uc i¢in asagidaki sinir sart1 elde edilir.

8L(x,>‘<,t) oL(x, X,1)

oX

&, =0 (832
e 1 (8.32)

{L(x X, 1) — X

ty t,

Eger sag uc sabit, sol u¢ degisken ise, yukaridakine benzer
islemlerle asagidaki sinir sart1 bulunur.

aL(x,X,t) [L(x %.t)— XaL(x X, t)}
OX

& =0 (8.33
% 0 (8.33)

to to

Sag u¢ hem x hem de t yoniinde degiskense, o%1 ve ot sifirdan farkli
ratgele degerlere sahip olacagindan, denklem (8.32)’nin saglanmasi igin bu
terimlerin katsayilarinin ayr1 ayr1 sifira esit olmasi gerekir ve asagidaki iki
sinir sart1 elde edilir.

oL(x, x,t)

=0 8.34
oX (8:34)
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[L(xxt) %} =0 (8.35)

4

Eger t; sabit (ot1 = 0) ise, denklem (8.32)’de ikinci terim diiser ve
asagidaki tek sinir sart1 elde edilir.

oL(x, x,t)

| =0 (8.36)

4

Eger xi sabit (o1 = 0) ise, bu sefer de denklem (8.32)’de birinci
terim diiger ve asagidaki tek sinir sart1 elde edilir.

M} =0 (8 37)
OX '

[L(x X,t) =X

o]

Bazi durumlarda sag ugta SXi ve St birbirine bagimli olabilir.
Ornegin, sag ug Sekil 8.3’deki gibi y(t) gibi fonksiyonun (izerinde olabilir.
Bu tdr probleme bulusma problemi (randevii problemi) denir. Buna 6rnek
olarak yorungede bir uydu ile bulusma gosterilebilir. Bu durumda asagidaki
esitlikler gecerlidir.

x|, =y, & = y(t), (8:39)

Yukaridaki esitlikler denklem (8.32) ile birlikte kullanilirsa
kesigme sart (tranversalite sarti) denilen asagidaki sinir sart1 elde edilir.

{L(x X,t)+(y— x)&xﬂ)} =0 (8.39)
Y
X(t)
Xk K | y(t) -
A 0.+ 15
o .

to 1 t1+dh t

Sekil 8.3
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Ornek 8.2

Sekil 8.4°de y(t) = t? egrisi goriilmektedir. Bu egriyle (x =0, t = 2)
noktast arasindaki en kisa yolu veren x(t) fonksiyonunun bulunmasi
istenmektedir.

25
2.0
y(t)/
%15
=
1.0
0.697 | ---=-=-=-}--- 291
05 -
/ i X(t)\\ ~o
0 = ~
0 05 08351 15 20 25
t
Sekil 8.4

Iki nokta arasindaki uzakligi veren genel ifade bilindigi gibi
asagidaki gibidir.

b
V(X) = j JL1+ x(t)2dt (8.40)

L =1+ X(t)? alinarak Euler denklemi yazilirsa,

oL(x,xt) d aL(x.xt) _

=2 =0 (8.41)
OX dt oX
ya da,
datxy (8.42)
dt  ox
ya da,
LKD) _ capiy (8.43)

OX
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ya da,
X .
= (sabit) (8.44)
V14 %2
ya da,
x =K, (sabit) (8.45)

bulunur. Bu denklemin integrali alimirsa Euler denkleminin ekstremalleri
K1 ve K; sabitleri cinsinden asagidaki gibi elde edilir.

x =Kt +K, (8.46)

Simdi  smur  sartlarmi uygulayarak  bilinmeyen  sabitler
belirlenebilir.

- Sabit ug sinir sarti:
X(2) =0 yada 0=K;-:2 +K; yada,

K ,=—2K, (8.47)

- Degisken ug sinir sarti:

y(t,) = X(t,) (8.48)
ya da,
t2 = Kit, + K, (8.49)
Ayrica denklem (8.39)"dan,
[L(x, %)+ (¥~ X) —6L(2;(""t)}
: ‘. i (8.50)
:M+(2tl—Kl)W:O
ya da,
f =t (8.51)
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Denklem (8.47)’den K, denklem (8.51)’den de t; alinarak
denklem (8.49)’da yerine koyulursa,

8K} +2K/ +1=0 (8.52)

elde edilir. Bu denklemin gercek bir koki vardir ve K; =-0.599 olarak
bulunur.

Sonug olarak K; =-0.599, K, =1.197 ve t, =0.835 elde edilir
ve x(t) asagidaki gibi bulunur.

x(t) =—0.599t +1.197 (8.53)

X(t) fonksiyonu Sekil 8.4’de noktal1 olarak gosterilmistir.

8.3 Genel Optimum Kontrol Problemi

Bu boliimde simdiye kadar integral formunda bir kriterin minimum
yapilmast incelenmisti. Bunun saglanmasi icin gerek sart Euler
denkleminin saglanmasidir. Bu denklemin ¢6ziimii i¢in integralin baslangic
ve son sinirlarinda verilen sartlar kullanilmigti. Bunun disinda herhangi bir
sinir sart1 yoktu. Ancak optimum kontrol probleminde integral formundaki
bir performans kriteri minimum yapilirken, ayni zamanda sistemin durum
denklemlerinin de saglaniyor olmasi gereklidir. Yani minimizasyon
problemine ek sinirlayici sartlar olarak durum denklemlerinin uygulanmasi
gereklidir. Bu kisimda Once sinirlayict  sartlarin - minimizasyon
problemlerine nasil uygulandig: anlatilacak, daha sonra da genel optimum
kontrol problemi ¢oziilecektir.

8.3.1 Smirlayici Sartlarin Minimizasyon Problemlerine Uygulanmasi
Yontemi basitce anlatmak icin x ve y degiskenlerinin,
f(X,y)=4x2 +xy+y? (8.54)
gibi bir fonksiyonu verilmis olsun. Bu fonksiyonu,
x+y=1 (8.55)
siirlayict sartla minimum yapacak X ve y degerlerinin belirlenmesi

istenmektedir. Bu problem ¢ozmek i¢in asagidaki ii¢ yontemden birisi
kullanilabilir.
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i) Smurlayici sartin varyasyon almadan dnce uygulanmasi.

Sinirlayic sarttan y degiskeni y =1—x olarak ¢o6zilup, denklem
(8.54)’de yerine koyulursa,

f =4x% +x(1-x)+ (1-x)?
= A%+ X—X? +1-2x+x? (8.56)

4x% —x+1

elde edilir. f’nin varyasyonu alinip sifira esitlenirse, f’yi minimum yapan
X’in ve y’nin degerleri asagidaki gibi bulunur.

I =8XX—Xx=(8x-1)x=0 (8.57)

8x-1=0 (8.58)
1 7

== =l-X=— 8.59

x=2  y=l-x=g (8:59)

ii) Sinirlayici sartin varyasyon alindiktan sonra uygulanmast.

Denklem (8.54)’tin ve denklem (8.55)’in varyasyonlar1 alinirsa,
sonu¢ asagidaki agsamalarla bulunur

& =8XX+ Xy + ySK+2ydy (8:60)
St &y =0 (8.61)
ya da,
& =8XK — XK+ (LX) — 2(1— X) & (8.62)
=(8x—1)ox
8x 10 (8.63)
1 7
1 I 8.64
X 8 y X 8 ( )

iii) Lagrange ¢arpanlari yontemi.

Lagrange carpanlar1 yontemi dolayli bir yontemdir. Bu yonteme
gore f gibi bir fonksiyonun ¢, =0, .., ¢, =0 gibi bir sinirlayict sartlara
tabi olarak minimum yapilmasi, f'=f+A44 + -+ A4 ifadesinin
herhangi bir sinir sartt olmadan minimum yapilmasiyla aynidir. Burada
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A (i=1,--,k) Lagrange ¢arpanlari olup, minimizasyon islemi sirasinda
bunlarin her biri bagimsiz bir degisken gibi islem goriir.

incelenen ornekte f(x,y) =4x? +xy +y® fonsiyonunun x+y =1
ya da ¢(X,y)=x+y-1=0 smir sarti altinda minimum yapilmasi
istenmektedir. Bu ise,

F'xy,2) = F(xy)+ (X y)

8.65
=4x% +xy+ Y2+ A(x+y-1) (8.65)

fonksiyonunu sinirlayici bir sart olmadan minimum yapmakla aynidir.
f'(x,y,4) 'niin varyasyonu asagidaki gibidir.

O =8XK+ XK + YK+ 2y + AKX+ A0y + (X + Yy —1) 64

(8.66)
=@BX+Yy+A)XK+(X+2y+ ) +(x+y-1DoA=0

Yukaridaki denklemin rastgele X, dy ve o4 i¢in saglanmasi ancak
bu terimlerin katsayilarinin sifira esit olmasiyla miimkiindiir. Béylece X, y
ve A’nin ¢ozilebilecegi asagidaki {i¢ denklem elde edilir. Gorildigi gibi
bu denklemlerden sonuncusu sinirlayici ifade ile aymidir. Bu durum
Lagrange carpanlart yoOnteminin bir 06zelligi olup, elde edilen
denklemlerden birisi daima sinirlayici ifade ile aynidir.

8X+y+4=0 (8.67)
X+2y+1=0 (8.68)
X+y-1=0 (8.69)

Denklem (8.67) ve denklem (8.68)’den A yok edilirse,
8X+y—x-2y=7x—y=0 (8.70)

elde edilir. Denklem (8.69) ve denklem (8.70)’den f(X, y)’yi minimum
yapan x ve y degerleri asagidaki gibi bulunur.

1 7
== == 8.71
X 8 Y 8 ®7)
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8.3.2 Temel Optimum Kontrol Problemi ve Pontryagin
Fonksiyonu

Bu bolimde,
X=f(x,ut) (8.72)

durum denklemleriyle tanimlanan n’inci mertebe bir sistemin,

P.K.=J£L()_(,g,t)dt+8[)_((tf),tf] (8.73)

5

gibi bir performans kriterini minimum yapacak bi¢cimde optimum kontroli
incelenecektir. x, durum degiskenleri vektorii; u, kontrol girisleri
vektorudur. f(x,u,t) 'nin elemanlart lineer olmayabilir. L(x,u,t) terimi de

lineer olmayabilir, ancak anlamli bir performans kriteri olmast i¢in pozitif
yari-definit olmasi gereklidir. S[x(t;), ti], bir son durum ceza terimidir. Bu
teriminin x’e goére birinci ve ikinci tiirevleri stireklidir. Bu terim istenirse
sifir alinabilir. Denklem (8.73)’de L ve S terimlerinin her ikisi de mevcut
olabilecegi gibi, bunlardan herhangi birisi olmayabilir.

Baslangi¢ zamani ve durumu sabittir. Yani x(t;) ve ti verilmistir.
Buna karsilik t; sabit veya degisken olabilir. Xx(t;) sabit veya degisken
olabilir veya gu[x(t7), t]] = 0 (k < n) bigiminde k sayida sinirlayici ifadeye
tabi olabilir.  Amag, sistemi verilen bir baslangi¢ durumu X(tj)’den,

verilen son durumdaki sinir sartlarina goturirken P.K.’y1 minimum
yapacak olan kontrol girisi U’yu bulmaktir.

Performans kriterinden S[x(t), ti] gibi sabit bir terim ¢ikarmak,
optimizasyon sonuglar1 a¢isindan bir fark yaratmayacagindan, performans
kriteri agsagidaki hale dontistiiriilebilir.

P.K.:jL()_(,g,t)dtJrS[)_((tf),tf ]-s[xt)t]

5

= j L(x,u, t)dt + S[)_((t),t]:if (8.74)

ty

- J’{L(M,t) +%S[>_((t),t]}dt

5
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ya da,

PK.= HL()_(, ut)+ asa[’;‘_(’t] X+ as(g)-:’t]}dt (8.75)

9

Denklem (8.72) ile verilen durum denklemleri, minimizasyon
sirasinda saglanmasi gereken sinirlayici sart olup, Lagrange carpanlar
yoéntemiyle probleme dahil edilebilir. Ancak Kisim 8.3.1°deki durumdan
farkli olarak simdi bir fonksiyon fonksiyonu minimum yapilmaktadir. Bu
durumda o boliimde bir degisken olarak kabul edilen Lagrange carpant,
burada A(t) gibi Lagrange fonksiyonlar1 olarak kabul edilecektir. Smirlayict
sart olan denklem (8.72),

g(x.u,t)=f(x,ut)-x=0 (8.76)
seklinde ifade edilirse, denklem (8.75)’de verilen P.K.’ni sinirlayici sart

altinda minimum yapmakla, asagidaki kriteri sinirlayict sart olmaksizin
minimum yapmak ayni olur.

t L(x,u,t)+as[)-(’t]>'<+as[)-(’t]
PK.= o ox — ot gt (8.77)

G+ A" [i(l(, u,t) - )—'(]

Eger denklem (8.77)’deki integralin argiimani igin,

LU, 2.8 = L(x u ) + {M} x
OX (8.78)

*aSTM%T (GO

tammm  yapilirsa, L'(x,u,A4,t) i¢cin yazilacak Euler denklemlerinin
saglanmas1 P.K.’nin minimum yapilamas1 igin gerek sart olur. Eger sistem
n’inci mertebe ve kontrol girisi sayisi r ise, X ve A’nin herbirinin n sayida
elemani, U'nun ise r sayida elemami olacagindan L'(X,u,A,t) niin
arglimaninda 2n + r sayida fonksiyon vardir. Yani, 2n + r sayida Euler

denklemi yazilmalidir. Asagida x, U ve A’nin elemanlan icin Euler
denklemleri gruplar halinde vektoryel olarak ¢ikarilacaktir.
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i) xicin Euler denklemleri:

i{L()_(,g,t) + 88[>_<,t])_.(+ 88[)_(,t] +/_1T [f (x,u,t) —g]}
OX OX ot —

4 [Loouy - By oSk (8.79)
T Ay 0x at l_pg
dt ox +&T[f(>_<,g,t)—>_'<]

ya da,

2 2
ity + 2" fxu )+ 2 Slxt], , *Slx]
6)_( — a)_(z

oxat (8.80)
2 2 '
0 s[>_2<,t])_,(_ d s[>_<,t]+&.:0
X otox
ya da,
A== 2L+ 27 fxun)] (8:81)
ii) uicin Euler denklemleri:
i{L()_(,g,t) + 88[)_(,t])_.( + 88[)_(,t] + A7 [f (x,u,t) —5]}
ou OX ot —
L(xu,t) L o8lxt] X (8.82)
49 0X -0
o) st i oun -

ot

ya da tiirevlere katkida bulunmayan terimler atilirsa,

2w+ 2" (Feun)-o (889)
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iii) Aicin Euler denklemleri:

0 skt . as[xt] .+ B
{L(xut) { o }y . [t (xu.t) x]}

oA
aS[x, ]
do L(x,u,t) + { } i (8.84)

dt 64
- +%+f[j(z,u,t)—x]

ya da,
w27 fxun]-x-0 (3.85)

ya da,
f(xu,t)-x=0 (8.86)

Bu son denklem Lagrange carpanlari yonteminin 6zelligi geregi

sinirlayici ifade olan durum denklemleriyle aynidir.

Yukaridaki sonuglart daha 6z bir sekilde ifade etmek i¢in,

H(xu, 4, =L(x,ut)+ " f(xu,t) (8.87)

tanimin1 yapilsin. Bu denklemle tanimlanan H(x,u,4,t) Pontryagin

fonksiyonu olarak anilir. Elde edilen Euler denklemlerinin tamami, yani
denklemler (8.81), (8.83) ve (8.85), Pontryagin fonksiyonu cinsinden

asagidaki gibi ifade edilebilir.

j=-H&LLY (8.88)
A ox
_H&xuAY (8.89)
du '
g2 HQUAY oy (8.90)

RS oA AR
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Denklem (8.90) durum denklemleridir. Denklem (8.88) ise
yardimci durum denklemleri olarak adlandirilir.

Bu denklemlerin ¢oziimil igin izlenen genel yontem asagidaki
gibidir.
1) Once denklem (8.89)’dan kontrol girisi U, X ve A cinsinden
¢ozilur. Bu ¢ozim u®(x, A,t) olsun.

2) Elde edilen u®(x, 4,t), denklem (8.88) ve denklem (8.90)’da
yerine koyularak asagidaki denklemler elde edilir.

_oH b u® (x, 4,0, 4.t

A=
-~ a)_(

(8.91)

0
)_,(: 6H (Zig ()_(,i,t),t) — f[ﬁ,go ()_(,&,t),t] (892)
oA -
3) Verilmis olan siir sartlari uygulanarak, denklem (8.91) ve
denklem (8.92)’den x(t) ve A(t) ¢Ozilur. Bu denklemlerin ¢Oziimunde
kullanilan sinir sartlar1 asagidaki gibidir.

a) Baslangig sinir sartt x(t;) ve t; verilmistir.

b) Kontrol bitisindeki sinir sartlar1 igin ise asagidaki segeneklerden
birisi gecerlidir.

i) Bitis zamani ve bitis durumu verilmis:
t; = sabit, x(t;)=x, (sabit)
ii) Bitig zamani ve bitis durumu serbest:
Bu durumda denklem (8.32) ile verilen serbest ug sinir sarti

uygulanirsa, genellestirilmis sinir sarti asagidaki gibi elde
edilir.

{{MT 55+{L’(M,t)l —M‘XH -
5 oX

f

(8.93)
ya da,
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T 0 OS[X,
|:as()_(,t)_2’:| 5 L(x,u ,t)+_[)_(t] R 0
0X -

X+ ot
w27 [F (w0 )]

tg

(8.94)
ya da,
{{GS(’—“) —4 Sx+ {H °(x, A1)+ _ash(,t]}&} ~0
OX ot
(8.95)

Yukaridaki ifadede t; sabitse katsayist diiser. OX’in
elemanlarindan sabit olanlar varsa, onlarin katsayilar1 da
diiser.

Eger x(t;) =X(tf ) gibi bir sinir sarti verilmisse, yani bir

bulusma (randevii) problemi ¢Ozlliyorsa, denklem
(8.39)’un vektor hali kesisme sinir sart1 olarak kullanilir. Bu
durumda &x(t;) = y(t )& olacagindan, denklem (8.95)’den

kesisme sart1 asagidaki gibi elde edilir.

sy ] o St _
{—a)—( 4 z(t)+[H (% A0+—2 }} =0

ty

(8.96)

4) Elde edilen x(t) ve A(t), u®(x, A,t) ifadesinde yerine koyularak
optimum kontrol agagidaki gibi elde edilir.

u® (1) =u’[x(t), A(t).t] (8.97)

Yukaridaki yontemin ikinci ve tgiincti asamasinda, 2n sayidaki

diferansiyel denklemden x(t) ve A(t)’nin elde edilmesi, diferansiyel
denklem c¢oziimleri arasinda en zor problemlerden birisidir. Zira sinir
satlarinin yarisi baglangi¢c zamani t;’de verilmisken, diger yaris1 bitis zamani
ti’de verilmistir. Bu tiir problemlere iki uclu sinir deger problemi denir. Bu
tir problemlerde bilgisayarla ¢oziime ¢ok elverisli olan ileri integrasyon
yontemi kullanilamaz. Coziimiin bir dongii i¢inde iterasyonla bulunmasi
gerekir. Cozlimiin ¢ok zahmetli olmasina karsin, sonugta elde edilen sadece

acik ¢evrim kontroldiir. Baslangi¢ sartlar1 degistiginde ya da bozucular
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dolayisiyla sistemin durum uzaymnda izledigi optimum yoriingede bir
sapma oldugunda ¢oziimiin tekrar edilmesi gerekir. Bu sebeplerden dolay,
cok basit problemler disinda genel optimum kontrol algoritmasinin
uygulamalarda kullanilmasi pek pratik degildir.

Buraya kadarki incelemede kontrol girisi u Uzerine herhangi bir
sinirlama koyulmamistir. Ama uygulanabilecek kontrol girisleri genellikle
u U gibi bir bolgeyle sinirlidir. Pontryagin, denklem (8.89)’a yeni bir

yorum getirmis ve bundan dolay1 H(x,u, 4,t) fonksiyonuna adi verilmistir.
Soyle ki, u'nun smirl olmadigi durumda denklem (8.89), H(x,u,4,t) ’yi
minimum yapan u’yu vermektedir. Pontryagin, kontrol girisi ueU
seklinde bir bolge ile sinirli oldugu takdirde de, bu bolge icinde H (x,u, 4,t)
’yi minimum yapan U’nun optimum U oldugunu gostermistir. Bu durumda,
denklem (8.91) ve denklem (8.92)’de gecen H(x,u’(x,A4,t),t) terimi,
asagidaki gibi alinmalidir.

H(x,U° (%, 20,0 =min H(x,u, 4,0 (8.98)

Pontryagin ve arkadaglar1 tarafindan bulunan asagidaki gerek
sartlar da bazi problemlerin ¢oziimiinde ¢ok yararhidir [8.2, 8.7]

a) Eger son zaman t; sabitse ve Pontryagin fonksiyonu zamanin
dogrudan fonksiyonu degilse, optimum ydriinge boyunca
Pontryagin fonksiyonu sabittir. Yani,

HIx° (0),u° ), 2° ()] =c (sabit) (<t<t)  (8.99)

b) Eger son zaman t serbestse ve Pontryagin fonksiyonu zamanin
dogrudan fonksiyonu degilse, optimum ydriinge boyunca
Pontryagin fonksiyonu sifirdir. Yani,

H[x® (1), u° (), 2° 1) |= 0 (L<t<t)  (8.100)

Bazi durumlarda, problem tanimi yukarida incelenen standart
yapida olmamasma karsin, bazi ara islemlerle standart hale
doniistliriilebilir. Bunlar hakkinda, belirtilen referanslarda daha ayrintih
bilgi verilmistir. Burada sadece kisaca deginilecektir.

a) Performans kriterinde durum degiskenlerinin tirevlerinin yer
almasi:
Performans kriterinin argiimaninda durum degiskenlerinin

tlrevleri varsa, 6rnegin X, gibi bir terim geciyorsa, X,,; =X,
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gibi ek bir durum degiskeni tanimlanarak optimum kontrol
islemleri yuritilir [8.8].

b) Esitsizlik olarak ifade edilen sutmirlamalar olmast.

Eger, a; <X, <D, gibi bir sinirlama verilmisse, bunun yerine,
(% —a)(b —%) -y’ =0 (8.101)

gibi esitlik olarak tanimlanan bir sinirlayici ifade kullanilir.
Burada y; =0 ek olarak tanimlanan bir durum degiskenidir
[8.8, 8.9].

) Izoperimetrik Kisitlama:

Izoperimetrik kisitlama adini, “Cevresi sabit uzunlukta olan
duzlemsel bir ylizeyin alaninin maksimum olmasi i¢in sekli
nasil olmalidir?” probleminden alir. Bu kisit genel haliyle
asagidaki gibi ifade edilir.

ty

j g(x,u,t)dt= A (Sabit) (8.102)

g

Bu durumda ek bir durum degiskeni,

X1 (t) = [ g (x,u,t)dt’ (8.103)

olarak ve ek bir durum denklemi,

Xpa (1) = g(x,U,1) (8.104)
olarak tanimlanir ve asagidaki sartlar uygulanir [8.5, 8.8, 8.9].
X)) =0 X.(t)=A (8.105)

Bu tiir sinirlamalara, yakit ve enerjinin sinirli oldugu
minimum-yakit ve minimum-enerji problemlerinde siklikla
karsilagilir. (Bakmiz Bolim 8, Ornek 7 ve Ornek 8.) Bu
durumlarda kisit ifadeleri sirasiyla asagidaki sekildedir.

j lu,)Jdt = A (Sabit) (8.106)
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ty
j uZdt = A (Sabit) (8.107)

5

Ornek 8.3

Bir ucak gemisinde ucaklara ilk hareket bir itki sistemiyle
verilmektedir. Ugagin kiitlesi m’dir. Itki sistemi ugaga maksimum Fp
biiyilikliiglinde bir kuvvet uygulayabilmektedir. Ugagin sifir hizdan bir V¢
hizina en kisa siirede erismesini saglayacak kuvveti ve bunun i¢in gereken
pist uzunlugunu bulun.

Bu problemde ucagin hizi durum degiskeni olarak, ucaga
uygulanan kuvvet de kontrol girisi olarak alinirsa, sistemin durum denklemi
asagidaki gibi yazilabilir.

1
X=—u 8.108
;. (8.108)

Kontrol sirasinda minimum yapilmasi istenen performans kriteri,

PK.= j; 1.dt (8.109)

seklindedir. Smir sartlar1 ve U igin sinirlayici ifade asagidaki gibidir.

x(0)=0 X(t)=V; t; - Serbest  (8.110)
O<u<F, (8.111)

Bu problemde L =1 oldugundan Pontryagin fonksiyonu asagidaki
gibidir.

H(xu At =1+ A~ (8.112)
m

Kontrol girisi simirli olduguna gére, H’yi minimum yapan u degeri
A’min isaretine bagl olarak agagidaki gibidir.

A<0 ise u,=F,
(8.113)
A>0 ise u,=0
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Uo i¢in yardimci durum ve durum denklemleri (8.91) ve (8.92)’den
yazilirsa,

1=0 yada A=K (sabit) (8.114)
ve
%=Lu, (8.115)
m

elde edilir. Bu denklem incelendiginde U, un sifir olamayacagi goriiliir. Zira
bu deger x’in (hizin) degismesine sebep olmaz. o halde u, = F,, olmalidir.

Denklem (8.115)’in integrali alinirsa,

F
X(t) = Fmt +C (8.116)

Baslangi¢ sinir sartindan C agagidaki gibi bulunur.

x(0)=0 yada C=0 (8.117)

Serbest u¢ sinir sarti, denklem (8.95)’de S = 0 igin Jt’nin
katsayisim sifira esitleyerek asagidaki gibi yazilir.

F
e {1”—"‘} -0 (8.118)
ty m t,
ya da,
m
Alty) =—F—=/1(t) (8.119)
Diger yandan, x(tr) = Vi olduguna gore, tr asagidaki gibi elde edilir.
F
m
ya da,
mv
t, = (8.121)

F

m
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Pistin boyu ¢ ise, x(t) hizinin integralini alarak asagidaki gibi
bulunur.

(8.122)

Ornek 8.4

Durum denklemleri asagida verilen birinci mertebe bir sistem
olsun.

X==-2X+U (8.123)
Baslangi¢ aninda X(0) = 10 olsun. Bitis zamani tr = 1, bitis durumu

X(1) serbest, kontrol sirasinda minimum yapilmak istenen performans
kriteri asagidaki gibi olsun.

P.K.:Ll(x2 sut)dt+ [P )] (8.124)

Bu problem i¢in Pontryagin durum fonksiyonu asagidaki gibidir.

H(x,u,A)=x% +u? + A(-2x +u) (8.125)
HEUA o4 520 (8.126)
ou
ya da,
A
ul=-= 8.127
> (8.127)
ve
22 22

H° =x? +T+/1( 2x——) x? _T_MX (8.128)
oldugundan, optimum kontrol i¢in yardimer durum ve durum denklemleri
asagidaki hali alir.

oH®
OX

ji=m

__( _T —2xXA)=-2x+24 (8.129)
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X=—2x—§ (8.130)

Denklem (8.129)’dan A alinarak denklem (8.128)’de kullanilirsa x
cinsinden asagidaki denkem elde edilir.

X —5x=0 (8.131)
ya da,
x(t)=C,e¥™ +C,e ™ (8.132)
ve
A(t)=-8.47C,e¥™ +0.47C e~ (8.133)
Basglangic sinir sarti:
x(0)=10 vyada C,+C,=10 (8.134)
Serbest ug sinir sart1 (t; sabit, x serbest):
[as(x’t) —/1} —[2x=4] =0 (8.135)
OX o t=
ya da,
10.47e5C, +1.53e%5C, =0 (8.136)

Denklem (8.134) ve denklem (8.136)’dan C, =0.0856 ve
C, =9.914 olarak bulunur. Bu degerler denklem (8.132)’de yerine
koyulursa,

At)=-0.725¢" 14,613 (8.137)

olarak bulunur. Optimum kontrol ise denklem (8.127)’den asagidaki gibi
elde edilir.

u® :—§:O.S6Ze£‘ —2.306e ™ (8.138)
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Ornek 8.5
Durum denklemleri asagida verilen ikinci mertebe bir sistem olsun.

X, =X
o (8.139)
X, =—2X, +U

Sistemt=0da x=]1 1]" baslangi¢ durumundadir. Bitis
zaman t; serbest, bitis durumu x(t) = [0 0]" olarak verilmistir. Asagidaki

performans kriterini minimum yapacak optimum kontrolin bulunmasi
istenmektedir.

PK.= [ (x2 + 3 +u?)dt (8.140)

Bu problem igin Pontryagin durum fonksiyonu asagidaki gibidir.

H(X,Uu,A) = X2 + X2 +U® + 1, X, + A, (=2X, +U) (8.141)
H
MUY 544 —0 (8.142)
ou
ya da,
A
u=-22 (8.143)
2
ve
12
HO =x? + X5 _72”1)(2 —22,%, (8.144)

oldugundan, optimum kontrol i¢in yardimci durum ve durum denklemleri
asagidaki hali alir.

0]
A __H =-2X, (8.145)
OX,
. OH°
Ay =———==2Xy — 1y + 24, (8.146)
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oH°
g, =20 _y 8.147
T ( )
0
P
g, =M _ oy L (8.148)
o, 2

Epeyce bir ara islemden sonra integrasyon sabitleri cinsinden bu
denklemlerin ¢6ziimii agagidaki gibi elde edilir.

C C, _
X, (t) = —1_g2189t __~2_ o218

2.189 2.189 (8.149)
Cs Q0457 _ C, o045t
0.457 0.457
X, (t)=C, 2189t | c, 2189t
(8.150)
+C, 0457t C46—0.457t
A4 (t)=-C, 5 1292 2189t _ c, : 122392 o-21801
| ' (8.151)
- Lemsn _ 2 o-045Tt
* 0.457° 4 0.457°2
A, (t) =—C,8.378e**® 1 C,0.378e >**
(8.152)

~C,4.914e**™ —C,3.086 e %"
Bu denklemlerdeki bilinmeyen katsayilar ve t; asagidaki sinir
sartlar1 uygulanarak ¢oziiliir.
X (0)=1 X, (0)=1 X (t;)=0
0 (8.153)
X (t;)=0 H™(t;)=0

H 0('[f )=0 smir sarti denklem (8.144)’e uygulanirsa asagidaki
ifadeye indirgenir.

A,(t:)=0 (8.154)

Sinir sartlar1 denklemler (8.149) - (8.152)’ye uygulanirsa,
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¢, G ., C G

_ _ - (8.155)
2189 2189 0.457 0.457
C,+C,+C;+C, =1 (8.156)
C, 21,  C, 210,
2.189 2.189 (8.157)
Cs  oussm, C, —ossm,
2 -4 ¢ =
0.457 0.457
C, Q2189 c, o 218,
0.457t -0.457t (8.158)
+Cze " +Ce =0
~C,8.378e""™" +C,0.378e %"
(8.159)

~0.457t,

~C,4.914e**™ —C,3.086 ¢ -0
denklemleri elde edilir. Zahmetli olmakla birlikte bu denklemlerden t; ve
C, (i=1, 2, 3, 4) ¢ozilerek xa(t), x2(t), Aa1(t) ve A2(t) bulunur. Daha sonra

optimum kontrol u® =-4,(t)/2 olarak elde edilir.

Bu son oOrnegin gosterdigi gibi, oldukca basit goriinimli bir
problem igin dahi genel optimum probleminin ¢ézumu oldukga getrefilli bir
hal alabilir. Bu 6rnekte alinan sistemin lineer ve sadece ikinci mertebe
oldugu diistiniiliirse, yiiksek mertebeli ve nonlinear bir sistem igin analitik
veya niimerik bir ¢6ziime ulasmanin zorlugu anlasilir.

KAYNAKLAR

[8.1] Athans, M., Falb, P.L., Optimal Control,
ISBN-13: 978-0486453286, McGraw-Hill, New York, 2006.

[8.2] Kirk, D.E., Optimal Control Theory: An Introduction,
ISBN-13: 978-0486434841, Dover, Mineola, New York, 2004.

[8.3] Pinch, E.R., Optimal Control and the Calculus of Variations,
ISBN-13: 978-0198514893, Oxford University Press, U.S.A.,
1995.

[8.4] Bryson, A.E., Ho, Y., Applied Optimal Control: Optimization,
Estimation and Control, Blaisdell, Watham, Massachusetts, 1975.



320

[8.5] Schultz, D.G., Melsa, J.L., State Functions and Linear Control
Systems, McGraw-Hill, New York, 1966.

[8.6] Hsu, J.C., Meyer, A.U., Modern Control Principles and
Applications, McGraw-Hill, New York, 1968.

[8.7] Pontryagin, L.S., Boltyanskii, V.G., Gamkrelidze, R.V.,
Mishchenko, E.F., The Mathemetical Theory of Optimal Processes,
Interscience Publishers, New York, 1962.

[8.8] Tou, J.T., Modern Control Theory, McGraw-Hill, 1964.

[8.9] Pierre, D.A., Optimization Theory with Applications, SBN: 471
68945 9, John Wiley, 1969.

PROBLEMLER

8.1 Eger L(X,X,t), t'nin dogrudan fonksiyonu degilse, Euler
denkleminin birinci integralinin asagidaki hali aldigin1 gésterin.

L(xX, X,t) — X

—aL(x,'x,t) = sabit
OX

8.2 x(0)=0ve x(t;) =t, — 2 sinir sartlarina tabi olarak,

1+ X2

4x

vup} dt

fonksiyon fonksiyonunu minumum yapan x(t) fonksiyonunu bulun.

83 x(0)=0, x,(37/2)=-1, x,(0)=0 ve X,(37/2)=-1 sartlarina
tabi olarak,

37/2

V0= [ +4% +4x,)dt
0

fonksiyon fonksiyonunu minimum yapacak X, (t) ve X, (t)

fonksiyonlarini bulun.

84  x(0)=0, x(4)=Serbest sartlarina tabi olarak,

V(X) =j(>'<2 +x)dt
0
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fonksiyon fonksiyonunu, minimum yapacak x(t) fonksiyonunu
bulun.

x(0) =1, x(t)) =5 ve t;: Serbest sinir sartlar1 altinda,
t
V(x) = [ (20c+4x2)dt
0

fonksiyon fonksiyonunu minimum yapan x(t) fonksiyonunu bulun.

Durum denklemleri,

e

1 0
olarak verilen sistemi, x(0)= H ilk durumundan x(2) = [0} son
durumuna getirirken,

2
P.K.=[u%dt
0
performans kriterini minimum yapacak optimum kontrol u(t)’yi

bulun.

Durum denklemleri,

.10 1 10
X= X+ u
- |0 0 [0 27

1 0
olarak verilen sistemi, x(0) =[4} ilk durumundan x(2) :{0} son
durumuna getirirken,

t1
P.K.:I(—uf +u2)dt
0 2

performans kriterini minimum yapacak optimum kontrol u(t)’yi
bulun.
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8.8

8.9

8.10

Durum denklemi,
X=—-X+U
olan, ilk durumu x(0) =1 ve son durumu x(1) =0 olarak verilen
sistem igin,
i 1
P.K.:j(x2 +=u?)dt
2
0
performans kriterini minimum yapacak optimum kontrol u(t)’yi

bulun.

Bir sistemin durum denklemleri ve kontrol girisi siirlamasi
asagidaki gibi tanimlanmustir.

X, =—1% —X,
X, = 6X, +U o Ju)<2

Bu sistemi  x(0) ={O'ﬂ ilk durumdan, t; gibi bir son zamandaki

0
Xq(ts) ={0} durumuna en kisa zamanda getirecek kontrolll ve
kontroliin bitis zamanin1 bulun.

Dordiincu mertebeden bir sistemin kontrolii i¢in agagidaki gibi bir
performans kriteri kullanilmaktadir.

T
P.K.=I(x12 + X5 +u2)dt+ 2%, (T) —3x,(T)
0
Bu sistem i¢in asagidaki sinir sartlari verilmistir:

x(T)=x,(T); x4(T)=0; x,(T) ve T verilmemis.

Eksik olan u¢ sinir sartlarini bulun.



8.11

8.12

8.13

323

Davranis,
X=-2X+U

denklemiyle belirlenen ve x(0) = 10 olan sistem igin,

1
RK:J@%2+lﬁjm
) 2

performans Kriterini minimum yapacak kontroli bulun. Burada p
pozitif ve degeri bilinen bir agirlik katsayisidir.

Durum denklemleri,

)_'(:[_04 ﬂx{lﬂu

1
ve ilk durumu 5(0):{4} olan sistem igin,

1
P.K.=I(4x12 +u2)dt
0
performans kriterlerini  minumum yapacak optimum kontroli

bulmak i¢in gereken diferansiyel denklemleri ve sinir sartlarini
yazin. (Denklemleri ¢6zmeyin.)

Durum denklemleri,

ol
—4 —4|~ |10

olarak verilen ve ilk durumu X(O) :[_

1} ve son durumu x(t;)=0

olan sistemi minimum zaman Kkriterine gore kontrol etmek icin
kontrol girigsini ve kontrol siiresini bulun. (MATLAB’den
yararlanin.)
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8.14

8.15

8.16

Durum denklemi,
X=-2X+U

ve baglangig sart1 Xx(0) = 0 olan sistem asagidaki gibi bir performans
kriterini minimum yaparak kontrol edilmek isteniyor. Burada p sabit
bir katsayidir.

1
PK.=~ [u?dt- px@)
20

Bu performans kriteriyle ne yapilmak istendigini yorumlayin.
Optimum kontrol u(t)’yi bulun.

Durum denklemleri,

L

. .. 1 o
olan sistem i¢in baglangi¢ sartlart x(0) =L} olarak verilmistir.

Asagidaki performans Kriterini minimum yapacak optimum
kontrolii bulmak i¢in gereken diferansiyel denklemleri ve simir
sartlarin1 yazin. (Denklemleri ¢6zmeyin.)

P.K.:tj(xz2 +u2)dt

0

Bir sistemin durum denklemleri asagida verilmistir.

3L

Bu sistemi 5(0)=m ilk durumundan g(T)z{g} son durumuna

asagidaki performans kriterini minimum yaparak getirecek
kontrolii bulmak i¢in gereken diferansiyel denklemleri ve sinir
sartlarin1 yazin. (Denklemleri ¢6zmeyin.)

PK.= ](1+ uz) dt (T serbest)
0



9

MINIMUM-ZAMAN
MINIMUM-YAKIT
MINIMUM-ENERJI KONTROLU

Bu boliimde anlatilacak olan konular hakkinda 1960 y1li sonrasinda
cok sayida calisma yapilmis ve 6nemli ilerlemeler kaydedilmistir. Yapilan
calismalarin itici giicii sliphesiz uzay programlari ve askeri uygulamalardir.
Konularin derinlemesine incelemesi oldukca akademik olup, ana hatlariyla
o siralarda kaleme alinan pekcok kitapta da olduk¢a ayrintili olarak ele
alinmustir [9.1-9.5]. Bu kitap, 6grencilere ve mihendislere kontrol sistemi
tasariminda yetkinlik kazandirmak igin verilecek bir baglangi¢ dersi icin
hazirlandigindan, bu bolimin konulart nisbeten basitlestirilmis
problemlere uygulanarak anlatilacaktir.

9.1 Minimum-Zaman Kontrolu

Bir sistemin bir baslangi¢ durumundan baglayarak bir son duruma
en kisa zamanda getirilmesi pek ¢ok uygulamada karsilagilan bir durumdur.
Bunlar igin asagida bazi ornekler verilmistir. Bu 6rneklerin hepsinde
sisteme saglanan kontrol girisinin sinirli oldugunu diisiiniin.

- Hareket halinde bir diigman uc¢aginin en kisa siirede bir flizeyle
vurulmasi.

- Birden fazla 1sitma bolgesine sahip bir binanin en kisa siirede
istenen sicakliga getirilmesi.

- Bir tagit aracinin bir noktadan diger bir noktaya en kisa siirede
gotirilmesi.

- Hareket halinde bir aracin en kisa siirede durdurulmas.

- Bir roketin yoriingede bir uzay istasyonuyla en kisa siirede
bulusmasi.

Problemleri yapisina gore, bazi problemlerin zamana gore
optimum kontrol ¢dziimleri olmayabilir. Bazi problemlerde ise ¢6ziim
sadece belli sartlar altinda miimkiin olabilir. Ornegin, konumu y(t) = at?
biciminde artan bir hedefin, t = to’da harekete gegirilen ve konumu zamanla
orantili olarak artan bir imha aractyla vurulmasi ele alinsin. Bu sistemde
hedef konumunun zamana gore degisimi ve imha aracinin degisik to
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zamanlar1 i¢in konumlarinin degismesi temsili olarak Sekil 9.1°de
verilmistir. Goriildigli gibi, eger imha araci t; anindan Once harekete
gecirilmisse hedef ve imha aracinin yoriingeleri kesismektedir. Daha sonra
harekete gegirildiginde ise imha araci hedefi hichir zaman
yakalayamamaktadir.

y(), x(t)

1 t
Sekil 9.1

Buna benzer bir durum 1s1 kaybi ¢ok fazla olan bir odanin 1s1 giigii
kicuk olan bir 1siticiyla kontroliinde de s6z konusudur. Boyle bir sistem
higbir zaman istenilen bir son sicakliga getirilemeyebileceginden zamana
gore optimum bir ¢6ziim miimkiin degildir.

9.1.1 Sabit Parametreli Lineer Sistemlerin Minimum-Zaman
KontrolU

Sabit parametreli lineer sistemlerin herhangi sabit bir baslangig
durumundan x(tr) = 0 son durumuna biiytikliigii sinirl olan kontrol girisleri
kullanarak en kisa siirede getirilmesi, olduk¢a ayrintili olarak incelenmis ve
siklikla karsilagilan bir problemdir. Kontrol edilebilirligi olan boyle bir
sistemin durum denklemleri agagidaki gibi verilmis olsun.

%=Ax+Bu u[<u (9.0)

Minimum zaman kontroli igin performans kriteri,
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t
P.K.:L 1.dt (9.2)

olduguna gore, Pontryagin fonksiyonu asagidaki gibidir.

H(x,u,A,t)=1+ A" (Ax + Bu)

T T (9.3)
=1+ 2" Ax+2"Bu
Optimum kontrol Pontryagin fonksiyonunu minimum yapar.
Denklem (9.3)’de i’inci kontrol girisini igeren terim,
(Aiby + Aoby + - - + A,by )u; =73y, (9.4)
gibi olduguna gore, Pontryagin fonksiyonunu minimum yapan optimum
kontrol girisleri, Ui'nin katsayisinin isaretine baglidir. Ui’nin katsayisi

anahtarlama fonksiyonu olarak anilir ve Ui'nin degeri 5#’ye bagh olarak
asagidaki gibi bulunur.

+U; (7i <0)
U=y —-U; (i >0) (9.5)
Belirsiz (r;=0)

Bu tlr kontrole bang-bang kontrol denir. Bang-bang kontrolde
y; nin isaretine gore kontrol giriginin en biiyiik veya en kii¢clik degeri
kullanilir. y; =0 oldugunda ise kontrol girisi bir u¢ degerden digerine
gecer. Bu gecis durumuna anahtarlama denir. Eger sistemin hichir
Ozdegerlerinin gergek kismi pozitif degilse, sistemi bir baglangic durumu
Xo’dan son durum X(t;) = 0’a getirecek bir optimum kontrol daima vardir ve
bu kontrol tektir [9.1]. Eger n’inci mertebe bir sistemin biitiin 6zdegerleri
gercek ve negatif ise anahtarlama sayisi en fazla n—1 kadardir [9.1]. Son
durum orijin degilse, yeni degiskenler tanimiyla son durumun orijine
getirilmesi mimkundur.

Minimum zaman kontrolli problemlerinde y;’nin isareti
baslangicta bilinmediginden denklem (7.91) ve denklem (7.92)’de
optimum kontrol yerine koyulamaz. Bu yizden bu denklemlerin ¢éziilmesi
yoluna gidilmez. Bunun yerine kontrol girislerinin +U ve —-U igin
olabilecek biitlin kombinezonlar1 igin sistemin durum uzayinda takip
edecegi yoriinge ailelerinden yararlanilir. Bu ailelerden bir tanesi baslangi¢
durumundan baslayarak zamanin arttigt yon igin, bir tanesi ise son



328

durumdan baglayarak zamanin azaldig1 yon igin ¢izilir. Sonra baglangi¢
durumundan baglayarak ve bir yoriingeden digerine anahtarlama ile
atlayarak sistemi son duruma getirecek optimum yol ve kontrol bulunur.
Ancak sistem mertebesinin ikiden biiyiik olmast halinde bu yodntemin
uygulanmasi basit degildir.

Ozdegerleri gercek olan ve negatif olmayan, tek girisli ikinci
mertebe bir sistemi x(0) = X, baslangi¢ durumundan X(tr) = 0 son durumuna
minimum zamanda goturmek icin anahtarlama noktasina kadar uy kontrol
girisi, anahtarlamadan sonra da us girisi kullanilmissa, anahtarlamanin
oldugu an ve toplam kontrol siiresi asagidaki gibi cebirsel olarak

bulunabilir.  Sistemin durum doniisiim matrisi ¢(t), anahtarlama am t;,

kontroliin bittigi an ise tr olsun. Boliim 5’de sistemlerin zaman cevabi ile
ilgili sonuglardan asagidaki denklemler yazilabilir.

Baslangic  durumundan  anahtarlamanin  oldugu  duruma
erisildiginde,

X(t,) = $(t,)X(0) + [ 6(t, - 7)Buydr 06)

ifadesi, anahtarlama durumundan orijine varildiginda ise,

X(t;) = |:8} =p(t; —t)x(t) + j?(tf —-7)Budr
S 9.7

ifadesi yazilabilir. Denklem (9.6)’dan x(t,) alinarak denklem (9.7)’de
yerine koyulursa asagidaki denklem bulunur.

m — 4(t)X(0) + 1, —) gt, ~D)Bu,d
i 9.8)

ty
+jg>(tf —7)Bu,dr
t

s
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Bu denklemin sag tarafindaki iglemler yapilarak elde edilecek
matrisin terimleri sol taraftaki terimlere esitlenirse, t; ve ts cinsinden iki
denklem elde edilir. Ancak bu denklemlerden t; ve ts terimlerinin ¢6zimi
zor olabilir ve iterasyon gerektirebilir. Bu yizden zamana gore optimum
kontroliin bulunmas1 i¢in MATLAB ya da benzer bir programin
diferansiyel denklem ¢6ziim kodunun kullanilmasi biiyiik kolaylik saglar.

Ornek 9.1

Durum denklemleri ve kontrol girisi sinirlari,

Fl}{—l Z}PPHU (Cl<u<l) (99)
X, 0 -2 X, 1

1 0
olan sistemi Xx(0) = {2} baslangic durumundan X(t;) = {0} son durumuna

en kisa zamanda getirecek optimum kontroliin ve kontrol siiresinin
bulunmas: istenmektedir.

Bu sistemin 6zdegerleri negatif ve gergektir. Sistemin mertebesi
n = 2 oldugundan en ¢ok n — 1 = 1 sayida anahtarlama ile sistemin orijine
getirilmesi mimkundur. Denklem (9.5) geregi optimum kontrol sirasinda
kontrol girisi u’nun degeri sadece +1 ya da —1 olabilir.

u’nun +1 ve —1 olmasi halleri igin denklem (9.9)’un negatif zaman
yonlinde son durumdan baglayarak integrali alinirsa, X1-X2 diizleminde Sekil
9.2’de kat1 cizgilerle gosterilen yoriingeler elde edilir.

Denklem (9.9)’un integrali baslangic durumundan itibaren
baslayarak u’nun +1 ve —1 olmasi halleri i¢in art1 zaman yoniinde alinirsa,
Sekil 9.2°de kesikli cizgilerle gosterilen yoriingeler elde edilir.

Optimum ¢6ziim sirasinda sistem once kesikli ¢izgiler iizerinden
ilerler, kesikli ¢izgilerin kati c¢izgilerle kesistigi noktada anaktarlama
gerceklesir ve kati ¢izgileri izleyerek orijine varir. Baslangi¢ noktasindan
anahtarlamanin yapildigi A noktasina kadar gegen sire 1.31 s, orijindeki
son duruma erisme i¢in gegen toplam siire ise 1.55 s kadardir.

Sekil 9.3°de ise farkli noktalardan baslayan ve sistemi orijine
gotliren zamana gore optimum yoriingeler toplu olarak verilmistir.
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Yukarida verilen anahtarlama ani ve kontrol siiresi degerleri
diferansiyel denklem c¢ozim kodlarindan yararlanarak bulunmustur.
Burada ¢6ziim yontemini gdstemek icin, ayni degerlerin denklem (9.8)’den
nasil bulunacagi da verilecektir. Bu sistemin durum doniistirme matrisi
Sylvester acilim teoreminden yararlanarak kolaylikla asagidaki gibi elde
edilir.

(9.10)

Q(t)z{e_ 2e ' —2e” }

0 2%

Bu ifade denklem (9.8)’de kullanilirsa, ve t, =t; —t; olarak

tanimlanirsa,

0| |e 20 —2e7% |1
0] | o 26 |2

—ta 2 —ta _2 -2ty t _(ts_r) 2 —(IS—T) _2 —2((5—2') 1
+ |:e e e J’ e e e [_ 1]d .

0 2% |30 272670 1
YT —(t;-1) —(t; -1) —2(t; -7)
e’ 27 —2e7 1
+ lidz 9.11
JS [ 0 2724 }H[ } (.11)
olur. Gerekli igslemler yapilirsa ve
x=g "
. (9.12)
y=e-=

olarak taminlanirsa, sonug olarak asagidaki ifade elde edilir.

0 5 -4 2,,2 -3 3 2 2,2 2_-13 2
_|5xy 2xzy L3 x2y+x 2x2y . x+x2 (9.13)
0 2X°y —0.5x° +0.5xy 0.5-0.5x
Matrisler toplanir ve sagli-sollu terimler birbirine esitlenirse
asagidaki denklemler elde edilir.
8xy —5x2y? —6x+2x* +2=0

2.5xy* —x*+0.5=0
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Bu denklemlerden x kolaylikla yok edilip, y ¢Ozulebilir. Bdylece,
y=0.2707 ve x=0.7824 yadat;=1.31s,t.=0.24 svet;=1.55sbulunur.

Ornek 9.2

Durum denklemleri ve kontrol girisi sinirlari,

s el o]

~1<u; <1 (i=1 2)

(9.14)

0.3 0
olan sistemi Z(O){ 25} baslangi¢ durumundan )_((tf)=|:0:| son

durumuna en kisa zamanda getirecek optimum kontroliin ve kontrol
stiresinin bulunmasi istenmektedir.

Denklem (9.5)’de verildigi gibi, zamana gore optimum kontrol
bang-bang tiiriindedir. Sistemin 6zdegerleri — 2 ve — 4 olup, pozitif degil ve
gergektir. n = 2 olduguna gore, sistemin en ¢ok bir anahtarlama ile orijne
getirilmesi mimkundur.

Bu problemde iki kontrol girisi oldugundan, optimum kontrol
sirasinda kontrol girislerinin miimkiin olan kombinezonlar1 asagidaki

gibidir.

u, =1 u, =1
u, =1 u,=-1

9.15
u,=-1 u, =1 (9.15)

u'nun degisik kombinezonlari i¢in denklem (9.14)’iin negatif
zaman yoniinde son durumdan baslayarak integrali alinirsa, Xi-X2
diizleminde Sekil 9.4’de kati ¢izgilerle gosterilen yoriingeler elde edilir.
Sistem son duruma bu yoriingelerden biri Gzerinden (pozitif zaman
yoniinde) erisecektir.

Baslangi¢c durumundan baslayarak, miimkiin olan kontrol girisleri
icin sistem denklemlerinin arti zaman ydniinde integrali alinirsa, Sekil
9.4°de kesikli ¢izgilerle gosterilen yoriingeler elde edilir. Gortildiigi gibi,
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sistemi son duruma gotiiren dort farkli ¢6ziim aday1 vardir. Bunlar A, B, C
ve D noktalarindan gegen yoriingelerdir. Bunlarin 6zellikleri Cizelge 9.1°de
listelenmistir. Bu adaylar arasinda, A noktasindan gecen ¢6ziim en kisa
kontrol stiresine sahiptir ve zamana gore optimum kontrol verir.

3 \ 1. 1
(-1; 1) (1)
2

X2
o
7
/ //
/ ’
e
/
;) B
4 =
7
\O

RN )
So - ~ A ,1 """" ~_ -
_1 B S %\\\ \' (15 _1) =
\ o~ W
_2 ~ \\ ~ \\t
\\ \\§~1\ (Ul' U2)
. . - :
; (1;-1) (1; 1) %(0)
-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6
X1
Sekil 9.4
Cizelge 9.1
Asama 1 Asama 2 Toolam
Anahtarlama Kontrol Kontrol |Anahtarlama Koﬁtrol
Noktast Girigleri Girigleri Ani (S) Siiresi (s)
(ug; u2) (ug; u2)
A -1; 1) 1; 1) 0.184 0.400
B (-1;-1) 1; 1) 0.254 0.429
C (-1; 1) 1;-1) 0.335 0.665
D (-1;-1) 1;-1) 0.345 0.759
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9.1.2 Kompleks Kutuplar: Olan Kararh Sistemlerin Minimum-Zaman
Kontroll

Daha once ele alinan ikinci mertebe sistemlerin biitiin kutuplarinin
gercek oldugu ve pozitif olmadigi kabul edilmistir. Simdi de kutup
yerlesimi Sekil 9.5°deki gibi olan bir sistem verilmig olsun. Bu sistemin
séniim oram1 ¢ =c0s@ olarak bulunur. Ozel halde, =0 oldugunda

sOnlimslz sistem elde edilir. Soniimsiiz sistem dogal frekansi an, SONUMIQ
sistem dogal frekansi @’dir.

Im
Kommmos w
2 Re
i
%
Sekil 9.5

Sistemin durum denklemleri faz degiskenleri cinsinden asagidaki
gibi verilmis olsun.

%l 0 L + 0 u - Jul<1(9.16)
% | |-(c*+0®) -20|x | |K T

Bayle bir sistem icin zamana gére optimum kontrolin ¢oztlmesi
cok daha karmagiktir. Bu problemin ¢dziimii ayrintili olarak referans
[9.1]de incelenmistir. Burada sadece ¢ézimin 6zellikleri 6zetlenecektir.

- Zamana gore optimum kontrol bang-bang tirtindedir. Yani
herhangi bir anda kontrol girisi U, + 1 yada — 1 degerlerinden
birine esittir. Bu degerler arasinda anahtarlama yapilir. Kontrol
girisi herhangi bir u¢ degerde belli bir siireden fazla kalamaz.

- Anahtarlama sayisinin bir tist degeri yoktur.

- Tekil kontrol olusmasi miimkiin degildir. Yani anahtarlama
fonksiyonu herhangi bir zaman aralig: siiresince sifir degere
sahip olamaz.
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9.2 Optimum Kontrol Girisi Kontrolu

Bazi uygulamalarda kontrol girisinin bir bicimde sinirlanmasi veya
minimum yapilmasit istenir. Kompleks bir 1sitma sisteminde sicaklik
kontroliiniin minimum enerji kullanimiyla gergeklestirilmesi, bir uzay
istasyonuna kenetlenmenin minimum yakit kullanimiyla yapilmasi gibi
problemler bunun érnekleridir.

Bu tlr problemlerin ¢6ziimiinde asagida bazi ornekleri verilen
performans kriterleri kullanilabilir.

te

PK.= j(gT Pu)dt (9.17)
0

ty ty
P.K.:j(f/_xyggg)dt; j(ngg)dtzc (C > 0 ve sabit)
0 0

(9.18)
to,

P.K.:jZ(pi|ui|)dt p >0 Jui| <, (9.19)
0 i=1l
tr

P.K.:j(zpiuf)dt p>0; Jui| <V, (9.20)
o i=l

herhangi bir snirlama yoktur Bu problem Boliim 7°de agiklanan yontemle
cozulebilir. Kontrol girisinin bulunmasinda denklem (7.89) kullanilabilir.
Denklem (9.19) ve denklem (9.20) ile tamimlanan problemlerde ise
denklem (7.98)’in kullanilmasi gereklidir.

Yukarida denklem (9.17) ile tanimlanan problemde u (zerinde

Performans kriteri denklem (9.19) gibi olan problemler, minimum
yakit problemi olarak anilir. Performans Kkriteri denklem (9.20) gibi
tanimlanan problemlere ise minimum enerji problemi denir. Kisim (9.2.1)
ve Kisim (9.2.2)’de sirastyla bu iki tiir problemin ¢oziimii incelenecektir.
Inceleme lineer sabit parametreli sistemlerle siirli olacaktir.

Denklem (9.18)’de verilen sinir sarti, izoperimetrik simir sarti
olarak anilir. Bu sinir sartinin probleme dahil edilmesi igin ek bir durum
degiskeninin tanimlanmas1 gereklidir. Bu konu Kisim (9.2.3)’de
incelenecektir.
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9.2.1 Minimum-Yakit Kontrolii

Bir sistemin durum denklemleri ve kontrol sirasinda kullanilacak
performans kriteri agagidaki gibi verilmis olsun.

X=Ax+Bu |Ui|§Ui (i=1..r) (9.21)
to,

P.K.:IZ(pi|ui|)dt p. >0 (9.22)
0 i=1

Bu sistemin Pontryagin fonksiyonu asagidaki gibidir.

H (x, 4,u) =Zr‘,pi|ui|+f/_%>_<+f§g
i=1

bllul blzuz : blrur
Y pluf+ A AxH A - 4] bé“l bl - by,
i=1

bnlul bn2uz ’ bnrur
~Yolu ATA r ngb..
;pl|ul|+— _)_(+;|:; k k|u|:| (923)

Pontryagin’in minimum prensibine gore optimum kontrol girisi
Pontryagin fonksiyonunu minimum yapar. O halde u;’inci kontrol girisinin
optimum degeri, denklem (9.23)’de bu terimin ¢arpaninin degerine gore
asagidaki gibi bulunur.

(Aby + by + -+ -+ A.by) <—py igin: Ui, =U

= o <(Aby + by + -+ Aby) <y igin: U, =0

Pi <(by + by + -+ -+ A,by) icin: Uj, =-U
- (9.24)
(Aby + by + - -+ A,b;) =—p; igin: u;, = Negatif olmayan
bir deger
(Aby + b, + -+ A.b) = p; igin: u;, = Pozitif olmayan

bir deger



337

Minimum yakit probleminin bazi 6zellikleri asagida verilmistir.

- Bang-bang kontrolden farkli olarak, girisin u¢ degerlerinin
yani sira “0” degeri de kullanilir.

- Amag sistemi bir baglangi¢ durumundan orijine getirmektir.

- trserbest ise birden fazla ¢ziim mumkin olabilir. [9.2]

- trsabit ise ¢0zm mumkiin olmayabilir. [9.2]

- Denklem (9.19)’un argiimanina ayrica sabit bir terim
eklenerek, problem minimum yakit + zaman problemi olarak
da ¢oziilebilir. Bu durumda zaman ve yakit terimleri arasinda,
bunlarin agirlik katsayilarina gore bir uzlasi saglanir. [9.1, 9.2]

Ornek 9.3

Bir sistemin durum denklemleri, baslangi¢ durumu ve son durumu
asagida verilmistir.
Xx=-2x+u |u<1

(9.25)
x(0)=5 x(t;)=0 t,=T

Sistemi son duruma asagidaki gibi tanimlanan performans kriterini
minimum yaparak gotirecek kontroliin bulunmas: istenmektedir.

t
P.K.= [[ufdt (9.26)
0

Verilen sistem kararli oldugundan ve u = 0 oldugunda zaten
kendiliginden x = 0 degerine gittiginden, t; serbest alinirsa minimum yakit
probleminin bir anlam1 yoktur. Zira hi¢ yakit kullanmadan sistem orijine
gitmektedir. Bu yiizden minimum yakit problemi ancak t; = T gibi bir sinir
sart1 verilirse anlamhidir. Burada da bdyle bir sinir sartinin verildigi kabul
edilecektir.

Bu problem i¢in Pontryagin fonksiyonu,
H =|u[+ A(-2x+u) (9.27)

olarak bulunur. H’yi minimum yapan kontrol girisi denklem (9.24)’den
asagidaki gibi elde edilir.

A<-1 igin: u, =1
(9.28-a)
—-1<A<1 igin: u, =0
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1< A igin: u,=-1
A=-1icin: u, = Negatif olmayan
bir deger. - (9.28-D)
A =1 icin: u, = Pozitif olmayan
bir deger.
Diger yandan, yardimec1 durum denklemi,
jo-Me o) (9.29)
OX

oldugundan, Lagrange ¢arpani A’nin zamanla degisimi bir ¢ integrasyon
sabiti cinsinden,

A=ce” (9.30)

gibidir. O halde herhangi bir zaman araligi boyunca A’nin +1 ya da -1
olmast miimkiin degildir. Bu durumda denklem (9.28) asagidaki hale
indirgenir.

A <=1 igin: u, =1
—1<A<1 igin: u, =0 (9.32)
1< A igin: u, =-1

Sekil 9.6’da A’nin zamanla degisimi ¢ sabitinin farkli degerleri igin
denklem (9.30) kullanilarak ¢izilmistir. A’nin degerine bagl olarak u’nun
degisimi de sekil iizerinde noktali ¢izgilerle gosterilmistir.

Sekil 9.7°de ise verilen baslangi¢ kosulundan baglayarak u =0,
u=1veu=-1igin X’in zamanla degisimi goriilmektedir. Bu egrilerden ve
denklem (9.25)’den goriildiigi gibi, u =0 olmasi halinde sistemin duragan
durumu olan x = 0’a erismesi ancak t = co’da gergeklesir. u = 1 oldugunda
ise X = 0’a hi¢ bir zaman ulasamaz. Dolayisiyla, kontrol u = -1 ile
tamamlanmalidir. Yani kontrol siiresince ya U = —1 kullanilmali ya da 6nce
u =0 sonra da u = -1 kullanilmalidir. u = =1 egrisi incelendiginde, eger
T < 1.2 s ise kontroliin miimkiin olmadigi, T=1.2 s ise optimum kontrolin
u=-1oldugu, T >1.2 sise 6nce u=0sonra u = —1 uygulanmasi gerektigi
anlagilir. U = 0’dan U = —1’e anahtarlamanin yapildigi an bir diferansiyel
denklem yazilimindan yararlanarak bulunabilecegi gibi, analitik olarak da
elde edilebilir. Sekil 9.8’de T = 1.4 s i¢in yazilim kullanilarak elde edilen
¢6zlm gortlmektedir. Cozimi bulmak icin denklem (9.25)’in baslangig
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sartindan baglayarak artan zaman yoniinde, son zaman ve durumdan
baslayarak ise azalan zaman yoniinde integrali alinmistir. Anahtarlama
islemi t*" = 0.93 s’de yapilmaktadur.

At)

A(0)

2
L— — |
| N S ——
///
1 ) IO A O
-2
0 0.1 0.2 03 04 0 0.1 0.2 0.3 0.4
Zaman (S) Zaman (s)
2
T 1 (PR A I I
ol
— —
\\ -1 \\\
-2
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0 0.1 0.2 0.3 0.4
Zaman (s) Zaman (S)
Sekil 9.6
5
T\
NN
\ u=0
e 2 N k.
= \Q\<
1 \\\
\
u=-1 ~— T
0 \ I e
\\\
-1
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
Zaman (s)

Sekil 9.7
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X(t)

\
A
\
\
\
2 >\ N
u=0

1 hY
) k. |u=-1
E0.94s TIE1A. |

0 = ===
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Zaman (S)

Sekil 9.8

Anahtarlama an1 sistem cevabini veren denklemlerden de asagidaki
sirayla bulunabilir.

d(t)=e™ (9.32)

x(t") =e 2 x(0) + je-2<“-f> M)(0)dr =52  (9.33)
0

1.4
X(14)=0=e?* OB ) + [e 24 (1)(-)d7
J

1.4

—5e 28 _ 16—2(1.4—1') _5g28 _1 i 16—2(1.4—{‘)
2 - 2 2
(9.34)
e 2041 —1_10e28 (9.35)
—-2.8+2t" =In(1-10e%%) =—-0.93675 (9.36)

t"'=0.93 s (9.37)
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Ornek 9.4

Ikinci mertebe bir sistemin durum denklemleri, baslangi¢ durumu
ve son durumu asagida verilmistir.

] [o 17x] [1
= +[ " Ju |u[<100
X, -5 -6 X, 0
(9.38)
-25 0 .
xO)=| 7| xt)=| |t =T (sabit

Sistemi son duruma asagidaki performans kriterini minimum
yaparak gotiirecek kontroliin bulunmasi istenmektedir.

T
PK.= j lujdt (9.39)
0
Bu problem igin Pontryagin fonksiyonu,
H =|u[+ 4, (X, +U) + A, (-5% —6X,) (9.40)

olarak bulunur. H’yi minimum yapan kontrol girisi denklem (9.24)’den
asagidaki gibi elde edilir.

A, <=1 icin: u, =100
-1<A, <1 icin:  u,=0
1< A, igin: u, =-100 (9.41)
A, ==1 igin: U, = Negatif olmayan
bir deger.
A, =1 igin: u, = Pozitif olmayan
bir deger.
Diger yandan, yardimci durum denklemleri,
. oH
=——0-5 9.42
A== =5 (9.42)
A, __%H, =—4 +64, (9.43)

OX,
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olduguna gore,
A, —64,+51,=0 A, =ce' +c,e™ (9.44)
A, =5c,e" +5c,e™ Ay =5c,e" +C,e” (9.45)

elde edilir. A1’in ifadesi incelendiginde, eksponansiyel terimlerinin tsleri
ayni degilse, bu teriminin belli bir zaman araliginda 6zdes olarak sifir
olamayacagi goriliir. O halde denklem (9.41)’de verilen U, segeneklerinden
sadece ilk ti¢liniin kullanilmasi miimkiindiir.

Sekil 9.9-9.11°de u =0, u = 100 ve u = —100 olmasi1 durumlarinda,
degisik baslangic sartlar1 igin sistemin izleyecegi yoriingeler Xi-Xo
dizleminde gosterilmistir. u = 0 icin yoriingeler ancak t — oo iken orijine
ulasabildiginden kontrol islemi u =0 kullanilarak sona eremez. Son
asamada U =100 veya u =-100 kullanilmalidir. Sekil 9.10 ve Sekil 9.11°de
orijinden gegen u = 100 ve u = —100 yoringeleri de kesik cizgilerle
gOsterilmistir. Sistem orijine bu iki y6riingeden birini kullanarak gelecektir.

X2
o
Y
_/

Sekil 9.9
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u=100
-4 -3 -2 1 0 1 ) . y
X1
Sekil 9.10
—
/
<
|
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e
u=-100
43 2 0234
X1

Sekil 9.11
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Anahtarlama zamani1 ve toplam kontrol siiresinin hesaplamasi i¢in

Ornek 3’de

kullanilan analitik yontem, anahtarlama sayisinin ikiden fazla

oldugu durumlarda asir1 karmasiktir ve genellikle iterasyon gerektirir. Bu
yiizden uygun bir yazilim kullanarak sistem denklemlerinin integrasyonu

daha kolayd

Bu
asagidaki ¢i

1r. Bu 6rnekte izlenen yol asagidaki gibidir.

Baglangi¢  durumundan itibaren rastgele secilen ilk
anahtarlama zamanina kadar u = 0 egrisi tizerinden gelin.

Bu noktadan itibaren u = 100 egrisi lizerinden, sistemi orijine
getiren u = —100 egrisine ulagincaya kadar devam edin.

Son gelinen noktadan itibaren u = —100 egrisi izerinden orijine
erisinceye kadar devam edin.

Anahtarlama zamanlarini ve toplam kontrol siiresini kaydedin.

[k anahtarlama zamani igin farkli deger kullanarak yukaridaki
islemleri tekrar edin.

Elde edilen ¢ozlimler arasindan sizin i¢in en uygun olanin
se¢in. Bu se¢im yapilirken toplam kontrol siiresi ve performans
kriteri arasinda bir uzlasida bulunmaniz gerekecektir.

ornekte ele alman sistem igin elde edilen bazi sonuglar
zelgede Gzetlenmistir. Bu ¢izelgede kontrol sirasinda kontrol

girisi kullanilmayan siirenin toplam kontrol siiresine orani da verilmistir.
Bu oran ne kadar yiiksekse performans kriteri degeri de o kadar kuguktr.
Sekil 9.12°de ¢izelgenin besinci satirindaki kontrol igin sistemin Xi-X2

diizleminde izledigi yol 6rnek olarak verilmistir.
Cizelge 9.2
Birinci ikinci

Secenek

Kontrol (t"/T)=100

Anahtarlama Anahtarlama Siiresi, T (s) (%)

Zamani, 1" (S) | Zaman, t;" ()

1 1.9 1.93 1.95 97
2 15 1.53 1.56 96
3 0.9 0.95 0.98 91
4 0.4 0.46 0.51 78
5 0.1 0.18 0.24 42
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4
X (0)=[-2.5; 3.5]
3 XL, u=0
I u=100
2 \

u=-100
-1
-2
-4 -2 0 2 4 6 8
X1
Sekil 9.12

Minimum yakit problemlerinde zamani siirlamak igin diger bir
yol performans kriterine zamanla ilgili bir terim eklemektir. Bu durumda
performans Kriteri,

P.K.=J-{p0+2(pi|ui|) }dt Do, pP; >0 (9.46)

i=1

haline gelir ve problem minimum-yakit-zaman kontroli olur.

Bu sistemin Pontryagin fonksiyonu agagidaki gibidir.

r
H(x A,U)=po + ) piui| + A7 Ax+ A" Bu
i-1
bju;  bpu, - byu

1r+r
:'D°+Zpi|ui|+[/11 Ay o Ay] bylly Dol - byl
i=1 .

2rr

byu; byu, - byu

nr=r

= Po +2Pi|ui|+2{zikbk‘u‘} (9.47)

i=1 i=1 [ k=1



346

Pontryagin’in minimum prensibine gore optimum kontrol girisi
Pontryagin fonksiyonunu minimum yapar. O halde uy’inci kontrol giriginin
optimum degeri, denklem (9.47)’de bu terimin ¢arpaninin degerine gore
asagidaki gibi bulunur.

(Aby + by + -+ -+ A0y ) <—p; icin: Ui, =U |
= pi <(Aby + Aby; + -+ Aby) < oy dgint U, =0
o <(Aby + by + -+ A.b,) igin: U, =-U
- (9.48)

(Aby + by + -+ A.b,) =—p, icin: U;, = Negatif olmayan

bir deger
(Aby + b, + -+ A.b) = p; igin: u;, = Pozitif olmayan

bir deger

Coziim asamalar1 asagida verilen Ornek 5°de agiklanmustir.
Coziim sirasinda denklem (7.100){in kullanilis bigimine dikkat ediniz.

Ornek 9.5

Bir sistemin durum denklemleri, baslangi¢c durumu ve son durumu
asagida verilmistir.

X=—-4X+U uj<1

(9.49)
x(0)=4 x(t;)=0  t,: Serbest

Sistemi son duruma asagidaki performans kriterini minimum
yaparak gotiirecek kontroliin bulunmasi istenmektedir.

PK.= j[p0 +lut (o, >0) (9.50)
0

Bu problem i¢in Pontryagin fonksiyonu,
H = py +[u|+ A(-4x +u) (9.51)

olarak bulunur. H’yi minimum yapan kontrol girisi denklem (9.48)’den
asagidaki gibi elde edilir.
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A <=1 igin: u, =1
—1<A<1 igin: u, =0
1< A icin: U, =-1
- (9.52)
A=-1icin: U, = Negatif olmayan
bir deger.
A =1 igin: u, = Pozitif olmayan
bir deger.
Diger yandan, yardime1 durum denklemi,
j=-Me 4y (9.53)
OX

oldugundan, Lagrange ¢arpani A’nin zamanla degisimi bir ¢ integrasyon
sabiti cinsinden,

A=ce" (9.54)

gibidir. O halde herhangi bir zaman aralif1 boyunca A’nin +1 ya da -1
olmasi miimkiin degildir. Bu durumda denklem (9.52) asagidaki hale
indirgenir.

A<-1 igin: u, =1
—1<A<1 igin: u, =0 (9.55)
1< A icin: u, =-1

Sekil 9.13’de A’nin zamanla degisimi ¢ sabitinin farkli degerleri
icin denklem (9.54) kullanilarak ¢izilmistir. A’nin degerine bagli olarak
Unun degisimi de sekil lizerinde noktali ¢izgilerle gosterilmistir. Sekil
9.14°de ise verilen baslangi¢ kosulundan baslayarak u=0,u=1veu=-1
icin X’in zamanla degisimi goriilmektedir. Bu egrilerden ve denklem
(9.49)’dan gortildiigii gibi, u =0 olmasi halinde sistemin duragan durumu
olan x = 0’a erismesi ancak t = co’da gergeklesir. U = 1 oldugunda ise X =
0’a higbir zaman ulasamaz. Dolayisiyla, kontrol u = -1 ile
tamamlanmalidir. Yani kontrol suresince ya u = —1 kullanilmali ya da
Once u = 0 sonra da u = —1 kullanilmalidir. u = —1 egrisi incelendiginde,
eger T <t olmasi isteniyor ise kontroliin miimkiin olmadigi, T =t; ise
optimum kontroliin u = —1 oldugu, T > t; ise 6nce u = 0 sonra u = -1
uygulanmasi  gerektigi anlasilir. u=0’dan u=-1’e¢ anahtarlamanin
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Sekil 9.13
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Sekil 9.14
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yapildigi t ani, bir diferansiyel denklem yazilimindan yararlanarak
bulunabilecegi gibi, analitik olarak Ornek 9.3’deki gibi de elde edilebilir.
Ancak bu problemin performans kriterinde p, =0 gibi bir terimin yer

almasi ve t; lizerinde bir sinir olmamasi Boliim 7°de denklem (7.100) ile

tanimlanan Ozellikten yararlanma imkani tanir. Kontrol u=0’dan
u =-1’e gecmeden hemen 6nce, u® = 0 oldugu ve A = +1 degerini aldig
i¢in tsaninda denklem (7.100) asagidaki hali alir.

Hpe ©.u° 0,2 0)]
= po +U°| = 4A(t)X(t,) + At )u® (9.56)
=p, —4x(t,)=0
ya da,
X(t,) =% (9.57)

bulunur. Bu bilgi, kontrol edilmis sistemin cevabini elde etmekte buyik
kolaylik saglar.

Sekil 9.15°de bes farklt p, degeri i¢in bulunan sistem cevaplar1 ve
kontrol girisleri verilmistir.

35

u=0:

2.5 \
2

X(t)
T

0 0.5 1 15
Zaman, t (s)

Sekil 9.15
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9.2.2 Minimum-Enerji Kontrolu

Direnglerden olusan ve toplam esdeger direnci Re olan bir elektrik
sebekesine i gibi bir akim verilirse, sebekeye saglanan enerji i°Re kadardur.
Bu enerji girigin karesiyle orantili oldugundan, denklem (9.20)’deki gibi bir
performans kriterini minimum yapmaya ¢alisan kontrole minimum-enerji
kontrol denir. Bu bolimde lineer, sabit parametreli ve kontrol girisi sinirlt
olan sistemlerin minimum enerji kontroll incelenecektir.

Kontrol edilecek sistemin durum denklemleri ve kontrol sirasinda
kullanilacak performans kriteri agagidaki gibi verilmis olsun.

X=Ax+Bu  |u|<U;  (i=1..,r) (9.58)
tro,

P.K.:jz(piuf)dt p; >0 (9.59)
o i=1l

Bu sistemin Pontryagin fonksiyonu asagidaki gibidir.

H ()_(1/_1!9) = Zpiui2 +4T AZ"'&T E!
i=1

b,u, byu, - bu,
S pui AT Ax+ [ A, 1n]b21“1 byu, - by
I:l byu, b,u, - b,u,
zzr:piui2+iTAZ+zr:{iﬁkbkiui (9.60)
i=1 i1 | k=1

Pontryagin’in minimum prensibine gore optimum kontrol girisi
Pontryagin fonksiyonunu minimum yapar. Pontryagin fonksiyonunu
minimum yapan u; degeri,

oH

a—zz,oiui + A4by + by + -+ 4,0, =0 (9.61)
u

i
ya da,
_ﬂibli + A0+ -+ Ab

u = ni 9.62
I 2p; ( )




351

olarak bulunur. Ancak |ui| <U; olarak simirlanmis oldugundan optimum
kontrol asagidaki gibidir.

_ Aby + Aby + -+ Aby SU ise: ug=U |
2p,

B by + b, + -+ A0

WU iseiu, =-U

2p;
- (9.63)
_uU <_ﬂ1bli + Abp + -+ 4Dy <U ise:
2p;
U _ by Aby 4+ Ay
10 2p| ]
Ornek 9.6

Daha 6nce Ornek 3’de zamana gore optimum kontrol ¢dziimii elde
edilen sistemin bu defa minimum-enerji kontrolii incelenecektir. Sistemin
durum denklemleri, baglangi¢ durumu ve son durumu asagidaki gibidir.

X=-2X+U uj<1

(9.64)
x(0)=15 X(t;)=0 t, :(serbest)

Minimum yapilmak istenen performans Kriteri ise kontroliin bitis
zamanini sinirlamak i¢in asagidaki gibi olsun. Bu ifadede gegen p pozitif
degerli agirlik katsayisidir. p’nun degeri artirildikca kontrol siiresi kisalir.

P.K.=j(p+u2)dt (9.65)
0

Pontryagin fonksiyonu,

H(x,u,A)=p+u?—21x+Au (9.66)
olduguna gore,

ﬁ=2u +4=0 (9.67)

ou

oldugundan u sinirlanmamuis olsaydi,

u =2+ (9.68)
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olurdu. Ancak |u| <1 oldugundan optimum kontrol A’nin degerine bagl
olarak asagidaki gibi elde edilir.

A<-2 ise: U, =1
> i . L= —
A>2 Ise: U, =—1 (9.69)
e A
-2<A<2 ISe: uioz_E

Optimum kontrol i¢in yardimei durum denklemleri ve A, denklem
(9.66)’dan asagidaki gibi bulunur.

B OoH (x,u,, 4)
OX
A(t) = ce? (9.71)

A= =22 (9.70)

Integrasyon sabiti ¢’nin degerine bagl olarak, A nin miimkiin olan
degisim bigimleri Sekil 9.16°da gorilmektedir.

5
4 1/
3 2
S — —
| —— 31—
0 1
0 0.1 ti 0.2 0.3 0.4
Zaman, t (s)
0
-1
, — I
< -3 E
-4 E 6\
5 ]
0 0.1 t> 0.2 0.3 0.4
Zaman, t (s)

Sekil 9.16
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Bu degisim bigimlerine bagl olarak kullanilmasi gereken optimum
kontrol girisleri asagidaki gibidir.

1 no.lu egri igin: u,=-1
o y . A
2 no.lu egri igin: Eger t; >2t; ise, u, = ey
Eger t; <t; ise,
A
U, = —E (t <tl)

u,=-1  (t>t)

3 ve 4 no.lu egriler icin: u, = —% — (9.72)

. . A
5 no.lu egri igin:: Eger t, 2t; ise, u, = Py

Eger t, <t; ise,

6 no.lu egri igin: u

Sekil 9.16°da 1, 2 ve 3 numarali egriler eger x(0) > 0 ise; 4,5 ve 6
numarali egriler ise eger X(0) < 0 ise kullanilir. Bunun dogrulugu, bu
kontrollerin sisteme uygulanmas: halinde sistemin orijine gotiiriilmesinin
miimkiin olup olmadig1 incelenerek gosterilebilir. Sistem x(0) = 1.5 gibi
pozitif bir degerden basladigindan sadece 1, 2 ve 3 numarali egrilerin
kullanilmasi beklenmelidir.

Bu problemde son zaman serbest ve Pontryagin fonksiyonu
dogrudan zamanin fonksiyonu olmadigindan Bolim 7°de denklem (7.100)
ile verilen sart gecerlidir. x’in anlik degerine bagl olarak, denklem
(9.72)’de 1, 2 ve 3 numarali egriler i¢in verilen se¢eneklerden hangisinin
kullanilacagina bu sart incelenerek karar verilebilir.

Once 2 numarali egri igin verilen kontrol kullamlarak t = t; aninda
denklem (7.100) incelensin. Bu noktada A = 2 ve u, =-1 degerine sahip

oldugundan, denklem (7.100)’den asagidaki ifade elde edilir.
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H [ (1), U (1), 26 (t)]= [ + U2 — 220 % + AU,

= (9.73)
= p+1-4x,(t,)-2=0

Buradan X, ¢ozilirse,
-1
X, (t,) = PT (9.74)

bulunur. Bu problemde x pozitiftir. O halde optimum kontrol sirasinda
u=-1 degerinin kullanilabilmesi i¢cin p > 1 olmas1 gereklidir. Aksi takdirde
durum egri 3°deki gibidir ve optimum kontrol asagidaki gibidir.

U, =—= (9.75)

Denklem (9.75), denklem (8.100) birlikte kullanilirsa, denklem
(9.75)’in gegerli oldugu bolgede optimum kontrol, X’e bagh olarak
asagidaki gibi ifade edilebilir.

H [, (0,0, (1), 24 ()] = [p +u? ~ 22+ 2u ]|

22 A2
=l p+ 2 —2ax -2

(9.76)
=0

0

ya da A ¢ozillurse ve denklem (9.75) kullanilirsa, U, (t) asagidaki ifade

edilir.
Uy (8) = 2%, (1) — 4%, O + p (9.77)

Sekil 9.17’de x(0) = 1.5 baslangi¢c durumu ve dort farkli p degeri
icin bulunan optimum kontrol girisleri ve sistem cevaplari verilmistir.
Toplam kontrol siiresinin agirlik katsayis1 p ile degisimi asagidaki gibidir.

Cizelge 9.3
Aurlik 0.3 0.7 1.2 3
katsayisi, p ' ' '
Kontrol 1.20 0.99 0.88 0.72
siiresi, tr ()
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15
x(t) :
1 u) : ==---.
=1.2
0.5 P
)\ p=07 p=03
< 0 P73
5 EZIoo------o L
F~~ T I b“~~-_\ 0=03
05 L TR B =
Ox_p=12| ™0 Thaa p=07
ale=3 O~ LoD~
-15
0.5 1 15
Zaman, t (s)
Sekil 9.17

9.2.3 izoperimetrik Kisitlamah Optimum Kontrol

Daha once Boliim 7°de izoperimetrik kisitlar hakkinda 6n bilgi
verilmisti. Eger,

ty

jg(>_<, u,t)dt=A (Sabit) (9.78)

gibi bir kisitlama verilmisse, asagidaki gibi ek bir durum degiskeni ve
durum denklemi tanimlanir.

Xpa (1) = [ 9 U, )t 9.79)
Xpa (1) = 9(x,U,1) (9.80)

Ayrica asagidaki siur sartlari uygulanir [8.5, 8.8, 8.9].
X (t) =0 Xpu () =A (9.81)

Ornek 9.7°de yontemin uygulamsi agiklanmstir.
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Ornek 9.7
Bir sistemin durum denklemi asagida verilmistir.
X=-4x+Uu (9.82)

Bu sistemi x(0) = 2 baglangi¢ durumundan x(ts) = 0 son durumuna,

ty

juzdt =2 (9.83)
0

kisitlamasiyla, asagidaki performans kriterini minimum yaparak getirecek
kontroliin bulunmasi istenmektedir.

t

P.K.= [dt (9.84)
0

Ek bir durum degiskeni ile birlikte, yeni durum degiskenleri z; = x
ve

t
z, = juzdt (9.85)
0

olarak tanimlanirsa, durum denklemleri,

2,=-4z7,+u
o (9.86)

gibi, sinir sartlar1 ise asagidaki gibi olur.

2 0
2(0) = M z(ty) = M (9.87)

Pontryagin fonksiyonu,
H(z,u,A) =1+ 4 (-4z, +u) + L,u? (9.88)

olduguna goére, bunu minimum yapan kontrol agagidaki gibidir.
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A
U7 (9.89)

Yardimci durum denklemleri ise,

. OoH, 0 A h
S B T P2 1 g Wy
A o, o At 212) 2422 A
(9.90)
o Mg
oz,
oldugundan,
Ce4t
A=ce" A,=c, Uu,=-—+—=ce” (9.92)
2c,

elde edilir. Optimum olarak kontrol edilen sistemin durum denklemleri,

7, =4z, +ce™ (9.92)
2, =c%e® (9.93)

olur. Goriildigii gibi, z1(t) ve zo(t)’yi iceren denklemler birbirinden ayrigmis
haldedir. zi’in zaman cevabi B6liim 6°da elde edilen denklem (6.52)’de

e —e™ B=c ve u(r)=e" alarak; asagidaki gibi elde edilir.
z,(t)=e*z,(0) + %(e4t —e™) (9.94)

Z>’in zaman cevabi ise denklem (9.93)’iin integralini alarak, bir K
integrasyon sabiti cinsinden asagidaki gibi bulunur.

2

Z,(t) = %e& LK (9.95)

Denklem (9.87) ile verilen sinir sartlar1 uygulanirsa,
t; =034s c=-1 K =-0.125 (9.96)

bulunur. Sonug olarak, sistem ¢ikis1 z1(t), performans Kkriteri zx(t) ve kontrol
girisi Uo(t)’yi veren ifadeler asagidaki hali alir.
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z,(t)=2e" -0.125(e" —e ™)

z,(t)=0.125e* —0.125

U, (t) = _e4t

Sekil 9.18 ve Sekil 9.19°da bunlarin zamanla degisimleri grafik

halinde verilmistir.

(0<t<0

(0<t<0.354)

354)

(0<t<0.354)

(9.97)
(9.98)

(9.99)

2 /
15 ,
N [urti =z, /o
.1 0 /
N4
= >/
< 05
0 X(t) = za(t) |
t=0.354 |
N
0'50 0.1 0.2 0.3 04
Zaman, t (s)
Sekil 9.18
0 '
1
2
3 |
-3 ~ E
-4 \\
t50.354 !
5 ~
0 0.1 0.2 0.3 0.4

Zaman, t (s)

Sekil 9.19
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PROBLEMLER

Not: Problemlerin ¢éziimiinde MATLAB’den yararlanin.

9.1

9.2

Durum denklemleri ve kontrol girisi sinirlari,

X, -2 1 |x 1
= +| _|u -1<u<l
X, 0 -3|x, 2
. . 1 0
olan sistemi x(0) = ) baslangi¢ durumundan X(t;) = ol son

durumuna en kisa zamanda getirecek optimum kontrolii ve kontrol
stiresini bulun.

Asirt soniimlii ikinci mertebe bir sistemin dinamik denklemi ve
kontrol girisi sinir1 asagidaki gibi verilmistir.

X+3X+2x =u(t) -1<u<l
i) Sistemin girisi ve ¢ikist arasindaki transfer fonksiyonunu bulun.

il) Bu sistemi faz degiskenleri cinsinden ifade edin. Sistem t = 0’da
X(0) =x(0) =0 durumunda olduguna gore, sistemi en kisa

surede x(t;)=10 ve X(t;)=0 konumuna getirecek kontrolii
bulun.
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9.3

9.4

9.5

9.6

Durum denklemleri ve kontrol girisi sinirlari,

IR WS '
= + -1<u, <1 (i=12)
X, -4 -3 X, 1 1ju,

5 0
olan sistemi Z(O):L} baslangic durumundan )_((tf):|:0:| son

durumuna en kisa zamanda getirecek optimum kontrolii ve kontrol
stiresini bulun.

Durum denklemleri ve kontrol girisi sinirlari,

B ! o e |
N + -1<u, <1 (i=12)
X, | -1 =-2] x| |1 0]u,

| | 1.5
olan sistemi 5(0):{411 baslangi¢ durumundan X(tf):|: J son

durumuna en kisa zamanda getirecek optimum kontrolii ve kontrol
surresini bulun.

Durum denklemleri,
X, -1 1 |x 0
= +| U -1<u<1
X, 0 -2|x, 1

4 0
olan sistemi x(0) :{ 4} baglangi¢ durumundan Z(tf ) 2{0} son

durumuna en kisa zamanda getirecek optimum kontrolii ve kontrol
stiresini bulun.

Bir sistemin durum denklemleri, baglangic durumu ve son durumu
asagida verilmistir.

X =-3X+U u<1
x(0)=2 x(t;)=0 t,=038
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9.8
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Sistemi son duruma asagidaki performans Kkriterini minimum
yaparak gotiirecek kontrolu bulun.

t

P.K.= [Juft
0

Ikinci mertebe bir sistemin durum denklemleri, baslangi¢ durumu ve
son durumu asagida verilmistir.

% | [0 -2]x ] [1
4 0 _
x(0) {_ J x(ty) { 0} t, =T (Sabit)

Sistemi son duruma asagidaki performans kriterini minimum
yaparak gotiirecek kontrol seceneklerini ve kontrol stirelerini bulun.
Ilk anahtarlama siiresine kars1 T grafigini ¢izin.

T
P.K.= [|uldt
0
Bir sistemin durum denklemleri, baglangi¢c durumu ve son durumu
asagida verilmistir.
X=-2X+U uj<2
x(0)=6 x(t;)=0 t; Serbest

Sistemi son duruma asagidaki performans kriterini minimum
yaparak gotlrecek kontrolu bulun. po’in 1, 2 ve 4 degerleri igin
optimum sistemin zamanla degisimini, anahtarlama anlarini,
anahtarlama anindaki X degerlerini ve toplam kontrol siirelerini
bulun. py’1in degerinden t; nasil etkileniyor?

PK.= Hpo +ulBt (> 0)

Durum denklemleri, baslangi¢c durumu ve son durumu,

X=-5X+U u<1
x(0)=4 X(t;)=0 t,: Serbest
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9.10

9.11

olarak verilen sistem icin,

P.K.=j(p+u2)dt (p>0)
0

performans kriterini minimum yapacak kontrolu, p’nun 0.2, 2 ve 11
degerleri igin bulun.

Bir sistemin durum denklemi asagida verilmistir.
X=-6X+U

Bu sistemi x(0) = 3 baglangi¢ durumundan X(ts) = 0 son durumuna,
t
Iu 2dt=2
0

kisitlamastyla, asagidaki performans kriterini minimum yaparak
getirecek kontrolt bulun.

P.K.=tj.dt
0

Bir sistemin durum denklemleri ve kontrol sirasinda uygulanacak
sinir sartlar1 agagida verilmistir.

X=-2X+U
t
x(0)=5, Xx(t) =0, juzdt =4
0
Minimum yapilmak istenen performans kriteri,
ty
P.K.= [dt
0

olduguna gore optimum kontrolii bulun.
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LINEER KARESEL
OPTIMUM KONTROL

Bolum 8’de sunulan optimum kontrol yontemi lineer olmayan
sistemlere uygulanabilmesine ve genel bir integral performans kriterine
sahip olmasina karsin, uygulama agisindan pek ¢ok zorlugun asilmasin
gerektirir. Yontemin verdigi diferansiyel denklemlerin sinir sartlarinin bir
kismi baslangic zamaninda, bir kismi ise son zamanda verilmistir. Bu
yiizden iki uglu sinir deger probleminin ¢oziilmesi gerekir. Biitlin sinir
sartlar1 baglangi¢c ani1 i¢in verilen diferansiyel denklemlerin ¢éziimleri ileri
integrasyon yontemiyle oldukga kolayca ¢o6ziilebilir. Buna karsilik iki uglu
sinir deger problemlerinin ¢6ziimil ¢ok zordur. Genel optimum kontroliin
bir diger zorlugu ¢6zlimiin sinir sartlarina bagimli olmasi ve sinir sartlar
degistiginde ¢oztiimiin tekrarlanmasi zorunlulugudur. Bitiin bu zorluklara
ragmen elde edilen optimum kontrol acgik c¢evrim tiiriindedir.
Uygulamalarda arzu edilen ise kapali ¢evrim bir kontrol sistemi elde
etmektir.

Genel optimum kontrolden elde edilen durum ve yardimci durum
denklemlerinden kapali ¢evrim optimum kontrol elde edilebilmek igin hem
sistem tanimi hem de performans kriterinin yapisi agisindan bazi
fedakarliklarda bulunmak ve bunlar1 6zellestirmek gerekir. Bu amagla
sistemin agagidaki gibi lineer durum denklemleriyle tanimlandigi kabul
edilecektir.

X=Ax+Bu (10.1)

Daha once Bolim 8’de kabul edilen genel integral performans
kriteri yerine agsagidaki gibi karesel terimlerden olusan bir performans
kriteri kullanilacaktir.

ty

P.K.:%J.(>_(T9>_(+QTEg)dt+%>_(T§>_(‘ (10.2)

0 t
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Yukaridaki ifadede gegen matrislerin 6zellikleri asagidaki gibidir.

9 : nxn simetrik, pozitif semi-definit matris
P : rxr simetrik, pozitif definit matris
S : nxn simetrik, pozitif semi-definit matris

Bu o6zellikler zaman gectik¢e performans kriteri degerinin artarak
anlam kazanmasini saglar. Performans kriterinin S matrisini iceren ikinci
terimi son durum ceza fonksiyonu olarak anilir.

Denklem (10.2)’de P’nin elemanlart ¢ok kiiciik alinirsa,
performans Kriterini fazlaca artirmadan biiyiik kontrol girisleri
kullanilabilir. P sifira dogru gétiiriiliirse, sisteme sonsuza yakin biiytikliikte
kontrol girisleri verilebilir. (Ancak, P pozitif definit kabul edildiginden tam
olarak sifir yapilamaz.) Bu durumda performans Kriterinin mutlak
minimum degeri X = 0 oldugunda sifir olarak elde edilir. Yani, sistem
kendisine saglanabilen kontrol girislerinin biiyiikliklerinin el verdigi
Ol¢iide sistemi durum uzayiin orijinine gétiirmeye ¢aligir. Bu nedenle, bu
tlr kontrol sistemi, durum kontrol sistemi olarak anilir.

10.1 Matris Riccati Denklemi

Matris Riccati denklemi karesel optimum kontrol problemlerinin
¢Oziimiinde en ¢ok kullanilan denklemdir. Varsayilan durum denklemleri
ve performans kriteri denklem (10.1) ve denklem (10.2)’deki gibidir.

Optimum kontrol ¢oziimii bulunurken asagidaki matris
esitliklerinden yeri geldiginde yararlanilacaktir.

T T
6:’;)(9: aixng (10.3)
(ab)" =bTa’ (10.4)

Bu problem igin Pontryagin fonksiyonu denklem (8.87)’den
asagidaki gibi yazilabilir.

H=2x'Qx+ u'Pus i Ax+i'Bu  (108)

Optimum kontrol u°® icin denklem (8.89)’dan asagidaki ifade
bulunur bulunur.

H_ oo

—= +B'
ou =

[

=0 (10.6)
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u’=-P7*B" 2 (10.7)

u®i¢in durum ve yardimci durum denklemleri asagidaki hali alir.

i=—M_ ox-az (10.8)
ox  —
X=Ax+Bu’=Ax-BP'B' 1 (10.9)

A ile x arasinda simetrik ve pozitif definit bir R(t) matrisi cinsinden
asagidaki gibi bir iligki oldugunu varsayarak ¢éziime ulasilabilir.

A1) = ROX(®) (10.10)
Bu ifadenin tiirevi alinir, denklem (10.8) kullanilirsa,
A=Rx+R¥=-Qx-A"2=-Qx-A'Rx  (10.11)
ve denklem (10.9) kullanilirsa,
Rx+RAx-RBPB'Rx=-Qx-A'Rx  (10.12)

olur. Sag taraftaki terimler sola alimir ve X sag taraftan parantez disina
almirsa,

(R+RA+RBP'BTR+Q+ATR)x=0 (10.13)

Denklem (10.13)’tin farkli x degerleri igin saglanabilmesi ancak
X’in katsayisinin sifir olmasiyla miimkiin oldugundan R’nin ¢dziilebilecegi
asagidaki denklem bulunur.

R+RA+A"R-RBP'B'R+Q=0 (10.14)

Ismi Matris Riccati Denklemi olan bu denklemin ¢6ziilmesi igin
gerekeli olan sinir sartlari ise tr sabit, x(ty) serbest oldugundan denklem
(8.32)’den asagidaki gibi elde edilir.

5(%'55}
27 7 a1l =0 (10.15)
ox LR

ya da,
Sx(ty)=A(t:) =R(t;)x(t;) (10.16)
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ya da,
R(t;)=$ (10.17)

Optimum kontrol denklem (10.7)’den,
u®=-P'B"Rx=-K"x (10.18)

olarak elde edilir. Goriildiigii gibi optimum kontrol durum degiskenlerinin
fonksiyonu olarak ifade edilmektedir. Yani bu yontemle kapali g¢evrim
kontrol elde edilmektedir. Burada K™ matrisinin elemanlar1 geri besleme
katsayilaridir.

Diisiik mertebeli sistemlerde Riccati denkleminin ¢6zim analitik
olarak elde edilebilirse de bu pratik bir yol degildir. En uygun yontem, ts
aninda denklem (10.17) ile verilen sinir sartindan baslayarak, t = 0 anina
kadar negatif zaman yoninde denklemin nimerik olarak integralini
almaktir.

Ornek 10.1

Ornek olarak durum denklemi ve performans kriteri asagida verilen
birinci mertebe sistem igin optimum kontrol bulunacaktir.

X=—-X+U (10.19)
Lt

P.K.:%J.(x2 +u2)+%sx2‘tf (10.20)

0

Bu sistem icin R(t) matrisi 1x1 boyutlu r(t) gibi skalar bir
degiskendir. AyricaA=-1,B=1, 9 =1, P =1 oldugundan matris Riccati

denklemi ve sinir sart1 asagidaki hali alir.
F—2r—r>+1=0 (10.21)
rit;)=s (10.22)

Degisik t; ve s degerleri igin elde edilen r(t) ¢6ziimleri Sekil 10.1°de
verilmistir. Gorildiigii gibi, egriler grafigin sol tarafinda denklem
(10.21)’in duragan ¢oziimii olan 0.414 degerine dogru gitmektedir. tf'nin
degeri arttikga egrinin ¢dziimiin gegici kismi saga dogru kayacak, tr sonsuz
oldugunda gegici kisim sonsuzda kalacak ve r(t)’nin ¢oziimii 0.414’e esit
bir sabit haline gelecektir.
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Denklem (10.18)’den,

u® =-r(t)x (10.23)

olarak bulunur. Kontrol edilmis sistemin blok diyagrami Sekil 10.2°de
verilmistir.

1.0

0.8

\
}/ tr=2,s=1
{ N/
06—~ /
/

/ // tr=1s=1 //
0.4 == o

/
/

/

tt=0.5,5=0

00 02 0. 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2
Zaman (s)
Sekil 10.1

>

—r(t)

Sekil 10.2
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Sekil 10.1’den anlasildigi gibi, denklem (10.2)’de t =
alindiginda, R(t) matrisi, elemanlar1 sabitler olan Ro gibi bir matris haline
gelmekte ve matris Riccati denklemi asagidaki denkleme indirgenmektedir.
Bu denkleme indirgenmis Riccati denklemi ya da cebirsel Riccati denklemi
denir.

R,A+A'R,~R,BP"B'R;+Q=0 (10.24)

Bu denklemde Ro simetrik ve pozitif definittir. Eger matris
islemleri yapilip, denklemin sol tarafi tek bir matris halinde yazilirsa ve her
bir terim sifira esitlenirse, Ro’in elemanlarinin ¢6ziilmesine olanak veren
cebirsel denklemler elde edilir. Ancak bu denklemlerde karesel terimler
olacagindan c¢ok segenekli ¢oziimler bulunacaktir. Bunlar arasindan Ro’t
pozitif definit yapan ¢6ziim secilir. Bu yontem diisiik mertebeli sistemlerde
kolayca kullanilabilir. Ancak yiiksek mertebeli sistemlerde icinden
¢ikilmaz hale doniisiir. Bu durumda denklem (10.24)’de Ro yerine R(t)
koyulur ve denkleme bir R(t) terimi eklenerek denklem (10.14)’de verilen
matris Riccati denklemi yazilir. Negatif zaman yoniinde duragan ¢6ziim
elde edilinceye kadar bu denklemin integrali alinirsa Ro elde edilir. Bunun
yerine asagidaki denklemin t = (0’dan itibaren duragan ¢oziim elde
edilinceye kadar pozitif zaman yoniinde integralinin alinmasi da yeterlidir.

R-RA-A'R+RBP'B'R-Q=0 (10.25)

MATLAB gibi yazilimlarda indirgenmis Riccati denklemini ¢6zen
komutlardan da yararlanma imkani vardir.

Ornek 10.2

Bir sistemin durum denklemleri,

o ozl

olarak verilmistir. Bu sistemin asagidaki perfomans kriterini minimum
yapacak bicimde kontrol edilmesi isteniyor.

P.K.:%T[(xl+x2)2+p2u2]dt (p>05)  (10.27)
0
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Burada p, degeri bilinen bir sabittir. Riccati denklemini kullanarak
optimum kontrol icin geri besleme katsayilarin1 bulun. Kontrol edilmis
sistemin blok diyagramini ¢izin.

tr = o oldugundan indirgenmis Riccati denklemi kullanilabilir. Bu
problemde A, B, 9 , P ve Ro matrisleri asagidaki gibidir.

01 0 11
00 1 <711
(10.28)

P=lp?] R, {r“ ”ﬂ

f, Iy

Bu matrisler indirgenmis Riccati denkleminde yerine koyulursa,
r, n,||0 1 N 0 O|lr, ny
n, ry,|0 O 1 0fn, ry
rn, n,|(o n, 11
_{11 12}{ }iz[o 1{11 12}{ }:O
h, T |l1l]p Mo Ty 11

olur. Matris iglemleri yapilip sol taraf tek bir matris halinde yazilirsa
asagidaki denklem bulunur.

(10.29)

—r1—22+1 11—@+1
/r’ i P, =0 (10.30)
r, ——1;222 +1 2r, —r2—§+1

Bu matrisin terimleri ayri ayri sifira esitlenirse asagidaki g
bagimsiz denklem elde edilir.

I
~l2 o0 (10.31)

r,r
ry ——22 1+1=0 (10.32)
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2
,
2r, —-2 41=0 (10.33)
P

Denklem (10.30)’dan ri» = + p olarak iki ¢oziim bulunur. Bu
degerler denklem (10.32)’de yerine koyulursa,

ra=-picin  r,, =tp,/1-2p (sanal deger)

re=+pigin  r,=+pf1+2p (10.34)

bulunur. ri2 = - pigin ry’nin degeri sanaldir. O halde ri2 = + p gecerlidir.
Bir sonraki asamada denklem (10.32)’de rio = + p ve r,, =tp,/1+2p
yerine koyulursa,

I, =—py1+2p icin r, =—1—1+2p (negatif)
Iy =+py1+2p igin r,=—1+J1+2p

Yukarida birinci ¢oziim negatif oladugundan r,, =+p,/1+2p
gecerlidir. Sonugcta elde edilen Ro matrisi asagidaki gibidir.

P pyLl+2p

R, - -1+1+2p P } (10.35)

Kapali ¢evrim optimum kontrol, denklem (10.18)’den asagidaki

gibi bulunur.
AT 1 jrll Mz | %
90__p B RO)_(___Q[O 1
P Mo T | X2

(10.36)
I, Ny || X 1 Vi+2p
R N S
P P L% P P

Optimum olarak kontrol edilen sistemin blok diyagramu Sekil
(10.3)’deki gibidir.
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JI+2p

P

1
Y2,

Sekil 10.3

10.2 Kalman Denklemi

Karesel optimum kontrol asagida tiiretilen Kalman denklemiyle de
elde edilebilir [10.1]. Sistemin durum denklemleri yine lineer olup,
asagidaki gibidir.

X=Ax+Bu (10.37)
Performans kriteri ise denklem (10.2)’nin asagida verilen 6zel bir
halidir. Yani denklem (10.2)’de t; = oo ve S = 0 alinmustir.

P.K.:%I(g Qx+u" Pu)dt (10.38)

tr = oo olduguna gore asagida tekrar verilen cebirsel Riccati
denklemi gecerlidir.

RoA+A"R,~R,BPB'R,+Q=0 (10.39)

Q matrisi pozitif definit ya da semi-definit oldugundan uygun
tanmimlanmig bir 7" matrisi cinsinden,

Q=r1" (10.40)

seklinde yazilabilir. P matrisi ise mutlaka pozitif definit oldugundan,

P=DD P'=D'D™" (10.41)
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esitlikleri yazilabilir. Burada D matrisi simetrik ve pozitif definittir.

Denklemler (10.40) ve (10.41), denklem (10.39)’da yerine koyulup terimler
diizenlenirse, asagidaki denklem elde edilir.

~RoA-A"Ry+R,BD'D'B'"R,=1"I"" (10.42)

Diger yandan geri besleme matrisi ifadesinden,
K'=P"B'R,=D"D"B'R, (10.43)
ya da,

DK™ =D"'B'R, (10.44)

KD=R,BD™ (10.45)

olur. Denklemler (10.44) ve (10.45), denklem (10.42)’de yerine koyulursa
asagidaki denklem elde edilir.

~ReA-A'Ry+KDDK' =17 (10.46)

Bu denklem sol taraftan D 'B'@'(=s) ile, sag taraftan

@(s)B Q_l ile garpilirsa ( @(S) ¢Ozlicl matris), burada ayrintis1 verilmeyen
bazi ara islemlerden sonra asagida verilen denkleme ulasilir [10.1].

(1+DK'@(s)BD ) =1 +(rT @(s)BD )" (10.47)

matris isleminin kisa yazilimidir.
(M(s))" =M (=s)M(s) (10.48)

Denklem (10.47) Kalman denklemi olarak anilir. Bu denklemden
kapali ¢evrim kontroliin geri besleme katsayilari dogrudan ¢oziilebilir.
Pozitif geri besleme olmamasi i¢in K’nin elemanlarinin pozitif isaretli
¢cozlmleri secilir.
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Asagida Kalman denkleminin bazi 6zel halleri verilmistir.
Ozel Hal 1: Eger P =1 ise,
2 2
(1+K @(s)B) =1+(L" 2(s)B) (10.49)

Ozel Hal 2: Eger P = 1 ise ve B matrisi, B = b gibi bir sttiin matris
ise, yani kontrol girisi u skalar ise,

1+ @(s)p) =1+(L" @(s)b)’ (10.50)

Ornek 10.3

Daha once cebirsel Riccati denklemi igin verilen drnekteki sistem
icin optimum kontrol, p =1 alarak bu defa Kalman denklemiyle bulunsun.
Sistemin durum denklemleri ve performans kriteri asagidaki gibidir.

KHS ﬂDHﬂ“ (1051)

P.K.=%I[(xl+x2)2 +u2}dt (10.52)

Bu problemde A, b, 9 ve P matrisleri asagidaki gibidir.

_A=B (ﬂ sz 9=E ﬂ P-ll (053

Q=/I7" ve P=DDolduguna gore, I ve D matrisleri
asagidaki gibidir.

_|V2 yV2 _
E—L/ Gy ﬁ} D=1 (10.54)

Cozuct matris @(s) ise asagidaki gibi bulunur.

a_b<s)=(s1—_A)l=B ﬂ =[lg‘°’ ll’/j (10.55)
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Simdi Kalman denklemi, denklem (9.50)’deki haliyle yazilabilir.

<1+[k1 "2{1:)5 11//5:}@2

(9.56)
L {1/\/_ 1/\/_}{1/5 1/s }H
N2 12 1/s
RS
<1+"_;+ﬁ> 1| V2 Vs (9.57)
S S

1
—+_
V252 2s

Denklem (9.48)’de verilen matris operasyonu uygulanirsa,

[1+k—;—ﬁJ(l+k—§+k—2]
S S S S

1 (10.58)

_1+|: 1 _ 1 1 1 :|\/_ \/—S

J2s2 25 252 s 1 L L

V252 \/2s

ya da,
2
1+(2k1—k§)i2+k 1—i+i (10.59)
s st s st

Esitligin sag ve solunda S’nin ayni kuvvetli terimlerinin katsayilari
esitlenirse ki ve kz’nin ¢6ziilebilecegi asagidaki iki denklem elde edilir.

kZ=1 (10.60)

2k, —kZ =-1 (10.61)

Birinci denklemden k; = +1 elde edilir. Negatif geri besleme icin +
isaretli kok secilerek,

k, =1 (10.62)
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almir. Bu deger ikinci denklemde yerine koyulursa elde edilen,
ki =2k, +1=3 (10.63)

denkleminden k, =++/3 elde edilir. Bunlar arasindan da + isaretli kok
secilerek,

k, =/3 (10.64)
bulunur. Optimum kontrol girisi,

u®=[-1 —31x=-x —+/3x, (10.65)
seklinde olup, kontrol edilen sistemin blok diyagrami Sekil 10.4’deki

gibidir. Dogal olarak, elde edilen sistem p = 1 ig¢in Sekil 10.3’dekiyle
aynidir.

u 1 X2 1 X1
e :
V3
Sekil 10.4

KAYNAKLAR

[10.1] Schultz, D.G., Melsa, J.L., State Functions and Linear Control
Systems, McGraw-Hill, New York, 1966.

PROBLEMLER

10.1 Bir sistem asagidaki diferansiyel denklemlerle tanimlanmisgtir:

X =X,
X, = 4%, —4X, +Uu
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a) P.K.:J(9x12+4x22+u2)dt performans kriterini minimum
0

yapacak kapali-gevrim kontrolu cebirsel Riccati denklemini
kullanarak bulun. Kontrol edilmis sistemin blok diyagramini
cizin.

b) Kontrol edilmis sistemin (kapali-cevrim) kutuplariin yerini
bulun ve acik c¢evrim sistemin kutuplarin yerleriyle
karsilastirin.

10.2 Bir sistem asagidaki diferansiyel denklemlerle tanimlanmistir:

X =X,
X, =—4X; —4X, +U

a) PK.= J'(9 X, +4x,° +u2) dt performans kriterini minimum
0
yapacak kapali-cevrim  kontrolu Kalman denklemini
kullanarak bulun. Kontrol edilmis sistemin blok diyagramini
cizin.

10.3 Bir sistemin durum denklemi asagida verilmistir.
X=-5Xx+u

p=0.02 ve p=1 degerleri i¢in,

©

P.K.=I(x2 +pu2)dt

0

performans kriterini minimum yapacak kapali ¢evrim kontrolleri
cebirsel Riccati denklemini kullanarak bulun. p = 1 i¢in kapal
cevrim sistemin blok diyagramini ¢izin. Baslangigta sistem x(0) = 10

durumunda ise, sistem cevaplarini karsilastirin. (Sistem cevaplarini
MATLARB kullanarak bulun.)

10.4 Bir sistemin durum denklemi asagida verilmistir.

X=-5x+u
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p=0.02 ve p=1 degerleri i¢in,

0

P.K.:j(x2 + pu? )dt

0

performans Kriterini minimum yapacak kapali ¢evrim kontrolleri
Kalman denklemini kullanarak bulun. p = 1 i¢in kapali ¢evrim
sistemin blok diyagramini ¢izin. Baslangigta sistem x(0) = 10
durumunda ise, sistem cevaplarini karsilastirin. (Sistem cevaplarini
MATLAB kullanarak bulun.)

Bir sistemin durum denklemleri ve kontrol sirasinda minimum

yapilacak performans kriteri asagida verilmistir.

10

>_'<=[_02 _ﬂﬁmu PK.= [(x +u?)dt

0

Matris Riccati denklemini kullanarak zamanin fonksiyonu olarak
geribesleme  katsayilarim ~ bulun.  Kontrol edilmis sistemin
denklemlerini yazin. (MATLAB kullanin.)

Bir  sistemin  dinamik  davramisi  asagidaki  denklemle
tamimlanmaktadir. Bu denklemde u kontrol girisi, Ug ise bozucu

giristir.
. 0 1 1 0
X= X+ (u+]|  |ug
-2 -3 0 1

Kontrol sirasinda minimum yapilacak performans kriteri,
PK.= _[(xl2 +X,° +2u2)dt
0

olduguna goére matris Riccati denkleminin duragan c¢oziimiini
kullanarak geribesleme katsayilarini bulun. Kontrol edilmig sistemin
denklemlerini yazin. ug bu ¢ozimi nasil etkiler? (Diferansiyel
denklemleri ¢dzmek icin MATLAB kullanin.)
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10.7 Bir sistemin durum denklemleri ve kontrol sirasinda minimum

yapilacak performans kriteri asagida verilmistir.

>_‘<=[_02 _13}_<+[ﬂu P.K.:j‘(xlz+pu2)dt

0

p=0.01ve p=1 degerleri i¢in, matris Riccati denklemini kullanarak
geribesleme katsayilarm1 ~ zamanin fonksiyonu olarak bulun.
(MATLAB kullanin.)
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KUTUP YERLESTIRME
YONTEMI

11.1 Kutup Yerlestirme Yontemleri

Daha 6nce BOlum 3’de ¢evrim kazanci degistirildiginde sistemin
kapali ¢evrim kutuplarinin kompleks dizlemde yer egrileri tizerindeki
degisim bigimleri ve agik ¢evrim transfer fonksiyonuna eklenen kutup ve
sifirlarla yer egrilerinin seklinin nasil degistirilebilecegi incelenmisti.
Ancak sunulan yontem, kutuplarin kompleks diizlemde herhangi bir
noktaya yerlestirilmesine olanak vermemekteydi. Bu simirlama, kapali
gevrim kontrol sirasinda sadece sistem ¢ikisinin geri beslenmesinin bir
sonucudur. Eger sistem durum degiskenleri cinsinden tanimlanmissa,
durum degiskenlerinin hepsi geri beslenebilir ve sistem kutuplart kompleks
diizlemde isteniler yerlere yerlestirilebilir.

Basit bir ornek olarak Sekil 11.1’de goriilen ve sistem ¢ikiginin geri
beslendigi klasik bir kontrol sistemini ele alalim. Bu sistemin karakteristik
polinomu D(s) = s? + as + K seklinde olup, kutuplari asagidaki gibidir.

R(s) 1 1 C(s)

s+ a

=]

Sekil 11.1
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—a++a®-4K

P2 = > (11.2)

Cevrim kazanci K'nin degeri 0’dan «’a kadar artirildiginda
kompleks dizlemde kutuplarin degisimi Sekil 11.2°deki yer egrileriyle
gosterilmistir. Bu yer egrilerinin disinda kutup elde etme imkani yoktur.

Im

Sekil 11.2

Simdi de biitlin durum degiskenlerinin geri beslendigi Sekil
11.3’deki modern kontrol yaklagimini inceleyelim. Bu sistemin
karakteristik polinomu ise D(s) = s? + (k2 + a) s + ki gibidir. Polinomun
katsayilar1 ki ve k2’nin degerlerini ayarlayarak birbirinden bagimsiz olarak
degistirilebildiginden sistemin kutuplar1 kompleks diizlemde herhagi bir
yere yerlestirilebilir.

R(s) u 1 X2 I X1 C(s)

n

s+ a

k2

ka

Sekil 11.3
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Bu boliimiin amaci,
X=Ax+bu (11.2)

y=c' X (11.3)

denklemleriyle tanimlanan n’inci mertebe, tek girisi ve tek ¢ikisi olan bir
sistemin  kutuplarini  kompleks diizlemde istenilen yerlere, durum
degiskenlerini

u=k"x (11.4)

seklinde geri besleyerek saglamaktir. Bu islem kutup yerlestirme olarak
anilir.

Biitiin durum degiskenlerinin Olgiilebilir oldugu, yani sistemin
gozlenebilir oldugu, kabul edilecektir. Ayrica sistem kontrol edilebilir
olmali, yani kontrol edilebilirlik matrisinin rank’inin n olmasi gereklidir.
Eger bu sart saglanmiyorsa, bazi kutuplarin yerlerinin geri besleme yoluyla
degistirilmesi miimkiin degildir. Ornegin,

2 0 0 1
X=| 0 -3 0 |x+|1]u (11.5)
0 0 -5/ |0

y=[ 1 1) (11.6)

olarak tanimlanmis bir sistem olsun. Bu sistemin blok diyagrami Sekil
11.4’deki gibidir. Goriildiigii gibi, diyagramin alt kismindaki gevrime u
girisinin erigimi yoktur. Sistemin kontrol edilebilirlik matrisi Mc,

1 -2 4
Mc=[EIA§|A2§]: 1 -39 (11.7)
0 0 0

seklinde olup, rank’1 2 (<3) oldugundan sistem kontrol edilebilir degildir.
Gercekten de bu sistemde,

U=k x=kX +K,X, +kyX, (11.8)
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( > 1 X
s
2
u 1 x
< )_ s H
3
Q L
S
5
Sekil 11.4
almirsa, durum denklemi asagidaki hali alir.
-2 0 O 1
x=| 0 =3 0 |x+[1|[k, k, kylx
0 0 -5 0

X (11.9)

Yeni sistem matrisi A*’dir. Karakteristik denklem ise,
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s—k,+2 -k, -k
D(s)=det(sl —A")=det] -k,  s—k,+3 —k,
0 0 s+5

—(s—k; +2)(5+5)—kik,(5+5)
=[s? + (7= ks —kiky)s +10 = Bk;k, [s + 5)
(11.10)

oldugundan -5’deki kutbun yeri ki ve ko geri besleme katsayilari tarafindan
degistirilememektedir.

Kutup yerlestirme probleminin ¢6zimdi icin literatlirde birden fazla
yontem vardir. Asagida bunlardan iki tanesi verilecektir. Birinci yontem
daha dogrudandir ve arkasindaki sebep daha anlasilirdir. Ikinci yontem ise
bu konuda daha Onceden tiiretilmis bir formiile dayanir, ama islemler
acisindan daha kolaydir.

Yontem 1: Dogrudan Metot

Bir sistemin durum denklemleri asagidaki gibi verilmis olsun.
Butlin durum degiskenlerinin dlgiilebildigini ve sistemin kontrol edilebilir
oldugunu kabul edilsin.

X=Ax+Bu (11.11)

u girisi geri besleme katsay1 matrisi k cinsinden,

u=k'x (11.12)

oldugundan, bu giris uygulandiginda elde edilecek yeni sistemin durum
denklemleri asagidaki gibi olur.

x=Ax+Bk' x=(A+Bk")x=A"X (11.13)

A* yeni sistem matrisi olup, bu sistemin karakteristik polinomu
asagidaki ifadeden elde edilebilir.

D(s) = det(sl — A*) =det(sl — A—Bk") (11.14)

Kutup yerlestirmesi sonunda sistemin yeni kutuplar1 4 (i =1, .., n)
olsun. Bu kutuplar cinsinden sistemin karakteristik denklemi asagidaki
sekilde de ifade edilebilir.

DS)=(—-A4)S-A,)(s—43) ... (s—4,) (11.15)
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Denklem (11.14) ve denklem (11.15) esitlenirse,
det(sl - A—BK')=(s—A)(s—A)(s—4) ... (s—4,) (11.16)

olur. Bu denklemdeki islemler yapilirsa, iki tarafta da s cinsinden n’inci
mertebe polinomlar elde edilir. s’nin ayni kuvvetteki terimlerinin
katsayilar1 sagli-sollu birbirine esitlenirse k’nin elemanlarini ¢6zmek igin n
sayida denklem bulunur.

Ornek 11.1

Bir sistemin durum denklemleri agsagidaki gibidir.

0 1 0 0
x=/0 0 1 |x+|0fu (11.17)
0 -1.01 -02| |1

Bu sistemin kutuplari p,, =-0.1+j ve p; =0 degerlerindedir.
Bu kutuplar1 p;, =—1+ j ve p;=-10 noktalarina getirecek geri besleme
matrisi k (u=k' x) dogrudan yontemle asagidaki gibi bulunur.

u skalar ise sistemin kontrol edilebilirlik matrisi daima kare
seklindedir. Bu sistemin kontrol edilebilirlik matrisi agagidaki gibidir.

0 0 1
M.=/0 1 -02 (11.18)
1 -02 -097

Mc matrisinin determinantt det(Mc) = -1 # 0 oldugundan matrisin
rank’1 4’diir ve verilen sistem kontrol edilebilir’dir.

Simdi denklem (11.16) yazilabilir.
s 0 0] |0 1 0 0
detf0 s 0|0 O 1 |[-|0|k k, ki
0 0 s| [0 -101 -02] |1
=(s+1+ J)(s+1-j)(s+10)

(11.19)

ya da,
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S -1 0

det| O S -1
(11.20)

-k, 1.01-k, s+0.2-k;
=(s+1+ j)(s+1-j)(s+10)
ya da,
s +(0.2-k,)s? +(1.01-k,)s—k

+( 3)S” +( 2) 1 (11.21)

=s% +125% + 225+ 20

Bu denklemin sag ve sol tarafinda S’nin aymi kuvvetteki
terimlerinin katsayilari esitlenirse agsagidaki katsayilar ve u girisi elde edilir.

02-k;=12 — k,=-118
1.01-k,=22 - k,=-20.99

k, =—20

u=[k k, ky]x=-20x,+20.99x, —11.8x,

Yeni sistem matrisi asagidaki gibidir.

0o 1 0 0
A =A+Bk' =[0 0 1 |+|0[-20 -20.99 -11.8]
o -101 -02] |1
0 1 0 0 0 0
=0 0 1 |+ 0 0 0 |=
|0 -1.01 -0.2] |-20 -20.99 -11.8
o 1 o0
=0 01 (11.22)
|-20 -2 -12

Yontem 2: Ackermann Formiiliiniin Kullanimi

Yontem 1’in en zor kismi denklem, (11.16)’nin sol tarafindaki
determinantin bulunmasi gerekliligi ve sonuca giderken fazladan islemler
yapilmasidir. Ackermann formill geri besleme katsayilarini tek asamada
verir [11.1]. Buna karsilik kontrol edilebilirlik matrisi Mc’ nin tersinin
alinmasini gerektirir.
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Formiiliin ispat1 [11.1] ve [11.2] numarali kaynaklarda bulunabilir.
Burada sadece kullamm sekli iizerinde durulacaktir. u=k' x olarak
tanimlanirsa, Ackermann formiiliiniin ifadesi asagidaki gibidir.

k" =-[000...0 1]M'D(A) (11.23)

Burada D(A) terimi, olmasi istenen kutuplara karsilik gelen
karakteristik denklem D(s)’de s = A yerine koyularak elde edilir. Yani,

D(s)=s"+a,s"" +a,,5" 2 +---+a,5+a, (11.24)
ise,
D(A)=A"+a, A" +a A"’ +-.-+a,A+al  (11.25)
olarak alinir.

Ornek 11.2

Daha 6nce Yontem 1 icin verilen drnek bu defa Ackermann
formallyle ¢ozulsin.

Sistemin kontrol edilebilirligi daha dnce test edildiginden, bu islem
burada tekrar edilmeyecek ve denklem (11.18) dogrudan kullanilacaktir.
Olmas1 gereken kutuplar i¢in karakteristik polinom agagidaki gibidir.

D(s)=(s+1+ j)(s+1- j)(s+10)

11.26
=5%+125% +225+20 ( )
Ackermann formilu yazilirsa,
0 0 I
K'=ooo..01J0o 1 -02| [A+12A%+224+201]
1 -02 -097
(11.27)

olur. Mc matrisinin tersi asagidaki gibi olur.
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-1

0 O 1

ME1=—[Cgft((MM°))]T= 0 1 -02
e Mc
1 -02 -0.97 (11.28)
101 02 1
-l02 1 o0
1 0 0

Denklem (11.27)’nin son teriminde A matrisi yerine koyulur ve
sadelestirmeler yapilirsa, asagidaki ifade elde edilir.

0 1 o7 0o 1 0o
0 0 1 | +1200 0 1
0 -1.01 -0.2 0 -1.01 -0.2
0 1 0 1 0 0] [20 2099 11.8
+200 0 1 |+2000 1 0|=| 0 8082 18.63
0 -101 -02 0 0 1| |0 -18.8163 4.356

(11.29)

Denklem (11.27) ve denklem (11.28)’de elde edilen ifadeler
denklem (11.27)’de yerine koyulursa, geri besleme katsayilar1 asagidaki
gibi elde edilir.

101 02 120 2099 118
k'=-[000...01502 1 0|0 8082 1863
1 0 0/0 -18.8163 4.35%
=[-20 -20.99 -11.8]
(11.30)
11.2 Kutup Yerlestirme icin MATLAB Kullanim

MATLAB yazilimimin Control System Toolbox’inda kutup
yerlestirme yapan iki komut vardir. Bunlar agagida agiklanmustir.

Dogrudan yontemle kutup yerlestirme:
place(A,B,P)
Ackermann yontemiyle kutup yerlestirme:

acker(A,B,P)
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Bu komutlarin argiimaninda yer alan matrisler asagidaki gibi
tanimlanmustir.

A : Kutup yerlestirme dncesindeki sistem matrisi.
B : Giris matrisi

P : Yerlestirme islemi sonrasinda istenen kutuplarin

vektori
Ornek 11.1°de incelenen sistem icin kullamm sekli asagidaki

gibidir.

a=[010;001;0-1.01-0.2]

b=10;0; 1]

p = [-1+4}; -1-j; -10]

place(a,b,p)

acker(a,b,p)
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PROBLEMLER

11.1  Bir sistemin durum denklemleri asagida verilmistir.

Bu sistemin kutuplarmi  p,;, =—2+2]j ve p; =-10 noktalarina
getirecek geri besleme matrisini dogrudan yontemle bulun.
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Bir sistemin durum denklemleri asagida verilmistir.

1 0 0
0 1 |x+|1|u
-2 -1 -2 1

0
x=10
Bu sistemin kutuplarimi  p,, =—2+2]j ve p; =-10 noktalarina
getirecek geri besleme matrisini Ackermann formilinu kullanarak

bulun.

Bir sistemin durum denklemleri asagida verilmistir.

0 1 0 0
X=|0 0 1 |x+{0ju
0 -1.01 -0.2 1

Bu sistemin kutuplarm p,, =-2+4j ve p;=-8 noktalarina

getirecek geri besleme matrisini dogrudan yontemle bulun.

Bir sistemin durum denklemleri asagida verilmistir.

0 1 0 0
x=/0 0 1 |x+|0yu
0 -1.01 -02 1

Bu sistemin kutuplarmi  p,,=-2+4j ve p;=-8

noktalarina getirecek geri besleme matrisini Ackermann formiiliinii
kullanarak bulun.

Bir sistemin durum denklemleri asagida verilmistir.

0 1 0 0
Xx=| 0 0 1 [x+|0u
-808 -324 -16 1

Bu sistemin kutuplarmi  p,, =—1+4j ve p;=-6 noktalarma
getirecek geri besleme matrisini dogrudan yontemle bulun.
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11.6

11.7

11.8

Bir sistemin durum denklemleri agsagida verilmistir.

0 1 0 0
Xx=| 0 0 1 [x+|0}u
-8.08 -324 -16 1

Bu sistemin kutuplarmi p,, =—1+4j ve p;=-6 noktalarina

getirecek geri besleme matrisini Ackermann formilinu kullanarak
bulun.

Bir sistemin durum denklemleri asagida verilmistir.

01 0 0
X={0 0 1 |x+(0Oj
00 -1 1

Bu sistemin kutuplarimi  p;, =—1+2j ve p;=-5 noktalarma
getirecek geri besleme matrisini dogrudan yontemle bulun.

Bir sistemin durum denklemleri asagida verilmistir.

01 0 0
Xx={0 0 1 |x+(0Oj
0 0 -1 1

Bu sistemin kutuplarimi  p;, =—1+2j ve p;=-3 noktalarma

getirecek geri besleme matrisini Ackermann formalinG kullanarak
bulun.
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MODELE DAYALI OPTIMUM
KONTROL SISTEMI TASARIMI

12.1 Faz Degiskenleri ve Model Sistem

n’inci mertebe, tek girigli ve tek ¢ikislt lineer bir sistemin durum
degiskenleri ve ¢ikis ifadesi agagidaki gibi verilmis olsun.

X=Ax+bu (12.1)

y=c'x (12.2)
u iizerinde herhangi bir sinirlama olmasin. Kontrol edilmis sistemin
¢ikisinin,
d"y d"ty dy
+o,——+ --+a,—+oy=0 12.3
dt n n dt n-1 2 dt 1 y ( )

denklemiyle tanimlanan bir sistemin davranigina yaklagmasi icin sartlarin
belirlenmesi istenmektedir. Yani sistemi kontrol etmek icin istenen
blyuklikte u kullanilabilirse, diger bir deyisle sisteme istenildigi kadar gii¢
aktarilabilirse, sistem g¢ikisinin denklem (12.3)’e¢ uygun davranmasi
istenmektedir. Denklem (12.3) ile tanimlanan sisteme model sistem denir.

Once bu amaca yonelik bir performans kriteri olusturulmasi
gereklidir. Girig ve ¢ikis arasindaki transfer fonksiyonu denklem (7.23)’den
asagidaki gibi yazilabilir.

G(s)=c'[sl - Al"b (12.4)

Bu transfer fonksiyonu asagidaki gibi, pay polinomu ve
karakteristik polinomun orani olarak ifade edilebilir.
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_y(e) _ K(Cs™ ™" +CpqS™ % +..4C,8 +C;)
uis) s"+a,s"t'+a, s"?+.+a,5+a

G(s)

m<n)
(12.5)

Boyle bir sistemin faz degiskenleri cinsinden durum denklemleri
ve cikis ifadesi asagidaki gibidir.

%, 0 1 0 0 0 0
X, 0 1 0 0 0
X= = . X+ u
X, 0 0 0 0 1 0
L X | [T& —a —3 —a,; —a,] |K]

(12.6)
y=[c, ¢, . ¢, 0 . 0]x (12.7)

Denklem (12.7)’den y ve y’nin turevleri asagidaki gibi bulunur.

Y =Cy X, +CyXy + - - +Cp X,
Y=C X +CyXy + -+ +Cp Xy =C Xy +CyXg + + - +Cp X

m“~m+1
Y=CiX; +CoXg + -+ +Cp Xy =CiXg +CoX4 + - - +Cpy Xy
“y
W =C Xy +Co Xy + - +C Xk (128)

Denklem (12.8)’deki terimler, denklem (12.3)’de yerine
koyuldugunda elde edilecek model diferansiyel denkleminin incelenen
sisteme bagimli olmamasi istenirse, yani model denkleminde & (i=1, ., n)
katsayilarinin yer almamasi istenirse, denklem (12.8)’in son teriminin indisi
n’den kii¢iik olmalidir. O haldem+k—-1<n,yada k<n—-(m-1)ya da
k<n-(m-1)—-1 sarti1 saglanmalidir. Sistemdeki sifir sayist
Z = m — 1 olduguna gore, model sistemin mertebesi en fazla “n — (sifir
sayis1) — 17 kadar olabilir. Ornegin, sistemin sifir1 yoksa, model sistemin
mertebesi en fazla n — 1 olabilir [12.1].

X; = X;,; oldugu dikkate alinirsa ve denklem (12.8), denklem
(12.3)’de yerine koyulursa, asagidaki ifade elde edilir.
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d n-z-1 y d n-z-2 y

dy 0
an—ZW—i_an—z—lW—‘r '+a2a+a1y—

(12.9)
ya da,

., (Clxn—z +CoXpg1 T '+men)+' :
+ a5 (C Xy +CyXg 4+ - -+ Cp Xpug) + 1 (C1 X +Co Xy ++.-4+C Xy ) =0
(12.10)

Eger denklem (12.10)’daki terimler x’in elemanlarmma gore
gruplanirsa, model sistemin denklemi kisaca asagidaki gibi ifade edilebilir.

AT x=0 (12.11)

Bu denklemdeki A vektoriniin elemanlari, yaklasilmasi istenen
model sistem diferansiyel denkleminin katsayilarina ve plant transfer
fonksiyonunun pay polinomunun katsayilarina baglidir. Plant transfer
fonksiyonunun sifir sayisi artttkca bu katsayilarin ifadeleri gittikce
karmasiklasir. Ornek olarak sadece bir sifir1 olan bir transfer fonksiyonu
almirsa, denklem (12.10)’da c¢; ve ¢, disindaki i (i > 3) terimleri sifir
olacagindan A asagidaki gibi ifade edilebilir [12.1].

a4Cy
a,C, + a,C;
C, + a,C
P i (12.12)
L an—zCZ i
Ornek 12.1
Ornek olarak transfer fonksiyonu,
K(s?+c,5+C
G(S)Zy(s)z ( +CS+ 1) (1213)

uis) s®+a;st+a,s®+azs’ +a,s5+a
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olan sistem i¢in maksimum mertebeye sahip model denklemi bulunsun.

Faz degiskenleri cinsinden durum denklemleri asagidaki gibidir.

X, 0 1 0 0 0 0
X, 0 0 1 0 0 0
X=X |=| O 0 0 1 0 [x+|{0u (12.14)
X, 0 0 0 0 1 0
X | |- —a, —-a; -3 -—-a| |K]
y=[c, ¢, 1 0 0 O]x (12.15)

Baglangicta besinci mertebe bir model kabul ederek asagidaki gibi
bir model sistem denklemi kabul edilsin.

dy d'y d% d’y dy
v +a; e +a, p7e +a, o +0‘2a+0‘1y20 (12.16)

Qg

y terimi denklem (12.15)’den alimip, bu denklemde yerine
koyulursa,

5 d4
o _dt5 (C X, +CXy +X3) + s _dt4 (X +CyX, + X3)

d? d?
+a, ﬁ(clxl +CyXp + X3) + 0 W(Clxl +CyXp +Xg) (12.17)

d
+0‘za(C1X1 +CyX, + Xg) + 0 (C X +CyX, + %X3) =0

bulunur. Faz degiskenlerinin tanim bi¢imi dikkate alinirsa, denklem (12.17)
asagidaki hale gelir.

05 (C X + CoXs + X5 ) + a5 (C X5 + CyXs + Xs)
+ a4 (C Xy +CyXg + Xg) +015(C X5 + C, X, + Xg) (12.18)
+ a5 (C Xy +CyXg + X4 )+ (C X +Co %y + %X3) =0

Model sistemin, kontrol edilen sistemin parametrelerinden
bagimsiz olmasi sartinin saglanmasi i¢in, yani Xs’in tiirevlerinin denklem
(12.18)’de yer almamast i¢in @4, a5 Ve «, sifir alinmalidir. Sonug olarak
model sistem en fazla ikinci mertebe olabilir. Eger bu katsayilar sifir
alinarak denklem (12.16) yeniden yazilirsa, en yiksek mertebeli model
sistemin dinamik denklemi asagidaki gibi bulunur.
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d’y  d
a3TZ+azd—¥+aly=o (12.19)

Denklem (12.18)’de a4, @ Ve «, sifir almarak terimler
diizenlenirse, model sistemin denklemi durum degiskenleri cinsinden

asagidaki gibi ifade edilebilir.
G Xy + (€, + a5C) X%,
+(a,Cy +a5Cy + ) Xg (12.20)

+(ay +a3Cy) X, + a3Xs :iT)_( =0

Burada A asagidaki gibi tanimlanmigtir.

a,Cy
a,C, + a,C;
T
A =l +a,C, +asC (12.21)
a, +asC,

as

Daha once faz degiskenleri cinsinden tanimlanan bir sistemde,
model sistemin denklemi durum degiskenleri cinsinden denklem
(12.11)’deki gibi elde edilmisti. Bu denklem asagida tekrar verilmistir.

ATx=0 (12.22)

Simdi bir sistemin optimum kontrolii i¢in agagidaki gibi tanimlanan
bir performans kriterinin kullanildig1 diistintlsin.

PK.= J:O [(LlT X)? + puz]dt (p>0) (12.23)

Bu performans kriterinde p’nin degerinin azaltilmasi, daha biiyiik
kontrol girislerinin kullanilmasina olanak verir. Zira kontrol giriginin
performans kriterine olan katkis1 azalir. p’nin degeri sifira dogru gittiginde,
performans kriterinin mutlak minimumu A" x ’nin sifir olmasiyla saglanur.
Bu ise model sistemi tamimlayan denklemdir. Yani optimum kontrol,
kontrol edilen sistemin davranigini model sistemin davranisina gotiirmeye
caligir. Bu tip bir kontrole modele dayali optimum kontrol denir.
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Sistem faz degiskenleri cinsinden tanimlanmissa, agsagida verilen
karesel performans kriteri, daima denklem (12.23)’deki forma
doniistiiriilebilir.

P.K.:]O.QT@_H puz)dt (12.24)
0

Denklem (12.24)’0n, denklem (12.23)’e doniistiirtilmesi igin
x" Qx terimi 6nce,

X" Qx= (" x)? +%<f 5%) (12.25)

seklinde iki bilesene ayrilir. Bu ifadede X, teriminin yer almamasi igin,
yani doniistimiin kontrol edilen sistemin parametrelerine bagimli olmamast
i¢in S matrisinin son satir1 ve son siitunu sifirlardan olugturulur. Daha sonra
denklemin iki tarafindaki islemler yapilarak, x’nin (i = 1, . . , n) aym
kuvvetteki terimlerinin denklemin sag ve solundaki katsayilart birbirine
esitlenir. Bu sekilde elde edilen esitliklerden y 'nin ve S’nin elemanlar
¢ozulur. Coziim sirasinda y ‘min elemanlart karesel denklemlerde yer
alacagindan, ortaya g¢ikacak ikili ¢oziimlerden pozitif degerlerliler ¢6ziim
olarak kabul edilmelidir. Bu sekilde doniistiirilen X' Qx, denklem

(12.24)’de yerine koyulursa performans kriteri asagidaki hali alir.
P.K.=I{(ZT X+ $X) + puz}dw [lo 27 + put ot + (< ]
0 0

= T[(ZT x)* + pu ]dt + X" (0)Sx(e0) — X" (0)Sx(0) (12.26)

0

Ama baslangi¢ kosullart bilindiginden x(0) terimi sabittir.
Optimum olarak kontrol edilen kabul edilebilir bir sistem ise asemptotik
kararli olacagindan x(ec) =0 olur. Bu yiuzden denklem (12.26)’daki son

iki terimin optimizasyon islemine katkisi yoktur. Bu terimler atildiginda
donistiiriilmiis performans kriteri asagidaki hali alir.

P.K.:T[(ZT X)? + puz]dt (12.27)

0
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Yukaridaki islemler gostermektedir ki, 9 ‘nun i¢indeki bazi

bilesenlerin optimizasyon siirecine katkist yoktur. (S’yi olusturan
bilesenler.) Eger farkli Q matrislerine yukaridaki doniisiim uygulandiginda

aym y vektoru elde ediliyorsa, bu farkli Q matrislerini kullanarak elde

edilecek optimum kontroller ayni olur. Denklem (12.27) ile tanimlanan
performans kriterine indirgenmis performans kriteri denir.

Ornek 12.2

Karesel bir performans kriteri asagidaki gibi tanimlanmuistir.

( T9 41
P.K.:I x'|4 1 0|x+ pu? |dt (12.28)
0 1 0 1

Buna karsilik gelen indirgenmis performans kriteri asagidaki gibi bulunur.

Denklem (12.25)’den,
9 4 1|x
[x1 X, x3] 4 1 0] x,
1 0 1]xg

X

=iln 7. nlx (12.29)
X3

d Sy S O X%
+— [Xl X, X3f S Sp O X

dt
0 0 0fx,
ya da,
OXZ + X5 + X5 + 8%, X, + 2% X,
= VX VEXG + V3Xs + 2717 2%0 X + 27173 Xs (12.30)

+ 27,73%X, X5 + 251, % X, + 28, % X5 + 28, x22 + 2S,X,Xg

Sag ve soldaki ayn1 kuvvette sahip terimlerin katsayilari esitlenirse,
asagidaki denklemler bulunur.
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=9
7/22 +2s,=1
2 _
73 =1 (12.31)

2y17, +28, =8
2173 +28, =2
2y,73+25, =0

Bu denklemlerden y ve S asagidaki gibi elde edilir.

3 4-3J7 -3 0
y=[\7 s=| -3 -yJ7 0 (12.32)
1 0 0 0

Indirgenmis performans kriteri ise asagidaki gibi bulunur.

PK.= T[(ylxl + Yo%y + 7a%g)" + puz]dt
0
=T[(3xl T, + %)% + pu? [t (12.33)
0

i 9x12+7x22+x§+6\/7x1x2 it

2| +6X.X5 + 2T XX, + pu?

Riccati denkleminde oldugu gibi, durum uzaymda yapilan
optimum sistem tasarimlarinda performans kriterlerinde karesel terim

)_(T QX yer alir. Bu gibi durumlarda bir model sistem denklemi verilmisse,
yani y verilmigse, bundan Q matrisinin elde edilmesi gerekir. Boyle bir

sistemin faz degigkenleri cinsinden tanimlandig1 kabul edilir. Eger sistemin
mertebesi n ise ve m sayida sifir1 varsa, y ‘nin boyutu en fazlan —m—1

olmalidir. Ancak verilen bir y vektérinden, bir Q matrisine gegiste pek

cok secenek vardir. Zira,

X"Qx=(" %)%+ %(f SX) (12.34)
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ifadesinde gegen S matrisi simetrik, son siitun ve satiri sifirlardan olusan bir
matris olup, pek ¢ok sekilde segilebilir. Bu se¢im yapilirken tek sart, elde
edilecek Q matrisinin pozitif definit ya da yar1 definit olmasidir. Bu sart

saglantyorsa, S = 0 bile alinabilir. Asagida Q matrisinin elde edilmesiyle

ilgili li¢ 6rnek verilmistir.
Ornek 12.3

Bir tane sifir1 olan i¢lincti mertebe bir sistemin transfer
fonksiyonu agagidaki gibidir.

(12.35)

_Y(s) 2(s+4)
G()= u(s) s®+2s2+3s+5

Bu sistemin optimum kontroli i¢in mertebesi n—m —1 =1 olan,
y+2y=0 (12.36)

denklemiyle tanimlanan bir model sistem kullanilacaktir. Buna gore
performans kriterinde kullanilacak Q matrisini belirleyin.

Once bu sistem faz degiskenleri cinsinden ifade edilsin.

x| [0 1 o0 0

X=X |={0 0 1 [x+|0fu (12.37)
% | |-5 -3 -2| |2

y=[4 1 0]x (12.38)

ilk secenck olarak S = 0 kabul edelim ve x' Qx= (ZT x)?
esitliginden 9 matrisini elde edelim. Bu esitlik agik olarak asagidaki gibi
ifade edilebilir.

2

Ou G Uiz | X% X
[Xl X, Xs] O, G Qx| X% |= [2 1 0] X, (12.39)
Oz s Qs || X5 X3

ya da,
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Q11X12 + Q22X§ + qssxs? + 205X Xy + 203X X3 + 203X, X3 (12.40)
=4X2 + X5 + 4%, X,

Denklemin sag ve solundaki ayni kuvvetteki X terimlerinin
katsayilar1 esitlenirse,

Oy =4 Qp=1 Op =2 Qg =0j3=0,3=0 (12.41)

elde edilir. Bu durum i¢in Q matrisi agagidaki gibidir. Bu matris pozitif

yari-definit oldugundan ¢6ziim gegerlidir.

4 2 0
Q=2 1 0 (12.42)
0 0O
Ikinci segenek olarak,
110
s=lo 0 o (12.43)
0 0O

alalim. Bu durumda denklem (12.34)’den asagidaki ifade yazilabilir.

2 2 2
Qi X + Xy + UgaX3 + 205X Xy + 2053% X3 + 203X, X3

(12.44)
=A% + X3 +4X,X, +%(x12 + X, Xy)

Sistem faz degiskenleriyle tanimlandigindan tiirevli terim,

d ! : .
a(xl2 + Xy Xy) = 2X, X+ XXy + Xy Xy = 2X, Xy + X5 + X, X, (12.45)

olarak yazilabilir. Bu ifade denklem (12.44)’de yerine koyulur, denklemin
sag ve solundaki ayn1 kuvvetteki X terimlerinin katsayilar1 esitlenirse,

ay =4 Up =2 Q=3

12.46
O3 =05 Q33=0,3=0 ( )
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elde edilir. Bu durum i¢in Q matrisi asagidaki gibidir.

4 3 05
Q=3 2 0 (12.47)
05 0 0

Bu matris pozitif definit ya da yari-definit olmadigindan segilen S
matrisi uygun degildir.

Ornek 12.4

Ikinci mertebe bir sistemin transfer fonksiyonu asagidaki gibidir.

RO
()= u(s) s®+3s+5 (12.48)

Bu sistemin optimum kontroli i¢in mertebesi n— 1 = 1 olan,
y+2y=0 (12.49)

denklemiyle tanimlanan bir model sistem kullanilacaktir. Buna gore
performans kriterinde kullanilacak Q matrisini belirleyin.

Once bu sistem faz degiskenleri cinsinden ifade edilsin.

s el
x=| " |= X+| |u (12.50)
% -5 -3 |1

y=[ ox (12.51)

ilk secenek olarak S = 0 kabul edilsin ve x' Q)_(:(ZT x)?
esitliginden Q matrisi bulunsun. Bu esitlik agik olarak asagidaki gibi ifade

edilebilir.
I xz][cq]” H{:H[z 1]{:}} (1252)

ya da,
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U X2 + Oy X5 + 201, % X, = 4X2 + X5 +4x,X,  (12.53)

Denklemin sag ve solundaki ayni kuvvetteki X terimlerinin
katsayilar1 esitlenirse,

Oy =4 Qp=1 Oy =2 (12.54)

elde edilir. Bu durum i¢in Q matrisi asagidaki gibidir.

|22 12.55
Q=l, (12.55)

Bu matris pozitif yari-definit oldugundan S = 0 secilmesi uygundur.

Ikinci secenek olarak,

5|10 12.56
510 o (12.56)

alinsm. Bu durumda denklem (12.34)’den asagidaki ifade yazilabilir.

Q11X12 + Q22X22 +20;,% X,
(12.57)
= 4% + X2 + 4%, X, +%(—X12)

Sistem faz degiskenleriyle tanimlandigindan tiirevli terim,

%(xf) =—2X % = —2X%;X, (12.58)

olarak yazilabilir. Bu ifade denklem (12.57)’da yerine koyulur, denklemin
sag ve solundaki ayn1 kuvvetteki X terimlerinin katsayilar1 esitlenirse,

Oy =4 U =1 qp,=1 (12.59)

elde edilir. Bu durum i¢in Q matrisi asagidaki gibidir.

N 12.60
9{1 1} (12.60)

Bu matris pozitif definit oldugundan segilen S uygundur.
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Son bir secenek olarak,

S—lo 0 12.61
=10 o (12:6)

alalim. Bu durumda denklem (12.34)’den asagidaki ifade yazilabilir.

Q11X12 + Q22X22 +203,X, X,
(12.62)
= 4% + X2 + 4X,X, +%(1Ox12)

Sistem faz degiskenleriyle tanimlandigindan tiirevli terim,
%(mxf) =20%, %, = 20%; X, (12.63)

olarak yazilabilir. Bu ifade denklem (12.62)’de yerine koyulur, denklemin
sag ve solundaki ayni kuvvetteki X terimlerinin katsayilar1 esitlenirse,

Oy =4 0, =3 Q=12 (12.64)

elde edilir. Bu durum i¢in Q matrisi asagidaki gibidir.

|4 12.65
9% 1 (12:69)

Bu son durumda Q matrisi pozitif definit ya da semi-definit
olmadigindan, S matrisi denklem (12.61)’deki gibi segilemez.

Yukarida denklem (12.55) ve denklem (12.60)’la verilen Q

matrisleri ayni indirgenmis performans kriterine sahip oldugundan, bunlar
kullanilarak yiiriitiilecek optimum kontrol tasarimlari ayni sonucu verir.
Bununla ilgili bir 6rnek agagida verilmistir.

Ornek 12.5

Bir sistemin durum denklemleri denklem (12.50)’deki gibi
verilmistir. Bu sistem i¢in optimum kontrol girisi U’yu sirasiyla asagidaki
performans kriterleri i¢in bulalim.
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o[ .[4 2
P.K.:j {ZT }5+u2}dt (12.66)
07 [2 1

«[ ;4 1
P.K.:j {ZT }yruz}dt (12.67)
o | |11

Optimum kontrolii bulmak i¢in indirgenmis Riccati denklemi
kullanilsin.

a) Denklem (12.66) ile tanimlanan performans kiteri igin cebirsel
Riccati denklemi asagidaki gibi yazilabilir.

R,A+A'R;~R,BP'B'R;+Q=0 (12.68)

r, 0Lp|—-5 =3 [1 =3, I, (12.69)
{ru GZ}H[O 1]?11 nz}{‘l 2}20
If-lZ r-22 1 rlZ r-22 2 1
Eger matris islemleri yapilir ve sonugta elde edilecek matrisin
elemanlari sifira esitlenirse asagidaki bagimsiz denklemler elde edilir.

ya da,

r5 +10r, —4=0 (12.70)
r, —3r, =50, —r,r, +2=0 (12.71)
2r, —6r,, —r5 +1=0 (12.72)

Bu denklemlerin pozitif definit Ro veren kokleri secildiginde, Ro
matrisi asagidaki gibi elde edilir.

0.65 0.38
Ro = (12.73)
038 0.28

Optimum kontrol girisi ise asagidaki gibidir.

b =P R0 1 0.65 0.38] x,
oS =T 0.38 0.28] x,| (12.74)

=-0.38x, —0.28X,
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b) Denklem (12.67) ile tanimlanan performans kiteri i¢in cebirsel

Riccati denklemi asagidaki gibi yazilabilir.

BoA+ATBo_BoEE71§T BO +9=0 (1275)

|:r11 P }{ 0 1 ]'_{O _5}{ Ny r12:|
, Ip||—-5 =3| |1 =3, I, (12.76)
r2I.2 r-22 1 r.12 22 l 1
Eger matris islemleri yapilir ve sonucgta elde edilecek matrisin
elemanlari sifira esitlenirse asagidaki bagimsiz denklemler elde edilir.

ya da,

]

r5 +10r, —4=0 (12.77)
r,, —3r, —5r,, — I, +1=0 (12.78)
21, —6ry, — 15 +1=0 (12.79)

Bu denklemlerin pozitif definit Ro veren kokleri segildiginde, Ro
matrisi asagidaki gibi elde edilir.

364 0.38
R, = (12.80)
0.38 0.28

Optimum kontrol girisi ise asagidaki gibidir.

b= P B R x= [0 1] 3.64 0.38] x,
o= == 0.38 0.28] x,| (12.81)
= -0.38x, —0.28x,

Goruldiigii gibi, sonug denklem (12.74) ile aynmidir.

Simdiye kadar yliriitilen analizde sistemin faz degiskenleri
cinsinden tanimlandigi kabul edilmistir. Eger baslangigta sistem faz
degiskenleri cinsinden degil de, asagidaki genel denklemlerle
tanimlanmigsa,

X, =A%, +b,u (12.82)

y=clx (12.83)

2o
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yukaridaki yoOntem asagidaki gibi degisken doniisiimleri yapilarak
uygulanabilir. Bu denklemlerde gegen x , terimi sistemin orijinal durum

degiskenlerini, “0” indisiyle gosterilen matrisler de sistemin orijinal olarak
tanimlanmig olan matrislerini gostermektedir.

1) Once sistemin giris ve ¢ikis1 arasindaki transfer fonksiyonunu
asagida yeniden verilen denklem (6.24)’den yazin.

G(s)=c[sl - A]"b (12.84)

Bu transfer fonksiyonu bir pay polinomu ve karakteristik
polinomun orani olarak asagidaki bi¢imde olacaktir.

G(s) = y(8)  K(Cps™™ +Cp 8™ .4 Co5 +Cy)

T an n-1 n-2 (mgn)
us) s"+a,s"+a, ;8" +.+a,5+a,

(12.85)

2) Sistemi agagidaki gibi faz degiskenleri x cinsinden ifade edin.

X, 0 1 0 0 0
X, 0 0 1 0
X=| . |=| . . . . . X+] .U
X, 4 0o 0 0 . 0 1 0
L X ] |—a —a —a; . —ay —a,| | K]
(12.86)
y=[c, ¢, . ¢, 0 . O (12.87)

3) Mertebesi en fazla n—(m-1)—1=n—m olan bir model

sistem se¢in. Model sistemin diferansiyel denklemini yazin.
En yiksek mertebeli model sistem denklemi asagidaki gibi
olacaktir.

d n-m y d n—m—ly

On_mu dt"™ T+ dtnmL

+ - +a2%+a1y=0
(12.88)

4) Fazdegiskenlerinin tanimlanma bigimini dikkate alarak model
sistemin denklemini,
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6)

7)

8)
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ATx=0 (12.89)
seklinde ifade edin.

Indirgenmis performans kriterini asagidaki gibi yazin.

P.K.:T[(ZT X)? + puz]dt (12.90)
0

Kullanacaginiz optimum kontrol yontemi,

PK. =T(>_<T Qx+ pu? Jdt (12.92)
0

seklinde bir performans kriteri kullanilmasini gerektiriyorsa,

X" Qx=(" %) +%<f S%) (12.92)

denkleminde uygun bir S matrisi secerek Q matrisini bulun ve
performans kriterini denklem (12.91)’deki hale donustiirtn.

Kullanmak istediginiz optimum kontrol tasarim yontemiyle
geri besleme katsayilariin bulun ve optimum kontrol girisini
faz degiskenleri cinsinden,

u=-k"x (12.93)

biciminde ifade edin.

Son agamada Kisim 6.4’de verilen lineer doniistim yontemiyle
faz degiskenleri X, orijinal degiskenler x ,’a doniistiirtilebilir
ve kontrol girisi original degiskenler cinsinden yazilabilir.
Bunun i¢in, faz degiskenleri X, sistemin original degiskenleri
X,’a doniistiren ve elemanlar1 heniiz bilinmeyen bir
doniisim matrisi P kabul edilir. P tekil olmayan bir kare
matris olup, bu doniisiim agagidaki gibidir.
X, =PXx (12.94)

[o] LA
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Daha sonra asagida tekrar diizenlenen, (6.34) ile verilen
denklemler yazilir.

PA,=AP B =B C,=CP (12.95)

0

Bu denklemlerden P’nin elemanlari ¢oziliir.

9) Optimum kontrol girisi U orijinal durum degiskenleri
cinsinden asagidaki gibi elde edilir.

u=-k"x=—k"P7x, (12.96)

12.2 Modele Dayah Tasarim

Bu kisimda bir giris ve bir cikisl sistemlerin karesel optimum
kontrolii igin model sistem kavrami daha genellestirilecektir. n’inci mertebe
bir lineer sistemin durum denklemleri ve cikis ifadesi asagidaki gibi
verilmis olsun. Burada durum degiskenleri faz degiskenleri olmak zorunda
degildir.

X=Ax+bu (12.97)

y=c' X (12.98)

Bu sistemin, asagida verilen m’inci mertebe model sisteme
yaklasan bir davranig sergilemesi istenmektedir.

<1
[>>1

X (12.99)

T

<1
Il

o1

|1

(12.100)

Denklem (12.99) ile verilen model denklemi homojendir. Yani
sistem girisinden etkilenmemektedir. Bu sistem t = 0’da verilen baslangi¢
sart1 tarafindan siiriilmektedir. Bu sart t = 0’da model ¢ikis1 ve kontrol
edilen sistem ¢ikis1 ayni olacak sekilde belirlenir. Arzu edilen baskin kutup
Ozelliklerini dikkate alarak model sistemin birinci ya da ikinci mertebe
alinmasi uygun olur.

Simdi kontrol edilecek sistemi ve model sistemi kullanarak Sekil
12.1°deki gibi yeni bir sistem olusturulsun. Bu yeni sistemin kontrol

edilmemis halinin (k" =0, KT = 0) durum denklemleri ve ¢ikis ifadesi;
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A, A, b, c¢" ve " matrislerinin elemanlari cinsinden denklem (12.101)
ve denklem (12.102)’deki gibi yazilabilir.

k
X L / X T y
] [
+
i e
. d
\ u +m X 1 X 7
b —1 c
/ s - y
+ +
A
k'
Sekil 12.1
%] [ay  ap a, O 0 Tx] b, |
Xy a;, ayp a,, O 0 0 | X, >
X, |=|8y 8p a,, 0 0 0 | x,|+|b,
X, 0 0 a, a, a, | % 0
_Ym_ |0 0 0 a, a, 5mm__§m_ 1 0|

(12.101)
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_Xl_
XZ
e:[_cl I 81 62 ) Em] X, (12.102)
X
_S(dm_
ya da kisaca,
Z=Az+b,u (12.103)
e=c,'z (12.104)

Ama¢ model sistem ¢ikisiyla kontrol edilen sistemin ¢ikisi
arasindaki farki en aza indirmek olduguna gore, performans kriteri
asagidaki gibi tanimlanabilir.

RKuszz+;U5dt=Tk&i;f+¢M2ht (12.105)
0 0

Yukaridaki iglemler sonucu, modele dayali tasarim problemi,
klasik bir karesel optimum kontrol problemine doniigmiistiir. Tasarimi
gerceklestirmek icin  Riccati  denklemi  kullanilabilir.  Y&ntemin
uygulanmasiyla ilgili asagida bir 6rnek verilmistir.

Ornek 12.6
Kontrol edilmek istenen bir sistemin durum denklemleri asagidaki
gibidir.
-01 8 1
X= X+| |u (12.106)
-2 -01 0

y=[ 0]x (12.107)
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Bu sistemin kutup degerleri p,, =—-0.1+4j olup, sonimslz

sistem dogal frekans1 yaklasik @, =4.0, soniim orani ise ¢=0.025
kadardir. Yani sistem, sonimu ¢ok az olan salinimli bir sistemdir.

Kontrol sonucunda sistem davraniginin,

y+3y=0 (12.108)
ya da,

X =—-3% (12.109)

y=X (12.110)

seklinde tanimlanan bir model sistemin davranigina yaklagmasi
istenmektedir.

Bu problemde kontrol edilmek istenen sistem ve model sistemi
birlikte tanimlayan durum denklemleri (denklem 12.101) asagidaki gibidir.

x] [-01 8 ox] [1
X, |=| =2 —-01 0 |[x,|+|0u (12.111)
X 0 0 -3|x/| |0
Xl
e=[-1 0 1] x, (12.112)
X
ya da kisaca,
z=Az+b,u (12.113)
e=c,'z (12.114)

Kullanilmas1 gereken performans kriteri,

PK.= T(e2 + pu?)dt =T[(—z1 +2,)2+ putldt (12.115)
0 0
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ya da Q matrisi formunda asagidaki gibidir.

P.K.=I(;T9;+pu2)dt
0

(1 o0 -1
=j 2710 0 0 |z+pu?ldt (12.116)
ol |10 1

Bundan sonra degisik p degerleri igin matris Riccati denkleminden
Ro matrisleri ve geri besleme katsayilari bulunmus ve sonuglar Cizelge
12.1°de ozetlenmistir. Sekil 12.2°de ise x,(0)=X;(0)=1, x,(0)=0
baslangic sartlar1 ve farkli p degerleri i¢in kontrol edilen sistemin cevabi ve
model sistemin cevabi goriilmektedir. p degeri azaldikga, performans
kriterinin yapist geregi daha biiyliik kontrol girisleri kullanilmakta ve
kontrol edilen sistemin cevabi model sistemin cevabma dogru
yaklagmaktadir.

Cizelge 12.1
. Geribesleme
Ro matrisinin elemanlari
katsayilari
P -
M e 3 22 r23 I3 ki k2 k,

1 0.820 | 0.041 | -0.110 | 3.260 |-0.283 | 0.165 | 0.820 | 0.041 | -0.110

0.1 | 0.297 | 0.0147 | -0.0898 | 1.165 |-0.227 | 0.153 | 2.970 | 0.147 | -0.898

0.01 | 0.098 | 0.0047 | -0.0563 | 0.368 | -0.137 | 0.114 | 9.805 | 0.475 | -5.630

0.001 | 0.031 | 0.0014 | -0.0258 | 0.103 | -0.055| 0.056 | 31.43 | 1.42 |-25.79

0.0001| 0.010 | 0.0004 | -0.0095 | 0.022 |-0.013 | 0.018 | 99.81 | 3.55 |-94.51
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Zaman (S)
————— Kontrol edilmemis sistem ——— Model sistem
_—— = p=1 —_——————— p=01 W —aee-- p=0.01
........... e =0.001 s ) =0.0001
Sekil 12.2
KAYNAKLAR
[12.1] Schultz, D.G., Melsa, J.L., State Functions and Linear Control

Systems, McGraw-Hill, New York, 1966.

PROBLEMLER

121

12.2

Bir sistemin ideal cevabi asagidaki denklemle tanimlanmissa,
model sistemin diferansiyel denklemini nasil segersiniz?

a) y(t)=t> b)) yit)y=e' ) yt)=t> d) yt)y=e?

Bir roket t = 0’da yerden Yo uzaklikta ve hareketsiz haldeyken
yumusak inis yapacak sekilde kontrol edilmesi istenmektedir.
Bunun i¢in ideal sistem cevabi,

y(t) = YOeizt
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12.3

12.4

olarak verilmistir. Yer cekimi ivmesi ¢, roketin kutlesi M’dir.

Roket motorunun uyguladigi tepki kuvveti F(t) olup, kontrol
girisini u(t) = F(t) — Mg olarak alin.

Roketin durum denklemlerini faz degiskenleri cinsinden
standart matris formunda yazin.

Model sistemin diferansiyel denklemini bulun.

Yeterince biiyiik kontrol giicii kullanilirsa, kontrol edilen
sistemin davranisinin model sistemin davranisina gitmesini
saglayacak bir performans Kriteri olusturun.

Kalman denklemini kullanarak kapali ¢evrim optimum
kontrolu bulun. Kontrol edilmis kapali ¢evrim sistemin blok
diyagramini ¢izin.

Transfer fonksiyonu,

s+1

(5)= S(s+2)(s+3)

olan sistemin kontroli i¢in asagidaki model sistem denklemi
verilmistir.

y() +y() =0

Sistemi faz degiskenleri cinsinden yazin ve y -vektorini
bulun.

P.K.:j[(7T>_()2+pu2]dt gibi bir performas kriteri
0
olusturun.

Matris Riccati denkleminin duragan ¢oziimiinden yararlanarak
kapali gevrim optimum kontrulii p= 1 ve p =10 igin bulun.
Kontrol edilmis kapal1 ¢evrim sistemin blok diyagramini ¢izin.
(MATLAB’den yararlanin.)

Bir sistemin girisiyle ¢ikis1 arasindaki transfer fonksiyonu

Ye) _1

Us) s°
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gibidir. Bu sistem y(0) = yo baslangic durumundan y(t;) = 0 son
durumuna asagidaki ideal cevaba gore getirilmek istenmektedir.

y(t)
Yo

Problemin ¢dzlimiinde,

P.K.=T[(ZT>_()2 + pu ]t
0

seklinde bir performans kriteri ve uygun durum degiskenleri
kullanm.

- Cebirsel Riccati denklemini kullanarak optimum geribesleme
katsayilarini bulun. Kapali ¢evrim sistemin blok diyagramini
cizin.

- p=0.0001, p=0.01, p=1, p=10 ve p=100 degerleri ve
Yo = 4 i¢in sistemin zaman cevaplarini ve ideal sistem cevabini

bir grafikte gosterin. Sonuglar1 yorumlaym. (Bu kisimda
MATLAB kullanin.)

Kontrol edilmek istenen bir sistemin durum denklemleri ve ¢ikis
ifadesi asagidaki gibidir.

3{__0; —3-1}"({(13}“ y=[ 0x

Kontrol sonucunda sistem davranisinin,
Y +4y +4.01y =0

gibi tamimlanan bir model sistemin davramigina yaklagmasi
istenmektedir. Boliim 8.2°deki yontemi kullanin. p=1, p=0.1,
p=0.01, p=0.001 ve p=0.0001 icin matris Riccati denkleminin
duragan  ¢O6ziimiinii  kullanarak  optimum  geribesleme
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12.6

katsayilarin1 bulun. x(0) = [1  0]" ve bu agirhik katsayilar1 igin
sistem cevaplarini ve ideal cevabi grafik olarak gosterin. Sonugclari
yorumlayin. (MATLAB kullanin.)

Kontrol edilmek istenen bir sistemin durum denklemleri ve ¢ikis
ifadesi asagidaki gibidir.
0 1 0 0
x=| 0 0 1 x+|0ju y=f1 0 0]x
—-404 -44.04 -12 1

Kontrol sonucunda sistem davraniginin,
y+2y=0

gibi tanimlanan bir model sistemin davranisina yaklagmasi
istenmektedir. Boliim 8.2’deki yontemi kullanin. p=0.1, p=1,
p =10 ve p = 100 icin matris Riccati denkleminin duragan
¢Ozlimiinii kullanarak optimum geribesleme katsayilarini bulun.
x(0) = [1 0 0]" ve bu agirlik katsayilari igin sistem cevaplarini ve

ideal cevabi grafik olarak gosterin. Sonuglar1 yorumlayin.
(MATLAB kullanm.)
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OLCULEMEYEN
DURUM DEGISKENLERI

Durum uzayinda yapilan kontrol sistemi tasarimlarinda temel
yaklagim, durum degiskenlerinin hepsinin geri beslenmesidir. Bolim 9°da
goriildiigli gibi, lineer karesel optimum kontrol tiim durum degiskenlerinin
Olgllmesini ve geri besleme katsayilariyla garpilarak optimum kontrol
girislerinin elde edilmesini Ongoriir. BOlim 10°da sunulan kutup
yerlestirme yonteminde de biitlin durum degiskenleri geri beslenmisti.
Ancak uygulamalarda genellikle bazi durum degiskenlerine ulasilamaz. Bu
durum, degiskenlerin tanimlari dolayisiyla bunlari 6lgecek transdiiserlerin
piyasada mevcut olmamasi, degiskenlerin oOlgiilebilirliginin olmamasi,
Ol¢imin cok maliyetli olmasi1 ya da degiskenlerin Olgiilecegi noktalara
fiziksel olarak ulagilamamasi, 6l¢iimde giiriiltli olmasi1 gibi nedenlerden
kaynaklanabilir. Baz1 6rnekler asagida verilmistir.

- Faz degiskenleri kullanildiginda basing, sicaklik, debi, elektrik
gerilimi, elektrik akimi, kuvvet, v.b. degiskenlerin tirevlerini
Olcecek transdiiserler yoktur.

- Kanonik degiskenler kullanildiginda, bu degiskenlerin fiziksel
karsiliklar1 olmayabilir.

- Yayili parametreli bir sistemin kiimesel parametreli olarak
modellenmesi ~ sonucu,  6lgim  yeri tam  olarak
tanimlanamuyabilir.

- Sistemin fiziksel yapisi ya da olumsuz ¢evre sartlari1 dolayisiyla
6l¢lim noktasina erisilemiyebilir.

- Yapilan dl¢liimde asir1 giiriiltii olabilir.

Boyle  durumlarla  karsilagildiginda  6lgiilebilen  durum
degiskenlerinden ya da sistem c¢ikisindan saglanan bilgiye dayanarak
Ol¢iilemeyen degiskenlerin kestirilmesi veya filtreleme gibi yontemlere
bagvurulur. Kontrol iglemi, dl¢iilen ve kestirilen degiskenler geri beslenerek
yuratdlur. Bu bolimde gézleyici ve Kalman filtresi kullanimi olarak iki
yontem sunulacaktir. Gozleyici, sistemde giiriiltiiniin az oldugu hallerde,
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Olciilen degisken bilgilerinden dlglilemeyenleri deterministik olarak verir.
Kalman filtresi ise sistemde giiriiltii olmas1 halinde, giiriiltiilli olarak
Olciilen ve dlcililemeyen degiskenleri elde etmeye yarar.

13.1 Gézleyiciler ve Olgiilemeyen Degiskenler I¢cin Gozleyici Tasarimi

Gozlenebilirligi olan tek ¢ikish bir sistemin durum denklemleri
asagidaki gibi verilmis olsun.

X=Ax+Bu (13.1)
y =Cx (13.2)

Bu sisteme optimum kontrol ya da kutup yerlestirme gibi bir
yontem uygulandiginda biitiin durum degiskenlerinin geri beslenmesi
gerekir. Ancak uygulamalarda yukarida belirtilen sebepler dolayisiyla
durum degiskenlerinin hepsinin 6lgilmesi mimkiin olmayabilir. Hatta bazi
durumlarda sistemin ¢ikist disinda hi¢ bir 6l¢iim yapilamayabilir. Her iki
durumda da gozleyiciler kullanarak 6lgiilemeyen durum degiskenlerinin
kestirimi yoluna gidilir. Eger sadece sistemin ¢ikisi dl¢iilityorsa, bu bilgiye
dayanarak durum degiskenlerinin hepsinin degerini kestirmek igin
kullanilan gozleyiciye tam-mertebeli durum gozleyicisi denir. Tam-
mertebeli durum gozleyicisinin durum degiskenlerini kestirebilmesi igin
gerek ve yeter sart, kontrol edilen sistemin gozlenebilir olmasidir [13.1].
Olgiilebilen bazi durum degiskenlerini kullanarak &lgiilemeyen diger
durum degiskenlerini kestiren gozleyici ise minimum-mertebeli durum
gozleyicisi olarak adlandirilir.

13.1.1 Tam-Mertebeli Gozleyici Tasarim

Tam-mertebeli gozleyici uygulanan bir sistemin genel yapist Sekil
13.1’deki gibidir. K’'nin elemanlar1 belli bir tasarim kriterine gore kapali
cevrim sistem kutuplarini belirlemeye yarayan geri besleme katsayilaridir.
Bu katsayilarin ¢arptigi durum degiskenlerinin Kestirilen degerleri bir
gbzleyici tarafindan belirlenmektedir. Olgiilen sistem ¢ikis1 y ve sisteme
uygulanan kontrol girisi u tam-mertebeli durum gozleyicisinin girisleridir.
Gozleyicinin ¢ikis1 kontrol edilen sistemin kestirilen durum vektort x ’dir.

Gozleyici ve plantin daha ayrintili yapist Sekil 13.2°deki blok
diyagraminda verilmistir. Gozleyici kullanilmasimin temel nedeni, durum
degiskenleri Olgiilemediginden baslangi¢ sartlarimin bilinmemesi ve bu
yiizden sistem modelinden durum degiskenlerinin ¢6ziilerek geri besleme
amaciyla kullanilamamasidir. lyi tasarlanan bir gozleyici tarafindan
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| Plant y
x=Ax+Bu
u Kontrolcii Z | Tam-mertebeli
u=Kx Gozleyici
Sekil 13.1
Plant
! X i y
= : B — L c :
1 — 8 1
i Ko i
| ;] 2 _ |
: B —~ C I !
! ° Y :
| A |
_______ Gozleyici |
u Kontrolcu X
u=Kx

Sekil 13.2
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kestirilen durum degiskeni degerleri kisa bir siire sonra sistemin durum
degiskenlerinin degerlerine dogru yaklasir ve bu sorunu ortadan kaldirir.

Gozleyicinin girigleri u ve y olup, Sekil 13.2°deki blok

diyagramindan asagidaki denklemler yazilabilir.
%=(A-K,O)%+Bu+K,y (13.3)

Durum degiskenleri vektori x ve kestirilen durum degiskenleri X
arasindaki fark kestirim hatasi olup, asagidaki gibi bulunur.

6=X—%=Ax+Bu-|(A—K,C)R+Bu+K,y|
— Ax+Bu-[(A-K,C)%+Bu+K,Cx] (13.4)
= A(X—8) - K,C(x—8) = (A-K,C)(x— %)
ya da,
é=(A-K,C)e (13.5)

Bu denklemden ¢oziilecek hatanmn kararli olmasi zorunludur.
Ayrica ¢oziim hizla sifira dogru gitmelidir. Hatanin sifira gitme hizi,
kontrol edilen sistemin en hizli cevap bileseninden daha hizli olmalidir.
Yani denklem (13.5) ile tanimlanan gozleyicinin Kutuplari, kapali ¢evrim
sistemin en Kkucguk kutbundan daha kiglik secilmelidir. Ancak
uygulamalarda asirt hizli bir gozleyici kullanilmasi halinde, sistemde
olabilecek giiriiltiiniin de gozleyici tarafindan izlenebilecegi gz 6nlinde
bulundurulmalhidir. Cesitli kaynaklarda gozleyici tasarimi igin farkl
yaklagimlar sunulmustur. Ancak bunlarin hepsi esas itibariyle gozleyicili
sistemin kutuplarinin uygun olarak secilmesini, bu yapilirken de gozleyici
kutuplarinin diger sistem kutuplarindan yeterince kiigiik olmasini saglar.
Yani sonug olarak bir kutup yerlestirme probleminin ¢oziilmesi soz
konusudur. Eger hata denkleminin kutuplar1 A;, A2, ... olarak se¢ilmisse, Ko
asagidaki denklemi saglar.

det[sl —(A-K,C)l=(s—A4)(s—4,) - -~ (13.6)
Sekil 13.2°den,

X=Ax-BK&=Ax-BKx+BKx-BKS& (13.7)
=(A-BK)x+BK(x-X)=(A-BK)x+BKe

yazilabilir, Bu denklem, denklem (13.5) ile birlikte ele alinirsa, kontrol
edilen sistem ve hatayr tamimlayan sistemin olusturdugu biitiinlesik
sistemin durum denklemleri asagidaki gibi ifade edilebilir [13.1].
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U
€ 0 A_ﬁog €

Bu denklemin é=(A—-K,C)e kismi sadece e cinsinden
oldugundan  Ozdegerleri sistemin geri kalanindan bagimsiz olarak
belirlenebilir. Denklem (13.7) ile tamimlanan sistemin Kkarakteristik
denklemi,

sl-A+BK -BK
detf = — —— - =0 (13.9)
0 SI_A+£09
olacagindan,
(sl -A+BK)(sl -A+K,C)=0 (13.10)

yazilabilir. Bu ifadede ikinci ¢arpanin determinanti sifira esitlenirse hata
denkleminin 6zdegerlerini verir. Birinci ¢arpanin determinantt sifira
esitlenirse kontrol edilmek istenen sistemin 6zdegerleri elde edilir. O halde
gozleyicinin 6zdegerleri, kontrol edilmek istenen sistemin 6zdegerlerinden
bagimsiz olarak bulunabilir.

Denklem (13.8) incelendiginde hatanin baslangi¢ kosullarinin
rastgele degil, oldugunca dogru olarak tahmin edilmesinin Gnemi
gorilmektedir. Bu denklemden x ayrilirsa,

X=(A-BK)x+BKe (13.11)

elde edilir. t =0’da gozleyici biiyiik bir hata degeriyle baslatilirsa, bu
denklem (13.11) i¢in biiyiik bir basamak giris olarak algilanacak ve X’in
gecici davranisini olumsuz yonde etkileyecektir. Bu durumda gozleyici
ancak bu gecici davranig soniimlendikten sonra beklenen performansi
vermeye baslayacaktir. Bu boliimde verilen Ornek 13.2°de bu husus daha
ayrintili olarak incelenmistir.

Simdi gozleyicinin sisteme eklenmesi sonucu ortaya ¢ikan
biitiinlesik sistem incelensin. Kontrol edilmek istenen sistemin mertebesi n
ise tam-mertebeli gozleyicinin mertebesi de n olacagindan, kontrol edilmek
istenen sistemle gozleyicinin olusturdugu komple sistemin mertebesi 2n
olur. Sekil 13.2’den asagidaki ifadeler yazilabilir.

X=Ax-BKSX (13.12)

%=(A-K,C-BK)X+K,Cx (13.13)
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2n mertebeli biitiinlesik sistemin durum degiskenleri asagidaki gibi

ifade edilebilir.
X|_| A -BK A% 1314
X ﬁog A_ﬁog_gﬁ X o X

Sekil 13.2°de gozleyicinin A, B ve C matrisleri sistemin
matrisleriyle ayni alinmistir. Bu durumda duragan kestirim hatasi sifira
gider. Ancak uygulamalarda sistem matrislerinin belirlenmesinde daima bir
miktar belirsizlik vardir ve kestirim hatasi tam olarak sifira gitmez.

Tam-mertebeli bir go6zleyici tasarlanirkan izlenecek asamalar
asagida siralanmistir.

a) Kontrol edilecek sistemin arzu edilen kutup yerlerini
belirleyin.  Bunun igin Klasik veya modern kontrol
yontemlerinden birisi kullamilabilir. Ornegin gecici davranis
Ozellikleri ya da Riccati denklemi kullanilabilir. Bu kutuplari
verecek geribesleme matrisi K’y1 bulun.

b) Yukarida belirlenen kutuplar arasinda sanal eksenden en uzak
olanindan 2-4 kat uzak olacak sekilde gozleyici kutuplarini
belirleyin.

c) Denklem (13.6)’dan ya da herhangi bir kutup yerlestirme
yontemiyle gozleyici geribesleme matrisi Ko’yu belirleyin.

d) x(0) ve g(0) baslangig sartilarini akilct bir bigimde belirleyin.
Bu baslangi¢ sartlarim kullanarak denklem (13.8)’den x ve
e’nin degisimini elde edebilirsiniz. Istenirse bunlardan ayrica
% bulunabilir. Diger bir segenek de verilen x(0) ve X(0)

baslangi¢ sartlarim kullanarak denklem (13.14)’den x ve X

degiskenlerini ¢cozmek ve bunlarda e’yi elde etmektir. Ancak
daha basit bir ifade olmasi dolayisiyla genellikle denklem
(13.8)’in kullanilmas tercih edilir.

Ornek 13.1

Bir sistemin durum denklemleri asagidaki gibidir.

X{O 2}_({0}] (13.15)
-2 -1 1

y=f 1x (13.16)
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Bu sistemin,
P.l.= j(10xl2 +u?)dt (13.17)
0

seklinde tanmimlanan bir performans kriteri kullanarak optimum olarak
kontrol edilmesi istenmektedir. Bunun i¢in Riccati denklemi kullanilmis
ve optimum geribesleme katsayilari asagidaki gibi bulunmustur.

K=[1.742 1.823] (13.18)

Bu sistemin kutuplari p12 = -1.41+j2.34 gibidir. Sekil 13.3 ve Sekil
13.4’de bu sistemin x(0)=[1 1]’ baslangig kosuluna verdigi cevap
gorulmektedir.

Optimum kontrolin uygulanmasi sirasinda sadece sistem ¢ikist
olgtilebildigine gore tam-mertebeli bir gozleyici tasarlanmalidir.

Gozleyici hata denkleminin kutuplari sistemin sanal eksene en uzak
kutbundan oldukga daha kiguk segilmelidir. Bunun icin tipik bir 6lgut,
gozleyici kutuplarinin, sistemin sanal eksene en uzak kutbundan yaklasik
2-4 kat kadar daha uzakta olmasidir. Bu 6rnekte gozleyici kutuplar katl
olarak p12 = —6 olarak alinacaktir.

Denklem (13.5) yazilirsa, asagidaki ifade bulunur.

0 2 K
¢=(A-K,C)e= | R e
-2 -1| |k,
0 2 Koy K -k 2-k
_ | hot ol e = 01 01 e:Aoe
-2 -1 koz koz - —2—k02 _1_koz -

(13.19)
Hata denkleminin kutuplarinin, —6 olmasi i¢in sart ise,
s+k -2+k
det[sl — A, ]=det ot ot
2+k,, s+1+k,,
=5? + (k,, +k,, +1)s+2k,, —k,, +4 (13.20)

=(s+6)* =s*+125+36
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1.2 1
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1
0.6
= 08 \\ < 04
Z 08 eI T A
5 04 \ E /
E \ g 0.2 1/
8 0.2 -0.4 I
0 -0.6 \
L 0.8
0.2 \/ 1 e
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
Zaman (s) Zaman (s)
Sekil 13.3 Sekil 13.4

gibidir. Bu denklemin sag ve solundaki $’nin ayni kuvvetteki terimlerinin
katsayilar1 esitlenirse, gozleyicinin geribesleme katsayilar1 asagidaki gibi

elde edilir.
K, = ~3.333 (13.21)
- 14.333

Denklem (13.8)’de A, B, C, K ve K, yerine koyulursa gozleyicili
sistemin denklemleri asagidaki hali alir.

HEGra A 1322
¢ 0 A-K.Cle

0o 27 [o 0 2
A-BK = —| 742 1.823]=
-2 -1] |1 ~3.742 -2.823

(13.23)

—3.333 —3.333 —3.333
K,C= L 1]= (13.24)
= 114333 14.333 14.333

= o7 -2 -—1| [14333 14333| |-16.333 -15.333
(13.25)

0 2 -3.333 -3.333 3.333 5.333
e’y Al wemnl| }
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olduguna gore, denklem (13.22) asagidaki hali alir.

0
| -3.742
10

0

:

2

—2.823

0
0

0 0
1742 1823 [x] (13
3.333 5333 |e
~16.333 -15.333

Yukaridaki denklemle tanimlanan gozleyicili sistemin x(0) :m ve

0
e(0) = {0} baslangig sartlari igin X(t) ve e(t) egrileri Sekiller 13.5 — 13.8’de

verilmistir. Goriildiigii gibi, hatalar yaklasik 1.5 s sonra sifira gitmektedir.
Durum degiskenlerinin degisim bi¢imleri, Sekil 13.3 ve Sekil 13.4’deki

optimum sisteminkilere ¢ok yakindir.

14

1.2 \

1.0

0.8

0.6

0.4

Gozleyici, x,(t)

0.2

0 7
0.2 \_/

-0.4
0 1 2 3 4

Zaman (S)

Sekil 13.5

14
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6

12
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0.8 \

ey (t)

0.6 \

0.4

02|\
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0 1 2 3 4

Zaman (s)

Sekil 13.7
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Gozleyici, xo(t)

EZ(t)

0
02l 1/
-0.4
-0.6
-0.8

0.8
0.6
0.4

0.2 \

I
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Sekil 13.6

0.5
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Ornek 13.2

Iki kontrol girisli bir sistemin durum denklemleri asagidaki gibidir.

X:{O 1}{1 l}u (13.27)
S 11 2f |o 1
y=[ 1]x (13.28)
Bu sistemin,
P.1.= [ +uf +u)dt (13.29)
0

seklinde tanimlanan bir performans Kriterini kullanarak optimum olarak
kontrol edilmesi istenmektedir. Bunun i¢in Riccati denklemi kullanilmis
ve geribesleme katsayilari agsagidaki gibi bulunmusgtur.

(13.30)

1.238 3.639

B {0.716 0.522}

Bu sistemin kutuplar1 p; = —2.678 ve p, = —0.915 degerlerindedir.
Bu sistemin x(0) :m baslangi¢ kosuluna verdigi cevap egrileri Sekil 13.9
ve Sekil 13.10°da goriilmektedir.

Sadece sistem ¢ikis1 dlciilebildiginden, tam mertebeli bir gozleyici
tasarlanmasi istenmektedir. Go6zleyici kutuplarinin sanal eksene uzakligi,
sistemin sanal eksene en uzak kutbundan 2-4 kat kadar daha uzak olmalidir.
Bu 6rnekte gozleyici kutuplari kath olarak pi,» = —8 noktasinda alinacaktir.

Hata denklemi yazilirsa,

. 0 1 k
€= (A—&Q)F{ 2}—&‘”}[1 1]}@
1 02 (13.31)
{{0 ]} {km kol }} |: - k01 1- k01 }
= - e= e=A,e
1 2 K, ke ll™ 1=Ky, 2—-Kg|” —

Hata denkleminin kutuplarinin, —8 olarak istenen kutup degerlerine
esit olmasi igin sart asagidaki gibi yazilabilir.
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1 1
0.8
0.8
0.6
\;:5 0.4 \30.6
£ e[|
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5 ) 571\
\ ]
0.2
02 Vet
0.4 \-/ 0 T~
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Sekil 13.9 Sekil 13.10

(13.32)

k -1+Kk
det[sl — Ao]zdet{ > Ha "o }

—1+k02 5_2+k02
:SZ +(k01+k02 —2)S+k02 _kol_]': (S+8)2 :SZ +16s +64

Bu denklemin sag ve solundaki S’nin ayn1 kuvvetteki terimlerinin
katsayilar1 esitlenirse, gozleyicinin geribesleme katsayilar1 asagidaki gibi

bulunur.

-23.

K, = 3 (13.33)
- 415

Denklem 13.8’de gegen terimler hesaplanir ve yerine koyulursa X
ve e cinsinden asagidaki denklem yazilabilir.

-1.954 -3.161 1954 4.161
x] [A-BK BK Tx] |-0238 -1639 1238 3.639 [x
u{ 0 A—KOC}L}: 0 0 235 245 u
0 0 —-405 -395
(13.34)
Bu sistemin x(O):{ﬂ ve g(O):{g'ﬂ baslangi¢ sartlari i¢in elde

edilen cevap egrileri Sekiller 13.11 — 13.14’de goriilmektedir. Goriildigii
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gibi, hatalar yaklagik 1 s sonra sifira gitmektedir. Durum degiskenleri de
Sekil 13.9 ve Sekil 13.10’daki optimum sistemin egrilerine ¢ok yakindir.

1 1
0.8
0.8
0.6
< 04 = 06
3 Sl
= =
5 %2 204 \
o = \
\ T 1A 8 o, L\
-0.2 // 02 L
0.4 \’ \\
0 2 4 6 8 0 0 2 4 6 8
Zaman (s) Zaman (s)
Sekil 13.11 Sekil 13.12
0.3 0.15
N o1
0.25
0.05
0.2 0
i: 0.15 §-0.05 I
¢ 01 I
0.1 -0.15 ’
0.05 0.2 ’H
-0.25
0 -0.3
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
Zaman (s) Zaman (s)
Sekil 13.13 Sekil 13.14

Baslangi¢ sartlarmin sistemde yarattigi gegici davranisi daha iyi
1 0.5
gormek icin simdi de x(0) :H ve e(0)= [0 5} alinsi. Bu durum icin elde

edilen cevap egrileri Sekiller 13.15 — 13.18’de verilmistir. Baslangi¢
sartinin denklem (13.11) iizerindeki giiglii etkisi agik¢a goriilmektedir. Bu
durumda baslangi¢ sartinin yarattigi ge¢ici davranis dolayisiyla Sekil 13.15
ve Sekil 13.16°daki egrilerle Sekil 13.11 ve Sekil 13.12°deki optimum
sistemin egrileri arasindaki fark ¢ok artmistir. Gozleyicinin durum
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degiskenlerini dogru bir bigimde kestirebilmesi ancak gegici davranigin
yeterince soniimlenmesinden sonra miimkiin olacaktir.

1 1.2
0.8 1
S 06 08
< =< 0.6
5 04 g
'q‘>; :>; 0.4
N 02 502
0
\
0.2 -0.2 V4
-0.4 -0.4
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
Zaman (5) Zaman (s)
Sekil 13.15 Sekil 13.16
15 0.5
“ 0
1
S \ < 05
|
_]_V
0 -15
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
Zaman (S) Zaman (s)
Sekil 13.17 Sekil 13.18

13.1.2 Minimum-Mertebeli Gozleyici Tasarim

Bazi uygulamalarda durum degiskenlerinin  bir  kismu
Olcllebilirken, digerleri olgiilemeyebilir. Boyle durumlarda sadece
Olciilemeyen durum degiskenlerinin kestirilmesi yeterlidir. Bu islem
minimum mertebeli gozleyici kullanarak gergeklestirilir.

Mertebesi n ve giris sayis1 r olan bir sistemin durum denklemleri

asagidaki gibi verilmis olsun.

Xx=Ax+Bu (13.35)
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a sayidaki durum degiskeni 6l¢iiliiyor olsun. Bu degiskenler Xa
olarak gosterilsin. Geri kalan ve dlglilemeyen n — a = b sayidaki degisken
ise Xp olsun. Cikis y ise sadece dl¢iilebilen degiskenler cinsinden,

v-ox-l 0, |-fs] 12
Zb

olarak tamimlanmis olsun. Bu tanimlar cinsinden durum denklemleri
asagidaki gibi ayrigtirilarak yazilabilir. (Bu boliimde kullanilan matrislerin
boyutlart Cizelge 13.1°de listelenmistir.)

X A, A X B
Xp A A || Xp B,
Denklem (13.37)’den olglilemeyen durum degiskenleri ig¢in
asagidaki ifade yazilabilir.
Xo = Ay X + Apa X, +Bpu (13.38)

Denklem (13.37)’den o6lgiilebilen durum degiskenleri ile ilgili
olarak ise asagidaki denklem yazilabilir.

Xa =AsaXa + A X, +B,U (13.39)
ya da,
Aab)_(b = Xa _Aaa)_(a _Eag (13.40)

Sekil 13.19’da verilen blok diyagraminda bu denklemler
kullanilarak olusturulan gozleyicili sistemin yapist goriilmektedir. Bu
sekildeki blok diyagrami, Sekil 13.2’deki tam-mertebeli gozleyici kullanan
sistemin blok diyagramiyla karsilastirildiginda asagidaki iki husus 6zellikle
dikkati cekmektedir.

i) Sekil 13.19°da ”1” olarak numaralanan toplama blogunun
sagindaki giris incelendiginde, denklem (13.40)’in sag
tarafindaki  terimlerin  sistem ¢ikisinin  yerini  aldig
gorulmektedir. Bu giris 6l¢iilebilen degiskenler cinsindendir ve
AL X, ye esittir.

i) Toplama blogunun eksi isaretli girisi, yani gozleyici ¢ikist
denklem (13.40)’in sol tarafiyla aymidir. Bu ¢ikis tam-
mertebeli gozleyicide C ile ¢arpilarak elde edilirken, bu sefer
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C ‘nin yerini Aap almistir. Bu giris ise kestirilen degiskenler
cinsinden ve A, X, ’ye esittir.
iii) Sekil 13.2°deki Bu teriminin yeriniise A, X, +Byu almustir.

“hala

Cizelge 13.1
Matris Boyut Matris Boyut

A nxn Ko bxa
Aaa axa u rx1
Aap axb X nx1
Ava bxa X nx1
Anp bxb Xa ax1
B nxr Xb bx1
Ba axr Ry, bx1
Bb bxr y axl
la axa Oap axb
Ip bxb Oba bxa
K rxn a+b=n

ngﬁlebilen durum degiskeni sayis1 = a
Olgllemeyen durum degiskeni sayisi = b

Sekil 13.19’daki blok diyagramindan X, i¢in asagidaki denklem
yazilabilir.
Xb = @bb _ﬁoéab)):(b +Aba)_(a (13 41)
+Ebg+£o()_.(a _Aaa)_(a _Eag)
Ancak yukaridaki denklemin iginde gegen X, teriminin Olgiim

yoluyla bulunmasi sistemdeki gurultliyl artiracaktir. Bu terimi ortadan
kaldirmak i¢in sag taraftaki tiirevli terim sol tarafa alinarak yeni bir 2

degiskeni,

IN>

:Xb _Ko)_(a (1342)

olarak tamimlansin. Denklem (13.42)’den X, ¢ozllup, denklem (13.41)’de
yerine koyulursa, yeni degisken cinsinden asagidaki ifadeler elde edilir.



(13.43)

ﬁo)_(a)

Z+

a

bb - ﬁo Aab)(

oxa Z(A
+Aba)_(a+ Ebg"'ﬁo (Xa _Aaa)_(a _Eag)

K

7+

a

Sekil 13.19
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2=(Ayp - K,A,)2
(A — Ko Ap)K, + A — K AL lx,  (13.44)
+ (Eb - ﬁo Ea)g

Denklemin katsayilar igin,

A=Ay K Ay
B = (Abb _ﬁoAab)ﬁo +Aba _ﬁoéaa (1345)
EZEb _ﬁo Ba

7=A7+Bx,_ +Fu (13.46)

u=KZx seklinde tanimlanan kontrol giriginin elde edilebilmesi
icin Z degiskeninden tekrar X degiskenine doniisim yapilmalidir. Xa
Olciilebildiginden dogrudan kullanilabilir. O halde, kontrol girisi ifadesinde
kullanilacak X asagidaki gibi yaziabilir.

.| Xq Xa 0 X,
=l T lar kx| 1217 K x
)_(b Z+_o)_(a Z —~02la (1347)

Gozleyicili sistemin yeni degisken Z cinsinden cizilen ve denklem
(13.47)’deki doniisiimii de i¢eren blok diyagrami Sekil 13.20°de verilmistir.

Diger yandan, denklem (13.41)’de turev igeren parantezli terim
yerine denklem (13.40)’dan A, X, koyulursa ve bu sekilde elde edilen

denklem, denklem (13.38)’den ¢ikarilirsa asagidaki ifade elde edilir.

Xy =Xy = (A — Ko Ay )Xy —%,) (13.48)
Hata matrisi,
e=X, — X, (13.49)

olarak tanimlanirsa, hatanin degisimini tanimlayan denklem asagidaki gibi
bulunur.

= (A, — K, Ay )e=Ae (13.50)
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Tasarim sirasinda daha dnce tam mertebeli gozleyici tasariminda
oldugu gibi, denklem (13.50) ile tanimlanan sistemin kutuplari, kontrol
edilmis sistemin kutuplarma gore sanal eksenden 2-4 kat daha uzakta
almmalidir.

Simiilasyonda kullanilacak komple denklem takimi kompozit
matrisler cinsinden asagidaki gibidir. Parantez i¢indeki terimler matrislerin
boyutlaridir.

X 4 1 0 T x B
x| | Cwm 2 (nxb) f(xD) | 1 x0) a5
4 B : 0 : A 7 =

bxD) | |(bxa)i bxb) Gxb)|bx1| |Oxr)

Plant

g T T T

1 1

1 X Y=Xa
g L Qa =1 J‘ ? llu Qth

I B, :

1 1

1 1

: {—mx iuh:| :

' A, A :

: “2 bha X bh .

1 1
T = — :
| B ————— _
1 [ .:
1 1! 1
1 11 R |
: . D

1 1
| . ¥ |
LU ; ST /i>¢J |
" ] TLE T\ !
1 ' |
1 ' |
| | |
| 4 ' |
L e e o DT TR IS
Gozleyici Degisken
u 3 doniistiiriicti
K X
Kontrolci

Sekil 13.20
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Denklem (13.51)’in sag tarafindaki ilk matrise A* denirse, durum
degiskenleri w' =[x, x, - - x, 2., - - 2,]olarak yeniden
isimlendirilirse ve

B B L0
ow_| X0 (f‘_ii_r_)_.[ K ](_"i‘ffi_)_i _______ (ax2b)
- E T E |lrxn)]| Ky & 0 © I |7
(bxr) (bxr) (bxa)! (bxb)! (bxb)

(13.52)

olarak tanimlanirsa, geri besleme uygulanmig gozleyicili sistemin durum
denklemleri asagidaki hali alir.

W= (A*+Q)w (13.53)

Ornek 13.3

Kontrol edilmek istenen bir sistemin durum denklemleri asagida
verilmistir.

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0
1

1>
Il
>
+

u .
0 0 0 1 [ (13.54)

-85 -105 -825 -3
Xl
y=Cx=[ 0 0 0 % =X, (13.55)
X

3
Xy

i) Bu sistemin kapali gevrim kutuplarnin p,, =—-0.5+0.1j ve
P, =—2+0.2j noktalarina yerlestirilmesi isteniyor. Bunu

saglayacak geribesleme katsayilarini bulun.
ii) x1 6lcllebilmektedir. x2, X3 ve X4’1i kestirmek icin minimum
mertebeli bir gozleyici tasarlayin.

Once kutuplar1 istenen yerlere yerlestirmek igin gereken geri
besleme katsayilarini belirleyelim. Sistem tek girigli oldugunda Ackermann
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formiilinden yararlanilabilir. Bu formiile gore geri besleme katsayilar
asagidaki gibi bulunur.

k' =—[0 0 0...0 1M D(A) (13.56)

Burada D(A) terimi, olmasi istenen kutuplara karsilik gelen
karakteristik denklem D(s)’de s = A koyularak elde edilir. M ¢ ise sistemin
kontroledilebilirlik matrisidir. Bu problem icin karakteristik denklem,

(s+05-0.1j)(s+05+0.1j)(s+2-0.2j)(s+2+0.2]))

13.57
=s* +5s° +8.3s% +5.08s +1.0504 ( )
olduguna gore, D(A) asagidaki gibi bulunur.
D(A)=A* +5A° +8.3A” +5.08A+1.0504 |
~7.449%  —5.42 0.05 2
| -17 -28.44%6 -21.92 -595 (13.58)
| 50.575  45.475 20.6379 —4.07
34.595 93.31  79.0525 32.8479
00 0 1
M. 0t 3 (13.59)
=C¢7lo 1 -3 075
1 -3 075 120
olup,
105 825 3 1
825 3 1 0
M = 13.60
¢ 3 1 00 ( )
1 0 00

olarak elde edilir. Denklem (13.58) ve denklem (13.60) ile bulunan degerler
denklem (13.56)’da yerine koyulursa gozleyicili sistemin blok
diyagraminda yer alan geri besleme katsay1 matrisi K (= —k") asagidaki gibi
bulunur.

K =[7.449 5.42 -0.05 -2] (13.61)

Orijinal sistemin ve kutup yerlestirme sonrasinda elde edilen
sistemin x(0) = [1; 0; O; 1] baslangi¢ sart1 ve u = 0 i¢in cevaplart Sekil
13.21°de goriilmektedir.
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Bu problemde tek giris oldugundan u skalar u seklindedir. Xx:
Olgllebilmektedir. Diger durum degiskenlerini kestirmek igin kullanilacak
minimum mertebeli gozleyicinin denklemlerinde gegen matrisler asagidaki

gibidir.

A= [0] Ay = [l 0 0]
0 0 1 0
Aba = 0 Abb = 0 0 1 (1362)
-85 -105 -825 -3
0 1
B, = [O] B, =0 K, =k,
1 3

Denklemler (13.50)’de gegen A matrisi ise asagidaki gibidir.

0 1 0 K,
A=(A, -K,Ap)=| 0 0 1|-|k, 1 0 0]
-105 -825 -3 k3

0 1 0] [k 00 —k, 1 0
=l 0 0 1]|-k, 0 0|=| =Kk, 0o 1
~105 -825 -3| |k, 0 0| [-105-k, -8.25 -3
(13.63)

Bu matrisin 6zdegerleri, kontrol edilmis sistemin sanal eksenden
en uzak dzdegerine gore dort kat daha uzakta, p123 = — 8 noktasinda katli
olarak secilsin.

s+k, -1 0
det[sl—_/:\]:det K, s -1 |=s®+(k +3)s?+(3k, +k, +8.25)s
105+k, 825 s+3

+(8.25K, + 3k, + k; +10.5) = (s +8)° =s° + 24s® +1925s + 512
(13.64)
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Denklem (13.64)’iin sag ve solunda s’nin ayni kuvvete sahip
terimlerinin katsayilarini esitleyerek ki = 21, ko = 120.75 ve ks = -34 olarak
cozulur. Boylece, K, matrisi agagidaki gibi bulunur.

21
K, =/120.75 (13.65)
-34
_A matrisi ise denklem (13. 63)’den asagidaki gibidir.
-21 1 0
A=[-12075 0 1 (13.66)

235 -825 -3



439

Denklemler (13.45) ve (13.47)’de gecen diger matrisler ise
asagidaki gibi elde edilir.

B = _Aﬁo + Aba - ﬁoAaa
=21 1 0 21

=|-12075 0 1 (120.75 (13.67)
235 -825 -3| -34
0 21 ~320.25
+| 0 |-]120.75 0] =| —2569.75
-85| | -3 — 409.1875
0 21 0
F=B,-K_,B,=[0|-[120.75 [0]=|0 (13.68)
1] | -34 1
000 1
. [0l 100 .1 21
C=| " |= D= = (13.69)
= L_J 010 — [g} 120.75
001 ~34

_/:\ matrisi denklem (13.50)’de yerine koyulursa, hata denklemi
asagidaki gibi bulunur.

é, -21 1 0Te,
6, |=(-12075 0 1 |e, (13.70)
é, 235 -825 -3|e,

A

A, B ve E matrisleri denklemler (13.46)’da yerine koyulursa,
asagidaki ifade elde edilir.

2, -21 1 07z, ~320.25 0
2,|=[-12075 0 1 |2, |+| —2569.75 |x, +|0u
2, 235 -825 -3|2,| |-409.1875 1

(13.71)
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Diger yandan denklem (13.42)’den,

Z,| % %, 21
23 |=| %s [- K,y =| %, |~-[120.75|x, (13.72)
2] |, %, -34
ya da,
XZ 22 22 21
Xy |=| 25 |+ Koy =25 [+]120.75 |x; (13.73)
84 24 24 -3
Ayrica girig agagidaki gibidir.
X
. X,
u=Kx=Ki, (13.74)
X3

x>

4
Minimum mertebeli tiim sistemin yapis1 Sekil 13.22°de verilmistir.

Simdi belli bir baglangic kosulu igin sistemin davranigini
simulasyon yoluyla inceleyelim. Kontrol edilecek sistemin t = 0’daki
baslangi¢ kosullar1 daha 6nce oldugu gibi x1(0) = 1, x2(0) = 0, x3(0) = 0,
X4(0) = 1 olsun. X ise baslangigta hatali olarak tahmin edilmis olsun ve
X,(0)=x,(0) =1 (bu terim hatasiz élgiilmekte), X,(0)=0.1, X,(0)=0.1,
X,(0)=0.90larak kabul edilsin. Z i¢in baslangi¢ sartlar1 denklem
(13.72)’den asagidaki gibi bulunur.

2,(0)=%,(0) — k;x,(0)=0.1-21x,(0) =-20.9
2,(0) = %3(0) — k,x, (0) =0.1-120.75x, (0) = —-120.65
2,(0)=%,(0) —kyx,(0)=0.9 + 34x,(0)=34.9

Simiilasyonda kullamlacak komple denklem takim asagidaki

gibidir.
% = X, (13.75)
Xy = Xg (13.76)
%, = X, (13.77)

X, =—8.5%, —10.5x, —8.25X; —3X, +Uu (13.78)
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(13.79)
(13.80)

320.25x,
2569.75x,

N
a

l,+2,—

22 =-217, + 25 —
=-120.75

3

Sekil 13.22
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Bu denklemlerde gecen kontrol girisi ise asagidaki gibi bulunur.

U=7.4496 x, +5.42%, — 0.05%, — 2%, (13.82)
Ama,
Xy 0 1 Xy
X Z k 72, +k,x
= "2l=| 2+ =2 (13.83)
X3 Z, K, 2, + Kk,
24 24 k3 24 + k3X1

oldugundan, u asagidaki gibi ifade edilebilir.

U = (7.449 +5.42k, —0.05k, — 2K4)X,

R A R (13.84)
+5.427, -0.052, - 22,

Gozleyicili sistemin similasyonu, denklemler (13.75) - (13.81) ve

(13.84)’lin asagida tekrardan 6zetlenen baglangi¢ kosullariyla ¢oziilmesiyle
elde edilir.

4(0)=1 %(0)=0 x(0)=0 x,(0)=1 135)
2,(00=-20.9 7,(0)=-120.65 7,(0)=34.9 '

Sekil 13.23°de kutup yerlestirilmesi yapilmis gozleyicisiz sistem ve
minimum mertebeli gdzleyici uygulanmis sistemin cevaplari karsilastirmal
olarak verilmistir. Sekil 13.24’de ise X,, X; ve X, ’in kestirim hatalari
(sirasiyla €1, €2 ve e3) verilmistir. Bu sekillerden goriildiigi gibi gozleyici
sistem yaklasik 1 s i¢inde soniimlenen bir gegici davranistan sonra durum
degiskenlerini yaklasik sifir hatayla kestirebilmektedir.

1.2 0.1
1 \\ 0.05 f=
\
08 \ 0 -
. \
\ o /'/
< 0.6 \ <'.0.05 74
0.4 \ 014 /
N i
0.2 \ -0.15 \
N \V3
0 e 0.2
0 4 8 12 16 20 0 4 82 12 16 20
Zaman (s) aman (s)

Sekil 13.23-1
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-0.05

-0.1 //
-0.15

-0.2

-0.25
s/

-0.35

€3

0 1 2 3 4
Zaman (s)

Sekil 13.24-2

Ornek 13.4

Bu 0Ornekte daha genel bir sistem ele alinacaktir. Sistem besinci
mertebeli ve bir girislidir. Sistemin durum denklemleri asagida verilmistir.

0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
x=| 0 0 0 1 0 |x+0fu
0 0 0 0 1 0
404 -3628 -54.60 -3081 -92| |1
(13.86)
Xl
1000 0] Ix
y=9>_<={ } " { } (13.87)
01000 X,
X4
| Xs |

Durum degiskenlerinden x; ve xp Ol¢tilmekte, fakat xs, X4 ve Xs
6lgilememektedir. Bu sistemin kutuplar pi12=-2+2j, ps4=-0.1%j ve
ps=-5 konumlarindadir. Once sistem kutuplarm  pi2= -1+ 1.5j,
pss = —0.5 £ 0.5] ve ps = -2 konumuna yerlestirecek geri besleme
katsayilarinin belirlenmesi, daha sonra da Olgllemeyen x3, Xs ve Xs
degiskenlerini kestirmek icin minimum mertebeli bir gdzleyici tasarlayarak
kontroliin ger¢eklestirilmesi istenmektedir.
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Sistem tek girisli oldugundan kutuplar1 istenen yerlere yerlestirmek
icin kullanilmasi gereken geri besleme katsayilar1 Ackermann formiiliinden
yararlanarak bulunabilir. Bu formiile gore geri besleme Kkatsayilari
asagidaki gibidir.

k" =-[0 00 01MD(A) (13.88)

Burada D(A) terimi, olmasi istenen kutuplara karsilik gelen
karakteristik denklem D(s)’de s = A koyularak elde edilir. M ¢ ise sistemin
kontroledilebilirlik matrisidir. Bu problem igin karakteristik denklem,

(s+05-05))(s+05+05))(s+1-1.5))(s+1+1.5))(s+2)
=s° +5s% +11.75s° +15.755% +10.125s + 3.25

(13.89)
olduguna goére, D(A) asagidaki gibi bulunur.
D(A)=A* +5A® +8.3A% +5.08A+1.0504 |
[ —37 - 26 -39 -19 -4 ]
170 115 204 %0 20 (13.90)
=| —791 -541 -956 —400 —90
3623 2462 4364 1807 425
|-17181 11806 —20796 —8739 - 2105
0 0 0 0 1]
0 0 0 1 -9.2
M.=|0 © 1 -92 538 (13.91)
0 1 -92 538 —2665
1 -92 538 -266.5 1259.9 |
olup,
36.28 54.69 30.81 9.2 1]
5469 3081 92 1 0
MZ=|3081 92 1 0 0 (13.92)
92 1 0 0 0
1 0 0 0 0]

olarak elde edilir. Denklem (13.90) ve denklem (13.92) ile bulunan degerler

denklem (13.88)’de yerine

koyulursa  gozleyicili

sistemin blok



446

diyagraminda yer alan geri besleme katsay1 matrisi K (= —k") asagidaki gibi
bulunur.

K =[37.15 26.155 38.94 19.06 4.2] (13.93)

Orijinal sistemin ve kutup yerlestirme sonrasinda elde edilen
sistemin x(0) = [1; 0; O; 0; 1] baslangi¢ sart1 ve u = 0 igin cevaplar1 Sekil
13.25°de goriilmektedir.

Simdi Olglilemeyen durum degiskenlerinin kestirilmesi i¢in
minimum mertebeli gbzleyici tasarimina gegilebilir. Bu problemde tek giris
oldugundan u skalar u seklindedir. GOzleyici denklemlerinde gecen
matrisler bu problem i¢in asagidaki gibidir.

0 1 0 0O
Aaaz Aabz

00 1 00
[0 0 0 1 0
Ap=| 0 0 Ay = 0 0 1
|—40.4 -36.28 -54.69 -30.81 -9.2
0
0
Ea:{O} B,=|0 (13.94)
1

Kutup yerlestirme sonrasinda sistemin sanal eksenden en
uzak kutbunun gercek kismi —2 olduguna gore, gozleyici kutuplar
buna gore yaklasik 2-4 kat daha uzakta ve kath olarak —8’de
alinsin. Denklem (13.45)’deki ifadelerde boyut uyumunun

saglanmasi i¢in _K, matrisinin boyutu 3x2 olmalidur. A matrisinin

yerlestirmek i¢in bu matrisin {i¢ elemaninin kullanilmasi yeterlidir.
Diger elemanlar segilirken, genellikten uzaklasmamak icin ve bilgi
kaybina neden olmamak i¢in asagidaki kurallara uyulmalidir. 1) Ko
elemanlari sifir olmamalidir. ii) Ko’nun kullanildigi matrislerin
hesaplanmasi sirasinda elemanlar birbirini 6zdes olarak yok
etmemelidir. Bu diisiinceler 1s18inda Ko matrisini asagidaki gibi
olsun.

k
=k Kk, (13.95)
k
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Kutbu yerlestirilmis sistem
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Denklem (13.45)’den asagidaki ifade bulunur.

0 1 0 k, k
A 0 0O
A:Abb_ﬁoéab: 0 0 1 - ks kz 10 0
—-54.69 -30.81 -9.2 ke ks
0 1 0 k, 0 0 —k, 1 0
= 0 0 1 |-k, 0 0l=| =Kk, 0 1
-5469 -30.81 -9.2 ky 0 O -5469-k; -30.81 -92

(13.96)

Bu matrisin 6z degerlerini katli olarak —8’e yerlestirecek olan ki, ko
ve ks katsayilari asagidaki denklemin sag ve solunda bulunan S’nin ayni
kuvvetli terimlerinin katsayilarini esitleyerek bulunur.

detls] — Al=(s+8)° =s% +24s? +1925+512  (13.97)

Diger katsayilar da sifirdan farkli olarak “2” alinirsa K, ve A
asagidaki gibi elde edilir.

2 148
K,=|2 25.03 (13.98)
2 —228.954
ve
~14.8 1 0
A=[-25.03 0 1 (13.99)

174.264 —-30.81 -9.2

Ayrica denklem (13.45)’den B ve E bulunur.

-276 -1%
B=AK,+A,, -K,A,_=|-481 —601.4| (13.100)
228.1 3876
0] [2 148 0

, 0
F=B,-K,B,=|0|-[2 25.03 H: 0| (13.101)
1| |2 -228.954 1



A

C ve D matrisleri ise

(@D
Il

o O O O

1
0
2
2
12

asagidaki gibidir.

o B O O O
O O O O

0
1
14.8
25.03
~228.954
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(13.102)

(13.103)

_A matrisi denklem (13.50)’de yerine koyulursa, hata denklemi

asagidaki gibi bulunur.
e, ] [ -14.8
&, |=| —25.03
e, | |174.264
A, B ve

asagidaki ifade elde edilir.

-14.8
-25.03
174.264

z,
Z,|=
z
276
+|-48.1

228.1

1 0 |e,
0 1 |e; (13.104)
-30.81 -9.2|e,

o T

1
0 1
3081 -9.2]
-196
X
—601.4{ :|+
X,
3876

Diger yandan denklem (13.42)’den,

F matrisleri denklemler (13.46)’da yerine koyulursa,

(13.105)
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%, ] [2 148
X
2, |=| % |-Koy=|%, [-]2 2503 { 1} (13.106)

Xy

N>
w
1 <>
w
1>
w

| 25 | _Xs X 2 —228.9%4
ya da,
ENNE2 2] [2 148 |
R, =2, |+K,y=|2,|+|2 25.03 [Xl} (13.107)
Xs ] | Zs 2. |2 —228.954 |7

Ayrica girig asagidaki gibidir.

X
Xy
(13.108)

c
Il
|x
1>
Il
I}
>

3

>
~

Pt

5

Minimum mertebeli sistemin yapis1 Sekil 13.26°da verilmistir.

Simdi belli bir baslangi¢ kosulu i¢in sistemin davranigi similasyon
yoluyla incelenecektir. Kontrol edilecek sistemin t = 0’daki baslangig
kosullart daha énce oldugu gibi x1(0) = 1, x2(0) = 0, x3(0) = 0, x4(0) = 0,

A

xs(0) = 1 olsun. X ise baslangigta hatali olarak tahmin edilmis olsun ve
%,(0)=x(0)=1, X,(0)=x,(0)=0 (bu terimler hatasiz ol¢iilmekte),
%X5(0)=0.1, X,(0)=0.1, X,(0) =0.9 olarak kabul edilsin. Z icin baslangi¢
sartlar1 denklem (13.72)’den asagidaki gibi bulunur.

2] [% %] [2 148
R, [-Koy=|%|-|2 2503 {
Xs 2 —228954

Xl} (13.109)

N
S
Il
>

X2

N>
o
1><>

5

7,(0) = %, (0) — 2, (0) —14.8x, (0) =—1.9
7,(0) = %, (0) — 2%, (0) — 25.03x,(0) = —1.9
5. (0) = % (0) — 2x, (0) + 228.95x, (0) = —1.1

Simiilasyonda kullanilacak komple denklem takimi kompozit
matrisler cinsinden asagidaki gibidir.
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Denklem (13.104)’iin sag tarafindaki ilk matrise A* denirse, durum
degiskenleri W' =[x, X, X, X, Xs 25 2, 2] olarak yeniden
isimlendirilirse ve

()

________________________________

w (13.111)

O O O O

olarak tanimlanirsa, geri besleme uygulanmis goézleyicili sistemin durum
denklemleri agagidaki hali alir.

W= (A*+Q)w (13.112)

Geri besleme katsayilart uygulanmis g0zleyicili  sistemin
simulasyonu, denklem (13.112)’nin asagida tekrardan 6zetlenen baslangig
kosullariyla ¢oziilmesiyle elde edilir.

w,(0)=1 w,(0)=0 w;(0)=0 w,(0)=0 w,(0)=1

(13.113)
w,(0)=-1.9 w,(0)=-19 w,(0)=-1.1

Sekiller 13.27°de kutup yerlestirilmesi yapilmis sistemin
gozleyicisiz ve gozleyicili halleri igin cevaplar1 karsilastirmali olarak
verilmistir. Sekil 13.28’de ise X5, X, ve X;’in kestirim hatalar1 (sirasiyla
e1, €2 Ve e3) verilmistir. Goriildiigii gibi gozleyici sistem yaklasik 1.5 s
icinde sOniimlenen bir gecici davranistan sonra durum degiskenlerini
yaklagik sifir hatayla kestirebilmektedir.
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Kutbu yerlestirilmis gozleyicili sistem

Sekil 13.27
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13.2 Kalman Filtresi

Kalman filtresi bir sistemin giriginde ve/veya ¢ikis degiskenlerinde
giiriiltii olmasi halinde durum degiskenlerinin degerini kestirmek igin
kullanilir. Kalman filtresi hem kesikli zaman sistemlerine hem de strekli
zaman sistemlerine uygulanabilir. Burada Kalman-Bucy filtresi olarak da
adlandirilan siirekli zaman sistemlerine uygulanigi anlatilacaktir [13.2,
13.3]. Kalman filtresi ve onun uzantisi olan olarak gelistirilen yontemlerle
ilgili cok sayida kaynak mevcuttur. Konunun baslangict Wiener’in
caligmalarina kadar gider [13.4]. Kalman’in original ¢aligmasindan sonra,
Kalman filtresinin tiretilmesi ic¢in farkli yollar da Onerilmistir [13.5].
Konun gelisimini izlemek agisindan, erken dénemde yayinlanan bazi
kitaplar bolumin sonundaki kaynaklarda listelenmistir [13.6-13.9].
Konunun tam olarak anlasilmasi, gelisiglizel (rasgele) degiskenler ve
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stokastik (istatistiksel) prosesler hakkinda bilgi gerektirir. (Bu konuda daha
ayrintili bilgi i¢in B6lim 14’¢ bakimiz.) Bu bdlimde stokastik sistemlerin
ayritili bir incelemesi verilmeyecek, konuya pratik yonden yaklagilarak
analog sistemler icin Kalman filtresinin varsayimlar1 ve tasarimi ana
hatlariyla ispatina girilmeden 6zet olarak sunulacaktir [13.6-13.8].

Lineer bir sistemin durum denklemleri asagidaki gibi verilmis

olsun.
x=Ax+Bu 13.114
y=Cx (13.114)
Bu sistem giiriiltii oldugunda ise,
X=AX+Bu+Gw
= = (13.115)
y=CX+v

denklemleriyle tanimlansin. Gw terimi proses gurultusiing, v ise sistem

cikisindaki giriiltiyti gostermektedir. Burada v ve w Gauss dagiliml,
duragan ve ortalamalar1 sifir olan giirtiltillerdir. Ayrica v ve w birbirine
bagimli degildir. v ve w’nin 6zellikleri asagidaki gibi ifade edilebilir.

Efv]=0 Efwt)]=0 (13.116)
EQv(t)Y (t+7)1=L,5() (13.117)
E [wit)w' (t+2)]=I,5() (13.118)

Burada &t) Dirac delta fonksiyonu (impuls) olup, beyaz guralti
icin 7= 0’dir. Eger v(t) ve w(t)’nin kendi elemanlar1 arasinda korelasyon
yoksa, 7y ve I, diyagonal matrislerdir. Bu matrislerin elemanlar1 yapilan
guralta olgimlerinden bulunabilir.

Kalman filtresinin denklemler (13.114) ve (13.115) ile tanimlanan
sistemlere uygulanig bi¢imi Sekil 13.29°da verilen blok diyagraminda
gosterilmistir. Bu sekildeki K matrisi Kalman kazanci olarak bilinir. Bu
matrisi elde etmek i¢in 6nce herhangi bir baslangi¢ kosulundan baglayarak,
asagida verilen matris Riccati denkleminin pozitif zaman yodninde interali
alinir ve duragan ¢oziim (Ro) matrisi bulunur.

R=AR+RA" -RC'I'/CR+GI,G' (13.119)



(13.120)

OIx®-%OT |

o = E{x() -

R

Burada Ro simetriktir ve
olarak tanimlanmuistir.
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Ro matrisi simetrik olup, asagidaki cebirsel Riccati denkleminden
de bulunabilir. Bu denklemden elde edilen birden fazla ¢6ziim arasindan
pozitif definit olan ¢6ziim kullanilir.

AR, +R,A" -R,C" I';'CR, +GI",G" =0 (13.121)

Kalman kazanci Ky ise Ro cinsinden asagidaki gibi bulunur.

K =R,C'I}} (13.122)

Ornek 13.5

Bir sistemin durum denklemleri asagidaki gibidir.

| 0 1}{)(1}[0}1 (13.123)
%] 7125 1] X, 1

|t O}{Xﬂ (13.124)
Y] [0 4]x

Bu sistemde Sekil 13.30°daki blok diyagraminda verildigi gibi
gurdltd vardir. Bu giriltiiler,

E =|w?|=5(t) (13.125)

E=w']- B ﬂé(t) (13.126)

seklinde tanimlanmis olduguna gore Kalman filtresinin bulunmasi
istenmektedir.

lw
()

[=2
1=

Jev
—_—
o}

(>

Sekil 13.30
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Bu problem icin G = B olup matrix Riccati denklemi asagidaki

gibidir.
I:11 r‘12 _ 0 1 Ny n VIR P 0 -125
f, f,| |-125 -1|r, r,| |, n|1 -1
o1 01 0] M1 ofr, r, . 0[1][0 1
r, r,|0 4|0 4] |0 4|r, &, 1
(13.127)

Buradan duragan ¢6ziim Ro matrisi asagidaki gibi elde edilir.

(13.128)

R 0.2224  0.000
| 0.000 0.3157

Kalman kazanci matrisi Ky ise asagidaki gibi bulunur.

., [02224 0000 L 01 O
Ke=ReC L=l ho00 03157 [0 4]0 025
' ' ' (13.129)

_[0.2224  0.000
1 0.000 0.3157

Bu ornek igin Sekil 13.29’daki blok diyagrami Sekil 13.31°deki
gibi uyarlanabilir.

Ornek 13.6
Bir sistemin durum denklemleri agagidaki gibidir.
X 0 1 0]|x 10

u
% [=/0 0 1 |x,[+]0 1L1} (13.130)
% | |0 -1 —2|x| [0 1]

X
{H:E 2 8} X, (13.131)
2

X3
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u 0

1
i (} 02224 0.00 {\ I L2
i / 0.00  0.3157 _ i
| o 1]
i —125 -1 i
i oo |
i 0 4 i

Figure 13.31
Bu sistemin,
P.I.:J:O(xl2 +x2 +x2 +4u? +u?)dt (13.132)

gibi bir performans Kkriterini minimum yapmasi i¢in optimum geri besleme
katsayilarii belirleyin. Sistemde Sekil 13.32’deki blok diyagraminda
verildigi gibi giiriiltii vardir. Bu giiriiltiiler,

1,20
E=w ]_[0 1}5(0 (13.133)

1o
E=|w ]_{0 4}5@) (13.134)

seklinde tanimlanmis olduguna gore, bir Kalman filtresi tasarlayin.
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c
=
lo~
[=1
t—y
[ =1
I8
O—=
|*=2

>

Sekil 13.32

Optimum kontrol katsayilarin1 bulmak i¢in 6nce asagida verilen
matrix Riccati denkleminin negatif zaman yodninde integrali uygun bir
baslangi¢ kosulundan baglayarak alinir ve duragan ¢6ziimii elde edilir.

R+RA+A'R-RBP'B'R+Q=0 (13.135)

PR FPR P o N, r|0 1 0 0 0 O
o Ty Tp|+|hy Ty Tu|0 O 1(+1 0 -1

f13 t;23 I;33 s Ty Iy 0 -1 -2 01 -2 s Typ Iy
i N, I 10 4 0 -1 10 0 N, I 100
—|r, r, ;|0 1 o 1llo 1 1 r, ry, Iy|+/0 1 0(=0
s Ty Ia 13 Tm I _O 01
(13.136)

Bu denklemin duragan ¢6ziimii ve optimum geribesleme
katsayilar1 asagidaki gibi bulunmustur.

1.3300 0.6266 0.1203
Ry =10.6266 1.1621 0.1787 (13.137)
0.1203 0.1787 0.2847

(13.138)

-0.3325 -0.1567 -0.0301
—0.7469 -1.3408 -—0.4634
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Simdi Kalman filteresinin tasarimina baslanabilir. Denklem
(13.119) bu Ornek i¢in asagidaki gibi yazilir ve pozitif zaman yoniinde
integrali alinarak duragan ¢oziimii elde edilir.

R=AR+RA'-RC'I,'CR+GI,G’

ya da,
fy Fy T 0 1 0 _r11 P
r12 l;22 I;23 =10 0 1 r, Ty
I;13 I;23 I=33 0 -1 _2_ fs Ty
(r, r, 1 0 .
r11 r12 r13 . 1 0 1 1 0
12 T2 To3 0 4 0 2 0
[f3 T )0 O N
2 01 0 O
+
0 1__0 11

(13.139)
r, r|0 0 O
r, Iy(l 0 -1
ey 0 1 =2
l3
I3
I3

(13.140)

Bu denklemden elde edilen duragan ¢éziim Ro ve Kalman kazanci
matrisi asagidaki gibidir.

Bo:

Ky =

1.6071  0.3542
0.3542 1.0125
—-0.0847 0.0753
1.6071  0.1771
0.3542  0.5062

—0.0847 0.0376

—0.0847

0.0753
0.2092

(13.141)

(13.142)

Kalman filtresi uygulanmus sistemin blok diyagrami Sekil 13.33’de

verilmistir.
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54>
—
1=
(=
= =
|*=>
( ) I<

=

1 0]
0 1
0 1]

—-0.3325 -0.1567 -0.0301 J.
—0.7469 —1.3408 -0.4634

[=

L6071 017717
03342 05062
40847 00376

o

Sekil 13.33
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PROBLEMLER

Not: Problemlerin ¢6ziimiinde MATLAB’den yararlanin.

131

13.2

Bir sistemin durum denklemleri ve ¢ikis ifadesi asagidaki gibidir.

o 20
y=[t 1x

Bu sistemin, P.I.=.[(4Xf+u2)dt seklinde tanimlanan bir
0

performans Kkriterini minimum yapmasi igin kapali ¢evrim
kontrolli bulun. Sadece sistem ¢ikis1 y Ol¢iilebildigine gére tam-
mertebeli bir gozleyici tasarlayin. Gozleyicisiz ve gozleyicili
optimum  sistemlerin ~ x(0)=[1 1] baslangic  kosuluna
cevaplarini karsilastirin.  Gozleyicili  sistemin  cevabini
e(0)= 1] ve e(0)=[0.1 0.1]' hata baslangig sartlar1 igin
elde edin. Sonuglar1 yorumlayn.

Bir sistemin durum denklemleri ve ¢ikis ifadesi asagidaki gibidir.
S I T L
=l Pt M y=[ 1x

Bu sistemin, P.l.= I(xlz + X22 + U12 + 2u§)dt seklinde tanimlanan
0

bir performans kriterini minimum yapmasi i¢in kapali gevrim
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13.3

kontrolii bulun. Sadece sistem ¢ikisi y Olgiilebildigine gore tam-
mertebeli bir gozleyici tasarlayin. Gozleyicisiz ve gozleyicili
optimum sistemlerin x(0) = [1 l]T baslangic kosuluna cevaplarini
karsilastirm. Gozleyicili sistemin cevabii  e(0)=[1 1] ve
e(0) = [0.1 0.1]T hata baglangi¢ sartlari i¢in elde edin. Sonuglari
yorumlayin.

Ornek 13.3’de incelenen sistemin durum denklemleri ve ¢ikis
ifadesi asagida tekrar verilmistir.

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0
1

1<
Il
>
+

0 0 0 1
-85 -105 -825 -3

X

y=Cx=[t 0 0 0] 7 |=x
X3
Xy

Aslinda bu sistemde sistem ¢ikist ol¢tilmekteydi ve tam mertebeli
bir gézleyici kullanilabilirdi.

- Sistemin kapali ¢evrim kutuplarinm p,, =-05+01j ve
p, =—2+0.2j noktalarina tagiyacak geribesleme katsayilarim
bulun.

- X, yani sistem ¢ikist Olgtlebilmektedir. Durum degiskenlerini
kestirmek icin tam mertebeli bir gbzleyici tasarlayin.

- Gozleyicili  sisteme optimum  kontrolii uygulaym. Elde
edeceginiz sonuglart Ornek 13.3°de elde edilenlerle
karsilastirin ve yorumlayn.
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13.4  Birsistemin durum denklemleri ve ¢ikis ifadesi asagida verilmistir.

0 1 0 0 0
) 0 0 1 0 0
X= X+ u
- 10 0 © 110
-80 -18 -81 -18 1
Xl
1 0 0 0y x, X
7101 0 0ffx X,
X4

Bu sistemin kutuplarini p1, = -2 ve pssa= -1 £ 0.1 noktalarina
tagtyacak  geri  besleme  katsayillarimt  bulun.  Durum
degiskenlerinden x: ve x» Olgulmekte, fakat x3 ve Xs
olciilememektedir. Olgiilemeyen xs ve x4 degiskenlerini kestirmek
icin minimum mertebeli bir gozleyici tasarlayarak tiim sistemin
blok diyagramini ¢izin.

13.5  Bir sistemin yapist sekilde goriilmektedir.

|=1

c
1o

o)

—
9!

>

Matrisler asagidaki gibi verildigine goére bir Kalman filtresi
tasarlaym. Kalman filtresi eklenmig sistemin blok diyagramini

gizin. A{_O _1} B:m Q{cl) (2)}

el el -2 o

-
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13.6

13.7

Bir sistemin durum denklemleri ve ¢ikis ifadesi asagidaki gibidir.
% [0 17x +1 1]y,

%] -2 -2] %] [T 0]u,

yi | [1 0] x

V.| [0 2] x,

Bu sistemin,

g2 2 2 2
P.I.:J-0 (X; + x5 +2u; +uy)dt
gibi bir performans kriterini mmimum yapmasi i¢in optimum geri

besleme katsayilarini belirleyin. Sistemin yapist problem 13.5’de
verildigi gibidir. GUrultdler,

E[W2 ] =95(t) E[\_/\_/T ]: [é ﬂé‘(t)

seklinde tanimlanmis olduguna gore, bir Kalman filtresi tasarlayin.
Kalman filtresi eklenmis sistemin blok diyagramini ¢izin.

Bir sistemin durum denklemleri ve ¢ikis ifadesi asagida verilmistir.
X 0 1 x 0
e L

X, | [0 0] x, 1

BARE! 0“X1}

Sistemin yapisi problem 13.5°de verildigi gibidir. Giirdltiiler,

Elw?|=s(t)
Epw' |- {106 ﬂé‘ ®)

olarak tamimlandigina goére, bu sistem igin bir Kalman filtresi
tasarlayin. Kalman filtresi eklenmis sistemin blok diyagramini
cizin.
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LINEER SISTEMIN
GELISIGUZEL GIRISE CEVABI

14.1 Giris

Gelisigiizel bir proseste rastgelelik vardir. Ornegin bir zar tekrar
tekrar atildiginda gelen sayilar birden altiya kadar olmasina ragmen her
seferde rastgele degerler gelir. Karayolunda hareket eden bir araca
uygulanan yol yukseltileri de rastgele degerlere sahiptir. Firtinali bir
denizde dalgalarin bir tekneye uyguladigi kuvvetler rastgele degisir.
Geligiglizel giris denilen bu tiir girisler, bir zaman fonksiyonu ya da bir uzay
koordinatinin fonksiyonu olarak ifade edilemez. Bunun yerine olasilik
kavramindan yararlanilir.

Bu boliimiin amaci gelisigiizel giriglerin 6zelliklerini tanimlamak,
zamana gore degisen bu tir girislere lineer sistemlerin cevap 6zelliklerini
belirlemektir.

14.2 Gelisigiizel Fonksiyonlar ve Tanimlamalar [14.1-14.3]*

Gelisigiizel (rastgele) bir prosesten bir x(t) degiskeni icin Sekil
14.1°deki gibi sonsuz sayida kayitlar yapilmis olsun. Bu kayitlarin tiimii
grup (ensamble) olarak adlandirilir. (Burada kayitlarin analog oldugu kabul
edilecektir. Sayisal kayitlar i¢in asagidakine benzer bir yaklagim integraller
yerine toplama islemleri kullanarak yiiriitiiliir.)

Belirli bir t; zamaninda bu grubunin elemanlarindan okunan
degerlerin dagilimi Sekil 14.2°deki gibi bir grafikle gosterilebilir. Birinci
mertebe olasilik dagilimi, p[X(t1)] ya da kisaca p(x) seklinde gosterilir.
Grafikte bir x degerine karsilik gelen p(x) degeri, grup icinde x ile x+dx
arasindaki degere sahip X(t1) degerlerinin toplam i¢indeki oranini verir.
Dolayisiyla asagidaki esitlik yazilabilir.
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X2 (t)

NN Y T o

X3(t)

A AN AN AN
V) U

Sekil 14.1

p(x)

ﬁ
[Tl

0 X X + dx

Sekil 14.2
+o0
f p(x)dx =1 (14.1)

p(X) degeri, grup icinde x ile x+dx arasinda degere sahip X(t1)
degerlerinin toplam igindeki oramimi verdigine gére, grup icinde t;
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zamanindaki X degerlerinin ortalamasi ya da beklenen degeri E(x) asagidaki
gibi bulunur.

H@=fmm@wx (142)

Benzer sekilde Xx*’nin beklenen degeri,
+00
E(x?) = f x2p(x)dx (14.3)

olur. E(x?) terimi karelerin ortalamasi olarak anilir. Bunun karekokii

VE(x?) ise karelerin ortalamasimin karekokii (rms) olarak tanimlanir.
Yukaridaki denklemlerde gegen X degerlerinin, t; aninda grup
elemanlarindan okunan x(t1) degerleri oldugu unutulmamalidir.

Uygulamalarda ¢ok karsilagilan standart sapma o asagidaki gibi
tanimlanir. o2 ise varyans olarak adlandirilir.

o= \/E [(x — E(x))z] = \/fjoo(x — E[x]D?p(x)dx

- (Bl - ()Y’ (14.4)

Simdi de grubu olusturan tiyelerden iki ayri t; ve t; zamaninda
sirastyla X(t1) ve X(t2) degerlerinin okundugu kabul edilsin. Bu degerler
kisaca X1 Ve Xo ile gosterilsin. X(t1)’in x: ile Xi+dx: arasinda, buna parallel
olarak x(t2)’in Xo ile xp+dx, arasinda oldugu degerlerin toplam igindeki
oranint veren olasilik dagilimini kisaca p(x1,x2) olarak gosterelim. Bu
dagitima ikinci-mertebe olasilik dagilimi denir. Denklem (14.1)’e benzer
sekilde bu dagilim i¢in agagidaki ifade gecerlidir.

f f p(xl’xz)dxl dx, =1 (14.5)
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X1X2 , t1 ve tp anlarinda alinan degerlerin ¢arpimini gosterirse,
otokorelasyon fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir.

E[x1x;] = E[x(t)x(t3)] =f_ f_ x3,p(1 X7 ) dx1 dx, (14.6)

Kovaryans iki ayr1 anda okunan degerlerin ortalamalarindan olan
sapmalarin ¢arpiminin ortalamasi olup asagidaki gibi tanimlanir.

E[(x1 — E[x1])(x2 — E[x2])]
= j_ j_ () — E[x1 1) (xy — E[x,Dp (31, %, )dxydx, — (14.7)

= E[x1x,] — E[x;]E[x,]

Eger gelisigiizel bir prosesin olasilik dagilimi t, to, ts, ... gibi biitliin
zamanlar i¢in hep ayni ise, bu proses duragan olarak tanimlanir. Boyle bir
prosesin beklenen degeri, standart sapmasi, varyansi zamandan bagimsiz ve
sabittir. Otokorelasyon fonksiyonu ise taniminda kullanilan t; ve t; anlarina
degil, bunlarin aralarindaki farka baghdir. t; = t1 + 7 ise, otokorelasyon
fonksiyonu kisaca asagidaki gibi yazilabilir.

E[x1x,] = R, (7) (14.8)

Yukaridaki denklemlerde kullanilan X degerleri belirli bir anda
grubu olusturan fonksiyon &rneklerinden almmisti.  Simdi  bu
fonksiyonlardan j’incisi ele alinsin. Bu 6rnegin zamanla degisimi x; = f(t)
gibi bir zaman fonksiyonu olsun. Bu fonksiyonun belli bir zaman
araligindaki ortalama degerine zamana gore ortalama denir. f(t)
degerlerinin karelerinin belli bir zaman araligindaki ortalama degerine ise
zamana gore karelerin ortalamas: denir. Bu 6zellikler asagidaki ifadelerle
tanumlanir.

T
(=70 (149)
2
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T

.
() =3 | @ (14.10)
2

Eger f(t) tiim zamanlar1 kapsiyorsa yukaridaki esitliklerde T — oo
olarak alinir. Boyle bir fonksiyon i¢in zamana goOre otokorelasyon
fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir.

T
0@ = (fOf ¢ +) = im 1 [ fOF C +Dae (1411
2

Yukaridaki ifadede 7 = 0 almursa f(t) degerlerinin karelerinin
ortalamasi, @(0) olarak elde edilir.

Duragan bir gelisigiizel proseste herhangi bir t; anindaki grup
ortalamalari, her bir grup elemaninin zamana gore benzer ortalamalarina
esit ise, bu prosese ergodik denir. Bu tiir prosesler i¢in asagidaki esitlikler
gecerlidir.

Elx] = (x;) (14.12)

R(1) = 0(1) (14.13)
Normal Dagilim (Gauss Dagilimi)

Uygulamalarda karsilasilan 6l¢tim hatalari incelendiginde bunlarin
dagilimimin birbirine olduk¢a benzer oldugundan hareket ederek normal
dagilim tammlanmistir. Bu dagilima Gauss dagilimi da denir. Bu 6zellige
sahip prosesler normal proses ya da Gauss prosesi olarak adlandirilir.
Normal prosesin olasilik yogunluk fonksiyonu p(x) asagidaki gibidir.

1 _G-p?
p(x) = N 207 (14.14)

Burada u terimi dagilimin ortalama degeri, o ise standart sapmasidir.
Duragan bir proseste bunlarin degerleri sabittir. Normal prosesin olasilik
yogunluk fonksiyonu Sekil 14.3’deki gibidir.
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|
%68.2
|
| %195.4
—T [ . 1
0 H-26p-6 u p+c u+2c
Sekil 14.3

Spektral Yogunluk Fonksiyonu

Matematik bilgisinden hatirlanacagi gibi herhangi bir periyodik
fonksiyon, sinus ve cosinis igeren sonsuz bir seri halinde ifade edilebilir.
Bu seriye Fourier serisi denir. Dolayisiyla lineer bir sistemin sinusoidal
girise cevabi biliniyorsa, herhangi bir periyodik girise olan cevabi
stperpozisyon prensibinden yararlanarak bulunabilir.

Periyodik olmayan strekli bir f(t) fonksiyonu ise Fourier integrali
cinsinden asagidaki gibi ifade edilir.

o]

f() = %L [A(w)cos(wt) + B(w)sin(wt)]dw (14.15)

Burada A(w) ve B(w) katsayilar1 agagidaki gibi tanimlanmugtir.

Alw) = foof(t)cos(wt)dt (14.16)

B(w) = f ; f(t)sin(wt)dt (14.17)

Bazi matematik islemler sonrasinda denklem (14.15)’in asagidaki
sekle doniistiiriilebilecegi gosterilebilir [14.4]. Buna kompleks Fourier
integrali denir.

f@® = % j_ ) [ f_ ) f(v) el dy| dw (14.18)
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ya da daha agik olarak,
1 (* .
f() = %.f F(w)e’*tdw (14.19)
Flo) = f f(HeJ@tde (14.20)

Burada F(w) terimi, f(t)’nin Fourier transformudur.

Gelisigiizel bir fonksiyon f(t)’nin zamana goére otokorelasyon
fonksiyonu yukarida denklem (14.11) ile tanimlanmusti. f(t)’nin karelerin
ortalamasit  spectral  yogunluk  fonksivonu G(w), otokorelasyon
fonksiyonunun Fourier transformunu 1/2 ile carparak asagidaki gibi elde
edilir.

o(r) = f G(w) e/ dw (14.21)
1 (@ .
G(w) = Ef @(r) e /%t (14.22)

Eger duragan bir proseste G(w)’nin degeri merkez etrafindaki genis
bir bolgede fazla degismiyorsa, bu prosese genis bant proses, G(w)’nin
degeri biitliin w degerleri i¢in sabitse beyaz giiriiltii denir. Eger duragan bir
proseste G(w) nin degeri belli bir @ degeri i¢in yiiksek degere sahip, diger
w degerleri i¢in kiiglik ise, bu prosese dar bant proses denir.

14.3 Lineer Sistemin Gelisigiizel Girise Cevabi

Miihendislik sistemleri pek c¢ok durumda gelisigiizel girislere
maruz kalir. Buna Ornek olarak bir tasita yol yiikseltileri tarafindan
uygulanan yikselti girdisi verilebilir. Bir tekneye uygulnan dalga kuvveti,
bir kopriye uygulanan rizgar kuvveti, bir roket ya da ucgakta hissedilen
titresimler, elektronik aygitlarda goriilen parazitler pek c¢ok diger
orneklerden bazilaridir.
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14.3.1 Giris ve Cikisin Spektral Yogunluk Fonksiyonlari

Lineer bir sistemin t = 7 aninda uygulanan &t-7) gibi bir birim
impuls girise cevabi g(t-7) olsun. Sekil 14.2°deki gibi bir gelisigiizel girisin
X(7)dx gibi bir kismi, dx sifira giderken x(7)dx siddetinde bir impulstur.
Dolayisiyla sistemin bu impulse olan cevabi X(z7)dxg(t-z) olur. x(t)
fonksiyonunun bu impulslardan olustugu disiiniiliirse, bu sistemin x(t)’ye
cevabi siiperpozisyon ilkesinden asagidaki gibi elde edilir[14.1].

[oe]

() =f_ x(Dg(t—ddr (14.23)

ya da degisken degistirerek,

y() = f_ x(t—wg(y) dy (14.24)

Denklem (14.23)’deki integralde t-z<0 yada >t oldugunda
g(t-7) = 0 oldugundan, ist limitin 7dan biiyikk oldugu kismin integrale
katkis1 yoktur. Yapisi yukaridaki gibi olan integrallere konvolisyon
integrali denir.

Lineer bir sisteme e/“t’nin gergek kismi uygulandiginda sistemin
cevabl G(w)e/®t teriminin gercek kismu gibidir. Burada G(w) terimine
sistemin kompleks frekans cevabr denir. G(w) kompleks bir terimdir. Yani
kompleks frekans cevab: kontrol kitaplarinda siklikla karsilagilan frekans
cevabu transfer fonksiyonu ile aynidir.

Denklem (14.23)’iin sol tarafindaki y(t) ve sag tarafindaki g(t-7)
terimleri bunlarin Fourier transformlar: cinsinden ifade edilirse,

F V(o] = f ) x(7) [ f OOG(a))ejZ”“’(t")dw dr  (14.25)

olur. Denklem yeniden diizenlenip, integrasyon siras1 degistirilirse,
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g1 [Y(a))] = foo G(a)) [foox(z-)e—jZTIwT)dT] el2mwt g,

= foo G ()X (w)e?™tdw = FYG(w)X(w] (14.26)

Iki tarafin ters Fourier transformu alinirsa, girisle ¢ikisin spectral
yogunluk fonksiyonlar1 arasinda asagidaki iligki bulunur [14.5].

Y(w) = G(w)X(w) (14.27)

14.3.2 Giris ve Cikis Arasindaki Karelerin Ortalamasi Spektral
Yogunluk Fonksiyonu fliskisi

f(t) gibi bir gelisigiizel fonksiyonun zamana gore otokorelesyon
fonksiyonu daha once denklem (14.11) ile tanimlanmusti. Ergodik bir
proseste, lineer bir sisteme uygulanan x(t) girisinin zamana gore
otokorelasyon fonksiyonu @, (t) asagidaki gibidir.

T
1~

D,(1) = Tli_r)lc?OszTx(t)x(t + 7)dt (14.28)
2

Denklem (14.24)’den y(t)y(t+7) icin asagidaki ifade yazilabilir.

y(t)y(t+r)=<f x(t—co)g((p)dco)(f x(t+r—@g(@d§>

(14.29)

Iki integralin ¢arpimui katli integral olarak yazilirsa asagidaki
denklem bulunur.

E[y(®y(t + 9] = E [ f f x(t — Pa(t + 7 é)g((p)g(é)dqodé]

(14.30)
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Ama, E[x(t — @)x(t + 7— &] Xin 7+ ¢— & kadar gecikmeli
zamana gore otokorelasyon fonksiyonu olduguna gore,

Ely(0)y(t + ] = f f 0.(r+ 9— Og(Pg(Ddpds  (1431)

ve ¢ikisin otokorelasyon fonksiyonu i¢in asagidaki ifade bulunur.

0,0= [ [ 0.+ o-29(p90ams 1432

Cikas igin karelerin ortalamasi spectral yogunluk fonksiyonu S, (w)
asagidaki gibidir.

1 ® )
Sy(w) = ﬁj @, (t)e 1*Mdr

L 777 0t o= | jur, (1433
‘znf_wU_J_w o(prg(ddpae ¢4 T4

ya da,

(o] o) 1 0 '
Sy(w)=j g(co)dcﬁf_ g(f)di[%f_ ®x(r+¢—§)e—1wrdf]

(14.34)

Simdi de 1 = e/®?e~J@e=J®(®=%) olduguna gore, esitligin sag
tarafini bununla carpilsin ve esitlik yeniden diizenlensin.

[oe] [oe]

s,@) = [ g do| g(evids

1 (® .
[Z—f D, (c+ 00— 9 e_f“’(T’L‘P_@dT] (14.35)

p =71+ @ — & seklinde yeni bir degisken tanimlansin. Denklem
(14.33)’de en distaki integralde ¢ ve &nin sabit oldugu ve bu integralin
(14.35)’de kareli parantez i¢inde oldugu dikkate alinirsa, dt = dp olur. Bu
tanimlara gore (14.35) tekrardan asagidaki gibi yazilabilir.
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(o] oo

S, (@) = f 9P dg f g(deIoEde

[% f_ Z@x(p) e—prdp] = G(—w)G(w)Sy(w) (14.36)

ya da ¢ikis igin karelerin ortalamasi spectral yogunluk fonksiyonu S, (w)
asagidaki gibi bulunur.

Sy(@) = 1G(w)|*Sx(w) (14.37)

y2’nin beklenen degeri ise asagidaki gibidir.

o

G (0)|2S, (w)dw (14.38)

E[y?] = fo:oSy(w)dw = f

Ornek 14.1

Sekilde yay ve soniimleyiciden olusan bir sistemle titregsimlerden
yalitilmig bir kiitle gorilmektedir. Zeminden gelen titresimin spectral
yogunluk fonksiyonu asagidaki gibidir.

A
Sx(w) = E

Kiitlenin ivmesinin rms degeri i¢in bir ifade bulunmasi
istenmektedir.

m iy(t)

L X(t)

AN A,

Zeminden gelen giris x(t) ile m kitlesinin ivmesi a = j arasindaki
iligki asagidaki denklemlerle tanimlanir.

my + by + ky = bx + kx
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A(s)  s*(bs+k)

T(s) = X(s) (ms?+bs+k)

Kompleks frekans cevabi ise asagidaki gibidir.

N2 —Li? — ihe3
G(w) =T(w) = m((]]fz)))z(l-)lf(gj:) ]-{I-)k & —k;wz {}-b]('ll))w
ya da,
k2w* + b2w®
G (w)|? = (k — mw?)? + b?w?
k?w* + b2w® A
Sa(@) = |G(@)I*Sx(@) = (k — mw?)? + b2w? (ﬁ)
®  kPw*+b2w® A

Ela*] = —o (k —mw?)? + b2 w? (E) @

ya da,

1
®  kZep*+ b2w® A 2
Grms = f_oo (k —mw?)2 + b2w? (E) da

Ornek 14.2

Sekilde basitlestirilmis bir boji modeli goérilmektedir. Aracin
altindaki yol piiriizliiliigiiniin spectral yogunluk fonksiyonu,

AV
Sx (w) = F

olarak verilmistir. Burada V (m/s) aracin hizi, A (10° m) ise kaynakl
demiryolunun purdzliluk sabitidir. Boji V hiziyla ileri yonde hareket
ederken 6n dokunma noktasina uygulanan girig, 7= L/V kadar gecikmeyle
arka dokunma noktasina uygulanmaktadir. m Kitlesinin konumunu ve
kitleye uygulanan toplam kuvveti sirastyla agsagidaki gibi kabul edin.
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Eyp = (Fx1 + Fpy + Fiz + Fpp)/2
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Girigle m kitlesinin konumu arasindaki kompleks frekans cevabini
bulun. Kiitlenin konumunun rms degerini veren bir ifade elde edin.

X(t+7)

T y(t)

ZzT m

Tzl

kzé = hy k

[ X

L.

I X(t)

Sistemin dinamik davranigin1 tanimlayan denklemler asagidaki

gibidir.

Eleman denklemleri:

Fiy = kq[x(t) — 7]
Frp = ky[x(t + 7) — z,]
Fyp1 = by [x(t) — 7]
Fyy = by [x(t + 7) — Z,]

Ep = my

Yapisal denklemler:

Eyp = (Fx1 + Fpy + Fiz + Fpp)/2

y = [z +2,]/2
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k =k, = k,ve b = b; = b, almirsa asagidaki denklemler yazilir.

2my = k[x(t) — z1] + b[x(t) — ;]
+k[x(t + 1) — z,] + b[x(t + 1)—2,]
2my = —k(z; + zy) + kx(t) + kx(t + 7)
—b(Zy + 23) + bx(t) + bx(t + 7)
my + by + ky = +k[x(t) + x(t + 7)]
+b[x(t) + x(t + 2) ]

Kompleks frekans cevabini elde etmek i¢in yukaridaki denklemde
asagidaki terimleri yerine koyalim.

x(t) = e/®t  x(t) = jwel*t

x(t + 1) = e/@0t+D) = gjwtgjwt

x(t+1) = el (jwel®Y)

y(t) = G(w)elt  y(t) = G(w)jwel*

¥(®) = —w?G(a)e’*

—mw?G(w)e/t + jbatG (w)el®t + kG (w)el®t

= +k[ej“’t + ef“’tej“’f] + b[ja)ej“’t + ej“”(ja)ej‘“t) ]
ya da,

—mw?G(w) + jbaG(w) + kG(w)

= k[1+ e/*T] + bjw|[1 + /7]

ya da,

_ (k+bjw)(1 + e/
Gle) = (k —mw?) + jbw

Bu denklemde,
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e/®? = sinwt + j cos wt
yerine koyulursa, denklem asagidaki hale gelir.

(k + bjw)(1 + sin wt + j cos wt)

G(w) =
(@) (k — mw?) + jbw
yada
G(0) = k(1 + sinwt — bw cos wt) + j[k cos wt + bw (1 + sin wT)
@)= (k — mw?) + jbw
k?(1 + sin wt — bw cos wt)? + [k cos wt + bw (1 + sin wt)]?
1G(@)|* =

(k —mw?)? + b2w?
Ama,
Sy(w) = |G ()|*Sy(w)

oldugundan Yyims asagidaki gibi elde edilir.

AV
Sy(@) = 16(@)I2 =

*° AV
Byl = [ 165z do

o AV 2
Yrms = [f_ |G((U)|2Fdw]
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PROBLEMLER

141

14.2

Normal dagilimli gelisigizel bir prosesin olasilik yogunluk
fonksiyonu denklem (14.14) ile verilmistir. Dagilimin ortalama
degeri =0, standart sapmast o =1 olsun. Bu durumda p(x),

1 2
) =—==e"2
P V2m
olur. Dagilim egrisinin altinda x =0ilex=1,x=2,x=3veX =
arasinda kalan alanlar1 bulun. x =-1 ile +1, x = -2 ile +2,

x = -3 ile +3 ve X = —w ile +o0 arasinda kalan alanlar neye esittir?

Not: Integralleri almak i¢in WolframAlpha’y1 ya da asagidaki
formulleri kullanabilirsiniz.

f\/Z_ﬂ de —%erf(%)

f()_2 23_|_z5 z7+
B = m\® T3 25 T 317

Uygun a, b, ¢ ve d parametreleri secildiginde asagida verilen
diferansiyel denklemin ¢dzlimii olarak istatistikte kullanilan pek ¢ok
olasilik dagilim ifadeleri elde edilebilir [14.2].b = ¢c =0 ve a> 0
kabul  edildiginde, ¢oziimii  olarak  Gauss  dagilimini
tanimlayan olasilik yogunluk fonksiyonunun elde edildigini gésterin.

1 dlf)] d—x
f(x) dx  a+bx+cx?
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14.3 Diferansiyel denklemleri asagida verilen sistemlerin kompleks
frekans cevaplarini bulun.

(@) X+ a,¥+ ayx+ agx = byf + bof

d*x d3x d?x dx d*f
(b) T +a; T + a, 7iz + alE+ apx = bzw"‘ bof

144 Asagida bir dinamik titresim yutucusunun yapist goriilmektedir.
Zeminin titresimi gelisiglizel Ozellikte olup, spectral yogunluk
fonksiyonu,

K
Sy(w)=4—w2

olarak verilmigtir. Makine kiitlesi konumunun rms degisikligi icin
sistem parametreleri cinsinden bir ifade bulun. Titresimi en az
diizeyde tutmak icin sistem parametrelerini nasil segersiniz?

Makina
kutlesi, M

| PO

ke % ke ke

m

T Titresen
zemin, y(t)

14.5 Asagidaki sistemde gelisigiizel 6zellikteki ¢ (t) zorlamasinin spektral
yogunluk fonksiyonu,

A
Splw) = 9 — w?

olarak verilmigstir. Diskin rastgele titresimlerinin rms degeri i¢in
bir ifade bulun.
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LU \ 0

S

14.6 Asagidaki tasit modelinde yol girigsinin spektral yogunluk
fonksiyonu,

A
Sx(w) = E

olarak verilmistir. Tasarimda kullanilan kriter P aggidaki gibidir.
P= 37 + pﬁ

P nin rms degeri i¢in bir ifade bulun.

Tasit Kiitlesi
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GELISIGUZEL GIRISLER ICIN
ANALITIK KONTROL SISTEMi TASARIMI

15.1 Giris

Bu bolumde gelisigiizel girigler igin bazi performans kriterlerini
minimum yapan sistemlerin analitik olarak tasarlanma yontemi
Ozetlenmektir. Konu ¢ok genis ve ileri diizeyde matematiksel olup, iizerine
pek cok kitap yazilmistir. Buradaki amag, konu hakkinda temel bilgileri
vermektir. Bazilar1 bu boélumin referanslar kisminda verilen kaynaklarda
konu ¢ok daha ayrintili olarak islenmistir.

Transfer fonksiyonu bilinmeyen bir sisteme x(t) gibi bir gelisigiizel
giris uygulanmis olsun. Bu girisin otokorelasyon fonksiyonu @, (7) olsun.
Bu sistemin ¢ikist y(t), ¢ikisin otokorelasyon fonksiyonu @,,(z) olsun. u
Cikisin rms degerinin (Karelerin ortalama degerinin karekoki) minimum
olmas1 igin sistemin transfer fonksiyonu ne olmalidir? Elektronik
miihendisleri i¢in bu bir filtreleme problemidir. Makine miihendisliginde ise
en ¢ok titresim yalitim problemi olarak goriiliir. Ornegin bir tasitin yolcu
kabinini yol girislerinden yalitmak i¢in nasil bir aski sistemi kullanilmalidir
ki, yolcu kabini ivmesi minimum olsun? Bu tir problemler, analitik kontrol
sistemi tasarimi olarak tanimlanir.

Konunun tarihsel gelisimine Wiener tarafindan yapilan Oncii
caligmalar katkida bulunmustur [15.1]. Newton, Gould ve Kaiser tarafindan
yazilan bir kitapta ise konu ¢ok yonli ve ayrintili olarak incelenmistir
[15.2].

Analitik tasarim problemlerinde iki farkli durumla karsilagilabilir.
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a) Girisle ¢ikis arasinda sistemi kisitlayan yapisal bir sinirlama
olmayabilir.

b) Girigsle ¢ikis arasinda sabit bir sistem bdolimi olabilir.
Tasarlanacak sistem bu sabit bolume eklenir.

Asagidaki bu problemlerin ¢coziimleri sirasiyla ele alinacaktir.

15.2 Giris ve Cikis Arasinda Kisitlama Olmadiginda Analitik
Kontrol Sistemi Tasarimi

Bu bolumde incelenen problemin tipik 6rnegi giiriiltilii bir girisin
filtrelenerek giriltiniin azaltilmasidir.  Sekil 15.1°deki gibi bir sistem
yapist olsun. Burada x(t) gurulttli giris; g(t) tasarlanacak sistemin agirlik
fonksiyonu, y(t) tasarlanacak sistemin ¢ikisi, r(t) ideal ¢ikis, e(t) ise hata
terimidir. Tasarimin amaci €(t)’nin Karelerinin ortalamasini minimum
yapacak sistemi tasarlamaktir. Bu problem, fiziksel bir sistemin getirdigi
sinirlamalar olmadiginda temel bir problemdir. Ancak daha genel
problemlerin ¢6ziimde kullanilacak matematiksel yaklagimi ortaya koymasi
agisindan 6nemlidir.

x(t)

- S a(®)

yi) _ N\t r(t)

e(t)
Sekil 15.1
e2(t) i¢in asagidaki ifade yazilanbilir.
e?(t) = [r(0) —y(®O) =r*(O-2y(Or(®) +y*() (15.1)
Sistemin ¢ikis1 y(t), konvoliisyon integrali olarak agirlik fonksiyonu

ve girig cinsinden asagidaki gibi yazilabilir. (Konvolusyon integralinin
ozellikleri Ek 4’de verilmisir.)

o f x(t - 9)g(9) dp (15.2)
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e?(t) ve e2(t) icin sirasiyla asagidaki ifadeler yazilabilir.

e2(t) = r2(t) — 2 ( f x(t - 9)g(9) d<0>r(t)
+<f_ x(t—w)g(w)dcz))(f_ x(t—é)g(f)dfi) (15.3)

T

e2(t) = lim % e?(t)dt (15.4)
—00 _T
1 (T[>

@ =70 -2 m o [ [ 0= gato dofra
—T L/—c0
A x(t_@g(@d(p]\
+ lim — _T< — }dt (15.5)

UIEEETE dél )
Diger yandan girisin ve ideal ¢ikisin otokorelasyon fonksiyonlari

ve giris ile ideal ¢ikis arasindaki ¢apraz korelasyon fonksiyonlar agagidaki
gibi tanimlidir.

Dyr (D) = Tli_rgo%fwx(t)x(t + 7)dt (15.6)
0,.-(7) = Tlijgo%fmr(t)r(t + 7)dt (15.7)
Drr () = lim % f oox(t)r(t + Ddt (15.8)

Denklem (15.5)’de integral alim siras1 degistirilerek, T — oo iken
t’ye gore olan integral once alinirsa ve yukaridaki denklemlerle verilen
tanimlamalar kullanilirsa, agsagidaki denklem elde edilir.

[oe]

(D) = 0,,(0) - 2 j 990 (D)o

+] g U 9(O0u(p - Hdeldp  (15.9)
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Yukaridaki ifadede e?(t) terimi agirlik fonksiyonu g cinsinden bir

fonksiyon fonksiyonu olarak elde edilmistir. y2(¢t) terimini minimum
yapacak g fonksiyonunu, yani aranan sistemin agirlik fonksiyonunu bulmak
icin varyasyonlar hesabindan yararlanilabilir.

V[x(t)] gibi bir fonksiyon fonksiyonunu minimum yapan Xx(t)
fonksiyonu icin V[x(t)]’nin birinci varyasyonu rastgele varyasyonlar igin
sifir olmalidir. Yani V[x(t)] = 0 olmalidir. SV[x(t)] ise, V[X(t)]’nin toplam
varyasyonu AV[x(t)] ifadesindeki birinci mertebe varyasyonlardan olusur
[15.3].

Denklem (15.9)’dan toplam varyasyon igin asagidaki ifade
yazilabilir.

Alez(@®)] = 9,-(0) — 2 f_ [9(0) + 89 ()]0 (@)do
n j L9(9) + 69()] [ f [9() + 89(D]0rx( — é)dé] dg

_ [wrr«n 2| g(@0u(odp

+| Zg(“’) [ | Zg@@m(w - é)df] dw]

—-2 [ b9(p0.r(prdo
+| Zg(@ | Zag(é)wxx(w - Hdédy
+| Z 290 | Zg(@wxx«p ~ 9dédg
+[ o; o9(o) | Zag@wxx«p - 9dédp  (15.10)
Yukaridaki son esitlikte dordiinct terimde 5g(¢) ve 6g(&) carpim

halinde oldugundan ikinci mertebe varyasyon igerir. O halde e?(t) ‘nin
birinci varyasyonu i¢in agagidaki ifade yazilabilir.
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(00)

5[e2@)] = —2 f 59(DDr (Pde

9@ [ a090u0 - 9dsde
+ f 59(9) f 9(O0ue(p — DdEdp  (15.11)

Yukarida ikinci integralde isim degisikligi yaparak ¢ yerine & &
yerine ¢ koyup integral sirasini degistirilsin.

5@ = —2 f 59(9)%5 (D)o
+ f ag((p)[f_ g(@wxx@—w)d;’]dw
+j_ 59(@“_ g(é)wxx(fp—é)dé]dw (15.12)

Ama otokorelasyon fonksiyonu @(z) = @(—7) ozelligine sahip
oldugundan, denklem (15.12)’de @,(¢p — &) = 0,(E— @) almirsa
asagidaki ifade bulunur.

5[e2 )] = f 6g(<o){[z f g(@wxw—@dﬁ]—zwxr(@}dw
(15.13)

e2(t)’nin minimum olmasi igin yukaridaki ifadenin rastgele
varyasyonlar i¢in sifir olmasi gereklidir. 5g(¢) rastgele oldugunda bu
sartin saglanabilmesi ancak kivrik parantez igindeki terimin sifir olmasiyla
miimkiindiir. Dolayisiyla e2(t)’nin minimum olma sarti asagidaki hale
dontistir.

oo

f 9(ODx(9— HdE— By (9) = 0 (15.14)

Ancak g (&) bir agirlik fonksiyonu oldugundan t < 0 igin sifirdir. Bu
yiizden yukaridaki sonuca t > 0 sart1 eklenirse,
asgidaki denklem elde edilir.
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[o¢]

| 900.uto-9tc-0,(p =0 120 (1515)

olur. Bu denkleme Wiener-Hopf integral denklemi denir [15.1]. Analitik
kontrol sistemi tasariminda bu yapidaki denklemlerle daima
karsilagildigindan gelecek bolimde bu denklem igin genel bir ¢6zim
yontemi verilecektir.

Newton, Gould and Kaiser tarafindan denklem (15.15)’in elde
edilisinde yine varyasyonlar hesabi kullanilarak biraz daha farkli bir
yaklagimdan yararlanilmistir [15.2]. Asagida bu yaklasimin asamalari
kisaca Ozetlenmistir.

Denklem (15.9)’un gs(t) gibi bir ¢éziimi oldugu kabul edilsin.
Simdi de g(t) = gs(t) + €g.(t) gibi bir agirlik fonksiyonu tanimlansin.
Burada g.(t) herhangi bir kabul edilebilir agirlik fonksiyonu, ¢ ise Kuguk
bir degerdir. (Yani £g.(t) terimi bir 6nceki analizde kullanilan varyasyon
gibi davranmaktadir.) g(t) fonksiyonunun [ez_(t)] ‘nin degerini minimum
yapmasi i¢in &= 0 olmalidir. &nun sifirdan farkli bir degeri [ez—(t)]’nin
degerinde artis yaratir. Yani & = 0 oldugunda [ez_(t)] ‘nin &’a gore tiirevi
sifir olmalidir.

Denkem (15.9)’daki agirlik fonksiyonlarinin yerine gg + €9,
koyulursa,

(@) = 0,,(0) — 2 f [95(0) + £9. (D105 (D)o (15.16)
n j [95(0) + £9: ()] f [95(8) + £9.(O]0ra(p — HdEdg

ya da,
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e2(t) = 0,,.(0) — 2 f:o[gs((p) +e9:(P)]0x-(p)do
+[ 00 | 0500uto - ety

+[ 0o [ ca:(00to - Dacty

+ [ e00) [ 0:(00uat0 - Dacio

+] e0e) | 20:90ulp-ddsdp (1517

de?(t) ®
222 [ g@0atirdo

v f 0:0 9.0 | Zgg(mxx(«p — 9dzdy
+[ 0o [ 0500uto - Sacty

+] 200e0) | 9:00ulp-Ddsde (1519

Bu denklem sifira esitlenir ve £ = 0 alinirsa asagidaki ifade elde
edilir.

2| 9. @0+ | g0 [ 9900 - dcty

[ 96 [ 0:(90ulp - 9dedp =0 (1519)

Birinci integral de pyerine & £yerine g seklinde degisken degisimi
yapilirsa ve @, (¢ — &) = 0, (& — @) oldugu dikkate alinir ve integral sirasi
degistirilirse asagidaki denklem bulunur.
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zf_ 9e(9) [f_oo 9s(Dxx(p— &dE— Dy (@) [dp =0 (15.20)

Bu denklemde g.(p) kabul edilebilir bir agirlik fonksiyonu
oldugundan ¢’nin negatif degerleri i¢in sifirdir. Denklemin sifira esit olmasi
ancak koseli parantez igindeki integral terimin sifir olmastyla mimkin
olacagindan daha 6nce (15.15)’de verilen Wiener-Hopf integral denklemi
asagidaki gibi elde edilir.

[o¢]

| 9:00uo-9dc-00(p =0 120 (52

Wiener—Hopf integral denkleminde t > 0 sart1 olmasaydi Fourier
transform yoluyla kolayca ¢ozilebilirdi. Ancak bu sartin olmasi1 denkelemin
¢cozlimiinde 6zel yontemler kullanilmasii gerektirir. Wiener tarafindan
gelistirilen spektral ayristrma yonteminde Wiener — Hopf denklemi énce
t > 0 sartinin olmadigr bir denkleme doniistiiriiliir, sonra da Fourier
transformu kullanilarak ¢ozim elde edilir [15.1]. Yontemin ayrintist Ek
4’de Ozet olarak verilmistir. Burada sadece sonuglar sunulacaktir.

fmg(tl)W(r— t)dt,—I'(=0 720 (1522

denklemin ¢6zimdi g(t)’nin transformu G(s) cinsinden asagidaki gibidir.

W=(s)
W (s)

Bu ifadede kullanilan terimler asagidaki gibi tanimlanmistir.

r(s) ]

G(s) = (15.23)

W~=(s): W(s)'nin sanal eksenin sag tarafindaki
kutuplarim ve sifirlarini igeren kismi.

W*(s): W(s)'nin sanal eksenin sol tarafindaki
kutuplarmi igeren kismu.

[&] : & teriminin sadece sanal eksenin sol
w1, w(s)

tarafindaki kutuplarini iceren kisma.
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15.3 Giris ve Cikis Arasinda Kisitlama Olmasi Hali

Verilen bir sistem i¢in analitik kontrol sistemi tasarimi
yapildiginda, kontrol edilmemis sistem yapisimin getirdigi kisitlamalar
dikkate alinmalidir. Bu tiir problemlerde ¢6ziimiin elde edilmesi i¢in yine
Wiener-Hopf formunda bir integral denklemin ¢6zilmesi gerekir. Bu tir
problemlerin ¢éziimiinde kullanilan yaklagim asagida verilen bir drnekle
anlatilmstir,

Blok diyagramu Sekil 15.2°deki gibi bir sistem verilmis olsun. Giris
X(t) ortalama degeri sifir olan gelisigiizel bir fonksiyondur. hi(t) ve ha(t)
sistemin sabit kisimlarinin agirlik fonksiyonlaridir. Tasarlanacak kontrol
sisteminin agirlik fonksiyonu g(t) ile gosterilmistir. Tasarlanacak sistemin

P=a*+pé (15.24)

olarak tanimlanmis bir performans kriterini minimum yapmasi

istenmektedir. Burada p katsayisi, a? ve 62 terimlerinin birbirine gore
Onemini belirleyen bir agirlik katsayisidir.

t -
X(t) 00 O g POy 2O +<L> A

a(t)

Sekil 15.2

Blok diyagramindan asagidaki denklemler yazilabilir. (Not: Ig ice
fazla parantez acimindan kac¢inmak i¢in diferansiyeller ilgili integral
isatretinin hemen arkasina koyulmustur.)

a(t) = f_ dt1g(t1)f_ dtzhy (t)x(t —t; —tz)  (15.25)
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a%(t) = [ f dt,g(ty) f dtyhy (t)x(t —t; — tz)]

oo

X f_ dt3g(t3)f_ dtyhy(ty)x(t —t3 — t4)] (15.26)

a%(t) = f_ dt,g(t;) f_ dt,hy (t5) f_ dtzg(ts)

f dtghy (t4) Orn(ty + b — t — t4) (15.27)

y(t) :f dt1g(t1)j dt2h1(t2)f dtzh,(t3) x(t —t; —t; — t3)

(15.28)

oAt) = joo 4t gt f"o dtyhy(t;) J.—oodtth(tS) x(t—t, —ty, —t3)

—x(t) (15.29)

Ft) = U dt1g(t1)f dt2h1(t2)f dtshy(t3) x(t —t; — t; — t3)]

X[f dt4g(t4)_[_ dt5h1(t5)j_ dtghy(te) x(t —ty — ts — te)]

-2 [f_ dt1g(t1)f_ dt2h1(t2)f_ dtzhy(t3) x(t —t; —t; — ts)] x(t)

+x2(¢) (15.30)
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% = 0yx(0) +f dt1g(t1)f dtyhy(t3)

f_dt3h2(t3)f_ dt4,g(t4,)f_ dtsh (ts)
(15.31)

f dtehy(te) Doy (ty + t3 +t3 — ty — ts — tg)

2 f dt,g(t) f dtyhy () f dtshy (6) s (b1 + b + t5)

Performans kriteri asagidaki gibidir. Ancak denklemler ¢ok uzun
oldugundan P’nin iki boliimii ayr1 ayr1 ele alinsin.

P=aZ() + p&(t) (15.32)

a?(t) ifadesinde g(t) = g(t) + £g9.(t) yerine koyulursa asagidaki
denklem elde edilir.

a?(t) =
f dt,[g(t,) + 59.9@1)][ dt2h1(t2)f dts[g(ts) + &g.(t3)]
f dtahy(€4) Dux(t14t; — t3 — t4)

- f dt,[g(t)] f dtohy () f dts[g(ty)]

f dtyhy(ty) Dy (t14t, — t3 — ty)

+J. dt1[g(t1)]f dt2h1(t2)f dts[eg.(t3)]

f dtyhy(ty) Dux(t14t, — t3 — ty)

+| Z dtsl20.)] [

o)

dtzhy (t) j dts[g(ts)]
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f dtyhy(ts) Oxx(t14t, — t3 — ty)

oo

+| Zdtl[gggm)] |

— 00

dtyhq(t3) f_ dts[eg(t3)]

f dtyhy(ty) Drx (14t — t3 — t4) (15.33)

da?(t) (® °° °
20 [ antg@n [ dem [ anloe

de o
f dtyhy(ty) Oux(t14ty — t3 — tg)

+f_ dtl[gs(tl)]f_ dtzhl(tz)f_ dts[g(ts)]

f dtyhy(ts) Oxx(t14t; — t3 — ty)

o)

+25f dt,[g(t)] f dtohy () f dtsge(ts)]

— 0o

f dtyhy (t) Due(trnts — t; — ) (15.34)

da

2 *® ® ”
ds(t)L:o = f_ ) dt,[g(t1)] f_ oodtzhl(tZ) f_ oOdts[gg(ts)]

f dtyhy(ty) Dux(t; +1t; —t3 — ty)

+ j dt,[g.(t)] f dtyhy () f dts[g(ts)]

f dtyhy(ty) Oux(ty +t, —t3 —t,)  (15.39)
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Yukaridaki birinci integralde once ta’e gore integralle t2’ye goére
integralin sirasi, sonra da ti’e gore integralle t3’e gore integralin sirasi
degistirilirse. ayrica @, (7) = @y, (—7) oldugu dikkate alinirsa, denklemin
birinci terimi ile ikinci terimi degiskenlerin isimleri diginda ayni yapiya
doniisiir ve agagidaki denklem yazilabilir.

da2 (t)

] -2 dtlgg(tl) f dthy (t,) f dts[g(t:)]

f dtghy(ty) Ouy(toty — t3 — tg) (15.36)

Simdi yukaridakine benzer islemler denklem (15.32)’nin ikinci
terimine uygulansin. Denklem (15.31)’de g(t) = g(t) + &g,.(t) yerine
koyulursa agagidaki denklem elde edilir.

[oe]

FO =0+ [ dulg@) +ag )] [ deh(e)
f dtshz(ts)f dt,[g(ts) + ggs(tél-)]f dtshy (ts)
f dtghy(te) Dux(ty + 1t + b3 — ty — t5 — t6)

—Zf dti[g(ty) + £gg(t1)]f dt2h1(t2)f dt3hy(t3) Dy (t1 + 1tz + t3)
(15.37)
ya da,

F(0) = 0,.(0) + j dt,[g(t)] f dtohy () f dts hy(ts)

_[ dt4g(t4)_[ dt5h1(t5)f dtehy(te) Dux(t; + 1ty +t3 —ty —ts — tg)

f dt,[g(t,)] f dtyh (t) f dtshy(t;) f dt,[59.(t,)] f dtsh (t5)

f dtehy(te) Dux(ty + 1ty +t3 — ty — ts — L)
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+f dt1[ggg(t1)]f dt2h1(t2)f dts h,(t3)

f dt4g(t4)f dt5h1(t5)f dtehy(te) Dux(ty + 1ty + 13—ty — ts
+f dt1[ggg(t1)]f dt2h1(t2)f dt3h2(t3)f dt4[5gg(t4)]f dtshy(ts)

f dtehy(te) Dux(t; + 1ty +t3 — ty — ts — tg)

2 j dty[g(t) + eg.(t)] f

— 00

dt2h1(t2)f dt3hy(t3) Dy (ty + t3 + t3)

(15.38)

d(e)
de

+f dtl[g(tl)]f dtzhl(tz)f dt3h2(t3)f dt4gg(t4)f dtshy (ts)

f dtehy(te) Dux(ts + 1t +t3 —ty —ts —ts)

+f dt1gg(t1)f dtzh1(t2)f dts h,(t3)

[ee)

_[ dt4g(t4)_[ dt5h1(t5)f dtehy(te) Dux(t; +ty +t3 —ty —ts — tg)

+25f dtl[gg(tl)]f dt2h1(t2)f dtshz(ts)f dt4[g£(t4)]f dtshy (ts)
f dtehy(te) Dux(ts + 1t +t3 —ty — ts — ts)

—zf dt1[gg(t1)]f dt2h1(t2)f dt3hy(t3) Dy (E + t3 + t3)
(15.39)
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d&(t)
de

&=0

+ f dt,[g(t)] f dtyhy () f dtshy (t5) f dtyg,(ts) f dtshs (ts)

f dtehy(te) Dux(ty + 1ty +t3 — ty — ts — tg)

+f dt1gg(t1)f dt2h1(t2)f dts h,(t3)

o)

f dt4g(t4)f dt5h1(t5)_[ dtehy(te) Dux(ty +ty +t3 — ty — ts — tg)

o)

—Zf dt1[gg(t1)]j dt2h1(t2)f dtzhy(t3) Dy (t1 +t; +t3)
(15.40)

Denklem (15.35)’dekine benzer sekilde bu denklemin ikinci
terimindeki integral siralari uygun sekilde degistirilir ve @,,(7) =
D (—17) oldugu dikkate alimirsa, denklem asagidaki hale doniisiir.

d&(t)
de

£=0

2] dt1gg(t1)f dt2h1(t2)f dts hy(t3)
f dt4g(t4)f dt5h1(t5)f dtehy(te) Dux(ty + t; +t3 — bty — ts — tg)

—Zf dt1[gg(t1)]f dtzhl(tz)f dtshy(t3) Dy (t1 + t3 + t3)
(15.41)

Simdi (15.36) ve (15.41), denklem (15.32)’de kullanilirsa asagidaki
denklemler yazilabilir.
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dP daz(t) dé’z(t)
el - =0 (15.42)
=0
ya da,
dpP o o ®
= =2 f dt,g,(t1) f dtyhy (t) f dts[g(ts)]
Eleg=0 —00 -0 —00

f dtyhy(ts) Oxx(t14t, — t3 — ty)

+2p | dunge) | dem@) | deshae)
f dt49(t4)f dtshy (ts)f dtehy(te) Dux(ty +tp +t3 —ty —ts —tg)

—2p f dt[g.(t)] f dtyhy () f dtshy (t3) B (b1 + by + t5) = 0
(15.43)

yada g.(t;) iceren integraller ortak oldugundan parantez disina alinirsa,

dfe . f dtlgs(tl)[f dtzhl(tz)f dtz[g(t3)]

_[ dtyhy(ty) Oux(t14ty —t3 —ty) + 2pf dtzh1(t2)f dts hy(t3)

_[ dt4g(t4)_[ dt5h1(t5)f dtehy(te) Dux(t; +ty +t3 —ty —ts — tg)
- ZPJ. dt2h1(t2)f dt3hy(t3)Dyy (t + 1t + ts)] =0

(15.44)

g4t) miimkiin olan bir agirlik fonksiyonu oldugundan yukaridaki
esitligin sifir olabilmesi ancak kare parantezin ic¢indeki terimin sifir
olmasiyla miimkiindiir. Sonug olarak asagida verilen denklem elde edilir
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| dehe) [ deloes)
f dtyhy(ty) Oux(t14ty — t3 —ty) + Pf dt2h1(t2)f dts hy(t3)

f dt4g(t4)f dt5h1(t5)f dtehy(te) Dux(ty + ty +t3 — ty — ts — L)

- Pf dchl(tZ)f dtzhy(t3)Pux (81 +t2 +13) =0
(15.45)
Bu denklem, Wiener-Hopf integral denkleminin degisik bir

formudur. Denklemin Fourier transform alinirsa,
Hy(=$)G(s)H1(5)@xx(s) + pH1(=5)Hp(=5)G (s)H1 ($)Hp(5)Brxc (5)
—pH1(=$)Hz(=5)Dyx(s) = 0 (15.46)
G(s)[Hy(=$)H1(s) + pHy(=5)Hz (=5)H1($)Hp(5)]B 1 (5)
—pH;(—S)H; (=)D (s) =0 (15.47)
Wiener-Hopf denkleminin terimleri asagidaki gibi olur.

W (s) = [Hy(=5)H1(s) + pHy(=5)Ha (—5)Hy () Ha (5)]@ (s) (15.48)

[(s) = pHy(—5)Hy(—5)Brx(s) (15.49)
Aranan sistemin transfer fonksiyonu ise asagidaki gibidir.
r(s) ]
W)l (15.50)
ARNTECN
Ornek 15.1

Sekildeki gibi bir tagit aski sistemi verilmis olsun. Yol girigi x(t)
gelisigiizel olup, spektrumu asagidaki ifadeyle verilmistir.

A
Prx(s) =—

—s2
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Aski sisteminin girigi x(t) ¢ikisi ise kiitleye uygulanan kuvvettir.
Tasarlanacak aski sisteminin,

P=?+p?

olarak tanimlanan bir performans kriterini minimum yapmasi
istenmektedir. Optimum aski sisteminin transfer fonksiyonunu bulun.

Tasit Kiitlesi

M I y(i

AskiSistemi
G(s) At)

Sekilde verilen aski sisteminin blok diyagrami asagidaki gibidir.

yo_| 1 |y +/L &)
N

y ()

x(t) 56) f(t)

Sl
%]
N

Sistemin yapist Sekil 15.2°deki gibidir. Anilan sekilde goriilen
fonksiyonlar buradaki durumda asagidaki gibidir.

1 1
Hy(s) :M Hy(-s) :M

Yukarida belirtilen asamalar uygulanirsa sirastyla asagidaki
denklemler elde edilir.

1 1
Hy(s) = 2 Hy(—s) = =99
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ST

o [ll, 11
OR T R fars ar i) Ty

A st+p ]
T M2 E) ) (E)(-s)

1 1
(s +p* +ij) (s +p* —1p4>

W(s) = (+5)(+5)(+5)

1 1 1 1
(s +iod) (st —io?)
()

Wos) = ESEDED)
I(s) = 1 A p_A[ 1 ]
3 M(s)(=s) ) (—s) M =) =)=
I'(s) _ oM
W) (s - p% +jp%) (s - p% —jp%) (s)
I'(s) B M
W= (s)
I'(s) M
G(s) = W‘(s)]+ _ ;/E
+ 1 1 1 1
W) (S + p* +ij) (s + p* —jpz)
(+s)(+s)(+s)
M\/Es2

11 11
(S + p* +jp4) (s + p* —jp4)

ya da optimum transfer fonksiyonu G, (s)
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M,[ps?
Go(s) = 1
s? + 2spa+ 2p

1
2

Bulunan transfer fonksiyonu Olculen bir x(t) i¢in aski sistemi
tarafindan M kitlesine uygulanmasi1 gereken kuvveti vermektedir. Yani
kuvvet kontrol eden bir servo sistemidir. Ancak uygulamada yol
yiikseltisinin sabit bir referansa gore Gl¢iilmesi zordur. Buna karsilik aski
sisteminin esnemesi &t) kolayca &lgiilebilir. Bu durumda kullaniimasi
gereken revize edilmis optimum transfer fonksiyonu G, (s) asagidaki gibi
bulunabilir.

_F()
Go(s) = XG)
F(s) ©
_F (s) B X(s) _ Gy(s
TR T T I®
X(s)  X(s)
Ama blok diyagramindan,

1
66) = |3776o )] ¥ = X()

ya da,
6(s) 1
XG) ~ msz o) 1
G,(s) Ms?G,(s)
G (s) = 1 . = G,(s) _OMSZ
sz Go(s) =1 70
M 2
Ms? \/,515 - I
s2 4+ 2spd + 2p2 M,/ps
G, (s) = PP - :

2 1 1
M\/Els - — Ms? \/E—sz—Zsp4—2p2
s2 + 2sp4 + 2p2

ya da, G, (s) asagidaki gibi bulunur.
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M\/Es2

Gr(s) = T 11
s? + 2spd + p2

Yukaridaki 6rnekte kullanilan yontem farkli yapidaki sistemlere de

uygulanabilir. Ancak yukaridaki ornekten goriildiigi gibi, optimum
sistemin bulunmasi olduk¢a fazla islem gerektirmektedir. Bu yiizden
bolimun sonunda verilen problemlerin ¢ozimleri ¢ok uzun oldugu takdirde
¢Oziimil yapilandirmaniz yeterlidir.

KAYNAKLAR

[15.1]

Wiener, N., Extrapolation, Interpolation, and Smoothing of
Stationary Time Series, Technology Press, Cambridge, 1949
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Linear Feedback Controls, 4™ Ed., John Wiley and Sons, New
York, 1967

[15.3] Schultz, D.G., Melsa, J.L., State Functions and Linear Control
Systems, McGraw-Hill Book Company, New York, 1967
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Irregularities, O.D.T.U., Master Tezi, 1974.

PROBLEMLER

15.1 Asagida bir yarim ara¢ modeli verilmistir. Arac saga dogru V hiziyla

gitmektedir. Yol girisi duragan gelisigtizel bir giris olup, spektral
yogunluk fonksiyonu @, (s) = AV/—s? seklindedir. A terimi yol
kalitesini belirleyen bir parametredir. Gi(s) ve Ga(s) kuvvet ¢ikish
olup, tasarlanmasi istenen optimum aski sistemlerinin transfer
fonksiyonlaridir. Minimum yapilmasi istenen performans kriteri,

P =3¢ + p10% + py67 + p3 6%

seklindedir. Arag saga dogru V hiziyla hareket ederken xi(t) girisi
sisteme t, = L/V siire 6nce uygulandigina gore, aralarinda,
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15.2

x1 () = x2(t — to)

gibi bir iliski vardir. Bu problemin ayrintili incelemesi Kaynak
[15.4]’de bulunabilir. Karmasik ve uzun oldugunda problemi sonuna
kadar cozmeniz beklenmemektedir. Once x;,(t) ve x,(t)
girislerinden ¢, 8, & ve & ¢ikislarini elde edeceginiz dort adet blok
diyagramini olusturun. Sadece y icin,

dy?(t)
de

£=0

terimini drnek olarak bulun. Coziimiin geri kalan kismini nasil elde
edeceginizi agiklayin.

0~ M, lg V (Hiz)
l< I J —
I L2 G L2
/
5 Ga(s) G2(s) &

Txl(t) ‘ Xa(t) i

Asagida bir ceyrek ara¢ modeli ve bunun blok diyagrami
goriilmektedir. Arag saga dogru V hiziyla gitmektedir. Yol girisinin
spektral yogunluk fonksiyonu, @, (s) = AV/—s? seklinde olup, A
terimi yol kalitesini belirleyen bir parametredir. Tasarlanmasi istenen
optimum aski sisteminin transfer fonksiyonu G(s) ile gosterilmistir.
Aski sistemi bir kuvvet servo-mekanizmasi olup, girisi &t), ¢ikisi ise
M ile m arasina uygulanan kuvvet Fs-dir. Minimum yapilmasi istenen
performans kriteri agagidaki gibidir.

P =2 + p52
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Performans kriterini minimum yapan aski sisteminin transfer
fonksiyonu G(s)’yi bulun.
Not: Coziim sirasinda kullanmaniz i¢in sistemin blok diyagrami da
seklin altinda verilmistir.

M

Asili Kiitle T y(t)

T

Aski Sistemi

G(s) &)
| Fs®)

Asili Olmayan Kiitle z(t)
m

k T X(t)

1 = J6)

[

&s)
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15.3 Asagida torna tezgahlarinda olusan titresimleri soniimlemek igin
Onerilen bir sistem goriilmektedir. Caki ucuna uygulanan kesme
kuvveti f(t) ile gosterilmistir. f(t) kuvveti spektral gii¢ fonksiyonu
#(S) olarak verilmis gelisigiizel bir fonksiyondur y(t) ¢aki ucunun
konumu, ki ve M sirasiyla gakiyr tastyan yapimin esnekligini ve
kitlesini, k> tezgahin esnekligini gostermektedir. Konum kontrol
eyleyicisinin  (piezoelektrik kristalli olabilir) girisi kuvvet
transdlserinden gelen sinyaldir. Cikis1 ise asagidaki denklemle
verilmistir.

L(s) =G()F(s);  L(s) = L[ID)] F(s) = L[f(®)]

. y2 terimini minimum yapacak G (s) ifadesini bulun.

| ¥
kl M kZ
ﬂ’_MAA_g M Korum 4._/VWLE
Eyleyicisi Z
y(t) K:}Wet ‘ 4
Transduseri I(t)
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MATRIS ISLEMLERI

Bu kitabin konulariyla ilgili matris islemleri cesitli kaynaklardan
yararlanarak derlenmis ve asagida sunulmustur [E1.1-E1.4]

Bu kitapta matrisler alt ¢izgilerle gdsterilmistir. Satir sayis1 m, siitun sayist
n olan, mxn boyutlu bir matrisin gosterim sekli asagidaki gibidir.

a1 8y 1
8y 8p - - 8

O TN (ELY)
_aml am2 amn

Eger x gibi bir vektor s6z konusuysa, izerinde transpoz sembol(
yoksa bu daima bir stitun matris olarak gosterilir.

X
Xz
X=| - (E1.2)
_Xn_
ya da,
X' =[x %X, - - x] (E1.3)

Eger m = n ise, matrise, kare matris denir. Bir kare matrisin
diyagonal terimleri 1, diger biitiin terimleri 0 ise, 6zdeslik matrisi | elde
edilir.

[ D (EL4)
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Transpoz:

Bir matrisin transpozu satir ve siitunlarim degistirerek bulunur.
Ornegin denklem (E1.1) ile verilen A matrisinin transpozu asagidaki
gibidir.

_all Ay - amlw
A, Ay - -

AT . (EL5)
_aln a, - - - aan

Simetrik ve anti-simetrik matrisler:

Bir kare matrisin elemanlar1 i¢in aj; = a;i esitlikleri biitiin i ve j’ler
icin gecerli ise, matris simetriktir. Bu durumda matrisin transpozu
kendisine esittir.

AT =A (A simetrik) (E1.6)

Bir kare matrisin elemanlari igin ajj = —aji esitlikleri biitiin i ve j’ler
icin gecerli ise, matris anti-simetriktir. Bu durumda matrisin transpozu
kendisinin negatif igaretlisine esittir.

AT =—A (A anti-simetrik) (E1.7)

Bir matris daima simetrik (As) ve anti-simetrik (Ass) kisimlarina
ayrilabilir. Bu durumda asagidaki esitlikler gegerlidir.

A:As +Aas (E1.8)
T
A =212 (EL9)
2
A-AT
=55 (E1.10)
Matrislerin Esitligi:

Iki matrisin boyutlar1 ayni ise ve biitiin i ve j degerleri igin a;j = aji
ise bu matrisler esittir.

Matrislerin Toplanmasi ve Cikariimast:

Iki matris ancak boyutlari ayniysa toplanabilir ya da gikarilabilir.
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Bu durumda, asagidaki esitlikler gecerlidir.

C=A+5 (Butun i ve j degerleri icin)  (E1.11)
utun 1 ve J degerleri i¢in .

A+B=B+A (EL12)

(A+B)+C=A+(B+C) (E1.13)

Matrisin Bir Sabitle Carpimi:

Bir matris herhangi bir k sabitiyle ¢arpilirsa, biitiin elemanlar1 bu
sabitle carpilir. Ornegin denklem (E1.1) ile verilen A matrisi icin asagidaki
esitlik yazilabilir.

kay  ka, - - - ka,
ka,, ka, - - - ka,,
a=la, |- EL19
[ Kay, Kap, - - - Kay,
Ayrica agagidaki ifade de gecerlidir.
k(A+B)=kA+kB (E1.15)

Matrisin Tlrevi:

Bir matrisinﬂ tlirevini almak demek, biitiin elemanlarinin tiirevini
alamak demektir. Ornegin denklem (E1.1) ile verilen A matrisi igin
asagidaki esitlik yazilabilir.

(4, 4, ... 4,

dt 11 dta‘12 dt 1n
T A P
4 :[_ ”}: at "t dt (E1.16)
dt— dt . . . . . .

d, 4, .4,

_dt ml dt m2 dt mn_

Ayrica asagidaki ifadeler de gecerlidir.

9 arpy=Taslp (E1.17)
dt dt dt
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S (AB)="=B+A= (E1.18)

Matrisin Integrali:

Bir matrisin integralini almak demek, bitin elemanlarimn
integralini alamak demektir. Ornegin denklem (E1.1) ile verilen A matrisi
icin agagidaki esitlik yazilabilir.

_Jalldt Ialzdt Coe _[alndt_
[ 2t =[[ 2,0t I il I S J = (E119)
_J ar;qldt J-an;zdt J.an.mdt_
Ayrica asagidaki ifade de gegerlidir.
j(/_n B)dt = jAdt +j5dt (E1.20)

Matrislerin Carpimu:

Iki matrisin garpilabilmesi igin aralarinda boyut uyumu olmasi
gereklidir. Yani, AB gibi bir matris ¢arpimi A’nin siitun sayisi B’nin satir
sayisina esitse miimkiindiir. Eger,

AB=C (E1.21)

olarak verilmigse ve A’nin boyutu nxr, B’nin boyutu rxm ise, C’nin boyutu
nxm olur. C’nin elemanlari asagidaki gibi elde edilir.

Cij = kz‘,aikbkj (E1.22)
=1

Ozel durumlar disinda,
AB=BA (E1.23)

esitsizligi gecerlidir. Bu yiizden bir matris baska bir matrisle ¢arpilirken,
sag taraftan m1 yoksa sol taraftan mi ¢arpilacagi bilingli olarak yapilmalidir.
Matrisler cinsinden yazilmis bir denklemde iki tarafi da ¢arpan bir terimin
birbirini gotiirmesi eger bu terimler esitligin iki tarafim1 da ayn taraftan
carparsa miimkiindiir. Ornegin,

(A+B)X =(D+E)X (E1.24)
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gibi bir ifadede X esitligin iki tarafin1 ayni taraftan carptigi i¢in birbirini
gotardr,

A+B=D+E (E1.25)

elde edilebilir. Buna karsilik,

X(A+B)=(D+E)X (E1.26)

gibi bir ifadede X terimleri birbirini gotiirmez.
Matris ¢arpimi iglemlerinde,

- AB=0 olmasi, A=0 yada B =0 oldugu sonucunu vermez.
- AB=AC olmasi, B=C sonucunu vermez.

- (AB)C = A(BC) esitligi gegerlidir.

- A(B+C)=AB+ AC esitligi gecerlidir.

- 1A= Al = A esitligi gecerlidir.

Matrisin Minorleri:

Bir A matrisi kare olsun veya olmasin, kare formdaki buttn alt
matrislerine A’nin mindrleri denir. Kare formundaki bir A matrisinin ij-

minorti M ;;, A matrisinde i’inci satir ve j’inci siitiinu yok ederek elde edilen
matristir.

Matrisin Determinanti:

Determinant sadece kare matrisler i¢in tanimlidir. nxn boyutlu bir
matrisin determinanti agagidaki gibi yazilabilir.

det[A]= iaij (-1 detM, ] (E1.27)
j=1

Bu denklemde i terimi, 1 ile n arasinda (1 <i<n) herhangi bir deger
olabilir.

Determinantla ilgili asagidaki ifadelerin kullanilmasi kolaylik
saglar.

det[AB] = det[A]det[B] (E1.28)

det[k A]=k" det[A] (A matrisi nxn boyutlu)  (E1.29)
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Matrisin Tersi:

Bir matrisin tersini alinmasi ancak kare matrislerde mimkdndur.
Eger bir A matrisinin tersi A olarak gosterilirse asagidaki ifade gegerlidir.

AAT=ATA=1I (E1.30)

Bir kare matris A’nin tersinin alinabilmesi igin tekil olmamasi, yani
determinantinin sifir olmamasi gereklidir. A’nin tersi asagidaki denklemden
bulunabilir.

At ai(A)

= E1.31
T det(A) ( :

Bu denklemde adj(A), ek matristir (adjoint matris) ve kofaktor
matrisinin transpozudur. Ek matris asagidaki denklemlerle gibi ifade edilir.

r AT
cof a;; cof a;, cof a;,
cof a,, cof a,, cof a,,
adj(A) =[cof a; [ = (E1.32)
| cofa, cofa, cof a,, |
cof a; = (~1)" det[m, | (EL.33)
Ornek:
4 1 2
A=12 1 3 (E1.34)
1 4 6

matrisinin tersini bulun.

Matris tersi almak icin yukaridaki islemler yiiritiiliirse, sirasiyla
asagidaki ifadeler elde edilir.

det[A]=-19 (E1.35)
-6 -9 7

cofa;|=| 2 22 -15 (E1.36)
)
1 -8 2
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-6 2 1
fa.
Al=[C§ t?/'i)]T =%9 9 2 -8
e A —
7 -1 2 (E1.37)

6/19 -2/19 -1/19
=| 9/19 -22/19 8/19
-7/19 15/19 -2/19

A matrisinin boyutu biiyiik oldugunda tersini elle hesaplamak
oldukca emek gerektirir. Bu amagla uygun bir yazilim kullanilabilir.
Ornegin MATLAB yaziliminda inv(a) komutu bir a matrisinin tersini alir.

Bir kare matris daha kigcik boyutlu kare matrisler cinsinden
kompozit bir bigimde verilmisse, asagida verilen formiil ¢ok kullamislidir
[E1.2]. P matrisi 2nx2n boyutlu olsun. Bu matris asagidaki gibi nxn
boyutlu alt matrisler cinsinden yazilsin.

b {9 ﬂ (E1.38)

TR

P nin tersi i¢in agsagidaki ifade yazilabilir [E1.3].

P‘le ﬂl:{é 5} (E1.39)
- [T R c D

Burada A, B, C ve D matrisleri asagidaki gibi tanimlanmigtir.

A=(Q-SR'T)* (E1.40)
C=-R'TA (E1.41)
D=(R-TQ"S)" (E1.42)
B=-Q'SD (E1.43)

Asagida matrislerle ilgili diger bazi faydali formiller verilmistir.
(AB)" =B'A (E1.44)

(AB)*=BA™ (E1.45)

% (x" QX) = 2Qx (E1.46)
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2
;70; Qx)=2Q (E1.47)
ai (wz)=2" Z—W+%VJ (E1.48)
X X ox
KAYNAKLAR

[E1.1] Wylie, C.R., Barrett, L.C., Advanced Engineering Mathematics,
ISBN 0-07-113543-X, McGraw-Hill, New York, 1995.

[E1.2] Westphal, L.C., Handbook of Control Systems Engineering 2™ Ed.,
ISBN 0-7923-7494-0, Kluwer, Norwell, Massachusetts, 2001.

[E1.3] Hsu,J.C., Meyer, A.U., Modern Control Principles and
Applications, ISBN 07-030635-4, McGraw-Hill, New York, 1968.

[E1.4] Petersen, K.B., Pedersen, M.S., The Matrix Cookbook,
http:/matrixcookbook.com, 2008.



EK 2

MATLAB KOMUTLARI

Bu kitabin giris boliimiinde kontrol sistemi tasarim yontemlerinin
teorisini bilmeden, kisitlarin1 kavramadan kapali kutu karakterindeki hazir
programlart kullanmanin sakincalarindan s6z edilmisti. Ancak bu
yazilimlarin tasarim siirecine getirdigi hiz ve verimlilik artis1 da goz ardi
edilemez. Burada kitapta verilen tasarim yontemlerine iliskin MATLAB
komutlar1 hakkinda bilgi verilmektedir. Boliimlerin sonunda verilen
problemlerin ¢oziimiinde MATLAB’den asagidaki kurallar iginde
yararlanabilirsiniz.

- Amaciniz, yapmaniz gereken tasarimi esaslarim1 anlamadan
MATLAB’e yaptirmak degildir. Kendi m-dosyalarizi
hazirlayin.

- Aksi belirtilmemigse yer egrisi ¢izimi, Bode diyagramlar
cizimi, diferansiyel denklem ¢6ziimii, matris islemlerinin
yapilmasi, sonuglarin grafik hale getirilmesi gibi, size hiz ve
verimlilik artig1 saglayacak komutlart kullanabilirsiniz. Buna
karsilik, verilen girdileri kullanarak dogrudan tasarim
sonuglarini veren komutlar1 kullanmaktan kagmin. Bu tiir
komutlar yeri geldiginde isaretlenmigtir.

Asagidaki cizelgede ihtiyacimiz olabilecek bazi MATLAB
komutlar1 ve kullanim amaglar1 ¢izelge halinde 6zetlenmistir. Bu liste
komutlar1 hatirlatma amachdir. Komutlarin kullanim ayrintilari igin
MATLAB yardim dosyasina bagvurunuz.

Komut Kullanim Amaci
a=[231;310]
a=[1;3; 4] Matris tanimi
a=[134]v.b.
a=[1342]v.b. Polinom tanim1
a=bxc Matris ¢arpimi
abs Mutlak deger
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Ackerman yontemiyle kutup

acker yerlestirme (Problemlerin ¢6ziimiinde
kullanmayin.)
bode Bode diyagramlar1 ¢izimi
Konvoliisyon
conv .
Polinom ¢arpimi
ctrb Kontrol edilebilirlik matrisi
det Determinant bulunmasi
eig Matris 6zdegerleri
figure Yeni grafik agmak
for Dongii olusturmak
function Fonksiyon m-dosyasi olusturmak
hold Cizilen grafigi korumak
Matris Riccati denklemi ¢6zimi
icare (Problemlerin ¢ézumiinde
kullanmayin.)
if Sartli iglem
impulse Impuls cevap
. Durum denklemlerinin baglangig
initial
sartina cevabi
inv Matris (kare) tersi alinmast
Kalman filtresi tasarimi (Problemlerin
kalman e
¢Ozlimiinde kullanmayin.)
length Vektor uzunlugu
Isim Herhangi girise zaman cevabi
Lineer karesel Gaussian kontrol
lqg (Problemlerin ¢ziimiinde
kullanmayin.)
I Lineer karesel kontrol (Problemlerin
qr D
¢Oziimiinde kullanmayin.)
obsv Gozlenebilirlik matrisi

ode23s, ode45 ve diger ode
fonksiyonlar

Adi diferansiyel denklem ¢6ziimu
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Kutup yerlestirme (Problemlerin

place ¢Oziimiinde kullanmayin.)
plot Grafik cizmek

poly Karakteristik polinom

rank Matris ranki

residue Kalint1 bulunmasi

rlocus Yer egrisi ¢izimi

roots Polinom kokleri bulunmasi
size Vektor veya matris boyutu
step Basamak cevap

tf Transfer fonksiyonu tanimi

transpose

Matris transpozu
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WIENER-HOPF iINTEGRAL DENKLEMININ
cOZUMU [E4.1, E4.2]

Wiener—Hopf denkleminin formu asagidaki gibidir.

foog(tl)W(r— t))dt; —I'()=0 720 (E4.1)

Bu denklemde t > 0 sart1 olmasaydi Fourier transform yoluyla
kolayca cozllebilirdi. Bu sartin olmasi ¢oziimiinde 06zel yontemler
kullanilmasini gerektirir. Wiener tarafindan gelistirilen yontemde Wiener—
Hopf denklemi 6nce t > 0 sartinin olmadig1 bir denkleme dontstiiriiliir,
sonra da Fourier transformu kullanilarak ¢6ziim elde edilir.

Simdi,
WD) =0 <0 '

ozelligine sahip iki uygun yardimci fonksiyon tanmimlansin ve W(7)
fonksiyonu bu iki fonksiyonun konvoliisyonu olarak ifade edilsin.

W(z) = j W= (L)W (t — t,)dt, (E4.3)

Denklem (E4.3)’de gegen W (z) terimi, ¢ift Gsll bir fonksiyon olup
bu kitapta otokorelasyon fonksiyonuna karsilik gelmektedir.

Benzer sekilde I'(z) fonksiyonunu yukarida tanimlanmig olan
W~(z) ve yeni tammmlanan »(7) gibi bir yardimci fonksiyonunun
konvolisyonu olarak ifade edilsin. Burada y(z) fonksiyonu, argiimaninin
hem pozitif hem de negatif oldugu durumlarda sifirdan farkli degerlere
sahip olabilir.

= woee - (E4.4)
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Denklemler (E4.3) ve (E4.4), denklem (E4.1)’e argiimanlari uygun
sekilde diizenlenerek yerine koyulursa asagidaki denklem elde edilir.

f g(t1) [.f W= ()W (T —t; — tz)dtz] dty

— me‘(tz)z(r —t,)dt, =0 >0 (E4.5)

Bu denklemde birinci terimdeki integrallerin siras1 degistirilirse,

denklem asagidaki hali alir.

f_ W=(ty) {U_ gAOW*(t —t; — tz)dtl] - AT - tz)}dtz =0

t>0 (E4.6)

Ama W~ (t,) fonksiyonu argiimani negatif oldugunda daima sifir,
pozitif oldugunda ise sifirdan farkli olabildiginden, bu esitligin saglana-
bilmesi i¢in kivrik parantez igindeki integralin t> 0 ve T — t, > 0 igin sifir
olmasi gereklidir. Boylece asagidaki denklem elde edilir.

j gIWrTr—t,—t)dt—pf(t—t,) =0 t>20 7—t, =>=0
- (E4.7)
yadat — t, = t; olarak tamimlanirsa,

f gOWr(t—t))dt; — ft) =0 t>0 (E4.8)

olur. Bu esitligin birinci terimi W (t) negatif t icin sifirdir. Ikinci terim ise
asagidaki gibi ayristirilsin.
) =y, (@®)+ (@)

7, (=0 t<0 (E4.9)
y()=0 t>0

A1) negatif zaman i¢in sifirdan farkli bir degere sahip oldugundan,
denklem (E4.8) dolayisiyla t’nin tiim degerleri i¢in asagidaki denklem
gegerli olur.
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foog(tl)W“L(t —t)dt; — 7, () =0 (E4.10)

Fourier transform cifti agagidaki gibi tanimlidir.

F(s) = f ooe_“f(t) dt (E4.11)
N StF(s)d E4.12
f(t)—gf_jooe (s)ds (E4.12)

Eger f(t) negatif zaman i¢in sifira esitse, F(S) nin biitiin kutuplari
kompleks diizlemin sol tarafindadir. Eger f(t) pozitif zaman icin sifira
esitse, F(S)’nin biitiin kutuplari kompleks diizlemin sag tarafindadir. Bir f(t)
fonksiyonu zamanin biitiin degerleri i¢in sifirdan farkli degerlere sahip ise,
sanal eksenin ik tarafida da F(s)’nin kutuplar1 vardir.

Denklem (E4.10)’un iki tarafinin Fourier transform alinirsa,

GEOW*(s)—y,(s)=0 (E4.13)
ya da,
o) = 2 (E4.14)
W= (s)
Denklem (E4.3)’in iki tarafinin transformunu alip, W~(s)
cozhlrse,
W(s) = L&) E4.15
=W s (E4.15)
denklem (E4.4)’{in iki tarafinin transformunu alip, y(s) ¢cozulurse,
)= Fs) E4.16
}/(S - W_(S) ( . )
ve
r(s)
y.(s) = [ - (E4.17)
A T BIR

yazilabilir. Denklemler (E4.17) ve (E4.14)’den Wiener-Hopf denkleminin

¢cozumi olarak asagidaki ifade bulunur.
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W=(s)
W(s)

F(s)]

G(s) = (E4.17)

Bu denklemde, [MI;E—S()S)] terimi agagidaki gibi bulunur.
+

&] _ [r(s) [r(s>
.

w=(s) w-ol ~ L (5)]+ teriminin biitiin kutuplari

kompleks duzlemin sag tarafinda olmak kaydiyla,

V;E—S()S) ifadesinin sadece sanal eksenin sol tarafindaki

kutuplarini igeren kismu.

W*(s) terimi W(s)'nin sadece sanal eksenin sol tarafindaki
kutuplarini ve sifirlarini; W~ (s) terimi ise W (s)'nin sadece sanal eksenin
sag tarafindaki kutuplarini ve sifirlarini igerir.

Coziim sirasinda kutuplarin ve sifirlarin  yukaridaki sekilde

ayrigtirtlmasi dolayisiyla, bu isleme spectral ayristirma yontemi denir.

KAYNAKLAR

[E4.1] Wiener, N., Extrapolation, Interpolation, and Smoothing of
Stationary Time Series, Technology Press, Cambridge, 1949

[E4.2] Newton, G.C., Gould, L.A., Kaiser, J.F., Analytical Design of
Linear Feedback Controls, 4" Ed., John Wiley and Sons, New
York, 1967



EK4

KONVOLUSYON INTEGRALI VE FOURIER

TRANSFORMU OZELLIKLERI VE
TABLOLARI

Konvoliisyon Integrali Ozellikleri [E5.1]

Fonksiyonuyla
Konvoliisyon

Tamm YO =@ 60 =[x ©OnE -0
Komutatit 11 (6) * ,(6) = 0,(8) % 3, ()
I?istrib[]tif xq () * [ (1) + x3(t)]
Ozellik = [t () * %2 ()] + o1 () * x3(8)]
LSS0 (0 * () * x3 (O] = [, (6) » 2 (O] %30

y(&) = x1(6) * x5(2) ise,
ia’lolr;(?lrlma x1(8) * x5 (t = To) = y(t = Tp)
Ozelligi x,(t — To) * x,(t) = y(t — Tp)

X1 (=T *x(t —Tp) =yt —Ty — T3)

Impuls

x(t) * 8(t) = x(t)

Fourier Transformu Ozellikleri [E5.1-3]

Transform X(w) — T[x(t)] — f X (t)e_j(‘)tdt
Tanimi —00

Ters 1

Transform x(t) = F X (w)] = _f X(w) el®tdw
Tanimi 27 ) oo

Ozellik Zaman Bolgesi, x(t) Frekans Bolgesi, X(w)
Lineerlik ax;(t) + bx,(t) aX;(w) + bX,(w)
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Fourier Transformu Ozellikleri (Devam)

Zaman _ _
Kaydirma x(t+ To) et 0T X (w)
Frekans _ B
Kaydirma etI®olx(t) X(oF wgy)
Zaman Isareti
Degisimi x(=t) X(-w)
Zaman
1
Iskalasi x(at) ~x (ﬁ)
Degisimi la] " \a
Zamana Gore d )
Tirev i (®) jwX(w)
Zamana Gore dm -
Katl Tiirev am > ®) (Jw)"X(w)
Zamana Gore *©
Integral j x(t)dt X(w)
—w T
Konvolusyon %1 (£) * X, (t) X, (@)X, ()
f ) (t)d ! X(0)
x(t)at o
Egri Altindaki — 21
Alan -
x(0) f X(w)dw
Parseval © 1 ,
Ozdesligi f X ®)dt = 7 f_ oo|X(ao)| dw

Fourier Transformu Ciftleri [E5.4, E5.5]

Fonksiyon, x(t)

Fourier Transformu, X(w)

x(t)

X(w)

= Flx(t)] = foox (e I@tdt

2né(w)




Fourier Transformu Ciftleri (Devam)
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5(t) 1
ejwot 27'[6(0) - (l)o)
N h(t) 1
Birim basamak mé(w) +j_w
sgn(t) i
jw
1 T —alol
a? + t2 al
cos(wyt) T[6(w — wy) + §(w + wy)]
sin(wyt) 2[5(0) — wp) — 8(w + wy)]
h(t)cos(wyt) r [6(w — wg) + 6(w + wp)] + Jo >
2 —w
. T w?
h(t)sin(wyt) Z [6(w — wg) — 6(w + wy)] + W

h(t)e % cos(wyt)

a+jw
wé + (a + w)?

h(t)e~%sin(wyt)

Wo

wé + (a + w)?

e~®tl (a>0)

2a
a? + w?

h(t)e~t (a>0)

1
a+jw

h(t)te~ 4t (a>0)

1
(a+jw)?
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