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ONSOZ

Miihendislik egitiminde lisans diizeyinde okutulan temel dinamik dersleri i¢in yeterli Tiirkce
kaynak olmasina karsin, yiiksek lisans diizeyinde okutulan ileri diizeydeki dinamik dersleri
icin aynisini sOylemek miimkiin degildir. Bu kitap 6zellikle bu ihtiyaca cevap vermek iizere
hazirlanmistir. Bu yiizden ileri dinamik konularini ¢ok kapsamli ve ayrintili olarak ele almak
yerine, kitabin icerigi bir donemlik bir ileri dinamik dersinde yer alabilecek konularla sinirh
tutulmustur. Ogrencinin egitimine yardimci olmak amaciyla oldugunca fazla sayida 6rnek
verilmis, boliimlerin sonuna ¢ok sayida problem eklenmistir.

Yurt disinda lisans diizeyinde Ogretilen Hamilton prensibinin Tiirkiye’de yiiriitiilen
mithendislik lisans programlarinda yer almamas1 6nemli bir eksikliktir. Bu eksikligi telafi
etmek icin kitabin baslangicina Hamilton prensibinin anlatildigi bir bélim koyulmus,
Lagrange denklemleri Hamilton prensibinden tiiretilerek ileri dinamik konularina gecis
yapilmistir.

Yazar kitabin tiim Ogrencilere ve egitimcilere iicretsiz olarak erisimini saglamak amaciyla,
yayin haklarim1 herhangi bir yayinevine devretmemis, telif haklarin1 kendi iizerinde tutmus ve
acik kaynak olarak elektronik ortamda yayilmasina olanak saglamistir. Bu kitap kaynak
gostermek kaydiyla ¢cogaltilabilir ve dagitilabilir.

Yiicel Ercan
Aralik 2014, Ankara



1
NEWTON KANUNU

Dinamik problemlerinin ¢6ziimiinde neredeyse daima iki temel yaklagimdan biri
kullanilir. Bunlardan biri Newton Kanunun dogrudan uygulanmasidir. Diger yaklasim ise
Hamilton Prensibi adi verilen dolayli bir yaklasimdir. Newton Kanunu ve Hamilton Prensibi
biri digeri yerine kullanilabilen hipotezlerdir. Yani bunlar kanitlanmaz, dogruluklari
varsayilir. Dinamikte kullanilan biitiin denklemler bu hipotezlerin birinden ya da digerinden
tiretilebilir. Ancak, karmasik problemlerde Hamilton Prensibinin kullanilmasi Newton
Kanununa gore daha kolaydir. Bu béliimde karmasik problemlerde Newton Kanununun
kullaniminda karsilasilan gii¢liikler aciklanacaktir.

1.1 Newton Kanunu

Newton Kanunu bir kiitle par¢aciginin momentumunun degisme hiziyla bu pargacia
uygulanan kuvvet arasinda

P

=F 1.1
dt F (.1

gibi bir iligki oldugunu varsayar. Bu vektorel ifade Newton Kanunu’nun en 6z ifade bi¢imidir.
Miihendislikte kullanilan muhtelif Newton Kanunu ifadelerinin hepsi yukaridaki denklemden
tiiretilmistir.

Sekil 1.1°deki XYZ eksenleri bir atalet koordinat sistemine ait olsun. Atalet koordinat
sistemi bu sisteme gore koordinatlart sabit olan bir kiitle par¢acigim yerinde tutmak igin
kuvvet uygulanmasim gerektirmeyen bir koordinat sistemidir. Ornegin yildizlara gore sabit
bir koordinat sistemi ya da donmeden uzayda sabit hizla kayan bir koordinat sistemi atalet
koordinat sistemi olarak alinabilir. Herhangi bir eksen etrafinda donen ya da ivmeyle kayan
bir koordinat sistemi ise atalet koordinat sistemi olamaz.

\z
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Sekil 1.1



Sekilde goriilen atalet koordinat sistemi iginde kiitlesi m olan bir pargacik olsun. Bu
parcacigin koordinat sistemi i¢indeki yeri bir 7 konum vektoriiyle tanimlanmis olsun. Kiitle
parcaciginin hizi ise konumun zamana gore tiirevi oldugundan

dr -
= =7 1.2
5 (1.2)

olarak yazilabilir. Momentum ise hiz ve kiitlenin carpimi oldugundan denklem (1.1)’den
asagidaki denklemler tiiretilebilir:

p=mr (1.3)
F :%(mr*) (1.4)
F=mr (1.5)

Simdi de n sayida kiitle parcaci@indan olusan rijit (yani esnemeyen) bir govdeyi ele
alalim. kK’ 1nc1 pargaciga diger pargaciklar tarafindan uygulanan sistem ic¢i kuvvetlerin toplami
F . » disardan uygulanan kuvvetlerin toplami ise F '« 1se, bu parcacik icin Newton Kanunu

asagidaki gibi yazilr:

R
Fy+F;, = E(mk 7o) (1.6)

Yukaridaki denklem »n sayidaki parcaci@in her biri i¢in yazilir ve yazilan bu
denklemler toplanirsa, asagidaki denklem bulunur:

no_ n_o_ nd - d & -
S E +Y F=>—(mi)=—> (mF) (1.7)
k=1 k=1 o dt dtig

=1

Newton’un 3. Kanunu geregi tepki etkiye esit oldugundan i¢ kuvvetlerin toplami
sifirdir:

F, =0 (1.8)

k=1

Dolayisiyla, n parcaciga sahip sistem i¢in Newton Kanunu asagidaki hali alir:

5~ d 3 -
2 Fu =2 (mR) (1.9)
k=1 Lo
Agirlik merkezinin konumu 7. asagidaki denklemle tanimlanirsa,
(kZ_jlmk)FC =Mr7, = kz_;l(mka) (1.10)

n parcaciga sahip sistem i¢in Newton Kanunu agirlik merkezinin konumu ve gévdenin toplam
kiitlesi cinsinden asagidaki hali alir:



n - d .
F,=—MTr, 1.11
o * dr (M7e) ( )
7 konum vektdriiyle tanimlanan bir noktaya uygulanan bir F kuvvetinin orijine gore
momenti M asagidaki gibi tanimlanir:

—

M =FxF (1.12)

Tek bir kiitle parcacigir olan sistem icin, denklem (1.4)’iin iki tarafi soldan 7 ile
carpilirsa,

fxﬁ:?xi(mf») (1.13)
dt
ya da,

FxF = Fxmi (1.14)

bulunur. Diger taraftan,

%(fx;nr*):r*m?ﬁx;n# (1.15)

ve Fxmr =0 oldugundan, denklem (1.14) asagidaki hali alir:

M:fxﬁ:di(fx,nr*) (1.16)
1

Bu denklemde gecen (Fxm7F) terimine yoriingesel acisal momentum denir.

Dolayisiyla, s6z konusu kiitle parcacigi icin Newton Kanunu, "acisal momentumun degisme
izt momente esittir" olarak da ifade edilebilir.

n sayida kiitle pargacigindan olusan rijit bir gévdenin her bir pargacigi icin denklem
(1.16) yazilirsa ve bu denklemler toplanirsa,

n

n - - n . - - d - -
Zrkka :Z[rkX(de+Fik)]:ZE(rkxmrk) (1.17)
k=1 k=1

k=1

bulunur. Denklem (1.8) kullanilirsa, n parcaciga sahip bir govde i¢cin Newton Kanunu
alternatif olarak asagidaki gibi de yazilabilir:

n n

> xﬁdk)=%2(?k X mr, ) (1.18)

k=1 k=1

Denklem (1.9) ya da bunun alternatifi olan denklem (1.18), rijit bir gdvdenin
dinamigini tanmimlar. Eger incelenen sistemde birden fazla gévde varsa, bu sistemin dinamik
davranisini belirlemek icin her bir govde i¢in bu denklemlerin yazilarak c¢oziilmesi gerekir.
Ancak bu c¢oziim sirasinda govdeler arasindaki karsilikli kuvvetlerin de ¢o6ziilmesi
gerektiginden Newton Kanununun ¢ok govdeli karmasik sistemlere dogrudan uygulanmasi
zordur. Diger bir zorluk da denklemlerde hizlarin tiirevlerinin, yani ivmelerin yer almasidir.



Hamilton Prensibi ve bundan tiiretilen Lagrange denklemleri, bir sistemde yer alan govdeler
arasindaki kuvvetlerin coziilmesini gerektirmeyen ve ivmelerin dogrudan kullanilmadigi
alternatif bir yontemdir. Yontem bu 6zellikleri dolayisiyla 6zellikle ¢cok govdeli ve karmasik
yapili sistemlerin dinamik denklemlerinin ¢ikarilmasinda biiyiik kolaylik saglar.

1.2 Kinematik iliskiler

Miihendislikte karsilasilan pek ¢ok problemin ¢o6ziimiinde hareket halinde olan
koordinat sistemleri kullamlir. Ornegin ugus halinde bir ucagin kanat titresimlerinin analizi
yapilirken bu titresimler ugak govdesine sabitlenmis koordinatlara gore belirlenir. Ucak
govdesine bagli olan koordinatlar ise cografi koordinatlara gore hareket halindedir. Cografi
koordinatlar ise diinyanin uzaydaki hareketi dolayisiyla yildizlara gore sabit olan atalet
koordinatlarina gore hareket eder. Newton Kanunu atalet koordinatlarinin kullanilmasin
gerektirir. Dinamik problemlerinin ¢6ziimiinde hareketli koordinatlar da isin icine girdiginde,
Newton Kanununun gerektirdigi ivmelerin hareketli koordinatlara gore tanimlanmig
degiskenler cinsindenden bulunmasi ¢ok zor olabilir.

Sekil 1.2°de XYZ-koordinat sistemi atalet koordinat sistemidir. xyz-koordinat sistemi
ise buna gore hareket halinde olan bir koordinat sistemidir. Uzayda bir S noktasinin xyz-
koordinat sistemine gére konumu bir 7 vektoriiyle, xyz-koordinat sisteminin orijininin XYZ-
koordinat sistemine gore konumu ise bir R vektoriiyle tanimlansin. xyz-koordinatlarinin XYZ-
koordinat sistemine gore agisal hiz1 @ olsun.

!

Sekil 1.2
1.2.1 Konum
S noktasinin atalet koordinat sistemine gére konumu olan p asagidaki gibi bulunur:
P=R+7F (1.19)
1.2.2 Hiz

Hiz konumun tiirevi olduguna gore S noktasinin atalet koordinat sistemine gore olan
hiz1 ,5 denklem (1.19)’un tiirevini alarak elde edilir:



G=p=R+7 (1.20)

Bu denklemde gecen R terimi xyz’nin orijininin atalet koordinat sistemine gore
hizidir. Hareketli koordinat sistemi icinde tanimlanan 7 bir vektordiir ve her vektor gibi boyu
ve yonil ile tamimlanir. Bu iki 6zelliginden herhangi biri veya ikisi degisirse bir tiireve
sahiptir. 7 vektoriiniin x, y ve z yOnlerindeki bilesenlerinin boylar sirasiyla x, y ve z; bu

yonlerdeki birim vektorler de u , i , ve ﬁz ise,

Fo= i, + yil, +zid, (1.21)
ya da,

Fo= i+ Vi, + Zil, +xil + i, + Zil (1.22)

yazilabilir. Denklem (1.22)’nin sag tarafindaki ilk ii¢ terim 7 vektOriiniin xyx-koordinat
sistemine gore goreli degisimidir ve kisaca asagidaki sekilde gosterilebilir:

or .
E =Xu,+yu, +zu, (1.23)

r

xyz-koordinat sistemi i¢inde boyu ve yeri sabit bir A vektorii olsaydi, bu vektoriin
degisimi sadece xyz-koordinat sisteminin agisal iz1 @ dolayisiyla ve yon degisikligi seklinde
olabilirdi. A vektoriindeki bu degisim asagidaki gibi olurdu:

A=dxA (1.24)

u,, u, ve u_ vektorleri de xyz-koordinat sistemine gomiilii vektorler oldugundan,

denklem (1.24)’le verilen yontem bu vektorlere uygulanirsa, denklem (1.22)’nin son ii¢ terimi
asagidaki gibi yazilabilir:

Xid, + YU, +zil, = XOXU, + yOXi, + 2OXU,

=OX (X, +yu,+zi )=0OXF (1.25)

Simdiye kadar elde edilen sonuglar denklem (1.20)’de kullanilirsa, S noktasinin hizi
asagidaki gibi elde edilir:

ﬁ=f€+d)><?+[ij (1.26)
ot ),

Yukaridaki sonuglar dikkate alindiginda herhangi bir B vektoriiniin XYZ ye gore
degisim hizin1 bulmak icin asagidaki ifadenin kullanilabilecegi goriiliir:



dB (0B _ d _
22 122 7 =l = 7 1.27
o (atererB Katjr +a)><}B ( )

Bu ifadenin sag tarafinda yer alan, koseli parantez icindeki terim vektorlerin XYZ’ye gore
degisim hizilarin1 bulmak i¢in bir operator gibi kullanilabilir.

1.2.3 ivme

Ivme hizin tiirevi olduguna gore, S noktasinin ivmesi d, denklem (1.26)’nin tiirevini
alarak asagidaki gibi bulunur:

5=§=ﬁ=§+%[@x?+(g—:)r} (1.28)

Denklem (1.28)’deki koseli parantez icindeki terim bir vektor olup, bunun degisim
hizim1 bulmak i¢in denklem (1.27) ile verilen genel ifade kullanilirsa S noktasinin ivmesi
asagidaki gibi bulunur:

a=§+é)x?+5)x{@_il +@x?}+{(%l +@x}@_’:l (1.29)

ya da,

e . — 2~»
5=I§+c?)x?+cbx(5)x?)+25)x(g—:] +(§Tfj (1.30)

Denklem (1.30)’un sag tarafindaki iiglincii terim merkezcil ivme, dordiincii terim ise
koriyolis (coriolis) ivmesidir.

Newton Kanunu uygulanirken ivmelerin kullanilmasi gerekir. Atalet eksen takiminda
ivmelerin bulunmasi ise denklem (1.30)’dan goriildiigii gibi cok karmagik bir hal alabilir. Bu
durum Newton Kanununun karmagik sistemlerde kullanilmasinin Oniindeki en Onemli
engeldir. Bir sonraki boliimde ayrintilari anlatilacak olan Hamilton Prensibi ise ivmelere
gerek duymaz; sadece hizlarin ve konumlarin belirlenmesi yeterlidir. Bu yiizden ozellikle
karmasik sistemlerde kullanilmasi daha kolaydir.



2

MEKANIK SISTEMLER ICIN
HAMILTON PRENSIBI

2.1 Kinetik Enerji ve Kinetik Ko-enerji

Bir kiitle pargacigi icin Newton Kanunu,

F=

S

2.1)

olarak ifade edilir. Bu ifade atalet referans koordinatlarina gore gegerli olup, p terimi kiitle

parcaciginin momentumudur. Momentumla kiitlenin hizi Vv arasinda asagidaki gibi
tanimlanan bir yapisal iligki vardir (Sekil 2.1).

p) =—= (22)
i

2
C

Burada ¢ 151k hizidir. Eger kiitle parcaciginin hiz1 1s1k hizinin ¢ok altinda ise yapisal iliski
ifadesi asagidaki gibi lineer hale gelir:

(V) = mv (2.3)

Yapusal iliski

Sekil 2.1



Sekil 2.2°deki gibi 7(f) vektoriiyle tanimlanan bir yol ve bu yol boyunca hareket eden
m kiitlesine sahip bir parcacik olsun.

Z F(1)
g
7(1)
F(t+dt)
Y
X
Sekil 2.2

Bu parcaciga F gibi bir kuvvet uygulanirken parcacik yol boyunca dr kadar hareket
ederse yapilan is,

dF:@-ﬂ t:@-ﬁdtzﬁ-dﬁ (2.4)
dt dt dt

olarak yazilabilir. Kiitle par¢acigimin momentumunun biiyiikliigii sifir degerinden bir p
degerine kadar artirilirken pargaciga yapilan is kiitle tarafindan kinetik enerji olarak depolanir
ve asagidaki ifadeyle verilir:

T =fv-dp 2.5)

Hiz, yapisal iliski ifadesinden momentumun fonksiyonu olarak cekilerek denklem
(2.3)’de yerine koyulursa, kinetik enerji ifadesi asagidaki hali alir:

T(p)=[V(p)-dp (2:6)

0

Denklem (2.6)’dan goriildiigii gibi kinetik enerji, kiitlenin o andaki momentumunun
biiyiikliigii p’nin bir durum foksiyonudur. Denklem (2.6)’da Sekil 2.2’deki p-ekseni boyunca
integral alindigindan, yapisal iligki egrisiyle p-ekseni arasinda kalan alan kinetik enerjiye
esittir.

Parcacigin hiz1 151k hizindan ¢ok kiigiik ise denklem (2.3) gecerli olacagindan kinetik
enerji asagidaki hali alir:
p2

T(p)=— .
(p) - 2.7)

Sekil 2.1°de yapisal iliski egrisiyle v-ekseni arasinda kalan alana kinetik ko-enerji
denir. Kinetik ko-enerji v-ekseni boyunca integral alarak,

T (v) = jﬁ(ﬁydﬁ (2.3)



ifadesinden bulunur. Parcacigin hizi 1s1k hizindan ¢ok kiigiik ise denklem (2.3)’#i kullanarak
kinetik ko-enerji i¢in asagidaki ifade elde edilir:

T (v) = %mvz (2.9)

Kinetik ko-enerji hizin bir durum fonksiyonu olup, kinetik enerji ile
karistirllmamalidir. Isik hizindan kiiciik hizlarda kinetik enerji ve kinetik ko-enerjinin

biiyiikliikleri bir birine esit oldugundan kinetik enerjiyi bulmak icin T :%mvz ifadesi

kullanilagelmistir. Bu denklem kinetik enerjinin biiyiikliiginii bulmak icin kullanilabilir,
ancak kinetik enerjiyi momentumun fonksiyonu olarak ifade etmediginden kavramsal olarak
yanlistir. Kinetik enerjinin momentumun bir durum fonksiyonu oldugu, kinetik ko-enerjinin
ise hizin bir durum fonksiyonu oldugunun bilinmesi Hamilton Prensibinin uygulanmasi
acisindan ¢ok onemlidir.

2.2 is ve Potansiyel Enerji

2.2.1 Iki-Kuvvet Elemant

Saf bir iki-kuvvet elemam kiitlesi olmayan ve iki ucuna kuvvet uygulanan bir
elemandir. Uglara uygulanan kuvvetler iki u¢ arasina cizilen dogru boyunca, esit biiyiikliikte
ve zit yonlerdedir. Sekil 2.3’de temsili olarak c¢izilen iki-kuvvet elemaninda, F kuvveti
sifirken elemanin uzunlugu Lo ile gosterilmistir. x ise F kuvveti uygulandiginda elemanin
uzama miktaridir.

ox

[ Lo+x

¢—1

F * Eleman

Sekil 2.3

F kuvveti uygulanmis haldeyken elemanin boyu dx kadar uzatilirsa eleman tarafindan
yapilan is asagidaki denklemden bulunur:

W =—Fo (2.10)

Miihendislikte karsilagilan iki-kuvvet elemanlarinda elemana uygulanan kuvvet,
geometrik zorlamanin bir fonksiyonu olarak eleman tarafindan belirlenir. Kuvveti belirleyen
bu fonksiyona elemanin yapisal iliskisi denir. Ornegin Sekil 2.4’deki yayda kuvvet, yayimn
yapisal iliskisine gore yayimn esnemesi cinsinden belirlenir. Eger yay dogrusalsa bu iliski yay
sabiti K cinsinden asagidaki gibidir:

F =Kx. 2.11)

s N
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Fs

Yapisal Tliski

Xs

Sekil 2.4

Sekil 2.5’deki soniimleyicide ise kuvvet, soniimleyicinin yapisal iliskisine gore yayin
iki ucu arasindaki hiz farki v, =x, cinsinden belirlenir. Eger soniimleyici dogrusalsa bu
iligki soniim sabiti b cinsinden asagidaki gibidir:

F, =bx, (2.12)

Fq

Yapusal iliski

N

Lo+ x4

Fy

-

Vd

Sekil 2.5

2.2.2 Korunumlu Iki-Kuvvet Elemant

Eger bir iki-kuvvet elemaninin kuvveti sadece elemanin uzama miktarinin tek degerli
bir fonksiyonuysa, eleman1 x =0 referans konumundan herhangi bir son duruma getirmek
icin yapilan is baglangi¢ ve son durum arasinda izlenen yolun sekline bagh degildir. Boyle bir
elemana korunumlu eleman denir. Korunumlu elemana yapilan is eleman tarafindan
potansiyel enerji olarak depolanir ve geri kazamlabilir. Ornegin, korunumlu bir eleman olan
Sekil 2.4’deki yay1 ele alalim. Bu eleman x, =0 durumundan bir x, konumuna esnetilirken

eleman tarafindan depolanan potansiyel enerji elemana yapilan ise esit olup, asagidaki
ifadeden elde edilir:

Vix,)= j F.(x,)dx, (2.13)
0
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Yukaridaki ifadeden goriildiigi gibi, potansiyel enerji sadece x,’ye bagl olan bir
durum fonksiyonudur. Denklem (2.13)’de x, ekseni boyunca integral alindifindan, Sekil

2.4°de yapisal iliski egrisiyle x, ekseni arasinda kalan alan potansiyel enerjiye esittir.

Potansiyel ko-enerji ise,

F,

5

V'(F,) = [ x,(F,)dF, (2.14)

0

ifadesiyle tanimlanir. Yapisal iliski egrisiyle F, ekseni arasinda kalan alan potansiyel ko-
enerjiye esittir.

2.3 Kuvvet Alanm

Bir kuvvet algilayicisinin, algilayicinin konumu, hizi veya diger 6zelliklerine bagh
olarak bir kuvvet hissettigi uzay bolgesine kuvver alami denir (Sekil 2.6a). Kuvvet

algilayicisini tagiyan bir elemana bir 7, baslangi¢c konumundan bir 7, son konumuna gelirken

F kuvveti uygulaniyorsa, algilayici vasitasiyla elemana kuvvet alami tarafindan yapilan is
asagidaki ifadeden bulunur:

Alan tarafindan elemana yapilan is = —f F-dF (2.15)

Eleman tarafindan yapilan is ise bunun ters isaretlisi olup, asagidaki gibidir:

s

Eleman tarafindan alana yapilan is = +| F - d7 (2.16)

St

Denklem (2.15) ile tanimlanan is integralinin sadece baslangi¢c ve son duruma bagh
olmasi, yani iki u¢ arasinda takip edilen yoldan bagimsiz olmasi halinde kuvvet alanina
korunumlu denir. Bir kuvvet alanimin korunumlu olmasi i¢in gerekli olan sart kolayca

Z F Z
Algilayict
A B
FO
r,
C
Y o Y
X X
(a) (b)

Sekil 2.6
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bulunabilir. Sekil 2.6b’deki O ve B noktalarini birbirine baglayan iki farkli yol A ve C olsun.
Bu durumda OAB ve OCB boyunca alinacak integraller birbirine esit olacagindan, OABCO
kapal1 egrisi boyunca alinacak integral sifira esit olur. Yani asagidaki ifadeler yazilabilir:

§F~d?=”(wﬁ)~ﬁds=o (2.17)
C S

ya da,

Zl=0 (2.18)

Q)

=
S|
\!%)

Yukaridaki ifade korunumlu alanin matematiksel tamimidir. Korunumlu alan
tarafindan elemana yapilan is V sadece elemanin baslangi¢ ve son konumuna baglidir. Bu is
eleman tarafindan potansiyel enerji olarak depolanir ve asagidaki denklemle tanimlanir:

V:—jF-d? (2.19)

Vigin —VV = F ifadesi gecerlidir.

Ornek: Yercekimi Alant

Yercekimi alaninda bir kiitle parcacigi kuvvet algilayicisidir. Elemanin kiitlesi m ise,
alanin elemana uyguladigi kuvvet (Sekil 2.7) asagidaki gibi negatif radyal yondedir:

F=-""0i (2.20)

Elemana yapilan is eleman tarafindan potansiyel enerji olarak depolanir ve r =0
referans durumuna gore asagidaki gibidir:

Vi =-fX2a) ar = -0 (2.21)

r

oo

Bu m kiitlesi yer ylizeyine yakin bir noktada ve yilizeyden z kadar yukarida olsun. Bu
durumda,

r=R,+z (z/RO <1 (2.22)

olur ve V(r) terimi z cinsinden agagidaki gibi yazilabilir:

2
V(I‘)ZV(RO'FZ):— Km :_K_m 1_i+z__.... (223)
R, +z R,



13

Diinya

Sekil 2.7

ya da,

V(R,+2)-V(R)) = % z (2.24)

0
Yercekimi ivmesi g,

K

(2.25)

olarak tammlanirsa, » = oo yerine r = R, referans alindiginda elemana yapilan is ve eleman
tarafindan depolanan potansiyel enerji asagidaki hali alir:

V(z) =mgz (2.26)

Denklem (2.26) yazilirken yer yiiziine gore yiiksekligi degismeyen bir referans
secilmesi gerekir. Eger z bu referanstan yukar1 yonde oOlgiiliiyorsa ‘+’ isaretle, asagi yonde
olciililyorsa ‘- isaretle almmalidir. Ornegin, Sekil 2.8 deki diizlemsel basit sarkag icin z'nin

yazimiyla ilgili bazi secenekler secilen referansa gore V =mgz =-mgLcosé,

V =mgz, =mgl(1—cos@) veya V =mgz, =mg [a + L(1-cos )] olarak yazilabilir.

ol

Referans 1
v
4
L

kz

——
oQl

~

Referans 2 ——==

<
a 3

Referans 3 7z

Sekil 2.8
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2.4 Varyasyon

Bir x(t) fonksiyonu ve bunun komsusu olan bir x,(¢) fonksiyonu olsun (Sekil 2.9).
Bu iki fonksiyonun birbirinin komsusu olmasi1 demek, biitiin ¢ degerleri i¢in x—x, ve x—x,

terimlerinin ¢ok kiigiik olmalar1 demektir. x’in varyasyonu dx asagidaki gibi tammlanir:
ox=x-x, (2.27)

V(x) ise x(f)’nin scalar bir fonksiyonu olsun. Argiimant bir fonksiyon olan
fonksiyonlara fonksiyon fonksiyonu ya da kisaca fonksiyonel denir. V(x)’in argiimani x’den
X, 'a degistirildiginde V’nin degerinde olan AV degisikligine V’nin toplam varyasyonu denir
ve asagidaki ifadeyle tanimlanir:

AV =V (x)-V(x,) =V (x, + ) —V(x,) (2.28)

x(1), xo(t) .-

Sekil 2.9

Eger V(x, + dx) terimi Taylor serisiyle acilirsa, AV asagidaki gibi yazilabilir:

3 aV 1 0%V , 19V 3
AV—V(.XO)'FgXOé‘X'FEaxz ) ox +§ax3 ) ox +"'—V(x0) (229)
| ST R
AV=6V+E§V+§5V+~- (2.30)
Yukaridaki ifadede gegen OV, o’V, 8V, . .. terimlerine stirastyla V’nin birinci

varyasyonu (ya da kisaca V’nin varyasyonu), V’nin ikinci varyasyonu, V’nin {igiincii
varyasyonu, . . denir. Bu terimler asagidaki gibi tanimlanir:

v

v =25 6 2.31)
x|,
2

yv:%f S (2.32)
X

o
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2’V

] e (2.33)
X

o’V =

oV ’nin tanmmm incelendiginde, bir fonksiyon fonksiyonunun varyasyonunu alirken
uygulanan kurallarla, bir fonksiyonun diferansiyelini alirken uygulanan kurallarin ayni oldugu
goriiliir. Ornegin, v bir fonksiyon ise,

JG mvzj =mvdy (2.34)

olur. Eger yukaridaki denklemde v hiz ise, v =x olacagindan asagidaki ifadeler yazilabilir:
| . Do
Emv =mvov = mvo(x) = mxo(x) (2.35)

2.5 Hamilton Prensibi

Daha once de belirtildigi gibi Newton Kanunu dogrulugu varsayilan bir hipotezdir.
Dolayisiyla kanitlanmasi beklenmez. Dinamigin biitiin esaslar1 bu hipotez iizerine inga
edilebilir. Newton Kanununun bir diger alternatifi ise yine dogrulugu varsayilan bir hipotez
olan Hamilton Prensibidir. Dinamigin biitiin esaslari Hamilton Prensibi iizerine de insa
edilebilir. Hamilton prensibi de Newton Kanunu gibi sadece dinamik denklemleri verir; bu
denklemlerin ¢6ziimlerini vermez. Hamilton Prensibi asagidaki gibi ifade edilir.

Hamilton Prensibi:

Bir dinamik sistem t; zamaninda sabit bir konfigiirasyondan t> zamaninda baska bir
sabit bir konfigiirasyona giderken yaptigi tabii hareketten olan rastgele, kabul edilebilir,
kiiciik varyasyonlar icin agsagidaki Hamilton Integralini sifir yapar.

T(Z fié, sz (2.36)

4 t

Bu integralin altindaki terimler, sistemdeki biitiin kuvvet elemanlari, kuvvet alanlart,
atalet kuvvetleri ve dis kuvvetler tarafindan yapilan is terimleridir.

Denklem (2.36)’da gecen is terimleri sistemde bulunan korunumlu iki-kuvvet
elemanlari, korunumlu kuvvet alanlar ve Kkiitleler icin, farkli sekilde de ifade edilebilir.
Bunlar asagida sirayla incelenecektir.

Korunumlu Iki-Kuvvet Elemant

Sistemde korunumlu bir iki-kuvvet eleman (6rnegin bir yay) varsa, eleman farafindan
yapilan is denklem (2.10)’dan asagidaki gibidir:

W =—fx (2.37)
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Denklem (2.13)’den ise asagidaki ifade yazilabilir:

& = fo (2.38)

Denklemler (2.37) ve (2.38) karsilastirildiginda,
W =—oV (2.39)

elde edilir. O halde, korunumlu iki-kuvvet elemanlar1 icin Hamilton integralinde gegen is
terimleri denklem (2.39) uyarinca potansiyel enerji varyasyonu olarak da ifade edilebilir.

Korunumlu Kuvvet Alani

Sistemde korunumlu kuvvet alani (6rnegin yercekimi alani) varsa, kiitle elemam
tarafindan alana yapilan is i¢in denklem (2.16)’dan,

W = f-dF (2.40)
denklem (2.19)’dan ise asagidaki ifade yazilabilir:
SV = _]? dr (2.41)
Denklemler (2.40) ve (2.41) karsilastirildiginda,
W =—oV (2.42)

elde edilir. O halde, korunumlu kuvvet alanlar1 icin Hamilton integralinde gecen is terimleri
denklem (2.42) uyarinca potansiyel enerji varyasyonu olarak da ifade edilebilir.

Kiitle

Bir kiitle parcaciginin atalet kuvveti (D’ Alambert kuvveti) ma biiyiikliigiinde ve ivme
ile ters yondedir. Dolayisiyla, atalet kuvveti dolayisiyla elemana yapilan is—madv, eleman
tarafindan yapilan is oW ise asagidaki gibidir:

W:ma&:m%&:mvﬁv:pﬁv (2.43)
Denklem (2.8)’den ise asagidaki ifade yazilabilir:
o = pdv (2.44)

Denklemler (2.43) ve (2.44) karsilastirildiginda,
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W =8T" (2.45)

elde edilir. O halde, kiitleler icin Hamilton integralinde gecen is terimleri denklem (2.45)
uyarinca kinetik ko-enerji varyasyonu olarak da ifade edilebilir.

Bir sistemde kiitleler, korunumlu iki-kuvvet elemanlar1 veya korunumlu kuvvet
alanlar1 varsa, Hamilton integralindeki bunlarla ilgili is terimlerinin (2.39), (2.42) ve (2.45)
numarali denklemlere gore potansiyel enerji ve kinetik ko-enerji varyasyonlar1 olarak ifade
edilmesi biiyiik kolaylik saglar ve bu yiizden tercih edilir. Bu terimler,

L= 6T =Y o, (2.46)
j k

seklinde bir araya toplanir. Bu denklemdeki L terimi Lagrange Fonksiyoneli olarak anilir ve
asagidaki gibi tanimlanir:

L=3T -3V, (2.47)
i k

Kiitleler, korunumlu iki-kuvvet elemanlari ve korunumlu kuvvet alanlan ile ilgili is
terimleri Lagrange fonksiyoneli cinsinden ifade edilirse, denklem (2.36) ile ifade edilen
Hamilton integrali agsagidaki hali alir:

T( oL+ f.6¢)dt (2.48)

Denklem (2.48)’de yer alan z f;0x, teriminde sadece varsa soniimleyiciler gibi

1

korunumlu olmayan elemanlar ile sisteme disaridan uygulanan kuvvet zorlamalarina ait is
terimleri yer alir. Hamilton prensibinin uygulanmasinda sisteme disardan uygulanan kuvvet
girigleri de is yaptiklarindan ayr1 birer eleman olarak kabul edilir ve bunlara ait is terimleri

Hamilton integralinin z f;0x; kismina dahil edilir.

Bu boliimdeki oOrneklerde kolaylik olsun diye oteleme elemanlart kullanilmigtir.
Sistemde donel elemanlar varsa, bunlar da yukaridakilere benzer sekilde ele alinir. Boyle bir
durumda donel yaylarin potansiyel enerjileri ve donen kiitlelerin kinetik ko-enerjileri
Lagrange fonksiyoneline dahil edilir. Donel sontimleyicilerin ve sisteme uygulanan dis
momentlerin i terimleri ise Hamilton integralinin z f;0 kismina dahil edilir. Cizelge

1

2.1’de oteleme ve donel tiirde lineer mekanik elemanlara iligkin bilgiler verilmistir.

Hamilton integrali sadece Lagrange fonksiyoneli vasitasiyla ya da dogrudan ifade
edilmis is terimlerini igerdiginden sistemdeki is yapmayan kuvvetler, Newton Kanunu
uygulamasimin aksine, problem formiilasyonuna girmez. Ornegin, siirtiinmesiz yataklardaki
reaksiyon kuvvetleri, yuvarlanan ylizeylerdeki kuvvetler, kiitlesiz rijit baglant1 elemanlar
(kollar, halatlar, vb.) tarafindan aktarilan kuvvetler Hamilton integraline katkida bulunmaz.
Bu elemanlar ileride goriilecegi gibi geometric kabul edilebilirlik sartlarina katkida
bulunurlar.



Cizelge 2.1 Lineer Mekanik Elemanlar

Eleman Tipi Fiziksel Eleman Diyagram Yapisal iliski Hamilton integraline Katki
" " 1
Oteleme Yay1 — AW\ —e<— F=k(x, —x V=—k(x,—x)>
Y 7 ' - (o —x) 5 (X, — X))
Korunumlu
Iki-kuvvet P a
Eleman T T v 1 k(0. 0 5
Dénel Ya _)’a_mm')‘(_ =_ —
Y L T=k(6,-6) S ki (02 =61)
. =V 1
Oteleme F — * 2
=my = —
Halinde Kiitle p r 5
Kiitle
T « 1
Donel Kiitle — h=1w T* = _]a)2
® 2
.. X2, V2 |—> X1, V| — — Y
Oteleme l_’:| I F=bv, 2 fi0x; = —Fdxy = —biy 0x,
Soniimleyici F b
Soniimleyici P
" &, w2 1, W] .
Donel — -~ 2. [0 =166, =—b,0,,66
Soniimleyici T T T =bw,,
b
Yergekimi - e
Kuvvet Alamt | 5 itle b4 ¢ g - V=mgz
X
Dis Kuvvet F(t) |_) F=F(@) > fiox; = F(t)éx
o
Dis Moment T® e T=T() > fiox; =T (1)00
Dis Zorlama
Lineer veya x=x(),v=u(t) Hamilton integralinde is terimi
Acisal Konum ’ o ere 1
veya Hiz - _ _ olarak yer almaz. Kabul edilebilirlik
0=0(t), w=a) | sartlart olarak islem goriir.
Zorlamast
F =kuvvet T = moment p = momentum h = agisal momentum
v=hz o = ag1sal hiz x = konum 6 =.ag1sal konum
k = oteleme yay1 sabiti k, = agisal yay sabiti m = kiitle I = atalet momenti

b = dteleme sontim sabiti

b, = agisal soniim sabiti

18
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Ornek

Sekil 2.10’da verilen sistemde makara kiitlesizdir. Bu sistem i¢in Lagrange
fonksiyoneli ve is terimleri agagidaki gibidir:

L= %mVi - %kx/f -mgz,, (2.49)
50) > £ =T()56+F (), — F,d, @.

Xb

A

Sekil 2.10

2.6 Kabul Edilebilirlik Sartlar:

Hamilton prensibinin ifadesinde kabul edilebilir varyasyonlardan s6z edilmektedir.
Kabul edilebilirlik sartlarn iki grup halinde ele alinabilir. Eleman kabul edilebilirlik sartlar
olarak adlandirilan birinci grup kinematic iliskilerden olusur. Konumlarin tiirevlerinin hiza

esit oldugu gercegine dayanir. Ornegin, bir kiitlenin konumu x, hiz1 v ise, X =v oldugundan
bunlarin varyasyonlar1 arasida da J&(x)=ov iliskisi vardir. ikinci gruba giren kabul
edilebilirlik sartlari ise, sistemin yapisi ve geometriden kaynaklanan sartlardir. Ornegin, Sekil
2.11a’daki sistem igin, @r=x, @wr=v, rof@=& ve row=d sartlarn yazlabilir. Sekil
2.11b’deki sistem igin ise, x/e=x,/f =0, v /e=v,/f =@, &, |e=b,]f =00 ve
&, /e =0V, ] f =0w sartlar1 yazilabilir.

f '
6, ( ‘
@ 4116, »
l—— € ——>] \&xl, V1 _{XZ, V2
k b:;'“
m

T 1/
X,V

(a) (b)
Sekil 2.11

b
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2.7 Hamilton Prensibinin Uygulanmasi
Hamilton prensibinin uygulanmasi asagidaki asamalan igerir:

a)  Sistem elemanlarinin tamimlanmasi. (Di1s kuvvet ve moment girigleri de birer
eleman olarak kabul edilir.)

b)  Eleman ve sistem kabul edilebilirlik sartlarinin yazilmasi.

c¢)  Lagrange fonksiyoneli ve is terimlerinin yazilmasi.

d) Is terimlerinde gecen kuvvetlerin eleman denklemlerinden yazilmasi.
e)  Kabul edilebilirlik sartlarinin uygulanmasi.

f)  Hamilton prensibinin uygulanmasi.

Yukaridaki agsamalardan kabul edilebilirlik sartlarinin uygulanmasi genellikle islemler
boyunca yeri geldiginde yapilabilir. Kabul edilebilirlik sartlarindan bazilart Hamilton integrali
altindaki varyasyon islemi Oncesinde veya sonrasinda uygulanabilecegi gibi, Lagrange
carpanlart yontemi de kullanilabilir. Kabul edilebilirlik sartlarinin  uygulanis yontemleri
ileride ayr1 bir kisimda incelenecektir.

Ornek 1:

Sekil 2.12’de verilen sistemin dinamik denklemlerini Hamilton prensibini uygulayarak
elde edelim.

F— x

B
4 1] P
—AAMAAN— F(t)
K MA

Sekil 2.12

Sistem elemanlari:  Kiitle, M; yay, K; soniimleyici, B; zorlama kuvveti, F(?).

Lagrange fonksiyoneli:
Lo 1o,
£:EMV’”_EKX" (251)

Is terimleri:

Z f.& = F(t)&, — F, &, (2.52)
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Soniimleyici icin eleman denklemi:

F, =By, (2.53)
Eleman kabul edilebilirlik sartlari:

X=V, X, =V, X, =V, X, =V, (2.54)
Sistem kabul edilebilirlik sartlari:

X=X, =X, =X, (2.55)

V=Vv, =V, =V, (2.56)

Hamilton integrali:
s 1 S
[l 9] EMV"’ _EKX" + F(t)%, — F,ox, |dt (2.57)
Sontimleyicinin eleman denklemi kullanilir ve kabul edilebilirlik sartlar1 uygulanirsa,
Hamilton integrali x cinsinden asagidaki hali alir:
K 1o, 1., .
10 EMX _EKX + F(t)ox — Bxdx |dt (2.58)

Varyasyon islemi uygulanirsa, Hamilton integrali asagidaki hali alir:
15}
[[M5xS: — Kxd + F (1)& — Bidi]dt (2.59)
4

Integralin altindaki birinci terimin kismi integrali alinirsa asagidaki ifade elde edilir:

f Mx%(cix)dt = Mxdx| — j M3 Sxdt (2.60)

4l

Hamilton prensibine gore #1 ve f2 zamanlarinda sistem konfigiirasyonunun sabit oldugu
kabul edilir. Bu yiizden #; ve f’de sisteme varyasyon uygulanamaz, yani ox(f,)=0 ve
ox(t,) =0 sart1 vardir. Bu sart dolayisiyla denklem (2.60)’1n sag tarafindaki ilk terim sifira

esittir. Denklem (2.60) ile elde edilen sonug, denklem (2.59)’da kullanilirsa Hamilton integrali
asagidaki hali alir:

f [~ M — Bx — Kx + F (1) )0t (2.61)

Hamilton prensibine gore rastgele dx varyasyonlar: i¢in bu integralin sifir olmasi
gerekir:
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f [- Mi— Bx— Kx+ F(t)|okdt =0 (Rastgele x igin) (2.62)

h

Yukaridaki integralin rastgele Ox varyasyonlari igin sifir olabilmesi, ancak Jx’in
katsayisinin yani koseli parantez icindeki terimin sifir olmasiyla miimkiin olacagindan,
sistemin dinamik denklemi bu terimi sifira esitleyerek asagidaki gibi elde edilir:

Mx+ Bx+ Kx=F(t) (2.63)
Ornek 2:

Sekil 2.13’de bir basit evrik sarka¢ goriilmektedir. Sarkacin hareketi diizlemseldir.
Sarkacin eklem noktas1 diisey yonde x(¢)=x, sin@wr seklinde hareket etmeye zorlanmaktadir.
Bu sistemin dinamik denklemlerini Hamilton prensibiyle elde edelim.

Sirtiinmesiz

eklem \

x(t) = x, sin Wt

5 7

Sekil 2.13
Sistem elemanlari: Kiitle, m
Kinetik ko-enerji:
Sekil 2.13’de m kiitlesinin hiz bilesenleri goriilmektedir. Bu hiz bilesenlerinin diisey
ve yatay yonde projeksiyonlan alinirsa, m kiitlesinin bu yonlerdeki hiz bilesenleri va ve v,
asagidaki gibi bulunur:
v, =x—L0sin@ (2.64)
v, =L6cos@ (2.65)

Bu bilesenler birbirine dik oldugundan, m kiitlesinin hiz1 asagidaki gibi elde edilir:

v2 = (x—LOsin0)* +(LOcos )’ (2.66)
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Sistemin kinetik ko-enerjisi ise asagidaki gibidir:

T :%mvi :%m[()’c—Lésinﬁ)z +(LOcos )] (2.67)
T = %m[x2 + 176 —2Li6sin 6] (2.68)

Potansiyel enerji:

Seklin altindaki referans diizlemini esas alarak potansiyel enerji i¢in asagidaki ifade
yazilabilir:

V =mgz=mg(x+ Lcos®) (2.69)
Lagrange fonksiyoneli:
L= %m[xz + 267 = 2Li@sin 8] - mg (x + Leos 6) (2.70)

Is terimleri:
Disardan kuvvet zorlamasi olmadigindan is terimleri sifirdir:

2 [0 =0 @2.71)

Hamilton integrali:

JP& mli? + 126* - 2Li6sin 6] - mg (x + Leos 9)}}# 2.72)

4

Yukanidaki ifadede varyasyon islemi alimrken & =0 ve & =0 oldugu
unutulmamalidir. Zira x(¢) disaridan uygulanan bir zorlama oldugundan hem kendisi hem de
tiirevi belirlidir ve bu terimlerin varyasyonlar sifirdir. Bu hususu dikkate alarak varyasyon
islemi uygulanirsa, Hamilton integrali asagidaki hali alir:

[ 2656 — mLi sin 636 — mLi 6 cos 856 + mgLsin 056 dt (2.73)

4

56 igeren terimlere kismi integral uygulanir, terimler diizenlenir ve Hamilton prensibi
uygulanirsa, asagidaki ifade elde edilir.:

(| = mr26+ < (mLisin®) — mLiBcos®+ mgLsin 99t = 0
d
t

h

(Rastgele d6 igin) (2.74)

Yukaridaki integralin rastgele 0@ varyasyonlar igin sifir olabilmesi, ancak 06 nin
katsayisimin sifir olmasiyla miimkiin olacagindan, bu terim sifira esitlenirse asagidaki
denklem elde edilir:
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—mL2é+di(mLxsin 0) — mLx6cos 0+ mgLsin@ =0 (2.75)
t

ya da,
mL?6 —mgLsin @ — mLsin & = 0 (2.76)

Eger sistemin hareketi sirasinda @ agisi kiigiik kalirsa, sin@ =@ yazilabilir. Ayrica dis
zorlama fonksiyonu x(z)=x,sinwt yerine koyulursa sistemin dinamik denklemi asagidaki

hale gelir:
G+ -8+ prsinar |9=0 (2.77)
L L

Yukaridaki denklem Matthieu denklemidir. Bu denklemin ¢oziimii ve zorlanmis evrik
sarkacin davranisi ileride ayrica incelenecektir.

Ornek 3:

Sekil 2.14’de verilen sistemdeki kiitle yatay diizlem {izerinde siirtiinmesiz olarak
kaymaktadir. Bu sisteme Hamilton prensibini uygulayarak dinamik denklemlerini elde

edelim. X
—
B
. _|| y(¥) (D1s konum
7 K; il zorlamast)
%_/\ MA— M —
00O dVAVAVAVES
o
K
Sekil 2.14

Sistem elemanlari: Kiitle, M; yay, Ki; yay, K2; soniimleyici, B.

Bu sistemde y(7) kuvvet zorlamasi olmadigindan sistem elemani olarak alinmaz. Fakat
kabul edilebilirlik sart1 olarak probleme girer.

Lagrange fonksiyoneli:
£——1Mv2 —lK [x—y(t)]z—ll( x? (2.78)
2" 2! 2

x =v,, (kabul edilebilirlik sart1) oldugundan denklem (2.78) asagidaki hali alir:

1. . 1 » 1
L=—Mi*——K (|x—v®| —=K,x* 2.79
> > x=y®] S K (2.79)
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Is terimleri:
X [, =—F, 8 =—B[i— y(n)]é (2.80)
Denklem (2.80) yazilirken, y(7) dis zorlama oldugundan dy(¢) =0 alinmistir.

Hamilton integrali:

0y(t) = 0 oldugunu dikkate alarak, denklemler (2.79) ve (2.80)’den Hamilton integrali
asagidaki gibi yazilabilir:

1, 1 .2_1 B 2_1 2 .
JHEMX y Kbyl szxj Bl y(r)]é‘x}dz

= T[Mx& — K, [x— y(®)]d — K,x&— B[x — y(t) || dr (2.81)

Integralin altindaki ilk terime kismi integral formiilii uygulanir, terimler diizenlenir ve
Hamilton prensibi uygulanirsa,

ljz[— Mi—Bx—(K,+K,)x+ K, y(t)+ By(1)|6dr =0 (Rastgele dx icin) (2.82)

olur ve sistemin dinamik denklemi agagidaki gibi bulunur:

Mx+Bx+(K, +K,)x =K, y(t)+ By(t) (2.83)

Ornek 4:

Sekil 2.15’de verilen kiiresel sarkacin dinamik denklemlerini Hamilton prensibini
uygulayarak elde edelim. Bu sistemde kiitlenin konumu 6 ve ¢ koordinatlariyla
belirlenebilir. Bu iki koordinat birbirinden bagimsiz oldugu icin bunlara bagimsiz olarak
varyasyonlar uygulanabilir. u, ve i, sirasiyla 6 ve g’deki degisimlerin kiitlede yaratttigi

hareket yonlerindeki birim vektorlerdir. @ ve ¢’nin tanimlanma bigimleri dolayisiyla bu
birim vektorler ortagonaldir.

Kiiresel yatak

Sekil 2.15
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Sistem elemani: Kiitle, m.

Lagrange fonksiyoneli:
£=T*_v=%mv;-mgz (2.84)
Yukaridaki denklemde,
v = L8ii, + Lsin 6gii, (2.85)
oldugundan,
v2 =126+ I?sin® 6¢* (2.86)

elde edilir. xy-diizlemi referans alinirsa, z icin asagidaki ifade yazilabilir:
z=-Lcoséf (2.87)

Denklemler (2.86) ve (2.87), denklem (2.84)’de kullanilirsa Lagrange fonksiyoneli
asagidaki hali alir:

L= %m(Lzé >+ L*sin’ 6¢° ) + mgLcos @ (2.88)

Is terimleri:

Disaridan uygulanan bir kuvvet zorlamasi olmadigindan is terimleri asagidaki gibidir:

> fi6, =0 (2.89)

Hamilton integrali:

Denklemler (2.88) ve (2.89)’dan Hamilton integrali asagidaki gibi yazilabilir:

I[5(%m(ﬁé >+ L’ sin® 8¢°) + mgL cos QH dt
= j(mLzé 06 + mL* sin* 090 + mL*@* sin 8 cos 800 — mgL sin 059)dt (2.90)

I

Integralin altindaki ilk iki terime kismi integral formiilii uygulanir, terimler diizenlenir
ve Hamilton prensibi uygulanirsa,

15}

j{[— mL’ 6+ mL’ @’ sin @ cos @ — mgLsin 9]59 + [— % (mL*@sin® 9)}5{/)}4# =0

4l

(Rastgele 6 ve O@ igin) (2.91)
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Rastgele 08 ve ¢ igin yukaridaki integralin sifir olmas1 i¢in bu terimleri garpan

katsayilarin sifir olmas1 gerektiginden, sistemin dinamigini tamimlayan diferansiyel denklem
takimi agagidaki gibi elde edilir:

ml?6 + mgLsin @—mL’@* sin@cos @ =0 (2.92)

d 2. . 2

d—(mL @sin” 8) =0 (2.93)
t

Denklem (2.93) mL’@sin’ @ teriminin sabit oldugunu gostermektedir. Bu terim

sistemin z-ekseni etrafindaki a¢isal momentumudur. Bu eksen etrafinda sisteme herhangi bir
moment uygulanmadigindan, baglangigta sistemin sahip oldugu agisal momentum sabit kalir.

Ornek 5:

Sekil 2.16°daki sistemde sarka¢ diizlemseldir. Hamilton prensibini uygulayarak bu
sistemin dinamik denklemlerinin x ve @ cinsinden elde edilmesi istenmektedir. Sistem
yapisindan goriilecegi gibi x ve @ birbirinden bagimsizdir.

Sistem elemanlari: Kiitle, M; kiitle, m; yay, K; sontimleyici, B; zorlama kuvveti, F(z).

Lagrange fonksiyoneli:
Lo b 1,
£=5MVM +Emvm _EKXK —mgz,, (2.94)
Kiitlenin yiiksekligi:
z,, =—Lcos@ (2.95)

Is terimleri:

Zﬁdx: = F(t)&F _FB&B (2.96)

N

B

:I M
K/

Sirtiinmesiz eklem

(® F(?) (D1s kuvvet
! zorlamasi)

Sekil 2.16
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Eleman kabul edilebilirlik sartlari:

Xy =V 0 Ky =V Xp =V Xp =V 0= (2.97)
Sistem kabul edilebilirlik sartlari:

Xy =Xp =Xy =Xp =X (2.98)

Vy =V = Vg SV =V (2.99)
Soniimleyici icin eleman denklemi:

F, =Bv, (2.100)
m kiitlesinin hizi:

m kiitlesinin hiz1 Sekil 2.17’deki vektor diyagramindan bulunursa, v’ icin asagidaki
ifade elde edilir:

v2 =(LOsin0)* + (i + LOcos §)* = L*6* + i* + 2x6Lcos O (2.101)

LOsin O

Sekil 2.17

Hamilton integrali:

Sontimleyicinin eleman denklemi (2.100) kullanilirsa ve kabul edilebilirlik sartlari
uygulanirsa, Hamilton integrali x ve 4 cinsinden asagidaki hali alir:

15} 1 1 . . 1

j{é‘(a Mx* + 5 m(L*0* + x* +2x6Lcos 0) — 5 Kx* +mgLcos 6’) + F(t)ox — B)'cé‘x} dt

(2.102)
Varyasyon islemi uygulanirsa, Hamilton integrali asagidaki hali alir:

[ M+ mI2656 + ms & + mL cos 88 + miLcos 05 — mi6Lsin 050+
— Kxd& — mgLsin 856+ F ()6 — Bxdx|dt (2.103)

Integral altindaki tiirevlerin varyasyonlarini iceren terimlerin kismi integrali alinarak
terimler yeniden diizenlenirse ve Hamilton prensibi uygulanirsa asagidaki ifade elde edilir:

tf{— (M +m)x — Bx — Kx+ F(1) —%(méLcos 0)}&3&

4

+ {— ml?6 — % (mxLcos 8) — mx6Lsin @ — mgLsin 9}5&9} =0

(Rastgele dx ve 08 varyasyonlariicin)  (2.104)
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Yukaridaki integralin rastgele ox ve d6@ varyasyonlari i¢in sifir olabilmesi, ancak bu
varyasyonlarin katsayilarimin sifir olmasiyla miimkiin olacagindan, sistemin dinamik
denklemleri bu katsayilar sifira esitleyerek asagidaki gibi elde edilir:

(M +m)% + Bx+ Kx+mL6 cos @ —mL6*sin 8 = F (¢) (2.105)

ml?6 + m¥Lcos @ +mgLsin@ =0 (2.106)

Eger sarkag diiseyden kiiciik agilarla ayriliyorsa sind =6 ve cos@ =1 olacagindan bu
0zel hal i¢in denklemler asagidaki hali alir:

(M +m)¥+ Bx+ Kx+mLO —mL6%6 = F(r) (2.107)

mL*6 + miL+mgL6 =0 (2.108)

2.8 Kabul Edilebilirlik Sartlarim Uygulama Yontemleri

Hamilton prensibi bir probleme uygulanirken eleman kabul edilebilirlik sartlari
varyasyon alma islemi oncesinde kolaylikla uygulanabilir. Sistem kabul edilebilirlik sartlart
ise varyasyon alma islemi oncesinde veya sonrasida ya da dolayl1 olarak Lagrange carpanlari
yontemiyle uygulanabilir. Bu ii¢ yaklasim Sekil 2.18’de verilen sistem  iizerinde
gosterilecektir.

o K =

(o—
Gerginip Makara ”

Sekil 2.18

Lagrange fonksiyoneli ve is terimleri:

Bu sistem i¢in eleman kabul edilebilirlik sarti x =v dogrudan uygulanirsa, Lagrange
fonksiyoneli ve is terimleri agagidaki yazilabilir:

L=T -V = %Mfcz —%Klyz —%szz (2.109)

2 [0 =0 (2.110)

Sistem kabul edilebilirlik sarti:
y=2x (2.111)
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Yontem 1: Kabul Edilebilirlik Sartimin Varyasyon Islemi Oncesinde Uygulanmast

Denklem (2.111), denklem (2.109)’da yerine koyulursa, Hamilton integrali asagidaki
gibi elde edilir:

j{é& Mx® —%Kl (2x)* —%szz ﬂdt (2.112)

Varyasyon islemi uygulanirsa,

T[Mx&—41<lx§x— K, x&x|dr (2.113)

h

olur. Integral altindaki birinci terimin kismi integrali alinarak terimler yeniden diizenlenir ve
Hamilton prensibi uygulanirsa agsagidaki ifade elde edilir:

[[- Mz — 4K x— K, x]dt =0 (Rastgele & icin) 2.114)

4

Sistemin dinamik denklemi Ox’in katsayisim sifira esitleyerek asagidaki gibi elde
edilir:

Mi+(4K, +K,)x=0 (2.115)

Yontem 2: Kabul Edilebilirlik Sartinin Varyasyon Isleminden Sonra Uygulanmast

Denklemler (2.109) ve (2.110) kullanilirsa Hamilton integrali asagidaki gibi elde

j{&&sz —%Klyz —%szzﬂdt (2.116)

Varyasyon islemi uygulanirsa,

edilir:

T[Mi&—Klyﬁy—sz&]dt (2.117)

4

olur. Integral altindaki birinci terimin kismi integrali alinirsa, asagidaki ifade elde edilir:

tf[— Mz — K,y — K,x&ldt =0 (2.118)

h

Denklem (2.111)’in iki tarafinin varyasyonu alinirsa, dy ve Ox varyasyonlari arasinda
asagidaki iligki bulunur:

& =26 (2.119)
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Denklemler (2.111) ve (2.119), denklem (2.118)’de kullanilirsa ve Hamilton prensibi
uygulanirsa, asagidaki ifade elde edilir:

Tl M= K, (2x)(280) — K yxeldr =

15}
[[- Mx & — 4K, xS — K, xSxldt =0 (Rastgele oOx i¢in)  (2.120)
4

Sistemin dinamik denklemi Ox’in katsayisim sifira esitleyerek asagidaki gibi bulunur:

Mi+(4K, +K,)x=0 (2.121)

Yontem 3: Kabul Edilebilirlik Sartimin Lagrange Carpant Yontemiyle Uygulanmas

Kisitlayict sartlarin Lagrange carpani yontemiyle uygulanmasi hakkinda ayrintili bilgi
matematik kitaplarinda bulunabilir. Burada sadece yontemin uygulanma sekli matematik
ispatlara girilmeden verilecektir. Bu yontem Hamilton prensibinde kullanilirken kabul
edilebilirlik sartlar1 esitliklerin bir tarafi sifir olacak bigimde, @ =0 gibi yazilir. Eger

problemde 7 sayida kisitlayici sart varsa, bunlar @, =0, ¢, =0,...., ¢, =0 seklinde yazilir.
j( oL+ f.6)dt (2.122)

integralinin @, =0, @,=0,...., ¢, =0 sartlarina tabi olarak, probleme ait rastgele
varyasyonlar icin sifir olmast ile,

T( oL =X A,9,)+ 2 fidx)dt (2.123)

integralinin herhangi bir sart olmadan probleme ait rastgele varyasyonlar ve A, ’nin rastgele
varyasyonlari igin sifir olmasi ayni dinamik denklemleri verir. Burada A, (i = 1,..., n)
terimleri Lagrange ¢arpanlaridir.

Simdi bu yontemi yukaridaki 6rnek probleme uygulayalim. Bu durumda kabul
edilebilirlik sart1 esitligin bir taraf1 sifir olacak sekilde asagidaki gibi yazilabilir:

9=2x—y=0 (2.124)

Hamilton integrali kisitlayici sart1 icerecek bicimde yazilirsa,

5}
([0 -Ap)dr (2.125)
4

olur. Terimler yerine koyulur ve Hamilton prensibi uygulanirsa asagidaki sonuglar elde edilir:
T Ty Lg Lo - AQx—y) ||dt =
; > ) 1y o2 y

(M6 — K, y& — K x8— SH2x — y) — 228+ A& di =

h
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T[— (Mii + K, x+2A) 8 — (K, y — )& — (2x— y)dA]dt =0

4

(Rastgele dx, oy ve oA igin) (2.126)

Yukaridaki ifadede dx, dy ve OA’nin katsayilari sifira esitlenirse, asagidaki
denklemler bulunur:

Mi+ K,x+24=0 (2.127)
K,y—-1=0 (2.128)
2x—y=0 (2.129)

Dikkat edilirse yukaridaki ii¢ denklemden biri kabul edilebilirlik sarti olan denklem
(2.124) ile aymidir. Elde edilen denklemler arasinda kabul edilebilirlik sartlarinin da yer
almas1 Lagrange yonteminin bir 6zelligidir.

Denklemler (2.127), (2.128) ve (2.129) kullanilarak y ve A yok edilirse, sistemin
dinamik denklemi x cinsinden asagidaki gibi bulunur:

Msi+(4K, + K,)x=0 (2.130)

Simirlayict Kuvvetlerin Lagrange Carpantyla Bulunmas

Kabul edilebilirlik sartim1 zorlayan elemandaki kuvvet Lagrange carpanindan
bulunabilir. Bunu gosterebilmek icin Sekil 2.18’deki sistemde x ve y’nin birbirinden
bagimsiz hale gelmesi i¢in ipin iizerinde S gibi hayali bir iki-kuvvet elemani oldugunu
varsayalim (Sekil 2.19). Bu elemanin kuvvet sifirken boyu Ls, bir 4 kuvveti uygulandiginda
uzama miktari ise @ =2x—y kadar olsun.

X

|—>

y
,Kl’)
o
-~ O 1—— M
!Lﬁ(/’! /\oo 7

Iki-kuvvet Makara . 7z
elemani, S.
Sekil 2.19

Sekil 2.19’daki sistemde S eleman:i tarafindan yapilan iy —Ad@ oldugundan bu
elemanin Lagrange integraline katkis1 is terimi i¢inde ve asagidaki gibidir:

3. f,8 = —-A8p (2.131)
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Bu durumda Hamilton integrali agsagidaki hali alir:

]2( 5L — ASp)dt (2.132)

Ama, 0(A@) = oA+ Adp oldugundan,
A0@p = 6(Ap) — pIA (2.133)

yazilabilir ve Hamilton integrali agagidaki hali alir:
[[6L - 20)+pop)ar (2.134)

Simdi S eleman1 Oyle bir eleman olsun ki, 4 kuvvetini ayarlayarak ¢ uzamasim sifir

yapsin; yani uzamayan bir ip 6zelligini tagisin. Bu durumda Hamilton integrali asagidaki hali
alir:

(62 - Apar (2.135)

Goriildiigii gibi, (2.125) ve (2.135)’deki integral ifadeler birbirinin aymidir. O halde,
Lagrange carpani 4, ipteki gerilme kuvvetini verir.
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PROBLEMLER

Asagidaki sistemlerin hareket denklemlerini Hamilton Prensibini uygulayarak bulun.

Problem 2.1 Problem 2.2

K K

vwwW— M Fi() WA Fx(1)

F( ) o) ®) K2 ~— ]\41 E M2 —
t
- M> — Z /o (@) /B (@) - (@)
(@] (@] (@] (@)
" B

Problem 2.3 Problem 2.4

G,

Mil kiitlesi: M, Kiitlesiz

kol. ¢

]
= 8
K =
Not: Mil diisey : Kiitlesiz,
yonde hareket yataklanmis
edebiliyor. Milin bilezik.
atalet momentini
ihmal edin. Q--D o(1) Not: Noktasal kiitle M iki boyutlu
B olarak hareket ediyor.
Problem 2.5 Problem 2.6

Not: Kol diiseyden kiigiik j
acilarla ayriliyor.




Problem 2.7

: K F t B
PR
2 Q O\ O A
Kiitlesiz kol: ¢
j :
Noktasal kiitle: M>
Problem 2.9
x(1)
|_) F(1) B
—AWWH M 1]
7 K /() O\\_O = ,-"'/'2‘
Kiitlesiz kol: ¢
[ g
Noktasal kiitle: M»
Problem 2.11
MWW /
A
F(1) é
LE: Ki |
1— M —WW—
A
OO [© N O) i

Problem 2.8

L,

Problem 2.10
l F@)
M
M
B == K,
]
Problem 2.12
F@)

Araba ve kol
kiitlesizdir.

35

Viskoz
siirtiinme: B



Problem 2.13

Makaralar ve

£

kollar kiitlesizdir.
Ipler kaymuyor.
Problem 2.15
Gergin ip K

M, Pwwwa— M,

Viskoz yatak
surtiinmesi: b

kiitlesizdir.
Problem 2.17
TITIIIIIIIIr
K §§
=, | 7
|
M o) : ]

1L

Not: Yataydan kiiciik t g
hareketler kabul edin.

\ =
B I Kiitlesiz kol =K>

J-Bz

P

Kollar ve makaralar
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Problem 2.14

M
B = ' K3
F()
T 55
Problem 2.16

?}W

Not: M kiitlesi Viskoz
noktasaldir. surtiinme: B
Problem 2.18

L,

Not: Kol kiitlesiz. Yataydan
kiigiik hareketler kabul edin.



Problem 2.19

K2

S

S
éﬁ

Kiitlesiz kol: /¢

Problem 2.21
Vlskoz surtiinme
ﬁ_ kuvveti = by,
[
Not: Makaralar
ms kiitlesizdir.
Problem 2.23

Not: Siirtiinme yok. x ve y koordinatlarini
kullanin ve geometrik simirlamalari

Lagrange carpanlartyla probleme dahil edin.

R
8
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Problem 2.20

k
mi —MW\— mz

Siirtiinme kuvveti = uN
(N = Normal kuvvet)

Problem 2.22

¢ uzunlugundaki ip delik i¢inde
siirtiinmesiz kayiyor.

/

Delikli plaka

Not: m; kiitlesi 3-boyutlu
harekete sahiotir.

Problem 2.24
V(1) .
Ip
) (2
14
EEY

m

Not: Hareket diizlemsel. Hamilton
prensibini ve Lagrange carpanlarini
kullanarak ipteki gerilme kuvvetini v(?),

l,0, 9, @ cinsinden bulun.
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Problem 2.25 Problem 2.26

g ,
‘ M, M> Hareket diizlemseldir.
. . g
Hareket diizlemseldir. M (noktasal kiitle)
Problem 2.27 Problem 2.28
L -
s
%—/\N%NVW m
; N
A
Y4
0
‘ ;
my
nmy
Problem 2.29 Problem 2.30

k: Oteleme yay.
Hareket diizlemsel.
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Problem 2.31 Problem 2.32
. K 7 Kz A g Kiitlesiz
F(t) — — Y . teker

% "\ Gergin % K

Kiitlesiz \P P . T “ 8 K M
= |

Not: Hareket makara M 2 II_S’, ?6)' WA
denklemlerini ve I 7 /(W
ipteki gerilme igin J g K3 < B
bir ifade bulun. T

Problem 2.33

Sekildeki sistemde mil ve kol kiitlesizdir. Yergekimi yoktur. Mil AA' etrafinda 2,

sabit hiziyla dondiiriilmektedir. Kol ise mil ve kolun olusturdugu diizlem i¢inde O eklemi
etrafinda donebilmektedir. Her hangi bir anda kolun OB ile yaptig1 ac1 y ise, kolun hareketini

w cinsinden veren diferansiyel denklemi Hamilton prensibini kullanarak bulun.




3
LAGRANGE DENKLEMI

3.1 Genellestirilmis Koordinatlar

Genellestirilmis koordinatlar dinamik bir sistemin konumunu bir referans sistemine
gore tamimlamaya yarar. Kartezyen koordinatlar gibi alisilmis koordinatlardan farki, bu
koordinatlarla hi¢ ilgisi olmayan fakat uygun olarak secilmis konumlarin ve acilarin da
genellestirilmis koordinat olarak secilebilmesidir.

Ornegin, Sekil 2.18°deki sistem icin x ve y; Sekil 2.15°deki sistem icin 6 ve ¢
genellestirilmis koordinat olarak secilebilir.

Genellegtirilmis Koordinatlarin Tam Olmast

Eger bir sistemde genellestirilmis koordinatlarin degerleri verildiginde sistemin biitiin
elemanlarinin yeri belirlenebiliyorsa, bu genellestirilmis koordinatlara tam denir.

Genellestirilmis Koordinatlarin Bagumsiz Olmast

Eger bir genellestirilmis koordinat takimindaki herhangi bir koordinat disindaki biitiin
koordinatlar sabitlenip geri kalan koordinata farkli degerler verilebiliyor ve sistemin
geometrik sinirlamalarla uyumlu farkli konfigiirasyonlan elde edilebiliyorsa, bu koordinat
takimina bagimsiz denir.

Ornek:

Sekil 2.18’deki sistem igin x ve y genellestirilmis koordinatlar1 tam, fakat bagimsiz
degildir. Sekil 2.15°deki sistem i¢in 6 ve ¢ genellestirilmis koordinatlar1 ise tam ve
bagimsizdir.

Varyasyonlarin Tam ve Bagimsiz Olmast

Eger bir sisteme uygulanabilecek kabul edilebilir her varyasyon, bir varyasyon
takimindaki varyasyonlarin lineer bir kombinezonu olarak ifade edilebiliyorsa, bu varyasyon
takimina fam denir.

Eger bir varyasyon takimindaki varyasyonlardan herhangi biri disinda digerleri
uygulanmazsa (yani sifir olursa) ve geri kalan varyasyon serbestce uygulanabiliyorsa, bu
varyasyon takimina bagimsiz denir.

Serbestlik Derecesi

Bir sistem icin tamimlanan tam bir varyasyon takimindaki bagimsiz kabul edilebilir
varyasyonlarin sayisina sistemin serbestlik derecesi denir.
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Holonomik Sistem

Bir dinamik sistemde tam bir genellestirilmis koordinat takimindaki bagimsiz
koordinat sayisi, sistemin serbestlik derecesine esitse, bu sisteme holonomik sistem denir.
Aksi takdirde sistem non-holonomik olur. Holonomik sistemlerde bagimsiz ve tam

genellestirilmis koordinatlarin varyasyonlari, basitlik icin bagimsiz ve tam varyasyon takimi
olarak kullanilir.

Ornek: Holonomik Sistem

Kiiresel sarkag (Sekil 3.1):

_ Tam ve bagimsiz genellestirilmig
&  koordinat sayisi: 2 (6 ve @)

Tam ve bagimsiz varyasyon: 2 (66 ve d¢p)

Sekil 3.1

Ornek: Non-holonomik Sistem

Yatay diizlemde dik olarak kaymadan yuvarlanabilen disk (Sekil 3.2):

Tam ve bagimsiz genellestirilmis
koordinat sayisi: 4 (x, y, 6 ve @)

Tam ve bagimsiz varyasyon: 2 (66 ve d¢p)

Sekil 3.2

Yukandaki sistemde disk kaymadan yuvarlanabildigi icin sadece 66 ve Jg
bagimsizdir. dx ve dy ise bagimsiz varyasyonlar cinsinden asagidaki gibidir:

Oox = rsin 0@ (3.1)

0y = rcos 8¢ (3.2)
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3.2 Genellestirilmis Koordinatlar ve Hiz

Dinamik bir sistemin tam ve bagimsiz koordinat takim1 asagidaki gibi olsun:

qis 920 G355 4, (3.3)

Eger bu sistem holonomik ise serbestlik derecesi n olur. Tam ve bagimsiz varyasyon
takimi genellestirilmis koordinatlarin varyasyonlari olarak asagidaki gibi alinabilir:

0q,, 0q,, 0¢;5,..., 0q (3.4)

n

Tam ve bagimsiz genellestirilmis koordinatlar sistemin biitiin elemanlarinin
konumlarim1 tanimlamak i¢in yeterli oldugundan, sistem icindeki herhangi bir noktanin
konumu 7 genellestirilmis koordinatlar cinsinden asagidaki gibi ifade edilebilir:

F=r(q, 4>, q5,---5 4q,) (3.5)

Bu noktanin hiz1 ise asagidaki gibi olur:
L . nor
V=r=2-——g (3.6)
i=10q.

l

Dolayisiyla, v terimi hem genellestirilmis koordinatlarin hem de genellestirilmis
koordinatlarin tiirevlerinin fonksiyonudur:

Vz‘j(qu q27 q3"'-7 q”’ éll, qz’ q3’ sy q,,) (37)

(3.6) ve (3.7) numaralh ifadelerde gecen ¢, (i=12,...,n) terimlerine

genellestirilmis hiz denir. Genellestirilmis hizlar sadece genellestirilmis koordinatlarin
tiirevleri olup, fiziksel hizlara karsilik gelmeyebilir. Fiziksel hizlar genellikle (3.7) numarah
ifadeden anlasilacagi gibi, hem genellestirilmis koordinatlarin hem de genellestirilmis hizlarin
fonksiyonudur.

Ornek:

Sekil 3.3’deki teker kaymadan yuvarlanmaktadir. K> yaymin boyu degistikce sarkacin
boyu da degismektedir. K> yayinin esneme miktart x’dir. x =0 iken sarka¢ kolunun boyu Lo
kadardir. Bu sistem i¢in miimkiin olabilecek tam ve bagimsiz bir genellestirilmis koordinat
takimi y, x ve 6 olabilir.

Simdi m kiitlesinin hizin1 bulalim. m kiitlesinin hiz bilesenleri Sekil 3.4’deki vektor
diyagraminda goriilmektedir. Bu diyagramdan v vektorii asagidaki gibi yazilabilir:

V= (L, +x)8ii, + yii , + Xii, (3.8)

Vektor diyagramindan diisey ve yatay yondeki bilesenler bulunursa, v vektoriiniin
biiyiikliigiiniin karesi i¢cin asagidaki ifade bulunur:

v:= [(LO +x)@cos @+ y + xsin 0]2 + [(LO + x)@sin 6 — % cos 9]2 3.9
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Bu denklemden goriildiigii gibi hiz hem genellestirilmis koordinatlarin hem de
genellestirilmis hizlarin fonksiyonudur.

Siirtiinmesiz yatak

X

Sekil 3.4

3.3 Genellestirilmis Kuvvet

Hamilton prensibinde Lagrange fonksiyoneli vasitasiyla integrale dahil edilmemis olan
biitiin elemanlarin is terimleri 2 f;0, ifadesine dahil edilir.  Sistemin herhangi bir

varyasyonu, sistemin tam ve bagimsiz varyasyonlar1 cinsinden ifade edilebileceginden,
asagidaki denklem yazilabilir:

Y[ =X f,8,(54,.64,.54,. ....8q,) =§1Qj5qj (3.10)
i i =
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Yukaridaki ifadedeki Q;, (j=1,2,3,..., n) terimlerine genellestirilmis kuvvet denir.
g ; 'nin boyutuna bagli olarak, genellestirilmis kuvvet Q; kuvvet ya da moment boyutuna

sahiptir.

Genellestirilmis kuvvetler asagidaki formiilii kullanarak bulunabilir:

Sisteme sadece d&q; varyasyonu uygulandiginda

dis kuvvetler ve momentler tarafindan yapilan is.
0, = (3.11)
9,

Ornek 1:

Secilen genellestirilmis koordinatlara bagli olarak Sekil 3.5°deki sistem igin
genellestirilmis kuvvetler asagidaki gibidir.

a) Genellestirilmis koordinatlar: x,

F&c+F.
x=4§§lé=ﬂ+ﬂ (3.12)
F. 6)Loo
0, :% = F,Lcos® (3.13)

b) Genellestirilmis koordinatlar: x, y

Fox+F,&
=————"—=F+F, (3.14)

0, =-2>=F, (3.15)

Sekil 3.5
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Ornek 2:

Sekil 3.6’daki sistemde K; ve K> yaylar1 oteleme yaylaridir ve sadece diisey yonde
hareket edebilmektedir. Kol yataydan kiiciik acilarla ayrilmaktadir. Secilen genellestirilmis
koordinatlara bagli olarak bu sistem i¢in genellestirilmis kuvvetler asagidaki gibidir.

a) Genellestirilmis koordinatlar: x,

F dc+ F,0c+ F,o¢
= =h+h (3.16)
F,a06+ F,(a+b)00
=222 5;(‘1 %9 _ F a4 Fy(a+b) (3.17)
b) Genellestirilmis koordinatlar: x, y
b
Flé‘x+Fz( +bj§x b
a
Q. ox : 2(a+b) (-18)
a
- F -F
2(a+bj§y O a
0, = =-F, - F, (3.19)
: oy a+b

Sekil 3.6
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3.4 Lagrange Denklemi

Hamilton prensibi holonomik sistemlere genellestirilmis degiskenler kullanarak
uygulanirsa, genellestirilmis degiskenler cinsinden biitin holonomik sistemlerde
kullanilabilecek bir denklem elde edilir. Bu denkleme Lagrange denklemi denir.

n serbestlik derecesine sahip holonomik bir dinamik sistem olsun. Bu sistem icin tam
ve bagimsiz bir genellestirilmis koordinat takima,

q,> 49,5493, ---,9, (3.20)
olarak tanimlanmig olsun.

Sistem icindeki herhangi bir noktanin konumu genellestirilmis koordinatlar cinsinden
belirlenebilecegine gore, bu sistemin potansiyel enerjisi de bu koordinatlar cinsinden
asagidaki gibi ifade edilebilir:

V=V 4,9 ----4,) (3.21)

Diger yandan sistemin herhangi bir noktasinin hizi ise hem genellestirilmis
koordinatlar hem de genellestirilmis hizlara bagh olabileceginden, hizlarin fonksiyonu olan
kinetik ko-enerji i¢in asagidaki ifade yazilabilir:

T =T(q> 42> G -+ Q> 415 G5 G35 -+ +4,) (3.22)
Bu durumda Lagrange fonksiyoneli asagidaki hali alir:
L=T V= L4 4y Gys -+ +dys G s s - +d,) (3.23)

Denklem (3.10) kullanilarak Hamilton integrali asagidaki gibi yazilabilir:

f[é‘f(%’%’%"--’qn’Q1’42’q.3"--’q.n)+§Qi&i:|dt (3.24)
ya da,

L) a n a n

I{Z aqﬁé‘q +Z$§q + Qié‘q,}dt (3.25)

Hamilton prensibinin geregi, #; ve £ uc¢ noktalarinda varyasyonlarin sifir olmasi
gerektiginden, denklem (3.25)’in ilk teriminin kismi integralinden asagidaki sonug elde edilir:

5L “9L d oL ~
I— Ia_Z(&’) ‘ tldt[ J —j (&IJ&I dr (3.26)

l

Denklem (3.26), Hamilton integrali ifadesi (3.25)’de kullanilir ve Hamilton prensibi
uygulanirsa,

jz{ [Ej 2L }&,id; ~0 (Rastgele dg, icin)  (3.27)
= dt\ o 0q,

i
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elde edilir. Bu integralin rastgele dg, (i=1,2,3,...,n) icin sifir olmasi her bir dg, nin

katsayisinin ayr1 ayr sifir olmasiyla miimkiin oldugundan, Lagrange denklemleri denilen n
sayida denklem asagidaki gibi elde edilir:

d(oL) of .
2= |-===0 =1,2,3,..., 3.28
" [aq',. j 5 0, @i n)  (3.28)

3.5 Lagrange Denkleminin Kullammina Ornekler

Ornek 1:

Sekil 3.5’deki dinamik sistem holonomiktir. Bu sistemin dinamik denklemlerini
Lagrange denkleminden yararlanarak elde edelim.

Sistemin serbetlik derecesi n = 2’dir. Bu sistem i¢in genellestirilmis koordinatlar x ve
@ olarak secelim. Sistemin iki tane genellestirilmis koordinati olduguna gore, iki tane de
Lagrange denklemi (biri x, digeri € i¢in) yazilmas1 gerekir. Bu sistemde kinetik ko-enerji
asagidaki gibidir:

P DT R
T =—Mx"+—mv, (3.29)
2 2

Sekil 3.7°de m kiitlesinin hiz vektor diyagrami goriilmektedir. Bilesenlerin diisey ve

yatay yonde projeksiyonlari alinirsa v vektoriiniin biiyiikliigii asagidaki gibi bulunur:

v2 =(LOcosO+x)* +(LOsinf)* = [*0° + x> +2LiOcos b (3.30)
Denklemler (3.29) ve (3.30)’dan 7" asagidaki gibi bulunur:

T" = %sz +%m[L26"2 + & +2Lt6cos 6 | (3.31)

Sekil 3.7

Sistemin potansiyel enerjisi,

1% :%sz —mgLcos @ (3.32)
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olup, Lagrange fonksiyoneli asagidaki gibidir:

L= %sz +%m[L26'?2 +X°+ 2Lc0505c9]—(% Kx* —mchos@j (3.33)

Bu sistemin genellestirilmis kuvvetleri denklemler (3.12) ve (3.13) ile daha once
asagidaki gibi bulunmustu:

Q. .=F +F, (3.34)
Q, = F,Lcos@ (3.35)

Yukaridaki bilgiler kullanilirsa, x i¢in Lagrange denklemi asagidaki gibi olur:

d(oL) oL dj,,. S
—| =— |-=—=—|Mx+m(Lcos@0+ x)|—\— Kx)=F, + F. 3.36
ya da,
(M +m)¥ +mLcos 80 + Kx —mLsin 00* = F, + F, (3.37)
6 icin Lagrange denklemi ise asagidaki gibi elde edilir:
d(oL) oL d[ ., : Ny :
—| — |-=—==—[mL 0+ mLcos@x|—\—mLsin6k0 —mgLsin@)= F,Lcos@ (3.38
dr(aeJ S = J-( gLsind)=F, (3.38)
ya da,
mL*@ +mLcos @ % +mgLsin @ = F,Lcos (3.39)
Ornek 2:

Sekil 3.8’deki dinamik sistemde kol yataydan kii¢iik acilarla ayrilmaktadir. Yercekimi
yoktur. Holonomik olan bu sistem icin genellestirilmis koordinatlart x ve € kabul ederek
dinamik denklemleri Lagrange denkleminden yararlanarak elde edelim.

Kiitlesiz kol

Sekil 3.8
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Sistemin kinetik ko-enerjisi:
E3 1 -2 1 . h 2
T :EMlx +EM2(x+2a6) (3.40)

Sistemin potansiyel enerjisi:

\/:%le2 +%K2(x+ 2a6)* (3.41)

Lagrange fonksiyoneli:
r ., 1 ) - (1 , 1 )
LZEMlx +EM2(x+2a6?) - EKIX +§K2(x+2a9) (3.42)

Denklemler (3.16) ve (3.17)’den genellestirilmis kuvvetler:
Q. =F +F,+F, (3.43)
Q, =aF, +2aF, (3.44)
x i¢in Lagrange denklemi:
i@fj aaf 5 [M 5+ M, (i +2a0)|~[- K x- K, (x+2a6)|=F +F, +F,
(3.45)
ya da,
(M, +M,)i+2M,a6 + (K, + K,)x+2aK,0 = F + F, + F, (3.46)

0 icin Lagrange denklemi:

%(33 gj 5[2M a(i+2a0)|~[- 2K, (x+2a6)| = aF, +2aF,  (3.47)

ya da,

4M ,a’6 +2M ,ax +4a’K ,0 + 2aK ,x = aF, + 2aF, (3.48)
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Asagidaki sistemlerin dinamik denklemlerini Lagrange denklemini kullanarak bulun.

Problem 3.1

Ki

Not: Yay serbest boydayken kiitlenin
ekleme uzakligr 7 dir. Kol yataydan
az ayrilmaktadir.

Problem 3.3

1(r) Kiitlesiz makara

/)
% Kiitlesiz kollar
0l 0t

—Ltq '

T,

K>

< Pt X

lg F(t)|

Not: Biiyiik kol yataydan az ayriliyor.

Problem 3.5
o
4
a b
K> /
Yataydan az ayrilan
kiitlesiz kol.
M,
K 1 l g’

Problem 3.2

@

£

— Pwww—

ol

b F(n

Not: K1 yay1 serbest

7%; boydayken kol diiseydir ve
hareket sirasinda diiseyden az
ayrilmaktadir.

Problem 3.4

F()

Not: A ve B eklemlerinde kayar yataklar
var. Sistemde siirtiinme yok. x ve 6
degiskenlerini kullanin.

Problem 3.6

Yataydan az ayrilan
K kiitlesiz kol.

F(f)
}T(r) j /
¥

%_(L—EB—)F—EB—)I‘—EB-)

E |
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Problem 3.7 Problem 3.8

Noktasal i

kiitle: M3 Kiitlesiz makara

=
Kiitlesiz kol: L

Problem 3.9 Problem 3.10

F(t ;
7 -
4 2

g o
A A5 b
é 0O O T é
“ o
2
éo M VWA 32
7 ;.
4 -
- g =
: : o2 :
? Kiitlesiz cerceve é

/
) Z K 7
K: Oteleme yay1. 7 é
. b
Hareket diizlemsel. % T
F(1)
Problem 3.11
T(1) S I
K> Silindirler ve kollar kiitlesizdir.
| / | / Silindirler kaymadan yuvarlamiyor. Sistem
1| l 1 g zorlamalar sifirken denge konumunda
M2 gosterilmistir ve hareket sirasinda bu

konumdan az ayrilmaktadir.



Problem 3.12

Not: Biitiin kollar kiitlesiz.
K> yayi serbest boydayken
M’nin A’ya uzakhigi L.

F(@) Yataklar siirtiinmesiz.

Problem 3.14

o

K
b—)'(— C
2@ | M
a ,
== N\
I 14
Kollar | t g
kiitlesizdir.

Problem 3.16

Kiitlesiz kol: ¢
—

Hareket diizlemsel.

52

Problem 3.13

Pt

—
AAMAAA
VVWWWYy

Not: Biitiin kollar kiitlesiz.
K> yayi serbest boydayken
M>’nin A eklemine uzakligi

F(1) L. Yataklar suirtiinmesiz.

Problem 3.15

Not: Verilen
kiitleler disinda
F(t) yap kiitlesizdir.

Problem 3.17

SR

xve 6; x veyicin
genellestirilmis
kuvvetleri bulun.




Problem 3.18

Kiitlesiz mil.

\

Kiitlesiz kol, ¢

T D

T '

Torsiyon yayi: K;

B

Problem 3.20

N
Se
%
SRR

Araba ve kol kiitlesizdir.

Problem 3.22

K T

Not: Yaylar F(¢) = 0 iken bir eskenar
icgen meydana getirmektedir.
Hareket diizlemseldir.

Kolun boyu 2¢ kadardir.

Problem 3.19
Mi Il
F(1)
12

Problem 3.21
— [ i
L+ L, sin at
S| nim
e E;E K

el

|

Problem 3.23

s

Rijit ve kiitlesiz kol.

Ty
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K

>

Diiseyden az ayrilan
kiitlesiz kol: /

Uzaklik kontrolii
yapan servo sistemi

|

Not: e uzakligl yay
serbest boydaykendir.

st

\

Not: Hareket diizlemsel degildir.



Problem 3.24
- H
72,
<]
[
Cli
|
F
|
| Saft ve kol kiitlesiz.
| Siirtiinme yok. M kol

tizerinde kayabiliyor.
Yayin serbest boyu 7, .

Problem 3.26

Not: Kollar kiitlesizdir. Yay
serbest boydayken M’nin ekleme

uzakhigr /. Yataklar

stirtiinmesiz. x ve 6; x ve y i¢in
genellestirilmis kuvvetleri bulun.

Problem 3.28

\
\

=
AAAAAA
vVvyvvy

i
=
el

AAAAAA

Hareket diizlemseldir.

vVvyvvy

S ||l
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Problem 3.25

Not: Hareket diizlemseldir.

Problem 3.27

e
A (Kiiresel eklem)

Klg

Not: Biitiin kollar kiitlesizdir.
K yay1 serbest boydayken
M’nin A eklemine uzakhig /7, .

Problem 3.29

P

g Kollar ve mil kiitlesizdir. Yay
serbest boyundayken kol diiseydir.
Kol diiseyden az ayrilmaktadir.

__i__.__.__ _.__.T_.__.__.__.__}__.__
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RIJIT GOVDESI OLAN
SISTEMLER

Boliim 3’de incelenen sistemlerdeki biitiin kiitleler noktasal oldugundan kinetik ko-
enerji ifadesine katkilari %mv2 seklindeydi. Bu boliimde rijit govdelere sahip dinamik

sistemlerde Hamilton prensibinin ve Lagrange denkleminin kullanilmasi incelenecektir. Bu
yeni durumun noktasal kiitleye sahip sistemlerden tek farki, rijit govdelerin kinetik ko-
enerjilerinin  saptanmasidir. Govdelerin  kinetik  ko-enerjileri  saptanarak Lagrange
fonksiyonuna koyulduktan sonra daha once kullanilan yontemler aynen kullanilabilir.

4.1 Rijit Bir Govdenin Kinetik Ko-enerjisi

Sekil 4.1°de atalet koordinat sistemi XYZ ile gosterilmistir. xyz ise govdeye sabitlenmis
bir koordinat sistemidir. m; , govde i¢cinde herhangi bir kiitle parcacigimi gostermektedir. Bu
kiitle parcaciginin atalet koordinat sistemine gore konumu p,, gdvde koordinat sistemine

gore konumu ise 7, vektoriiyle gosterilmistir. xyz-koordinat sisteminin orijininin atalet

koordinat sistemi i¢indeki konumu ise R vektoriiyle belirlenmektedir. @ gdvdenin agisal
hizidir.

R Govde

Sekil 4.1
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m; kiitle parcaciginin konumu ve hizi i¢in Boliim 1°de daha once elde edilen (1.19) ve
(1.26) numarali denklemlerden asagidaki ifadeler yazilabilir:

P, =R+T 4.1)

or.
il 42
+(arl *2

Hem xyz-koordinat eksenlerinin hem de m; kiitle parcaciginin govde icindeki
konumlar sabit oldugundan, denklem (4.2)’de,

AN
(gjr =0 4.3)

V. =p, = R+@dx

1

)

olur ve rijit govde iizerinde bir kiitle pargcacigi i¢in hiz asagidaki hali alir:

b =R+ dx (4.4)

3

Govdede N sayida kiitle parcacigi varsa, govdenin toplam kinetik ko-enerjisi tiim
parcaciklarin kinetik ko-enerjilerinin toplami olarak asagidaki gibi bulunur:

Nl N

T = szl.ﬁiz = Z%ml

i=1 i=1

R® +2R- @X T, +(@XT.)- (WXT))

1/N Sos N 1N oo oL
=—(Zmi)R +R-a)x(ZmirijJrEZmi(a)er(eri) (4.5)

i=1 i=1 i=1

%m, =M ve denklem (1.10)’dan %mifi = M7, yazulirsa ve denklem (4.5)’in son
i=1 i=1

terimindeki vektor ve skalar carpimin siras1 degistirilirse, kinetik ko-enerji ifadesi asagidaki
hali alir:

T*:%Mfez+M(§.@X;C)+%@~§m,-[ﬁx(@xﬁ)] (4.6)
i=1

Ozel Hal 1:

Eger rijit govdenin atalet referans sisteminde O gibi sabit bir noktas1 varsa ve xyz-

koordinat sisteminin orijini bu nokta olarak secilirse, R =0 olur. Bu 6zel hal icin kinetik ko-
enerji ifadesi asagidaki gibi olur:

N

%6)- > m |7, x(@x 7)) 4.7)
i=1

*

T =

i’inci kiitle par¢aciginin O’ya gore acisal momentumu £, asagidaki gibidir (denklem
1.16):

ho; = Tp; XM, Ty, =Ty XMV, = M;Tp XV, = M, Ty X(OXT,,) (4.8)
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Bu yiizden denklem (4.7)’nin sagindaki ikinci vektor, govdenin O noktasina gore
toplam agisal momentumu H o dur. H 0+ asagida denklem (4.9)’da verilmistir:

_ N
H, =Y m[r, x(@x7,)] (4.9)
i=1

Dolayisiyla, bu 6zel hal i¢in kinetik ko-enerji asagidaki gibi yazilabilir:

*

T'=—&-H, (4.10)

N | =

Ozel Hal 2:

Eger xyz-koordinat sisteminin orijini govdenin agirlik merkezinde secilirse, bu

durumda R = V. ve 7. =0 olur; denklem (4.6) asagidaki hale doniisiir:

*

I S T
T :EMVC+Ew-2mi[rcl.x(wxrct.)] (4.11)
i=1

Govdenin agirlik merkezine gore agisal momentumu H .,

— N

H. = Z mi[’_;ci X((_[)X’_;Ci)] (4.12)

ifadesiyle verildiginden, bu 6zel hal i¢in kinetik ko-enerji asagidaki gibi bulunur:

.1 1. -
T :EMvé+Ea)-HC (4.13)

4.2 Acisal Momentum ve Atalet Matrisi

Denklemler (4.9) ve (4.12)’de gecen genel ifade o ve c indisleri kaldirilarak asagida
tekrardan yazilmustir.

A =3m[f, x(@x7)] (4.14)
i=1
Bu denklem,
ax(bxé)=(d-é)b —(b-a)c (4.15)
vektor 6zdesligi kullanilarak yeniden yazilirsa, asagidaki hale gelir:
— N
H=Yml*0- (@ 7)r| (4.16)

H, @ ve 7. vektorlerini xyz-koordinat sisteminin (gévdeye bagh koordinat sistemi)
eksenleri boyunca olan bilesenleri cinsinden asagidaki gibi yazalim:

H=Hii +Hji +H i, (4.17)
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O=w,ii, +o, +oi, (4.18)
Fo=x 4y, + g, 4.19)

Yukaridaki ti¢ denklemde u, , i, ve u, swrasiyla x, y ve z yonlerindeki birim
vektorleri, bunlarin oniindeki ¢arpanlar ise o yonlerdeki vektor bilesenlerinin biiyiikliiklerini
gostermektedir. H , @ ve I vektorleri denklemler (4.17), (4.18) ve (4.19)’dan alinip denklem
(4.16)’da yerine koyulursa, asagidaki ifadeler elde edilir:

— N
2 2 2 ~ ~ ~ ~ ~ ~
H=3%m, [(xl. +y; +z; ) wu, + ou, + wu,)- (a)xxl.+a)yyi+a)zzi)(xiux + oy, + ziuz)]
i=1

(4.20)
Bu denklemin terimleri yeniden diizenlenirse asagidaki hali alir,
— N 5 5 _
H=3%m, [(yi +z,)0, + (_xiyi)a)y +(—z,x,)0, ]"’x +
i=1
o 2 2
Zmi [(_xiyi)a)x +(x; +z )wy + (_yizi)wz ]My +
i=1
N
th’ [(_xizi)a)x + (_yizi)a)y +(xi2 + in)wz ]’ZZ 4.21)
i=1
Atalet momentleri asagidaki gibi tanimlansin:
N
I, =Ym(y}+z}) (4.22a)
i=1
ya da yayili kiitle igin 7 = [(y*> + z%)dm (4.22b)
N
I, =Ym(x]+2) (4.23a)
i=1
ya da yayili kiitle igin 7 = j(xz +27)dm (4.23b)
N
I, =Ym(x}+y}) (4.242)
i=1
ya da yayili kiitle igin 7_ = j (x> + y2)dm (4.24b)

Atalet carpimlari ise agsagidaki gibi tanimlansin:
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I, =1, =%@mxy,) (4.252)
. : i=1
ya dayayih kiitle igin I, =1 =—[xydm (4.25b)
N
Ixz = Iz,x = Z (—m,xizi) (4263)
i=1
ya da yayili kiitle igin 1 =1_ = —[xzdm (4.26b)
N
Iyz = Izy = I_Z:l(_miyizi) (4273)
yadayayih kiitle igin I, =1 =~[yzdm (4.27b)

Atalet momentleri ve atalet carpimlan denklem (4.21)’de yerine koyulursa, asagidaki
ifade elde edilir:
H=Hi +Hi +Hi =0+ 0+ 0)i,+

X2

o +1 0 +1 o )zZ'v tU .o +1 0 +1 )i, (4.28)

Denklem (4.28)’deki bilesenler matris formunda yazilirsa,

HX I’(’( Xy IXZ a).’(
H |=|1, I, I |o, (4.29)
HZ IXZ yz 2z a)Z

olur ve uygun sekilde tanimlanan matrisler cinsinden kisaca asagidaki ifade elde edilir:

[H]=[1]w] (4.30)

H ’nin bilesenleri olan H_ , H ve H_ kullanilan xyz-koordinat sistemine bagldir.

Buna karsihk, H bir vektor oldugundan herhangi bir koordinat sisteminden bagimsiz ve
sadece boyu ve yonii ile tamamen belirlenir. Denklem (4.30)’daki [I ] matrisine atalet matrisi
denir.

4.3 Kinetik Ko-enerjinin Matrisler Cinsinden Yazilmasi

Atalet referans sistemine gore sabit bir O noktast olan bir govdede xyz-koordinat
sisteminin orijini O noktasinda alindiginda (Ozel Hal 1), denklem (4.10) ile verilen kinetik
ko-enerji ifadesi matrisler cinsinden asagidaki gibi yazilabilir:

« 1. = It Ip oy
I'=0-H, =5[w] [H], =5[w] (1], [o] (4.31)
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xyz-koordinat sisteminin orijini govdenin agirlik merkezinde secilirse, denklem (4.13)
ile verilen kinetik ko-enerji ifadesi ise matrisler cinsinden asagidaki gibi yazilabilir:

.1 1. = 1 1 1 1
T =§Mvé +0-He = EMvg +§[a)]T [H]. = EMvé +§[w]T [1].[0] (4.32)

Ornek :

Sekil 4.2°deki verilen kiipiin kiitlesi M ve kiitle dagilimi muntazamdir. xyz-koordinat
sisteminin orijini agirlik merkezindedir. Bu cismin atalet matrisini bulalim:

g

Sekil 4.2

Bu cismin i¢inde dxdydz boyutlarinda bir eleman alinirsa, dm asagidaki gibi olur:
M
dm = Fdxdydz (4.33)

Atalet Momentleri:

L L L
2 M 22 M(L L

2 2 _ 2 oM (L L
j(y +z )Fdxdydz—U(y +z Iz 2+2 vdz

L
2

e
|

1, =] +2"dm =

N
N

=

L

2 3
2 2 M 1
v dy="2

ot dy="

= gML2 (4.34)

1 | 1

P+ )dy = —| —+—
o 12))7 L\ 3 12y

L —
=
2

Denklem (4.34)’e benzer bicimde diger atalet momentleri de hesaplanirsa asagidaki
sonuglar bulunur:

I, = L (4.35)
1, = L (4.36)

6
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Atalet Carpimlart:
L
Lt Lt Lo
2 2 2 2 2 2
I, =—[xydm=—[ [ | xy%dxdydz == xyﬂzdxdy = —Kz | D =0
’ L L L L L L L1 2
I =72 7 et

(4.37)

Denklem (4.36)’ya benzer bicimde diger atalet carpimlar1 da hesaplanirsa asagidaki
sonuglar bulunur:

I.=0 (4.38)
I,.=0 (4.39)
Dolayisiyla Sekil 4.2°deki kiip i¢in atalet matrisi asagidaki gibidir:
ML/ 0 0
.= o ML/ o (4.40)
0 0o ML/
Kinetik ko-enerji ise asagidaki gibi bulunur:

ML7 0 0 o

X

6
T*:%Mv§+%[wx , o] o ML% 0 |o
0 0 ML% o,
ya da,
| MI?
T =5Mvé+ > (] + @, + @) (4.41)

4.4 Rijit Govdenin Asal Eksenleri

Rijit bir gévde igin xyz eksen takimi rastgele tanimlanmigsa, gdvdeye uygulanan bir @

acisal hizimin yaratacagl agisal momentum vektorii H, & vektoriiyle ayn1 yonde degildir.
Ornegin, boyle bir govdeye z yoniinde bir acisal hiz uygulanirsa, asagidaki denklemden
goriildiigli gibi x ve y yonlerinde de agisal momentum vektor bilesenleri ortaya ¢ikar:

IXX Xy Xz 0 IXZa)X Hx
[H]=|1, 1, I.]0|=|I,0, |=|H, (4.42)
IXZ Iyz IZZ a)Z IZZ a)Z HZ
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Ancak her govdede, @ gibi bir agisal hiz uygulandiginda bununla aym yonde bir H
vektorii elde edilen, birbirine dik ii¢ yon bulunur. Bu yonlere asal yonler, orijinden bu
yonlerde cizilen eksenlere de asal eksenler denir.

Asal yonler, verilen bir xyz eksen takimina gore (govde icinde sabit eksenler)
yukaridaki ozellikten yararlanarak kolayca bulunabilir. # vektorii asal yonde ve birim
uzunlukta bir vektor olsun. [u] matrisi de u# vektoriiniin x, y ve z yonlerindeki bilesenlerini
iceren matris olsun.

Eger,
@O = i (4.43)
yani
@] = afu] (4.44)
ise, asal eksenlerin tanim sekli dolayisiyla,
[H]= Hlu]=[1][w] (4.45)

olur. Denklem (4.44)’den [a)] almarak denklem (4.45)’de yerine koyulursa, asagidaki
denklem elde edilir:

[1]l] =2 ] (4.46)
(4]
Bu denklemde,
1-H (4.47)
(4]

olarak tanimlanir ve terimler diizenlenirse,

[1][u] - Alu]=0 (4.48)
ya da,
XX Ixy Xz ux ﬂ’ux
xy » ve || Yy |7 ﬂ'”y =0 (4.49)
I, I, I_|u, Au
ya da,
I -2 I, . u,
I, I,-4 1. |u |=0 (4.50)
IXZ I}’Z IZZ - 2’ uZ

bulunur. Yukaridaki denklemden goriildiigii gibi, # vektoriiniin yoniiniin bulunmasi, bir
0zdeger probleminin ¢oziimiinii gerektirir. Denklem (4.47) ile tanimlanan A’lar, [I ] matrisinin
ozdegerleri, u ise ozvektorleridir.
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Denklem (4.50)’den u’nun bilesenleri cinsinden ii¢ denklem yazilabilir. Ancak bu
denklemler homojen oldugundan, sadece katsayilarinin determinanti, yani denklem
(4.50)’deki katsayr matrisinin determinanti sifir oldugunda sifirdan farkli bir ¢6ziim

miimkiindiir. Genel halde, 4,, 4, ve A, gibi ii¢ 6zdeger ve bunlara karsilik gelen #,, u, ve
u, gibi li¢ 6zvektor bulunur. Bu ii¢ 6zvektor, xyz-koordinatlarina gére govdenin asal yonlerini
belirler. Eger A, A4, ve A, birbirinden farkli degerlere sahipse, u,, u, ve i, yonleri
birbirlerine diktir ve tek bir ¢oziim olarak bulunur. Eger A, =4, # A, ise, u, ve u, nin
¢oziimleri tek degildir. , yoniine dik olan her yon, asal yon 6zelligine sahiptir (Sekil 4.3). #,
ve u, vektorleri, i, yoniine dik olan diizlem i¢inde ¢izilen ve biribirine dik olan herhangi iki
yonde alinabilir. Eger A, = 4, = A4, ise her yon asal yon ozelligindedir. Bu durumda u,, u, ve

u, vektorleri birbirlerine dik olan herhangi ti¢ yonde alinabilir.

Sekil 4.3

Ornek :

Sekil 4.4’deki govdede rijit ve kiitlesiz kollarla birbirine bagh iki kiitle vardir. xyz-
koordinat sistemi govdeye bagl olup, kiitlelerin hepsi yz-diizlemi ilizerindedir. Bu gdvdenin
asal eksenlerini bulalim.

ZLE Not: L=1vem=1

Sekil 4.4



Atalet momentleri:

2
1, =Y m(y; +z})=2m(L* + L)+ 2m(4L* +4L*) = 20mL’

i=1

2
I, =" m(x}+z})=2mL +2m(4L") =10mL’

i=1

2
I, =Y m(x}+y})=2mL +2m(4L) =10mL’

i=1

Atalet carpimlari:
2
I, = E(—mixiyi) =0

I_ = . (-m.x,z,)=0

Xz [Add g
i=1

1, = i(—m,. y,2,) ==2m(L)(L) — 2m(-2L)(—2L) = —10m[’

i=1

Atalet matrisi:

20 0 0
[1]=] 0 10 =10 |mI?
0 —10 10

Ozdegerlerin bulunmas:

20-A4 0 0
det| O 10-4 -10 |=0
0 -10 10-4

ya da,

20-A)10-AD)A0-A)— (20— A)(-10)(-10)=0
ya da,

A =404 + 4004 = A4 —404+400) = A(A1—-20)* =0
ya da,

A =0, A =4=20

A, e Karsilik gelen zvektdr #,’i bulmak i¢in dnce denklem (4.50) kullanilirsa,

64

4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

4.61)
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20 0 0 Ju,

0 10 —10]u, |[=0 (4.62)
0 —10 10 Jlu,

ya da,
20u, =0 (4.63)
10u, —10u_ =0 (4.64)
—10u, +10u_=0 (4.65)

bulunur. Goriildigii gibi, denklem (4.62)’den yazilan ii¢ denklemden (4.64) ve (4.65)
numaralilar birbirinin aymdir. #, vektoriiniin ¢oziilmesi gereken bilesen sayisi ise iic

oldugundan (u,,u,,u_) bir denkleme daha gerek vardir. Ugiincii denklem ise #, vektoriiniin

birim vektor olma 6zelliginden elde edilir:
wp +uy +ul =1 (4.66)

Denklemler (4.63), (4.64) ve (4.66) dan u,’in bilesenleri asagidaki gibi elde edilir:

1
u =0 , U, =U, == 4.67)
V2
Bu bilesen degerleri incelendiginde, u, vektoriiniin iki kiitleyi birlestiren kol iizerinde
ve sag tarafa dogru oldugu goriiliir. 4, =4, oldugundan u, ve u, vektorleri u,’e dik olan
diizlemde birbirine dik olacak sekilde rastgele secilebilir.

Asal Eksenlere Gore Atalet Matrisi

Bir govdeye asal eksenlerinden herhangi birisi etrafinda bir agisal hiz uygulanirsa,
meydana gelecek olan acisal momentum vektorii de ayni eksen yoniinde olmak zorundadir.
Yani, govdenin asal eksenleri Sekil 4.5’deki gibi I, 2 ve 3 ile gosterilirse, asagidaki ifade
gecerli olur:

H =10, i=1,2,3) (4.68)

Sekil 4.5
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Bu sartin saglanabilmesi icin, asal eksenlere gore yazilan atalet matrisinin diyagonal

olma zorunlulugu vardir. Bu durumda H vektoriiniin bilesenleri ile @ vektoriiniin bilesenleri
arasindaki iliski asagidaki gibidir.

H, I, 0 0o
H,|=10 I, 0|o, (4.69)
H, 0 0 IL| o

Ornegin, govdeye I-yoniinde bir acisal hiz uygulanirsa, acisal momentum bilesenleri
asagidaki gibi elde edilir:

H, I, 0 0o Lo,
H,|={0 I, 0]|0|=] 0 (4.70)
H 0 0 ;|0 0

H.
Denklem (4.68) ve (4.69) karsilagtirilirsa, — = A, =1, olacagindan, asal eksenlere

1

gore atalet momentlerinin, [I ] matrisinin 6zdegerlerine esit oldugu goriiliir:
I, =21 i=1,2,3) 4.71)

Bir govdenin asal eksenleri biliniyorsa, problem c¢oziimlerinde bu eksenlerin
kullanilmas1 islemlerde biiyiik kolaylik saglar. Zira, [I ] matrisinin diyagonal diginda biitiin
elemanlar1 sifirdir. Eger asal eksenler problemin basinda bilinmiyorsa, bu eksenlerin
bulunmasi pek cok problemde bir 6zdeger probleminin ¢6ziilmesini gerektireceginden, asal
eksenleri kullanmanin getirecegi basitlik ile 6zdeger probleminin gerektirecegi ek islemler
karsilastirilarak en uygun olan yol tercih edilmelidir. Ancak, bazi problemlerde gdvdenin bir
veya daha fazla simetri diizlemi olabilir. Bu durumda asal eksenler bu 6zellikten yararlanarak,
asagidaki kisimda agiklandigr gibi, 6zdeger problemini ¢cozmeden de bulunabilir.

Simetriden Yararlanarak Asal Eksenlerin Bulunmasi

Simetri 6zelligine sahip govdelerin asal eksenleri, bu 6zellikten yararlanarak herhangi
bir hesaplama yapmadan bulunabilir. Ornegin, Sekil 4.6’daki govdenin S gibi bir simetri
diizlemi olsun. xyz-koordinat sisteminin orijini O’yu bu diizlem iizerinde alalim. x ekseni
simetri diizlemine dik yonde alinsin. Bu durumda y ve z eksenleri simetri diizlemi iizerinde
olur. Govdenin simetri 6zelligi dolayistyla, (x, y, z) koordinatinda bulunan herhangi bir kiitle

par¢aci@l m,’nin, (-x, y, z) koordinatinda bir simetrigi vardir. Bu simetrik kiitle
pargaciklarinin 7 terimine katkilart —(m,x;y, —m;x;y,) =0 ve I _ terimine katkilar1 ise
—(m;x;z, —m,x,z;,) =0 seklinde birbirlerini gotiireceginden, Sekil 4.6’daki gibi simetri

ozelligine sahip bir govde i¢in atalet matrisi asagidaki hali alir:
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I, 0 0

[f]l=| 0 1, I, (4.72)
0 Iyz IZZ
Z

Simetri diizlemi.

Sekil 4.6

Bu govdeye x ekseni etrafinda @_ gibi bir acisal hiz uygulanirsa, gdvdenin agisal
momentum bilesenleri asagidaki gibi elde edilir:

HX IXX O 0 w.’( IXXwX
H |=|0 I, I_]|0]= 0 (4.73)
H | |0 0 0

z yz ped

Denklem (4.73)’den goriildiigii gibi x ekseni yOniinde uygulanan acisal hiz vektorii
yine ayn1 yone bir a¢isal momentum vektorii yaratmaktadir. Bu ise asal eksen ozelligidir; yani
x ekseni asal eksendir. Sonug¢ olarak, kiitlesel simetri eksenine dik olan yon, asal yon
ozelligini tasir ve bu yonde c¢izilen eksen asal eksendir.

Sekil 4.7°de simetri Ozelliginden yararlanarak asal eksenleri ¢izilen bazi govdeler
verilmistir. Sekil 4.7(a) ve (b)’de I eksenine dik olan diizlemde birbirine dik herhangi iki
eksen 2 ve 3 ekseni olarak secilebilir. Sekil 4.7(c)’deki dikdortgenler pirizmasinda birbirine
dik ii¢ simetri diizlemi oldugundan bunlara dik /, 2 ve 3 eksenleri asal eksenlerdir. Sekil
4.7(d)’deki kiipte ise atalet matrisi denklem (4.69)’daki gibi diyagonal oldugundan ortagonal
herhangi bir eksen takimi asal eksenler olarak secilebilir.
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Sekil 4.7

4.5 Rijit Govdeli Sistemlere Hamilton Prensibinin Uygulama Ornekleri
Ornek 1I:

Sekil 4.8°de verilen iki ipli sarkac diisey eksen etrafinda donel hareket yapmaktadir.
Iki ipli sarkag, ugunda asili olan kiitlenin diisey eksen etrafindaki atalet momentini bulmak
amactyla kullanilir. Hamilton prensibini uygulayarak bu sistemin dinamik denklemini elde
edelim.

2r

Sekil 4.8
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Sistem elemanlari: Kiitle, M; atalet momenti, /.
Lagrange fonksiyoneli:
1 , 1.,
L= EMV'" +51a) — MgL(1—cos @) 4.74)

Sarka¢ diisey eksen etrafinda ¢ acgis1 kadar dondiriildiiginde M kiitlesi
x=L(—cosp) kadar yukari ¢ikacagindan, v, =x=L@sing olur ve denklem (4.74)

I

asagidaki hali alir:

L= %ML%/‘)Z sin® @+ % 16° — MgL(1- cos @) (4.75)

Is terimleri:

> fi6, =0 (4.76)

Sistem kabul edilebilirlik sarti:
r@="Lgp 4.77)
Hamilton integrali:

Sistem kabul edilebilirlik sarti uygulanarak Hamilton integrali asagidaki gibi
yazilabilir:

f{é(%MLz(pz sin” @ + %19'2 — MgL(1 - cos qo)ﬂdt (4.78)

t 2
= j l:ML2 sin® @O+ ML’ ¢ sin pcos o+ I (éj @Oop — MgLsin (pﬁgo}dt
f r
Simdi sarkacin kiigiik genlikle hareket ettigini kabul edelim. Yukaridaki integralin
terimleri incendiginde ilk iki terimin diger terimlere gore daha yiliksek mertebeli kiigiik

terimler icerdigi goriilir. Bu yiizden ilk iki terim digerleri yaninda ihmal edilebilir ve
Hamilton integrali agsagidaki hali alir:

t, 2
j Mﬁj @S¢ — MgLsin ¢5¢}t (4.79)
r

4
0@ igeren terimlere kismi integral formiilii uygulanir, terimler diizenlenir ve Hamilton

prensibi uygulanirsa,

t) 2
Il:— I (Ej @— MgLsin (p} opdt =0 (Rastgele d@ igin) (4.80)
r

h

olur ve sistemin dinamik denklemi asagidaki gibi bulunur:
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2
I(éj @+ MgLsingp=0 (4.81)
r

Kiiciik hareketler icin sing=¢ almir ve terimler yeniden diizenlenirse dinamik
denklem asagidaki hali alir:

Mgr2
=0 4.82
73 @ (4.82)

O+

Ornek 2:

Sekil 4.9°da verilen sistemdeki teker yatay diizlem {izerinde kaymadan
yuvarlanmaktadir. Bu sisteme Hamilton prensibini uygulayarak dinamik denklemlerini elde
edelim.

B
M, 1 r ]
il

s K>
W ; It é 4\/\/\/\/_ y(t) (D1s konum
e
X

K zorlamasi)

Sekil 4.9

Sistem elemanlari: Kiitle, M; atalet momenti, /; yay, Ki; yay, K»; sontimleyici, B.

Bu sistemde y(f) kuvvet zorlamas1 olmadigindan sistem elemani olarak almmaz. Fakat
kabul edilebilirlik sart1 olarak probleme girer.

Lagrange fonksiyoneli:

1 1 1 1
L=—MV: +—I0* ——K [x—yO)] —— K, x° 4.83
2 m 2 2 1[ y( )] 2 2 ( )

xX=v, ve W= x/r (kabul edilebilirlik sartlar1) oldugundan denklem (4.83) asagidaki
hali alir:

1 .2 1 I <2 1 2 1 2
L=—Mx"+—| — x"——K,|x—y®)| —— K, x 4.84
> 2(er K=o -2k, (4.84)
Is terimleri:
> f,6, =—F,6 = —Bidk (4.85)

Denklem (4.85) yazilirken, y(7) dis zorlama oldugundan Jy(¢) =0 alinmistir.
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Hamilton integrali:

Denklemler (4.84) ve (4.85)’den Hamilton integrali asagidaki gibi yazilabilir:
ol o 11, 1 1 ,
!{5(5Mx2 + 5[r_2sz - EKI [x—y®)] - Eszz j - Bx&x} dt

- j [[M + szwx —K,[x— y®)]ox - K, x5 - B)'C(Yx} dt (4.86)
r

L

Integralin altindaki ilk terime kismi integral formiilii uygulanir, terimler diizenlenir ve
Hamilton prensibi uygulanirsa,

I[— (M + Lz)x— Bx— (K, +K,)x+ Kly(t)}é'xdt =0 (Rastgele O icin)
n r

(4.87)

olur ve sistemin dinamik denklemi asagidaki gibi bulunur:
I. .
M+r_2 X+Bx+ (K, +K,)x=K,y() (4.88)

4.6 Rijit Govdeli Sistemlere Lagrange Denkleminin Uygulama Ornekleri
Ornek 1I:

Sekil 4.10’daki sistemde teker yatay diizlem iizerinde kaymadan yuvarlanmaktadir.
Kolun bir ucu A noktasinda tekerin ortasina yataklanmis, diger ucu ise M3 kiitlesinin kenar
yiizeyinden ayrilmadan siirtiinmesiz olarak kayabilmektedir. Kolun ve tekerin kiitleleri
muntazam dagilidir. Biitiin atalet momentleri agirhk merkezine goredir. Yataklar
stirtiinmesizdir. Bu sistemin dinamik davranisini tanimlayan diferansiyel denklemi Lagrange
denklemini kullanarak bulalim.

b
X

KO], Mz, 12

L Yercekimi, g

Teker, M1, I

7 T 7 7 7 77
Sekil 4.10
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Tam ve bagimsiz genellestirilmis koordinatlar:

Bu problem icin farkli koordinat takimlar secilmesi miimkiindiir. Burada
genellestirilmis koordinatlar olarak x ve 6 secilsin. Sistem iki serbestlik dereceli ve
holonomiktir.

Kinetik ko-enerji:
* 1 2 1 2 1 2 1 A2 1 -2
T =5M1VA +511a)1 +5M2VG+5120 +5M3X (4.89)

Burada, @, ve v, asagidaki gibidir:

o =— (4.90)
B
d . .

Vi ZE(x+Lcos9)=x—Lsm6’6’ (4.91)

Kolun agirhik merkezinin hizi v, ise dik iiggenin 6zelliginden yararlanarak Sekil

4.11’den asagidaki gibi bulunabilir:

2 2
v: = £19'cos6r + x—£9s1n9 = 59 +x% = Lx@sin @ 4.92)
¢ (2 2 2

£6"0056’
2

Sekil 4.11

Potansiyel-enerji:

Tekerin merkezinin yiiksekligi sabittir. Bu yiikseklik referans alinirsa, potansiyel
enerji asagidaki gibi yazilabilir:

L
1% =(5 sinajMzg (4.93)

Lagrange Fonksiyoneli:

L=T" -V = %(Ml +I—;j(x—Lsin99')2 +
r
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1 L , ? ) . ) 1 52 1 ) L .
+—M,|| =0 | +x" —LxOsinb |+—-1,0"+—M,x" —| —sinf M,g  (4.94)
2 2 2 2 2

Genellestirilmis kuvvetler:

0, =0 Q, =0 (4.95)

x icin Lagrange denklemi:

i(%J_g_Q (4.96)
di\ox ) ox '
ya da,
d T V(- Lsin68)+ M i LM, Lésino+M,k|=0 (4.97)
I M1+r—2 X —Lsin +M2x—§M2 simf@+M,x|= .
11 . 1 Il . - .
M +M,+M,;+— |x— M1+5M2+—2 Lsin 66 = Sabit (4.98)
r r
0 icin Lagrange denklemi:
i % _£—Q (4 99)
dr\96) 06 ~° '
ya da,
2
N v, + 1\~ Lsin06)- Lsin)+ M, =6 L v, Lising+1,6
dt r 4 2
(4.100)
I, Y. o o1 L L
=M, +— (x—Ls1n99)(—Lcos€6?)—EMzLxﬁcose—Mzg Ecose =0
r
Ozel Hal:

Yukaridaki problemde M, =0, I, =0olsun. Bu durumda dinamik denklemler
asagidaki hali alir:

(M, +M3)X—%M2Lsin 66 = Sabit (4.101)

2
[M2%+IZJQ—M2 %sin056+—M2§cost95c0
(4.102)
+%M2Lx95in9+[§cos Hjmg =0
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Ornek 2:

Sekil 4.12°deki sistem diisey etrafinda serbestce donebilmektedir. B noktasinda tekere
eklemle bagli olan cubuk radyal diizlem icinde serbestce sallanabilmektedir. Cubuk dairesel
kesitlidir ve kiitlesi muntazam olarak dagilmistir. Cubugun boyu L, kiitlesi M, agirlik
merkezinden gecen ve cubuga dik eksen etrafindaki atalet momenti J. dir. Cubuk boyunca
olan simetri ekseni etrafindaki cubuk atalet momenti ihmal edilebilir.Diisey mile OO’
etrafinda 7(¢) gibi bir dis moment uygulanmaktadir. Bu sistemin dinamik denklemlerini
Lagrange denklemiyle bulalim.

Tam ve bagimsiz genellestirilmis koordinatlar:

Genellestirilmis koordinatlar olarak 6 ve ¢ segilsin. Sistem iki serbestlik dereceli ve
holonomiktir.

7 Q 7

one

| Kol
A
0

Sekil 4.12

Kinetik ko-enerji:
Denklem (4.41)’den yararlanarak,
=Lyl oL @* Ly (@sin @)* (4.103)
277 20 e g '

Sekil 4.12°de 0 ve ¢ hiz bilesenlerinin sebep olduklari v, vektorii bilesenleri
goriilmektedir. Bu bilesenler birbirine dik oldugundan v asagidaki gibi bulunur:
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2 2
Ve :(5(/‘;} +(r+§sin (oj 6* (4.104)
Potansiyel-enerji:

Referans olarak diskin bulundugu yiikseklik alinirsa, potansiyel enerji asagidaki gibi
yazilabilir:

L
\% =—Mg(5cos¢j (4.105)
Lagrange Fonksiyoneli:
1., 1 (LY, L. Y.
L =T —V:EId92+EM|:(Ej (02+(r+581n(0) 92j|
1 .2 1 - 2 L
+§I"¢ +51L_(6’s1n(0) +Mg Ecosgo (4.106)

Genellestirilmis kuvvetler:

Q,=T() 0,=0 (4.107)
@ icin Lagrange denklemi:
i % _£—Q (4 108)
di\96) 96 ~° '
ya da,
d L ’
E{Iﬂ# M(r + Esin q)) 0+1sin’ q)é} =T(1) (4.109)

@ icin Lagrange denklemi:

L L
dfoz) £ _, (4.110)
dit\ogp) dp ~°

ya da,

2
%!{M(%) +16}(2)]—{M@z(r+%sin(pj§cos¢+lcéz COS?—Mg(%sin (oﬂ =0
(4.111)

ya da,
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2
{M(%} +IC}¢+Mg(%}sin(p—Méz(r+%sin¢}%cos(p—166"2 singcos@p =0
(4.112)

Ornek 3:

Sekil 4.13’deki sistemde teker yatay diizlem iizerinde kaymadan yuvarlanabilmektedir.
Sarkac diskini tekerin merkezine bir yatak vasitasiyla baglayan cubuk kiitlesizdir. AB uzaklig
L kadardir. Fi(f) ve Fx(f) yatay yonde uygulanan dis kuvvetlerdir. Bu sistemin dinamik
denklemlerini Lagrange denklemiyle bulalim.

Tam ve bagumsiz genellestirilmis koordinatlar:

Genellestirilmis koordinatlar x, y ve ¢ olarak secilsin. Sistem ii¢ serbestlik dereceli ve
holonomiktir.

/ y
X
7 M, Ix
Fi(9
A \ 4
Teker X K
i
7
Fa(7)
Yercekimi, g
Sarkac Diski Mo, Iy
Sekil 4.13
Kinetik ko-enerji:
T =M+ 21,0 M V] 41,47 (4.113)
2 2 2 2

ya da,
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o1, 1 (v, L, 1,
T =My +—1,| 2| +=Mp2+-1,¢° =
2 2 r) 2 2
(4.114)

1 I 1 |
E(Ml +r—gjx2 +5M2v§ +513go2

Sekil 4.14°’deki hiz vektor diyagramindan bilesenlerin diisey ve yatay yonde
projeksiyonlari alinirsa v, vektoriiniin bityiikligi asagidaki gibi bulunur:

vy =(L@cos@+x)° +(Lgsing)’ = L’ + i +2Lcos px¢ (4.115)
Denklemler (4.114) ve (4.115)’den T" asagidaki gibi bulunur:

T =%[Ml +—;‘sz +%M2(L2(p2 +i +2Lcosq)xq))+%13¢)2 (4.116)
r

Potansiyel-enerji:

Referans olarak A noktasinin yiiksekligi alinirsa, potansiyel enerji asagidaki gibi
yazilabilir:

V:—(Lcos¢)M2g+%K(y—x)2 (4.117)
Lagrange Fonksiyoneli:
* 1 IA ) 1 2 .2 .2 ..
L=T"-V=_{M+4]k +5M2(L(p +i% +2Lcos pg))
r
1. ., 1 N
+EIB¢ +(Lcosq0)M2g—5K(y—x) (4.118)

Genellestirilmis kuvvetler:

0, =F®) Q,=F@) Q,=LcospF,(t) (4.119)

Sekil 4.14
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x icin Lagrange denklemi:

L L
i(a—J—a——Q (4.120)
dt\ ox ) ox ! '
ya da,
d I, . .
EKMI +r—2+M2Jx+M2Lcos (o(p}—[K(y—x)]: F, (1) (4.121)
ya da,
(Ml +M, +I—;‘jx+M2Lcos @Pp—M,Lsinp@* + Kx— Ky = F, (t)
r
(4.122)
y icin Lagrange denklemi:
L
(L) oL _, (4.123)
dit\ dy )] 9y '
ya da,
~[-k(y-0]=F@® (4.124)
ya da,
K(y—x)=F() (4.125)
@ icin Lagrange denklemi:
d(oL) oL
41 9= 9% 4.126
dt(acbj 09 Co (120
ya da,
%[(13 + M, )p+M,Lcos pi)-[M,Lig(-sin g )+ LM ,g(~sin ¢)] = L cos 9 F, ()
(4.127)
ya da,

(1, +M,*)p+M,Lcos@i+M,Lsin@ig+M,gLsing=L cos@F, ¢) (4.128)
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4.7 Viskoz Soniimleyicilere Sahip Sistemlerde Lagrange Denkleminin Kullanilmasi —
Rayleigh Yayilim Fonksiyonu

Boliim 3’de Lagrange denklemleri cikarilirken sistemin korunumlu elemanlarina ait
(kiitle/atalet, yay, yercekimi alan1) is terimleri kinetik ko-enerji ve potansiyel enerji
ifadelerinde, dis kuvvetler ise genellestirilmis kuvvetler icinde dikkate alinmisti. Sistemde
stirtiinme elemanlart olmadig1 kabul edilmisti. Eger sistemde hizla orantili kuvvete sahip
sirtinme elemanlar1  varsa (viskoz soniimleyici) genellestirilmis koordinatlar ve
genellestirilmis hizlar cinsinden Rayleigh Yayilim Fonksiyonu olarak adlandirilan bir
fonksiyon tanimlanarak Lagrange denklemi bu tiir sistemler icin yeniden diizenlenebilir.

Holonomik bir mekanik sistemin genellestirilmis koordinatlar1 g, (i =1,....,N) olsun.

Bu sistem iizerindeki x, ve x, noktalar1 arasinda Sekil 4.15’deki gibi b soniim sabitli viskoz
bir sontimleyici bulunsun.

F
b F
X1 X2 X1 X2
Sekil 4.15 Sekil 4.16
Bu soniimleyici iizerinden iletilen F kuvveti,
F=b(x, —x,) (4.129)

kadardir. Simdi bu elemam sistemden kaldiralim ve bunun yerine sisteme x, ve x,

noktalarinda bu F kuvvetinin Sekil 4.16’daki gibi uygulandigimi diisiinelim. Sekil 4.16’daki
sistem, Sekil 4.15°deki sistemin esdegeri olup, iki sistemin dinamik denklemleri birbirinin
aymdir. Sekil 4.16’daki gibi sisteme eklenen F kuvvetlerinin genellestirilmis kuvvetlere

katkilarinin ne olacagini bulalim. Eger x, ve x, noktalar1 o, ve &, kadar yer degistirirse, F
kuvvetleri tarafindan yapilan is miktar1 oW asagidaki gibidir:

W =—F(d, —dx,) (4.130)
Oox, ve &, degisimleri genellestirilmis koordinatlarin degisimleri cinsinden,

N

8x,=Yc;0q, (4.131)
j=1
N

Sx,=2.ddq, (4.132)
k=1

seklinde yazilabileceginden, is ifadesi asagidaki hali alir:
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N N
5W:—F(ch5qj—2dk5qu (4.133)
j=1 k=1

F kuvvetlerinin ’inci genellestirilmis kuvvete olan katkisi hesaplanirken i’inci
genellestirilmis koordinat disindaki koordinatlar sabit kabul edildiginden ve bu yiizden
bunlarin varyasyonlar1 sifir olacagindan, denklem (4.133)’den F kuvvetlerinin 0,

genellestirilmis kuvvete katkist Q,, asagidaki gibi bulunur:
Q,, =—F(c,—d,)=-b(x, —x,)(c, —d,) (4.134)
Diger yandan, soniimleyici tarafindan 1s1ya doniistiiriilen giic P asagidaki gibidir:
P=F(x, —x,)=b(x, — x,)’ (4.135)
Bu ifadenin ¢, ne gore kismi tiirevi alinarak asagidaki denklemler bulunur:

P OP Ok —%,)
3G, o(x, —%,) g,

1

=2b(%, —x,)(c, —d.) (4.136)

Denklemler (4.134) ve (4.136) karsilastinlirsa, soniimleyici kuvveti F’'nin, Q,

genellestirilmis kuvvete katkist olan Q,. i¢in asagidaki esitligin yazilabilecegi goriiliir:

1{ 0P o(P/2)
Q, =——| — |=- 4.137
" 2[aq,j aq, ( )

Eger sistemde birden fazla viskoz soniimleyici varsa ve P hesaplanirken biitiin
sontimleyicilerin 1s1iya cevirdigi giic hesaba katilirsa, benzer diislince tarziyla denklem
(4.137)’nin bu genel hal i¢in de gecerli oldugu goriiliir.

Rayleigh yayilim fonksiyonu,

R= 1 P (4.138)
2
olarak tamimlanir. Q,, terimi Rayleigh fonksiyonu cinsinden yazilir ve Lagrange denkleminin

sol tarafina tasmirsa, viskoz soniimleyiciye sahip sistemler i¢in Lagrange denklemleri
asagidaki hali alir:

d 3L of IR

+—=0. i =1....... 4.139
a3q, %, ag, & UM 139

Ornek 1:

Sekil 4.17°deki sistemde kiitle dagilimi muntazam olan bir silindir yatay diizlem
iizerinde kaymadan yuvarlanmaktadir. Lagrange denklemini kullanarak sistem dinamigini
tanimlayan denklemlerin bulunmasi istenmektedir.
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Sistem iki serbestlik dereceli ve holonomiktir. Sistemin genellestirilmis koordinatlari

olarak x, ve x, secilsin.

X1 X2

p ?1 | F(?) 3 )

1] 2 ’

Kl 1‘41 ﬂ ]_
(@] (@] K2
i - /K
Mo, Io
Sekil 4.17

l l . 2
4——M X-l +—19[—j +—M2.x-2

Potansiyel Enerji:

1 1
V= Elef +5K2(x1 -x,)’
Lagrange Fonksiyoneli:

1 1 (%) 1 1
L=T" -V=oMil+=1, 2| +=M, i} ——K,x;
2 2 r 2 2

Genellestirilmis kuvvetler:

Q,=F@ 0,=0
Rayleigh Fonksiyonu:

1 .2 1 .2
R=—Bx +—B,x
2 1™ 2 2°%2

X, icin Lagrange denklemi:

d[oL)_ oL IR
dr\ox, ) ox,  ox,

1 >
——K, (x, —x
) 2 (X, 2)

(4.140)

(4.141)

(4.142)

(4.143)

(4.144)

(4.145)



ya da,

d . .
Z[Mlxl]_[_ K x, — K, (x, _xz)]+le1 =F(1)

(4.146)
ya da,
M %, + B x, + (K, + K,)x, —K,x, = F(t) (4.147)
X, i¢in Lagrange denklemi:
dfoL) of LoR _, (4.148)
dt\ox, ) dx, ox,
ya da,
4| Lo ' ' 4.149
E r_z+M2 X, | = K,(x, —x,)+B,x, =0 (4.149)
ya da,
I, . .
—+M, X, +B,x, +K,x, - K,x, =0 (4.150)
r
Ornek 2:

Sekil 4.18’deki sistemin dinamigini tanimlayan denklemlerin Lagrange denklemini
kullanarak bulunmasi istenmektedir.

X1

X2
B B>
1 1] F(t)
K M K> M> >
—\WWA— —VWW\—]
ome) omme] .
Sekil 4.18

Sistem iki serbestlik dereceli ve holonomiktir. Sistemin genellestirilmis koordinatlar
olarak x; ve x, secilsin.

Kinetik ko-enerji:

(4.151)



Potansiyel Enerji:

1 1
\% :EKIXIZ +5K2(x1 —x2)2

Lagrange Fonksiyoneli:

1 1

. 1. : 1
L=T -V :EMle JFEszz2 —Elef —EKZ(xl -x,)°

Genellestirilmis kuvvetler:
0,=0 Q,=F(@)

Rayleigh Fonksiyonu:
I ., 1 L2
R= EBIXI +EBZ()C1 -X,)

x, icin Lagrange denklemi:

d (oL 0L OR

-V 5. -+ . :Qxl

dt\ dx, ) ox, 0x,
ya da,

d . . ) )

M X T A X T A T X 1% 2 (X = X%) =

dt[M |-[-K,x, — K ( )+ B, x, + B,( )=0
ya da,

M x, +(B, +B,)x, +(K, +K,)x, —B,x, —K,x, =0

X, i¢in Lagrange denklemi:

d(oL 0 OR
/| 5. _i-i- . = QXZ
dt\ox, ) dx, dx,
ya da,
d . .
Z[szz]_Kz(xl —X,) =B, (x, —x,) = F(1)
ya da,

M,x, + B,x, + K,x, —B,x, — K, x, = F ()

83

(4.152)

(4.153)

(4.154)

(4.155)

(4.156)

(4.157)

(4.159)

(4.160)

(4.161)
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Ornek 3:

Daha 6nce Boliim 2’de Hamilton prensibini uygulayarak coziilen ve asagida Sekil
4.19’da verilen sistemin dinamik denklemlerini bu sefer Lagrange denklemini kullanarak
tekrar elde edelim.

X
—
B
1 y(t) (D1s konum
7 K> zorlamasi)
%—«W M i —
O NENG) s AVAVAVE
S 2
K
Sekil 4.19

Sistem bir serbestlik dereceli ve holonomiktir. Genellestirilmis koordinat olarak x
secilsin. Bu sistemde y(r) kuvvet zorlamasi olmadigindan genellestirilmis kuvvetlere katkisi
yoktur; sinirlayici sart olarak probleme girer.

Lagrange fonksiyoneli:
r=tyzr Lk [x—y(t)]z—l[( x> (4.162)
2 2! 2 °
Genellestirilmis kuvvet:
0,=0 (4.163)
Rayleigh Fonksiyonu:
1 . . 1
R :53[)6 -] (4.164)

x icin Lagrange denklemi:

d(9L) or AR _
E(a_xj g+ s 0. (4.165)
ya da,
%[MX]+[K1 (x—y(0)]+ K,x+ Bli— y()]=0 (4.166)
ya da,

Mx+Bx+ (K, +K,)x=By(t)+ K, y(t) 4.167)
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PROBLEMLER
Problem 4.1

Asagida verilen gdvdenin, verilen koordinat eksenlerine gore atalet matrisini bulun.
Govdenin asal yonlerini bulun. Verilen eksenlerden hangileri asaldir?

A

2m

Problem 4.2

Sekilde verilen govdede kollar kiitlesizdir. Noktasal olan kiitlelerden biri z ekseni
iizerinde, digeri ise xy diizlemi iizerindedir. Verilen eksenlere gore bu govdenin atalet
matrisini bulun. Asal eksenleri bulun ve asal eksenlere gore atalet matrisini yazin.

Z

@

a

45°

. b

Problem 4.3

Asagida verilen gdvdenin, verilen koordinat eksenlerine gore atalet matrisini bulun.
Verilen eksenlerden hangileri asaldir?
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Problem 4.4

Bir govde iizerinde, orijinleri sirasiyla O ve O’ olan, paralel eksenli iki koordinat
sistemini diisiiniin. O’ya tekabiil eden atalet matrisi [/] biliniyor. O" noktasina tekabiil eden
[I] atalet matrisi isteniyor.

Not: O noktas1 O" noktasina gore
X'=x+a, y=y+b ve
7/ =z+c olacak sekilde

kaymistir.

2by. +2cz, —(bx.+ay,) —(cx. +az.)
(I =U1+m|—(bx,+ay.) 2cz +2ax, —(cy,+bz,)

—(cx, +az,) —(cy.+bz,) 2ax, +2by,

b* +¢? —ab —ac
+m| —ab a*+c? —bc
—ac —bc a’ + b*

oldugunu gosterin. Burada xc, yc, z. terimleri, agirlik merkezinin xyz-koordinat sistemine gore
koordinatlaridir. O noktasi agirlik merkezi olursa sonug ne olur?

Problem 4.5

Asagidaki govdede disklerin yarigaplan 2a, herbir diskin kiitlesi muntazam dagilmis
ve M’dir. Diskler kiitlesiz olan bir aksla birbirine rijit olarak baghdir. 1, 2, 3 ile gosterilen
eksenler agirlik merkezi G’den gecen asal eksenlerdir. /1, >, I3 atalet momentlerini bulun.

@& = @i, + @i, + w,ii, icin H ' yi bulun.
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Problem 4.6

Bir govdenin sekilde goriilen xyz eksenlerine gore atalet matrisi asagidaki gibidir.

[1]=

N O A
N N
D= N

x'y'z" eksenlerine gore atalet matrisini bulun.

Z!
¢ Y’
Q
y
1.0
A%
X, X' 0.8

Asagidaki sistemlerin dinamik denklemlerini Lagrange denklemini kullanarak elde edin.
Problem 4.7 Problem 4.8

F@)

Makara: My, Ix
K>

Disk: Ma, Ip
Yercekimi yok.
Kollar: L, m, I , kiitle dagilim1 muntazam. o
Statik denge konumunda 6 = 30 Kollar kiitlesizdir.

x ve y’yi genellestirilmis koordinatlar alin. A ve B agirlik merkezleridir.



Problem 4.9 Problem 4.10

. K
Makara: 1o % MKM,, M, AAAANA E
[

27_; le L B T(1) ( Silindir: Ma, Io
8
/14 Kol: ¢, M3, Ig.
072 J kiitle dagilim1
%Kl Kol: ¢, M, I, kiitle muntazam.
dagilimi muntazam.
Problem 4.11 Problem 4.12

Silindir kaymadan
yuvarlaniyor. Agirlik
merkezi G’de: M,

I, =Mp’

M, Io; Mo, lo2

Problem 4.13 Problem 4.14

F@)
a b

untazam kiitle
dagilimli  platform:

M, I
Kz§

M,
Not: Yer¢ekimi yok.
K3

Kiitle dagilim1
muntazam kol:
My, I

Kaymadan
yuvarlanan
silindir: M, Io

at+b="/

A



Problem 4.15

Kiitlesiz kol

Yay serbest

dagilmis cubuk:

&9

Problem 4.16

| D10
|

Kiitlesiz mil % g

kiitlesiz kol: L

& boyda iken OG M il 0
Klis1 ¢ untazam Kkiitle
HeadIBl So dagilimh kol:
F([) La Ma I[?O’ Id()
Kiitleli kol: ‘ 8
M, I
Problem 4.17 Problem 4.18
A KT
P ire ge .
; | A-Silindiri: My, lo;
i i Kiitlesi muntazam .
¢, ! Iki ucundan eklemli
Ol

merkezi: G1)

Kiitlesi muntazam
dagilmis disk: Ma,
Ic2 (Agirlik
merkezi: G2)

Not: Yay serbest boyda iken A noktas1 xx'
tizerindedir.

Problem 4.19

Muntazam kiitle
dagiliml teker:
M, Ia

S—__ Platform:
MP’ I(), IG
K>

/

Not: Platform yataydan az ayriliyor.
Teker kaymadan yuvarlaniyor.

M, Ig1 (Agirlik

Torsiyon

yay1: K;

B-Silindiri:
Ms, o2

Silindir kiitleleri muntazam dagilidir.
A-silindiri kaymadan yuvarlaniyor.

Problem 4.20
Platform: M, I
o ") 1
*G
Zty,
/

K K§
i

A

Not: Yer¢ekimi yok. x1 ve x2’yi kullanin.



Problem 4.21

Muntazam kiitle
dagiliml disk:
R.M

Kiitlesiz kol: L

Noktasal kiitle: m

Problem 4.23

Silindir: Iaa’

T(H Muntazam Kkiitle
dagiliml disk:
Al M 5 Ipo, Lio

Not: Kol kiitlesizdir.

Problem 4.25

iki ucundan eklemli
kol: L, m

Silindir: M

Not: Kol ve silindirin kiitle dagilimlart
muntazamdir. Silindir kaymadan yuvarlaniyor.
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Problem 4.22
Teker: M1, Io
. /i\{/
%vaw Fi()
K O}
i
Kol: Mz, IG

Not: Teker ve kolun kiitle dagilimlari
muntazamdir. Teker kaymadan
yuvarlaniyor.

Problem 4.24

Kaymadan
yuvarlanan
silindir: Ms, Io

oo o5

E
Muntazam

kiitle dagilimli

kol: /¢ . Mk, 1 G

Problem 4.26

Silindir: 1o

Ip




Problem 4.27

Kaymadan
yuvarlanan, kiitle
dagilimi muntazam
l silindir: My, I¢

Problem 4.29
Silindir: Ma, Ia

R

Disk: MB, IB

s/

Not: Silindir ve diskin kiitleleri muntazam
dagilidir. Silindir kaymadan yuvarlaniyor.
Kol kiitlesizdir.

Problem 4.31
Kiitlesiz araba x(f)
F(@)

Cubuk: 7, M., I
Diskt Md, Io

Not: Diskin
kiitlesi muntazam
dagilidir.
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Problem 4.28

Kaymadan
yuvarlanan
silindir: M, Io

/

~—
T

7 Cubuk: L, My, I

R

i

Not: Cubuk ve silindirin kiitle dagilimlar
muntazam. Cubugun uglar siirtiinmesiz ve
daima duvarlarla temas halindedir.

Problem 4.30

Silindir: My, Ia

e

Disk: M, I

Silindir, kol ve disk kiitleleri muntazam
dagilidir. Silindir kaymadan
yuvarlantyor.

Problem 4.32

Yaya bagli kayan ve

_/dbnen disk: m, I, Ly
o
Uy

X0 |—>x

Yay serbest haldeyken x =0
ve ¢ = 0. Yay hem esnetilip
hem burulabiliyor:

10 F=k11X+k12(0

A | 7 - kypX+ k0

3




Problem 4.33

Silindir: M, Io

-
xxxxx
aaaaaaaaa
rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr
,,,,,,,,,,,,,,,

Kol: L, m, I

Not: Kol ve silindirin kiitleleri muntazam
dagilidir.Silindir kaymadan yuvarlaniyor.

Problem 4.35

M, he

M>, I

Not: Kollarm kiitleleri
muntazam dagilidir.

Problem 4.37

/. m

s

Not: Cubugun kiitlesi muntazam dagili,
uclar siirtiinmesiz ve duvarlarla daima

temas halindedir.
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Problem 4.34

Kiitlesiz kol

Disk: M, I, 1

Not: Diskin kiitlesi muntazam
dagilidir. 6 ve ¢’yi kullanin.

Problem 4.36

Not: Kiitleleri muntazam
dagilidir. Silindir
kaymadan yuvarlantyor.

Problem 4.38
’ 4r
G
[ 7 ®
m r
‘ g 4
3
e,

Kayma yok. Goriilen konum etrafinda
kiigiik hareketler kabul edin. Sistemin
kararliligini da inceleyin.
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Problem 4.39 /‘

Disk: M,I,.1,

K ; Disk: M,I,,1,
T~ laf << L
X
K M<<L
Problem 4.40 Problem 4.41
Makara: Ip — ( O Kaymadan
‘ yuvarlanan teker:

mi, lo

iw F(z)' N i
| /20—

Ki l pod K>

o o 2o o

Not: Kol yataydan kiiciik acilarla ayriliyor,
kiitlesiz ve ¢ uzunlugundadir.

Problem 4.42 Problem 4.43

Makara: my, Io

iml E L0 Disli teker:

/ r M, 1
Kiitlesiz g
ki ol v ks

/ﬁ

Sabit Diiz
‘ g Disli

Kol yataydan kiiciik agilarla ayriliyor.
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Problem 4.44 Problem 4.45
| i
Cubuk
g K v
7 M, F(t)
g
ﬁ M |<
7

Not: Sistemde siirtiinme yok. Cubugun kiitle
dagilim1 muntazam, boyu ¢, kiitlesi m, agirlik

Kiitle dagilim 8
merkezine gore atalet momenti / ;. Cubuk, M mu?tazLam gubuk:
ve M, kiitleleri ve yatay diizlemle daima temas 16
halindedir.
Problem 4.46
g Silindir: M, Io Not: Silindirin kiitlesi muntazam dagilidir.

Silindir kaymadan yuvarlaniyor.

mmmmmmmmmm
mmmmmm

e
mmmmmmmmmmm

aaaaaa

mmmmmmmmmmmmmmmmm

Problem 4.47

Fi(t)

14 14 L

Z | z o

 Yrntf, 7

0 M
7 \

Kolun agirlik K> Kol: My, I
merkezi, G

A F>(1)

Not: Yercekimi yoktur.
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Asagidaki sistemlerin dinamik denklemlerini Hamilton Prensibini kullanarak elde edin.

Problem 4.48
Disk: I,; Disk: 12
Z k[ kl‘ k[
/ ( ( _.-"""
oo U !
T(¢) Tx(1)
Problem 4.50
1(1) X

’ K /- M, Io
/

0 F—

M>

Q Q Q

y
K>

s
= o

S\x\\\é

Not: Muntazam kiitle dagilimli silindir
kaymadan yuvarlanmyor. x ve y
degiskenlerini kullanin.

Problem 4.52
5 Ki K>
F(t
e oo |2
e o > 2 A
Muntazam kiitle
dagiliml kol:
I g 0, M, I

Problem 4.49
Mo, Io
B oo
1] — 2
2 I{1 M1 ﬂ ]_‘z
24WWV_ K>

"//////////////////Sﬂ)’///9/////////I///////////////I////////////L/J
Not: Muntazam kiitle dagilimli silindir
kaymadan yuvarlaniyor.

Problem 4.51
K 7
MW 7
F M B é
~ 1 K2 P 2
— W /0->‘ —
[O NN O] 2
S L i B et

Silindir: M», Io

Not: Muntazam kiitle dagilimli silindir
kaymadan yuvarlaniyor.

Problem 4.53

Teker: M1, Io

F()

Cubuk: M>, I

Teker ve cubugun kiitle dagilimlar
muntazamdir. x ve € degiskenlerini
kullanin.



Problem 4.54

Kiitlesiz kol

L
Ince halka: M
g
Kayan noktasal
kiitle: m
Problem 4.56
k k
T(f) M
T
A@ . @B
R k

VVYVY f

Silindir: /a Silindir: I

Problem 4.58

Silindir: 1o

Ip

Not: Lagrange ¢arpanlarin1 kullanin.
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Problem 4.55
#EEE - Kaldirag kolu:
My, I, Io
B ==

%Tx(t)
e

K
Ge Op@ 1

b oo
K §
M
1 F(f) Not: Yercekimi yok.
Problem 4.57

Silindir: M, I
(Agirhk merkezi /
G diisey yonde
serbestce hareket

ediyor.)

Problem 4.59

LS

0

F@) B
M,

VWWWWWA\—

K

Q Q Q O

Teker kiitlesi muntazam dagilidir.
Teker kaymadan yuvarlaniyor.



Problem 4.60 Problem 4.61

Makara: 1o

Ip

AAAAAAA

IR | RIS

= .~ Eklem

Yercekimi yok.
Kollar: L, mi, I , kiitle dagilim1 muntazam.
Statik denge konumunda 6 = 30°

Problem 4.62
/ \g
Not: Kollar ve mil kiitlesiz. Uzun kollar ¢
uzunlugunda. Kisa kollar //2
uzunlugunda ve uzun kollarin ortasina
Disk: M, 1, eklemle bagli. Diger eklemler diisey

Z donme ekseni lizerindedir. Disk eksen

boyunca diisey yonde kayabiliyor.
- ()

Problem 4.63

Asagidaki sistemlerin dinamik denklemlerini Lagrange denklemiyle bulun.

a) Problem 2.11’deki sistem,
b) Problem 2.17’deki sistem,

¢) Problem 2.14’deki sistem (tekeri kiitleli kabul edin).
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RIJIT GOVDELERIN
3-BOYUTLU HAREKETI

5.1 Euler Acilarn

Rijit bir gévdenin uzaydaki hareketi icin 6 = @ denklemini genellemek miimkiin
degildir. Zira @ gibi bir agisal konum tanimlanmasi miimkiin degildir. Bu yiizden agisal
konumun farkli bir bigcimde tanimlanmas1 ve agisal hizin bu tanimlamayla iliskilendirilmesi
gereklidir. Bu amacla Euler acilar1 kullanilir. Euler acilari rijit bir gévdenin yonelimini bir
atalet koordinat sistemine gore tanimlamaya yarar.

Sekil 5.1°deki rijit gdvdenin agirlik merkezi koordinat sistemlerinin ortak orijininde
olsun. XYZ-koordinat sistemi, atalet koordinat sistemini (referans sistem); x,x,x,-eksen

takimi ise rijit govde iginde sabit olan, govdenin asal eksenleridir. Asal eksenlerin atalet
koordinat sistemine gore yoOnelimini tanimlamak icin baslangicta x; ekseninin X ekseni

tizerinde, x, ekseninin Y ekseni iizerinde, x, ekseninin ise Z ekseni iizerinde oldugunu kabul
edelim. x x,x,-eksen takimimmi bu baslangi¢ durumundan Sekil 5.1°’de goriillen duruma

tasimak icin x, x, x, -eksen takiminina sirasiyla asagidaki donme hareketlerini uygulayalim:

1. x,x,x,-eksen takim Once Z ekseni etrafinda ¢ acis1 kadar dondiiriilsiin. Bu
donme hareketi sonunda x, ekseni hala Z ekseni tizerinde kalirken, x, ekseni x
ekseni iizerine gelir.

2. Daha sonra x,x,x,-eksen takimi x ekseni etrafinda @ agis1 kadar dondiiriilsiin.

Bu hareket sonunda x; ekseni x ekseni iizerinde kalirken, x, ekseni y ekseni
lizerine, x, ekseni ise sekilde goriilen z ekseni iizerine gelir.

3. Son olarak x,x,x;-eksen takimi z ekseni etrafinda y acis1 kadar dondiiriilsiin.
Bu hareket sonunda x, x, x, -eksen takim sekilde goriilen son konumuna erisir.

Ileride islenecek konulari anlama acgisindan, Sekil 5.1°deki eksenlerin asagidaki
ozelliklerini vurgulamakta yarar vardir:

1. Sekil 5.1'deki XYZ-, xyz- ve x,x,x,-eksen takimlar1 ortagonal takimlardir;
yani kendi eksenleri birbirine diktir.

2. x, x;, yve x, eksenleri ayn diizlem iizerinde (beyaz oval diizlem); X, xve Y
eksenleri ayni diizlem iizerinde (taral diizlem); z, x,, Z ve y eksenleri aym
diizlem tizerindedir.
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3. Z ekseni kendisine dik olan diizlem (tarali diizlem) iizerindeki X, x ve Y
eksenlerine diktir.

4. x ekseni kendisine dik olan diizlem tizerindeki z, x,, Z ve y eksenlerine diktir.

5. z, x, ortak eksenleri kendilerine dik olan diizlem (beyaz oval diizlem)
lizerindeki x, x;, y ve x, eksenlerine diktir.

Z

Sekil 5.1

Sekil 5.1°deki gibi tammlanan 6, ¢ ve w acilarina Euler agilari denir. Bu agilarin
degerleri bilindiginde x,x,x, eksen takiminin yonelimi, XYZ takimina gore belirlenmis olur.

Euler acilar1 bir govdenin yoOnelimini belirleyen genellestirilmis koordinatlar olarak
secilebilir.

5.2 Acisal Hiz Vektoriiniin Euler Acilar1 Cinsinden ifadesi

Net yanal kuvvetler uygulanmayan bir govdenin kinetik ko-enerjisinin yazilabilmesi
icin  govdenin o andaki agisal hiz vektorii @’nin bilinmesine gerek vardir. @ vektoriiniin
bilesenleri kullanilan koordinat sistemine bagli olarak, Euler acilarinin kendileri ve tiirevleri
cinsinden (6, ¢, v, 0, @, ¥) asagidaki gibi farkli bicimlerde yazilabilir. Bunun i¢in 6nce
cesitli koordinat eksenleri boyunca asagidaki birim vektorler tanimlansin:
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Eksenler Birim Vektorler
X, Y, Z Uy, Uy, U,
XV, 2 U, i, U,

X, Xy, X, U, U, , i,

Sekil 5.1’den goriildiigii gibi, € agisinin degisme hizi 6, x ekseni yoniinde bir
vektordiir. Benzer bicimde, ¢ acisinin degisme hizi ¢, Z yoniinde bir vektor; i acisinin
degisme hiz1 ¥ ise z (ya da x;) yoniinde bir vektordiir. Bu ii¢ bilesenin toplami asagidaki

denklemde verildigi gibi @ vektoriinii verir.
@=0ii, +¢ii, +yil, (5.1

Yukaridaki denklemde @ vektorii farkli koordinat sistemlerine ait karisik birim
vektorler cinsinden yazilmistir. Halbuki @ vektoriiniin gdvdenin asal eksenleri yonlerindeki
bilesenler cinsinden ifade edilmesi, kinetik ko-enerjinin yazilmasinda biiyiik kolaylik saglar.
Bunu yapmak i¢in 6nce Sekil 5.1°den asagidaki denklemler yazilsin:

U, =cos@u, +sinfu, 5.2)
U, =sinyu, +cosyu, (5.3)
U, =cosyu, —sinyi, 5.4)

Denklemler (5.2)-(5.4) denklem (5.1)’de yerine koyulursa, @ vektorii gdvdenin asal
yonlerindeki bilesenleri cinsinden asagidaki gibi ifade edilmis olur:

= (gz')sinl,//sint§?+6.?cosl,//)zil + (¢cos ¥ sin @ — @sin V)i, +(@cos @+ ),
=@ U, + G, U, + &, Uy (5.5)

5.3 Net Moment Uygulanmayan Rijit Bir Govdenin Hareketi

Bu ornekte dis kuvvetler tarafindan net bir moment uygulanmayan rijit bir govdenin
(6rnegin hi¢ dis kuvvet uygulanmayan uzayda bir govde, ya da sadece yer ¢ekimi uygulanan
bir govde gibi) hareketi ayrintili olarak incelenecektir. Bu govdenin agirlik merkezinden

gecen asal eksenlerine gore atalet momentleri /,, I, ve I, olsun. Ayrica I, =1, # I, olsun.
(Bu sartin saglanmasi icin govdenin eksenel simetriye sahip olmasi yeterlidir, ancak gerekli
degildir.)

Govdenin kinetik ko-enerjisi @ vektoriiniin denklem (5.5)’de verilen asal yonlerdeki
bilesenlerini kullanarak asagidaki gibi yazilabilir:

T*:%Il(a)f+a)22)+%l3a)32 (5.6)

*

T —%Il((pzsinz9+92)+%I3(¢cos€+l[/)2 (5.7)
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Daha once belirtildigi gibi, €, ¢ ve y genellestirilmis koordinatlardir. Potansiyel
enerji terimi olmadigi ve govdeye net bir dis moment uygulanmadigindan genellestirilmis
kuvvetlerin sifir oldugu dikkate alinirsa, 8, ¢ ve  icin Lagrange denklemleri asagidaki gibi
yazilabilir.

6 i¢in Lagrange denklemi:

dfor ) 9T _ (5.8)
dt\ 060 060
ya da,
1,6 —1,¢” sin@cos O+ I,(¢pcos O +y)psin 6 =0 (5.9)
¢ i¢in Lagrange denklemi:
d(oT | _oT _, (5.10)
dit\ 0¢ 0p
ya da,
A1, psin® 0+ 1, (pcos 6+ ) cos 6] = 0 5.11
o @sin” @+ 1,(¢pcos@+y)cosO|= (5.11)
ya da,
1,¢sin” @+ 1,(¢pcos @ +y7) cos @ = Sabit (5.12)
v icin Lagrange denklemi:
dfor ) oT _, (5.13)
dt\ oy oy
ya da,
d d
—\I;(¢pcos@+y)|=—|l,0,]=0 5.14
L@ =Ll (5.14)
ya da,
1,@, = Sabit (5.15)

Lagrange denklemlerinden elde edilen denklemler (5.9), (5.11) ve (5.14)’iin 6’nin
sabit oldugu bir ¢oziimii bulunabilir. Bu ¢6ziimde,

6 = 6, = Sabit, (5.16)
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olsun. Bu durumda, denklemler (5.11) ve (5.14)’tin @ = Sabit,ve y = Sabit, seklinde

coziimler verecegi aciktir. Denklem (5.15) dikkate alinirsa, denklem (5.11)’den ¢ asagidaki
gibi bulunur:

. I’;a):; .
=———=Sabit 5.17
4 I, cos6, ? .

Denklem (5.9)’dan,

. I, —1,)¢cos6
l//:( 1 3)¢ 0
13

(5.18)

ya da denklem (5.17) kullanilirsa, ¥ i¢in asagidaki denklem elde edilir:

) I, -1,
V=w,—— (5.19)
Il

Denklemler (5.16), (5.17) ve (5.19) tarafindan tanimlanan ¢6ziim, x, ekseninin uzayda
sabit olan Z ekseniyle sabit bir 6, acis1 yaptigini ve Z ekseni etrafinda sabit bir ¢ agisal hizla
dondiigiinii gostermektedir. (x, ekseni Z etrafinda bir koni c¢izer.) Aym anda, x;, ve
X, eksenleri ile bunlarin i¢ine gomiilii oldugu rijit govde ise x, ekseni etrafinda sabit bir
acisal hiziyla donmektedir. (Sekil 5.2)

2, X3

Sekil 5.2
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Diger yandan denklem (5.1)’den,
(5.20)

@=0ii, +Qii, +Yii, = @i, + Vi,
elde edilir. Yani @ vektoriiniin sadece Z ve x, yonlerinde bilesenleri vardir. O halde @
vektorii daima x, ve Z ile aym diizlemde kalir. Sekil 5.3°de @ vektorii ve @ vektoriiniin
farkl1 bicimde ayrilmis bilesenleri goriilmektedir. Bu sekilden asagidaki ifadeler yazilabilir:

O =i, + o, U, (5.21)
O, =0, u, =0 iu +o,u, (5.22)
(5.23)

O U, +@,u, =@sin 6, u,
Denklem (5.17) yukandaki denklemlerle birlikte kullanilirsa asagidaki denklem elde

edilir:
13 wS

D= @ U, + O,l, + W, = tan 6, u, + Wi, (5.24)
1

H vektorii ise @ vektoriiniin asal yonlerdeki bilesenlerini kullanarak asagidaki gibi

bulunur:
H =1,(w,ii, + @,ii,) + [,0,ii, = 1,0,(tan 6, i, + @ii,) (5.25)

2, X3

Sekil 5.3
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I, tan O,u

Sekil 5.4

Denklem (5.25)’deki bilesenler Sekil 5.3 ile birlikte incelenirse, H vektriiniin Z
ekseni iizerinde oldugu, yani gévdenin hareketi sirasinda boyunun ve yoniiniin degismedigi
goriiliir. Govdeye herhangi bir dis moment uygulanmadigina gore, bu beklenen bir sonugtur.

Sekil 5.4°de @ ve H vektorlerinin bilesenleri x,y diizleminde daha agik bir bi¢cimde
goriilmektedir.

@ vektorii daima x; ve Z ile ayn1 diizlemde oldugundan, bu diizlem Z ekseni etrafinda

¢ sabit agisal hizla donerken @ vektorii de Z ekseni etrafinda ayni1 hizla déner ve bu sirada Z
etrafinda Sekil 5.5°deki gibi bir koni cizer. Uzayda sabit olan bu koniye uzay konisi denir.
Diger taraftan govde x, ekseni etrafinda da ¥ acgisal hiziyla donmektedir. Bu donme
dolayisiyla @ vektorii govde i¢inde x, ekseni etrafinda bir bagka koni daha ¢izer. Bu koni @
vektoriiniin govde iizerinde bulundugu yerlerin egrisidir ve govde i¢inde sabittir. Bu koniye

govde konisi denir. Sekil 5.5’deki @ vektoriiniin tizerinde hizlar sifir oldugundan, gévdenin
hareketi sirasinda gévde konisi uzay konisinin {izerinde yuvarlanir.

Uzay konisi

Govde konisi
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Sekil 5.5°de ¥ u, vektorii x, ekseninin art1 yonii dogrultusundadir. Denklem (5.19)’a
gore,

=0,"—2>0 (5.26)

oldugundan, @, >0 igin bu sekil /7, > I, o6zelliginde bir gévdeye aittir. (Ornegin, ince bir
cubuk gibi.) Eger @, >0 ve I, <1, ise (6rnegin bir disk) ¥ <0 olur ve bu 6zellige sahip bir
govde i¢in uzay ve govde konileri Sekil 5.6’daki gibi olur. Bu durumda gévde konisi hala

uzay konisi tizerinde yuvarlanir. Ancak yuvarlanma sirasinda govde konisinin i¢ yiizeyi uzay
konisiyle temas halindedir.

Govde konisi
(yuvarlanan koni)

Sekil 5.6

Cubugu ve diski andiran govdeler icin Hve @ vektorlerinin govdenin simetri
eksenine ( z, x,) gore konumlari ile govde ve uzay konileri Sekil 5.7 ve Sekil 5.8’de tekrardan

Ozetlenmistir. Govdeye disaridan moment uygulanmadigindan her iki tiir govde icin de H

vektoril uzayda sabittir. @ vektorii, cubuk icin H ile simetri ekseni arasinda; disk icin ise
disindadir. 1, =1, =1, capsal (diametrik) atalet momenti, /,ise simetri ekseni etrafindaki

(polar) atalet momentidir. x, ile @ arasindaki ag1 &, x, ile H arasindaki ag1 [ olsun.

Asagidaki ii¢ acisal hiz1 inceleyelim:

@ - Belli bir anda gévdenin uzaydaki agisal hiz1.
2 - Belli bir anda x,- @ diizleminin uzayda H etrafindaki agisal hizi (yani @).

7 - Belli bir anda @’nin govdeye gore goreli acisal hizi, niitasyon hiz1 (yani — 7).
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Z,X, H Uzay konisi

Govde konisi

Sekil 5.7

Z, X,

Sekil 5.8

Govdenin uzaydaki acisal mz1 (@); gdvdenin @ vektoriiniin iizerinde bulundugu
eksen etrafindaki hiz1 (-n) ile @ vektoriiniin iizerinde bulundugu eksenin uzaya gore (yani Z

ekseni etrafindaki) agisal hizinin (2) toplami olacagina gore asagidaki denklem yazilabilir:!

D=—7i+ 02 (5.27)
ya da,

Q=ii+d (5.28)

1Bu diisiince tarzi, trende yiiriiyen bir yolcunun yere gore olan hizinin, yolcunun trene gore olan hizi ile trenin yola gore olan
hizinin toplami1 olmasina paraleldir.
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Denklem (5.28)’den yararlanarak IjI, @, Q ve 7 vektorlerinin birbirlerine gore
durumlan Sekil 5.9’da gosterilmistir. (Sekil ¢ubugu andiran govde icin cizilmistir.) Sekil

5.9’da verilen vektor diyagramindan yararlanarak 7 ve 2 vektorlerinin biiytikliikleri
asagidaki gibi bulunabilir:

=

Sekil 5.9

@, £ ve i vektorlerinin olusturdugu vektor diyagraminin gévde simetri eksenine dik
yon iizerinde izdiisiimiinii alarak, bu yondeki bilesenler cinsinden asagidaki ifade yazilabilir:

wsina = Q2sin (5.29)
ya da,

sina

sin 8

Q=0 (5.30)

Vektor diyagramimin 2 vektoriine dik olan yon lizerine izdiislimiinii alarak asagidaki
esitlikler yazilabilir:

nsin B = wsin(f — a) (5.31)
ya da,

sin fcosa—cos fSsina
n = SmBcosa—cosfsi (5.32)
sin 8

Simetri eksenine paralel yone iliskin terimleri p indisiyle ((polar yon), bu eksene dik
yone (¢apsal ya da diametrik yon) iliskin terimleri de d indisiyle gosterelim. Bu indisler
kullanilarak asagidaki denklemler yazilabilir:

w, =&sina (5.33)

®, =0cosa (5.34)
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H,=Hsinf=1,0, (5.35)
H, =Hcos,3=1pa)p (5.36)

Yukaridaki dort denklemden siniis ve kosiniislii terimler alinarak denklem (5.32)’de
yerine koyulursa, 7 vektoriiniin biiyiikliigii asagidaki gibi bulunur:

l,0,6, _Ipwpa;d

H H
= 5.37
n I, (5.37)
H
1,-1
=" g (5.38)
Id

Denklemler (5.30), (5.33) ve (5.35)’dan ise 0 vektoriiniin biiytikliigii bulunur:

Q=— 5.39
I, (5.39)

Ozel Hal: a ve B Acuan Kiiciik

Bu durumda govdenin déonme hareketi simetri eksenine yakin bir eksen etrafindadir.
@, Q ve 7i vektorlerinin simetri ekseni (z,x;) Uzerinde olduklar1 kabul edilebilir. Bu 6zel
hale uyan bazi gévdeler i¢in denklemler agagidaki hale doniisiir.

Cubugu andiran govde:

Eger govde ince bir ¢cubuk ise, Sekil 5.9’daki vektor diyagrami Sekil 5.10a’daki hali
alir ve asagidaki denklemler gecerlidir:

1, >>1, (5.40)
i = | (5.41)
@ >>|2|=0 (5.42)

Diski andiran govde:

Eger govde ince bir disk ise, Sekil 5.9°daki vektor diyagrami Sekil 5.10b’daki hali alir
ve asagidaki denklemler gecerlidir:

I, = %Ip (5.43)
i=—a@ (5.44)

| = | (5.45)

Q=2d (5.46)
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Kiire:

Eger govde kiire ise, Sekil 5.9°daki vektor diyagrami Sekil 5.10c’deki hali alir ve
asagidaki denklemler gegerlidir:

1,=1, (5.47)
i=0 (5.48)
Q=0 (5.49)
a -
02
i@ Q6
n
(a) (b) (©
Sekil 5.10
5.4 Euler Denklemleri

Rijit bir govdenin hareketini belirleyen temel denklem asagida vektorel olarak ifade
edilen Newton Kanunudur. Bir vektor sadece yonii ve boyuyla tanimlandigindan, bu ifadenin
gecerligi kullanilan koordinat sisteminden bagimsizdir.

- dH
M=— (5.50)
dt
Govdenin asal eksenleri x, y, z; bu yonlerdeki birim vektorler ise sirasiyla [ , j ve k
olsun. Asal eksenler govdeye gomiilii olduklarindan govdeyle birlikte hareket etmekte, bunlar

iizerindeki bu birim vektorlerin de yonleri degismektedir. Herhangi bir anda H vektoriinii
gbdvdenin asal eksen yonlerindeki bilesenleri cinsinden yazalim:

H=Hi+H j+Hk (5.51)

H vektoriiniin tiirevi ise asagidaki gibi olur:

N .
L L VR N T e VR R S [ (5.52)
dt dt tdt dt T dt dt

Yukaridaki denklemde gecen i, j ve k birim vektérlerinin tiirevlerini bulmak i¢cin
Sekil 5.11°den yararlanalim. Bu vektorlerin boylar sabit oldugundan bunlarin tiirevleri ancak
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yonleri degistiginde ortaya cikar. Bu ise govdenin donmesi sonucu olusabilir. Ornegin i
vektoriindeki bir degisim ancak @ veya @, hiz bilesenlerinden en az birinin var olmasiyla

miimkiindiir. Sekil 5.11’den goriildiigii gibi, / vektdriiniin tirevi icin asagidaki ifade
yazilabilir:

&

. 0.0, — a)),lg to.j=w.j- a)),lg (5.53)
y
) @,
J
i (r+db) w.dt j
---------- i [~
i) N\ .\ x
o, o —odtk %
k
7
Sekil 5.11

j ve k birim vektorlerinin tiirevleri de benzer sekilde asagidaki gibi elde edilir:

Yo _wi+ok (5.54)
dt

d—lg =wi-w ] (5.55)
da xJ '

Birim vektorlerin tiirevleri denklemler (5.53)-(5.55)’den alinarak denklem (5.52)’de
yerine koyulur ve terimler diizenlenirse, H vektdriiniin tiirevi asagidaki gibi elde edilir:

. (dH, . (dH -
-0H +oH_|i+ ~—wH +oH, |j+|—-0H +0H, [k
z ) d x z x y x x y

a_(d,
dt dt t dt
(5.56)

Govdeye uygulanan toplam dis moment M de asal yonlerdeki bilesenleri cinsinden
asagidaki gibi ifade edilebilir:

M=Mi+Mj+Mk (5.57)

Denklemler (5.56) ve (5.57), denklem (5.50)’de yerine koyursa ve bu sekilde elde
edilen denklemin sag ve solunda bulunan ayni yondeki bilesenler esitlenirse Euler
denklemleri asagidaki gibi bulunur:
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dH
dtx +toH -oH =M, (5.58a)
dH |
“+o.H, -0H. =M (5.58b)
d[ Z X x Tz y
H
‘+oH —-oH =M (5.58¢)
a7 T
ya da,
do,
I. dtx +(l)ya)z(lz_1y):Mx (5.59a)
do,
I)' dt +wxa)z(1x_lz):M)' (559b)
do
IZ dtZ +a)xa))v(1)v_1x):MZ (5.590)
ya da,
I -1
d;’x ro0 (I_)Jf_ (5.60a)
t P x
do, - M
y 0,0, (Ix I) - Y (5.60b)
t I, I,
I -1
% wxw)f = x)z% (5.60¢)

Yukanda (5.58), (5.59) ve (5.60) numarayla verilen f{iclii denklemler FEuler
denklemlerinin farkl sekildeki yazim bigimleridir.

OzelHal1: 1 =1, 1, =1 =1,

Bu 6zel halin gecerli olmasi i¢in govdenin x eksenine gore eksenel simetriye sahip
olmasi yeterli, ancak gerekli degildir. Bu durumda Euler denklemleri asagidaki hali alir:

W =— 5.61

s (5.61)
— M

», + 0.0, Gh-f) 2 (5.62)
‘ 2 I,
I M

. +0.0 GLo1) _M, (5.63)
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OzelHal2: 1 =1, I,=1.=1,,M =0

Bu ozelde Ozel Hal 1°deki sartlara ek olarak x ekseni etrafinda gévdeye moment
uygulanmadigi kabul edilmistir. Bu durumda Euler denklemleri asagidaki hali alir:

@, =Q,=Sabit (@, =0) (5.64)
o
o, +o.| 0, L1 |2 (5.65)
A L L, | I
o +o,| o, 21| M. (5.66)
L 12 | 12
Eger,
-1
a=0 L) (5.67)

2

olarak tanimlanirsa, asagidaki denklemler elde edilir:

. My
o, +ow, =— (5.68)
2
, M
0, -o0w, =— (5.69)
. 1,

Ornek 1: Moment Uygulanmayan Serbest Jiroskop

Bu durumda dis moment uygulanmadigindan denklemler (5.68) ve (5.69) asagidaki
hali alir:
o, +ow,. =0 (5.70)
@, —aw, =0 (5.71)
Bu denklemlerden @, yok edilirse,
o, + a'za)y =0 (5.72)
bulunur. Bu denklem c¢oziiliirse,
o, =C;sinat+C,cosat (5.73)
olur. Uygun baslangi¢ kosullar se¢ilirse asagidaki gibi bir ¢oziim bulunabilir:

®, =sinat (5.74)

W, =—cosa't (5.75)
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Bu ¢6ziim x ekseni etrafinda & agisal hiziyla donen bir @ vektoriiniin izdiisiimiinden
Sekil 5.12’deki gibi elde edilebilir.

Ornek 2: Simetri Eksenine Dik Bir Eksene Moment Uygulanmast

Sekil 5.13’deki gibi, yercekimi alan1 i¢inde x ekseninin bir ucundan diisey olarak (bir
iple veya ucu yatakli ¢ubukla) asilmis olarak donen bir disk verilmis olsun. @, = &, = Sabit
olsun. x ekseni diskin simetri ekseni oldugundan ve bu eksen etrafinda herhangi bir moment
uygulanmadigindan (5.68) ve (5.69) gecerlidir. Bu denklemler 7, =1, (polar atalet momenti)

ve I, =1, (capsal atalet momenti) kabul edilerek yazilirsa asagidaki hali alirlar:

M
o, +ow, =—= (5.76)
. M
W, - 0w, =—= (5.77)
P Id

a =, A (5.78)

W kuvvet ¢iftinin uyguladigi moment M, = W/ biiyiikliigiinde ve sekil diizleminden

iceri dogru yondedir. £ =0 aninda z ekseninin M, yoniinde oldugu kabul edilirse, herhangi

w_ = Sabit s

Sekil 5.12 Sekil 5.13
bir ¢ aninda moment vektoriiniin y ve z yoniindeki bilesenleri Sekil 5.14’deki gibi olur. Bu
bilesenlerin biiyiikliikleri asagidaki gibidir:
M =M, sin w,t (5.79)
M, =M, cosa,t (5.80)
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R

Sekil 5.14

Momentler yerine koyulursa Euler denklemleri agagidaki hali alir:

. M, .
O, + 0w, =—sinwt (5.81)
d

: M,
O, — a0, = ——COoSs Wyt (5.82)
d
Bu denklemlerin 6zel ¢oziimii asagidaki gibidir:

@, = Asin @, (5.83)

W, =-—Acos @yt (5.84)

y

Burada A asagidaki gibi tantmlanmugtir:

- M, = M, - M, (5.85)
1,(a+m,) Idwo[lp—ld “J 1,0,
Id
Eger disk ¢ok yiiksek bir @, hiziyla doniiyorsa,
H=1,0, (5.86)
olacagindan,

o =0 inay (5.87)

z H 0 .

MO
, = —? cosat (5.88)
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olur. Bu denklemlerden goriildiigii gibi, yukaridaki bilesenler diskin asili oldugu diisey aski
elemanminin iizerinde bulunan M,/H biiyiikligiindeki bir @, hiz vektoriiniin y ve z

yoniindeki izdiistimleridir. Yani,

g M,
\(wy +@,) = T o, (5.89)
M
W, == —IW (5.90)
pw()

olup, disk x ekseni etrafinda @, acisal hiziyla donerken x ekseni de diisey etrafinda @, agisal
hiziyla doéner (Sekil 5.15). Disey etrafindaki bu harekete presesyon hareketi, w,’ye ise

presesyon acisal hizi denir.

e

y

Sekil 5.15

Presesyon Hizi @, 'nin Alternatif Yontemle Bulunmasi:

Bu ornekteki presesyon acisal hizinin yonii ve biiyiikliigii vektorel olarak ifade edilmis
Newton Kanununu sisteme dogrudan uygulayarak da bulunabilir. (Kolaylik i¢in @, 1n ¢ok
biiyiik oldugu ve denklem (5.86)'nin gegerli oldugu kabul edilecektir.) Sistemin vektorleri
belli bir anda Sekil 5.16a’daki gibi olsun. 1\7[0 vektorii kagidin icine dogru ve kagida dik

yonde, H vektorii ise kagit diizlemi icinde yatay ve saga dogrudur. @, vektoriiniin diisey
yonde ve yukar1 dogru oldugunu varsayalim. Aradan dt kadar zaman gectiginde biiyiikligi
1,0, olan H vektorii diisey etrafinda @,dr agis1 kadar doner ve vektoriin ucu kagidin igine
dogru dH kadar girer (Sekil 5.16b).

Denklem (5.50) vektorel bir ifadedir. Herhangi bir yondeki bilesenleri cinsinden de

yazilabilir. Bu denklem kagidin igcine dogru yondeki bilesenler cinsinden, bu bilesenler i
indisiyle gosterilerek yazilirsa,
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dH
=M, :
(dt ji , (5.91)

Bu omekte dH, = (w,dt)H = (@,dt)] ,@,; M, =M ,=W/( oldugundan bu degerler
denklem (5.91)’de yerine koyularak @, ¢oziiliirse asagidaki ifade elde edilir:

M
w =Mo W (5.92)
H 1o
[0 [0}
8 M, =W/ !
o \dH =(o,d)H
H = I]) w() -
(a) (b)

Sekil 5.16

5.5 Govdenin Elipsoidleri ve Kararlh Donme Eksenleri
5.5.1 Govdenin Elipsoidleri

Uzayda sabit bir O noktasi olan Sekil 5.17°deki gibi bir rijit gévde oldugunu diisiiniin."
Bu govdeye herhangi bir dis kuvvet uygulanmiyorsa, govdenin kinetik ko-enerjisi ve acisal
momentumu sabit kalacagindan asagidaki ifadeler gecerlidir:

2T" = Sabit, (5.93)

|F1| = Sabit, (5.94)
ya da,

X" =H -@= |F1||&;| cos@ = Sabit (5.95)

Denklem (5.95)’de T~ ve |FI | sabit olduklarindan, @ vektoriinin H vektori

iizerindeki izdiisiimii olan |@[cos @ terimi de sabittir. @ vektdriiniin H vektorii iizerindeki

izdiisiimii bir A noktasinda olsun. Dolayisiyla govdenin dinamik hareketi sirasinda @

vektoriiniin ucu daima A noktasinda H vektdriine dik olan diizlem icinde kalir. H vektorii
uzayda sabit oldugundan bu diizlem de uzayda sabittir. Bu diizlem asagida sabit diizlem
olarak anilacaktir.

'Bu boliimdeki sonuglar, koordinat merkezi agirlik merkezi olarak almmak kaydiyla, kendisine kuvvet
uygulanmayan uzayda serbest bir govde i¢in de gecerlidir.
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Simdi bu govde i¢in asagidaki yer egrilerini inceleyelim:
i. 2T = Sabit igin @ vektoriiniin ucunun govde icindeki yer egrisi.
ii. 2T" = Sabit icin H vektoriiniin ucunun govde icindeki yer egrisi.
iii. |ﬁ | = Sabit i¢in @ vektoriiniin ucunun govde igindeki yer egrisi.

iv. |ﬁ | = Sabit igin H vektoriiniin ucunun govde icindeki yer egrisi.

Sabit diizlem

A}

Sekil 5.17

Asagida gosterilecegi gibi bu yer egrilerinin her biri gévdeye gomiilii olan bir

elipsoid’dir.

2T" = Sabit icin @ vektoriiniin ucunun govde icindeki yer egrisi:

Koordinat eksenleri olarak O noktasindan gecen asal eksenler kabul edilsin. Asal

eksenler x, y ve z olarak adlandirilsin. Asagidaki denklemleri yazalim:

2T = 1,0, +1,0} + 1.0 =mp @] + mp;®; + mp’w. = Sabit, (5.96)

Yukaridaki denklemde m gdvdenin kiitlesi; p,, p  ve p_ terimleri ise sirasiyla x, y

ve z eksenleri etrafindaki jirasyon yarigaplari’dir. Denklem (5.96) yeniden diizenlenerek
asagidaki ifadeler yazilabilir:

*

2T
= =Pl + p,w. + p:w; = Sabit, (5.97)
m
2T W @’ @’ .
= i+ — +— = Sabir, (5.98)
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Denklem (5.98) major eksenleri govdenin asal eksenleri ile ayn1 olan bir elipsoiddir.

Semi-major eksenlerinin uzunluklar sirasiyla JZL(LJ, /ZL[ 1 ], szi[ij olan
m \ P, m m

P, P,
bu elipsoide Atalet Elipsoidi denir. Atalet elipsoidi gdvdenin seklini andirir; yani en uzun

ekseni gévdenin en uzun olan yoniinde, en kisa ekseni ise gdvdenin en kisa oldugu yéndedir.

@ vektoriiniin ucu hem Sekil 5.17°deki sabit diizlem iizerinde hem de atalet elipsoidi

iizerindedir. Burada ispat1 verilmemekle birlikte, govdenin hareketi sirasinda atalet elipsoidi
sabit diizleme tegettir ve onun iizerinde yuvarlanir (Sekil 5.18).

A}

\
\
1

\
\

Atalet elipsodi

o]l

/ Sabit diizlem

Sekil 5.18

2T" = Sabit icin H vektériiniin ucunun govde icindeki yer egrisi:

Denklem (5.98) yeniden diizenlenirse,

(o) o) (o)
m

5 P -=— = Sabit,
ya da,

(5.99)
2 H2 2

H; +—-+—= Sabit ,

p}( p\ pz

(5.100)

elde edilir. Bu denklem de bir elipsoid tanimlar. Buna H-elipsoidi denir. H-elipsodinin sekli
gbdvdenin seklinin tersini andirir. Yani govdenin en uzun oldugu yonde en kisa; gévdenin en
kisa oldugu yonde ise en uzundur.

|FI | = Sabit icin @ vektdriiniin ucunun gévde icindeki yer egrisi:

H vektoriiniin biiyiikligi yazilirsa,

|151|2 =H>+H>+H}=(,0,) +(,0,) +(I.0,)’ = Sabit, ~ (5.101)
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ya da,

L=y T = Sabir (5.102)
")
p; p’ p:

bulunur. Denklem (5.102) de bir elipsoid tanimlar. Bu elipsoidin sekli abartili bir bigcimde
govdenin seklini andirir.

|FI | = Sabit icin H vektriiniin ucunun govde icindeki yer egrisi:

H vektoriiniin biiyiikligi yazilirsa,
7|2 2 2 2 .
‘H‘ =H?+H?>+H? = Sabit, (5.103)

olur. Bu denklem ise bir kiireyi, yani elipsoidin 6zel bir halini tanimlar.
5.5.2 Kararli donme eksenleri

Teorik olarak govdenin ii¢ asal ekseni de siirekli donme eksenidir. Zira bu eksenler
etrafinda govdenin bir acisal hiz1 varsa, olusacak olan acisal momentum vektorii de ayni

eksen yoniindedir. Ornegin, govdenin, [a)]z [a)x 0 O]T gibi bir acisal hiz1 varsa, agisal
momentumu [H ]= [wax 0 0] gibidir. Yani @ ve H vektorleri ayn1 yondedir. Govdeye

dis kuvvetler uygulanmadigindan H vektori uzayda sabittir ve bunun iizerinde olan @
vektorii de yoniinii degistirmez. Ancak bu sadece teoride boyledir. Biitiin asal eksenler teoride
stirekli donme ekseni olmalarina ragmen sadece maksimum ve minimum atalet momentine
sahip asal eksenler kararli donme eksenleridir. Orta degere sahip olan asal eksen ise
kararsizdir. Bu husus yukarida denklem (5.100) ile tanimlanan H-elipsoidi ve denklem
(5.103) ile tanimlanan kiire yardimiyla asagidaki gibi ispat edilebilir.

Hatirlanacag gibi, H-elipsoidi govdenin seklinin tersini andirir. Sekil 5.19’da bir

govdenin asal eksenlerine gore H-elipsoidinin durumu goriillmektedir. H vektoriiniin ucu
hem bu elipsoidin iizerinde hem de denklem (5.103) ile tanimlanan kiire iizerinde, yani
kiireyle H-elipsoidinin arakesitindedir. Bu arakesitlerin seklini belirlemek icin seklin
merkezinden itibaren kiiciik bir kiireyi sisirelim ve H-elipsoidiyle olan arakesitlerinin nasil
degisecegine bakalim. Kiire 6nce H-elipsoidinin en kisa ekseninin oldugu taraftan elipsoidi
kesmeye baglar ve minimum atalet momenti ekseni etrafinda 5.19a’daki gibi kapali arakesitler
olusturmaya baglar. Kiireyi sisirmeye devam edersek, orta atalet momentine sahip eksenin
oldugu yerde elipsoide teget olur. Ancak bu eksen etrafindaki arakesitler kapali degil, Sekil
5.19b’de goriildiigi gibidir. Kiireyi daha da ¢ok sisirirsek, bu sefer kiire elipsoidi uzun oldugu
taraftan keser ve maksimum atalet momenti ekseni etrafinda kapali arakesit egrileri elde

edilir. H vektorii baslangicta minimum veya maksimum atalet eksenleri {izerinde ise ve
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Orta atalet
momenti ekseni

H-Elipsoidi Orta atalet

H-Elipsoidi momenti ekseni

Maksimum atalet
momenti ekseni

Maksimum atalet
momenti ekseni

Minimum atalet

Minimum atalet momenti ekseni

momenti ekseni

(@) (b)
Sekil 5.19

herhangi bir nedenle bu konumundan ayrilirsa ucu kapali bir arakesit egrisi iizerine

geleceginden daha uzaga gitmez. Buna karsilik H vektorii baslangicta orta atalet momenti
ekseni iizerinde ise ve bu konumdan ayrilirsa, ucu Sekil 5.19b’deki arakesitlerden birini
izleyerek bu eksenden uzaklasir. Dolayisiyla orta atalet momenti ekseni etrafindaki dénme
hareketi kararsiz; minimum veya maksimum atalet momenti eksenleri etrafindaki donme
hareketleri kararhidir. Eger govde orta atalet momenti ekseni etrafindaki dondiiriilmeye
tesebbiis edilirse; diizensiz, takla atar goriiniimlii, karmagik bir hareket gozlenir. Ancak bu

karmagik hareket sirasinda H vektorii uzayda hala sabit kalir.

5.6 Newton Kanunu’nun Rijit Govdelere Dogrudan Uygulanmasi!

Atalet referans sistemi iginde rijit bir govdenin hareketini belirleyen temel ifade
vektorel olarak denklem (5.50) ile verilen Newton Kanunudur. Bu denklem asagida yeniden
verilmigtir. (Bir vektor sadece yonii ve boyuyla tamimlandigindan bu denklemde gecgen
vektorler, incelenen sistem igin kullanilan koordinat takimindan bagimsiz olarak uzayda
herhangi bir noktada ¢izilebilir.)

il
dt

Rijit govdeli pek cok sistemin dinamik hareketi, vektorel olarak ifade edilmis Newton
Kanununu dogrudan uygulayarak kolayca analiz edilebilir. Yontemin ana asamalar1 asagidaki
gibi 6zetlenebilir:

(5.104)

1. Geometrik zorlamalar (kaymama sartlari, yuvarlanma, kol, halat ve yataklarin
sinirlamalari, v.b.) dolayisiyla sistemdeki hizlar arasindaki bagintilar yazilir.

2. Acisal hiz vektoriiniin verilen bilesenlerinden, asal yonlerdeki bilesenleri
bulunur.

3. Asal yonlerdeki acisal hiz bilesenleri bu yonler etrafindaki atalet
momentleriyle carpilarak, acgisal momentum vektoriiniin asal yonlerdeki
bilesenleri elde edilir.

! Kisim 5.6.3 hari¢, Boliim 5.6°da verilen 6rnekler J. P. Den Hartog’un fleri Dinamik derslerinde kullanmis
oldugu orneklerdir.
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4. Sistemin hareketi dikkate alinarak H vektoriiniin uygun yonlerdeki bilesenleri
bulunur.

5. H vektoriiniin bilesenleri aym1 yondeki moment bilesenlerine esitlenerek
denklem (5.104) bu yonlerdeki bilesenler cinsinden yazilir.

Asagida bu yaklasimin uygulanmasiyla ilgili cesitli ornekler verilmistir.

5.6.1 Hizh Donen Topac

Yercekimi alaninda donen bir topacin kendi ekseni etrafinda donerken, topag
ekseninin de diisey etrafinda dondiigii (presesyon hareketi) bilinir. Bu 6rnekte hizli dénen bir
topacin dinamik davranisi incelenecektir. Sistem Sekil 5.20’de goriilmektedir. Topag eksenel
simetriye sahiptir. Topacin ucu yatay zeminde sabittir. Topacin kendi ekseni etrafindaki agisal
hiz1 Q ¢ok biiyiiktiir. Topag ekseninin diisey etrafindaki agisal hizi (presesyon agisal hizi) @,

<=hsina=]

Sekil 5.20

ile gosterilmistir. Topacin ekseni etrafindaki atalet momenti (polar eksen) 7, ’dir. Agirhk

merkezi G olup, topacin agirligit W’dir. Hareket sirasinda agirlik merkezinin diisey konumu
degismediginden diisey yonde uygulanan net kuvvet sifirdir. Bu yiizden topacin ucuna yer
tarafindan uygulanan diisey yondeki kuvvet de W biiytikliigiindedir.

Sabit olan © hiz1 ¢ok biiyiik oldugundan toplam hiz vektorii @, ’nin yaklasik olarak
Q vektoriiniin iizerinde oldugu kabul edilebilir (Sekil 5.21). Bu durumda H vektorii de 2
vektoriiniin yoniinde alinabilir (Sekil 5.22). Baslangicta H vektoriiniin kagit diizleminde

oldugunu varsayalim. dr kadar zaman sonra @, hiz1 dolayisiyla H vektoriiniin ucu kagit

diizleminden iceri dogru girecektir. H vektoriiniin baslangic ve son durumlar arasindaki fark
dH vektorii olup, bu vektor kagit diizlemine dik ve igeri dogrudur. Dénme agis1 @, dt kadar
oldugundan Sekil 5.22’deki geometriden asagidaki esitlikler yazilabilir:

dH ., = (Hsina)(w,dt) = (I ,2sin @), dt (5.105)

iceri

ya da,



122

(d—Hj =w,l,2sina=w,Hsina (5.106)
dt iceri : !

H ’nin tiirevinin iceri yonde olan bu bileseni, Newton Kanunu geregi dis momentin ayni
yondeki bileseni M. .’ye esitti. Bu moment bileseni ise Sekil 5.20 ve Sekil 5.22’den

iceri

asagidaki gibi yazilabilir:

M, . =Whsino (5.107)

iceri

Denklem (5.106) ve denklem (5.107)’nin sag taraflan esitlenirse @, asagidaki gibi

bulunur:
Wh
w, = F (5.108)
Wh
W = 5.109
" =T 0 ( )

Sekil 5.21 Sekil 5.22

5.6.2 Yavas Donen Topacg

Bu 6rnekte topacin kendi ekseni etrafinda @, goreli hiziyla dondiigii ve bu hizin yavas
oldugu kabul edilecektir (Sekil 5.23). Bu durumda daha onceki Ornekte oldugu gibi @,

vektoriiniin simetri ekseni iizerinde oldugu varsayimi gecersizdir. A¢isal hiz vektorleri Sekil
5.23’de verilmis olup, asagidaki ifade gecerlidir:

B, =0, +, (5.110)

Sekil 5.24a’daki hiz vektorleri diyagramindan 7, ve I, eksenleri yonlerindeki agisal

hiz bilesenleri bulunmus ve bunlar Sekil 5.24b’de gosterilmistir.
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_ Topag

|<—hsina—]

Sekil 5.23

W, +w,cosax=0

(a) (b)
Sekil 5.24

Sekil 5.24b’deki diyagramda 7, ekseni yoniindeki hiz bileseni 7, ile, 1, ekseni
yoniindeki hiz bileseni ise 7, ile carpilirsa agisal momentumun bu yonlerdeki bilesenleri
Sekil 5.25a’daki gibi bulunabilir. Sistemin presesyon hareketi diisey eksen etrafinda
olmaktadir. Bu yiizden H vektoriiniin diisey bileseni degismez. Bu hususu dikkate alarak H
vektoriinii Sekil 5.25b’deki gibi yatay ve diisey bilesenlerine (sirastyla H | ve H ) ayiralim.

Sekil 5.25b’de goriilen H vektor diyagrami1 presesyon hareketi sirasinda diisey eksen
etrafinda @, agisal hiziyla doner. Bu sirada yatay bilesenin ucu kagit diizleminin igine dogru

girerken, diisey bilesenin boyu ve yonii degismez. Diisey bilesenin H 'nin tiirevine (fl )
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herhangi bir katkisi olmadigindan hesaplanmasina bile gerek yoktur. Yatay bilesenin
biiyiikliigii ise asagidaki gibidir:
H =1,2sina-1,0,sinacosa (5.111)

Aradan dr kadar bir zaman gectiginde Sekil 5.25b’deki diyagram w,dt acis1 kadar

doneceginden ve H  bileseninin ucu,

., =(w,dt)H , = (@,dt)(I ,2sina - 1,0, sin & cos @) (5.112)

iceri

kadar kagit diizleminin i¢ine gireceginden, bu yondeki H bileseni asagidaki gibi bulunur:

(C;—Ijj | =w,(,2sina—-1,0,sinacos ) (5.113)
iceri

Momentin ayn1 yondeki bileseni ise asagidaki gibidir:

M., =Whsina (5.114)

iceri

H  (t+dt)
o, dt \dH
H (1)
(a) (b)
Sekil 5.25

Newton Kanunu geregi denklemler (5.113) ve (5.114)’iin sag taraflari esitlenirse
asagidaki denklem elde edilir:

o,(I,2sina—1,0,sin@cosa) =Whsina (5.115)

Denklem (5.115)’in terimleri yeniden diizenlenirse,

1
L+ Wh =0 (5.116)
I,cosa [I,cosx

w, - 0,2

elde edilir ve bu denklemden presesyon agisal iz1 @, asagidaki gibi bulunur:

11,2 \_ |1 1,2 Wh
w,=—|—= F -5 (5.117)
2\ 1, coscx 4{I;cos"ax) I,cosx
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Yukanidaki denklem karekokiin altindaki terim negatif oldugunda sanal kisma sahip
bir deger verir. Bu ise varsayilan hareketin miimkiin olmadigim1 gosterir. Topacin diismeden
donebilmesi icin karekokiin altinin pozitif olmas1 ya da £ hizinin asagidaki sart1 saglamasi
gerekir:

Q’ >41dWIh—f°S“ (5.118)
P

Topacin diisme anindaki 2 degeri, 2 asagidaki gibidir:

o = |MWhcosa (5.119)

m 2
IP

Diisme anindaki presesyon agisal izt @, ise denklem (5.119)’u denklem (5.117)’de

yerine koyarak bulunur:

1( 1,82 I, 41 ,Wh cos &
- n |- (5.120)
. Z(Id cosaJ 21, cos & I
ya da,
- VC‘Z’W (5.121)
d

Simdi @,, ve 2, terimlerini kullanarak denklem (5.117)’yi asagidaki gibi boyutsuz
hale getirelim:

A Wheosa 1 1, 2
l,cosx I2 1,cosx
2

41, thosa’l I, !2_2 _ Wh
4 I cos’a )\ 22 ) 1I,cosax

[w” J:(ﬁJi (Q—ZJ—l (5.123)
@,, Qo o

Bu denklemin tanimladigi o, /@, ve £2/€2, arasindaki iliski Sekil 5.26’da grafik
olarak gosterilmistir.

(5.122)

ya da,
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[ o, ] ,
a)pm i

Hizhi presesyon

Yavas presesyon

—_ ===

Sekil 5.26

Sekilden goriildiigii gibi verilen bir 2/ degeri igin iki tane w,/o,, ¢ozimi
vardir. Bunlardan yiiksek degerde olana hizli presesyon, algak degerde olana ise yavas
presesyon denir. Tabiatta goriilen hareket yavas presesyondur.

Q2/Q2 ’nun ¢ok biiyiik olmast durumu igin yavas ve hizli presesyon degerlerini
bulalim. Eger y = @, /®,, ve x=£/Q, olarak tanimlanirsa denklem (5.123),

/ 1
y=xFJx’-l=xFux|l-— (5.124)
X

seklinde yazilabilir. Karekokiin altindaki terim seri olarak agilirsa

— 1 —
y=xF+x|[l-—=xFx
X

Eger x ¢ok biiyiikse yiiksek mertebe terimler ihmal edilebilir; yavas ve hizli presesyon
degerleri asagidaki gibi olur:

} (5.125)

— (Yavas presesyon)
y= (5.126)
2x (Hazli presesyon)

£ cok biiyiik ise, yavas presesyonun hizi daha once hizli donen topag i¢in bulunan
presesyon hiziyla ayni olur:

w 02 41, h
( ? j o= 21[2 Wheosar AL Wheosa (5.127)
p

a,,

ya da,

I,cosal|l 2 H

W, = Wh [ ! ]111 thosa—W—leEWh (5.128)
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5.6.3 Yavas Donen Topac — Genel Hal

Boliim 5.6.2°de yavas donen topag icin sunulan ¢oziimde € agisinin sabit oldugu

kabul edilmisti. Bu bolimde ise € acgisimin da degistigi genel bir ¢oziim elde edilecektir.
(Fiziksel bir durumda hangi ¢6ziimiin ortaya ¢ikacagini baslangi¢ kosullar1 belirler.) Asagida

Sekil 5.27°de topacin Euler agilan goriilmektedir. x;, x, ve x, eksenleri topacin asal
eksenleridir. Topa¢ x, eksenine gore simetriktir. Bu yiizden x; ve x, eksenlerine gore atalet
momentleri birbirine esit ve I, olarak; x, eksenine gore olan atalet momenti ise I, olarak
aliacaktir. Topacin toplam kiitlesi M, agirlik merkezi G’nin topa¢ ucundan uzakligi £ olsun.

Sekil 5.27°de tamimlanan eksenler ve Euler agilar1 (8, ¢ ve ) daha once Sekil

5.1’de tanimlananlar gibidir. Bu durumdan yaralanarak, asal yonlerdeki acisal hiz bilesenleri
denklem (5.5)’den asagidaki gibi yazilabilir:

o, = @sinysin @+ Ocosy (5.129)

W, = @cosysin @ —Osiny (5.130)

w, = pcosf+y (5.131)
Z

Sekil 5.27
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Topacin kinetik ko-enerjisi agisal hiz vektoriiniin asal yonlerdeki bilesenlerini kullanarak
asagidaki gibi yazilabilir:

T =%1d(a)f+a)22)+%lpw§ (5.132)

T" :%Id((pz sin26+92)+%lp(¢cosé?+l/'/)2 (5.133)

Potansiyel enerji terimi ise agagidaki gibidir:
V =Mghcosé (5.134)

Bunlardan Lagrange fonksiyoneli asagidaki gibi bulunur:
L = %Id (@*sin” @+ 6%) +%Ip (¢cos @ +yr)* — Mghcos @ (5.135)

Topacin yere dokunma noktasit sabittir ve bu yilizden bu noktaya varyasyon
uygulanamaz. Bu noktada govdeye uygulanan kuvvetin genellestirilmis kuvvet terimlerine
katkis1 olmayacagindan genellestirilmis kuvvetler asagidaki gibidir:

Q,=0 (5.136)
0,=0 (5.137)
0, =0 (5.138)

v icin Lagrange denklemi:

i % —ai=0 (5.139)
dt\ oy ) Jdy

ya da,
A1 @+ peoso)|=1, LW+ peosd) =0 (5.140)
dr " P dr

ya da,
1,y +¢cos®)=1,w, = H; = sabit (5.141)

Yukanidaki denklemde H3 terimi topacin simetri ekseni yoniindeki agisal momentum
bilesenidir ve hareket sirasinda sabit kalmaktadir.

@ icin Lagrange denklemi:

d(oL) 0L
dfoL) oL_, 5.142
dr(aq'J P (142

ya da,
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%[ldq')sinz6+Ip(y'/+¢cos€)cosé?]:0 (5.143)
ya da,

1,¢sin” @+1,(y +@cosB)cos 6 = H,, (sabit) (5.144)
ya da,

1,¢sin’ 6+1 @, cos @ = H, (sabit) (5.145)

Yukaridaki denklemin sag tarafindaki Hz sabiti sistemin ag¢isal momentumunun Z-
ekseni yoniindeki bileseninin biiytikliigiidiir. Bunun dogrulugu agisal momentum vektorii
bilesenlerini yazarak asagidaki gibi kolayca gosterilebilir:

H =1,wii, +1,w,ii, + 1 ,0,ii, = 1, (@, siny + @, cosy)ii, +1 i, (5.146)
H, =1,(osiny +,cosy)sind+1,m;cos b (5.147)

Denklemler (5.129), (5.130) ve (5.131)‘den @, @, ve @, alinarak bu ifadede yerine
koyulursa sonug¢ denklem (5.144) ile verilenle ayn1 olur:

H,=1, [((bsin wsin @ + @ cos W) sin W + (¢ cos w sin @ — @sin y) cos l//]sin 6

(5.148)
+1,(¢cos@+yr)cos 6 = 1,¢sin’ 6+1,(y+¢cos8)cos b
0 icin Lagrange denklemi: :
i(%J—g—O (5.149)
dt\06) 96 '
ya da,
di[ldé]— 1,97 sin@cos 61, (Y + gpcos O)gsin 6+ Mghsin 6] = 0 (5.150)
t
ya da,
1,0+ ,0,—1,cos8)@sin— Mghsin =0 (5.151)

Topacin dinamik davranisi denklemler (5.141), (5.145) ve (5.151) tarafindan tanimlanir.
Bu denklemlerin ¢6ziimii, yeni degisken tanimlamalarinin yapilmasim ve fiziksel olarak
miimkiin olabilecek ¢6ziimlerin ayiklanmasini gerektirdiginden oldukca karmagiktir. Tam
coziim kaynak listesindeki kitaplarda yer aldigindan burada verilmeyecek, bunun yerine
¢oziimiin ozellikleri iizerinde durulacaktir. Daha 6nce Boliim 5.2.2°de 6 = 6, = Sabit olan bir
¢coziim incelenmisti. Ancak, @ acisinin sabit olmadigi ¢oziimler de miimkiindiir. Bu
¢oziimlerin hepsinde denklem (5.141) geregi w, sabittir. Ancak @ ve ¢ acilar periyodik
olarak degisir ve z-ekseninin ugu, merkezi orijinde olan bir kiire lizerinde Sekil 5.28deki

yoriingelerden birini cizer. Bu c¢oziimlerde € agisinin degisiminin sebep oldugu harekete
niitasyon denir. Ne tiir bir ¢oziimiin elde edilecegi baslangic kosullarina baghdir.
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0,

(a) (b) (©)

Figure 5.28

5.6.4 Yuvarlanan Disk

Sekil 5.29’da goriilen ince disk sabit bir Z ekseni etrafinda R yarigaph bir daire
iizerinde ve diiseyle & acis1 yaparak kaymadan yuvarlanmaktadir. Disk ince oldugundan

1, =21, kabul edilecektir. W diskin agirligini, @, diskin kendi ekseni etrafindaki agisal

hizini, @, disk merkezinin Z etrafindaki agisal hizini gostermektedir.

Sekil 5.29°daki v ve h kuvvetleri yer tarafindan diske uygulanan kuvvetin diisey ve
yatay bilesenleridir. Hareket sirasinda « agis1 sabit oldugundan diskin agirlik merkezinin
diisey konumu sabit ve diisey yondeki ivmesi sifir oldugundan diske bu yonde uygulanan
kuvvetlerin toplamu sifirdir. Yani, asagidaki esitlik gecerlidir:

v=W (5.152)

Diskin agirhik merkezi, Z etrafinda @, agisal hiziyla R yarigaph bir gember lizerinde

hareket ettiginden ve merkeze dogru olan ivmesi a)[fR oldugundan, / kuvveti asagidaki
gibidir:
Z

Sekil 5.29
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w
h:—a)ﬁR (5.153)
8
Disk kaymadan yuvarlandigi i¢in @, ve @, birbirinden bagimsiz degildir. Bu iliski
asagidaki sekilde bulunabilir:

@, =0 olsaydi, @, 'nin sebep olacagi kayma hizi= @, (R + rsin &)
w, =0 olsaydi, @, nin sebep olacagi kayma hizi= @,r
Kayma olmamasi i¢in bu iki kayma hizlan birbirine esitlenirse,
®,(R+rsina)=a,r (5.154)
ya da asagidaki iliski elde edilir:

@ (R+rsina)
w0 =-"—>" (5.155)
r

Verilmis olan hiz bilesenlerinin ¢izildigi vektor diyagrami Sekil 5.30a’da, bu
bilesenlerden tiiretilmis olan ve asal eksen yonlerindeki hiz bilesenlerini gosteren vektor
diyagrami ise Sekil 5.30b’de goriilmektedir. Bilesenlerin biiyiikliikleri sekil iizerinde
gosterilmistir.

Sekil 5.30b’deki 7, ekseni yoniindeki hiz bilesenini 7 ,ile, [, ekseni yoniindeki hiz
bilesenini ise I, ile ¢arparak agisal momentumun bu yonlerdeki bilesenleri Sekil 5.31a’daki
gibi bulunabilir. Sistemin presesyon hareketi diisey eksen etrafinda olmaktadir. Bu yiizden H
vektoriiniin diisey bileseni degismez. Bu hususu dikkate alarak H vektorii Sekil 2.31b’de
yatay ve diisey bilesenlerine (sirasiyla H, ve H,) aynilmustir. Bu sekilde goriilen H vektor
diyagrami presesyon hareketi sirasinda diigey eksen etrafinda @, agisal hiziyla doner ve

yatay bilesenin ucu kagit diizleminin disina dogru cikarken, diisey bilesenin boyu ve yonii

@, cos o
a
—— i
®, =o,(R+rsina)/r @,(R+rsinq) ) @,R
——————————@,sina=
r r
(a) (b)

Sekil 5.30
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degismez. Diisey bilesenin H 'nin tiirevi H ‘ne bir katkisi olmadigindan hesaplanmasina
gerek yoktur. Yatay bilesenin biiyiikliigii ise asagidaki gibidir:

R 2R
H =210, 7cosa+ l,0,cosasina=1,0, cosa(7+sin0(j (5.156)

dH vektorii ise disart yonde olup H ’yi w,dt ile garparak bulunur:

@H),.,.,. =H (o,d) (5.157)
ya da,
[C;—ilj = Hya)p (5.158)
disart
Hd
—
H, (1)
H (1+dt)
(a) (b)
Sekil 5.31

Newton Kanunu geregi acisal momentumun disart yondeki bileseni govdeye
uygulanan toplam dis momentin aym1 yondeki bilesenine esit olmak zorundadir. Diske
uygulanan dis kuvvetler agirlik kuvveti W, yer tarafindan uygulanan kuvvetin yatay bileseni A
ile diisey bileseni v’dir. Diskin agirlik merkezi etrafinda moment alinirsa, disari olan yén “+”
kabul edilirse, moment asagidaki gibi elde edilir:

M., =Wrsina—hrcosa (5.159)
ya da,
. w o,
M, =Wrsma——a,Rrcosa (5.160)
8

Denklem (5.158) ve denklem (5.160)’nin sag taraflar esitlenir ve denklem (5.156)’dan
H , yerine koyulursa asagidaki denklem elde edilir:
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2R
Ida)f, coso{—+sin0{j:Wrsina—ya);chosa (5.161)
r 8

Bu denklemden @, asagidaki gibi bulunur:

o = Wrsin @ (5.162)

’ (ZR : j w
I,cos0f — +sinex [+ —Rrcoso
r g

5.6.5 Yuvarlanan Koni

Sekil 5.32’de goriilen koni sabit olan Z ekseni etrafinda kaymadan yuvarlanmaktadir.
Bu hareket sirasinda koninin tepe noktasinin sabit kaldigi aciktir. Koninin tepe agist 2¢,
yiiksekligi ¢, agirhk merkezinin tabanindan uzakhgi ise ¢/4’diir. Koninin kendi ekseni
etrafindaki acisal hiz1 £, koni ekseninin Z etrafindaki agisal hizi ise @’dir. Koninin hangi
hizda devrilecegi sorulmaktadir.

{/cosc |

Sekil 5.32

Koni kaymadan yuvarlandigindan @ ve 2 arasindaki iliski asagidaki sekilde
bulunabilir:
@=0 olsaydi, £ 'nin sebep olacagi kayma hizi= Q2 /tana

2 =0 olsaydi, @’nin sebep olacagi kayma hizi= @
cosa

Kayma olmamasi i¢in bu iki kayma hizlan birbirine esitlenirse,

l
cos &

w =Q/tanx (5.163)

ya da asagidaki iliski elde edilir:

0=""2 (5.164)
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Bu problem i¢in acgisal hiz diyagramlar1 Sekil 5.33’de verilmistir.

wcosa
o
“~
— !
2
. ) wcos”
Q=qwsina - osng=————
sin sin
Sekil 5.33

Acisal momentum diyagramlarn ise Sekil 5.34’deki gibidir. Diisey etrafinda bir
moment uygulanmadigindan koninin hareketi sirasinda acisal momentumun diisey bileseni
H ,’nin yonii ve boyu degismez. Bu yiizden bu bilesenin hesaplanmasina gerek yoktur. Yatay

bilesen H  ’nin bilytikliigii ise agsagidaki gibidir:
wcos’ o

H =1 ———+1,ocosasina (5.165)
’ sina

Hd
—
H (1)
H (t+ dt)
wcos” a
[, ————
sma
Sekil 5.34
dH vektorii disar1 yonde olup H ’yi @t ile garparak bulunur:
(dH )a't sart = Hy (akit) (5 166)
ya da,
(d—Hj =H,0 (5.167)
dt disart .

Newton Kanunu geregi acisal momentumun disart yondeki bileseni govdeye
uygulanan toplam dis momentin ayn1 yondeki bilesenine esit olmak zorundadir:
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dH
— =M, 5.168
[ dt sz,mrl e ( )

Koniye uygulanan biitiin  dis kuvvetler kagit diizlemi icindedir. Sekil 5.35’de
gosterilen bu kuvvetler agirlik kuvveti W, yer tarafindan uygulanan kuvvetin yatay bileseni £,

yer tarafindan uygulanan diisey kuvvetler v, ve v, dir. (Zemin ve koni elastik malzeme kabul
edilmis ve bu yiizden diisey kuvvetler dokunma ¢izgisinin iki ucunda alinmstir.)

Koninin agirlik merkezi diisey yonde herhangi bir ivmeye sahip olmadigindan v, ve

v, arasinda asagidaki iligki vardir:
v, =W -y, (5.169)

Yatay kuvvet h ise Newton Kanunu geregi agirlik merkezini radyal ivmesinin
biiyiikliigiiyle koninin kiitlesini ¢arparak bulunur:

w 3
h:—( 2—Ecosa'j (5.170)
g 4
4
| @
0 .
Yo
7 e /1/ 7 T
h w T
v, v, =W -y,
Sekil 5.35

Devrilme aninda v, =0 ve v, =W olur. Bu durum igin denklem (5.168) yazilarak

koninin devrilecegi hiz bulunabilir. Koninin sabit olan ugu etrafinda moment alarak denklem
(5.168) yazilirsa asagidaki denklem elde edilir:

wcos® o . wie
I ——+I],wcosasinx |@=

P sina cos &

—W%fcosa (5.171)

Denklem (5.168) istenirse agirlik merkezi etrafinda da moment alarak da yazilabilir:
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3
I M+I{,wcosasina w=w[——3icosa|-Y[ w2 2rcosa |2 rsina
" sina cosa 4 g 4 4

(5.172)

Koninin devrilecegi hiz @, denklem (5.171) veya denklem (5.172)’den c¢oziilebilir.
Denklem (5.171) asagidaki sonucu verir:

wi —Wéﬁcosa'
W) =—Cose__ 4 (5.173)
cos’ & .
1, — +1,cosasinx
sin &

Denklem (5.172)’den ise asagidaki sonug elde edilir:

we —Wéécosa
W = cosar 4 (5.174)

3 2
I, CO.S Y\ cosasina 1, +W(3€j
sin o g \4

Denklem (5.173) ve denklem (5.174) farkli goriiniimlerine ragmen ayni sonucu
verirler. Zira denklem (5.173) ve denklem (5.174)’deki 7, ve [, nin tanimlan farklidir.

Atalet momentleri denklem (5.173)’de koninin tepe noktasindan gecen asal eksenlere gore,
denklem (5.174)’de ise agirlik merkezinden gecen asal eksenlere gore tamimlanmastir.

5.6.6 Yalpah Yuvarlanan Teker

Yaricapi r olan bir teker diiz bir zemin iizerinde ileri dogru V hiziyla, yalpalayarak ve
kaymadan yuvarlanmaktadir. Tekerin arkadan goriiniimii Sekil 5.36a’da, listen goriiniimii ise
Sekil 5.36b’de verilmistir. Herhangi bir anda tekerin diiseyden ayrilma acis1 @, ileri yonden
sapma agist ise @ kadardir. @ ve ¢ acilar kiigiiktiir. Tekerin dinamik davranigini tanimlayan
denklemlerin yazilmasi istenmekte ve devrilmemesi icin minimum yuvarlanma hizinin ne
olmasi gerektigi sorulmaktadir.

Tleri

1,9 \ Yukari

G\ 0
Sag
I 14 v=W
P r
Sol h Sag \ 1.6
s e d
(@) (b)

Sekil 5.36
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Asal yonlerdeki acgisal momentum bilesenleri aymi yonlerdeki agisal hiz
bilesenlerinden yararlanarak bulunmus ve Sekil 5.36’da gosterilmistir. Bu bilesenlerden
yararlanarak agisal momentum bilesenlerinin ileri, yukar: ve sola dogru yonlerdeki bilesenleri
sirastyla 7, y ve s indisleriyle gosterilerek asagidaki gibi yazilabilir:

1% Al VL Voo - ).
H :(—Ip 7¢—1d0ju,. +(1d(p—1p 70}5, +(1p 7+1d¢9—ld6’¢jus (5.175)

Bu denklemdeki son iki terim kiicilk € ve ¢ degerleri i¢in ihmal edilebildiginden,
denklem asagidaki hale gelir:

H= (— I, %(p— I, é}ﬁi + (Id(/')— I, %9}7}, + (11, %jﬁ (5.176)
Bu ifadenin tiirevi alimirsa asagidaki denklem elde edilir:

H= (— 1, g(p— Idéjﬁi + (Id(b— 1, %9}@ =Hii,+H i, (5.177)
Newton Kanunu i ve y yonlerindeki bilegenler cinsinden asagidaki gibi yazilabilir:

V. oo
1, = p-1,6 =M, =hr=Wr6 (5.178)

Id(p—lp%é:My =0 (5.179)

Denklem (5.178)’de gecen h kuvveti Newton Kanunu geregi tekerin kiitlesi m ile
agirlik merkezi G’nin sola dogru olan ivmesinin ¢arpimina esit oldugundan asagidaki ifadeler
yazilabilir:

dv d
h=ma. =m—S =m—(r@+V 5.180
o ” dt( ®) ( )

h=m(ré +Ve) (5.181)
Denklem (5.181)’den alman 4 denklem (5.178)’de yerine koyulursa, dinamik
denklemler asagidaki hale gelir:
V. .. .. )
Ip7¢)+ld9=Wrt9—m(r6+V¢))r (5.182)

qub—IpKé:O (5.183)
r
Denklem (5.182) ve denklem (5.183) arasinda € yok edilir ve elde edilen denklemin

terimleri diizenlenirse, asagidaki denklem elde edilir:
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I I 4 T ’
CLAPA N P N AL PRV O (5.184)
1,V 1,V |dt Tro LV

Bu denklemin ¢oziimii,

@ =@, sin wt (5.185)
seklinde @ frekansh harmonik bir fonksiyondur. @’nin ¢6ziimii de yine aym frekansta bir

harmonik fonksiyondur. Dolayisiyla teker ileri dogru yuvarlanirken hem diisey hem de yatay
yonde @ frekansiyla yalpalayarak gider. @ frekansi asagidaki ifadeyle belirlenir:

(5.186)
Ir sy

Yukarida tamimlanan yalpali yuvarlanma ancak denklem (5.186) reel bir ¢6ziim
verdigi takdirde, yani karekokiin alti pozitif ise

miimkiindiir. Yani, tekerin devrilmeden
yuvarlanmasi icin sart asagidaki gibidir:

2
V. Wil vso (5.187)
r IpV

ya da,

I— (5.188)
Ip (:+mrj

ya da,

_[I—J (5.189)
1| —"+1

ya da,

i (5.190)
Ip[m:ZHJ
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Cok ince bir teker i¢in 7, = 27, oldugundan devrilmeden yuvarlanma sarti asagidaki

hale gelir:
vis— 8L (5.191)

1
2[ ”2+1J
mr

Eger ince tekerin i¢i dolu ve kiitlesi muntazam dagilmgsa, I, = %mr2 oldugundan,

sart asagidaki gibidir:

yi>_8° __ & (5.192)

2(1+1J 3
2

Eger ince teker bir cember seklindeyse, 1, = mr® oldugundan, devrilmeden

yuvarlanma sart1 agagidaki hali alir:

=8 (5.193)

Denklemler (5.192) ve (5.193)’den goriildiigii gibi, bir cember ici dolu bir tekere gore
daha diisiik hizlarda devrilmeden yuvarlanabilir.
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PROBLEMLER
Problem 5.1

Sekildeki koninin simetri ekseni yataydir. Bu koni, sabit bir konik yiizey {izerinde
kaymadan yuvarlanmakta ve bu sirada simetri ekseni diisey etrafinda @ agisal hiziyla
donmektedir. Bu hareket @ nin hangi degerleri i¢cin miimkiindiir. @ nin degeri kritik degerin
izerine ¢ikarsa ne olur?

Koni: M, I, I

Problem 5.2

Sekilde goriilen silindirin icinde cap {izerinde yataklanmis bir jiroskop vardir.
Jiroskopun acisal hiz1  cok biiyiiktiir. Jiroskop ve silindirin toplam agirligi M olup, ortak
agirhk merkezi G jiroskopun merkezindedir. Silindir yatay diizlemde V lineer hiz1 ile
yuvarlanirsa, diizlemle arasindaki dokunma kuvvetlerini bulun. Silindir hangi V hizinda
diizlemden ayrilmaya baglar?

Jiroskop: 1, 1u

Yatay diizlem
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Problem 5.3

Sekildeki sistemde jiroskopun kendi ekseni etrafindaki agisal hiz1 ¢ok biiyiiktiir. Kol O
noktasi etrafinda ve kagit diizlemi i¢inde @ agisal hiziyla dondiiriiliirse, kol tarafindan O’daki
yataklara uygulanan momentin biiyiikliigii ve yonii ne olur?

Jiroskop: R

Problem 5.4

Sekildeki sistemde jiroskopun kendi ekseni etrafindaki acisal hiz1 cok biiyiiktiir. Kol
diisey eksen etrafinda @ agisal hiziyla dondiiriiliirse, kol tarafindan O’daki yataklara
uygulanan momentin biiyiikliigii ve yonii ne olur?

Jiroskop: .
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Problem 5.5

Asagidaki sarkaclarda jiroskop diskleri disindaki elemanlar kiitlesizdir. Kollar1 yukari
baglayan yataklar kiireseldir. = 0’da sarkaclar diiseyle a agis1 yaparken birakilirsa ¢ > 0 i¢in
nasil bir hareket yapacaklarini agiklayin. Presesyon hareketi yapacak olanlarin presesyon
acisal hizlarini ve yonlerini bulun.

Disk: IP7 Id7 M Disk: Ip, Id, M

(a) (b)

Disk: 11, La1, M

Disk: Iz, a2, M> J g

Disk: I, ls, M /

wrelZ

(c) (d)
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Problem 5.6

Asagidaki sistemin diisey etrafindaki presesyon agisal hizi i¢in bir ifade bulun.

] a(t)=a,sin @t (Ivme)

| Teker: I, 1s, M

l* Tl Q (Cok biiyiik)
g

Not: Miller kiitlesizdir.

Problem 5.7

Asagida atalet navigasyon sistemlerinde kullanilan acisal hiz jiroskopunun basit bir
modeli verilmistir. Jiroskop diski B cercevesine yataklanmis olup, xx' ekseni etrafinda ¢ok
yikksek bir ©Q hiziyla donmektedir. B cercevesi ise yy' ekseni etrafinda C cergevesine
yataklanmustir. C ¢ergevesi ise zz' ekseni etrafinda yataklanmistir. B ve C ¢erceveleri arasinda
zz' ekseni boyunca esneyen bir K yayi1 vardir. Yay serbest boyda iken xx', yy' ve zz' eksenleri
birbirine diktir. zz" ekseni etrafinda sabit bir @ agisal hiz uygulandiginda B ¢ergevesinin yy’
ekseni ekseni etrafindaki donme agis1 € ne olur?




144

Problem 5.8

Bir platform {izerine baglanmis olan bir rotor ¢ok yiiksek sabit bir @ hizinda
dondiiriilmektedir. Platform ve rotor, ortak agirlik merkezi G’de kiiresel bir yatakla
yataklanmistir. Platformun altinda L uzunlukta bir kolun ucunda M noktasal kiitlesi vardir.
Platform zz' diisey ekseni etrafinda Q agisal hiziyla diindiiriilmeye zorlanirsa kolun diiseyden
ayrilma agis1 ne olur?

02
e Teker: I,
! @
'I' !
[
T
Platform

|
[
[
I
I
I
i
Iz
Problem 5.9

Asagidaki sistemde platform r yarigapinda bilyali diizlemsel bir yatak {izerine
serbestce oturtulmus olup, diisey eksen etrafinda Q2 acisal hiziyla donmeye zorlanmaktadir.
Platformun {izerinde yatay eksen etrafinda bir rotor @ sabit hiziyla dondiiriilmektedir.
Rotorun atalet momentleri 1, ve I,/ dir. Platform ve rotorun toplam kiitlesi M olup, ortak
agirhik merkezi G diisey eksen iizerinde ve platformun bilyelere dokunma diizlemindedir.
Platformun devrilmeden dondiiriilebilecegi maksimum € hizim1 bulun. (Devrilme aninda
platformun yataga tek noktada dokundugunu varsayin. Platformun atalet momentlerini ihmal
edin.)

Q




145

Problem 5.10

Asagidaki sistemde jiroskop tekeri disindaki biitiin parcalar kiitlesizdir. Teker yavas
bir @, acisal hiztyla donmektedir. Yer¢ekimi yoktur. Buna karsilik platform a ivmesine

sahiptir. Presesyon agisal hizt @, "yi bulun.

o, D

Dk )
0]

T a (Ivme zorlamasi)

Wrel

Muntazam kiitle dagilimh
teker: M, I, Ly

Problem 5.11

Sekildeki rotor yliksek bir @ hiziyla kendi ekseni etrafinda dondiiriilmektedir. Rotor
mili k sabitli yaylarla yatay olarak askiya alinmigtir. Rotor milinin yataydan en ¢ok kiigiik bir
o, acist kadar ayrilmas: istenirse platform diisey eksen etrafinda en fazla hangi hizla

dondiiriilebilir?

Q

Rotor: I, I

Platform
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Problem 5.12

Sekildeki sistem AA' etrafinda £2, agisal hiziyla dondiiriilmekte iken B kolu yataydir
(@, >> £2,). Donme sirasinda k sabitli yay x, kadar esnedigine gore, sistem parametreleri

cinsinden (2, nedir? Yergekimi yoktur. Jiroskop tekeri disindaki elemanlar kiitlesizdir.

IS
~

-

Jiroskop tekeri: 1,

e

rel

00000000

__x\\\\\\\\\\.\\\\\_

Al
Problem 5.13

Asagidaki sistemde disk disindaki elemanlar kiitlesizdir. Disk yiiksek bir hizla
dondiigiinden acisal momentum vektorii donme ekseni iizerinde kabul edilebilir. Diskin monte
edildigi yataklar arasindaki uzaklik a kadardir.

a) Sarkacin kiiciik genlikli salinimlar i¢in salinim frekansini bulun.
b) Salimim sirasinda disk yataklarinda olusan kuvvetin biiyiiklikk ve yoniinii bulun.
Sarkac en alt noktadan gecerken kuvvetin biiyiikliigii ve yonii nedir?

Disk: I, I, M

T



147

Problem 5.14

Asagidaki sistemin xx’ ekseni etrafindaki agisal hizim Olgmek icin bir diizenek
goriilmektedir. £2 =0 iken ibre yatay konumda ve sifir1 gostermektedir.

a) Sistemin calisma prensibini aciklaym. 2 =2, (2, >0) gibi sabit bir deger ise ibre
hangi yone sapar?

b) Kiiciik 2 hizlar icin £ ve kolun yataydan ayrilma agis1 ¢ arasinda uygun sistem
parametrelerini iceren bir ifade bulun.

o
~

._._._._._._._._ﬁ._;l_ JR—

\

\

\

\

\
4\

Q\

; 72 Ibre
- \

— @, (hizh)

Disk: M, 1,1,

A

Problem 5.15

Sekildeki sistemde @ =0 iken kol yataydir. @# 0 oldugunda, verilen parametreler ve
hizlar cinsinden o (a biiyiik) agisim veren bir ifade bulun.

Teker: 1, 14, M

Wrel

Torsiyon yay1: K;—]
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Problem 5.16

Sekildeki vantilatorde F iiflenen havanin reaksiyon kuvvetidir. Motor rotorunun
agirlik merkezi G’ye gore atalet momentleri 1, I, dir. (Diger parcalar kiitlesizdir.)

a) A’daki yatak gevsek birakilir ise vantilatoriin diisey etrafindaki acisal hizini bulun.
b) A’daki yatak sikistirilarak kilitlenmis ise ve diisey milin agis1 € =, sin at seklinde

degistirilirse, mil tarafindan vantilator govdesine A noktasinda uygulanan momentin
biiyiikliigii ve yonii ne olur?

@

rel

Problem 5.17

Sekildeki sistemde kola yavag donen bir jiroskop monte edilmistir. Kol diisey eksen
etrafinda donebilen bir mile A ucundan eklemle baghidir. Kol yatayken jiroskop ekseni
diiseyle 30" a¢1 yapmaktadir. Kol ve jiroskopun toplam kiitlesi M olup, ortak agirlik merkezi
G noktasindadir. Kol yatay durumdaykan presesyon acisal hizi i¢in bir ifade bulun. Bu
presesyon hareketinin miimkiin olmasi i¢in @, , hizimin biiyiikliigii en az ne olmalidir?

rel

y a_jrel

Jiroskop: I, 1u

(@]

57

u
!
|
|
i
i
|

Al l
i
|
i
i
|
i
i
H
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Problem 5.18

Asagidaki sistemde A mili sabit bir Q acisal hiziyla dondiiriilmektedir. Bu mile
yataklanmig ¢ uzunlugundaki kol da ayni hizla diisey eksen etrafinda donmekte ve donerken
iizerine yataklanmis olan teker konik yiizey iizerinde kaymadan yuvarlanmaktadir. Tekerin
konik yiizeye uyguladigi normal yondeki kuvveti bulun.

Teker: M, I, 1u

Yatak
W/

Problem 5.19

Sekildeki teker O’dan gecen yatay eksen etrafinda cerceveye yataklanmig olarak @
hiziyla donmektedir. Cerceve ise diisey eksen AA' etrafinda ©2 hiziyla dondiiriilmektedir. @ ve
Q hizlann birbirine gore ihmal edilemedigine gore sistemin AA' iizerindeki yataklara
uyguladigi momentin biiyiikliigiinii ve yoniinii bulun.

YU

Teker: I, 1u

<
Cerceve

A
A!

= =
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Problem 5.20

Sekildeki sistemde jiroskop tekeri yavas bir @, hiziyla donmektedir. Sisteme diisey

rel
etrafinda bir agisal hiz uygulanmadiginda kol yatay durumda ve denge halindedir. Sisteme
diisey etrafinda 2 gibi bir acisal hiz uygulanirsa bilinen bir M Kkiitlesini kol iizerinde nereye
yerlestirirseniz kol yatay durumda kalmaya devam eder? (Kolun atalet momentleri ihmal
edilebilir.)

l Q
1 Jiroskop: 1, 14

Problem 5.21

Yavas donen bir topacin diisme anindaki kinetik ko-enerjisi icin bir ifade bulun.

Problem 5.22

Bir geminin yuvarlanma hareketini stabilize etmek i¢in sekildeki gibi bir jiroskop
monte edilmesi Onerilmektedir. Jiroskopun ¢ok yiiksek bir @ , hiziyla dondiigiinii kabul edin.

a) Gemiye yuvarlanma hareketi yaratacak (xx’ ekseni etrafinda) bir moment uygulanirsa
nasil bir davranis ortaya ¢ikar?

b) Geminin yonii degistirilmeye calisilirsa, yani yy' ekseni etrafinda 7, gibi bir dis
moment uygulanirsa, geminin yuvarlanma agis1 ne olur? Agirlik merkezi G sekildeki
gibi ise nasil bir davranig goriiliir?

I X

| : Y

| .

' |

[ M ! il

i . L : _|

E:| H=1 o, — i ]
E ..... — | __# .......... A ., i a

! G S

I

i

— g
X ;y

Usten goriiniis AA’ Kkesiti
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Problem 5.23

Asagidaki sistemde jiroskop kendi ekseni etrafinda c¢ok biiyilk bir @ hiziyla
donmektedir. Bu sistemin presesyon agisal hizi i¢in bir ifade bulun. Sistem #=0 aninda
sekilde gosterildigi durumdaysa, tekerin oldugu ucun kagit diizleminden disar1 dogru ¢ikmasi

icin gereken sartlar1 bulun. (Not: Teker ve M> disindaki elemanlar kiitlesizdir. M>’nin diisey
eksen etrafindaki atalet momentini ihmal edin.)

Jiroskop: M1, I,

45°

al2

Kiiresel eklem

Problem 5.24

Asagidaki sistemde miller kiitlesizdir. Teker kendi ekseni etrafinda ¢ok biiyiik bir @,

hiziyla donmekte ve ayni zamanda K sabitli bir yataymn ucuna bagh olarak mil boyunca
kayabilmektedir. Yay serbest boydayken tekerin diisey eksene uzakhigi ¢, kadardir.

Presesyon hareketi sirasinda yayin boyu x kadar uzamaktadir. Presesyon agisal hizim ve yayin
uzama miktarini bulun.

= b//‘%

/Teker: L, ., M
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Problem 5.25

Sekildeki sistemde K yayr sadece diisey yonde esnemektedir. @ =0 iken jiroskop
diskinin ekseni yatay durumdadir. Disk kendi ekseni etrafinda @ acisal hiziyla, diskin monte
edildigi platform ise diisey eksen etrafinda @ agisal hiziyla dondiiriilmektedir. £ hizinin ¢ok
yiiksek olmadigim kabul ederek disk ekseninin yataydan ayrilma acist « icin bir ifade bulun.
Eksen yataydan a acist kadar ayrildiktan sonra platformu @ hiziyla dondiirmek icin
uygulanmas1 gereken moment nedir?

l/2 | Jiroskop diski: 1,

Kiiresel eklem 4

] Q

™S

Yatak

S——

s_______

7777

Q

7777

O

N

(

Problem 5.26

Asagidaki sistemler icin H = M ifadesini yazin. Denklemlerinizi I,, Is ve gerekli diger
parametreler cinsinden yazabilirsiniz.

]\ / e

a) Donen Raptiye b) Jiroskoplu Sarkag
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Problem 5.27

Asagida goriilen kesik koni diiz bir yiizeyde kaymadan yuvarlanmaktadir. Koninin
devrilecegi kritik acisal hiz £2 = £2,’1 bulun. Not: £2, koninin kendi simetri eksenine gore olan

acisal hizidir.
/\ Kesik koni: M, I, I

7 i

Problem 5.28

W agirhiginda ve birbirinin ayni iki teker asagidaki gibi kaymadan yuvarlanmaktadir.
Millerin kiitlesi yoktur. Her bir tekerden yere uygulanan kuvveti @ hizinin fonksiyonu olarak

bulun.
(0]
o T
o f of :: B 2}’
A : A
W !

Bisiklet tekeriyle yapilan asagidaki deneyde eger teker ¢ok hizli donerse (tekerin kendi
ekseni etrafindaki acisal hiz1 £2) presesyon hizi @ diisiik olacak ve teker merkezinin radyal
ivmesi kiiclik olacagindan ip hemen hemen diisey kalacaktir. Bu tekerin daha yavas
dondiigiinii kabul edin. Bu durumda g:tesesyon hiz1 daha yiiksek oldugundan AB ipi diiseyden
« gibi bir ac1 kadar ayrilacaktir. Hareltet sirasinda teker ekseninin yatay oldugunu kabul edin.
Verilen bir £ i¢in @'y1 bulmak amaciyla ¢, 2 ve diger parametreler cinsinden bir ifade
bulun. Bu ifadede @ olmasin.

|@ Né‘

Problem 5.29

@

Teker kiitlesi M
A . .
tekerin ¢evresinde
N @/ konsantre olmus.
K :
i Q
. A e L —
Ipin uzunlugu =2a A L !
a -y

O
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JIROSKOP
VE UYGULAMALARI

Jiroskop simetri ekseni etrafinda hizla dénen; donme ekseninin kendisine ve birbirine
dik iki eksenden biri veya her ikisi etrafinda donme serbestligi olan bir govdeden (jiroskop
diski) olusur. Simetri ekseninin serbestligini saglamak i¢in gimbal adi1 verilen bir yataklama
diizenegi kullanilir. Sekil 6.1°de yapisi verilen bu diizenekte yiiksek bir £ hiziyla donen
jiroskop diskinin simetri ekseni xx" i¢ gimbal denilen bir cerceve yapiya yataklamr. Ic
gimbal de diskin simetri eksenine dik bir yy” ekseniyle dig gimbal denilen ikinci bir ¢ergeve
yapiya yatakhidir. Dig gimbal ise i¢ gimbal eksenine dik bir zz ekseni etrafinda referans
sisteme yataklidir. Bu 0zel diizenek sayesinde jiroskop diskine disaridan moment
uygulanmas1 miimkiin degildir. Bu ylizden simetri ekseni belli bir agisal yonelimdeyken
dondiiriilen bir jiroskop diskinin referans sisteme gore yonelimi sabit kalir.

Jiroskoplarin en ©nemli uygulama alanlart navigasyon sistemleridir. Asagidaki
kisimlarda jiroskopun bu alandaki cesitli uygulamalar1 verilmektedir.

Jiroskop diski

N — 7
y ___. . Q/é_._._f

~ Ic Gimbal

™ Dis Gimbal

1

[ON®)
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6.1 Jiroskoplu Gemi Pusulasi

Manyetik gemi pusulalar1 gercek cografi kuzeyi gostermez. Bu pusulalardan alinan
yon bilgileri geminin konumuna bagli olarak manyetik kuzeyle cografi kuzey arasindaki ag1
kadar diizeltilmek zorundadir. Bu sorunu ortadan kaldirmak icin 20. yiizyilin baglarinda
cografi kuzeyi gosteren jiroskoplu gemi pusulasi gelistirilmistir. Bu pusulamin ozelligi
yercekiminin yoniinii ve diinyanin doniisiinii hissederek baslangicta hatali bir yonde olsa bile
bu hatay1 diizelterek kendini cografi kuzeye dogru yoneltmesidir. Jiroskoplu pusula
bulundugu gemi denizde yuvarlanma ve yunuslama hareketleri yaparken bile diinyanin
doniisiinii hissedebilir ve hatalarim diizelterek cografi kuzeyi gosterir.

6.1.1 Basit Bir Pusula Denemesi

Jiroskoplu pusulay1 incelemeden 6nce Sekil 6.2’deki basit sistemin bir pusula olarak
kullanilip kullanilamayacagin1 ve hatalanim diizeltip diizeltemeyecegini inceleyelim. Bu
sistemde jiroskop diskinin gimballerle askiya alindigin1 ve simetri eksenine sekildeki gibi
yataklarla asilan bir kiitle oldugunu diisiiniin. Sistemin davranisim1 daha kolayca anlamak icin
bu sistem Sekil 6.3’deki gibi diinyanin ekvator c¢izgisi iizerine yerlestirilmis olsun.
Baslangicta jiroskopun simetri ekseni yatay ve cografi kuzeye dogru ise, gimballer dolayisiyla
jiroskopa disaridan moment uygulanamadigindan ve asilt kiitlenin agirlik kuvveti de simetri
eksenine bir moment uygulamayacagindan, jiroskopun déonme ekseninin yonii sabit kalir ve
pusula cografi kuzeyi gostermeye devam eder.

Jiroskop diski

Q
—————————— [ i  — A l
--_T.

T

N (Kuzey)

W =mg

Sekil 6.2

Sekil 6.3 incelendiginde eger baslangicta pusulanin ucu (simetri ekseni) yataydan yukar
dogru ise (yukart1 yonde hata) m Kkiitlesinin agirhiginin yaratacagt moment dolayisiyla
pusulanin ucu bati1 yoniine dogru kayar, yani bati yoniinde bir hata olusmaya baslar. Eger
baslangicta asagi yonde bir hata varsa m kiitlesinin agirliginin yaratacagi moment dogu
yoniinde bir kaymaya ve bu yonde hata olusmasina sebep olur. Eger pusulanin dogu y&niinde
bir hatas1 varsa, diinya dondiikce bu hata yukari yonde kaymaya ve bu yonde hataya; bati



Ekvator

Diinya

Jiroskop diski

©s

N (Kuzey)
[ ]

W (Bat1)

\_IE (Dogu)

Qe

Sekil 6.3
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yoniinde bir hata varsa bu hata asagi yonde kaymaya ve hataya doniisiir. Hatalarin sebep

oldugu kaymalar asagidaki gibi 6zetlenebilir:

Yukan yonde hata =~ ———= Bati1 yoniinde kayma ve hata
Bat1 yoniinde hata =~ ——— Asag1 yonde kayma ve hata
Asag1 yonde hata —— > Dogu yoniinde kayma ve hata

Dogu yoniinde hata ———— Yukarn yonde kayma ve hata

Sekil 6.2°deki gibi bir pusulada baglangicta bir hata varsa bu hata diinya dondiikge
Sekil 6.4’deki gibi degisir. Zaman ilerledik¢e bu hata sifirlanmadigindan bdyle bir pusula

gemilerde kullanilamaz.

Yukan yonde
hata

Bat1 yoniinde hata Dogu yoniinde hata

Asagi yonde hata

Sekil 6.4
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6.1.2 Hatalarim Diizelten Jiroskoplu Gemi Pusulasi

Sekil 6.5°de jiroskoplu bir gemi pusulasinin yapisi sematik olarak verilmistir. Seklin
ortasindaki jiroskop diski (1) ¢ok yiiksek bir hizda donmektedir. Diskin donme ekseni
pusulanin ibresi olup sekilde kagidin i¢ine dogru olan yon kuzeyi gostermektedir. Jiroskop
diski sekilde (2) ve (3) numarayla gosterilen bir gimbal takimiyla desteklenmistir. D1s gimbal
bir telle (4) fantoma (5) asilidir. Eger telde bir burulma varsa bir servomotor fantomu dig
govdeye (6) gore dondiirerek bu burulmayr yaklasik Y% derecenin altinda tutmaktadir. Dig
govde ile gemi platformu arasinda sekilde goriilmeyen ikinci bir gimbal takimi (9) daha
vardir. Fantoma asili olan sarka¢ kolunda bir agirlik (8) bulunmaktadir. Sarkag iizerindeki
cubuk (10) i¢ gimbal iizerindeki bir yarigin (7) i¢inden ge¢mektedir. Bu yarik diizlemsel

VI/[I[I[IIIII[I’}R\\ \\“.-—'III///IIIIIIII

hodse

W W

l
1. Jiroskop diski 4. ince burulma-aski teli 7. Diizlemsel yarik
2. I¢ gimbal 5. Fantom 8. Sarkag agirligi
3. Dis gimbal 6. D1 govde 9. Gimbal takim1

10. Cubuk

Sekil 6.5 Jiroskoplu Gemi Pusulasi

oldugundan i¢ gimbal ve jiroskop tekerinin olusturdugu grup kagit diizlemi icinde saga ve
sola rahatca hareket edebilmekte, buna karsilik kagit diizlemi icine ve disina olan hareketleri
sinirlamaktadir. Bu yilizden pusula ibresi yukari veya asagi dogru saptiginda sarkag¢ kolu kagit
diizleminden iceri ve disar1 dogru hareket etmekte ve agirligin (8) etkisiyle cubuk tarafindan
ic gimbale bu hareketi diizeltici yonde bir kuvvet uygulanmaktadir.

Basitlik amaciyla pusulanin Sekil 6.6’daki gibi ekvator iizerinde oldugu, 6 acisi
kadar yukar1 yonde, ¢ acis1 kadar dogu yoniinde hatasi oldugu kabul edilsin. Bu hatalar
dolayistyla yukan ve dogu yonlerindeki agisal momentum bilesenleri Sekil 6.6’da gosterildigi
gibi sirasiyla H@ ve Hg olur. Diinya 2, hiziyla donerken dr zaman sonra bu vektorler yine
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Ekvator
Diinya

N (Kuzey)

H(0+d0)

H(p+dy)

Sekil 6.6

sekildeki gibi H(6+d0) ve H(¢+dp) olur. Sekildeki agilar ve (2 dt agisinin ¢ok kiigiik

oldugu dikkate alinirsa yukari ve dogu yoniindeki dH ve dH /dr bilesenleri igin asagidaki
ifadeler bulunur:

(dH) =H(@+dbf)cos 2 dt—H(p+dp)sin 2 dt—HO

yukart (6 1)
= Hd6 — HpQ, dt
[d—Hj =HO-HQ,¢ (6.2)
dt yukart
(dH) 4y, = H(@+dO)sin 2,dt + H(p+d@p)cos 2,di —He 63)
= HOQ,dt + Hp '
(d_Hj —Hp+HQ.0 (6.4)
dt dogu

Yukar1 yondeki € hatasi dolayisiyla sarka¢ kolu da kagit diizleminin i¢ine dogru 6
acis1 kadar salinacagindan jiroskop diskine asagidaki gibi momentler uygulanir.

M, =Wi@ (6.5)

ban

M .. =Wab (6.6)
Denklemler (6.2) ve (6.4) ile verilen FI bilesenlerini denklemler (6.5) ve (6.6)’dan
elde edilen aymi yoneki momentlere esitleyerek Newton Kanunu uygulanirsa asagidaki
denklemler bulunur:
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HO-HQ ¢=-Wab 6.7)
Hp+HQ.0=-W(0 (6.8)

Yukaridaki iki denklem arasinda ¢ yok edilirse ve terimler diizenlenirse 6 cinsinden
asagidaki diferansiyel denklem bulunur. (Eger ¢ yerine 6 yok edilirse ¢ cinsinden de ayni
diferansiyel denklem bulunur.)

.. . 02
0+&9+{93+&}9=0 (6.9)
H H

Bu denklem ikinci mertebe soniimlii bir sistemi tanimlamaktadir. Yani zaman gectikce
hata sontimlenerek ortadan kalkmaktadir.

Pusulanmin Dogal Frekansi

Pusulanin soniimsiiz sistem dogal frekans1 @, asagidaki gibidir:

Wi,

@ =2 + (6.10)

Jiroskoplu pusulalarin periyodu ileride anlatilacak olan sebeplerden dolay1r 84
dakikaya ayarlanir. Diinyanin ve pusulanin periyotlart,

0 = rad/dak (6.11)
24x 60
27
W, =— rad/dak (6.12)
84
oldugundan,
[0)
~=17.1 6.13
7} (6.13)
ya da,
@ 2
( . j =294 (6.14)
‘Qe

olur. Bu yiizden denklem (6.10)’daki Qf terimi ihmal edilebilir ve pusulanin dogal frekansi
icin asagidaki yaklasik ifade kullanilabilir:

W,
" H

(6.15)
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Soniim Orani

Denklem (6.9)’dan goriildiigii gibi soniim katsayisi a uzakligiyla orantili olarak artar.
Eger a uzaklig: sifir olsaydi denklemler (6.7) ve (6.8) asagidaki hali alirdu.

HO-HR2,0=0 (6.16)
Hp+(HQ, +WH)8=0 6.17)

Bayle bir sistemin # =0 aninda 6(0) =6, gibi bir baslangi¢ hatasina sahip oldugunu
ve 8(0)=0 oldugunu diisiinelim. Denklemler (6.16) ve (6.17)’den ¢ ve @ ’niin baslangi¢
degeri asagidaki gibi bulunur.

90)=0 (6.18)

. we Wi, L) 1
O)=——+202, 16, =— £+ .07 |—86, 6.19
o0 =20 Jo, =" | Lo, 6.19)

e

Denklem (6.10) dikkate alinirsa denklem (6.19) asagidaki hali alir:

2

. _ o
(0) = 0 (6.20)

e

Denklemler (6.16) ve (6.17) nin genel ¢oziimii integrasyon sabitleri cinsinden,
0=C,sina.t+C,cosa,t (6.21)
¢=C;sina t+C, cosa.t (6.22)

seklindedir. Yukaridaki baglangic kosullar1 uygulanarak integrasyon sabitleri bulunursa,
¢Oziim asagidaki gibi elde edilir:

0 =06,cosw,t (6.23)

a. .
Q= _QC 6,sinw.t (6.24)

e

Denklemler (6.23) ve (6.24) asagidaki elips denklemini saglar:

©16)" , (@/8)" _

12 a)( 2
‘Qe

1 (6.25)
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Denklem (6.13)’den @, /£2, =17.1 oldugu dikkate alinirsa, bu elipsin oldukga yassi

oldugu ve pusulanin @ ve ¢ hatalarimin Sekil 6.7’deki gibi degistigi, ama hi¢ bir zaman
stfirlanmadig goriiliir.

Sekil 6.7

a uzakligimin sifir olmadigr durumda ise denklem (6.9)’da
b=— (6.26)

gibi bir soniim sabiti olur. Sistemi kritik soniimlii yapacak soniim sabiti ise denklemin
katsayilarindan asagidaki gibi elde edilebilir:

1720}
b, =2, - (6.27)

Denklemler (6.26) ve (6.27)’den sistemin soniim oran1 asagidaki gibidir:

_ WalH Wm 1 628
b,, /Wm Hm H 62:23 (6:28)

Denklemler (6.15) ve (6.13) dikkate alinirsa, soniim oran1 asagidaki hale gelir:

2

.
=8. 55— .
52_(22 7 (6.29)

£ =

Kritik soniim durumunda ¢ =1 olduguna gore, sistemi kritik soniimlii yapacak a
degeri asagidaki gibidir:

=t (6.30)
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6.1.3 Schuler Ayari

[k gemi pusulalar1 1920°1i yillarda hizmete girdiginde, bunlarin hatali gosterebildigi,
ozellikle gemi kuzeydogu-giineybati yoniinde yuvarlanma hareketi yaparak giderken
pusulanin tamamen kullanilamaz hale geldigi goriildii. Bu hatalarin geminin yuvarlanma
hareketi sirasinda pusulaya uygulanan yanal ivmelerden kaynaklandigi anlasildi. Maximilian
Schuler! pusulanin periyodu 84 dakikaya ayarlanirsa, pusulaya uygulanan yanal ivmelerden
kaynaklanan hatalarin ortadan kalkacagini gosterdi. Ondan sonra pusulalarin periyodu 84
dakikaya ayarlandi. Bu ayarlama islemine Schuler ayarlamasi ad1 verildi.

Bu ayarin nedenini anlamak i¢in kuzeyi gosteren bir pusulaya kuzey yoniinde X, gibi
bir ivme uygulandigim diisiiniin. Bu durumda i¢ gimbal tarafindan sarkag kiitlesine (Sekil 6.5)
mX, kadar bir kuvvet uygulanir. Bu nedenle jiroskop diskine uygulanan momentler ise

asagidaki gibidir:
M,, :m)'c',)ézﬂjé”é (6.31)
8
.. W
M, =mia=—Xa (6.32)
8

Daha 6nce denklem (6.9) elde edilirken kullanilan ve denklemler (6.5) ve (6.6) ile
verilen momentlere bu momentler de eklenerek Newton Kanunu yazilirsa, denklemler (6.7) ve
(6.8) bu yeni durum icin asagidaki hale gelir:

HO-HQ o= —WaH—ch'oa (6.33)
g
. W,
Hp+HQ0=-WlO—-—-% 0 (6.34)
g

Yukaridaki iki denklem arasinda ¢ yok edilirse ve terimler diizenlenirse 6 cinsinden
asagidaki diferansiyel denklem bulunur.

Q
wal, Yy (6.35)

0 = o o
gH gH

. . Q2
0+&0+{Q€2+W€ }
H ' H

Simdi bu sisteme Sekil 6.8’deki gibi basamak bi¢cimimde bir ivme uygulandigin
diisiiniin. Baglangicta da 6(0) =6(0)=0 olsun. Denklem (6.35) deki X, terimi Sekil 6.8’de

sigrama ani disinda sifir oldugundan, katkisi ihmal edilebilir. @2’ terimi de denklem (6.14)

dolayisiyla ihmal edilebilir. Bu varsayimlar altinda 6’ niin baslangic anindaki degeri denklem
(6.35)’den asagidaki gibi bulunur:

iy Wl i
6(0)=———" 5 =—qf 2o (6.36)
gH 8

"Maximilian Schuler (1892-1972)
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Bu denklemden goriildiigii gibi 6’ niin baslangic anindaki degeri negatiftir; yani
pusulada asag1 dogru bir hata yaratacak yondedir.

Pusulanin yeryiiziinde x kadar yol aldig1 kabul edilsin (Sekil 6.9). Pusula sarkag¢inin
yeni x konumunda hala diisey durumda olmasi i¢in geri dogru salinmasi, yani sarka¢ yeni
diisey iizerinde olacak bicimde pusula ibresinin asagi dogru ¥ acist kadar donmesi gerekir.

Sekil 6.8
Diinyanin yaricap: R ise, Sekil 6.9’un geometrisinden asagidaki ifade yazilabilir:
x=Ry (6.37)

ya da,
X=Ry (6.38)

Ivme uygulandiginda pusula sarkacinin daima diisey durumda kalmasi igin ise ¥ = ]
olmasi gerektiginden, denklemler (6.36) ve (6.38)’den asagidaki ifadeler bulunur:

jCo 2 jC‘o
=g (6.39)
R 8
ya da,
g
w =& 6.40
=R (6.40)
ya da,
2
T =2 6.41)
8
R

Diinyanin yarigcapt 6371 km olduguna gore, pusulanin yanal ivmelerden
etkilenmemesi i¢in periyodunun asagidaki gibi 84 dakika olmasi gerekir:

2%3.14159
T = —= 84.4 dakika (6.42)

6.371x10°
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Diinya T
W y
R
4
Sekil 6.9

Denklem (6.40) aym1 zamanda uzunlugu diinyanm yarigapi kadar olan bir basit
sarkacin frekansidir. Boyle bir sarkacin ortasi daima diinyanin merkezinde olacagindan eklem
noktasma ne kadar yanal ivme uygulanirsa uygulansin daima diisey kalir. Basit bir sarkacta
boyle bir durumun fiziksel olarak saglanmasina imkan olmamasina karsin, yukaridaki
analizden goriildiigii gibi jiroskoplu bir sistemde bu saglanabilir.

6.2 Jiroskoplu Sarkacg

Sekil 6.10’da bir jiroskoplu sarka¢ goriilmektedir. Sarkac yercekimi alani iginde
kiiresel bir eklemle asilidir. Basitlik i¢in sarka¢ kolunun kiitlesiz oldugu kabul edilecektir.
Sarkag¢ kolunun kagit diizlemi igine dogru yaptig1 ac1 @ ile, kagit diizlemine parallel diizlem
icinde sola dogru yaptig1 ac1 ise ¢ ile gosterilmistir. Analizde her iki acinin da kii¢iik oldugu
kabul edilecektir. Jiroskop sabit ve yiiksek bir hizla dondiigiinden H vektdriiniin uzunlugu
sabittir. Jiroskop diskinin kiitlesi m, agirligi W, kol uzunlugu ¢ ’dir.

W

Kiiresel eklem

Sekil 6.10
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Eklem noktasina saga dogru X, ivmesi uygulanmaktadir. Bu ivmeyi saglamak icin
ekleme uygulanmasi gereken yatay kuvvet F olarak gosterilmistir. Bu bolimde jiroskoplu

sarkacin eklem noktasina yanal ivme uygulandiginda diiseyden ayrilmamasi icin gereken
sartlarin ne oldugu ve bu sartlarin fiziksel olarak saglanip saglanamayacagi incelenecektir.

0 ve ¢ agilan kiigiik oldugundan agisal momentum vektoriiniin diisey, sola dogru ve
kagit diizlemine dik igeri yondeki bilesenlerinin (H,, H , H,) biiylikliikleri asagidaki

gibidir:
H,=H (6.43)
H,=Hg (6.44)
H.=H6 (6.45)

Acisal momentumun tiirevinin sola ve kagit diizleminin i¢cine dogru olan bilesenlerini
biiyiikliikleri denklemler (6.44) ve (6.45)’in tiirevini alarak bulunur:

H, =Hg (6.46)
H. =Ho (6.47)

6@ ve ¢ acilan kiigiik oldugundan eklemdeki diisey kuvvet sistemin agirhign W
kadardir. Saga dogru olan F| yatay kuvveti ise bu yonde Newton Kanununu uygulayarak

asagidaki gibi bulunur:
F, =m(x,— () (6.48)

Sisteme eklemde uygulanan kuvvetlerin sol ve igeri yoOnlerde yarattigi moment
bilesenleri,

M_=Wio (6.49)
M, =F (-Wlp=m(x,—Lp)l-Wigp (6.50)
olur. Denklemler (6.46) ve (6.47)’de verilen H’nin tiirev bilesenleri Newton Kanunu geregi

denklemler (6.49) ve (6.50)’de verilen aymi yonlerdeki moment bilesenlerine esitlenirse
asagidaki denklemler elde edilir:

Hp=W(6 (6.51)
HO=m(%, — () -Wlep (6.52)

Yukaridaki iki denklem arasinda @ yok edilirse,

2
[;’/ e’ j(p Wl = mi, 6.53)
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bulunur. Jiroskop diski ¢ok biiyiik bir hizla dondiigii i¢cin H c¢ok biiyiiktiir. Bu yiizden
yukaridaki denklemde ¢ terimin katsayisindaki m¢> terimi ihmal edilebilir ve denklem
gerekli diizenlemelerle,

L (weY we? .
¢+(;;j¢=(7sza 6.54)

halini alir. Bu denklemde ¢ ’nin katsayis1 sistemin dogal frekansinin karesine esit olup, dogal
frekans asagidaki gibidir:

_we

I (6.55)

n

Baslangi¢c aninda @ =0 iken ekleme X, ivmesi uygulanirsa, ¢ niin baslangictaki
ivmesi denklem (6.54)’den bulunabilir:

$(0) = (’"W Jx = ﬁ(ﬂj i, (6.56)

H*? W\ H

ya da denklem (6.55) dikkate alinirsa asagidaki ifade elde edilir:

2
@,

$(0)=
8

i (6.57)

Ekleme ivme uygulandiginda sarkacin diiseyden ayrilmamasi i¢in saglanmasi gereken
sart Sekil 6.9’dan,

.. . X,
AO)=y=— (6.58)
R
gibidir. Denklem (6.57) ve (6.58)’in sag taraflar esitlenirse,

=5 (6.59)

olur. Bu frekansa karsilik gelen periyot 84 dakikadir. Denklem (6.55) ve (6.59) kullanilirsa,
sarkacin diiseyden ayrilmamasi i¢in saglanmasi gereken sart agagidaki gibi de yazilabilir.

weY g
(Hj -4 (6.60)

R ¢ok biiyiik oldugundan bu denklemin sag tarafi cok kii¢iik bir sayidir. Buna ragmen
denklemin sol tarafinda yer alan H terimi donme hizim1 artirarak cok biiyiik degerler
alabileceginden, W, ¢ ve H parametreleri uygun segilerek fiziksel ortamda denklem (6.60) ile
tanimlanan sartin saglanmasi miimkiindiir.
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6.3 Hiz Jiroskopu

Roket ve denizalti gibi araclarda kullanilan atalet navigasyon sistemleri ii¢ ana
bilesenden olusur: i) atalet referans sistemine gore yonelimi sabit tutulan bir platform
(denizaltilarda yatay platform), ii) sabit platform (denizaltida yatay platform) iizerine monte
edilmis yiiksek ¢oziirliiklii ve dogruluklu ivmedlgerler, iii) ivmedlger ¢iktilarinin integralini
alarak aracin hiz ve konumunu veren bir bilgisayar.

Atalet navigasyon sistemlerindeki sabit platformu (ya da yatay platform) devam
ettirebilmek icin yapis1 basitce Sekil 6.11°de verilmis olan hiz jiroskopundan yararlanilir. Hiz
jiroskopu bir serbestlik derecesine sahip bir sistemdir. Jiroskop diski B ¢ercevesine
yataklanmis olup, xx' ekseni etrafinda ¢ok yiiksek bir £ hiziyla donmektedir. B gercevesi ise
yy' ekseni etrafinda C cercevesine yataklanmistir. C cercevesi ise zz' ekseni etrafinda
yataklanmustir. B ve C cergeveleri arasinda zz' ekseni boyunca esneyen bir K yay1 vardir. Yay
serbest boyda iken xx’, yy’ ve zz' eksenleri birbirine diktir. Hiz jiroskopunun girisi zz' ekseni
etrafinda uygulanan @ gibi bir acisal hizdir. Cikis ise yy' ekseninin acisal konum
degisikligidir. (zz' ekseni etrafinda @ gibi sabit bir agisal hiz uygulandiginda B ¢ercevesinin
yy' ekseni ekseni etrafindaki donme acis1 € 'nin duragan degeri ne olur?) yy' ekseninin agisal
konum degisikligi yliksek ¢oziintirliiklii ve dogruluklu bir transdiiserle Olgiiliir. Hiz
jiroskopunun monte edildigi platform transdiiser ¢ikisi sifir olacak sekilde bir servo sistemiyle
dondiiriiliir.

Atalet navigasyonunun uzay araclarina uygulamasinda platform tizerinde birbirine dik
yonlerde ii¢ tane hiz jiroskopu bulunur. Platformun yildizlara gére yonelimini sabit tutmak
icin biitiin eksenlerin transdiiser cikiglarnn sifir olcak sekilde platform dondiiriiliir.
Denizaltilarda ise yatay bir platform bulunur ve bu platformun yatayligin1 devam ettirmek icin
iki hiz jiroskopundan yararlanilir.

% sx' .
Y| i Cikis ekseni

y —-—-—:7/K )Q(A7/y

~c

I~ Giris ekseni
F4

Sekil 6.11 Hiz Jiroskopu
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PROBLEMLER

Problem 6.1

Asagida goriilen sarkacin kiitlesi kol boyunca diizgiin olarak dagilmistir. Sarkacin
eklem noktast O ile agirlik merkezi G arasindaki uzaklik a kadardir. Sarka¢ baslangicta
diisey konumdayken eklem noktasina yatay yonde X, gibi bir ivme uygulandiginda sarkacin
diisey konumda kalmasi i¢in periyodunun 84 dakika olmasi gerektigini gosterin. Fiziksel bir
sistemde a uzakligini kiiciilterek bu periyodun ayarlanabilmesi miimkiin miidiir?

Problem 6.2

Sekil 6.11°de goriillen hiz jiroskopunun zz' eksenine @ gibi sabit bir acisal hiz
uygulandiginda B cercevesinin yy' ekseni ekseni etrafindaki donme agis1 8 'nin duragan degeri
ne olur?

Problem 6.3

Bir denizalti limanda demir atmis durumdadir. Bu denizaltimin atalet navigasyon
sistemindeki yatay platform tam olarak yatay degildir ve ¢ =0 ’da yatayliktan ¢, acis1 kadar
farklidir. Bu hatanin ivmeodlcer tarafindan nasil algilanacagini, platfomu yatay tutmaya calisan

servo sisteminin nasil davranacagini dikkate alarak, navigasyon sisteminin c¢ikti olarak
verecegi gemi konumunun nasil degisecegini gosterin.

Problem 6.4

Simit seklinde bir uzay istasyonu yalanci bir yer¢ekimi yaratmak icin simetri ekseni
etrafinda 2 sabit acisal hiziyla dondiiriilmektedir. Bu istasyonda yalanci diisey etrafinda
salinan, sekildeki gibi basit bir sarka¢ oldugunu diistiniin. Bu sarkacin kol uzunlugu 7,
kiitlesi m olsun. Bu sarka¢ diisey konumdayken eklem noktasina tegetsel yonde (yalanci
yatay yoniinde) X, gibi bir ivme uygulandiginda, diiseyden ayrilmamasi i¢in uygun bir
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Schuler frekansi var midir? Tahminde bulunmayin; cevabimizi sekillerle ve matematiksel
olarak aciklayin.

Yalanci tavan

Yalanci zemin
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ROTORLARIN DINAMIGI

Atalet momenti biiyilkk olan rotorlar esnek miller iizerine monte edilerek
dondiiriildiigiinde goriilen davranis, noktasal kiitle tagiyan millerin dondiiriilmesi durumundan
cok farklidir. Benzer davranis bicimleri esnek yataklarda donen rijit millere monte edilmig
atalet momenti bilyiik olan rotorlarda da goriiliir. Bu rotorlarin davranig bi¢cimlerinin énceden
bilinmesi jenaratdr, tiirbin, biiyiik elektrik motorlart v.b. makinelerin tasarimi ve isletimi
sirasinda karsilasilan titresim problemlerinin ¢oziimii icin 6nemlidir.

7.1 Temel Rotor Problemi

Baslangicta incelenecek olan temel problem Sekil 7.1°de goriilmektedir. Yercekimi
yoktur. Elastik bir mil bir ucundan siirtiinmesiz olarak yataklanmistir. Yataklar yere rijit
olarak baglidir. Milin diger ucunda eksenel simetriye sahip bir rotor govdesi vardir. Rotor
govdesinin agirllk merkezi G ile gosterilmistir. Rotorun atalet momentleri agirlik
merkezinden gegen asal eksenlere gore tanimli olup, simetri eksenine gore atalet momenti 7 ,,

capa gore atalet momenti ise [, dir. Rotorun kendi simetri ekseni etrafindaki agisal hizi

@, dir. Bu sistemin hareketi sirasinda simetri ekseni de yatak ekseni etrafinda donebilir.
Simetri ekseninin yatak ekseni etrafinda yaptig1 bu dénme hareketine dolanum denir. Simetri
ekseninin yatak ekseni etrafindaki agisal hzi, yani dolamm agisal hiz1 @ ile gdsterilmistir.
Sistemin dinamik hareketi sirasinda herhangi bir anda govdenin agirlik merkezinin yatak
ekseninden uzakligr y, milin u¢ noktasinda govdenin simetri ekseninin yatak ekseniyle yaptig
ag1 ise @ ile gosterilmistir. Yapilacak olan analizin amac1 @ ve @, biiyiikliikleri arasindaki
iligkiyi bulmak; sistemin asir1 titresimine yol agabilecek sartlar1 belirlemektir.

Yukarida tanimlanan temel problemin ¢6ziimii sirasinda gelistirilecek olan yontemler
daha sonra farkli bicimde yataklanmig esnek milli rotorlar, esnek yataklara monte edilmis rijit
milli rotorlar, asimetrik esnek millere monte edilmis simetrik rotorlar ve esnek simetrik
millere monte edilmis asimetrik rotorlar icin ¢éziimler elde edilmesinde de kullanilabilecektir.

Yatak ekseni
. w
D ya
==t - = ——— e —
Yataklar

Elastik mil

Rotor govdesi

Sekil 7.1
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7.1.1 Elastik Mil Denklemleri

Burada milin esnemelerinin kiiciik oldugu ve bu yiizden lineer elastisite teorisinin
gecerli oldugu kabul edilecektir. Yani superpozisyon prensibi gecerli olup, mile uygulanan
moment veya kuvvet zorlamalarinin bireysel olarak sebep olduklar1 radyal esnemeler (y) ve
acisal esnemeler (@) toplanarak, bu zorlamalar birlikte uygulandiginda ortaya c¢ikacak
esnemeler bulunabilir. Ornegin Sekil 6.2°deki milin ucuna bir M momenti ve F kuvveti
uygulandiginda toplam radyal ve acisal esnemeler asagidaki denklemlerden bulunabilir:

y=o,F+o,M (7.1)
0=a,F+a,M (7.2)
Yatak ekseni

psqrcse e Voo

Yataklar F l l y

Elastik mil W

M
Sekil 7.2

Denklemler (7.1) ve (7.2)’de gecen «,,, bicimindeki terimlere etki katsayilar: ya da
Maxwell katsayilar: denir. ¢, , n noktasina uygulanan bir birim zorlamanin (kuvvet veya

moment) m noktasinda sebep oldugu esneme miktaridir. Burada esnemeden kasit, sadece is
yapilmasina sebep olan esnemedir. Maxwell’in Karsitlik Teoremi’ne gore asagidaki esitlik
gecerlidir:

a,, = (7.3)

nm

Maxwell’in Karsithik Teoremi Sekil 7.3’de goriilen yeterince desteklenmis elastik
govdenin / ve 2 olarak gosterilen iki noktasina S, ve S, kuvvet zorlamalarini uygulayarak
kanitlanabilir. Bunun icin 6nce S, kuvveti govdeye uygulansin. Bunun sonucunda /

noktasindaki esneme J,, 2 noktasindaki esneme &, olsun. Bu sirada 2 noktasinda

herhangi S,

Sekil 7.3
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Sekil 7.4

bir kuvvet olmadigindan bu noktada bir is yapilmaz. Cisim elastik oldugundan 7/ noktasindaki
esneme Jekil 7.4’deki gibi lineer olarak artar. Bu sirada yapilan is asagidaki gibidir ve Sekil
7.4°de O ekseniyle egri arasindaki alana esittir.

4 S
W=[Sdé= [Sa,,dS =%0{1le (7.4)
0 0

Simdi de govdeye S, kuvveti uygulaniyorken S, kuvveti de uygulansin. S, kuvveti
uygulandiginda 2 noktasindaki esnemenin grafigi Sekil 7.4’ andirir. Ancak @, ’in yerini @,

alir ve degiskenlerin indisleri 2 olur. Dolayisiyla S, kuvveti uygulanirken 2 noktasinda
yapilan is asagidaki gibidir:

1 1
W =252(@8,) = 50522322 (1.5)

S, kuvveti uygulanirken / noktasinda S, kuvveti de uygulanmakta oldugundan, bu
kuvvet tarafindan / noktasinda yapilan is ise agagidaki gibidir:

S5
W = [S,(@,dS) = .5, 5, (7.6)
0

Elastik gdovdeye yapilan isler govde tarafindan potansiyel enerji olarak depolanir. Her
iki kuvvet de uygulandiktan sonra govde tarafindan depolanan toplam potansiyel enerji
denklemler (7.4), (7.5) ve (7.6)’da verilen islerin toplami kadardir:

1 1
E, =5a“512 "'Eazzsz2 +a,,5,S, (7.7)
Simdi de govdeye kuvvet uygulama islemini 6nce S, ’yi, daha sonra S, varken S,’i

uygulayarak tekrar edelim. Bu islem sirasinda S, kuvvetinin 2 noktasinda yaptig1 is,

1

W==
2

1
52(0{2252)=50{22522 (7.8)
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S, kuvvetinin / noktasinda yaptig is,

4 Sy 1 )

W=[Sdo=[Sa, dS=—a,S, (7.9)
0 0 2

S, kuvveti uygulanirken S, ’nin 2 noktasinda yaptig is ise asagidaki gibidir:

Sy

W=[S,(,dS)=a,,S,S, (7.10)
0

Bu islem sonunda elastik govde tarafindan depolanan toplam potansiyel enerji,
denklemler (7.8), (7.9) ve (7.10)’daki is terimlerinin toplanmdir:

1 1
E, =5aqu +Ea22522 +a,,8,5, (7.11)

Sonug¢ olarak kuvvetlerin uygulama siralar1 farkli olmakla birlikte, her iki islemde
ulagilan son durumlar aynidir. Elastik govde korunumlu bir eleman oldugundan depoladigi
potansiyel enerji islemin yapildigi siradan bagimsizdir ve sadece son duruma baghdir. Bu
yiizden denklem (7.7) ile verilen E, ve denklem (7.11) ile verilen E , potansiyel enerjileri

birbirine esittir. Bu terimler esitlenirse asagidaki sonuca varilir:

Oy =0 (7.12)

Sekil 7.2°deki sistemde / ve 2 noktalar1 aym yerde yani milin (kirisin) ug
noktasindadir. F kuvveti / noktasindaki zorlama, M momenti 2 noktasindaki zorlama, F’nin
i$ yapmasina sebep olan y esnemesi / noktasindaki esneme, M’nin is yapmasina sebep olan
6 esnemesi ise 2 noktasindaki esnemedir.

Etki katsayilart gesitli kirisler, geometriler ve baglanti durumlan icin elastisite ve
mukavemet konusundaki kitaplarda bulunabilir. Sekil 7.2°deki gibi bir ankastre mil (kiris) i¢in
esneme denklemleri ve etki katsayilart Cizelge 7.1°de 6zetlenmistir.

7.1.2 Esnek Mile Oturtulmus Rotorlarin Dinamigi

Simdi Sekil 7.1’deki temel probleme geri donelim. Problemin agisal hiz vektorleri
Sekil 7.5a’da verilmistir. Sekildeki € acis1 kiigiik oldugundan sind=6 ve cosf=1
alinabilir. Sekil 7.5a’daki bilesenlerden 7, ve I, eksenleri yonlerindeki hiz bilesenleri elde

edilmis ve Sekil 7.5b’de verilmistir. Rotorun agisal hizi1 £, milin yatak ekseni etrafindaki
dolanim acisal hiz1 ise @’dir.

0

I —> 2

a

r

2=w +wcosf=w, +w

(a) (b)
Sekil 7.5
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Cizelge 7.1
3 2
y= F (A.1) 6= F (A.2)
3E, I 2E,1
A 0
a, = a, =
3R ' 2E,1
2 M/
y= M (A.3) 0=——-
2E,1 E,I
(A4)
0 14
% =0E ] =7
Y Y
F ve M birlikte uygulandiginda:
y=o,F+o,M E, : Young modiilii.
0=ao,F+aoa,M [ : Kirisin kesit atalet momenti.

Sekil 7.5b’de goriillen asal yonlerdeki hiz bilesenleri bu yoOnlere ait atalet

momentleriyle carpilirsa H vektoriiniin asal yonlerdeki bilesenleri Sekil 7.6a’daki gibi
bulunur. Bunlardan da yatak eksenine paralel ve dik (radyal) yonlerdeki agisal momentum

bilesenleri (sirasiyla H, ve H,) Sekil 7.6b’deki gibi elde edilir. Dolanim hareketi sirasinda
Sekil 7.6b’deki vektor diyagrami yatak ekseni etrafinda @ acisal hizi ile doner. Bu donme
hareketi sirasinda H, bileseninin yonii ve boyu degismediginden H ‘ne bir katkis1 yoktur.
H  ’nin ise yonii degisir ve ucu kagit diizlemi i¢ine dogru girer. H, ’nin biiyiikliigii asagidaki
gibidir:

H =021,60-06l, (7.13)
w91
‘ wdt H,
) —> H (1+d)
H, (1)
e, 0H
(@) (b)

Sekil 7.6




175

dt siiresi icinde H, ’nin donme agist wdt kadardir. dH ise kagidin i¢ine dogru ve
dH = H,wdt biiyikliigiindedir. Dolayisiyla, asagidaki denklem yazilabilir:

[d—HJ =wH, =wd(21,-awl,) (7.14)
dt iceri !

Newton Kanunu geregi denklem (7.14)’iin rotora uygulanan iceri yondeki moment
bilesenine esit olmasi1 gereklidir. Bu moment rotora mil tarafindan uygulanir. Bu momente
esit ve ters yonde bir moment ise rotor tarafindan mile uygulandigindan, rotorun mile
uyguladigi moment icgin agagidaki denklem yazilabilir:

M., =0bl,-21,) (7.15)

iceri

Dolanim hareketi sirasinda rotorun agirlik merkezinin radyal yonde yatak eksenine
dogru ivmesi @’y kadardir. Rotorun toplam kiitlesi m ise, mil tarafindan rotora aym yonde

m®”y kadar bir kuvvet uygulanir. Bu kuvvete esit fakat ters yonde,
F=ma’y (7.16)

gibi bir kuvvet ise rotor tarafindan mile uygulanir. Rotor tarafindan mile uygulanan moment
ve kuvvet Sekil 7.7°de goriilmektedir.

Yatak ekseni

) I
9
wb(ol, —21,)

Sekil 7.7

B
Y ataklar

Sekil 7.7°deki mil i¢in denklemler (7.1) ve (7.2) yazilirsa, asagidaki denklemler elde

edilir:
v =, (ma*y)+ e, [wb(0l, - 21 )] (7.17)
0= a, (mw?y)+ a6, - 21))] (7.18)
ya da,
let, ma? —1]y + [, 0000, — 21 )]O =0 (7.19)

e, mao? |y + |, axet, - 21,)-1]6 =0 (7.20)
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Yukanidaki iki denklem homojendir. Bu yiizden bu denklemlerden sifirdan farklh bir y

ve @ ¢oziimiiniin bulunabilmesi icin katsayilarimin determinantinin sifir olmasi gereklidir.
Denklemlerin katsayilarinin determinantinin sifira esitlenmesi asagidaki denklemi verir:

o, m@? ~1]a, 0001, - 21,)-1]-aima’ @I, -21,)=0  (7.21)
ya da,

[MId (a,ay, — alzz )]w4 - [MIp (o, &y, — alzz )]QwS _[allm +a,5,1, ]wz + [IpaZZ ]'QaH'l =0
(7.22)

Verilen bir (2 rotor hizina karsilik gelen @ dolanim hizi denklem (7.22)’den
asagidaki parametreler cinsinden ¢6ziilebilir:

w=f(2,ml 1, a,6 ¢, ) (7.23)

p’

Denklem (7.22)’yi daha basit bir hale getirmek icin asagidaki boyutsuz terimleri
tanimlayalim:

Boyutsuz dolanim frekansi: F=w\ma, (7.24)
Boyutsuz rotor hizi: S =0 ma, (7.25)
. .. Id a,22
Disk etkisi: D= (7.26)
mao,
_ 2
Elastisite katsayist: g=%u% ~% (7.27)
alla22
. 1
Atalet momentleri orani: 1= I—” (7.28)
d
Yukanidaki boyutsuz terimler denklem (7.22)’de kullanilirsa asagidaki denklem elde
edilir:
Fropspr P B 1y (7.29)
DE E DE

Bu denklemden § asagidaki gibi bulunabilir:

F* _MFZ +L
S = DE DE (7.30)
IF’® —iF
E

Denklem (7.30) kullanilarak F’ye kars1 S egrisi cizilirse Sekil 7.8’dekine benzer bir

grafik elde edilir. Denklem (7.30)’da F’nin isareti degistiginde S nin isareti de degiseceginden
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bu grafikteki egriler orijine gore simetriktir. Yatay asemptotlar denklem (7.30)’da § —o0
yapilarak, yani payday: sifira esitleyerek bulunur:

IF3—éF:O (7.31)

ya da,

1
Fl =0 F2,3 :iﬁ (732)

Grafikteki egrilerin diisey ekseni kestigi A, B, A" ve B’ noktalar1 denklem (7.30)’dan
S =0 yapilarak bulunabilir. Bu degerler milin donmedigi durumdaki dogal frekenslaridir.

Sekil 7.8
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Grafikteki egik asemptotun egimi asagidaki denklemden bulunabilir:

¢ PP L
lim (—) = lim DE ; DE _~ (7.33)
F IF* -t p? I
E
Yani asemptot denklemi asagidaki gibidir:
F=IS (7.34)

I=11ise 0=45", 1 <1 ise 8<45°, I >1 ise >45" olur.

Not: Govdelerin sekillerine gore I'nin degeri asagidaki gibi degisir:

I<1 : Cubugu andiran govde.
I=1 : Kiire, 7 =0.866D olan silindir.
I1>1 : Diski andiran govde.
1=2 : Ince disk
I1>2 : Miimkiin degil.
Kritik Hizlar

Rotorun dénme hizi dolanim hizina esit oldugunda sistem rezonansa girer ve kritik
durum ortaya ¢ikar. Yani kritik hiz durumunda S = F olur. Kritik hizlar1 Sekil 7.8’e c¢izilen
45° egimli dogrunun egrileri kestigi noktalar belirler. Egik asemptotun egimi 45" den
kiiciikkse bu dogru egrinin iki kolunu keseceginden iki kritik hiz; egik asemptotun egimi
45°°den biiyiikse, dogru egrinin bir kolunu keseceginden bir kritik hiz vardir. Yani ¢ubugu
andiran rotora sahip millerin iki kritik hiz1 (Sekil 7.9a), diski andiran rotora sahip millerin ise
bir kritik hiz1 vardir (Sekil 7.9b). Koordinat diizleminin ii¢lincii ¢ceyregindeki kritik hizlar,

orijine gore birinci ¢eyregindeki hizlarin simetrigi olup, rotorun ters yone dondiigii duruma
aittir.

(a) (b)
Sekil 7.9
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Kritik hizlarin degerlerini bulmak icin denklem (7.29)’da F'=S§ yerine koyulursa
asagidaki denklem elde edilir:

S“—IS“—D—“SZ+LSZ+L=0 (7.35)
DE E DE
ya da,
D+1 1 1
(1-DS*—| —-=|5*+—=0 (7.36)
DE E DE
ya da,
R e — L L (7.37)
| DE(1-1) DE(-1) DE(1-1)
ya da,
gi_|PA=D+11e, 1T _, (7.38)
| DE(1-1) DE(1-1)

Denklem (7.38) iki parametre cinsinden yazilabilir. Bunlardan birisi £ digeri ise
D(—1)’dir. Eger,

I I, -1
X =pa-n=2%l [1__PJ _ 22U 1) (7.39)

ma,, 1, ma,,
olarak tanimlanirsa denklem asagidaki hali alir:

R X+l S2+i=0 (7.40)
XE XE

S?’ye kars1 X egrisini ¢izmek icin denklem (7.40)’dan S° coziiliirse,

2
SQZX+1i (x+1) 1 (7.41)
2XE 2XE XE

elde edilir. Yukaridaki denklemde X =0 iken S*=co oldugundan S’ ekseni grafigin
asemptotlarindan biridir.

Denklem (7.40)’nin iki tarafi XE ile ¢arpilip X ¢oziiliirse,

S* -1

__ > 7.42
S*(ES* -1) (7.42)
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elde edilir. Bu denklemde S* =0 yada S* = I/E iken X =oo oldugundan, hem X ekseni
hem de bu eksene paralel ve eksenden 1/E uzaklikdaki dogru egrinin asemptotlaridir. Ayrica
X =0 iken S° =1 olur.

S?’ye kars1 X egrisinin genel goriiniimii Sekil 7.10°daki gibidir. S* ekseninin sag
tarafinda X >0 ya da I, >1, olup, grafigin bu kism1 ¢ubugu andiran rotorlar i¢indir. S :

ekseninin sol tarafinda ise X <0 yada 1, <1/ , olup, grafigin bu tarafi diski andiran rotorlar

icindir. Verilen bir X degeri i¢cin bu grafikten, ¢ubugu andiran rotorlar icin iki kritik hiz, diski
andiran rotorlar icin ise bir kritik hiz bulunur.

S’ =2°ma,,

Bir kritik hiz

________________ DN e T

1 | ki kritik hiz
E | v

T X_a22(1d_1p)
Diskler (I, < 1,) <—(.)—> Cubuklar (7, > 1,) ma,,

Sekil 7.10

7.1.3 Esnek Mile Oturtulmus Rotorlarin Dinamigi — Farkhh Mil Montaj Bicimlerine
Genellestirme

Bolim 7.1.2°de verilen analizin sonuglari, montaj bicimi Sekil 7.1°dekinden farkli
olan mil-rotor problemlerine de uygulanabilir. Temel fark incelenen montaj bi¢cimine karsilik

gelen etki katsayilanini (&, , @, , @,,) belirlemek ve denklemlerde bu katsayilari kullanmaktir.

Bu boliimde ornek olarak Sekil 7.11°deki gibi genel bir sistem icin etki katsayilart ve E
parametresi (elastisite katsayisi) belirlenecektir.

Sekil 7.11



181

Bu problemde rotor tarafindan mile uygulanan kuvvet ve moment aynen bir onceki
boliimde Sekiller 7.5, 7.6 ve denklemler (7.13)-(7.16)’daki gibi bulunabilir. Rotor tarafindan
mile uygulananan kuvvete kisaca P, momente ise M diyelim. Sadece P kuvvetinin mile
uygulandigt durum Sekil 7.12’de sematik olarak gosterilmistir. Mil {izerinde rotorun

Sekil 7.12

bulundugu noktanin yatak ekseninden esneme miktart ¢, ayni noktada milin yatak ekseniyle
yaptigi a¢1 ¢’dir. ;, ve «,, etki katsayilar asagidaki gibi tanimlanir:

o, =— o, = (7.43)

a
P P
Milin iki ucunda yataklar tarafindan mile uygulanan kuvvetler diisey yonde kuvvet

dengesi ve moment dengesi denklemlerini yazarak kolayca c¢oziilebilir. Bunlar asagidaki
gibidir:

F =P~ F,=P= 7.44
=P =P (7.44)

Bir an i¢in P kuvvetinin mile uygulandigi noktanin sagindaki kismu Sekil 7.13’deki
gibi ayr1 olarak ele alalim. P kuvvetinin oldugu yerde sanki duvardan & acisiyla a

uzunlugunda bir kirig ¢ikmakta ve P% biiyiikliigiinde bir kuvvet bu kirisin ucunu d—aa

kadar esnetmektedir. Uygulanan bu kuvvet ve esneme Cizelge 7.1°deki (A.1) dekleminde
yerine koyulursa, asagidaki ifade bulunur:

)
Y (7.45)

Sekil 7.13
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Sekil 7.14’de kirisin sol tarafi benzer bicimde modellenmistir. Bu durumda kirigin ucu
P% kuvveti tarafindan 0+ ab kadar esnetilmektedir. Bu kuvvet ve esneme Cizelge 7.1deki

(A.1) dekleminde yerine koyulursa, asagidaki ifade bulunur:

5
o+ab=~—"<— (7.46)
3E, 1

| b

[
o A _¢ _
s N

L G

ab P— 7
l
Sekil 7.14

Denklemler (7.45) ve (7.46)’da bilinmeyenler 0 ve « ’dir. Bu iki denklemden O ve
o asagidaki gibi elde edilir:

_ Pa’D? - Pabtb=a)

= (7.47)
3E, IV 3E, IV
Denklemler (7.43) ve (7.47)’den ¢, ve &, etki katsayilar1 bulunur:
a’ b’ ab(b—a)
CZ“ = {0 (748)
3E, It 3E Il

Simdi yukaridaki yontemi, mile P kuvveti yerine bir M momenti uygulayarak tekrar
edelim (Sekil 7.15). Mil iizerinde rotorun bulundugu noktanin yatak ekseninden esneme

miktar1 ¢, aym noktada milin yatak ekseniyle yaptigi a¢1 @ dir. @, etki katsayisiin tanim
asagidaki gibidir:

@y = (7.49)

Bu durum i¢in diisey yonde kuvvet dengesi ve moment dengesi denklemleri yazilirsa,
milin iki ucundaki yataklar tarafindan mile uygulanan kuvvetler asagidaki gibi elde edilir:

M M
F= F = 750
"a+b > a+b ( )
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Sekil 7.15

Sekil 7.16’da kirisin (milin) sag tarafi goriilmektedir. Duvardan ¢ agisiyla ¢ikan bir
kirisin ucuna M/(a+b)kuvveti uygulanmakta ve bunun etkisiyle kirisin ucu asagi dogru

oa— 0 kadar esnemektedir. Bu kuvvet ve esneme Cizelge 7.1’deki (A.1) dekleminde yerine
koyularak asagidaki ifade bulunur:

)
a
\atb) (7.51)

3E, 1

oa—9 =

Sekil 7.16

Sekil 7.17°de ise moment uygulanan kirigin sol tarafi goriilmektedir. Bu durumda ise
duvardan @ agistyla ¢ikan bir kirisin ucuna M/(a+b)kuvveti uygulanmakta ve bunun

etkisiyle kirisin ucu yukar1 dogru @b+ J kadar esnemektedir. Bu degerler Cizelge 7.1°deki
(A.1) dekleminde yerine koyuldugunda asagidaki ifade bulunur:

o)
o+ 5=2Fb) (7.52)
3E, 1

| b

|
5_ ..... ‘R __________________ _f. —

| a
ab M 4

a+b

Sekil 7.16
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Denklemler (7.51) ve (7.52)’den & ¢oziiliirse,

3 3
a=M@*b) (7.53)
3E, IV
bulunur. Denklemler (7.49) ve (7.53)’den «,, asagidaki gibi bulunur.
a +b’
o = 7.54
2 3E,I0° (739

Denklemler (7.48) ve (7.54) ile tanimlanan etki katsayilari denklem (7.27)’de yerine
koyulursa elastisite katsayis1 E agsagidaki hale gelir:

_ %% — a’lzz —1— alzz —1— a’b’(b-a)’ (3EYI€)(3EYMZ) (7.55)

E 2 272 3 3
o0, o, 0, BE,Il) a"b"(a” +b7)

ya da,

b—a)*l (—2a)*¢ (l_zaj
N Gl ) B et O !

A+ A +U-a) (a)‘( a)‘
_ +1_i
0 0

Denklem (7.56)’dan goriildiigii gibi, E sadece (a/f) parametresinin bir fonksiyonudur.

(7.56)

Sekil 7.17°de E’nin (a/f)’ye gore degisimi goriilmektedir. Simetri dolayisiyla grafikte
(a/?) nin sadece 0.5’e kadar olan degerleri verilmistir. Goriildiigii gibi E’nin degeri daima
stfir ile 1 arasindadir.

7.2 Esnek Mile Oturtulmus Simetrik Olmayan Rotorlarin Dinamigi

Boliim 7.1.2°de rotorun simetrik oldugu kabul edilmisti. G6vdenin mil ekseni etrafindaki
atalet momentine [/, denilmisti. Sekil 7.5 ve 7.6’daki vektor diyagramlarindan agikca

goriilecegi gibi I, atalet momentine sahip eksen ise, mil eksenine dik fakat mil ve yatak
ekseninin olusturdugu diizlem iizerinde alinmistir. Rotor govdesi eksenel simetriye sahip



185

-
/
/
N

_—

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
all

Sekil 7.17

oldugundan govdenin agisal konumu bu diizleme gore nasil olursa olsun bu atalet momenti
degismemekteydi. Kritik izda S = F yada @ =2 olup, @, =0’dir. Kritik hizda dénen bir
rotora Sekil 7.18’deki gibi u¢ tarafindan bakilirsa, rotorun yatak eksenine hep ayni tarafinin
baktigi anlagilir. Ornegin, rotor A konumundayken yatak eksenine bakan tarafinda sekilde
goriildiigii gibi siyah bir nokta isaretlenmis olsun. Rotor A konumundan B konumuna
geldiginde bu siyah nokta hala yatak ekseni tarafinda olur.

A
Ke) ,// - h \\\
,/ \\
// \\
’ \
1 \
! \
\
)
1
1
’ @ _______ 4& :
1
1
1
N\ Yatak Ekseni
\\ //
Sekil 7.18

Simdi rotorun Sekil 7.19’daki gibi asimetrik oldugunu kabul edelim. Bu govde asal
eksenlerinden biri tizerinde mile oturtulmus olsun. Govdenin mil ekseni etrafidaki atalet
momenti polar atalet momenti yani [ ,’dir. Sekil 7.19’daki govdenin diger iki asal ekseni

etrafindaki atalet momentleri ise birbirinden farklidir. Bunlardan kiiciik olanma /7 biiyiik

d min ?*

olanina [ diyelim.

d max
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Mil

Sekil 7.19

Simdi bu asimetrik govdeye, kritik hizda donerken Sekil 7.18’dekine benzer bicimde
rotorun oldugu uctan bakalim. Sekil 7.20°de rotorun agisal konumuna gore iki farkli 6zel
durum goriilmektedir. Sekil 7.20a’da atalet momenti [/ olan asal eksen radyal yonde,
Sekil 7.20b’de ise atalet momenti /
durumlara karsilik gelen acisal momentum vektér diyagramlart goriilmektedir. Bu
diyagramlar daha Once simetrik govde icin cizilen Sekil 7.6’daki diyagramlarla
kargilastirildiginda (burada kritik hiz durumu incelendiginden Sekil 7.6’da @ = 2 aliniz.)
aralarindaki tek farkin Sekil 7.6’daki 7, ’nin yerine Sekil 7.20a’da [ Sekil 7.20b’de ise
I, . ’in kullanilmis olmasidir. Dolayisiyla, daha 6nce kritik hizla ilgili olarak elde edilen

biitiin denklemler ve $ekil 7.10 bu yeni durumlar i¢in de gegerlidir. Sadece I, yerine

d max

olan asal eksen radyal yondedir. Sekil 7.21°de ise bu

d min

d max *

d min

incelenen duruma gore [, yada I, . ’in kullamilmas: yeterlidir.

d min

Simdi de Sekil 7.22°deki genel hali ele alalim. Bu durumda [
degerine sahip asal eksenlerden hi¢ biri radyal yonde degildir. /

d max ya da Idmin

degerine sahip asal eksen

d max
radyal yonle bir & agis1 yapmaktadir. Sistem kritik hiza sahip oldugundan &= .2 ve @, =0
olup, rotor ve mil birlikte @ hiziyla donmektedir. ilk olarak @ vektoriiniin asal yonlerdeki
bilesenlerini bulalim. Once @ vektoriinii Sekil 7.23a’daki gibi mil ekseni yoniinde (polar
yon) @/cos@ = wve yatak eksenine dik diizlem i¢inde radyal yonde @tané = wé olarak iki
bilesene ayiralim. Daha sonra da radyal yondeki @@ bilesenini Sekil 7.23b’deki gibi 1 ve

d max
I, ... degerlerine sahip asal eksen yonlerinde bilesenlere ayiralim. Asal yonlerdeki agisal hiz

bilesenleri bu yonler etrafindaki atalet momentleriyle carpilirsa, agisal momentum vektoriiniin
asal yonlerdeki bilesenleri elde edilir. Sekil 7.23a ve Sekil 7.23b’de bu sekilde bulunan acisal

momentum bilesenleri parantezler i¢inde verilmistir. H vektoriiniin yatak ekseni yOniinde
olan bilegenine sadece polar yondeki bilesen katkida bulunur. Dolanim hareketi sirasinda

yatak ekseni yoniindeki bilesenin yonii ve boyu degismediginden, bunun H 'ne bir katkisi
yoktur. H vektoriiniin yatak eksenine dik olan diizlemdeki bilesenleri ise Sekil 7.23c’deki
gibidir.

Dolanim hareketi sirasinda Sekil 7.23c’deki vektor diyagrami yatak eksenine dik olan
diizlem iizerinde @ hiziyla doner. Diyagramdaki vektor bilesenlerinin boyu degismez. Fakat

donme sirasinda yonleri degistiginden Sekil 7.24a’da goriilen H bilesenlerine sebep olurlar.
Bu bilesenleri Sekil 7.24b’deki gibi iki yone toplayalim. Bu bilesenlerden radyal yone dik
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w‘\ Yatak Ekseni . \ Yatak Ekseni//

Sekil 7.20

: Yatak ekseni

i/

: Yatak ekseni

i/

| |
Mil : Mil :
i [
| |
(@) o
Sekil 7.21
R=w
“~ .
Idmin eksel’li ’,—”— ~‘\\\\
Yatak Eksen}\\

. 1

. /
ekseni ./

d max

Sekil 7.22
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I . ekseni//
./A
. /
(Z;besine) Yatak Ekseni
i Owsina \‘\\6’_(()
= 0w . —¢
! Owcosa T~
: Yatak ekseni (7 O c08 @) I mdx ekseni
i/
Mil
1, . Owsin Yatak Ekseni
i,
1,00 Z w
1, . 0acosc
(a) ()
Sekil 7.23
1, . 0 0cosa
2 .
Id min @ fsina Yatag];}kseni a)ze sin o cOS a(ld I Id i )
¢ Yatak Ekseni
@01, —1,,, cos’a—1,,. sin’a)
(a) (b)
Sekil 7.24

olant (asag1 dogru olan) Newton Kanunu geregi mil tarafindan rotora bu yonde uygulanan
momente esittir:

M =w6,—-1,,, cos’a—1,, sin’a) (7.57)

d max

Yukaridaki denklem daha once simetrik rotor i¢in elde edilmis olan denklem (7.15)’in
karsitidir. Ancak burada kritik hizdaki durum incelendiginden, iki denklem arasindaki

kargilagtirma denklem (7.15)’de @=.2 alarak, yani M, . =@*6(, -1 ,) denklemiyle
yapilmalidir. Bu ifade ile denklem (7.57) karsilastinldiginda, daha onceki (7, —1,) teriminin
yerini denklem (7.57)’de (1, -1

Yani simetrik rotorun kritik hizini veren denklemlerde (7, —1,)teriminin yerine

iceri

2 .2 e . 9 ve esqes
dmax €OS” @ =1, . sin” ) teriminin almig oldugu goriiliir.
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(I, =1 cOs> @ =1, . sin® @) koyarak asimetrik govdenin kritik hizim veren denklemler
yazilabilir. Daha once Sekil 7.10°da verilen grafik, yatay ekseninindeki (7, —1,) terimini
(I, =1 cOS> @ =1, sin® @) ile degistirerek asimetrik rotor igin de kullamlabilir (Sekil

7.25). Ornegin, yatay eksenin degeri ve buna karsilik gelen kritik hizlar @ =0 ve @ =90 icin
Sekil 7.25’de verildigi gibi olsun. Rotor donerken ¢ acis1 0 ve 90 dereceler arasinda herhangi
bir degerde olabileceginden bu iki hiz arasindaki biitiin hizlar da kritik hizdir. Dolayisiyla,
asimetrik rotorlarda belli kritik hiz degerleri yerine kritik hiz bolgeleri goriiliir.

Asimetrik rotorun mile monte edildigi asal eksene baglh olarak asagidaki ii¢c farkli durumla
karsilagilmasi miimkiindiir:

i.  Diski andiran rotor (I, > 1, >1,..):
Bu durumda rotor yayvan, diski andiran bir sekle sahiptir. @ =0 ve & =90 i¢in kritik

hizlarin ikisi de Sekil 7.25°de oldugu gibi diisey eksenin sol tarafindadir. Bunun sonucu bir
tane kararsiz hiz bolgesi vardir.

152 =Q2°ma,,

a =90 icin kritik hiz.

ritik hiz.

r\/ } Kritik
5 hiz bolgesi.
S

0

.
—2-(I, — 1 cO8> =1, sin’ @)

mao,,

d max d min

Sekil 7.25 Diski andiran asimetrik rotor (1, > I, > 1., -

ii. Cubugu andiran rotor (/ > 1 >1,):

d max d min

Bu durumda rotor ince, cubugu andiran bir sekle sahiptir. =0 ve @ =90 i¢in kritik
hizlarin ikisi de Sekil 7.26’da oldugu gibi diisey eksenin sag tarafindadir. Bunun sonucu iki
tane kararsiz hiz bolgesi vardir.

ii. Hibrid rotor (1, >1,>1,..)

Bu durumda rotor, orta atalet momenti degerine sahip asal ekseni etrafinda
dondiiriilmektedir. & =0 i¢in kritik hiz diisey eksenin sag tarafinda, & =90 i¢in kritik hiz ise
diisey eksenin solundadir. Sekil 7.27’de oldugu gibi neredeyse biitiin hizlar i¢ine alan iki tane

cok genis kritik hiz bolgesi vardir. Yukaridaki bolge sonsuz hiza kadar olan hizlari i¢ine alir.
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Boliim 5.5.2°de, serbest bir gbvde i¢in orta atalet momentine sahip eksenin kararsiz
donme ekseni oldugu goriilmiistii. Bu boliimiin  sonuglar ise, govdelerin orta atalet
momentine sahip eksenleri etrafinda bir mile monte edilerek de dondiiriilmemesi gerektigini
gostermektedir.

TSZ =2’ma,,

Kritik
o~ hiz bolgesi.

=0 Totkgitik hizlpr. | | /=90 igin kritik hizlar
N\ : Kritik
r \ 1

4 J hiz bolgesi.
0 a22 2 s 2
——(, =1 €OS" @~ 1, SIN° Q)
mao,,
Sekil 7.26 Diski andiran asimetrik rotor (7, > 1, >1,)
! 2 2 A
0 1 ST =02"ma,,
1 i Kritik
Lk ; hiz bolgesi
o =90 igin kritik hizlar. gest.
i $ J
_M ______________________________ EQY """"""""
\ @ =0 igin kritik hizlar Kritik
] : hiz bolgesi.
: \ 1

.
—=-(1, -1 cos’a—1, . sin’ )

ma,,

d max d min

Sekil 7.27 Hibrid asimetrik rotor (/ >1,>1,.,)

d max

NOT:

Eger simetrik bir rotor simetrik olmayan bir mile monte edilerek dondiiriiliirse etki
katsayilarinin degerleri degisik yonlerdeki esnemeler i¢in farkli olacagindan yukaridakine
benzer kararsiz bolgeler goriiliir. Bu tiir sistemler icin de benzer bir analiz kullanilir.
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PROBLEMLER
Problem 7.1

M Kkiitlesinde ve R yaricapinda muntazam kiitle dagilimli ince bir disk agirliksiz ve rijit
bir mile oturtulmustur. Mil diske a1 ve a» uzakliklarinda bulunan k; ve k2 radyal yaylariyla
askiya alinmistir. Diske yakin olan yay daha sert olup yay sabitleri arasinda,

kiai = kaaz

gibi bir iliski vardir. Mil 2 hiziyla donmektedir. Bu sistem icin w/w, ’ya karst 2/a,
grafigini elde edin. Bu iki terim arasinda @, /@, parametresi cinsinden bir fonksiyon bulun.
Kfritik hizlar nelerdir?

2 _ (klal2 +k2a22)
MR?/4

Z “
M, R
k1 (radyal) ] k> (radyal)
a)1=| az

20 uzunlugunda ve EI degeri belli bir mil sekildeki gibi iki yerden yataklanmustir.
Yataklar milin a¢isin1 degistirmesine mani olmamaktadir; yataklanan noktalar ise herhangi bir
yonde yerini degistirmemektedir. Milin ucuna I, degeri bilinen ince bir disk monte edilmistir.

Not: ®,” = (k; +k,)/ M w,

Problem 7.2

3
Diskin kiitlesi m’dir. Boyutsuz kritik iz K’y1 (K = wm’% ) disk etkisi D’nin (D = I—")
m

l2

fonksiyonu olarak bulun.

f/%#
"
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Problem 7.3

Asagidaki sistemde mil rijit ve kiitlesizdir. A ve B’deki yataklar radyal yonde K sabitli
yaylarla askiya alinmistir. Sistemin kritik hiz/hizlarin1 bulun.

b Disk: I, I o

Kiiresel yatak

K (radyal)

Problem 7.4

EI sabitli ve ¢ uzunlugunda bir mil iki ucundan yataklanmistir. Milin ucuna kiitlesi M
ve diametrik atalet momenti /; olan ince bir disk monte edilmistir. Diskin bulundugu yer yatak
noktasina cok yakin olup yatak hizasinda oldugunu kabul edilebilir; dolayisiyla diskin agirlik
merkezinin yerinin degismedigini, ama diskin yatak eksenine gore acisinin degisebilecegini
kabul edin.

a) Diskin acisal hiz1 Q ile dolanim hiz1 @ arasinda bir ifade elde edin. Bu ifadeyi asagida
tanimlart verilen K ve R terimleri cinsinden yazin.

Q2
7] EL
1,0 1,0

b) Milin kritik hizini/hizlarin1 bulun.

Ince disk

<k

EI
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Problem 7.5

Bir elektrik motoru yercekimi alani i¢inde sekildeki gibi bir O noktasindan kiiresel
yataklarla askiya alinmistir. Rotor @,,, agisal hiziyla donmektedir. Sistemde rotor disindaki
elemanlar kiitlesizdir. Agirhik merkezi G’dir. Rotor ekseni diiseyden kiiciik agilarla

ayrilmaktadir. Rotor ekseninin diisey etrafindaki dolanim acisal hizi i¢in bir ifade bulun.
Sistemin kritik hizini/hizlarini bulun.

Rotor: I, Is, M

Problem 7.6

Asagidaki sistemde mil rijit ve Kkiitlesizdir. A’daki yataklar radyal yonde K sabitli
yaylarla askiya alinmistir. Dolanim hiziyla mil hiz1 arasindaki iliskiyi bulun. Sistemin kritik
hizini/hizlarimi bulun. Cubuk ve disk i¢in kritik hiz sayilar1 nasildir?

Kiiresel yatak e Rotor: Iy, I, M

K (radyal)

(e ‘
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Problem 7.7

Asagidaki sistemde mil rijit ve kiitlesizdir. A ve B’deki yataklar radyal yonde K sabitli
yaylarla askiya alinmistir. Sistemin kritik hizini/hizlarim bulun.

ot

Disk: I, I
K (radyal) &

K (radyal)

Problem 7.8

Asagidaki sistemde mil rijit ve Kkiitlesizdir. A’daki yataklar radyal yonde K sabitli
yaylarla askiya alinmistir. Dolanim hiziyla mil hiz1 arasindaki iliskiyi bulun. Sistemin kritik

hizinv/hizlarim bulun. a uzunlugu ¢/2 ve (¢ arasinda degistirilirse kritik hiz/hizlar nasil
degisir?

I Rotor: Iy, Is, M
Kiiresel yatak

o
(—Cl‘l
l

Asagidaki sistemde mil rijit ve kiitlesizdir. A ve B’deki yataklar radyal yonde K sabitli
yaylarla askiya alinmistir. Dolanim hiziyla mil hiz1 arasindaki iliskiyi bulun. Sistemin kritik
hizini/hizlarini bulun.

A
K (radyal)

Problem 7.9

IP’ Idy M

st G

Kiiresel yatak
y %K (radyal) lp: I, M
L
' B
K (radyal)
V4 l / /
I
4 4 4 4
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Problem 7.10

Esnek bir mile oturtulmus cubuk seklindeki rotorlarin neden iki kritik hiza, disk
seklindeki rotorlarin ise neden bir kritik hiza sahip oldugunu denklemlerden yararlanmadan
olayin fiziginden hareketle agiklayn.

Problem 7.11

Asagidaki sistemde mil rijit ve Kkiitlesizdir. A’daki yataklar radyal yonde K sabitli
yaylarla askiya alinmistir. Rotorun da A noktasinda oldugunu kabul edin. Dolanim hiziyla mil
hiz1 arasindaki iligkiyi bulun. Sistemin kritik hizini/hizlarini bulun.

Rotor: I, ls, M
Kiiresel yatak

g

wh

o | I

K (radyal)

o

| ‘ |

Problem 7.12

Biiyiik bir elektrik motoru sekildeki gibi donme ekseni diisey olacak bicimde monte
edilmistir. Motor zeminden esnek takozlarla izole edilmistir. Takozlar sadece diisey yonde
esneyebilmektedir. Yapilan bir deneyde motor ekseni diiseyden 8¢ acis1 kadar uzaklagtirilmig
ve bunun i¢in 7Ty kadar bir moment uygulanmasi gerekmistir. Takozlarin esnekligi lineer kabul
edilebilir. Jiroskopik etkileri dikkate alarak motorun kritik hizi/hizlan i¢in bir ifade bulun.
(Not: Yercekimini ihmal edin. Rotor disindaki elemanlarin kiitlesi ihmal edilebilir.)

I Rotor: M, I, I
! L e

L] Takozlar

Kiiresel
eklem
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YAY SABITi PERIYODIK
DEGISEN SISTEMLER

Lineer sistemlerin en 6nemli 6zelligi, bu sistemlerde siiperpozisyon 6zelliginin gecerli
olmasidir. Lineer bir sistemin x,(f) gibi bir girise cevab1 y,(t), x,(f) gibi bir girise cevabi
v,(t) olsun. Bu sisteme ex, (f)+ fx,(t) gibi bir giris uygulanirsa (e ve f sabitler),
sliperpozisyon prensibi geregi sistemin cevabi ey, (f)+ fy,(t) olur. Siiperpozisyon prensibi
katsayilar1 zamana gore degisen lineer diferansiyel denklemlerle tanimlanan sistemler i¢in de

gecerlidir. Ornegin, diferansiyel denklemleri asagidaki gibi olan sistemlere superpozisyon
prensibi uygulanabilir.

m)x+bx+kx=0 (8.1)
mx+bx+k(t)x=0 (8.2)

Siiperpozisyon prensibi nonlineer sistemler icin ise gecerli degildir. Ornegin, bir
sistemin diferansiyel denklemi,

mi+bx+ f(x)=0 (8.3)

olarak verilmigse ve burada f(x), x’in nonlineer bir fonksiyonu ise, siiperpozisyon prensibi
gecerli degildir.

Dinamik sistemlerin bir davranis sergilemeleri i¢in ya baglangic aninda kendilerini
duragan denge durumundan farkli bir durumda bulmalann ya da disanidan bir zorlama
uygulanmasi yeterlidir. Dinamik bir sistemin harekete gecirilmesi icin bir bagka yontem ise
parametrelerinin zaman i¢inde degismesidir. Sekil 8.1°deki gibi kiitle, yay ve soniimleyiciden
olusan bir sistem olsun. Bu sistem baslangicta statik denge durumunda olsun ve herhangi bir
dis kuvvet uygulanmasin. Bu sistemin yay sabitinin periyodik olarak azalp arttigim diisiiniin.
Yay sabiti azaldiginda kiitle agirliginin etkisi altinda yay daha fazla esneyecek ve kiitle asagi
dogru inecektir. Yay sabiti arttiginda ise yayin esnemesi daha az olacagindan kiitle yukari
dogru ¢ikacaktir. Yay sabiti periyodik olarak degistirildiginde ise kiitle diisey yonde periyodik
olarak salinacaktir. Bu sistemde yay sabiti yerine kiitle degisseydi, degisen agirlik dolayisiyla
yine diisey yonde bir hareket meydana gelirdi. O halde degisen parametreler de dinamik bir
sistemi zorlama 6zelligine sahiptir.
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Bu bolimde yay sabiti periyodik olarak degisen sistemlerin davranmislari
incelenecektir. Yay sabiti periyodik olarak degisen sistemlerin bazi 6rnekleri Sekil 8.2°de
verilmigtir.

A

Sekil 8.1

Alternatif akim,
I=1,sin at

—_—

R

()
N\
m

m— “\
>

Tel
@ Toeritme =T + AT sin 21
=k + Ak sin 2wt k

k =k + Ak sin 2wt

diisey diisey

a) Kesit alan1 muntazam olmayan mil. b) Havai elektrik hatt1.

m

8 oten = & T A sin @1 6+(g/08=0 ve (=/( +asinat
¢) Evrik sarkag. d) Degisken boylu sarkac.
Sekil 8.2
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Sekil 8.2°deki sistemlerin diferansiyel denklemleri asagidaki genel formdadir:

mi + (k, + Ak sin @, t)x = 0

(8.4)

Bu denklem Matthieu Denklemi’dir. Matthieu denkleminde yay sabiti Sekil 8.3a’da
oldugu gibi ortalama bir k degeri etrafinda sinusoidal olarak degisir. Ancak denklemin bu
haliyle ¢6ziimii cok zor oldugundan burada bu degisimin Sekil 8.3b’deki gibi bir kare dalga
seklinde oldugu kabul edilecektir.

k
ky + Ak o e
) N N N IO A I
ko — Ak F---- L -
@t -7 0 = @, t
(a) (b)
Sekil 8.3

Yay sabitinin Sekil 8.3b’deki gibi degistigi kabul edilirse asagidaki denklemler

yazilabilir:
mii + (k, + Ak)x =0 (- <wt<0 icin)
mii + (k, — Ak)x =0 O<@t<rx igin)
Eger,
@ = k
m

olarak tanimlanirsa, denklemler (8.5) ve (8.6) asagidaki hale gelir:

. , Ak .

X+l +— [x=0 (-7 <w,t<0 igin)
m

. , Ak .

X+| @, —— |x=0 O<w,t<m igin)
m

Yazimda kolaylik olmasi i¢in asagidaki tanimlamalar yapilsin:

(8.5)

(8.6)

(8.7)

(8.8)

(8.9)

(8.10)
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p; =, _Ak 8.11)
m

Bu tanimlamalar kullanilirsa denklemler (8.8) ve (8.9) asagidaki hale gelir:
i+ pix=0 (-7 <w,t<0 icin) (8.12)
¥+ pix=0 O<awt<7zm igin) (8.13)

Yukaridaki denklemlerin periyodik bir ¢oziimii oldugunu varsayalim. Ayrica her
periyodun sonundaki genlik bir periyot dnceki genligin s kati kadar olsun, yani ¢ aninda
¢cOziimiin bir genlik (tepe) noktasi varsa bir periyot sonraki genlik bunu s ile carparak
bulunabilsin. Ya da ¢oziimiin herhangi bir ¢ anindaki degeri s ile ¢arpildiginda ¢oziimiin bir
periyot sonraki degeri asagidaki gibi elde edilsin:

(x), .27 = s(x), (8.14)

W

Bu varsayimla hareket edildiginde, s>1 ise genlikler zamanla artacagindan sistem
kararsiz, s <1 ise genlikler zamanla azalacagindan sistem kararli olur.

Denklem (8.12)’nin ¢oziimii x;, denklem (8.13)’iin ¢oziimii x, olsun. x; ve X, ’nin
genel ¢coziimleri asagidaki gibidir:

x, =C;sinp,t+C, cosp,t (—m<wt<0 igin) (8.15)
x, =C,sin p,t +C, cos p,t O<at <7z igin) (8.16)

Denklem (8.15)’den —7x < @, t <0 bolgesi i¢in elde edilen ¢oziimiin kaldigi yerden

denklem (8.16)’nin ¢6ziimii devam edecektir. Ayrica denklem (8.14) gecerlidir. Bu hususlar
dikkate alindiginda, yukaridaki genel ¢oziime uygulanmasi gereken simir sartlar1 asagidaki
gibi olur:

w,t =0 iken,
() g0 = (¥2)0 (8.17)
(%) 410 = (£2)0 (8.18)
w,t =7 iken,
(003 ) e = )y =500 ) s (8.19)
() ayrer = (G rr = S8 rer (8.20)

Denklemler (8.17) ve (8.18)’de verilen sartlar denklemler (8.15) ve (8.16)’ya
uygulanirsa asagidaki ifadeler elde edilir:

C,=C, (8.21)
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Cp =Cip, (8.22)

Denklemler (8.19) ve (8.20)’de verilen sartlar denklemler (8.15) ve (8.16)’ya
uygulanirsa asagidaki denklemler elde edilir:

C, sin(”p2 J+ C, COS(&J =—sC, sin(”‘l71 J+ sC, cos[”p' j (8.23)
wk wk k wk
p,C, cos(ﬁp2 J— p,C, sin(ﬂp2 J =sp,C, cos[ﬂ-pl j+ sp,C, sin[ﬂ-p' j (8.24)
a)k wk wk wk

Denklemler (8.21) ve (8.22)’den Cs ve C4 alinarak denklemler (8.23) ve (8.24)’de
yerine koyulursa asagidaki denklemler bulunur:

P sin[ﬂ-pz]—i-sp2 sin(”p1 H+C2{p2 cos(”pQJ—sp2 cos[ﬂ-pl ﬂ =0 (8.25)
L @, @, @, @,
12 cos[ﬂpzj— P, cos[ﬂ-p1 H + C{— P sin(”sz— sp, sin[ﬂﬂ =0 (8.20)
L @, @, @, (2

Yukaridaki denklemler homojendir. Bu denklemlerden C; ve C>’nin sifirdan farkli bir
¢Oziimiiniin elde edilebilmesi icin katsayilarinin determinantinin sifir olmasi gereklidir. Bu
sart asagidaki ifadeyi verir:

2 2
s7—2s cos[ﬂp'Jcos[ﬂpzj— Pit P sin(”lesin(ﬂpzj +1=0 (8.27)
o, o, 2p,p, o, o,

Yukari denklemde koseli parantez igindeki terimi A olarak tanimlayalim:

a

a

2 2
A=cos(ﬂlecos[”p2j— Pi * P sin[ﬁlesin[”‘DzJ (8.28)
@, @, 2p,p, @, 2
ya da,
P ps
2 2
T T w, o (=& (7
A= cos| 2P oo ZP2 | Sk kgin| 2P0 |gin| 222 (8.29)
@, @, y Pr Pa @, @,
a)k a)k

Denklem (8.29)’dan goriildiigii gibi, A ve dolayisiyla s iki parametreye baghdir.
Bunlar (p,/@,) ve (p,/®,) parametreleridir. Bu parametreler de ikinci bir asamada

denklemler (8.10), (8.11) ve (8.7)’yi kullanarak asagidaki gibi iki yeni parametre cinsinden
ifade edilebilir:
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2 2

p_f:w,erA_k:(wnJ +A_k[“’n] (8.30)

2 2 2
w, ©®, om w, ky \ @,

2 2 2 2
p_0, Ak (0, dkfo, (8.31)
o, o om |o k, \ o,

2 2
.. (o Ak [ @ . g <
Sonug olarak, A terimi, ( n ] ve k_( " ] olmak iizere iki parametreye baglidir.
wk 0 wk

Denklem (8.27) A cinsinden yazilirsa,

s> —2sA+1=0 (8.32)

olur. Bu denklemden s ¢oziiliirse asagidaki ifade bulunur:

s=A+NA* -1 (8.33)

Denklem (8.33)’de A’nin biiyiikliigii birden biiyiikse s’nin koklerinden biri birden
biiyiik olacagindan sistem kararsiz olur. —1< A <1 olursa s’nin biiylikliigi birden kiigiik
olacagindan sistem kararli olur. Sekil 8.4’de sistemin kararli ve kararsiz oldugu bélgeler

2 2
(w" ] ‘ye kars1 A—k[w” diizleminde goriilmektedir.

k 0 wk

&
VR

RS
%

L

w
o
pd

-
L 7 >
e— |l
T
2
X

N
=
o
[
N
w
IS
(6]
(o)}
~
o]

2
a)n
(a)k J
Sekil 8.4

Sekil 8.4’deki taral1 bolgelerde sistem kararli, beyaz bolgelerde ise kararsizdir.
Kararsiz bolgelerde koyu renkle gosterilen rakamlar @, /@, *nin yaklagik degerleridir. Yani

kritik frekanslar @, /@, "nin 0.5, 1, 1.5, 2, 2.5, ... gibi yarim katlarindadir.



202

2 2
Fiziki yaya sahip sistemlerde (w” J terimi pozitiftir. (w" ] teriminin negatif olmast,
wk a)k

k
@, ’nin sanal oldugu anlammna gelir. (l),f == olduguna gore, sistemin yay sabiti negatiftir.
m

Etken yay sabiti negatif olan bir sistem bir sonraki kisimda incelenecektir.

8.2 Yay Sabiti Negatif Olan Bir Sistem - Evrik Sarkac¢

Sekil 8.5°de diizlemsel bir evrik sarka¢ goriilmektedir. Eger eklemin bagh oldugu O
noktas: sabit ise, sarkaca uygulanan yercekimi kuvveti sarkaci tepe noktasindan
uzaklastirmaya calisacagindan sarkacin tepe konumu kararsiz bir denge noktasidir. Simdi
eklem noktasinin diisey yonde y(t) =asin,t seklinde periyodik olarak hareket ettirildigi
kabul edilsin. Sarka¢ kolunun diiseyden ayrilma agis1 @ ile gosterilsin ve @ agisimin kii¢iik
oldugu kabul edilsin.

Sekil 8.5’de m kiitlesinin hiz bilesenleri de ¢izilmistir. Bu bilesenlerden diisey ve yatay
bilesenler elde edilir ve bunlarin kareleri toplanirsa hizin biiyiikliigiiniin karesi asagidaki gibi
bulunur:

v2 =(y—10sin0)* +(LOcosh)* = y* + 1?0 —2(y6sin O (8.34)

T y(t) =asin@,t

Sekil 8.5

Sistemin kinetik ko-enerjisi asagidaki gibidir:
o 1 ) 272 _ « A .
T —Em(y + 070" —20y@sin @) (8.35)

Potansiyel enerjisi terimi ise,

V=mg(y+/{cosh) (8.36)

oldugundan, Lagrange fonksiyoneli asagidaki gibidir:
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L=T" -V= %m()’)z +020% —2076sin ) — mg(y + L cos O) (8.37)

Genellestirilmis kuvvetin sifir oldugu dikkate alinarak Lagrange denklemi yazilirsa,

i % _E—Q (8 38)
di\96) 96 ~° '
ya da,
di[mﬂzé—m@sine]—[—mfyécosmmgﬂsme]:0 (8.39)
t
ya da,
ml>6 — mlysin@—mglsin @ =0 (8.40)

elde edilir. @acismin kiiciik oldugu kabul edilir, j = —a®] sin @t yerine koyulur ve terimler
yeniden diizenlenirse asagidaki denklem bulunur:

é+(—%+%w§ sina)ktjezo (8.41)

Denklem (8.41) ile denklem (8.4) aymi formdadir. Dolayisiyla daha 6nce bolim
8.1’de elde edilen sonuglar, parametreleri agagidaki gibi degistirerek kullanilabilir:

w’ — _g (8.42)

2
[w" J e—— - > (8.43)
, lo,

Sekil 8.4°deki grafigin diisey ekseni de asagidaki gibi degisir:

Ak [ @, ’ 1 (a o\ g _a
k—o(w—ﬂ — (_gj(e”"‘j( mﬁJ T

14

O halde Sekil 8.4’deki grafik yatay eksenini — g2 olarak, diisey eksenini de a
k

olarak degistirmek suretiyle evrik sarkacin kararliligin1 belirlemek i¢in kullanilabilir. Evrik
2
sarkac icin Sekil 8.4’de (&] teriminin negatif oldugu kisim gecerlidir. Grafigin bu kismi
a)k

Sekil 8.6’da biiyiilterek yeni eksen isimleriyle verilmistir. Denklem (8.43)’deki eksi isareti
kaldirilmis, bunun yerine yatay eksenin yonii degistirilmistir.
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1.00

15 Kararl bolge

0.75 /\C

~ |

0.50 —
(—j =1.4) -5
l L,
0.25 ’
0
0.5 0.40 0.30 0.20 0.10 0
8
(o]
Sekil 8.6

Sekil 8.6’da @, 'min degeri arttik¢a yatay eksende sag tarafa dogru yaklasilir. Kararl
bolgenin {iist sinirint belirleyen egri diisey ekseni yaklasik 0.35 degerinde gecer. Bu yiizden
a/¢ nin degeri 0.35’den kiigiikse, @, 'nin degeri arttildiginda sistem kararli bolgeye girdikten
sonra @, ‘nin degeri ne olursa olsun sistem kararli olur. Bu durumda sarka¢ tepe konumu

etrafinda kararli olarak salinir. Kararli bolgenin alt sinir1 yaklagik olarak asagidaki parabol
denklemiyle tanimlanabilir.

(%j _ 1.4[%j (8.45)

0.1 m boyunda bir evrik sarkacin eklem noktasi diisey yonde 0.01 m genlikle
sinusoidal bicimde hareket ettirilmektedir. Sarkacin kararli oldugu frekans bolgesi nedir?

Ornek:

Denklem (8.46)’dan

2
(0.01} =1_4[ 9.812J (8.46)
0.1 0.1
ya da,
w, =117.2 rad/s f, =18.65 Hz (8.47)

a/¢ nin degeri 0.35’den kiiciik oldugundan sarkag¢ 18.65 Hz iizerindeki frekanslarda
kararlhdir.
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PROBLEMLER

Problem 8.1
Asagida goriilen sarkacin uzunlugu 12 cm olup, kiitlesi kol boyunca diizgiin olarak

dagilmistir. Sarkacin eklem noktasi O diisey yonde siniizoidal olarak, ugtan-uca 2 cm genlikle
hareket ettirilmektedir. Sarkacin kararlilig i¢in zorlama frekansi ne olmalidir?

M, Ig

Problem 8.2

Sekildeki evrik sarkacin dinamik davramisini veren denklemi bulun. ¢=0.05 m,
M, =M, olursa ve eklem noktast x diisey yone 0.01 m genlikle harmonik olarak hareket
ettirilirse, sarkac hangi frekanslarda kararli olur?
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Acisal hiz, Euler agilari cinsinden, 100
Acisal momentum, agirlik merkezinden gegen
koordinatlara gore, 57

Acisal momentum, ¢ok kiitle pargacikli sistem, 3
Acisal momentum, noktasal kiitle, 3

Acisal momentum, rijit gévde icin, 57
Acisal momentum, sabit noktadan gecen
koordinatlara gore, 57

Acisal momentum, yoriingesel, 3

Agirlik merkezi, 2

Ankastre kiris, elastik denklemler, 174
Ankastre kiris, etki katsayilari, 174
Ankastre mil, elastik denklemler, 174
Ankastre mil, etki katsayilari, 174

Asal eksenler, 61

Asal eksenler, simetri 6zelliklerinden bulunmasi, 66
Asimetrik mil, 190

Asimetrik rotor, 184

Asimetrik rotor, kritik hiz, cubugu andiran gévde,
189

Asimetrik rotor, kritik hiz, diski andiran gévde, 189
Asimetrik rotor, kritik hiz, hibrid govde, 189
Atalet carpimlari, 58

Atalet elipsoidi, 118

Atalet koordinat sistemi, 1

Atalet matrisi, 57

Atalet matrisi, asal eksenlere gore, 65

Atalet matrisi, 6zdegerleri, 62

Atalet matrisi, 6zvektorleri, 62

Atalet momentleri, 58

Atalet navigasyon sistemi, 167

Boyutsuz dolanim frekansi, 176

Boyutsuz rotor hizi, 176

Coriolis ivmesi (bkz. Koriolis ivmesi)

Disk etkisi, 176

Disk, yuvarlanan, 130

Dolanim frekansi, boyutsuz, 176

Dolanim hizi, 170, 176

Elastik mil denklemleri, 171

Elastisite katsayisi, 176

Elastisite katsayisi, ankastre mil, 176
Elastisite katsayisi, iki ugtan yatakli mil, 184
Eleman kabul edilebilirlik sart1, 19

Elipsoid, atalet, 118

Elipsoidler, gévdenin, 116

Elipsoid, H-elipsoidi, 118

Esnek milli rotor, 173

Esnek yatakli rotor, 191

Etki katsayisi, 171

Etki katsayisi, ankastre mil, 174

Etki katsayisi, iki uctan yatakli mil, 182, 184
Euler agilari, 98

Euler denklemleri, 109, 111

DIZIN

Euler denklemi, simetrik govde, 111

Evrik sarkag, 202

Fonksiyon fonksiyonu, 14

Fonksiyonel, 14

Fonksiyonel, Lagrange, 17

Gemi pusulast, jiroskoplu, 155, 157
Genellestirilmis hiz, 42

Genellestirilmis koordinatlar, 40
Genellestirilmis koordinatlar, bagimsiz, 40
Genellestirilmis koordinatlar, tam, 40
Genellestirilmis kuvvet, 43

Gimbal, 154

Goreli hiz, 5

Govde konisi, 104

Govde konisi, cubugu andiran govde, 104
Govde konisi, diski andiran gévde, 105
Govdenin elipsoidleri, 116

Hamilton integrali, 15

Hamilton prensibi, 15

Hamilton prensibi, rijit govdeli sistemler i¢in, 68
Hamilton prensibi, uygulama asamalari, 20
H-elipsoidi, 118

Hiz , 4

Hiz jiroskopu, 143, 167

Hizli topag, 121

Hizli presesyon, 126

Holonomik sistem, 41

Iki ipli sarkac, 68

iki kuvvet elemant, 9

iki kuvvet elemani, korunumlu, 10

iki kuvvet elemant, yapisal iliskisi, 9

Iki uctan yatakli mil, 180

iki uctan yatakli mil, elastisite katsayisi, 184
iki uctan yatakli mil, etki katsayisi, 182, 184
Is terimleri, 15, 17

ivme, 6

Ivme, koriolis (coriolis), 6

ivme, merkezcil, 6

Jirasyon yarigapi, 117

Jiroskop, 154

Jiroskop, hiz, 143, 167

Jiroskoplu gemi pusulasi, 155, 157
Jiroskoplu pusula, 155, 157

Jiroskoplu pusula, dogal frekansi, 159
Jiroskoplu pusula, kritik soniimlii, 161
Jiroskoplu pusula, periyodu, 163
Jiroskoplu pusula, soniim orani, 160
Jiroskoplu sarkacg, 164

Kabul edilebilirlik sartlari, uygulama yontemleri,
29

Kabul edilebilirlik sartlar1, 19

Kabul edilebilirlik sartlari, Lagrange carpanlariyla
uygulanmasi, 31



Kabul edilebilirlik sartlari, varyasyon islemi oncesi
uygulanmasi, 31

Kabul edilebilirlik sartlari, varyasyon iglemi sonrasi
uygulanmasi, 30

Kararl: donme eksenleri, 119, 190

Kinetik enerji, 8

Kinetik ko-enerji, 8

Kinetik ko-enerji, agirlik merkezinden gecen
koordinatlara gore, 57

Kinetik ko-enerji, matrisler cinsinden yazilist, 59
Kinetik ko-enerji, sabit noktasi olan govde icin, 57
Kinetik ko-enerji, rijit gévde i¢in, 55

Ko-enerji, kinetik, 8

Ko-enerji, potansiyel, 11

Koni, yuvarlanan, 133

Koni, yuvarlanan, devrilme kriteri, 136

Konum, 4

Koriolis ivmesi, 6

Korunumlu iki-kuvvet elemani, 10

Korunumlu kuvvet alani, 11

Kritik hiz, cubugu andiran rotor, 180

Kritik hiz, diski andiran rotor, 180

Kritik hiz, 178

Kritik hiz, sayilari, 180

Kuvvet alani, 11

Kuvvet alani, korunumlu, 11

Kuvvet alani, potansiyel enerjisi, 12

Kuvvet alani, yercekimi, 12

Kiitle, 7

Kiitle, kinetik enerjisi, 8

Kiitle, kinetik ko-enerjisi, 8

Kiitle, yapisal iliskisi, 7

Lagrange carpanlari, 31

Lagrange carpanlari, sinirlayict kuvvetlerin
bulunmasi, 32

Lagrange denklemi, 46

Lagrange denklemi, rijit govdeli sistemler i¢in, 71
Lagrange denklemi, viskoz siirtiinme elemanl
sistem i¢in, 79

Lagrange fonksiyoneli, 17

Lineer mekanik sistem elemanlari, 18

Matthieu denklemi, 198

Matthieu denklemi, kararli ¢oziim bolgeleri, 201
Matthieu denklemi, yaklasik ¢6ztim, 198
Maxwell katsayisi, 171

Maxwell'in Karsitlik Teoremi, 171

Mekanik elemanlar, 18

Merkezcil ivme, 6

Mil, simetrik olmayan, 190

Momentum, 2

Momentum, ¢ok kiitle parcacikli sistem igin, 2
Negatif yay sabiti, 202

Newton Kanunu, 1, 3

Newton Kanunu, noktasal kiitle, 1

Newton Kanunu, rijit govdeye dogrudan
uygulanmasi, 120

Noktasal kiitle, 1

Non-holonomik sistem, 41

Niitasyon, 105, 129

208

Ozdeger, 62

Ozvektot, 62

Paralel eksen teoremi, 86

Parametre zorlamali sistem, 196

Periyodik degisen yay sabiti, 197

Potansiyel enerji, 10, 12

Potansiyel enerji, korunumlu iki-kuvvet elemani, 10
Potansiyel ko-enerji, korunumlu iki-kuvvet
elemani, 11

Presesyon hizi, 115, 121, 125

Presesyon, hizli, 126

Presesyon, yavas, 126

Rayleigh yayilim fonksiyonu, 80

Rijit govde, agisal momentumu, 57

Rijit govdeli sistemler, 55

Rijit govde, kinetik ko-enerjisi, 55

Rijit govde, kinetik ko-enerjisi, orijin agirlik
merkezinde ise, 57

Rijit govde, kinetik ko-enerjisi, orijin sabit noktada
ise, 57

Rijit govde, elipsoidleri, 116

Rijit govde, kinetik ko-enerjisi, 55

Rijit govde, serbest hareketi, 100

Rijit govde, ii¢ boyutlu hareketi, 98, 100
Rotor hizi, boyutsuz, 176

Rotor kritik hizi, 178

Rotor, asimetrik, 184

Rotor, jiroskopik etkiler altinda, 170

Rotor, simetrik olmayan, 184

Rotorlarin kritik hizlari, 178

Sabit diizlem, 117

Sarkag, evrik, 202

Sarkag, iki ipli, 68

Sarkag, jiroskoplu, 164

Schuler ayar1, 162

Schuler, Maximilian, 162

Serbest jiroskop, 112, 154

Serbestlik derecesi, 40

Simetrik olmayan mil, 190

Simetrik olmayan rotor, 184

Simetrik olmayan rotor, kritik hiz, cubugu andiran
govde, 189

Simetrik olmayan rotor, kritik hiz, diski andiran
govde, 189

Simetrik olmayan rotor, kritik hiz, hibrid govde,
189

Sistem kabul edilebilirlik sart1, 19

Soniim sabiti, 10

Soniimleyici, 10

Sontimleyici, yapisal iliskisi, 10
Stiperpozisyon, esnek mil, 171

Teker, yuvarlanan, 136

Teker, yuvarlanan, devrilme kriteri, 138
Topag, hizli donen, 121

Topag, yavas donen, 122

Topag, yavas donen, kararhiligi, 125

Topag, yavas donen, genel ¢oziim, 127
Uzay konisi, 104

Varyasyon, 14



Varyasyonlar, bagimsiz, 40
Varyasyon, birinci, 14

Varyasyon, ikinci, 14

Varyasyonlar, tam, 40

Varyasyon, toplam, 14

Viskoz soniimlii sistem, 79

Viskoz sontimlii sistemler i¢cin Lagrange denklemi,
79

Yapusal iligki, iki-kuvvet elemani, 9
Yapusal iliski, kiitle, lineer, 7

Yapusal iligki, kiitle, nonlineer, 7
Yapusal iligki, soniimleyici, 10

Yapisal iliski, yay, 10

Yavas donen topag, kararliligi, 125
Yavas donen topag, 122

Yavas donen topag, genel ¢coziim, 127
Yavas presesyon, 126

Yay, 9

Yay sabiti, 9

Yay sabiti periyodik degisen sistem, 197
Yay sabiti periyodik degisen sistem, kararli ¢alisma
bolgeleri, 201

Yay sabiti, negatif, 202

Yay sabiti, periyodik degisen, 196
Yay, yapisal iliskisi, 10

Yercekimi, 12

Yergekimi, potansiyel enerjisi, 12, 13
Yercekimi ivmesi, 13

Yergekimi alani, 12

Yergekimi, kuvveti, 12

Yoriingesel acisal momentum, 3
Yuvarlanan disk, 130

Yuvarlanan koni, 133

Yuvarlanan koni, devrilme kriteri, 136
Yuvarlanan teker, 136

Yuvarlanan teker, devrilme kriteri, 138
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