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ÖZET

Bu tez çal�³mas�nda, tek çe³it hisse senedi ve bir grup ayn� görü³teki yat�r�mc�dan

olu³an kapal� bir sistem göz önüne al�narak hisse senetlerine �yat tahmini veren

iki farkl� matematiksel model olan CB modeli [4] ve MA modeli [14] için kararl�l�k

analizleri yap�lm�³t�r. Analizler s�ras�nda öncelikle sistemlerin dengede olduklar�

durumlar incelenmi³ ve sistemlerin denge noktalar� bulunmu³tur. Burada ayr�ca

sistemlerin denge durumlar�n�n tamam�n� içeren denge bölgelerinin varl�§�ndan

bahsedilmi³tir. Routh-Hurwitz Kriteri yard�m�yla sistemler için ayr� ayr� kararl�l�k

teoremleri in³a edilmi³tir. Bu teoremlerin ³artlar� gerçeklendi§i taktirde sistemler

için kararl� bölgelerin var oldu§u söylenmi³tir. Bu ise ekonomide, sistemdeki

olumsuz hareketliliklerden etkilenmeyen "güvenli bölge" anlam�na gelmektedir.

Çal�³man�n devam�nda nümerik simülasyonlar yard�m�yla her iki model için de

kararl�l�k bölgeleri çizilmi³ ve kar³�la³t�r�lm�³t�r.

Anahtar Kelimeler: Kararl�l�k Analizi, Denge Noktas�, Deterministik Yakla³�m,

Opsiyon Fiyatlama, Matematiksel Modelleme.
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STABILITY ANALYSIS OF OPTION PRICING MODELS

ABSTRACT

In this thesis, we study stability analysis of two di�erent option pricing models.

These models are derived for a closed systems in which conserves cash and

assets ([4], [14]). These systems consist of a single asset and homogeneous group

of investors. First, equilibrium conditions of the systems are examined, then

equilibrium points of these systems are obtained. At this point, we mentioned

existing of equilibrium regions which include all of the equilibrium situations.

We use Routh-Hurwitz Criteria in order to establish the stability theorems for

each model. Also, we mention that there is a stable region for each model if the

conditions of stability theorem come true. Finding stable region provide us to

have "safe region" in the system. Market �uctuations and global crisis cannot

have any e�ect on the safe region.

End of the thesis, we perform some numerical simulations and plot stable regions

of these models. Following this, the stable regions of these system are compared.

Keywords: Stability Analysis, Equilibrium Point, Deterministic Approximation,

Option Pricing, Mathematical Modelling.
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S�MGE L�STES�

CB := Caginalp-Balenovich Modeli,

MA := Merdan-Alisen Modeli,

P(t) := Hisse senedinin t an�ndaki �yat�,

1
P
dP
dt

:= Hisse senedi �yat�ndaki ba§�l (rölatif) de§i³im,

Pa(t) := Yat�r�mc�n�n hisse senedi için belirledi§i de§er (gerçek de§er),

Peq(t) := Sistem dengede iken hisse senedinin �yat�,

M(t) := t an�nda piyasada bulunan para miktar�,

N(t) := t an�nda piyasada bulunan hisse senedi miktar�,

ξ1(t) := Yat�r�mc� karar�na hisse senedi �yat�n�n yönüne göre etki eden bile³en,

ξ2(t) := Yat�r�mc� karar�na hisse senedinin gerçek de§erine göre etki eden bile³en,

L(t) := Likidite de§eri,

k(t) := t an�nda bir birim paran�n hisse senedine dönü³me olas�l�§�,

B(t) := t an�nda hisse senedinde olan yat�r�m tutar�n�n toplam yat�r�m tutar�na oran�,

1-B(t) := t an�nda nakitte olan yat�r�m tutar�n�n toplam yat�r�m tutar�na oran�,

ix



q1(t) := genlik katsay�s�,

q2(t) := genlik katsay�s�,

c−11 := Hisse senedi �yat�ndaki de§i³imin haf�zada kalma süresi (haf�za uzunlu§u),

c−12 := Hisse senedi almadan önceki eylemsizlik hali (zihinsel dura§anl�k),

D := Talep,

S := Arz.

x



1. 1. G�R��

1.1 Tez Çal�³mas�n�n Amac�

Son y�llarda, deterministik (diferensiyel denklem) yakla³�m kullan�larak �nansal

sistemin temel ö§elerinden biri olan hisse senedi arac�n�n zaman içerisindeki

�yat geli³imini inceleyen modellemeler yap�lm�³ ve bu sayede yat�r�mc�lar�n,

hisse senetlerinin de§i³en piyasa ko³ullar�na göre olu³an �yat hareketlerinden

kazanç elde etmesi amaçlanm�³t�r. Böylece piyasalardaki belirsizlik ve risk

durumlar�na ra§men hisse senedinin �yat tahmini yap�labilmektedir [18]. Ayr�ca

arz ve talep fonksiyonlar�na dair daha fazla bilgi içeren piyasalar için, daha iyi

hisse senedi �yat tahmini veren modeller kurulmu³tur [14]. Tüm bu modeller

lineer olmayan adi diferensiyel denklemlerden olu³an denklem sistemleridir.

Sistemlerde kullan�lan parametre ve katsay�lar�n herbiri hisse senedi al�m-

sat�m�nda yat�r�mc�lar�n sahip oldu§u bak�³ aç�lar� (trend ya da gerçek de§ere

verilen önem), motivasyonlar�, duygusal ve mant�ksal durumlar� simgelemekte ve

ayr� ayr� etkileri gözönünde bulundurulmaktad�r.

Finansal piyasalarda meydana gelen dalgalanmalar ve kimi zaman da krizler,

yat�r�mc�lar�n 'güvenli bölge' aray�³� içerisine girmelerine sebep olmu³tur. Öyle

ki e§er �nansal sistemde bir güvenli bölge bulunabilirse böylelikle piyasalardaki

istenmeyen hareketliliklerin etkilerinden kaç�nman�n ya da bu etkileri minimuma

indirmenin mümkün olabilece§i dü³ünülmektedir. Bahsetti§imiz güvenli bölge

elimizdeki matematiksel modelin kararl� oldu§u bölgedir. Kararl�l�k ise; sistemin

denge durumuna ula³mas� ve bu durumun muhafaza edilmesi anlam�na gelmek-

tedir.
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Bu tez çal�³mas�nda, biri di§erinden daha iyi hisse senedi �yat tahmini veren

iki opsiyon �yatlama modelinin kararl�l�k analizi yap�ld�. Bu analizler s�ras�nda

öncelikle sistemlerin denge noktalar� bulundu. Buradan hareketle sistemlerin

denge noktalar�n�n bulundu§u bölge yani denge bölgesi tan�mland�. Ard�ndan

bir sistemin kararl� olmas� için ne tür ³artlara ve özelliklere sahip olmas� gerekti§i

aç�klanarak sistemler için bu özelliklerin analizleri yap�ld�. Yap�lan analizler göz

önünde bulundurularak kararl�l�k teoremleri in³a edildi.

Sonras�nda nümerik simülasyonlar yard�m�yla sistemler için varl�§� teorik olarak

ispatlanm�³ olan denge ve kararl�l�k bölgeleri çizdirildi.

Son olarak biri di§erinden daha iyi bir yakla³�m veren modeller aras�nda bir

kar³�la³t�rma yap�ld�.
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1.2 Deterministik Opsiyon Fiyatlama Modelleri

1.2.1 Tek yat�r�mc� grup içeren modeller

Bu bölümde, ileriki bölümlerde kararl�l�k analizlerini yapaca§�m�z opsiyon �-

yatlama modellerinden bahsedece§iz. Klasik ekonominin "bir hisse senedinin

�yat�, ona olan arz ve talep birbirine e³it oldu§unda denge noktas�na ula³�r"

temel prensibini ba³lang�ç noktas� kabul ederek hisse senedi �yatlar�n�n zamana

ba§l� de§i³imlerini ve bu de§i³imlere etki eden faktörleri incelemek amac�yla

deterministik yakla³�mla kurulmu³ hisse senedi �yat tahmini modellerinden biri

"Asset �ow and momentum: Deterministic and stochastic equations" isimli

çal�³mad�r [4].

Bu çal�³mada piyasaya içeriden-d�³ar�ya ve d�³ar�dan-içeriye para ve hisse sene-

dinin ak�³�n�n olmad�§� ve yaln�zca bir grup yat�r�mc� taraf�ndan tek bir hisse

senedinin al�n�p-sat�ld�§� bir �nansal piyasa (kapal� sistem) göz önüne al�narak

bir matematiksel model geli³tirilmi³tir. Bunu termodinamik terminolojisi içinde

³u ³ekilde dü³ünmek mümkündür. Bir termosun içine s�cak su doldurulup,

kapat�ld�ktan sonra içi dolu bir havuza b�rak�lmas� durumudur. Bu durumda

içeriden d�³ar�ya, d�³ar�dan içeriye �s� ak�³� mevcut de§ildir. Yani termosun

içindeki enerji korunur. Kapal� �nansal piyasa kabulünden dolay� piyasadaki

toplam para ve hisse senedi miktar� sabit olarak belirlenmi³tir. Ba³lang�çta,

gruptaki kat�l�mc�lara rasgele olacak ³ekilde bir miktar para ve hisse senedi

da§�t�m� yap�lm�³t�r. Sistemde toplamda M birim nakit para ve N birim hisse

senedi bulunmaktad�r. Likidite terimi toplam nakit paran�n toplam hisse senedi

miktar�na oran� olarak tan�mlanm�³ ve kapal� bir sistemde bu iki de§er sabit

olaca§�ndan dolay�, L := M
N

³eklinde sabit bir de§er olarak ifade edilmi³tir.

k fonksiyonu ise bir birim paran�n bir birim hisse senedine dönü³me olas�l�§�, ve

benzer ³ekilde 1 − k hisse senedinden paraya dönü³me olas�l�§� olarak tan�mlan-

m�³t�r. Bir olas�l�k belirten k fonksiyonu [0, 1] aral�§�nda de§er almaktad�r.

k := 1
2
(1 + tanh ξ) ³eklindedir fakat küçük t de§erleri için tanh(t) ≈ t olan lineer

3



yakla³�mdan faydalanarak k fonksiyonu;

k :=
1

2
(1 + ξ) (1.1)

³eklinde yeniden yaz�lm�³t�r. Yat�r�mc� motivasyon fonksiyonlar� ise

ξ := ξ1 + ξ2, ξ1 =
q1τ0
P

dP

dt
, ξ2 = q2(1−

P (t)

Pa(t)
) (1.2)

³eklinde al�nm³t�r.

Buna ba§l� olarak arz ve talep fonksiyonlar� a³a§�daki gibi ifade edilmi³tir

D := k(1−B), S := (1− k)B,
D

S
=

k

1− k
1−B
B

. (1.3)

Hisse senedi �yat�n�n ba§�l de§i³im ise

τ0
P

dP

dt
=
D

S
− 1 (1.4)

³eklinde verilmi³tir. Toplam mal varl�§�ndaki nakit para ve hisse senedi oran�n�

belirten B ve 1−B ifadeleri ise a³a§�daki ³ekilde verilmi³tir:

B =
NP

NP +M
, 1−B =

M

NP +M
, (1.5)

B

1−B
=
N

M
P =

P

L
. (1.6)

Çal�³man�n ilerleyen k�s�mlar�nda, yat�r�mc�lar�n olas� de§i³imlere hemen tepki

vermedi§i gözönüne al�narak yat�r�mc� motivasyon ve stratejisini temsil eden ξi

fonksiyonlar�na zaman terimi eklenmi³ ve ³u ³ekilde geni³letilmi³tir:
ξ1(t) = q1c1

∫ t
−∞ e

−c1(t−τ) 1

P (τ)

dP (τ)

dτ
dτ ,

ξ2(t) = q2c2
∫ t
−∞ e

−c2(t−τ)Pa(τ)− P (τ)

Pa(τ)
dτ.

(1.7)

�imdi de (1.7) kullan�larak

ξ(t) = ξ1(t) + ξ2(t)

= q1c1

∫ t

−∞
e−c1(t−τ)

1

P (τ)

dP (τ)

dτ
dτ + q2c2

∫ t

−∞
e−c2(t−τ)

Pa(τ)− P (τ)

Pa(τ)
dτ

(1.8)
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tan�mlanm�³t�r. ξ1(t) ve ξ2(t) fonksiyonlar�n�n zamana ba§l� türevleri al�narak

a³a§�daki diferensiyel denklemler elde edilmi³tir:

dξ1
dt

= c1(
q1
P

dP

dt
− ξ1), (1.9)

dξ2
dt

= c2(q2
Pa(t)− P (t)

Pa(t)
− ξ2). (1.10)

Hisse senedindeki varl�§�n toplam mal varl�§�na oran�n�n zamana ba§l� de§i³imi

ise, yat�r�mc�n�n hisse senedi almas�na, elindeki hisse senedini satmas�na ve hisse

senedi �yat�ndaki de§i³ikli§e ba§l�d�r. Yani

dB

dt
= k(1−B) + (k − 1)B + hisse senedinin �yat�ndaki de§i³iklik (1.11)

³eklindedir. Böylece a³a§�daki diferensiyel denklem elde edilmi³tir

dB

dt
= k(1−B) + (k − 1)B +B(1−B)

1

P

dP

dt
. (1.12)

Çal�³mada (1.4), (1.9), (1.10), (1.12) denklemleriyle a³a§�daki lineer olmayan

diferensiyel denklem sistemi olu³turulmu³ ve nümerik olarak çal�³�lm�³t�r



τ0
P

dP

dt
=
D

S
− 1,

dB

dt
= k(1−B) + (k − 1)B +B(1−B)

1

P

dP

dt
,

dξ1
dt

= c1(
q1
P

dP

dt
− ξ1),

dξ2
dt

= c2(q2
Pa(t)− P (t)

Pa(t)
− ξ2).

(1.13)

Daha sonraki y�llarda, a³�r� talep fonksiyonu kullan�larak elde edilen �yat de§i³im

denkleminin arz ve talep fonksiyonlar� hakk�nda daha fazla bilgi içeren piyasalar

için yetersiz kalaca§� �kri hakim olmu³tur. Bu �krin ç�k�³�, ayn� denge noktas�nda

kesi³en ve birbirinden farkl� e§imlere sahip birden fazla arz ve talep fonksiyonunun

bulunabilir olmas�ndan ileri gelmektedir. Çünkü bunlardan hangisinin gerçe§e

daha yak�n oldu§unu belirlemek zordur. O halde P �yat�na dair yaln�zca

de§erlerin de§il ayn� zamanda birinci, ikinci ve yüksek mertebeden türevlerin de

bilinmesi yap�lan �yat tahmini için fayda sa§layacakt�r. 2005 y�l�nda Ça§�nalp
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taraf�ndan yap�lan "Nonlinear Price Evolution" ba³l�kl� çal�³ma bu temeller

üzerine kurulmu³tur [3].

Ça§�nalp bu çal�³mada �yat�n zamana göre de§i³imini veren yeni bir formül

geli³tirmi³tir. Bu formülde ilk olarak arz ve talep fonksiyonlar�n�n ve bunlar�n

birinci mertebeden türevlerinin bilindi§i durum ele al�nm�³t�r. P = P0 noktas�nda

yap�lan Taylor seri aç�l�m� kullan�larak elde edilen ve �yat�n zamana göre

de§i³imini veren formül

τ
dP

dt
= − D(P (t))− S(P (t))

D′(P (t))− S ′(P (t))
(1.14)

³eklindedir. Çal�³man�n devam�nda arz ve talep fonksiyonlar�n�n birinci ve ikinci

türevlerinin ayn� anda bilindi§i varsay�lm�³ ve ikinci dereceden Taylor seri aç�l�m�

yard�m�yla �yata kuadratik bir yakla³�m yap�lm�³t�r. E(P ) = D(P )−S(P ) olmak

üzere

τ
dP

dt
= −E

′

E ′′
(1−

√
1− 2EE ′′

E ′2
) (1.15)

³eklinde bir formül elde edilmi³tir. 2011 y�l�nda Merdan ve Ali³en taraf�ndan

yap�lan çal�³mada a³�r� talep fonksiyonunun yerine (1.14) formülü kullan�larak

daha iyi hisse senedi �yat tahmini veren yeni bir model olu³turulmu³tur [14].

(1.14) denklemi diferensiyel denklem sisteminde kullan�labilecek ³ekilde yeniden

düzenlenmi³ ve

1

P

dP

dt
=

c1ξ1 + c2ξ2 − c2q2 Pa(t)−P (t)
Pa(t)

c1q1 −B(1−B)2 cosh2(ξ1 + ξ2)
(1.16)

³eklinde elde edilmi³tir. Çal�³man�n devam�nda (1.16), (1.9), (1.10), (1.12)

difensiyel denklemleri kullan�larak a³a§�da verilen lineer olmayan diferensiyel

denklem sistemi elde edilmi³tir
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1

P

dP

dt
=

c1ξ1 + c2ξ2 − c2q2
Pa(t)− P (t)

Pa(t)

c1q1 −B(1−B)2 cosh2(ξ1 + ξ2)
,

dB

dt
= k(1−B) + (k − 1)B +B(1−B)

1

P

dP

dt
,

dξ1
dt

= c1(
q1
P

dP

dt
− ξ1),

dξ2
dt

= c2(q2
Pa(t)− P (t)

Pa(t)
− ξ2).

(1.17)

1.2.2 Çoklu yat�r�mc� grup içeren modeller

Deterministik modellerde bahsedilmesi gereken çal�³malardan bir di§eri de 2007

y�l�nda Ça§�nalp ve Merdan taraf�ndan yay�nlanan "Asset price dynamics with

heterogeneous groups" isimli makaledir [7]. Bu çal�³mada, klasik ekonominin

1. Arz ve talep sadece hisse senedi �yat�na ba§l�d�r,

2. Piyasadaki tüm yat�r�mc�lar tüm bilgilere sahip oldu§undan hisse senedi

�yat� tek türlü belirlenir,

3. Piyasadaki para miktar� s�n�rs�zd�r

³eklindeki kabullerinde baz� ihmaller oldu§u söylenmi³tir; Arz ve talebin belirlen-

mesinde hisse senedi �yat�n�n yan�nda trendinin de etkili oldu§u, farkl� motivas-

yonlara sahip yat�r�mc�lar�n hisse senedi �yat�n� farkl� de§erlerde belirleyebilece§i

ve piyasadaki para miktar�n�n s�n�rl� oldu§u savunulmu³tur. Bu �kirler �³�§�nda

ilk olarak, farkl� motivasyonlara sahip iki yat�r�mc� grubunun oldu§u kapal� bir

sistem incelenmi³tir. M0 ve N0 s�ras�yla sistemdeki toplam nakit miktar�n� ve

hisse senedi say�s�n� göstermek üzere

M1(t) +M2(t) = M0 (1.18)

N1(t) +N2(t) = N0 (1.19)
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olarak al�nm�³ veM0 ile N0 sabit kabul edilmi³tir.M1(t) veM2(t) birinci ve ikinci

grubun elindeki nakit miktar�n�, benzer ³ekilde N1(t) ve N2(t) birinci ve ikinci

grubun elindeki hisse senedi say�s�n� temsil etmektedirler. �ki farkl� yat�r�mc� grup

için arz ve talep fonksiyonlar�:

D = k1M1 + k2M2, (1.20)

S = (1− k1)N1P + (1− k2)N2P (1.21)

³eklinde tan�mlanm�³t�r. Bu tan�mlar �³�§�nda rölatif �yat de§i³im denklemi

a³a§�daki ³ekilde elde edilmi³tir

τ0
1

P

dP

dt
=

k1M1 + k2(M0 −M1)

(1− k1)N1P + (1− k2)(N0 −N1)P
− 1. (1.22)

Her bir grubun sahip oldu§u para ve hisse senedi miktarlar�ndaki de§i³imler (i =

1, 2iin)

P
dNİ

dt
= kiMi − (1− ki)NiP , (1.23)

dMi

dt
= −kiMi + (1− ki)NiP (1.24)

³eklinde verilmi³tir. [4] çal�³mas�nda yat�r�mc� motivasyonunu simgeleyen fonk-

siyonlar burada da ayn� ³ekilde al�nm�³t�r (i = 1, 2 indisleri farkl� gruplar�

simgelemek amac�yla kullan�lmaktad�r):

dξ
(i)
1

dt
= c

(i)
1

(
q
(i)
1

P

dP

dt
− ξ(i)1

)
, (1.25)

dξ
(i)
2

dt
= c

(i)
2

(
q
(i)
2

P
(i)
a (t)− P (t)

P
(i)
a (t)

− ξ(i)2

)
. (1.26)

Geçi³ oran� fonksiyonu olarak bilinen ki daha önceki çal�³malarda oldu§u gibi bir

olas�l�k fonksiyonu olarak tan�mlanm�³t�r

ki :=
1

2

(
1 + tanh(ξ

(i)
1 + ξ

(i)
2 )
)
. (1.27)
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Çal�³mada (1.22), (1.23), (1.24), (1.25), (1.26) denklemleri kullan�larak dokuz adet

lineer olmayan diferensiyel denklemden olu³an bir denklem sistemi elde edilmi³tir

τ0
1

P

dP

dt
=

k1M1 + k2(M0 −M1)

(1− k1)N1P + (1− k2)(N0 −N1)P
− 1,

P
dNi

dt
= kiMi − (1− ki)NiP ,

dMi

dt
= −kiMi + (1− ki)NiP ,

dξ
(i)
1

dt
= c

(i)
1

(
q
(i)
1

P

dP

dt
− ξ(i)1

)
,

dξ
(i)
2

dt
= c

(i)
2

(
q
(i)
2

P
(i)
a (t)− P (t)

P
(i)
a (t)

− ξ(i)2

)
.

(1.28)

9



2. KARARLILIK ANAL�Z�

Yat�r�mc�lar piyasada i³lem gören hisse senetlerinin de§i³en piyasa ko³ullar�na

göre gerçekle³en �yat hareketlerinden faydalanarak kar elde etmek isterler. Buna

ba§l� olarak hisse senetlerinin zamana göre �yat de§i³iminin nas�l olaca§�na tah-

minler veren matematiksel modeller geli³tirilmi³tir. Bu modellerden 1. bölümde

bahsetmi³tik.

Piyasalar�n bir di§er gerçe§i de sistemlerdeki istenmeyen hareketlilikler, dalga-

lanmalar ve krizlerdir. Yat�r�mc� bu tip durumlardan etkilenmek istemez. Çünkü

bu tip hareketliliklerin sonuçlar� ço§unlukla öngörülemez. Kimi zaman yat�r�mc�

kar�n�n azalmas�na sebep olurken kimi zaman da yat�r�mdan zarar edilmesine yol

açar. Bu yüzden yat�r�mc� sistemde bu durumlardan etkilenmeyece§i bir güvenli

bölge aray�³�na girer.

Bu güvenli bölge, lineer olmayan diferensiyel denklemlerden olu³an sistem için

kararl�l�k bölgesi anlam�na gelmektedir. Sistemin kararl� oldu§u bölgeyi bulmak

için sisteme kararl�l�k analizi yap�lmal�d�r.

Burada öncelikle kararl�l�k tan�m�ndan bahsedelim.
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2.0.3 Kararl�l�k nedir?

f̃ : Rn → Rn tan�ml� vektör de§erli bir fonksiyon olmak üzere

x̃′ = f̃(x̃) (2.1)

otonom sistemini gözönüne alal�m. O halde f̃(x̃∗) = 0 ³art�n� sa§layan x̃∗ noktas�

sistem için bir denge noktas�d�r. E§er bir denge noktas�, kendi kom³uluklar� içinde

ba³layan herhangi bir çözümü t→∞ iken kendine çekiyorsa, yani

lim
t→∞

x̃(t) = x̃∗ (2.2)

ise bu taktirde bu denge noktas�na çekici denir. Tersi durum sözkonusu ise, denge

noktas�na itici denir.

�ekil 2.1: çekici denge noktas�

E§er denge noktas�, faz portresinin herhangi bir noktas�ndan ba³layan tüm

çözümleri t → ∞ iken kendine çekiyorsa, bu taktirde denge noktas�na global

çekici denir.

E§er bir denge noktas�na yak�n ba³layan bir çözüm, bütün t zamanlar�nda yine

bu çözüme yak�n kal�yor ise, bu taktirde denge noktas�na Lyapunov anlam�nda

kararl�d�r denir.
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Yani,

∀ε > 0 için ∃δ(ε) > 0 öyle ki, ‖x̃(0)− x̃∗‖ < δ iken ‖x̃(t)− x̃∗‖ < ε ∀t > 0

ise, x̃∗ denge noktas� Lyapunov anlam�nda kararl�d�r denir. Lyapunov anlam�nda

�ekil 2.2: Lyapunov anlam�nda kararl� denge noktas�

kararl�l�k çekicili§i gerektirmezken, çekicilik de Lyapunov anlam�nda kararl�l�§�

gerektirmez.

Bir denge noktas� hem çekici hem de Lyapunov anlam�nda kararl� ise bu denge

noktas�na asimptotik kararl� denge noktas� denir. Fakat bir denge noktas� ne çekici

ne de Lyapunov anlam�nda kararl� de§ilse bu denge noktas�na karars�zd�r denir.

�imdi



x′1 = a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn,

x′2 = a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn,

.

.

.

x′n = an1x1 + an2x2 + ...+ annxn

sistemini dü³ünelim. Bu sistem

x̃′ = Ax̃ (2.3)

³eklinde yaz�labilir. Burada A katsay� matrisi n× n tipindedir.

Sistemin kararl�l�k analizinin yap�labilmesi için A matrisinin özde§erlerinin
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incelenmesi gereklidir.

|A− λI| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ . . . a2n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

an1 an2 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (2.4)

denklemi yard�m�yla A matrisinin karakteristik polinomu bulunur. Bu karakteris-

tik polinom

αnλ
n + αn−1λ

n−1 + ...+ α1λ+ α0 = 0 (2.5)

formundad�r. Bu polinomun kökleri olan λ1, λ2, ..., λm'ler ise özde§erlerdir. Mat-

risin özde§erlerinin reel k�s�mlar� incelendi§inde a³a§�da verilen durumlar söz

konusu olmaktad�r:

1. Tüm özde§erler negatif reel k�sma sahip ise denge noktas� kararl�d�r,

2. En az bir özde§erin reel k�sm� pozitif ve di§erlerinin reel k�sm� negatif ise

denge noktas� karars�zd�r,

3. Tüm özde§erler imajiner ise denge noktas� merkezdir,

4. En az bir özde§er s�f�ra e³it ise denge noktas� izole-olmayan denge

noktas�d�r.

Burada, sonraki bölümlerde inceleyece§imiz sistemlerde kullanaca§�m�z izole-

olmayan denge noktas� kavram�n� açal�m. Kuadratik bir denklemi göz önüne

alal�m, λ2− τλ+ ∆ = 0. Bu tip bir denklemde özde§erler için a³a§�daki formüller

geçerlidir:

λ1,2 =
1

2

√
τ ± τ 2 − 4∆, ∆ = λ1λ2, τ = λ1 + λ2. (2.6)

Bu formüller kullan�larak denge noktas�n�n tipini belirlemek amac�yla a³a§�da

verilen gra�k kullan�lmaktad�r.
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�ekil 2.3:

Verilen bilgiler do§rultusunda, e§er özde§erlerden biri s�f�ra e³it olursa ∆ = 0

olaca§�ndan izole olmayan denge noktas� elde edilecektir. �zole olmayan denge

noktas�, denge noktalar�n�n birbirlerinden ayr�³t�r�lamamas� yani reel say�lardan

olu³an bir do§ru boyuncaki her bir noktan�n denge noktas� olmas� anlam�na

gelmektedir. Daha somut bir örnek verelim:

x′ = ax (2.7)

y′ = −y (2.8)

problemi ele al�ns�n. Bu problemi matris formunda[
x′

y′

]
=

[
a 0

0 −1

][
x

y

]
(2.9)

³eklinde yazal�m. Katsay� matrisinden aç�kça görülmektedir ki, özde§erler λ1 = a

ve λ2 = −1 ³eklindedir. Problemin çözümü ise

x(t) = x0e
at (2.10)

y(t) = y0e
−t (2.11)
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³eklinde bulunur. Burada a parametresinin ald�§� her bir farkl� de§er için farkl�

bir durum meydana gelmektedir. E§er a = 0 olarak al�nacak olursa çözüm ikilisi

(x0, y0e
−t) ³eklinde bulunur. Ayn� zamanda a = 0 olarak al�nmas� özde§erlerden

birinin s�f�r olmas�n� gerektirir. Bu ise izole olmayan denge noktas�n�n varl�§�na

i³arettir. (x0, y0e
−t) çözümü yard�m�yla faz portresi çizildi§inde a³a§�daki ³ekilde

elde edilir:

�ekil 2.4: �zole olmayan denge noktalar�

Burada x-ekseni üzerindeki her bir reel say� denge noktas�d�r ve her bir denge

noktas� üzerinden bir çözüm geçmektedir. Denge noktalar� birbirlerine çok yak�n-

d�rlar ve hiçbiri yan�ndan geçen bir çözümü çekemez veya itemez. Çünkü yan�ndan

geçen çözüm ayn� zamanda ba³ka bir denge noktas�n�n çekim alan�ndad�r.

Çekicilikten bahsedemedi§imiz için izole olmayan denge noktalar�n�n asimptotik

kararl� olamayacaklar� görülmektedir. Fakat denge noktas�na yak�n ba³layan bir

çözüm yine ona yak�n kald�§�ndan, bu tip denge noktalar� Lyapunov anlam�nda

kararl�d�r.

Burada bahsetti§imiz sistemler lineer sistemlerdir. Lineer olmayan bir sistemin

kararl�l�§� incelenirken ise, öncelikle bu sistem bulunan denge noktas� civar�nda
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lineerle³tirilmelidir ve daha sonras�nda elde edilen lineer sistem için yukar�da

verilen ad�mlar uygulanmal�d�r. Lineer olmayan bir sistemin nas�l lineerle³tirildi§i

konusu Bölüm 3'te ayr�nt�l� ³ekilde verilecektir.

2.1 Deterministik Opsiyon Fiyatlama Modelleri-

nin Kararl�l�k Analizi

Önceki bölümde hisse senedinin �yat�na tahmin veren matematiksel modeller

incelenmi³ti. Bu bölümde ise bu matematiksel modellerin kararl�l�k analizleri

incelenecektir.

2.1.1 Tek yat�r�mc� grup içeren model için kararl�l�k analizi

Ça§�nalp ve Balenovich taraf�ndan çal�³�lan ve tek bir yat�r�mc� grup içeren

sistemde hisse senedine �yat tahmini veren matematiksel modeli 1. Bölümde

incelemi³tik [4]. Bu modelin kararl�l�k analizi 2011 y�l�nda Duran taraf�ndan

topolojik olarak incelenmi³tir [8]. Duran bu çal�³mas�nda, "Asset Flow and

Momentum" isimli [4] makalede yer alan dinamik sistemi a³a§�da verilen haliyle

yeniden ele alm�³t�r



1

P
0 0 0

−B(1−B)

P
1 0 0

−c1q1
1

P
0 1 0

0 0 0 1





dP

dt
dB

dt
dξ1
dt
dξ2
dt


=


δh

(
k

1− k
1−B
B

)
k(1−B)− (1− k)B

−c1ξ1

c2

(
q2
Pa − P
Pa

− ξ2
)


. (2.12)
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Burada

P > 0, (2.13)

0 < B < 1, (2.14)

−1 < ξ1 + ξ2 < 1, (2.15)

Pa > 0 (2.16)

d�r. Denklem sisteminin denge noktas�

(
P, q2

Pa − P
2Pa

+ 0.5, 0, q2
Pa − P
Pa

)
(2.17)

³eklinde bulunmu³tur. Bu denge noktas� <4'te P de§i³keni ile Pa ve q2 paramet-

relerine ba§l� bir e§ridir. Bu e§ri üzerinde sonsuz say�da denge noktas� vard�r ve

Peixoto Teoremine göre bunun, Yap�sal Karars�z bir sistem oldu§u söylenmi³tir

[19]. Bu çal�³mada dP
dt

= f1,
dB
dt

= f2,
dξ1
dt

= f3,
dξ2
dt

= f4 al�narak

J =
∂(f1, f2, f3, f4)

∂(P,B, ξ1, ξ2)
(2.18)

Jakobiyen matrisi hesaplanm�³ ve matrisin özde§erlerinden birinin s�f�r olmas�

sebebiyle, bir çatallanman�n olabilece§ine dikkat çekilmi³tir.

2.1.2 Çoklu yat�r�mc� grup içeren model için kararl�l�k

analizi

2011 y�l�nda Ça§�nalp ve DeSantis taraf�ndan, çoklu yat�r�mc� grup içeren ve hisse

senedine �yat tahmini veren matematiksel modelin [7] kararl�l�k analizi çal�³�lm�³

ve verilen nümerik de§erlerle kararl� bölge çizimleri yap�lm�³t�r [5]. Ça§�nalp ve

DeSantis bu çal�³mada, i³lem kolayl�§� ve ifade rahatl�§� için baz� kabullerden

bahsetmi³tir. Bu kabuller ³öyledir:
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1. Sistemde iki farkl� yat�r�mc� grubu vard�r. 1. grup hisse senedinin trendini

gözönüne alarak, 2. grup ise hisse senedinin gerçek de§erini gözönüne alarak

yat�r�m�na yön vermektedir. Bu durumda klasik �nans, hisse senedi �yat�n�n

gerçek de§er (Pa) etraf�nda rasgele sal�n�m yapt�§�n� söylemektedir [23].

2. Taylor lineer yakla³�m� kullan�larak tanh(x) ≈ x al�nm�³ ve bunun netice-

sinde

k(i) ' 1

2
(1 + ξ(i)), i = 1, 2 (2.19)

denklemi elde edilmi³tir. Burada ξ(i)(t), fonksiyonu

ξ(i)(t) = ξ
(i)
1 (t) + ξ

(i)
2 (t) (2.20)

³eklindedir ve görüntü kümesi (−1, 1) aral�§�ndad�r (i = 1, 2),

3. P (2)
a (t) = P

(2)
a bir sabittir,

4. 0 ≤ N (1) ≤ N0 ve 0 ≤M (1) ≤M0 e³itsizlikleri vard�r,

5. M0, N0, q
(i)
i , c

(i)
i ve P (i)

a pozitif birer sabittir (i = 1, 2).

Bu kabuller ve

M (1)(t) +M (2)(t) = M0, (2.21)

N (1)(t) +N (2)(t) = N0 (2.22)
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denklemleri gözönünde tutularak (1.28) sistemi a³a§�daki ³ekilde yeniden yaz�l-

m�³t�r

dN (1)

dt
= 1

2
(1 + ξ

(1)
1 )M (1) (−ξ

(1)
1 + ξ

(2)
2 )N (1) + (1− ξ(2)2 )N0

(ξ
(1)
1 − ξ

(2)
2 )M (1) + (1 + ξ

(2)
2 )M0

− 1
2
(1− ξ(1)1 )N (1),

dM (1)

dt
= −1

2
(1 + ξ

(1)
1 )M (1) + 1

2
(1− ξ(1)1 )N (1) (ξ

(1)
1 − ξ

(2)
2 )M (1) + (1 + ξ

(2)
2 )M0

(−ξ(1)1 + ξ
(2)
2 )N (1) + (1− ξ(2)2 )N0

,

dP

dt
=

(ξ
(1)
1 − ξ

(2)
2 )M (1) + (1 + ξ

(2)
2 )M0

(−ξ(1)1 + ξ
(2)
2 )N (1) + (1− ξ(2)2 )N0

− P ,

dξ
(1)
1

dt
= q

(1)
1 c

(1)
1

1
P

dP

dt
− c(1)1 ξ

(1)
1 ,

dξ
(2)
2

dt
= q

(2)
2 c

(2)
2

P
(2)
a − P
P

(2)
a

− c(2)2 ξ
(2)
2 .

(2.23)

Sistemin denge durumu için, sistemdeki tüm türevler s�f�ra e³itlenmi³ ve Peq ∈ R+,

Peq ∈ (min[Pa, L],max[Pa, L]) ³art� alt�nda sistemin denge noktas�

x̂ = (N̂ (1), M̂ (1), Peq, ξ̂1, ξ̂2) (2.24)

=

(
[Pa − q2(Pa − Peq)]N0Peq − [Pa + q2(Pa − Peq)]M0

2Peqq2(Peq − Pa)
, PeqN̂

(1), Peq, 0, q2
Pa − Peq

Pa

)
³eklinde elde edilmi³tir. Burada c1, c2 ve q1 parametreleri denge noktas�nda

yer almamaktad�r. Sonuç olarak da bu parametreler denge noktas�n�n varl�§�n�

etkilememektedir. Bununla birlikte denge noktas�n�n bulunu³unda etkisi olan pa-

rametrelerden faydalanarak, denge noktas�n�n varl�§�na ili³kin a³a§�daki sonuçtan

bahsedilmi³tir.

Sonuç 2.1.1. Kabuller ve (2.23) sistemi gözönünde bulunduruldu§unda, sistem-

deki tüm denge noktalar�n�n a³a§�daki ³artlar� sa§lamas� gerekmektedir.

Durum 1: L < Peq < Pa iken a³a§�daki e³itsizlikler sa§lanmaktad�r:

(a) Pa > Peq > 0, (b) 0 < q2 <
Pa

Pa − Peq
,

(c)
M0

Peq
< N0 ≤

M0[Pa + q2(Pa − Peq)]
Peq[Pa − q2(Pa − Peq)]

.
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Durum 2: Pa < Peq < L iken a³a§�daki e³itsizlikler sa§lanmaktad�r:

(a) 0 < Pa < Peq, (b) 0 < q2 < −
Pa

Pa − Peq
,

(c)
M0[Pa + q2(Pa − Peq)]
Peq[Pa − q2(Pa − Peq)]

≤ N0 <
M0

Peq
.

Durum 3: Pa = Peq = L iken a³a§�daki e³itsizlikler sa§lanmaktad�r:

(a) 0 ≤ N̂ (1) ≤ N0, (b) Pa = Peq = L,

(c) ξ̂1 = ξ̂2 = 0.

Verilen herbir durum için sistemdeki denge noktalar�n�n sa§lamas� gereken

ko³ullar belirtilmi³ ve böylece denge noktalar�n�n olmas� muhtemel olan tüm

yerleri belirten bir denge bölgesi çizdirilmi³tir. Bu denge bölgesi ilk durum için

çizilmi³ ve (10 = L < Peq < Pa = 12) ³eklinde al�nm�³t�r. Di§er durumlar için de

benzer çizimler yap�lm�³t�r.

�ekil 2.5: Durum 1 için denge bölgesi

Çal�³man�n devam�nda, elde edilen denge bölgesinin hangi k�s�mlar�n�n hangi

³artlar alt�nda kararl� bölge oldu§u ara³t�r�lm�³t�r. Bunun için lineer olmayan

(2.23) sistemi x̂ denge noktas� etraf�nda lineerle³tirilmi³ ve elde edilen karakteris-

tik polinoma Routh-Hurwitz Kriterinin uygulanmas�yla, karakteristik polinomun
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kökü olan özde§erlerin reel k�s�mlar� incelenmi³ ve bu incelemeler �³�§�nda, Peq ∈
(min[Pa, L],max[Pa, L]) ko³ulunun sa§land�§� 3 farkl� durum için ayr� ayr� ³artlar

belirten bir kararl�l�k teoremi verilmi³tir. Bu teorem sayesinde varolan denge

noktalar�n�n hangi ko³ullarda kararl� olabilece§i söylenebilmektedir.

Teorem 2.1.1. Verilen herbir durum için a³a§�daki ³artlar sa§land�§�nda, (2.23)

sisteminin x̂ denge noktas� için bir kararl� bölge mevcuttur.

Durum 1: L < Peq < Pa olmas� halinde, a³a§�daki ³artlar� sa§layan denge

noktalar� kararl�d�r(
q1 <

1

2

)
ve (c1 < 1 + c2).

Durum 2: Pa < Peq < L olmas� halinde, a³a§�daki ³artlar� sa§layan denge

noktalar� kararl�d�r(
q1 <

1

2

)
ve (c1 < 1 + c2).

Durum 3: Pa = Peq = L olmas� halinde, a³a§�daki e³itsizli§i sa§layan denge

noktalar� kararl�d�r

q
(1)
1 < min

[
1

2

N0

N̂ (1)
,
1 + c2

2c1

N0

N̂ (1)

]
.

Verilen kararl�l�k teoreminde parametrelere özel de§erler verilerek kararl�l�k

bölgeleri çizdirilmi³tir. Durum 1 (10 = L < Peq < Pa = 12) için çizdirilen

kararl�l�k bölgesi a³a§�da verilmi³tir, di§er durumlar için de benzer çizimler

yap�lm�³t�r.
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�ekil 2.6: (Peq, q2) düzleminde L = 10 ve Pa = 12 al�nm�³t�r. q1 parametresine
de§erler verilerek s�ras�yla q1 = 0.447 için (mavi, k�rm�z� ve sar�), q1 = 10 için
(k�rm�z�, sar�) ve q1 = 20 için (sar�) kararl�l�k bölgeleri elde edilmi³tir.

Dikkat edilirse denge noktas�n�n varl�§�na etkisi olmayan q1 parametresi, varolan

denge noktas�n�n kararl�l�§�n� belirlemede etkin rol oynamaktad�r.
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3. TEZ PROBLEM�

3.1 Tek Yat�r�mc� Grup �çeren Sistem �çin Karar-

l�l�k Analizi

3.1.1 CB modeli için kararl�l�k analizi

Bu bölümde CB modeli için Routh-Hurwitz Kriteri yard�m�yla yeni bir kararl�l�k

analizi yap�lacakt�r. Öncelikle analizler s�ras�nda kullan�lan parametreler ve

fonksiyonlar için baz� kabullerden bahsedece§iz. Bu kabuller ³öyledir:

1. Taylor lineer yakla³�m� kullan�larak tanh(x) ≈ x al�nm�³ ve bunun netice-

sinde

k ' 1

2
(1 + ξ1 + ξ2), (3.1)

denklemi elde edilmi³tir. Burada ξi(t) fonksiyonunun görüntü kümesi

(−1, 1) aral�§�ndad�r, (i = 1, 2),

2. δ =
1

τ0
olarak al�nm�³t�r,

3. q1, q2, c1, c2, Pa pozitif birer sabittir.

Kararl�l�k analizine, sistemin denge noktas�n�n bulunmas� ad�m� ile ba³layal�m.

[4] makalesinde ele al�nan (1.13) sistemi

D = k(1 − B), S = (1 − k)B ve k =
1

2
(1 + ξ1 + ξ2) ifadeleri yerine yaz�larak
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a³a§�daki ³ekilde yeniden ifade edilmi³tir:

dP

dt
=
δP (1− 2B + ξ1 + ξ2)

(1− ξ1 − ξ2)B
,

dB

dt
=

(1− 2B + ξ1 + ξ2)(1 + 2δ(1−B)− ξ1 − ξ2)
2(1− ξ1 − ξ2)

,

dξ1
dt

= c1
q1δ(1− 2B + ξ1 + ξ2)− (1− ξ1 − ξ2)Bξ1

(1− ξ1 − ξ2)B
,

dξ2
dt

= c2
q2Pa − q2P − Paξ2

Pa
.

(3.2)

Verilen sistemin denge noktas�n� bulabilmek için sistemde yeralan her bir

türevin s�f�ra e³itlenmesi gerekmektedir. Çünkü bu, de§i³imin sona ermesi ve

denge durumunun ortaya ç�kmas� anlam�na gelmektedir. Peq ∈ R+, Peq ∈
(min[Pa, L],max[Pa, L]) olmas� gerekti§i biliniyor [5]. Bu ³art alt�nda her bir türev

s�f�ra e³itlendi§inde denge noktas�

x̂ = (Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2) (3.3)

=

(
Peq, q2

Pa − Peq
2Pa

+
1

2
, 0, q2

Pa − Peq
Pa

)
(3.4)

³eklinde elde edilmi³tir. Burada, c1, c2 ve q1 parametrelerinin denge noktas�n�n

ifadesinde yer almad�§�na dikkat edilmelidir. O halde bu parametreler denge

noktas�n�n varl�k durumuna etki etmemektedirler. Denge noktas�n�n varl�§� ve

varolan denge noktalar�n�n sa§lad�§� ³artlar� incelemek için a³a§�daki sonucu

verelim.

Sonuç 3.1.1. (3.2) sistemi göz önünde bulunduruldu§unda, tüm denge noktalar�

a³a§�daki ³artlar� sa§lamaktad�rlar.

Durum 1 : Pa > Peq > L ³art� alt�nda a³a§�daki e³itsizlikler sa§lanmaktad�r:

a) Pa > Peq > 0, b) 0 < q2 <
Pa

Pa − Peq
.

Durum 2 : L > Peq > Pa ³art� alt�nda a³a§�daki e³itsizlikler sa§lanmaktad�r:

a) Peq > Pa > 0, b) 0 < q2 < −
Pa

Pa − Peq
.
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Durum 3 : Pa = Peq = L ³art� alt�nda a³a§�daki ifade sa§lanmaktad�r:

a) ξ̂1 = ξ̂2 = 0.

�spat 3.1.1. Durum 1 : Pa > Peq > L iken

(a)'n�n do§rulu§u aç�kt�r.

(b) ³�kk� için, ba³ta bahsetti§imiz kabullerden −1 < ξ2 < 1 oldu§u biliniyor. Denge

durumunda ξ̂2 ifadesi, ξ̂2 = q2
Pa − Peq

Pa
³eklindedir ve bu ifade pozitiftir. O halde

0 < ξ̂2 < 1 yaz�labilir. Buradan,

0 < q2
Pa − Peq

Pa
< 1 (3.5)

elde edilir. Sonuç olarak

0 < q2 <
Pa

Pa − Peq
(3.6)

ifadesine ula³�l�r.

Durum 2 : L > Peq > Pa iken

(a)'n�n do§rulu§u aç�kt�r.

(b) ³�kk� için, ba³ta bahsetti§imiz kabullerden −1 < ξ2 < 1 oldu§u biliniyor. Denge

durumunda ξ̂2 ifadesi, ξ̂2 = q2
Pa − Peq

Pa
³eklindedir. L > Peq > Pa durumu için bu

ifade negatiftir. O halde −1 < ξ̂2 < 0 yaz�labilir. Buradan,

−1 < q2
Pa − Peq

Pa
< 0 (3.7)

elde edilir. Sonuç olarak

0 < q2 < −
Pa

Pa − Peq
(3.8)

ifadesine ula³�l�r.

Durum 3 : Pa = Peq = L iken

(a)'n�n do§rulu§u aç�kt�r.

(b) ³�kk� için, denge durumunda ξ̂1 = 0 ve ξ̂2 = q2
Pa − Peq

Pa
oldu§u bilinmektedir.

O halde buradan

ξ̂1 = ξ̂2 = 0 (3.9)

ifadesi kolayca görülebilir. �
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Böylece denge durumunda sa§lanmas� gereken kriterleri in³a ettik. �imdi ise

Sonuç (3.1.1)'de bahsedilen 3 farkl� durum için kararl�l�k kriterlerini inceleyelim.

(3.2) sisteminin kararl�l�k analizini yaparken takip edilmesi gereken ad�mlar ³u

³ekildedir:

1. Sistemin denge noktas� bulunmal�d�r,

2. Lineer olmayan bu sistem, bulunan denge noktas� civar�nda lineerle³tirilme-

lidir,

3. Sistem lineerle³tirildi§inde elde edilen Jakobiyen matrisi kullan�larak bir

karakteristik polinom bulunmal�d�r,

4. Bulunan karakteristik polinomun kökleri özde§erlerdir, bu özde§erlerin reel

k�s�mlar�n�n i³aretleri incelenmelidir. Bunun için Routh- Hurwitz Teoremi

kullan�lacakt�r,

5. Sistemin kararl� olabilmesi için özde§erlerin reel k�s�mlar�n�n i³aretinin

ne olmas� gerekti§i yorumlanmal� ve bunu sa§lay�c� ³artlar konularak bir

kararl�l�k teoremi in³a edilmelidir.

Burada, birazdan verece§imiz teoremin ispat�nda kullan�lmak üzere, i³lem kolay-

l�§� sa§layacak olan ³u e³itliklerden bahsedelim:

T =
(q2(Pa − Peq))2

Pa
− Pa, (3.10)

W = 2Pac1q1δ, (3.11)

R = 2c2q2Pδ. (3.12)
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�imdi ise kararl�l�k teoremini verelim.

Teorem 3.1.1. (3.2) sistemi ve ba³ta verilen kabuller göz önünde bulun-

duruldu§unda, x̂ denge noktas� için bir kararl�l�k bölgesi mevcuttur. Peq ∈
(min[Pa, L],max[Pa, L]) bilgisi ile olu³an 3 farkl� durum için, a³a§�da verilen

³artlar gerçeklendi§i taktirde denge bölgesinde yer alan tüm denge noktalar�

kararl�d�r.

Durum 1: Pa > Peq > L ³art� alt�nda, a³a§�daki ifadeler gerçeklendi§inde

sistemdeki denge noktalar� kararl�d�r:

1. δ + 1 + c1 + c2 > −
2P 2

a c1q1δ

(q2(Pa − Peq) + Pa)(q2(Pa − Peq)− Pa)
,

2. (δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 −
2c2q2PeqδPa

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

> −c2
2P 2

a c1q1δ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

,

3.
(
δ + 1 + c1 + c2 +

2P 2
a c1q1δ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

)
(

(δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 + c2
2P 2

a c1q1δ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

− 2c2q2PeqδPa
(q2(Pa − Peq))2 − P 2

a

)

−
(

(δ + 1)c1c2 − c1
2c2q2PeqδPa

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

)
> 0.

Durum 2: L > Peq > Pa ³art� alt�nda, a³a§�daki ifadeler gerçeklendi§inde

sistemdeki denge noktalar� kararl�d�r:

1. δ + 1 + c1 + c2 > −
2P 2

a c1q1δ

(q2(Pa − Peq) + Pa)(q2(Pa − Peq)− Pa)
,

2. (δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 −
2c2q2PeqδPa

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

> −c2
2P 2

a c1q1δ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

,
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3.
(
δ + 1 + c1 + c2 +

2P 2
a c1q1δ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

)
(

(δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 + c2
2P 2

a c1q1δ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

− 2c2q2PeqδPa
(q2(Pa − Peq))2 − P 2

a

)

−
(

(δ + 1)c1c2 − c1
2c2q2PeqδPa

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

)
> 0.

Durum 3: Pa = Peq = L ³art� alt�nda, a³a§�daki ifadeler gerçeklendi§inde

sistemdeki denge noktalar� kararl�d�r:

1. q1 <
δ + 1 + c1 + c2

2c1δ
,

2. Pa(δ + 1)(c1 + c2) + c1c2Pa + 2c2q2Peqδ > 2c1c2q1δPa,

3. (δ + 1 + c1 + c2 − 2c1q1δ)

(
(δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 − 2c1c2q1δ +

2c2q2Peqδ

Pa

)

−
(

(δ + 1)c1c2 − c1
2c1c2q2Peqδ

Pa

)
> 0.

�spat 3.1.2. Öncelikle lineer olmayan (3.2) sistemini denge noktas� etraf�nda

lineerle³tirmeliyiz. Gösterim kolayl�§� amac�yla sistemdeki türevler a³a§�da verilen

fonksiyonlara e³itlendi: 

dP

dt
= f(P,B, ξ1, ξ2),

dB

dt
= g(P,B, ξ1, ξ2),

dξ1
dt

= h(P,B, ξ1, ξ2),

dξ2
dt

= k(P,B, ξ1, ξ2).

(3.13)

Burada (Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2) denge noktas� olmak üzere,
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f(Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2) = g(Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2) = h(Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2)

= k(Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2) = 0 (3.14)

oldu§u aç�kça görülmektedir. Verilen f(P,B, ξ1, ξ2), g(P,B, ξ1, ξ2), h(P,B, ξ1, ξ2),

k(P,B, ξ1, ξ2) ifadelerinin (Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2) denge noktas� civar�ndaki Taylor seri

aç�l�mlar�n�n yap�lmas�yla

dP

dt
= f(P,B, ξ1, ξ2) = f(Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2) + fP (Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2)(P − Peq)

+ fB(Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2)(B − B̂) + fξ1(Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2)(ξ1 − ξ̂1)

+ fξ2(Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2)(ξ2 − ξ̂2) +O(...) (3.15)

dB

dt
= g(P,B, ξ1, ξ2) = g(Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2) + gP (Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2)(P − Peq)

+ gB(Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2)(B − B̂) + gξ1(Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2)(ξ1 − ξ̂1)

+ gξ2(Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2)(ξ2 − ξ̂2) +O(...) (3.16)

dξ1
dt

= h(P,B, ξ1, ξ2) = h(Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2) + hP (Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2)(P − Peq)

+ hB(Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2)(B − B̂) + hξ1(Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2)(ξ1 − ξ̂1)

+ hξ2(Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2)(ξ2 − ξ̂2) +O(...) (3.17)

dξ2
dt

= k(P,B, ξ1, ξ2) = k(Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2) + kP (Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2)(P − Peq)

+ kB(Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2)(B − B̂) + kξ1(Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2)(ξ1 − ξ̂1)

+ kξ2(Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2)(ξ2 − ξ̂2) +O(...) (3.18)

denklemleri elde edilmi³tir. Bu seri aç�l�mlar� a³a§�daki ³ekilde matrisler yard�-

m�yla ifade edilebilirler
dP
dt
dB
dt
dξ1
dt
dξ2
dt

 =


f

g

h

k

 =


fP fB fξ1 fξ2

gP gB gξ1 gξ2

hP hB hξ1 hξ2

kP kB kξ1 kξ2



P − Peq
B − B̂
ξ1 − ξ̂1
ξ2 − ξ̂2

+O(...). (3.19)

29



Burada, katsay� matrisi olan J 'ye Jakobiyen matris ad� verilir

J =


fP fB fξ1 fξ2

gP gB gξ1 gξ2

hP hB hξ1 hξ2

kP kB kξ1 kξ2

 . (3.20)

(3.19) denklemindeki O(...) ifadesi yüksek mertebeden terimleri temsil eder ve

ihmal edilirse, (3.19) sistemi
f

g

h

k

 =


fP fB fξ1 fξ2

gP gB gξ1 gξ2

hP hB hξ1 hξ2

kP kB kξ1 kξ2



P − Peq
B − B̂
ξ1 − ξ̂1
ξ2 − ξ̂2

 (3.21)

sistemine indirgenir. Buna da lineerle³tirilmi³ sistem denir.

Lineer bir sistemin kararl�l�§�n� incelemek için, J Jakobiyen matrisinin özde§erleri

incelenmelidir. Özde§erlerin durumlar�na göre

1. Özde§erlerinin tümünün reel k�sm� negatifse, denge noktas� kararl�d�r.

2. Özde§erlerden en az birinin reel k�sm� pozitif ise, denge noktas� karars�zd�r.

3. Özde§erlerden en az birinin reel k�sm� s�f�ra e³itse, marjinal durum söz

konusudur. Bu ise daha önce bahsetti§imiz, merkez ve izole olmayan denge

noktas�n�n varl�§�na i³arettir.

|J − λI| = 0 (3.22)

denklemi yard�m�yla J matrisinin karakteristik polinomu bulunur. Bu polinomun

kökleri J matrisinin özde§erleridir. Maple 13 program� yard�m�yla J matrisinin

karakteristik polinomu ³u ³ekilde bulunmu³tur

λ(α3λ
3 + α2λ

2 + α1λ+ α0) = 0. (3.23)

Özde§erlerden birinin s�f�ra e³it oldu§u görülmektedir, e§er di§er özde§erler

negatif reel k�sma sahip ise bu durum kararl�l�§� bozmayacakt�r. Çünkü kararl�l�k

tan�mlar�nda bahsetti§imiz gibi izole olmayan denge noktas� söz konusudur. Bu
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durum denge noktas�n�n çekici olmad�§�n�n dolayl� olarak asimptotik kararl�l�ktan

bahsedilemeyece§inin kan�t�d�r. Fakat di§er özde§erlerin reel k�s�mlar� negatif ise

mevcut durum Lyapunov anlam�nda kararl�l�§a i³arettir. Burada

α3 = 1, (3.24)

α2 = δ + 1 + c1 + c2 +
W

T
, (3.25)

α1 = (δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 + c2
W

T
− R

T
, (3.26)

α0 = (δ + 1)c1c2 − c1
R

T
(3.27)

³eklindedir. �³lem kolayl�§� aç�s�ndan yine

T =
(q2(Pa − Peq))2

Pa
− Pa, (3.28)

W = 2Pac1q1δ, (3.29)

R = 2c2q2Peqδ (3.30)

olarak al�nm�³t�r.

Karakteristik polinomun kökleri özde§erlerdir, o halde yap�lmas� gereken bu

polinomun köklerini bulmakt�r. Fakat polinomun katsay�lar� incelenecek olursa,

bu kökleri verimli ³ekilde elde etmenin pek kolay olmad�§� görülmektedir. Bizim

ihtiyac�m�z olan ³eyin kökleri bütünüyle elde etmek de§il, yaln�zca reel k�s�mlar�n�n

i³aretini incelemek oldu§u dü³ünülürse, gereksiz i³lem kalabal�§�na yol açmayacak

olan yeni bir yöntemi kullanmak fayda sa§layacakt�r.

Burada, özde§erlerin reel k�s�mlar�n�n i³aretlerini bulmam�z� sa§layacak olan

Routh-Hurwitz Kriteri'nden bahsedelim.

Routh-Hurwitz Kriteri : Bu kriter Hurwitz Matrisi ve Routh Tablosu kullan�-

larak geli³tirilmi³tir.

p(λ) = α3λ
3 + α2λ

2 + α1λ+ α0 polinomu için kriteri uygulayacak olursak

λ3

λ2

λ1

λ0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α3

α2

α2α1−α3α0

α2

α0

α1

α0

0

0

(3.31)
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polinomun tüm köklerinin kompleks düzlemin sol yar�s�nda yer almas� yani tüm

köklerin negatif reel k�sma sahip olabilmesi için

1. Tablonun orta sütununda yer alan katsay�lar�n s�f�rdan farkl� olmas�,

2. Tablonun orta sütununda yer alan katsay�lar�n tamam�n�n ayn� i³arete sahip

olmas� gerekmektedir. Çünkü bu sütunda gerçekle³en i³aret de§i³imi say�s�

kadar sa§ yar� düzlemde yer alan kök vard�r.

O halde burada ³u yorum yap�lmal�d�r: E§er karakteristik polinomun Routh

Tablosunun orta sütununda yer alan katsay�lar�n herbiri ayn� i³aretli ve s�f�rdan

farkl� ise sistem kararl�d�r.

Fakat, orta sütunda gerçele³en herbir i³aret de§i³imi sa§ yar� düzlemde yer alan,

yani reel k�sm� pozitif olan bir köke i³aret etti§inden sistem karars�zd�r. Örne§in,

p(λ) = 5λ3 + λ2 + 6λ+ 8 polinomu ele al�ns�n. Bu polinom için Routh Tablosu:

λ3

λ2

λ1

λ0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5

1

−34

8

6

8

0

0

(3.32)

³eklindedir. Dikkat edilecek olursa orta sütunda, 1 ⇒ −34 ve −34 ⇒ 8 olmak

üzere iki adet i³aret de§i³imi söz konusudur. O halde polinomun 3 adet kökünün

2 tanesi sa§ yar� düzlemdedir, yani pozitif reel k�sma sahiptir. Bu ise polinomun

ait oldu§u sistemin karars�z oldu§una i³arettir.

Bir polinoma Routh-Hurwitz Kriteri uyguland�§�nda gerçekle³ebilecek senaryolar

³u ³ekildedir:

1. Orta sütunda s�f�ra e³it hiçbir eleman yoktur; bu durumda i³aret de§i³imi

olup olmad�§� kontrol edilir,

2. Orta sütunda s�f�ra e³it olan eleman vard�r fakat sat�rdaki di§er elemanlar

s�f�rdan farkl�d�r; bu durumda s�f�r olan eleman yerine yeterince küçük olan

ε gibi bir de§i³ken atanarak bu durum elimine edilir ve ε ifadesinin i³aretinin
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pozitif ve negatif oldu§u duruma göre ayr� ayr� analiz yap�l�p sonuç olarak

orta sütunda bir i³aret de§i³imine sebebiyet verip vermedi§i kontrol edilir,

3. Orta sütundaki bir eleman ve bununla birlikte ait oldu§u tüm sat�r s�f�ra

e³itse bu durumda 'marjinal durum' söz konusudur. Burada bir önceki

sat�r�n katsay�lar� referans al�narak çe³itli eliminasyonlar yap�l�r ve bunun

sonucunda 3 farkl� hal söz konusu olabilir;

(a) Kökler orjine göre simetrik ve reeldir,

(b) Kökler orjine göre simetrik ve imajinerdir,

(c) Kökler orjine göre simetriktir (çeyrek s-düzlemindedir).

Bahsetti§imiz durumlar yüksek dereceli polinomlar için de söz konusu olabil-

mektedir. Bizim inceledi§imiz sistemin karakteristik polinomu kübik bir polinom

oldu§undan özel bir durum olarak bahsedecek olursak, kübik bir polinom için

Routh-Hurwitz kriterinin ³artlar� ³u ³ekildedir (basitlik için α3 = 1 al�ns�n):

1. Kararl�l�k : Orta sütun elemanlar� pozitif olmal� yani α3 > 0, α2 > 0,

α0 > 0 ve α2α1 − α3α0 > 0 olmal�d�r, dolayl� olarak α1 > 0 durumu da var

olmal�d�r,

2. Marjinal Kararl�l�k : α3 > 0, α2 > 0, α0 > 0 ve α2α1 − α3α0 = 0 olma

durumudur. Burada orjine göre simetrik olup sanal eksen üzerinde yer alan

sanal kökler mevcuttur,

3. Karars�zl�k : Di§er bütün ihtimallerde karars�zl�k durumu ortaya ç�kar.

�spat 3.1.3. Öncelikle 2. dereceden karakteristik bir polinom için Routh- Hurwitz

kriterinin ispat�ndan bahsedelim.

p(λ) = λ2 + α1λ+ α0

polinomu ele al�ns�n. Burada λ2 ifadesinin katsay�s� 1 olarak al�nm�³t�r. Yani

α2 = 1 olup pozitiftir. Polinomun katsay�lar� Routh Tablosuna yerle³tirildi§inde

λ2

λ1

λ0

∣∣∣∣∣∣∣∣
α2

α1

α0

α0

0

0

(3.33)
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tüm köklerin reel k�s�mlar�n�n negatif olmas� için orta sütundaki α2, α1 ve α0

ifadelerinin ayn� i³aretli olmas� gerekti§i görülmektedir. α2 = 1 oldu§undan

sistemin kararl� olabilmesi için α1 > 0 ve α0 > 0 olmal�d�r. Yani, polinomun

kökleri negatif reel k�sma sahiptir ⇔ α1 > 0 ve α0 > 0 yaz�labilir. �imdi bu çift

tara�� gerektirmeyi ispatlayal�m.

Verilen polinomun kökleri

λ1,2 =
−α1 ±

√
α2
1 − 4α0

2
(3.34)

³eklinde elde edilmektedir. Önce gerektirmenin bir taraf�n� gösterelim:

(⇐): α1 > 0 ve α0 > 0 olsun. Bu durumda aç�k ³ekilde görülmektedir ki kökler

e§er reel ise her ikisi de negatif, kökler e§er kompleks e³lenik ise her ikisi de negatif

reel k�sma sahiptir.

(⇒): Çift tara�� gerektirmenin di§er k�sm�n� ispatlamak için, köklerin her ikisinin

de 1) reel ve negatif veya 2) negatif reel k�sma sahip kompleks e³lenik çift oldu§unu

kabul edelim. Burada iki durum mevcuttur:

i) Kökler negatif reel k�sma sahip kompleks e³lenik ise α1 > 0 olmas� gerekti§i

aç�kça görülmektedir. Ayr�ca 0 < α2
1 < 4α0 durumu söz konusudur ve bu da

α0 > 0 olmas�n� gerektirir,

ii) Kökler reel ve negatif ise yine α1 > 0 olmas� gerekti§i aç�kça görülmektedir.

Bu ise α0 > 0 oldu§u anlam�na gelmektedir.

Böylece 2. dereceden bir karakteristik polinom için Routh-Hurwitz Kriterince

öngörülen çift tara�� gerektirme ispatlanm�³t�r. Benzer ³ekilde daha yüksek

mertebeden karakteristik polinomlar için de ispat yap�labilir.�

Bizim problemimize dönecek olursak

T =
(q2(Pa − Peq))2

Pa
− Pa, (3.35)

W = 2Pac1q1δ, (3.36)

R = 2c2q2Pδ (3.37)
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olmak üzere

α3 = 1, (3.38)

α2 = δ + 1 + c1 + c2 +
W

T
, (3.39)

α1 = (δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 + c2
W

T
− R

T
, (3.40)

α0 = (δ + 1)c1c2 − c1
R

T
(3.41)

katsay�lar�yla birlikte, karakteristik polinom

λ(α3λ
3 + α2λ

2 + α1λ+ α0) = 0 (3.42)

³eklindedir. Bu polinoma Routh-Hurwitz kriteri uyguland�§�nda,

λ3

λ2

λ1

λ0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α3

α2

α2α1−α3α0

α2

α0

α1

α0

0

0

(3.43)

tablosu elde edilmektedir. Yukar�da Routh-Hurwitz Kriterinin tan�m�nda ifade

edildi§i gibi, polinomun tüm köklerinin negatif reel k�sma sahip olabilmesi yani

sistemin denge noktas�n�n kararl� olabilmesi için, orta sütundaki tüm elemanlar�n

ayn� i³arete sahip olmas� gerekmektedir. α3 = 1 > 0 oldu§undan, mevcut durum

³u ³ekilde ifade edilebilir:

Verilen sistemin kararl� olabilmesi için

i) α2 > 0,

ii) α0 > 0,

iii) α2α1 − α3α0 > 0

³artlar�n�n gerçeklenmesi gerekmektedir. O halde ispat�n bu k�sm�ndan itibaren bu

³artlar gerçeklenmek üzere, parametreler için belli k�s�tlar koyacak ve e³itsizlikler

verece§iz. Burada Peq ∈ (min[Pa, L],max[Pa, L]) bilgisi ile olu³an ilk durumla

ba³layal�m.

Durum 1 : Pa > Peq > L olmas� hali
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• α2 > 0 durumu için:

α2 = δ+1+c1+c2+
W

T
> 0 yani (δ + 1 + c1 + c2)︸ ︷︷ ︸+

(
2P 2

a c1q1δ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

)
︸ ︷︷ ︸ > 0

I II

olmal�d�r. Bölümün ba³�nda verdi§imiz kabulleri göz önüne ald�§�m�zda I > 0

oldu§u aç�kça görülmektedir. O halde α2 > 0 olabilmesi için 2 ihtimal vard�r:

1. II > 0 veya

2. II < 0 ve ayn� zamanda |I| > |II| olmal�d�r.

Öncelikle ilk ihtimali de§erlendirelim ve kabul edelim ki II > 0 olsun. Ba³ta

verilen kabullerden, paydaki ifadenin 2P 2
a c1q1δ > 0 oldu§u görülmektedir.

Paydadaki ifade için

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a = (q2(Pa − Peq) + Pa)︸ ︷︷ ︸(q2(Pa − Peq)− Pa) > 0

> 0

olmas� gerekti§i aç�kt�r. Buradan, paydadaki ifadenin tamam�n�n pozitif olabilmesi

için gerek ve yeter ³art (q2(Pa − Peq)− Pa) > 0 olmas�d�r. Bu ise q2 >
Pa

Pa − Peq
olmas�n� gerektirir.

Fakat bu ifade Sonuç (3.1.1)'in Durum 1 (b) ³�kk� ile çeli³ki arz etmektedir. O

halde ilk ihtimal olan II > 0 geçersizdir.

�imdi di§er ihtimal olan II < 0 durumunu inceleyelim. I+II > 0 olmas� isteniyor

ve I > 0 oldu§u biliniyor. E§er II < 0 ise ayn� zamanda |I| > |II| olmal�d�r.

Burada, II ifadesinin pay�n�n 2P 2
a c1q1δ > 0 oldu§u kabuller sayesinde biliniyor.

Paydadaki ifade ise

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a = (q2(Pa − Peq) + Pa)︸ ︷︷ ︸(q2(Pa − Peq)− Pa)

> 0
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³eklindedir ve II < 0 olabilmesi için paydan�n negatif olmas� gerekmektedir. Bu

ise (q2(Pa − Peq)− Pa) < 0 olmas�n� gerektirir.

Buradan q2 <
Pa

Pa − Peq
ifadesine ula³�l�r ki, Sonuç (3.1.1)'in Durum 1 (b) ³�kk�

ile uyum göstermektedir. Son olarak |I| > |II| ³art� için ise

δ + 1 + c1 + c2 >
−2P 2

a c1q1δ

(q2(Pa − Peq) + Pa)(q2(Pa − Peq)− Pa)

ifadesine ula³�lm�³t�r. Bu ifade α2 > 0 olmas� için gerek ³artt�r.

• α0 > 0 durumu için:

α0 = (δ + 1)c1c2 − c1
R

T
> 0 yani (δ + 1)c1c2︸ ︷︷ ︸−

(
2c1c2q2PeqPaδ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

)
︸ ︷︷ ︸ > 0

III IV

olmal�d�r. Bölüm ba³�nda verilen kabuller dü³ünüldü§ünde, III > 0 oldu§u aç�kça

görülmektedir. O halde α0 > 0 olabilmesi için 2 ihtimal vard�r:

1. IV > 0 ve ayn� zamanda |III| > |IV | veya

2. IV < 0 olmal�d�r.

�lk ihtimali dü³ünürsek, IV > 0 olarak al�nd�§�nda, III > 0 oldu§u bilindi§inden

III − IV > 0 gerçeklenebilmesi için ayn� zamanda |III| > |IV | ³art� da

sa§lanmal�d�r. Ba³ta verilen kabuller göz önüne al�nd�§�nda, IV 'ün pay�ndaki

ifadenin 2c1c2q2PeqPaδ > 0 oldu§u görülmektedir. O halde IV > 0 ³art�n�n

sa§lanabilmesi için paydadaki ifadenin pozitif olmas� gerekmektedir. Yani,

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a = (q2(Pa − Peq) + Pa)︸ ︷︷ ︸(q2(Pa − Peq)− Pa) > 0

> 0

olmal�d�r. Bu ise (q2(Pa − Peq) − Pa) > 0 olmas� ile mümkündür. Buradan,

q2 >
Pa

Pa − Peq
ifadesine ula³�lmaktad�r ki Sonuç (3.1.1)'in Durum 1 (b) ³�kk�

ile çeli³mektedir. O halde IV > 0 olmas� söz konusu de§ildir.
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�imdi 2. ihtimal olan IV < 0 durumunu analiz edelim. IV ifadesinin pay�n�n

2c1c2q2PeqPaδ > 0 oldu§u bilinmektedir. O halde IV < 0 olabilmasi için paydan�n

negatif olmas� gerekmektedir. Yani,

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a = (q2(Pa − Peq) + Pa)︸ ︷︷ ︸(q2(Pa − Peq)− Pa) < 0

> 0

olmal�d�r. Bu ise ancak (q2(Pa − Peq)− Pa) < 0 olmas�yla mümkündür.

Buradan, q2 <
Pa

Pa − Peq
ifadesine ula³�l�r, bu ifade Sonuç (3.1.1)'in Durum 1 (b)

³�kk� ile uyum göstermektedir. O halde IV < 0 durumu ekstra bir ³art ilave

edilmesine gerek kalmadan her denge noktas� için sa§lanacakt�r. Yani ekstra bir

³art ilave etmeden α0 > 0 ifadesi gerçeklenmektedir.

• α2α1 − α3α0 > 0 durumu için:

α3 = 1 oldu§unu biliyoruz, o halde α2α1 − α0 > 0 ifadesi için hangi ³artlar�n

gerekli oldu§unu incelemeliyiz. Yukar�da α2 > 0 ve α0 > 0 olacak ³ekilde ³artlar

belirledik. Buradan aç�kça görülmektedir ki α2α1 − α0 > 0 olmas� için α1 > 0 ve

bununla birlikte α2α1 > α0 olmal�d�r. Öncelikle α1 > 0 olma durumunu analiz

edelim.

α1 = (δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 + c2
W

T
− R

T
(3.44)

= [(δ + 1)(c1 + c2) + c1c2] + c2
2P 2

a c1q1δ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

− 2c2q2PeqPaδ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

³eklindedir. Burada ba³ta verilen kabullerin referans�yla (δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 >

0 oldu§u kolayl�kla söylenebilir. Devam�ndaki ifadeler ve α1 > 0 olma durumu

gözönüne al�nd�§�nda, α1 > 0 durumunun gerçeklenebilmesi için mümkün olan 4

farkl� durum söz konusudur.

Bunlar ise:

1.
W

T
> 0 ve

R

T
< 0,
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2.
W

T
> 0,

R

T
> 0 ve (δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 + c2

W

T
>

∣∣∣∣RT
∣∣∣∣ ,

3.
W

T
< 0,

R

T
> 0 ve (δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 >

∣∣∣∣c2WT
∣∣∣∣+

∣∣∣∣RT
∣∣∣∣ ,

4.
W

T
< 0,

R

T
< 0 ve (δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 +

∣∣∣∣RT
∣∣∣∣ > ∣∣∣∣c2WT

∣∣∣∣
³eklindedir. �imdi bu ihtimallerin her birini α1 > 0 durumu için ayr� ayr�

inceleyelim.

�lk durumu yani
W

T
> 0 ve

R

T
< 0 halini göz önüne alal�m. Önceki k�s�mlarda

ayr�nt�l� olarak inceledi§imiz üzere

W

T
=

2P 2
a c1q1δ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

> 0

olabilmesi için

q2 >
Pa

Pa − Peq
gerçeklenmelidir. Bu ise Sonuç (3.1.1)'in Durum 1 (b) ³�kk� ile çeli³mektedir ve

zaten
R

T
=

2c2q2PeqPaδ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

< 0

olabilmesi için de

q2 <
Pa

Pa − Peq

ifadesi gerçeklenmelidir ki aç�kça görüldü§ü üzere
W

T
> 0 ve

R

T
< 0 durumlar�

ayn� anda gerçekle³emezler. O halde ilk durum geçersizdir.

�imdi de ikinci durumu dü³ünelim:
W

T
> 0 ve

R

T
> 0 olsun. α1 > 0 ³art�n�

sa§lamak için

(δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 + c2
W

T
>

∣∣∣∣RT
∣∣∣∣

ifadesi de dolayl� olarak gerçeklenmelidir. Buradan, öncelikle
W

T
> 0 ve

R

T
> 0

durumunun hangi ³artlar� gerektirdi§ine bak�l�rsa

W

T
=

2P 2
a c1q1δ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

> 0
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olabilmesi için

q2 >
Pa

Pa − Peq
e³itsizli§inin sa§lanmas� ve

R

T
=

2c2q2PeqPaδ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

> 0

olabilmesi için ise

q2 >
Pa

Pa − Peq
³art�n�n sa§lanmas� gerekmektedir. Bu iki ifadenin gerektirdi§i ³artlar birbiri ile

uyum gösterse de q2 >
Pa

Pa − Peq
ifadesi Sonuç (3.1.1)'in Durum 1 (b) ³�kk� ile

çeli³mekte ve dolay�s�yla bu ihtimali de geçersiz k�lmaktad�r.

Di§er bir ihtimal olan
W

T
< 0 ve

R

T
> 0 olma halini göz önüne alal�m. E§er bu

durum gerçeklenirse α1 > 0 olmas� için dolayl� olarak

(δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 >

∣∣∣∣c2WT
∣∣∣∣+

∣∣∣∣RT
∣∣∣∣

durumu da sa§lanmal�d�r. Buradan

W

T
=

2P 2
a c1q1δ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

< 0

olmas� için

q2 <
Pa

Pa − Peq
e³itsizli§inin sa§lanmas� gerekti§i ve

R

T
=

2c2q2PeqPaδ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

> 0

olmas� için ise

q2 >
Pa

Pa − Peq
³art�n�n sa§lanmas� gerekti§i görülmektedir. Her iki durumun ayn� anda sa§lana-

mayaca§� a³ikar olup ayn� zamanda q2 >
Pa

Pa − Peq
ifadesi de Sonuç (3.1.1)'in

Durum 1 (b) ³�kk� ile çeli³ki olu³turmaktad�r. O halde bu durum da geçersizdir.

�imdi de, α1 > 0 olmas� için incelenebilecek olan son ihtimali analiz edelim.
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W

T
< 0 ve

R

T
< 0 olma ihtimalini göz önüne alal�m.

W

T
=

2P 2
a c1q1δ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

< 0

olabilmesi için

q2 <
Pa

Pa − Peq
³art� sa§lanmal� ve

R

T
=

2c2q2PeqPaδ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

< 0

olabilmesi için yine

q2 <
Pa

Pa − Peq
e³itsizli§i sa§lanmal�d�r.

Burada q2 <
Pa

Pa − Peq
ifadesi, ³u anda incelemekte oldu§umuz Pa > Peq > L

durumunda, tüm denge noktalar�nca sa§lanmakta olan bir ko³uldur. �spat� Sonuç

(3.1.1)'de verilmi³tir.
W

T
< 0 ve

R

T
< 0 oldu§unda α1 > 0 gerçeklenebilmesi için

ayn� zamanda

(δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 +

∣∣∣∣RT
∣∣∣∣ > ∣∣∣∣c2WT

∣∣∣∣
ifadesi de sa§lanmal�d�r. Bu ifadenin sa§lanmas�

(δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 −
2c2q2PeqPaδ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

> −c2
2P 2

a c1q1δ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

ifadesinin gerçeklenmesiyle mümkündür. O halde α1 > 0 ³art� ancak

(δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 −
2c2q2PeqPaδ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

> −c2
2P 2

a c1q1δ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

ko³ulunun gerçeklenmesiyle elde edilebilmektedir.

Buraya kadar α2α1−α0 > 0 durumu analizinin ilk ad�m� olan α1 > 0 olma halini

inceledik ve bunun için ³artlar belirledik. α2 > 0 ve α0 > 0 oldu§u bilgisine önceki

incelemeler yard�m�yla sahibiz. �imdi ise bu analizin ikinci ad�m olan α2α1 > α0
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olma halini inceleyelim. α2α1 − α0 > 0 ifadesi(
δ + 1 + c1 + c2 +

W

T

)(
(δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 + c2

W

T
− R

T

)
−
(

(δ + 1)c1c2 − c1
R

T

)
> 0

³eklinde aç�k yaz�labilir. Bu ifade ise, α2α1 > α0 durumu için(
δ + 1 + c1 + c2 +

2P 2
a c1q1δ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

)
(

(δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 + c2
2P 2

a c1q1δ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

− 2c2q2PδPa
(q2(Pa − Peq))2 − P 2

a

)

−
(

(δ + 1)c1c2 − c1
2c2q2PδPa

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

)
> 0

ko³ulunun gerçeklenmesi gerekti§ini ifade etmektedir.

Böylece, Pa > Peq > L durumunda Routh-Hurwitz Kriterinin kararl�l�k için

verilen yönergelerini takip ederek, α2 > 0, α0 > 0 ve α2α1 − α3α0 >

0 durumlar�n�n sa§lanmas� için gerekli ko³ullar� belirledik. Bu ise kararl�l�k

teoreminin ilk k�sm� olan Pa > Peq > L olma durumunun ispat�d�r. �imdi di§er

durum olan L > Peq > Pa halini inceleyelim.

Durum 2 : L > Peq > Pa olmas� hali

Bu durumun ispat� bir öncekiyle büyük benzerlikler göstermektedir.

• α2 > 0 durumu için:

α2 = δ+1+c1+c2+
W

T
> 0 yani (δ + 1 + c1 + c2)︸ ︷︷ ︸+

(
2P 2

a c1q1δ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

)
︸ ︷︷ ︸ > 0

I II

olmal�d�r. Bölüm ba³�ndaki kabuller göz önüne al�n�rsa I > 0 oldu§u aç�kça

görülmektedir. α2 > 0 olabilmesi için 2 ihtimal vard�r:

1. II > 0 veya
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2. II < 0 ve ayn� zamanda |I| > |II| olmal�d�r.

�lk ihtimal ile ba³layal�m ve kabul edelim ki II > 0 olsun. Ba³taki kabullerden,

paydaki ifadenin pozitif oldu§u yani 2P 2
a c1q1δ > 0 oldu§u görülmektedir. O halde

paydadaki ifade için

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a = (q2(Pa − Peq) + Pa) (q2(Pa − Peq)− Pa)︸ ︷︷ ︸ > 0

< 0

olmas� gerekir. Paydadaki ifadenin tamam�n�n pozitif olabilmesi için gerek ve

yeter ³art (q2(Pa − Peq) + Pa) < 0 olmas�d�r. Bu ise q2 > −
Pa

Pa − Peq
olmas�n�

gerektirir. Bu son ifade Sonuç (3.1.1)'in Durum 2 (b) ³�kk� ile çeli³mektedir. Bu

durumda ilk ihtimal olan II > 0 geçersizdir.

�imdi di§er ihtimal olan II < 0 durumunu inceleyelim. I+II > 0 olmas� isteniyor

ve I > 0 oldu§u biliniyor. E§er II < 0 ise ayn� zamanda |I| > |II| olmal�d�r.

II ifadesinin pay�n�n 2P 2
a c1q1δ > 0 oldu§u kabuller sayesinde biliniyor. Di§er

taraftan paydadaki ifade ise

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a = (q2(Pa − Peq) + Pa) (q2(Pa − Peq)− Pa)︸ ︷︷ ︸

< 0

³eklindedir ve II < 0 olabilmesi için paydan�n negatif olmas� gerekmektedir. Bu

ise (q2(Pa−Peq)+Pa) > 0 olmas�n� gerektirir. Buradan q2 < −
Pa

Pa − Peq
ifadesine

ula³�l�r ki Sonuç (3.1.1)'in Durum 2 (b) ³�kk�ndaki ifadenin ayn�s�d�r.

Son olarak |I| > |II| ³art� için ise

δ + 1 + c1 + c2 >
−2P 2

a c1q1δ

(q2(Pa − Peq) + Pa)(q2(Pa − Peq)− Pa)

ifadesine ula³�lm�³t�r. Bu ifade α2 > 0 olmas� için gerek ³artt�r.
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• α0 > 0 durumu için:

α0 = (δ + 1)c1c2 − c1
R

T
> 0 yani (δ + 1)c1c2︸ ︷︷ ︸−

(
2c1c2q2PeqPaδ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

)
︸ ︷︷ ︸ > 0

III IV

olmal�d�r. Bölüm ba³�nda verilen kabullerden III > 0 oldu§u görülmektedir. O

halde α0 > 0 olabilmesi için 2 ihtimal vard�r:

1. IV > 0 ve ayn� zamanda |III| > |IV | veya

2. IV < 0 olmal�d�r.

�lk ihtimali dü³ünürsek, IV > 0 ³eklinde al�nd�§�nda, III > 0 oldu§u bilindi§inden

III − IV > 0 ifadesinin sa§lanabilmesi için ayn� zamanda |III| > |IV | ³art�
da sa§lanmal�d�r. Ba³ta verilen kabuller göz önüne al�nd�§�nda, IV 'ün pay�ndaki

ifadenin 2c1c2q2PeqPaδ > 0 oldu§u görülmektedir. O halde IV > 0 ³art�n�n

sa§lanabilmesi için paydadaki ifadenin pozitif olmas� gerekmektedir. Yani

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a = (q2(Pa − Peq) + Pa) (q2(Pa − Peq)− Pa)︸ ︷︷ ︸ > 0

< 0

olmal�d�r. Bu ise (q2(Pa − Peq) + Pa) < 0 olmas� ile mümkündür.

Buradan, q2 > −
Pa

Pa − Peq
ifadesine ula³�lmaktad�r ki Sonuç (3.1.1)'in Durum 2

(b) ³�kk� ile çeli³mektedir. O halde IV > 0 olamaz.

�imdi 2. ihtimal olarak bahsedilen IV < 0 durumunu dü³ünelim. IV ifadesinin

pay�n�n 2c1c2q2PeqPaδ > 0 oldu§u bilinmektedir. O halde IV < 0 olabilmasi için

payda negatif olmal�d�r. Yani

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a = (q2(Pa − Peq) + Pa) (q2(Pa − Peq)− Pa)︸ ︷︷ ︸ < 0

< 0

olmal�d�r. Bu ise ancak (q2(Pa − Peq) + Pa) > 0 olmas�yla mümkündür.
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Buradan, q2 < −
Pa

Pa − Peq
ifadesi elde edilir, bu ifade Sonuç (3.1.1)'in Durum

2 (b) ³�kk�nda bahsedilen ifade ile ayn�d�r. O halde IV < 0 durumu için yeni

herhangi bir ³art yazmaya gerek yoktur. Çünkü bu ifade L > Peq > Pa ³art�n�

sa§layan her denge noktas� için sa§lanacakt�r. Demek ki α0 > 0 ifadesinin

gerçeklenmesi için de yeni ³arta ihtiyaç yoktur.

• α2α1 − α3α0 > 0 durumu için:

α3 = 1 oldu§unu biliyoruz, yani α2α1 − α0 > 0 ifadesinin gerçeklenmesi için

gerçeklenmesi gereken ³artlar� incelemeliyiz. Yukar�da α2 > 0 ve α0 > 0 olacak

³ekilde ³artlar belirledik. O halde, α2α1 − α0 > 0 olmas� için α1 > 0 ve bununla

birlikte α2α1 > α0 olmal�d�r. Öncelikle α1 > 0 durumunu inceleyelim.

α1 = (δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 + c2
W

T
− R

T
(3.45)

= [(δ + 1)(c1 + c2) + c1c2] + c2
2P 2

a c1q1δ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

− 2c2q2PeqPaδ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

³eklindedir. Burada ba³ta verilen kabuller göz önünde bulundurularak

(δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 > 0 oldu§u söylenebilir. Devam�ndaki ifadeler ve α1 > 0

olma durumu gözönüne al�nd�§�nda, α1 > 0 durumunun gerçeklenebilmesi için

mümkün olan 4 farkl� ihtimal vard�r

Bunlar:

1.
W

T
> 0 ve

R

T
< 0,

2.
W

T
> 0,

R

T
> 0 ve (δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 + c2

W

T
>

∣∣∣∣RT
∣∣∣∣ ,

3.
W

T
< 0,

R

T
> 0 ve (δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 >

∣∣∣∣c2WT
∣∣∣∣+

∣∣∣∣RT
∣∣∣∣ ,

4.
W

T
< 0,

R

T
< 0 ve (δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 +

∣∣∣∣RT
∣∣∣∣ > ∣∣∣∣c2WT

∣∣∣∣
³eklindedir. Bu ihtimalleri bir önceki durum için de incelemi³tik. �htiyaç oldu§unu

dü³ündü§ümüzden burada yeniden bahsedece§iz. �lk durum, yani
W

T
> 0 ve

R

T
< 0

halini göz önüne alal�m.
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W

T
=

2P 2
a c1q1δ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

> 0

olmas� için

q2 > −
Pa

Pa − Peq
³art� gerçeklenmelidir. Bu ise Sonuç (3.1.1)'in Durum 2 (b) ³�kk� ile çeli³mektedir

ve zaten

R

T
=

2c2q2PeqPaδ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

< 0

olmas� için de

q2 < −
Pa

Pa − Peq

olmas� gerekmektedir ki aç�kça görüldü§ü üzere
W

T
> 0 ve

R

T
< 0 durumlar� ayn�

anda gerçekle³emezler. O halde ilk durum geçersizdir.

�imdi de ikinci durumu dü³ünelim,
W

T
> 0 ve

R

T
> 0 olsun. α1 > 0 ³art�n�n

sa§lamak için

(δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 + c2
W

T
>

∣∣∣∣RT
∣∣∣∣

ifadesi de dolayl� olarak gerçeklenmelidir. Buradan, öncelikle
W

T
> 0 ve

R

T
> 0

durumunun hangi ³artlar� gerektirdi§ine bakarsak

W

T
=

2P 2
a c1q1δ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

> 0

olmas� için

q2 > −
Pa

Pa − Peq
e³itsizli§inin sa§lanmas� ve

R

T
=

2c2q2PeqPaδ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

> 0

olmas� için ise

q2 > −
Pa

Pa − Peq
³art�n�n sa§lanmas� gerekmektedir. Bu iki ifadenin gerektirdi§i ³artlar ayn�d�r

fakat q2 >
Pa

Pa − Peq
ifadesi Sonuç (3.1.1)'in Durum 2 (b) ³�kk� ile çeli³mekte
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olup, bu ihtimalin gerçeklenemeyece§ini gösterir.

3. durum olan
W

T
< 0 ve

R

T
> 0 halini inceleyelim. E§er bu durum sa§lan�rsa

α1 > 0 olmas� için dolayl� olarak,

(δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 >

∣∣∣∣c2WT
∣∣∣∣+

∣∣∣∣RT
∣∣∣∣

³art� da sa§lanmal�d�r. Buradan

W

T
=

2P 2
a c1q1δ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

< 0

olmas� için

q2 < −
Pa

Pa − Peq
sa§lanmas� gerekti§i ve

R

T
=

2c2q2PeqPaδ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

> 0

olmas� için ise

q2 > −
Pa

Pa − Peq
e³itsizli§inin sa§lanmas� gerekti§i görülmektedir. Her iki durumun ayn� anda

sa§lanamayaca§� a³ikar olup, ayn� zamanda q2 > −
Pa

Pa − Peq
ifadesi de Sonuç

(3.1.1)'in Durum 2 (b) ³�kk� ile çeli³ki göstermektedir. O halde bu ihtimal de

geçersizdir.

Burada, α1 > 0 olmas� için incelenebilecek olan son ihtimali inceleyelim.

W

T
=

2P 2
a c1q1δ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

< 0

olabilmesi için

q2 < −
Pa

Pa − Peq
³art� sa§lanmal� ve

R

T
=

2c2q2PeqPaδ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

< 0

olabilmesi için ise

q2 < −
Pa

Pa − Peq

47



³art� sa§lanmal�d�r. q2 < −
Pa

Pa − Peq
ifadesi, ³u anda incelemekte oldu§umuz L >

Peq > Pa durumunda, Sonuç (3.1.1)'da bahsedildi§i gibi,tüm denge noktalar�nca

sa§lanmakta olan bir ko³uldur. Burada,
W

T
< 0 ve

R

T
< 0 oldu§unda α1 > 0

gerçeklenebilmesi için ayn� zamanda

(δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 +

∣∣∣∣RT
∣∣∣∣ > ∣∣∣∣c2WT

∣∣∣∣
ifadesi de gerçeklenmelidir. Bunun için

(δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 −
2c2q2PeqPaδ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

> −c2
2P 2

a c1q1δ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

ifadesi sa§lanmal�d�r. O halde, α1 > 0 ³art� ancak

(δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 −
2c2q2PeqPaδ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

> −c2
2P 2

a c1q1δ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

ko³ulunun sa§lanmas� ile gerçeklenir.

�imdiye kadar α2α1−α0 > 0 durumu analizinin ilk ad�m� olan α1 > 0 olma halini

inceledik ve bunun için ³artlar belirledik. α2 > 0 ve α0 > 0 oldu§u bilgisine önceki

incelemeler yard�m�yla sahibiz. �imdi ise bu analizin ikinci ad�m olan α2α1 > α0

durumunu tahlil edelim.

α2α1 − α0 > 0 ifadesi(
δ + 1 + c1 + c2 +

W

T

)(
(δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 + c2

W

T
− R

T

)

−
(

(δ + 1)c1c2 − c1
R

T

)
> 0

olarak yaz�labilir. Bu ifade ise, α2α1 > α0 durumu için(
δ + 1 + c1 + c2 +

2P 2
a c1q1δ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

)
(

(δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 + c2
2P 2

a c1q1δ

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

− 2c2q2PδPa
(q2(Pa − Peq))2 − P 2

a

)

−
(

(δ + 1)c1c2 − c1
2c2q2PδPa

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

)
> 0
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ko³ulunun gerçeklenmesi gerekti§ini ifade etmektedir.

Bu ise kararl�l�k teoreminin ikinci k�sm� olan L > Peq > Pa olma durumunun

ispat�d�r.

Durum 3 : Pa = Peq = L olmas� hali

Önceki durumlar�n ispatlar�nda kullan�lan T,W ve R parametreleri, bu durum

için a³a§�daki ³ekilde kullan�lacakt�r:

T = −Pa, (3.46)

W = 2Pac1q1δ, (3.47)

R = 2c2q2Peqδ. (3.48)

�imdi Routh-Hurwitz Kriteri gere§ince s�ras�yla, α2 > 0, α0 > 0 ve α2α1−α3α0 >

0 durumlar�n� ve bu e³itsizliklerin sa§lanabilmesi için ne tür ³artlar belirlenmesi

gerekti§ini inceleyelim.

• α2 > 0 durumu için:

α2 = δ + 1 + c1 + c2 +
W

T
= δ + 1 + c1 + c2︸ ︷︷ ︸− 2c1q1δ︸ ︷︷ ︸ > 0

I II

olmas� isteniyor. Burada I > 0 ve II > 0 oldu§u bölüm ba³�nda verilen kabuller

sayesinde aç�kça görülmektedir. O halde α2 > 0 olabilmesi için gerekli ³art

I > II yani

δ + 1 + c1 + c2 > 2c1q1δ

olmas�d�r. Buradan ise q1 <
δ + 1 + c1 + c2

2c1δ
ifadesi elde edilmi³tir.
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• α0 > 0 durumu için:

Burada, α0 = (δ + 1)c1c2 − c1
R

T
> 0 olmas� isteniyor. Aç�kça yaz�l�rsa

(δ + 1)c1c2︸ ︷︷ ︸+
2c1c2q2Peqδ

Pa︸ ︷︷ ︸
> 0 > 0

oldu§u görülmektedir. Dolay�s�yla α0 > 0 oldu§u a³ikard�r bu yüzden herhangi bir

³art koymaya gerek görmüyoruz.

• α2α1 − α3α0 > 0 durumu için:

Burada, α3 = 1 oldu§u ve ayr�ca α2 > 0, α0 > 0 olduklar� bilinmektedir. O

halde α2α1 − α0 > 0 ifadesini gerçekleyebilmek için, önce α1 > 0 sonras�nda

da α2α1 > α0 durumlar�n�n gerçeklenmesini sa§lay�c� ³artlar koymal�y�z. α1 > 0

olma durumunu göz önüne alal�m. Burada

α1 = (δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 + c2
W

T
− R

T
> 0

yani

(δ + 1)(c1 + c2) + c1c2︸ ︷︷ ︸− 2c1c2q1δ︸ ︷︷ ︸+
2c2q2Peqδ

Pa︸ ︷︷ ︸ > 0

I II III

olmas�n� istiyoruz. Burada dikkat edilirse I > 0, II > 0 ve III > 0 durumu söz

konusudur. O halde α1 > 0 gerçeklenmesi için I + III > II olmal�d�r. Bu ise

ancak

Pa(δ + 1)(c1 + c2) + c1c2Pa + 2c2q2Peqδ > 2c1c2q1δPa

ifadesinin sa§lanmas� ile mümkündür. α2α1 > α0 durumunun gereklerini incele-

yecek olursak
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(δ+ 1 + c1 + c2− 2c1q1δ)

(
(δ + 1)(c1 + c2) + c1c2 − 2c1c2q1δ +

2c2q2Peqδ

Pa

)
> (δ+

1)c1c2 +
2c1c2q2Peqδ

Pa

ifadesinin gerçeklenmesi gerekti§ini görürüz.

Bu da kararl�l�k teoreminin ispat�n� tamamlar. �

3.1.2 MA modeli için kararl�l�k analizi

Ça§�nalp taraf�ndan 2005 y�l�nda "Nonlinear price evolution" ba³l�kl� bir makale

yay�nlanm�³t�r [3]. Bu makale daha önceden çal�³�lm�³ olan "Asset �ow and

momentum" ba³l�kl� makalede yer alan [4] ve hisse senedi �yatlar�na tahmin

veren modeli yeni bir perspektif ile yorumlam�³t�r. Ça§�nalp bu çal�³mada a³�r�

talep fonksiyonu kullan�larak elde edilen �yat de§i³im denkleminin, arz ve talep

fonksiyonlar� hakk�nda daha fazla bilgi içeren bir piyasada yetersiz kalabilece§ini

belirtmi³tir. Buna kan�t olarak, ayn� denge noktas�nda kesi³en birden fazla arz

ve talep fonksiyonu gra�§inin bulunabilece§i bilgisini öne sürmü³tür. Böyle bir

durumda hangi gra�§in daha do§ru oldu§unu belirlemek zordur. Bu yüzden

arz ve talep fonksiyonlar�n�n yaln�zca bir P �yat�ndaki de§eri bilgisi yeterli

olmamakta, birinci, ikinci ve daha yüksek mertebeden türevlerin bilinmesiyle

gerçe§e daha yak�n tahminler elde edilebilmektedir yorumu yap�lm�³t�r. Ça§�nalp

bu varsay�mlar� göz önünde bulundurarak hisse senedi �yat�n�n zamana ba§l�

de§i³imini veren yeni bir formül üretmi³ ve bu formülde arz-talep fonksiyonlar�n�n

birinci türevlerine yer vermi³tir.

2011 y�l�na gelindi§inde Merdan ve Ali³en taraf�ndan, hisse senedine �yat tahmini

veren yeni bir model çal�³�lm�³t�r [14]. Asl�nda bu model [4] çal�³mas�nda yer alan

modelin, [3] makalesinde geli³tirilmi³ olan hisse senedinin zamana ba§l� türev

denklemi kullanarak iyile³tirilmi³ halidir. Bu modelleme, bir hisse senedi �yat�n�n

nitel ve nicel davran�³�n�n analizinde, özellikle klasik �nans ve iktisat modellerinin

cevap veremedi§i �nansal piyasalarda olu³an köpüklerin nedenleri, ani hisse senedi

�yat�ndaki ç�k�³ ve ini³lerin sebepleri gibi sorular�n cevaplanmas�nda daha iyi

sonuçlar verebilmi³tir.
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Biz ise bu k�s�mda, daha iyi �yat tahmini yapmas� beklenen bu yeni hisse

senedi �yat tahmin modelinin kararl�l�§�n� inceleyece§iz. Daha önceki kararl�l�k

analizinde bahsetti§imiz kabuller ayn� ³ekilde bu analiz için de geçerlidir. Bunlar:

1. Taylor lineer yakla³�m� kullan�larak tanh(x) ≈ x al�nm�³ ve bunun netice-

sinde

k ' 1

2
(1 + ξ1 + ξ2) (3.49)

denklemi elde edilmi³tir. Burada ξi(t) fonksiyonunun de§er kümesi (−1, 1)

aral�§�ndad�r (i = 1, 2),

2. δ =
1

τ0
olarak al�nm�³t�r,

3. q1, q2, c1, c2, Pa, pozitif birer sabittir

³eklindedir.

[14] çal�³mas�nda elde edilen sistem

1

P

dP

dt
=

c1ξ1 + c2ξ2 − c2q2
Pa(t)− P (t)

Pa(t)

c1q1 −B(1−B)2 cosh2(ξ1 + ξ2)
,

dB

dt
= k(1−B) + (k − 1)B +B(1−B)

1

P

dP

dt
,

dξ1
dt

= c1(
q1
P

dP

dt
− ξ1),

dξ2
dt

= c2(q2
Pa(t)− P (t)

Pa(t)
− ξ2)

(3.50)

³eklindedir. Yeterince küçük x de§erleri için cosh(x) ≈ 1 oldu§undan analizler

s�ras�nda kolayl�k aç�s�ndan bu yakla³�m� kullanaca§�z. Kararl�l�k analizinde

ilk ad�m sistemin denge noktas�n�n bulunmas�d�r. Analizlerimize bu ad�m ile

ba³layal�m. Verilen sistemin denge noktas�n� bulabilmek için sistemdeki her bir

türevi s�f�ra e³itliyoruz. Ancak bu ³ekilde de§i³im sona erer ve denge durumu

meydana gelir.

Peq ∈ R+, Peq ∈ (min[Pa, L],max[Pa, L]) ³art� alt�nda her bir türev s�f�ra

e³itlendi§inde (Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2) format�ndaki denge noktas�

x̂ =

(
Peq, k̂, 0, q2

(Pa − Peq)
Pa

)
(3.51)
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³eklinde elde edilir.

Burada k =
1

2
(1 + ξ1 + ξ2) ve denge durumunda ξ̂1 = 0 ve ξ̂2 = q2

(Pa − Peq)
Pa

oldu§u bilindi§inden, denge durumundaki k̂ fonksiyonu

k̂ =
1

2
(1 + q2

(Pa − Peq)
Pa

) (3.52)

³eklindedir. Fakat i³lem rahatl�§� aç�s�ndan denklemlerde kapal� olarak k̂ ³eklinde

yaz�lacakt�r.

Ayr�ca, c1, c2 ve q1 parametrelerinin denge noktas�n�n ifadesinde yer almad�§�na

dikkat edilmelidir. O halde bu parametreler denge noktas�n�n var olu³unu

etkilememektedirler. Burada bir önceki kararl�l�k analizinde verilmi³ olan sonuçlar

ayn� ³ekilde geçerli oldu§undan tekrar ifade ediyoruz.

Sonuç 3.1.2. (3.50) sistemi için, tüm denge noktalar� a³a§�daki e³itsizlikleri

sa§lamaktad�rlar.

Durum 1 : Pa > Peq > L halinde a³a§�daki e³itsizlikler sa§lanmaktad�r:

a) Pa > Peq > 0, b) 0 < q2 <
Pa

Pa − Peq
.

Durum 2 : L > Peq > Pa halinde a³a§�daki e³itsizlikler sa§lanmaktad�r:

a) Peq > Pa > 0, b) 0 < q2 < −
Pa

Pa − Peq
.

Durum 3 : Pa = Peq = L halinde a³a§�daki ifade sa§lanmaktad�r:

a) ξ̂1 = ξ̂2 = 0.

Bu sonucun ispat� bir önceki kararl�l�k analizinde ayr�nt�l� ³ekilde verilmi³

oldu§undan, burada tekrar etmiyoruz.

Verilen Sonuç (3.1.2) ile birlikte sistemin denge noktalar�n�n sa§lad�§� ifadeler

incelendi. �imdi ise Sonuç'ta bahsedilen Pa > Peq > L, L > Peq > Pa ve Pa =

Peq = L olmak üzere 3 farkl� durum için sistemdeki denge noktalar�n�n kararl�l�§�n�

inceleyelim. (3.50) sisteminin kararl�l�k analizini yaparken takip edilmesi gereken

ad�mlar� bir kez daha tekrar edelim:
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1. Sistemin denge noktas� bulunmal�d�r,

2. Lineer olmayan bu sistem, bulunan denge noktas� civar�nda lineerle³tirilme-

lidir,

3. Sistem lineerle³tirildi§inde elde edilen Jakobiyen matrisi kullan�larak bir

karakteristik polinom bulunmal�d�r,

4. Bulunan karakteristik polinomun kökleri özde§erlerdir, bu özde§erlerin reel

k�s�mlar�n�n i³aretleri incelenmelidir. Bunun için Routh- Hurwitz Teoremi

kullan�lacakt�r,

5. Sistemin kararl� olabilmesi için özde§erlerin reel k�s�mlar�n�n i³aretinin

ne olmas� gerekti§i yorumlanmal� ve bunu sa§lay�c� ³artlar konularak bir

kararl�l�k teoremi in³a edilmelidir.

�³lemlerimiz s�ras�nda ifade rahatl�§� aç�s�ndan ³u e³itlikleri yazmay� uygun

buluyoruz:

T = 2c2Pak̂
2 + 2c1Pak̂

2 − 2c2Pak̂ − 2c1Pak̂ − Peqc2q2 + c1c2Paq1, (3.53)

W = Pa(c1q1 − 2k̂ + 2k̂2), (3.54)

J = 2Pak̂
2c1c2 − 2Pak̂c1c2 − Peqq2c1c2. (3.55)

�imdi ise kararl�l�k teoremini in³a edelim.

Teorem 3.1.2. Verilen kabuller göz önünde bulundurularak (3.50) sistemi

de§erlendirildi§inde, x̂ denge noktas� için bir kararl�l�k bölgesinin varl�§�ndan

bahsedilebilir. Burada Peq ∈ (min[Pa, L],max[Pa, L]) için belirlenen 3 farkl� durum

için incelenmi³tir. Bu durumlar için belirlenen ifadeler gerçeklendi§i taktirde

sistemdeki denge noktalar� kararl�d�r.

Durum 1: Pa > Peq > L olmas� halinde a³a§�daki ³artlar gerçeklenirse sistemdeki

denge noktalar� kararl�d�r:

1. q2 >
(q2(Pa − Peq))2 − P 2

a

2PaPeq
,
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2. c1q1 <
(

1 + q2
Pa − Peq

Pa

)
− 1

2

(
1 + q2

Pa − Peq
Pa

)2

,

3. q2 >
(q2(Pa − Peq))2 − P 2

a

2PaPeq

c1 + c2
c2

+
c1q1Pa
Peq

.

Durum 2: L > Peq > Pa olmas� halinde a³a§�daki ³artlar gerçeklenirse sistemdeki

denge noktalar� kararl�d�r:

1. q2 >
(q2(Pa − Peq))2 − P 2

a

2PaPeq
,

2. c1q1 <
(

1 + q2
Pa − Peq

Pa

)
− 1

2

(
1 + q2

Pa − Peq
Pa

)2

,

3. q2 >
(q2(Pa − Peq))2 − P 2

a

2PaPeq

c1 + c2
c2

+
c1q1Pa
Peq

.

Durum 3: Pa = Peq = L olmas� halinde a³a§�daki ³artlar gerçeklenirse sistemdeki

denge noktalar� kararl�d�r:

1. q2 >
2c1c2Paq1 − c1Pa − c2Pa

2c2Peq

,

2. c1q1 <
1

2
.

�spat 3.1.4. Kararl�l�k teoreminin ispat�na, lineer olmayan (3.50) sistemini

lineerle³tirerek ba³layal�m. Bunun için öncelikle sistemdeki türevleri a³a§�da

verilen fonksiyonlara e³it olarak alal�m, bu bize gösterim kolayl�§� sa§layacakt�r:



dP

dt
= f(P,B, ξ1, ξ2)

dB

dt
= g(P,B, ξ1, ξ2)

dξ1
dt

= h(P,B, ξ1, ξ2)

dξ2
dt

= k(P,B, ξ1, ξ2)

(3.56)
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(Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2) ifadesi denge noktas� ise

f(Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2) = g(Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2) = h(Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2)

= k(Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2) = 0 (3.57)

e³itliklerinin varl�§� oldukça aç�kt�r. Verilen f(P,B, ξ1, ξ2), g(P,B, ξ1, ξ2), h(P,B, ξ1, ξ2),

k(P,B, ξ1, ξ2) ifadelerinin (Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2) denge noktas� civar�ndaki Taylor seri

aç�l�mlar�n�n yap�lm�³ ve bunun sonras�nda sistemdeki yüksek mertebeden terim-

leri temsil eden O(...) ifadesi ihmal edilmi³tir. Bu k�s�mlar bir önceki kararl�l�k

analizinde daha ayr�nt�l� gösterilmi³tir. J Jakobiyen matris olmak üzere

J =


fP fB fξ1 fξ2

gP gB gξ1 gξ2

hP hB hξ1 hξ2

kP kB kξ1 kξ2

 (3.58)

³eklindedir. Sonuç olarak lineer olmayan (3.50) sistemi
f

g

h

k

 =


fP fB fξ1 fξ2

gP gB gξ1 gξ2

hP hB hξ1 hξ2

kP kB kξ1 kξ2



P − Peq
B − B̂
ξ1 − ξ̂1
ξ2 − ξ̂2

 (3.59)

lineer sistemine indirgenir. Buna da lineerle³tirilmi³ sistem ad� verilir. Elde

edilen bu lineer sistemin kararl�l�k analizi için J Jakobiyen matrisinin özde§erleri

incelenmelidir. Biliyoruz ki

1. Özde§erlerinin tümünün reel k�sm� negatifse, sistem kararl�d�r.

2. Özde§erlerden en az birinin reel k�sm� pozitif ise, sistem karars�zd�r.

3. Özde§erlerden en az birinin reel k�sm� s�f�ra e³itse, marjinal durum söz

konusudur.
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Sistemin özde§erlerini bulabilmek için

|J − λI| = 0 (3.60)

denklemini kullanaca§�z. Bu denklem yard�m�yla kökleri özde§erler olan ka-

rakteristik polinom elde edilmi³tir. Maple 13 program� kullan�larak bulunan J

matrisinin karakteristik polinomu ³u ³ekilde ³ekildedir:

λ(1 + λ)[(Pac1q1 − 2Pak̂ + 2Pak̂
2)λ2

+ (2c2Pak̂
2 + 2c1Pak̂

2 − 2c2Pak̂ − 2c1Pak̂ − Peqc2q2 + c1c2Paq1)λ

+ 2Pak̂
2c1c2 − 2Pak̂c1c2 − Peqq2c1c2] = 0

Burada λ1 = 0 ve λ2 = −1 oldu§u görülmektedir. Özde§erlerden birinin s�f�ra

e³it olmas� burada kararl�l�§� bozmayacakt�r. Bu yaln�zca çekicili§in ve dolayl�

olarak asimptotik kararl�l�§�n olmad�§�na i³arettir fakat e§er di§er özde§erlerin reel

k�s�mlar�n�n negatif oldu§unu garanti edersek Lyapunov anlam�nda kararl�l�ktan

bahsedebiliriz. O halde geriye kalan iki özde§eri bulal�m.

Bulunan karakteristik polinomda i³lem kolayl�§� aç�s�ndan λ2 ifadesinin katsay�s�

1 olacak ³ekilde polinom yeniden düzenlenmi³tir.

α2 = 1, (3.61)

α1 =
2c2Pak̂

2 + 2c1Pak̂
2 − 2c2Pak̂ − 2c1Pak̂ − Peqc2q2 + c1c2Paq1

Pa(c1q1 − 2k̂ + 2k̂2)
, (3.62)

α0 =
2Pak̂

2c1c2 − 2Pak̂c1c2 − Peqq2c1c2
Pa(c1q1 − 2k̂ + 2k̂2)

(3.63)

olarak al�nmak üzere, karakteristik polinom:

λ(1 + λ)(α2λ
2 + α1λ+ α0) = 0 (3.64)

yani

λ(1 + λ)[λ2 +
2c2Pak̂

2 + 2c1Pak̂
2 − 2c2Pak̂ − 2c1Pak̂ − Peqc2q2 + c1c2Paq1

Pa(c1q1 − 2k̂ + 2k̂2)
λ

+
2Pak̂

2c1c2 − 2Pak̂c1c2 − Peqq2c1c2
Pa(c1q1 − 2k̂ + 2k̂2)

] = 0
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³eklindedir. Kararl�l�k incelemesi için bu karakteristik polinomun köklerinin yani

özde§erlerin reel k�s�mlar�n�n i³aretlerini analiz etmeliyiz. Fakat katsay�lar göz

önüne al�nd�§�nda, bu karakteristik polinomun köklerinin aç�k ³ekilde bulunma-

s�n�n kolay olmad�§� görülmektedir. O halde burada da daha önceki kararl�l�k

analizinde uygulam�³ oldu§umuz Routh-Hurwitz Kriterini kullanal�m. Çünkü

bu kriter sayesinde özde§erlerin tamam�n�n bulunmas� gibi uzun i³lemlerden

kaç�narak, özde§erlerin yaln�zca reel k�s�mlar�n�n i³aretleri hakk�nda bilgi sahibi

olmam�z mümkündür.

T = 2c2Pak̂
2 + 2c1Pak̂

2 − 2c2Pak̂ − 2c1Pak̂ − Peqc2q2 + c1c2Paq1, (3.65)

W = Pa(c1q1 − 2k̂ + 2k̂2), (3.66)

J = 2Pak̂
2c1c2 − 2Pak̂c1c2 − Peqq2c1c2 (3.67)

e³itliklerini i³lem kolayl�§� olmas� için tan�mlam�³t�k. Ayr�ca denge durumunda

k̂ =
1

2
(1 + q2

(Pa − Peq)
Pa

) (3.68)

oldu§u bilinmektedir. Bunlar göz önünde bulundurulacak ³ekilde

λ(1 + λ)(α2λ
2 + α1λ+ α0) = 0

karakteristik polinomuna Routh-Hurwitz Kriterini uygulayal�m. Polinomun kat-

say�lar� Routh tablosuna yerle³tirildi§inde

λ2

λ1

λ0

∣∣∣∣∣∣∣∣
α2

α1

α0

α0

0

0

(3.69)

³eklinde bir tablo elde edilmektedir. Routh-Hurwitz Kriterinin tan�m�nda daha

önce bahsetti§imiz gibi, polinomun tüm köklerinin negatif reel k�sma sahip

olabilmesi yani sistemin kararl� olabilmesi için, orta sütundaki elemanlar aras�nda

i³aret de§i³imi ya³anmamal�d�r. α2 = 1 > 0 oldu§undan dolay� sistemin kararl�

olabilmesi için
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i) α0 > 0,

ii) α1 > 0

³artlar�n�n sa§lanmal�d�r. �imdi bu ³artlar� ve hangi durumlarda gerçeklenebile-

ceklerini inceleyelim. Peq ∈ (min[Pa, L],max[Pa, L]) oldu§u bilindi§inden 3 farkl�

durum için analizler yap�lacakt�r.

Durum 1 : Pa > Peq > L iken

• α0 > 0 durumu için:

α0 > 0 yani

α0 =
J

W
=

2Pak̂
2c1c2 − 2Pak̂c1c2 − Peqq2c1c2
Pa(c1q1 − 2k̂ + 2k̂2)

> 0

olmas� halini inceleyelim. Bu halin gerçeklenmesi için iki ihtimal vard�r. Bunlar

1. J > 0,W > 0 veya

2. J < 0,W < 0

³eklindedir. Öncelikle ilk ihtimali de§erlendirelim.J > 0 ve W > 0 ifadelerini

analiz edersek J > 0 ise

2Pak̂
2 − 2Pak̂ − Peqq2 > 0

olmal�d�r. Bu ise

q2 <
2Pak̂(k̂ − 1)

Peq

ifadesini gerektirir. Ve buradan

q2 <
(q2(Pa − Peq))2 − P 2

a

2PaPeq

ifadesine ula³�l�r. Payda bulunan (q2(Pa − Peq))2 − P 2
a ifadesi Pa > Peq > L ve

Sonuç (3.1.2)'in Durum 1 (b) ³�kk� gere§ince negatiftir. Paydada bulunan 2PaPeq

ifadesinin pozitif oldu§unu ise ba³ta verilen kabuller sayesinde biliyoruz. O halde

ifadenin tamam� negatiftir yani

(q2(Pa − Peq))2 − P 2
a

2PaPeq
< 0
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³eklindedir. Ba³ta verilen kabullerden q2 > 0 oldu§u bilinmektedir. O halde

q2 <
(q2(Pa − Peq))2 − P 2

a

2PaPeq

ifadesi çeli³ki arz etmektedir, yani J > 0 ihtimali söz konusu olamaz. Bu durumda

W > 0 ihtimalini incelemenin de bir anlam� yoktur.

�imdi ise α0 > 0 durumunun mümkün olmas�n� sa§layacak bir di§er ihtimali

inceleyelim. Bu J < 0 ve W < 0 olma durumudur. J < 0 ise 2Pak̂
2 − 2Pak̂ −

Peqq2 < 0 yaz�labilir. Bu ise

q2 >
2Pak̂(k̂ − 1)

Peq

ifadesini gerektirir. Buradan ise

q2 >
(q2(Pa − Peq))2 − P 2

a

2PaPeq

ifadesine ula³�l�r. W < 0 durumu incelendi§inde ise bu durumun gerçeklenmesi

için s�ras�yla, Peq >
Pa(q2 − 1)

q2
³art�n�n ve

c1q1 < 1 +

(
q2(Pa − Peq)

Pa

)
− 1

2

(
q2(Pa − Peq)

Pa

)2

³art�n�n gerçeklenmesi gerekmektedir. Bahsedilen ilk ³art zaten Sonuç (3.1.2)'in

Durum 1 (b) ³�kk�nda verilen ifadenin bir gere§idir. O halde burada sadece ikinci

ifadeyi kararl�l�k ³artlar�na eklemeliyiz. Çünkü ilk ifadenin gerçeklendi§i aç�kt�r.

Böylece J < 0 ve W < 0 olmas� suretiyle α0 > 0 durumu incelendi.

• α1 > 0 durumu için:

α1 > 0 durumunu aç�k ³ekilde

α1 =
T

W
=

2c2Pak̂
2 + 2c1Pak̂

2 − 2c2Pak̂ − 2c1Pak̂ − Peqc2q2 + c1c2Paq1

Pa(c1q1 − 2k̂ + 2k̂2)
> 0

olarak ifade edelim.
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α1 > 0 durumunun gerçeklenmesi için iki ihtimal vard�r. Bunlar

1. T > 0,W > 0 veya

2. T < 0,W < 0

olma durumlar�d�r. Burada ilk ihtimali incelemeye gerek duymuyoruz çünkü

α0 > 0 durumu incelenirken Pa > Peq > L için J > 0 ifadesinde çeli³ki

elde edilmi³ti. Bu ise birlikte incelenmesi gereken J > 0, W > 0 ihtimalinin

gerçeklenemeyece§ine yani dolayl� olarak W > 0 da olamayaca§�na i³arettir. Hala

incelemelerimiz Pa > Peq > L ko³ulu alt�nda sürmektedir. Bu ko³ul alt�nda α0 > 0

ve α1 > 0 ifadelerinin ayn� anda gerçeklenmesi istendi§inden, α0 > 0 durumu

için dolayl� olarak W > 0 gerçeklenememekte ise o halde W > 0 ifadesi α1 > 0

durumu için de gerçeklenmeyecektir. Yani ilk ihtimal olan T > 0, W > 0 olma

durumu geçersizdir.

Di§er ihtimali inceleyelim T < 0, W < 0 ele al�ns�n. T < 0 ifadesini aç�k halde

2c2Pak̂
2 + 2c1Pak̂

2 − 2c2Pak̂ − 2c1Pak̂ − Peqc2q2 + c1c2Paq1 < 0

³eklinde yazabiliriz. Bu ise

q2 >
2Pak̂(k̂ − 1)

Peq

c1 + c2
c2

+
c1q1Pa
Peq

ifadesini gerektirir. Buradan da

q2 >
(q2(Pa − Peq))2 − P 2

a

2PaPeq

c1 + c2
c2

+
c1q1Pa
Peq

ifadesi elde edilir. W < 0 ifadesi incelendi§inde ise, bu durumun gerçeklenmesi

için s�ras�yla

Peq >
Pa(q2 − 1)

q2

ve

c1q1 < 1 +

(
q2(Pa − Peq)

Pa

)
− 1

2

(
q2(Pa − Peq)

Pa

)2

³art� gerçeklenmelidir. �lk ³art�n do§rulu§u Sonuç (3.1.2)'in Durum 1 (b) ³�kk�nda

verilen ifade dolay�s�yla aç�kt�r. O halde burada yaln�zca ikinci ifade kararl�l�k
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³artlar� aras�na yaz�lmal�d�r.

Durum 2 : L > Peq > Pa iken

• α0 > 0 durumu için:

α0 > 0 yani

α0 =
J

W
=

2Pak̂
2c1c2 − 2Pak̂c1c2 − Peqq2c1c2
Pa(c1q1 − 2k̂ + 2k̂2)

> 0

olmas�n� istiyoruz. Bunun gerçeklenmesi için incelenmesi gereken ihtimaller

³öyledir:

1. J > 0,W > 0 veya

2. J < 0,W < 0

³eklindedir. Bu ihtimallerin analizleri benzer ³ekilde bir önceki durum için de

yap�ld�§�ndan burada daha k�sa ³ekilde ifade edilecektir. Öncelikle ilk ihtimali

de§erlendirelim. J > 0 ve W > 0 ifadelerini analiz edersek J > 0 ifadesinin

sa§lanmas� için

q2 <
(q2(Pa − Peq))2 − P 2

a

2PaPeq

e³itsizli§i gerçeklenmelidir. Paydadaki (q2(Pa − Peq))2 − P 2
a ifadesi L > Peq > Pa

olma hali ve Sonuç (3.1.2)'in Durum 2 (b) ³�kk� gere§ince negatiftir. Kabuller

sayesinde 2PaPeq ifadesinin pozitif oldu§unu biliyoruz. Sonuç olarak tamam�

negatiftir yani
(q2(Pa − Peq))2 − P 2

a

2PaPeq
< 0

³eklindedir. q2 > 0 oldu§u bilindi§inden

q2 <
(q2(Pa − Peq))2 − P 2

a

2PaPeq

ifadesi çeli³ki arz etmektedir, yani J > 0 ihtimali mümkün de§ildir. Bu durumda

W > 0 ihtimalini incelemeye gerek yoktur. �imdi ise α0 > 0 için di§er ihtimali

inceleyelim. Bu J < 0 ve W < 0 olma durumudur. J < 0 ifadesi

q2 >
(q2(Pa − Peq))2 − P 2

a

2PaPeq
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e³itsizli§ini gerektirmektedir. W < 0 durumu incelendi§inde ise

c1q1 < 1 +

(
q2(Pa − Peq)

Pa

)
− 1

2

(
q2(Pa − Peq)

Pa

)2

³art�n�n gerçeklenmesi gerekti§i görülür.

• α1 > 0 durumu için:

Bu durumun incelenmesinde bir önceki ko³ul olan Durum 1 Pa > Peq > L

³art�ndaki α1 > 0 analizi aynen geçerlidir. Yani, α1 > 0 olabilmesi için s�ras�yla

q2 >
(q2(Pa − Peq))2 − P 2

a

2PaPeq

c1 + c2
c2

+
c1q1Pa
Peq

ve

c1q1 < 1 +

(
q2(Pa − Peq)

Pa

)
− 1

2

(
q2(Pa − Peq)

Pa

)2

³artlar�n�n gerçeklenmesi gerekti§i görülmektedir.

Durum 3 : Peq = Pa = L iken

Denge durumundaki k̂ fonksiyonunun

k̂ =
1

2
(1 + q2

(Pa − Peq)
Pa

)

³eklinde ifade edildi§i biliniyor. Bu ³art alt�nda ise k̂ fonksiyonu

k̂ =
1

2

olarak i³leme al�nacakt�r.

• α0 > 0 durumu için:

α0 > 0 ³art� aç�k yaz�lacak olursa

α0 =
J

W
=

2Pak̂
2c1c2 − 2Pak̂c1c2 − Peqq2c1c2
Pa(c1q1 − 2k̂ + 2k̂2)

³eklindedir.
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Bu ise ancak iki ihtimalde gerçeklenebilir:

1. J > 0,W > 0 veya

2. J < 0,W < 0

�lk ihtimali gözönüne al�rsak, J > 0 olmas� için

2Pak̂
2 − 2Pak̂ − Peqq2 > 0

olmas� gerekmektedir. k̂ =
1

2
e³itli§i göz önüne al�nd�§�nda

1

2
Pa + Peqq2 < 0

ifadesi elde edilmektedir. Fakat ba³ta verilen kabullerde Pa, Peq ve q2 ifadeleri po-

zitif olup, bu bir çeli³ki arz etmektedir. O halde W > 0 ihtimalini de§erlendirmeye

gerek yoktur.

�imdi ise ikinci ihtimal olan J < 0,W < 0 durumunu inceleyelim. J < 0 ³art�

için yukar�da bahsedilen durumdan farkl� olarak

1

2
Pa + Peqq2 > 0

olmas� gerekmektedir. Ba³ta verilen kabuller do§rultusunda bu ifade zaten a³ikar-

d�r. W < 0 ³art� incelendi§inde ise

c1q1 <
1

2

ifadesinin gerçeklenmesi gerekti§i sonucuna ula³�l�r.

• α1 > 0 durumu için:

α1 =
T

W
=

2c2Pak̂
2 + 2c1Pak̂

2 − 2c2Pak̂ − 2c1Pak̂ − Peqc2q2 + c1c2Paq1

Pa(c1q1 − 2k̂ + 2k̂2)
> 0

olmas�n� istiyoruz. Bunun için 2 ihtimal oldu§unu önceki k�s�mlarda söylemi³tik.
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Bunlar

1. T > 0,W > 0 veya

2. T < 0,W < 0

³eklindedir. α0 > 0 durumu incelenirken Peq = Pa = L için J > 0 ifadesinde

çeli³ki elde edilmi³ti. Bu ise birlikte sa§lanmas� gereken J > 0, W > 0

ihtimalinin gerçeklenemeyece§ini, yani dolayl� olarak W > 0 ifadesinin de

mümkün olamayaca§�n� gösteriyor. Peq = Pa = L durumu için α0 > 0 ve

α1 > 0 ifadelerinin birlikte gerçeklenmesi isteniyor. Burada α0 > 0 durumu

için dolayl� olarak gerçeklenemeyen W > 0 ko³ulu α1 > 0 durumu için de

gerçeklenmeyecektir. Yani T > 0, W > 0 ³eklindeki ilk ihtimal mümkün

olamayacakt�r.

�kinci ihtimali ele alacak olursak T < 0 ³art� için

q2 >
2c1c2Paq1 − c1Pa − c2Pa

2c2Peq

ifadesi gerçeklenmelidir. W < 0 ³art� için ise yine

c1q1 <
1

2

ifadesinin gerçeklenmesine ihtiyaç vard�r.

Böylelikle kararl�l�k teoremi ispatlanm�³t�r.�
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4. NÜMER�K ÇALI�MALAR

3. Bölümde (3.2) ve (3.50) sistemlerinin kararl�l�k analizlerini yapt�k. Bu bölümde

Wolfram Mathematica program� yard�m�yla her bir sistem için denge ve kararl�l�k

bölgeleri çizilecek ve yorumlanacakt�r.

4.1 Tek Yat�r�mc� Grup �çeren Sistemler için Nü-

merik Simülasyonlar

4.1.1 CB modelinin nümerik simülasyonu

3. Bölümün ilk k�sm�nda, [4] makalesinde çal�³�lm�³ olan (3.2) sisteminin kararl�l�§�

analiz edildi. Bu analizler s�ras�nda, tamam� pozitif olan (δ, c1, c2, q1, q2, Pa)

parametrelerini kullan�ld�. Bu parametrelerden c1, c2 ve q1'in denge noktas�n�n

varl�§�na etkileri olmad�§� gözlemlendi. Denge noktas�n�n varl�§�na etkisi olmayan

bu parametreler, ayn� zamanda denge bölgesinin çizimi s�ras�nda da rol oynama-

yacakt�r. Bunu çizimler s�ras�nda daha ayr�nt�l� verece§iz.

Kararl�l�k analizinde verdi§imiz Sonuç (3.1.1) ile sistemde varolan tüm denge

noktalar� taraf�ndan gerçeklenen e³itsizliklerden bahsettik. Bu e³itsizlikler sis-

temde bulunan tüm denge noktalar�nca gerçekleniyorsa, bize sistemdeki denge

noktalar�n�n bulunma ihtimali olan bölgeyi de çizdirecektir. Biz bu bölgeyi

"Denge Bölgesi" olarak adland�raca§�z. E§er ifadeyi tersten aç�klayacak olursak;

sistemde hiç bir denge noktas� yoktur ki denge bölgesinin içinde yer almas�n.
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Denge noktalar�n�n varl�§�ndan ve bulunduklar� bölgeden bahsettikten sonra, bu

denge noktalar�n�n hangi ³artlar alt�nda kararl� oldu§unu inceledik. Kararl�l�k

Teoremi (3.1.1) ile, varolan denge noktalar�n�n ne zaman kararl� olabilece§ini

ara³t�rd�k ve kararl�l�k durumunun gerçeklenebilmesi için bir tak�m e³itsizliklerin

sa§lanmas� gerekti§ini söyledik. Bu e³itsizliklerin herbiri kararl�l�k için konulmu³

³artlard�r ve bize kararl� denge noktalar�n�n bulunabilece§i bölgenin çiziminde

yard�mc� olacakt�r. Biz bu bölgeye "Kararl�l�k Bölgesi" diyece§iz. Yine denile-

bilir ki, sistemde kararl� hiç bir denge noktas� yoktur ki kararl� bölge içinde yer

almas�n.

Burada dikkat edilmesi gereken ayr�nt�lardan biri de; denge noktalar�n�n varl�§�na

etkisi olmayan parametrelerin, varolan denge noktalar�n�n kararl�l�§�n� etkileye-

bildi§i bilgisidir.

Yapaca§�m�z nümerik analiz ve de§erlendirmeler, t�pk� kararl�l�k teoremlerinde

oldu§u gibi Peq ∈ (min[Pa, L],max[Pa, L]) bilgisi dikkate al�narak 3 farkl� durum

için ele al�nacakt�r: (1) Pa > Peq > L, (2) L > Peq > Pa, (3) Pa = Peq = L.

Burada L = 10 olarak al�nacak ve Pa ise duruma göre 8, 10 ve 12 de§erlerini ala-

cakt�r. Analizler s�ras�nda c1 = 1
10
ve c2 = 1 olarak göz önünde bulundurulacakt�r.

• Durum 1 : 12 = Pa > Peq > L = 10 olmas� hali

Denge Bölgesi Analizi: Peq de§i³keni (10, 12) aral�§�nda key� de§erler almak-

tad�r. (3.2) sistemi incelenmi³ ve sistemin (4.1) formundaki denge noktas�na

ula³�lm�³t�r. Bu denge noktas�

x̂ = (Peq, B̂, ξ̂1, ξ̂2) (4.1)

=

(
Peq, q2

Pa − Peq
2Pa

+
1

2
, 0, q2

Pa − Peq
Pa

)
(4.2)

³eklindedir ve Peq, q2 ve Pa ifadelerini içermektedir. Bu durum için Pa = 12 olarak

al�nm�³t�r. O halde denge noktalar�n�n bulunabilece§i bölge anlam�na gelen denge

bölgesi, (Peq, q2) ikilisine ba§l� olarak analiz edilecektir.
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Sonuç (3.1.1) Pa > Peq > L durumu (b) ³�kk�nda

q2 <
Pa

Pa − Peq

ifadesinden bahsedilmi³ti. Parametreler için atad�§�m�z özel de§erler yerine

yaz�ld�§�nda a³a§�da verilen e³itsizlik elde edilmi³tir

q2 <
12

12− Peq
.

Bu e³itsizlik göz önüne al�narak, (Peq, q2) düzleminde denge bölgesi a³a§�daki

³ekilde bulunmu³tur.

�ekil 4.1: L = 10 ve Pa = 12 olarak al�nd�§�nda 12 = Pa > Peq > L = 10 durumu
için (Peq, q2) düzleminde elde edilen denge bölgesi

Çizilen kesik çizgili bölge denge bölgesi olup, 12 = Pa > Peq > L = 10 durumu

için elde edilen tüm denge noktalar�n� içerir. Yani (3.2) sisteminin hiçbir denge

noktas� çizilen bölgenin d�³�nda bulunamaz.
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Kararl�l�k Bölgesi Analizi: 3. Bölümde ayr�nt�l� olarak inceledi§imiz gibi, [4]

çal�³mas�nda ele al�nan (3.2) sistemi lineer olmayan bir sistem olup denge noktas�

civar�nda lineerle³tirilmi³ti. Daha sonra Jakobiyen matris yard�m�yla karakteristik

polinom ³u formda bulundu:

λ(α3λ
3 + α2λ

2 + α1λ+ α0) = 0. (4.3)

Kararl�l�k analizi yapabilmek için, Routh-Hurwitz Kriteri kullan�ld�. Böylelikle

bulunan karakteristik polinomun kökleri olan özde§erlerin reel k�s�mlar�n�n

i³aretleri incelendi. Kararl�l�k teoremi olu³turulurken, özde§erlerin reel k�s�mlar�

negatif olacak ³ekilde, parametrelerce sa§lanmas� gereken e³itsizlikler yaz�ld�.

Tüm bu incelemeler sayesinde (Peq, q2) düzleminde kararl�l�k bölgesi olu³turuldu.

Bu bölgenin meydana gelmesi s�ras�nda q1 parametresi etkin rol oynamaktad�r.

Çizimlerde q1 parametresine s�ras�yla 0.447, 10 ve 14 de§erleri verilmi³tir.

�ekil 4.2: 12 = Pa > Peq > L = 10 durumu için (Peq, q2) düzleminde elde
edilen kararl�l�k bölgesidir. Denge noktalar�n�n kararl� oldu§u alanlar: q1 = 0.447
için (pembe, sar�, mavi), q1 = 10 için (sar�, mavi), q1 = 14 için (mavi) renkli
bölgelerdir.
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Kararl�l�k bölgesinin mümkün olan en geni³ s�n�rlar� �ekil 4.1'de çizilen denge

bölgesinin s�n�r koordinatlar� kadard�r. Çünkü kararl�l�k, denge noktalar� için

söz konusu olan bir özelliktir. O halde denilebilir ki denge noktalar�n�n var

olamayaca§� bir bölgede, kararl� denge noktas� da var olamaz. Bu ise �ekil 4.1

ve �ekil 4.2 bölgelerinin, ³ekil olarak benzerlik gösterme sebebidir. Her kararl�

denge noktas�, denge bölgesinin içinde yer almaktad�r fakat denge bölgesinde yer

alan her denge noktas� kararl� olmak zorunda de§ildir.

Bilindi§i gibi sistemin denge noktas� (4.1) q1 parametresini içermemektedir. Yani

bu parametre denge noktas�n�n var olu³una etki etmemektedir. Fakat, kararl�l�k

teoremindeki (3.1.1) ifadesinde yer almaktad�r. Daha önce de belirtti§imiz gibi,

bu durum q1 parametresinin var olan denge noktalar�n�n kararl�l�§�n� belirlemekte

etkin rol oynad�§�n� göstermektedir. Bu sebeple q1 parametresinin farkl� de§erleri

için kararl�l�k bölgesinin durumu incelenmi³ ve renklerle ayr�m yap�lm�³t�r.

Örne§in, q1 = 10 olarak al�nd�§�nda sar� ve mavi bölgede bulunan denge noktalar�

kararl�, pembe bölgede bulunan denge noktalar� ise karars�zd�r.

• Durum 2 : 10 = L > Peq > Pa = 8 olmas� hali

Denge Bölgesi Analizi: Peq de§i³keni bu kez (8, 10) aral�§�nda key� de§erler

almaktad�r. Denge noktalar�n�n varl�§�n� inceleyen Sonuç (3.1.1)'in L > Peq > Pa

durumunun (b) ³�kk�nda

q2 < −
Pa

Pa − Peq
ifadesi verilmi³ olup, de§erler yerine yaz�ld�§�nda

q2 < −
8

8− Peq

e³itsizli§ine ula³�lmaktad�r.
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Bu e³itsizlik yard�m�yla denge bölgesi (Peq, q2) ikilisine ba§l� olarak a³a§�daki gibi

elde edilmi³tir.

�ekil 4.3: L = 10 ve Pa = 8 olarak al�nd�§�nda 10 = L > Peq > Pa = 8 durumu
için (Peq, q2) düzleminde elde edilen denge bölgesi

Kesik çizgili olarak çizilen s�n�rlar, 10 = L > Peq > Pa = 8 durumunda denge

noktalar�n�n bulunabilece§i bölgenin olabilecek en geni³ s�n�rlar�d�r.

Kararl�l�k Bölgesi Analizi: Kararl�l�k bölgesinin bulunmas�nda, bir önceki du-

rum için bahsedilen lineerle³tirme, Jakobiyen matris ve Routh-Hurwitz Kriterinin

kullan�m� ayn� ³ekilde geçerlidir. Kararl�l�k Bölgesi (Peq, q2) düzleminde çizilmi³

olup, q1 parametresinin bu bölgeye etkisini test edebilmek amac�yla s�ras�yla,

q1 = 0.447, 10 ve 14 olarak al�nm�³t�r.
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Böylelikle a³a§�da verilen bölge elde edilmi³tir.

�ekil 4.4: 10 = L > Peq > Pa = 8 durumu için (Peq, q2) düzleminde elde
edilen kararl�l�k bölgesidir. Denge noktalar�n�n kararl� oldu§u alanlar: q1 = 0.447
için (pembe, sar�, mavi), q1 = 10 için (sar�, mavi), q1 = 14 için (mavi) renkli
bölgelerdir.

q1 parametresi kararl�l�k teoreminde (3.1.1) yer almakta oldu§undan kararl�l�§a

olan etkisi verilen de§erler yard�m�yla incelenmi³tir. q1 = 0.447 iken pembe, sar� ve

mavi bölgede yer alan tüm denge noktalar� kararl�d�r. q1 = 10 olarak al�nd�§�nda

ise sar� ve mavi bölgeler kararl� fakat pembe bölge karars�z denge noktalar�ndan

olu³maktad�r. q1 = 14 durumunda ise yaln�zca mavi bölgedeki denge noktalar�

kararl� olup geri kalan bölgelerdeki denge noktalar� karars�zd�r.

• Durum 3 : L = Peq = Pa = 10 olmas� hali

Bu durum için de analizler �³�§�nda ikili düzlemde benzer çizimler yap�labilir.
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4.1.2 MA modelinin nümerik simülasyonu

Ça§�nalp taraf�ndan yap�lan "Nonlinear Price Evolution" ba³l�kl� çal�³madan

daha önce behsetmi³tik [3]. Bu çal�³mada, arz ve talep fonksiyonlar� hakk�nda

daha fazla bilgi içeren piyasalarda, a³�r� talep fonksiyonu kullan�larak elde edilen

�yat tahmin denkleminin yetersiz oldu§u �kri ileri sürülmü³tür. Buna kan�t

olarak da ayn� denge noktas�nda kesi³en birden fazla arz ve talep fonksiyon

gra�§i bulunabilece§i gösterilmi³tir. Bu gra�klerden hangisinin daha do§ru

oldu§unu bulabilmek için arz ve talep fonksiyonlar�n�n birinci, ikinci ve daha

yüksek mertebeden türevleri de bilinmelidir. Bu ihtiyac� kar³�lamak amac�yla

[3] makalesinde yeni bir hisse senedi �yat tahmin denklemi geli³tirilmi³tir.

Daha sonraki y�llarda Merdan ve Ali³en taraf�ndan, [3] çal�³mas�nda yer alan

�yat tahmin denklemi kullan�larak yeni bir hisse senedi �yat tahmin modeli

olu³turulmu³tur [14]. Bu model [4] çal�³mas�nda yer alan modelin iyile³tirilmi³

halidir.

3. bölümde bu modelin kararl�l�k analizini ayr�nt�l� ³ekilde incelemi³tik. Burada

ise özel nümerik de§erler yard�m�yla denge ve kararl�l�k bölgelerinin çizimini

yapaca§�z.

• Durum 1 : 12 = Pa > Peq > L = 10 olmas� hali

Denge Bölgesi Analizi: Denge bölgesinin çizimi s�ras�nda, denge noktalar�n�n

varl�§� hakk�nda bilgi veren, Sonuç (3.1.2) de yer alan ifadeler kullan�lacakt�r.

Sonuç (3.1.2) Durum 1 (b) ³�kk�nda

q2 <
Pa

Pa − Peq

ifadesi yer almaktad�r. De§erler yerine yaz�l�rsa

q2 <
12

12− Peq

ifadesine ula³�l�r. Bu e³itsizlik CB Modeli incelemesinin Durum 1 k�sm�ndaki

denge durumunda da ayn� ³ekilde ifade edilmi³ti.
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O halde çizilen denge bölgesi de ayn� olacakt�r.

�ekil 4.5: 12 = Pa > Peq > L = 10 durumu için (Peq, q2) ikilisi için elde edilen
denge bölgesi

Kararl�l�k Bölgesi Analizi: [3] çal�³mas�n� referans alarak elde edilen MA

modeli için kararl�l�k analizlerini 3. bölümde ayr�nt�l� ³ekilde vermi³tik. Bu

analizleri yaparken öncelikle lineer olmayan (3.50) sistemi denge noktas� civa-

r�nda lineerle³tirilmi³tir. Sonras�nda Jakobiyen matrisi yard�m�yla karakteristik

polinom a³a§�daki formuyla elde edilmi³tir

λ(1 + λ)(α2λ
2 + α1λ+ α0) = 0. (4.4)

Routh-Hurwitz Kriteri kullan�larak bu karakteristik polinomun kökleri olan

özde§erlerin reel k�s�mlar�n�n i³aretleri incelenmi³tir. S�f�ra e³it olan özde§er

d�³�ndaki özde§erlerin reel k�s�mlar�n�n negatif olabilmesi için parametrelerin baz�

e³itsizlikleri sa§lamas� gerekti§i görülmü³ ve bu ³ekilde kararl�l�k teoremi (3.1.2)

in³a edilmi³tir.
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Burada ise 3. Bölümde verilmi³ olan kararl�l�k teoreminin ³artlar� ve ifadeleri

kullan�larak (Peq, q2) ikilisi için kararl�l�k bölgesi olu³turulacakt�r.

�ekil 4.6: 12 = Pa > Peq > L = 10 durumu için (Peq, q2) düzleminde elde edilen
kararl�l�k bölgesidir. Sistemde var olan denge noktalar�n�n kararl� oldu§u bölgeler;
q1 = 0.447 için (ye³il, turunu, sar�), q1 = 3 için (turuncu, sar�), q1 = 4.9 için (sar�)
³eklindedir.

q1 parametresinin denge noktalar�n�n varl�§�na etkisi yokken, var olan denge

noktalar�n�n kararl�l�§�n� etkiledi§ini daha önceki kararl� bölge çizimlerinde söyle-

mi³tik. Burada da ayn� durum söz konusudur. Çünkü denge noktalar�n�n varl�§�n�

inceleyen Sonuç (3.1.2)'de bahsedilen ifadelerde q1 parametresi yer almamakta

fakat modelin kararl�l�k teoremi (3.1.2) içerisindeki ifadelerde q1 parametresine

rastlanmaktad�r. Bu sebeple kararl�l�k bölgesi çizilirken q1 parametresinin etkisini

ölçmek amac�yla s�ras�yla q1 = 0.447, 3 ve 4.9 de§erleri verilmi³ ve her bir de§er

için çizilen kararl�l�k bölgesi yukar�da verilen ³ekilde olu³turulmu³tur.

Kararl�l�k bölgesi çizimi ile ilgili yeteri kadar durum inceledik. Bu yüzden

Durum 2 (10 = L > Peq > Pa = 8) ve Durum 3 (L = Peq = Pa = 10) için de

benzer çizimler söz konusu oldu§undan, bu çizimleri vermeye gerek duymuyoruz.
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4.1.3 Kar³�la³t�rma

MA modeli, CB modelinin geli³tirilmi³ halidir. �ayet piyasa verilerinden arz ve

talebin türevleri bulunabilirse bu modelin daha iyi tahminler yapt�§� dü³ünülmek-

tedir. O halde bu model daha kesin bir kararl�l�k bölgesine sahip olmal�d�r. Bu

�kir �³�§�nda modeller aras�nda bir kar³�la³t�rma yapmak istiyoruz. Bu sebeple

kararl�l�k bölgeleri çizdirilirken her iki model için de ayn� parametrelere ayn�

de§erler verildi. 12 = Pa > Peq > L = 10 durumu için a³a§�da verilen çizim

elde edilmi³tir.

�ekil 4.7: q1 = 0.447 de§eri için iki farkl� model için çizilen kararl�l�k bölgesidir.
Altta yer alan pembe renkli bölge (CB) modeline, üstte yer alan ye³il bölge (MA)
modeline aittir.

Görüldü§ü üzere MA modeli, CB modeline göre daha dar bir kararl�l�k bölgesine

sahiptir.
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5. SONUÇ

Finansal piyasalardaki hisse senedi �yatlar�n�n matematiksel modellemesi 1990'l�

y�llarda yap�lmaya ba³lanm�³t�r. Bu tez çal�³mas�n�n ilk bölümünde, tek bir

yat�r�mc� grup içeren ve kapal� bir sistem için geli³tirilmi³ bir model olan [4]

çal�³mas�n�n kararl�l�k analizi yap�ld�. Piyasalardaki hisse senedine �yat tahmini

yapan bir matematiksel modelin kararl�l�k analizi yap�l�rken as�l amaç, sistem den-

geye ula³t�ktan sonra sistem içerisinde kararl� bir bölgenin varl�§�n� ara³t�rmakt�r.

Kararl� bir bölgenin varl�§� ancak o bölgede bulunan denge noktalar�n�n kararl�

olmas�yla mümkündür. Bu bilgiler �³�§�nda [4] çal�³mas�nda yer alan matematiksel

model incelendi. �ncelemeler s�ras�ndaki hesaplama k�s�mlar�nda Maple program�

kullan�ld�.

Öncelikle sistemin denge durumu göz önüne al�nd� ve denge noktas� bulundu. Bu

denge noktas� parametre ve de§i³kenlerden olu³maktad�r. Parametrelere verilen

her bir de§er ve de§i³kenler için belirlenen her bir aral�k için farkl� bir denge

noktas� elde edilebilir yani sistemin sonsuz adette denge noktas� vard�r. Bizim elde

etti§imiz yani parametre ve de§i³kenlerden olu³an denge noktas� genel bir formdur

ve sistemde bir e§riyi temsil etmektedir. Kararl�l�k analizi yaparken öncelikle

[4] çal�³mas�ndaki lineer olmayan sistemi denge noktas� civar�nda lineerle³tirildi.

Lineerle³tirme sürecinin ³artlar� yerine getirildikten sonra elde edilen Jakobiyen

matrisinin özde§erlerinin reel k�s�mlar� Routh-Hurwitz Kriteri yard�m�yla analiz

edildi. Bu analizler sonucunda ilk olarak s�f�ra e³it olan bir özde§er tespit

edildi. Bu, sistemin asimptotik kararl� bir denge noktas�na sahip olamayaca§�n�n

kan�t�d�r. Fakat di§er özde§erlerin reel k�s�mlar�n�n negatif olmas� ko³uluyla,

sistemdeki denge noktalar� için Lyapunov anlam�nda kararl�l�k ihtimali vard�r.
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Bunu tespit etmek amac�yla di§er özde§erler için ayr�nt�l� analizler yap�ld� ve

bu özde§erlerin tümünün reel k�s�mlar�n� negatif yapacak ³artlar belirlendi.

Reel k�s�mlar�n negatif olmas� için sa§lanmas� gereken ³artlar�n tümü kararl�l�k

teoremi olarak verildi. Böylece, teorem ³artlar� gerçeklendi§inde sistemdeki denge

noktalar� Lyapunov anlam�nda kararl�d�r denilebilir. Bu ise sistemde kararl� bir

bölgenin var oldu§u anlam�na gelmektedir.

Kararl� bölgenin varl�§� teorik olarak ispatland�ktan sonra, nümerik simülasyonlar

k�sm�nda bu bölge çizdirildi. Çizimler s�ras�nda ilk olarak sistemdeki denge

noktalar�n�n bulundu§u denge bölgesi, ard�ndan da parametrelere özel de§erler

verilerek sistemin kararl�l�k bölgesi çizdirildi. Bu çizimler için Wolfram Mathema-

tica program� kullan�lm�³t�r.

Tez çal�³mas�n�n ikinci k�sm�nda [14] çal�³mas�nda yer alan matematiksel modelin

kararl�l�k analizi yap�ld�. Bu model, sistemde arz ve talep fonksiyonlar� hakk�nda

daha fazla bilgiye sahip olundu§unda hisse senedine daha iyi �yat tahmini

yap�labilmektedir. Özellikle arz ve talebin türevinin piyasa verilerinden tahmin

edilmesi durumunda hisse senedi �yat�na önceki modellerin verdi§i tahminden

daha iyi bir tahmin yap�labilmektedir.

Modelin kararl�l�k analizi s�ras�nda bir önceki analizde uygulanan yöntemler ayn�

³ekilde bu modele de uyguland� ve tüm bunlar neticesinde bir kararl�l�k teoremi

elde edildi. Nümerik simülasyonlar k�sm�nda, denge noktalar�n�n sa§lad�§� e³itsiz-

likler göz önünde bulundurularak bir denge bölgesi çizdirildi ve ard�ndan kararl�l�k

teoremindeki ifadeler kullan�larak ve parametrelere özel de§erler verilerek bir

kararl�l�k bölgesi çizdirildi.

Analizlerin ard�ndan yap�lan nümerik simülasyonlar k�sm�nda bir kararl�l�k

bölgesinin çizdirilebiliyor olmas�, bu sistemler için en az�ndan bir adet kararl�

bölgenin var oldu§u anlam�na gelmektedir.

Tezin ilk bölümünde incelenen [4] modeli için bir kararl�l�k bölgesi çizilebilmi³

olup sistem için en az�ndan bir tane kararl� bölge oldu§u gösterilmi³tir. [8]

çal�³mas�nda bu sistem topolojik olarak incelenmi³ ve yap�sal olarak karars�z

oldu§u söylenmi³tir. Biz ise yapt�§�m�z analitik incelemeler sonucunda bu sistem
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için kararl� bir bölgenin var oldu§unu gösterdik.

Son olarak, [14] çal�³mas�nda yer alan model ile [4] çal�³mas�nda incelenen model

nümerik olarak kar³�la³t�r�ld�. Her iki model için de ayn� nümerik de§erler kulla-

n�larak belli bir q1 de§eri için kararl�l�k bölgeleri bölgeleri çizdirilip k�yasland�.
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A. Terim Sözlü§ü

Türkçe terim �ngilizce Terim

kararl�l�k stability

opsiyon option

kapal� sistem conserved system

a³�r� talep fonksiyonu excess demand function

denge noktas� equilibrium point

çekici attracting

itici repelling

global çekici global attracting

izole olmayan denge noktas� non-isolated �xed point

denge bölgesi equilibrium region

kararl�l�k bölgesi stability region

asimptotik kararl� asymptotic stable

yap�sal olarak karars�z structurally unstable
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