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ABSTRACT
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S�MGE L�STES�

Bu çal�³mada kullan�lan semboller aç�klamalar�yla birlikte a³a§�da verilmi³tir.

Simgeler Aç�klama

R Reel say�lar cümlesi

P{X = a} X rastgele de§i³keni için a olay�n�n olma olas�l�§�

pX|Y (x|y) X rastgele de§i³keninin ko³ullu olas�l�k kütle fonksiyonu

µ = E(X) X rastgele de§i³keninin beklenen de§eri

E(X|Y = y) X rastgele de§i³keninin ko³ullu beklenen de§eri

σ2 = V ar(X) X rastgele de§i³keninin varyans�

Cov(X, Y ) X ve Y rastgele de§i³keninin kovaryans�

ρ = Corr(X, Y ) X ve Y rastgele de§i³kenleri aras�ndaki korelasyon katsay�s�

X ∼ B(n, p) Binom da§�l�m� gösteren X rastgele de§i³keni

X ∼ N(µ, σ2) Normal da§�l�m gösteren X rastgele de§i³keni

σ2
d(at) Demogra�k varyans

σ2
e(at) Çevresel varyans

τ (at) Demogra�k kovaryans

T Gecikme terimi
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1. G�R��

Popülasyon dinami§inin matematiksel modellenmesi, uygulamal� matemati§in

önemli alanlar�ndan birisi olup, ilk model Thomas Malthus taraf�ndan 1798'de

geli³tirilmi³tir. Malthus "An Essay on the Principle of Population" adl� çal�³-

mas�nda, besin kaynaklar� lineer olarak büyürken, insan popülasyonunun üstel

büyüme gösterdi§ini ve bunun sonucunda da besin için rekabetin ortaya ç�kaca§�n�

söylemi³tir. Devam�nda e§er popülasyon sava³, hastal�k ve k�tl�k gibi felaketlerle

kontrol alt�nda tutulmazsa, büyük çapta yoksulluklar�n ve sava³lar�n kaç�n�lmaz

son olaca§�n� ileri sürmü³tür. Daha sonra ise François Verhulst taraf�ndan

1838 y�l�nda günümüzde lojistik denklem olarak da adland�r�lan popülasyon

büyüklü§ünün ta³�ma kapasitesi ile s�n�rland�§� popülasyon büyüme modeli

olu³turulmu³tur.

K�saca popülasyonu tan�mlamak gerekirse, popülasyon; ayn� zamanda ve ayn�

alanda (yerde) bulunan, ayn� tür organizmalar�n olu³turdu§u bir topluluk olarak

ifade edilebilir [31]. Popülasyon büyüklü§ündeki ve bile³imindeki de§i³imler,

ayn� türün bireyleri aras�ndaki etkile³imden, farkl� türlerin bireyleri aras�ndaki

etkile³imden ve hastal�k, besin sa§lama gibi çevreyle olan etkile³imden kaynak-

lanmaktad�r. Etkile³imler tek tara��, kooperatif, mutualistik ve e³it biçimlerde

olabilir. Bu de§i³imler do§um-ölüm oran�na ve göç etme-göç alma oran�na göre

ifade edilirler [32].

Popülasyon dinami§i ise, bir ya da daha fazla tür için popülasyon büyüklü§ü

ve yo§unlu§unun zaman içindeki de§i³imleri ile ilgilenen ekolojinin bir dal�

olarak tan�mlanabilir [18]. Popülasyon dinami§inin amac� da; çevresel kuvvetlerin
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etkile³iminden ve do§u³tan gelen rastgelelikten kaynaklanan popülasyondaki de-

§i³imin nas�l ortaya ç�kt�§�n� ve bunun sonuçlar�n� anlamakt�r [31]. Popülasyonlar,

yo§unlu§a ba§l� ve yo§unlu§a ba§l� olmayan faktörler taraf�ndan etkilenirler.

Yo§unlu§a ba§l� olmayan faktörlerde, ölüm ve do§um oranlar� popülasyon

yo§unlu§undan etkilenmezken, yo§unlu§a ba§l� olan faktörler hava olaylar�, do§al

felaketler, besin imkan�, kirlilik vb. içermektedir [32].

Popülasyon dinami§i, kullan�lan modellere göre kesikli zaman modelleri (t =

0, 1, 2, ...) ve sürekli zaman modelleri (t ∈ R) olmak üzere ikiye ayr�l�r. Yine her

biri de kendi içinde deterministik ve stokastik modeller olmak üzere ikiye ayr�l�r.

Bir popülasyonun davran�³�, popülasyonu olu³turan bireylerin davran�³lar�n�n

sonucu oldu§undan, bir popülasyon modeli olu³tururken ilk önce bireylerin

davran�³lar�n�n tan�mlanmas� ve bundan yararlanarak popülasyon modelinin

denkleminin elde edilmesi gerekir [15]. Popülasyon modellerinin olu³turulmas�nda

kullan�lan iki tip denklem vard�r: diferensiyel denklemler ve fark denklemleri.

Diferensiyel denklem modelleri; örne§in balina popülasyonunun modellemesi

gibi ard�³�k nesilleri kesi³en türler için uygunken, fark denklemleri; örne§in

kelebek popülasyonunun modellemesi gibi ard�³�k nesilleri kesi³meyen türler için

uygundur.

Tek türler için deterministik fark denklemleri, popülasyon dinami§inin model-

lenmesinde uzun süredir kullan�lmas�na ra§men rastgeleli§in var olan modellere

nas�l eklenece§i ve modeller üzerindeki etkisi çok az çal�³�lm�³t�r. Bu alandaki

önemli makalelerden biri, Brännström ve Sumpter taraf�ndan yap�lan "Stochastic

analogues of deterministic single-species population models" ba³l�kl� çal�³mad�r

[8]. Brannström ve Sumpter bu çal�³mada, eklenen gürültü teriminin demogra�k

ya da çevresel olma duruma göre çe³itli modellerin maksimum olabilirlik metodu

kullan�larak parametre tahmini, varyans analizi gibi çe³itli kar³�la³t�r�lmalar

yaparak, modellerin uygunlu§unu incelemi³lerdir. Çal�³mam�zda ise, popülasyon

dinami§inde önemli bir yeri olan gecikme terimi, [1] nolu çal�³mada var olan mo-

dellere dahil edilerek daha gerçekçi bir yakla³�m hede�enmi³tir. Elde edilen say�sal

sonuçlar literatürde var olan sonuçlarla kar³�la³t�r�lm�³t�r ve yorumlanm�³t�r.
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Bu tez çal�³mas� 6 bölümden olu³maktad�r. Giri³ k�sm� olan 1. bölümde k�saca

popülasyon dinami§i ve tezin amac�ndan bahsedilmi³tir. 2. bölümde teze haz�rl�k

olmas� aç�s�ndan baz� temel kavramlar verilmi³tir. Brannström ve Sumpter'in

yukar�da bahsedilen çal�³mas� 3. bölümde incelenmi³tir. 4. bölümde popülasyon

dinami§inde önemli bir yeri olan gecikme etkisi ele al�nm�³ ve yukar�da ad� geçen

[8] nolu makaledeki modellere dahil etti§imiz gecikme teriminin etkisinden bah-

sedilmi³tir. 5. bölümde, elde etti§imiz say�sal simülasyonlara ve kar³�la³t�rmalara

yer verilmi³tir. Son bölüm olan 6. bölüm ise tart�³ma ve sonuç k�sm�d�r.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Baz� Olas�l�k Kavramlar�

2.1.1 Bir Rastgele De§i³kenin Beklenen De§eri ve Ko³ullu

Beklenen De§eri

Tan�m 2.1.1. X kesikli rastgele de§i³keni için, olas�l�k yo§unluk fonksiyonu p(a)

p(a) = P{X = a}

³eklinde tan�mlanm�³t�r [24].

Tan�m 2.1.2. X, p(x) olas�l�k kütle fonksiyonuna sahip, kesikli bir rastgele

de§i³ken olmak üzere X'in beklenen de§eri E[X]

E[X] =
∑

x:p(x)>0

xp(x)

³eklinde tan�mlan�r.

Bir ba³ka deyi³le X'in beklenen de§eri, X rastgele de§i³keninin alabilece§i

muhtemel de§erlerin ortalamas�d�r. Ayr�ca X rastgele de§i³keninin beklenen

de§eri µ ile gösterilmektedir [24].

Özellik 2.1.1. X, Y ≥ 0 veya E[X], E[Y ] <∞ olmak üzere

• E[X + Y ] = E[X] + E[Y ],
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• Herhangi a, b ∈ R için E[aX + b] = aE[X] + b,

• E§er X ≥ Y ise E[X] ≥ E[Y ]'dir [13].

Tan�m 2.1.3. X ve Y kesikli rastgele de§i³kenleri için Y = y verildi§inde X'in

ko³ullu olas�l�k kütle fonksiyonu ∀y için P{Y = y} > 0 sa§layan

pX|Y (x|y) = P{X = x|Y = y} =
p(x, y)

pY (y)

denklemi ile tan�mlanm�³t�r [24].

Buradan hareketle ko³ullu beklenen de§er a³a§�daki ³ekilde tan�mlanm�³t�r.

Tan�m 2.1.4. X ve Y rastgele de§i³kenler olmak üzere Y = y verildi§inde X'in

ko³ullu beklenen de§eri

E[X|Y = y] =
∑
x

xP{X = x|Y = y}

=
∑
x

xpX|Y (x|y)

ile verilir [24].

Özellik 2.1.2. E[X|Y ] = E[X|Y = y] olmak üzere E[X] = E[E[X|Y ]]'dir [24].

2.1.2 Bir Rastgele De§i³kenin Varyans�

Tan�m 2.1.5. X rastgele de§i³keninin beklenen de§eri µ olmak üzere, varyans�

V ar[X] = E[(X − µ)2]

= E[X2]− µ2

= E[X2]− E[X]2

biçiminde tan�mlan�r [24].

Özellik 2.1.3. X rastgele bir de§i³ken olmak üzere herhangi a, b sabiti için

V ar[aX + b] = a2V ar[X]

dir [24].
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Özellik 2.1.4. X ve Y rastgele de§i³kenleri için

V ar[X + Y ] = V ar[X] + V ar[Y ] + 2Cov[X, Y ]

dir.

2.1.3 �ki Rastgele De§i³ken Aras�ndaki Kovaryans ve Ko-

relasyon Katsay�s�

�ki rastgele de§i³ken aras�ndaki kovaryans� vermeden önce iki rastgele de§i³kenin

aralar�nda ba§�ms�z olmas� ³art�n� tan�mlamak gerekirse, e§er Reel Say�lar'�n

herhangi iki A,B alt kümesi için

P{X ∈ A, Y ∈ B} = P{X ∈ A}P{Y ∈ B}

sa§lan�yorsa X, Y rastgele de§i³kenlerine aralar�nda ba§�ms�zd�r denir [24].

Tan�m 2.1.6. X, Y rastgele de§i³kenleri aras�ndaki ili³ki hakk�nda bilgi veren

kovaryans

Cov(X, Y ) = E[XY ]− E[X]E[Y ]

³eklinde tan�mlan�r [24].

E§er X, Y rastgele de§i³kenleri aralar�nda ba§�ms�z ise E[XY ] = E[X]E[Y ]

olaca§�ndan Cov(X, Y ) = 0'd�r.

Özellik 2.1.5. X, Y rastgele de§i³kenler ve a herhangi bir sabit olmak üzere

• Cov(X,Y)=Cov(Y,X),

• Cov(X,X)=Var[X],

• Cov(aX,Y)=aCov(X,Y)

d�r [24]. Ayr�ca iki ba§�ms�z de§i³ken aras�ndaki ili³kinin yönünü ve büyüklü§ünü

belirten korelasyon katsay�s� da a³a§�daki ³ekilde tan�mlanm�³t�r.
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Tan�m 2.1.7. X, Y rastgele de§i³kenleri için korelasyon katsay�s� ρ

ρ = Corr(X, Y ) =
Cov(X, Y )√
V ar[X]V ar[Y ]

ile verilir ve −1 ≤ ρ ≤ 1 dir [24].

2.2 Fark Denklemlerine Genel Bak�³

Popülasyon dinami§inde, diferensiyel denklem modelleri nesiller için sürekli bir

süreç tan�mlar. Dolay�s�yla nesiller aras�nda önceki nesillerden gelmi³ bireyler

olabilir [9]. Bir ba³ka ifade ile ard�³�k nesiller örtü³ebilirler. Fark denklemlerinde

ise popülasyonlar özel, sonlu zaman aral�klar� kullan�larak modellenir. Do§ada

ard�³�k nesilleri aras�nda bireyleri tekrar etmeyen bir çok tür vard�r. Yani t-

inci zaman�ndaki nesilde, (t − 1)-inci zamandaki nesilden gelmi³ hiçbir birey

yer almaz. Örne§in kelebeklerin belirli bir ya³am periyodu vard�r. Yeti³kin

kelebekler ilkbahar yada yaz aylar�nda yumurtalar�n� b�rak�rlar ve bir sonraki nesli

olu³turacak olan t�rt�llar olu³madan önce ya³am periyodunu tamamlay�p ölürler.

T�rt�llar, olgunla³mak için gereken uykuda bekleme ve metamorfoz evresini koza

olarak geçirirler. Daha sonra ise kozalardan yeni bir kelebek olarak ortaya ç�karlar.

Böylece bir sonraki nesil olu³mu³ olur.

Bu tip popülasyonlar�n büyümesi kesikli ad�mlarla olur. Dolay�s�yla bu türler

için fark denklemleri kullanmak daha uygundur. Ayr�ca popülasyon türlerine

ba§l� olarak zaman aral�klar� çe³itlilik gösterebilir. Örne§in bu süre, meyve

sine§inin larvadan ç�kmas� için bir gün olurken, bir hücre için bir kaç saat ve

bir bakteri, virüs için daha da az bir süre olabilmektedir. Sonuç olarak (t + 1)-

inci zamandaki Nt+1 popülasyonu, t-inci zamandaki Nt popülasyonunun bir

fonksiyonu olaca§�ndan kar³�l�k gelen fark denklemi ise

Nt+1 = f(Nt) (2.1)

biçiminde ifade edilir.
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�ekil 2.1: Kelebeklerin ya³am döngüsü

Tan�m 2.2.1. f reel de§erli bir fonksiyon olmak üzere k. mertebeden en genel

fark denklemi

f(xt+k, xt+k−1, ..., xt+1, xt, t) = 0, t = 0, 1, ... (2.2)

biçimindedir. E§er f fonksiyonu t'ye ba§l� de§ilse (2.2) denklemi otonom fark

denklemi, e§er t'ye ba§l� ise (2.2) denklemi otonom olmayan fark denklemi

ad�n� al�r [2].

Fark denkleminin en s�k kullan�lan gösterimlerinden birisi de

xt+k + a1xt+k−1 + ...+ ak−1xt+1 + akxt = bt, t = 0, 1, ... (2.3)

biçimindedir. ak 6= 0 oldu§u sürece (2.3) denkleminin mertebesi k'd�r. Genelde

katsay�lar�n reel ve fonksiyonun reel de§erli oldu§u kabul edilir. aj katsay�lar�

j = 1, ..., k için t'nin ve i = t, ..., t + k − 1 için xi'nin bir fonksiyonu olabilirler.

Denklemin sa§ taraf�ndaki bt fonksiyonu ise t'ye ba§l� olabilir.

Tan�m 2.2.2. E§er (2.3) denklemindeki j = 1, ..., k için aj katsay�lar�, sabit

ya da t'ye ba§l� fakat i = t, ..., t+ k − 1 için xi de§i³kenlerine ba§l� de§ilse, (2.3)

denklemine lineer (do§rusal) fark denklemi, aksi halde lineer olmayan fark

denklemi denir. Ayr�ca e§er (2.3) denklemi lineer ve ∀t için bt = 0 ise denklem

homojen, aksi durumda homojen olmayan fark denklemi ad�n� al�r [2].
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Örnek 2.2.1.

xt+1 = atxt + bt2xt−1 + sin(t)

fark denklemi, (t + 1)-inci zamandaki neslin, t-inci ve (t − 1)-inci zamandaki

neslin lineer kombinasyonuyla, t-inci zamandaki sinüs fonksiyonun toplam�n�

göstermektedir. Yukar�daki fark denklemi a, b ∈ R olmak üzere 2. mertebeden bir

lineer fark denklemidir. Ayr�ca hem otonom olmayan hem de homojen olmayan

bir fark denklemidir.

Örnek 2.2.2.

xt+1 = ax2t + bxt−1

ile verilen fark denklemi a, b 6= 0 sabitler olmak üzere, 2. mertebeden, lineer

olmayan ve otonom bir denklemdir.

Örnek 2.2.3. t-inci nesildeki popülasyon büyüklü§ü xt ile gösterilmek üzere kabul

edelim ki popülasyondaki her birey her bir nesilde a tane birey (yavru) üretip daha

sonra ölüyor. Bu taktirde popülasyon

xt+1 = axt (2.4)

denklemi ile modellenir. (2.4) ile verilen fark denklemi, 1. mertebeden lineer ve

homojendir. (2.4) denkleminin çözümü rekürsif olarak bulunabilir.

x1 = ax0, x2 = ax1 = a2x0 (2.5)

³eklinde devam edilirse (2.4) denkleminin genel çözümü xt = atx0 biçiminde olur.

Tan�m 2.2.3. (2.2) fark denkleminin çözümü, t = 0, 1, 2, ... için denklemde

yerine konuldu§unda ifadeyi do§ru yapan xt fonksiyonudur.

E§er (2.4) denkleminde x0 bilinirse çözüm tektir ve atx0 çözümü ba³lang�ç ³art�

x0 verildi§inde t-inci nesildeki popülasyonun davran�³�n� tek bir biçimde belirler.

2.2.1 Literatürde Bilinen Baz� Popülasyon Modelleri

Literatürde üstel büyüme modeli olarak ta adland�r�lan Malthusian modeli, en

basit popülasyonu modelidir. Fakat üstel büyüme modeli, popülasyon büyük-

lü§ünü s�n�rland�rmaz. Popülasyon büyüklü§ünün s�n�rland�§� en çok bilinen
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iki model vard�r. Bunlar Beverton-Holt [7] modeli ve Ricker [22] modelidir.

Bu modeller isimlerini modelleri geli³tiren ve bal�k popülasyonlar� üzerinde

uygulayan ara³t�rmac�lar�ndan al�r. Bu modellerin bir ba³ka elde edili³i [30]

taraf�ndan sunulmu³tur. Burada Ricker ve Beverton-Holt denklemleri, yavrular�n

yeti³kinlerin besini oldu§u varsay�m�ndan elde edilmi³tir [2].

Beverton-Holt modeli a³a§�daki biçimdedir.

Nt+1 = f(Nt) =
λKNt

K + (λ− 1)Nt

, λ > 1, K > 0, N0 > 0

Yukar�daki denklemde K, ta³�ma kapasitesi, r içsel büyüme oran� olmak üzere

λ = er'dir [2].

Ricker modeli ise ³u ³ekildedir:

Nt+1 = Nt exp

[
r

(
1− Nt

K

)]
= f(Nt), r,K > 0

Burada r parametresi içsel büyüme oran� ve K ta³�ma kapasitesidir [2].

2.3 Demogra�k ve Çevresel Rastgelelik

Her popülasyon dinami§i, birbirleriyle e³ zamanl� i³leyen deterministik ve sto-

kastik unsurlara sahiptir. Kendi ta³�ma kapasitesinin alt�ndaki ya da ortalama

popülasyon büyüklü§üne ula³m�³ popülasyonlar artma e§ilimindeyken, kendi

ta³�ma kapasitesinin üstündeki veya negatif art�³ oran�na sahip popülasyonlar

ise azalma e§ilimindedir [19].

Gerçek biyolojiksel modellerle ilgilenen ara³t�rmac�lar bütün klasik modellerde

yer alan ³u varsay�mla kar³� kar³�yad�r: Bir önceki nesildeki popülasyonun

durumuna ba§l� olarak her bir bireyin gelecek nesile katk�s�n�n ba§�ms�z olmas�

varsay�m�d�r. S�kl�kla gözlemlenmi³tir ki çok büyük popülasyonlar bile önemli

ölçüde stokastik dalgalanmalar gösterebilirler [14]. Küçük popülasyonlar için bu

dalgalanmalar bazen, popülasyondaki de§i³imin ve popülasyonun yok olmas�na

neden olman�n ana belirleyicisidir [32]. Bu yüzden deterministik modellere

rastgeleli§i dahil etmek önemlidir. �ster kesikli ister sürekli modeller kullan�ls�n,
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var olan deterministik modellere rastgeleli§i eklemenin bir yolu gürültü (noise)

teriminin eklenmesidir [20].

Popülasyon dinami§inde, verilerde gürültü yani rastgelelik temel olarak üç

biçimde ortaya ç�kmaktad�r. Bunlar demogra�k rastgelelik, çevresel rastgelelik

ve gözlemsel hatalard�r. Rastgeleli§in denklemlere nas�l dahil edilece§i ise model-

lemeyle ilgilidir.

Demogra�k rastgelelik genellikle bireyler aras�nda ba§�ms�z olarak tasarlanm�³

bireysel ölüm ve üreme gibi olaylar�n rastgeleliklerini ifade eder. Herhangi bir

zaman periyodunda popülasyondaki bireyler belirli bir olas�l�kla ya ölürler ya

da hayatta kal�rlar ve bireyler birim zamanda üretilen yavru say�s�n�n olas�l�k

da§�l�m�na sahip olurlar. Demogra�k rastgelelik bireyler aras�nda ba§�ms�z ³ekilde

i³leyece§inden, küçük popülasyonlarda gelecek popülasyon büyüklü§ü demogra�k

rastgelelikten daha güçlü bir ³ekilde etkilenir [19]. Yani demogra�k rastgelelik

daha çok küçük popülasyonlar üzerinde etkilidir. Örne§in so§uk hava ko³ullar�nda

kümele³en b�ld�rc�nlar için grup küçüldükçe so§uk havayla temas eden b�ld�rc�n

yüzeyi artar ve böylece ölüm oran� yükselir [12].

�ekil 2.2: So§uk hava ko³ullar�nda kümele³en b�ld�rc�n grubu
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Popülasyon büyümesi üzerinde bir ba³ka önemli etki de çevresel rastgeleliktir. Bü-

yük popülasyonlardaki stokastik dalgalanmalar genellikle, popülasyonun �ziksel

ve biyolojik çevresindeki stokastik varyasyonlar�n etkisi olarak dü³ünülür. Klasik

modellerde parametreler, modellere farkl� parametre de§erleri veren çevrenin,

farkl� çevresel ko³ullar�n�n bir karakterizasyonu olarak dü³ünülebilir. Buna göre

bu tip bir gürültü, modellerin parametrelerinin bir y�ldan bir sonraki y�la rastgele

olarak de§i³ti§i kabul edilerek modellenebilir. Dolay�s�yla bu varyasyonlardan

kaynaklanan rastgelelik çevresel rastgelelik olarak adland�r�l�r ve büyük popü-

lasyonlar için büyüme oran�ndaki belirsizli§in ana kayna§�d�r [14].

Çevresel rastgelelik, genellikle �ziksel çevreye ba§l� olarak ortaya ç�kan kurakl�k,

f�rt�na, yang�n gibi do§a olaylar� ve ayn� zamanda çevrede ortaya ç�kan hastal�klar

gibi beklenmedik olaylardan kaynaklanan popülasyondaki geçici de§i³imlerdir.

Çevresel rastgeleli§in etkisi hem büyük hem küçük popülasyonlar üzerinde

benzerdir [23]. Bu yüzden çevresel rastgelelik verilen bir bölgedeki popülasyondaki

birey say�s�n�n çoklu§una ra§men popülasyonun birey say�s�n�n azalmas�nda

önemli bir risk olu³turur.

Popülasyon büyüklü§ünün veya yo§unlu§unun tahminindeki gözlemsel hata ise

örnekleme prosedürüne dayanmaktad�r. Tam ve eksiksiz ölçümlerin verildi§i

popülasyonlar için gözlemsel hata ihmal edilebilir. Bu da popülasyon zaman

serilerindeki ölçme ya da gözlemsel hata ile ba³a ç�kmak için gereken karma³�k

istatistiksel yöntemlerden kaç�nmam�za izin vermektedir [19].

Kesikli, deterministik tek türler için 1. mertebeden en basit popülasyon modeli

at+1 = f(at) = atg(at) (2.6)

³eklinde verilebilir. Burada at, t-inci nesildeki popülasyon ve g(at) ise popülas-

yonda birey ba³�na dü³en net üreme oran�d�r.

Gürültü teriminin modele dahil edilebilecek hali ya "toplamsal normal da§�l�ml�

gürültü"

at+1 = f(at) + σεt (2.7)
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ya da "çarp�msal lognormal da§�l�ml� gürültü"

at+1 = f(at) exp

(
σεt −

σ2

2

)
(2.8)

biçimidir [9]. Ayr�ca σ, standart sapma olup, εt ∼ N(0, 1) normal da§�l�ma sahip

rastgele bir de§i³kendir.
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3. TEK TÜRLER �Ç�N

DETERM�N�ST�K POPÜLASYON

MODELLER�NE STOKAST�K

YAKLA�IMLAR

3.1 Stokastik Popülasyon Modellerine Genel Ba-

k�³

Tek türler için popülasyon modeller� genellikle deterministik olmas�na ra§men,

modelleri verilere uyarlama ve türün yok olma olas�l�§�n� tahmin etme gibi bir

çok durumda stokastik popülasyon modelleri kullanmak daha uygundur [9].

Popülasyon modellerinde, popülasyon büyüklü§ünün yeterince büyük olmas�

halinde deterministik formülasyon daha s�k kullan�lmaktad�r. Fakat popülasyon

büyüklü§ü küçük oldu§unda türün belirli zaman sonra yok olma ihtimali

olabilece§i için, popülasyon büyüklü§ündeki çe³itlili§i stokastik formülasyonlarla

modellemek daha gerçekçi olacakt�r [3]. Do§um-ölüm süreci, av-avc� sistemleri,

rekabet sistemleri ve epidemiolojik modeller gibi çe³itli stokastik popülasyon

modelleri Bartlett [6] taraf�ndan detayl� bir ³ekilde ele al�nm�³t�r.
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3.1.1 Neden Stokastik Modeller?

Üreme, hayatta kalma gibi temel olaylar, bireysel seviyede tahmin edilemeyece§i

için popülasyon büyüklü§ünde y�ll�k de§i³meler stokastik olarak ortaya ç�kmakta-

d�r. Deterministik modeller ise, modellerin parametrelerine ba§l� kesin sonuçlara

yol açan ko³ullar�n� belirler ve do§al sistemlerin deterministikten ziyade daha çok

stokastik olmas� muhtemeldir [7]. Deterministik ve stokastik modeller aras�ndaki

önemli farklardan birisi de; deterministik modeller, sonucu mutlak kesinlikle

tahmin ederken, stokastik modeller sonucu kesin tahmin etmez, sonucun tahmini

için olas�l�k verir [3].

3.2 Stokastik Popülasyon Modelleri

Bireyleri kesikli ve nesilleri örtü³meyen At tane bireye sahip bir popülasyon için,

R1, R2, ..., RAt 'ler popülasyondaki bireylerin bir sonraki nesile bireysel katk�lar�

ve Zt ise çe³itli çevresel faktörleri tan�mlayan bir rastgele vektör olsun [4]. Ri'ler,

beklenen de§eri µ(At) ve varyans� σ2(At) olan özde³ da§�l�ml� rastgele de§i³kenler

olmak üzere, genelli§i bozmaks�z�n E[Zt] = 0 olsun. E§er At = at olursa bir

sonraki nesil için beklenen popülasyon

E [At+1|At = at] = E[R1 +R2 + ...+RAt ]

= E[R1] + E[R2] + ...+ E[RAt ]

= atµ(at) (3.1)

olacakt�r. Çevresel ve demogra�k rastgelelikle ba³a ç�kmak için [14] nolu çal�³ma-

dan, Ri = E[Ri] + We + W i
d yaz�labilir. Burada We ve W i

d rastgele de§i³kenleri

için E[We] = 0, E[W i
d] = 0 ve Cov(We,W

i
d) = 0 d�r.

Ri = E[Ri] + (E [Ri|Zt]− E [Ri]) + (Ri − E [Ri|Zt])

olarak yaz�l�rsa
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V ar[At+1] = V ar

[
at∑
i=1

Ri

]

= V ar

[
at∑
i=1

E [Ri] +We +W i
d

]

= V ar

[
at∑
i=1

E [Ri] +
at∑
i=1

We +W i
d

]

= V ar

[
atµ(at) + atWe +

at∑
i=1

W i
d

]

= V ar

[
atWe +

at∑
i=1

W i
d

]

= V ar [atWe] + V ar

[
at∑
i=1

W i
d

]

= a2tV ar[We] + atV ar[W
i
d] + 2

(
at

2

)
Cov(W i

d,W
j
d )

= a2tσ
2
e(at) + atσ

2
d(at) + at(at − 1)τ(at)

= at
(
σ2
d (at)− τ (at)

)
+ a2t

(
σ2
e (at) + τ (at)

)
(3.2)

olur. Burada σ2
d(at) = V ar [W i

d] demogra�k varyans, σ2
e (at) = V ar[We] çevresel

varyans ve τ (at) = cov(W i
d,W

j
d ) demogra�k kovaryanst�r. A³a§�da varyans�n

durumlar�na göre (3.2) denklemi incelenmi³tir.

3.2.1 Demogra�k Varyans

Sabit bir çevrede σ2
e (at) = 0 olaca§�ndan (3.2) denklemi

V ar[At+1] = V ar

[
at∑
i=1

Ri

]
= atσ

2
d(at) + at(at − 1)τ (at) (3.3)

³eklini alacakt�r. 0 < p < 1 olmak üzere kabul edelim ki popülasyondaki her birey,

beklenen de§eri ve varyans� s�ras�yla

E[Ri] = pb ve V ar[Ri] = bp(1− p) (3.4)
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olacak ³ekilde, hayatta kalanlar�n�n say�s� binom da§�l�m� gösteren yavrular

üretsin. Burada b bireyin sahip olabilece§i hayatta kalan maksimum yavru

say�s�d�r. Corr[Ri, Rj] = Cρ
(at−1) al�n�rsa demogra�k kovaryans τ (at) = Cρ

bp(1−p)
at−1

olur. b = g(at)
p

alarak (2.6), (3.3) ve (3.4) denklemlerinden

E[At+1] = f(at) ve V ar[At+1] = Cf(at) (3.5)

elde edilir ve C = (1 − p)(1 + Cρ) olur. Sonuç olarak, varyans bir sonraki neslin

beklenen de§eriyle orant�l�d�r.

3.2.2 Çevresel Varyans

Sabit çevre varsay�m� kald�r�l�rsa ve E[Zt] = 0 ve E[Ri] = g(at) olursa çevresel

varyans

σ2
e (at) = V ar [E [Ri|Zt]− E [Ri]] = V ar [E [Ri|Zt]]

olur. E[Ri|Zt] = (1 + Zt) g(at) ve σ2
e (at) = Cg(at)

2 kabulleri alt�nda demogra�k

varyans σ2
d(at) = 0 ve dolay�s�yla demogra�k kovaryans τ (at) = 0 kabul

edilebilece§inden (3.2) denklemi, C = V ar[Zt] olmak üzere

V ar[At+1] = Cf(at)
2 (3.6)

denklemine dönü³ecektir. Sonuç olarak varyans bir sonraki neslin beklenen

de§erinin karesiyle orant�l� olacakt�r.

Tablo 1

Sembol Stokastik popülasyon modeli Gürültü Referans Denklem

D1 f(at) + s
√
f(at)εt Demg. [8] (3.5)

D2 f(at) exp
(√

s2

f(at)
εt − 1

2
s2

f(at)

)
Demg. [8]

DW f(at) exp
(√

s2

at
εt − 1

2
s2

at

)
Demg. [26]

E1 f(at) + sf(at)εt Çevr. [8] (3.6)

E2 f(at) exp (sεt − s2/2) Çevr. [16], [25] (2.8)

N1 f(at) + sεt Gözlems. [16] (2.7)

T1 bnat exp (−at/n) + s
√
nv (at/n)εt (3.8)
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Tablo 1 test edilen modelleri özetlemektedir. Tablodaki D1 ve E1 modelleri

normal da§�l�ml�, D2 ve E2 modelleri lognormal da§�l�ml� modellerdir. DW ve

N1 modeli ise daha önce literatürde var olan modellerdir. Model DW, sürekli

popülasyon dinamiklerinin difüzyon yakla³�m�ndan gelmekte, N1 modeli ise

varyans�n sabit, popülasyon büyüklü§ünden ba§�ms�z oldu§u normal da§�l�ml�

modeldir ve varyans� popülasyon büyüklü§ünden ba§�ms�z oldu§undan ne çevresel

ne de demogra�k olarak s�n��and�r�lamaz. Fakat gözlemsel hatan�n uygun bir

modeli olarak kabul edilir.

3.3 Modellerin Test Edilmesi

Tablo 1'deki modeller, Sumpter ve Broomhead'in bireysel tabanl� modelinden

[27] elde edilen zaman-serilerine uyarlanm�³t�r. Ad� geçen [27] nolu çal�³mada

kullan�lan bireysel tabanl� modelde At tane birey düzgün da§�l�mla n tane bölgeye

rastgele olarak da§�t�l�r ve üreme her bir bölgede ba§�ms�z bir ³ekilde gerçekle³ir

öyle ki da§�l�mdan sonra (i = 1, 2, ..., n) için i-nci bölgedeki birey say�s� Ci rastgele

de§i³keni ile belirlenirse

φ(Ci) =

{
bmin + Zt , Ci = 1

0 , di§er durumlar
(3.7)

fonksiyonu bir sonraki nesile geçen birey say�s�n� verecektir. Dolay�s�yla

At+1 =
n∑
i=1

φ(Ci)

olacakt�r. Burada Zt ∼ Bin(br, p) çevresel gürültü terimi, rekabet yoklu§unda her

bir bölgede üretilen birey say�s�n� belirleyen bir rastgele de§i³ken, bmin üretilen

minumum say�daki birey say�s� ve p hayatta kalma olas�l�§� olmak üzere her

bir bölgede beklenen birey say�s� b = bmin + pbr ile tan�mlanmaktad�r. Bu

modelde demogra�k gürültü bütünüyle Ci rastgele de§i³keninin da§�l�m�ndan

ortaya ç�kacakt�r.
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�ekil 3.1: Çevresel gürültü terimi yoklu§unda n = 500 ve (a) b = 4, (b) b = 10,
(c) b = 18 iken bireysel tabanl� modelden elde edilen zaman serileri

�ekil 3.1 çevresel gürültü yoklu§unda b'nin farkl� de§erleri için bireysel tabanl�

modelden elde edilen zaman serilerini göstermektedir. b artt�kça popülasyon

dinami§i

• kararl� durumdan (b < 8)

• periyodik duruma (8 < b < 15) ve

• periyodik durumdan kaotik duruma (b > 15)

do§ru bir de§i³im göstermektedir. Johansson ve Sumpter (2003) [17] çevresel

gürültü olmad�§� durumda, modelin popülasyon dinami§ine

At+1 = nΦ(
At
n

) +

√
nv(

At
n

)εt (3.8)

stokastik dinamik sisteminin iyi bir yakla³�m verdi§ini göstermi³tir. Burada

Φ(x) = bx exp(−x) literatürde bilinen Ricker fonksiyonu, εt ∼ N(0, 1) rastgele
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de§i³ken ve v(x)

v(x) = bΦ(x)(1− e−x) + Φ(x)2(1− x) (3.9)

olarak tan�mlanm�³t�r. v(x) fonksiyonu Tablo 1'deki T1 Modelini tan�mlamak

için kullan�lm�³t�r. T1 Modeli, çevresel gürültü yoklu§unda di§er modellerin

performanslar�n�n ölçülebildi§i bir ölçüt ya da kar³�la³t�rma modeli olarak

kullan�lacakt�r.

3.3.1 Demogra�k Gürültü

Tablo 1'deki modellerin herbirinde f(at) = bat exp(−at
n

) al�narak ve bireysel

tabanl� modelde n = 500 için elde edilen veriler kullan�larak maksimum olabilirlik

metoduyla b, n ve s parametreleri tahmin edilir. Verileri üretirken p = 1 al�narak

ortaya ç�kan rastgeleli§in demogra�k olmas� garanti edilmi³ olunur.
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�ekil 3.2: Çevresel rastgelelik yoklu§unda bireysel tabanl� modelde n = 500 iken
elde edilen zaman serilerinde 100-üncü nesilden sonraki 20 neslin kullan�lmas�yla
tahmin edilen b∗ de§eri ile verileri üretmede kullan�lan yavru say�s� (b) aras�ndaki
fark

�ekil 3.2, tahmin edilen b∗ de§erleri ile simülasyonda kullan�lan gerçek b de§erleri

aras�ndaki fark� göstermektedir. �ekil 3.2'ye göre, D1 ve D2 demogra�k modelleri

b 'yi, E1 ve E2 çevresel modellerinden daha iyi tahmin etmektedir. E1 ve E2 mo-

dellerinin e§ilimleri benzerken i³aretleri farkl�d�r. DW modelinin, b > 8 için do§ru

olmayan tahminler verdi§i ve tutarl� bir ³ekilde a³�r� tahminlerde bulundu§u

görülmektedir. T1 modeline en yak�n tahmini N1 modeli vermektedir. Aç�kça
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görülmektedir ki periyodik ve kaotik durumlarda çevresel gürültü yoklu§unda

parametreleri aç�klamada, demogra�k modeller çevresel modellerden daha iyidir.

Tablo 1'deki modeller ayn� deterministik k�sma sahip oldu§undan elde edilen var-

yanslar�, teorik olarak elde edilen nv(at
n

) varyans�yla kar³�la³t�r�labilir. Varyanslar�

kar³�la³t�r�rken de bireysel tabanl� modelde b = 10 ve n = 500 iken elde edilen

veriler ve maksimum olabilirlik metodu kullanarak tahmin edilen parametreler

kullan�l�r.
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�ekil 3.3: Çevresel rastgelelik yoklu§unda Tablo 1'deki modeller için bireysel
tabanl� modelde b = 10, n = 500 al�narak tahmin edilen parametrelerin
kullan�lmas�yla hesaplanan popülasyon büyüklü§ünün fonksiyonu olarak varyans
gra�§i

�ekil 3.3 göstermektedir ki: Model D1 ve D2 varyanslar� benzerdir ve teorik

varyansa en iyi yakla³�md�r. DW modelinin varyans� ise popülasyon büyüklü§ü

azald�kça sonsuza do§ru gitmektedir ve teorik varyansa en kötü yakla³�md�r. Bu

da asl�nda b∗ − b fark�ndaki büyüklükten aç�klanabilir.
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3.3.2 Çevresel Gürültü

Bireysel tabanl� modelde p < 1 al�n�rsa zaman serilerinde çevresel gürültü ortaya

ç�kacakt�r. Sabit bir at popülasyonu için bireysel tabanl� modelde demogra�k

varyans n ile orant�l�yken, çevresel varyans n2 ile orant�l�d�r. Bu yüzden n artt�kça,

çevresel gürültü daha h�zl� artacakt�r. Fakat gecikme etkisi bireylerde ortaya

ç�kaca§�ndan bu k�s�m incelenmeyip, bu tez çal�³mas�nda sadece demogra�k

gürültü k�sm�nda gecikme etkisini dikkate al�nm�³t�r.
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4. GEC�KME ETK�S� ALTINDA

TEK TÜRLER �Ç�N STOKAST�K

POPÜLASYON MODELLER�

Bu bölümdeki amac�m�z, [8] nolu çal�³mada kullan�lan modellere gecikme terimi

ekleyerek, say�sal sonuçlar� elde etmeden önce, teorik olarak gecikme teriminin

etkisini incelemektir. Böylece gecikme etkisiyle daha gerçekçi bir yakla³�m elde

etmek hede�enmektedir.

4.1 Gecikme Etkisi

Gecikme etkisinin dahil edildi§i denklemler ve denklem sistemleri, biyolojik alan-

larda önemli bir konuma sahiptir. Gecikme etkisi içeren modellerin davran�³lar�n�

inceleme; matematiksel biyolojide, t�pta, ekolojide, ekonomide vb. alanlarda

oldukça dikkat çeken bir konu olmu³tur. Son y�llarda bir çok ara³t�rmac�,

biyolojiksel ve �ziksel anlam� olan gecikmeli fark denklemleri ve diferensiyel

denklemleri üzerinde çal�³maktad�r. Biyolojik sistemlerin belirli bir girdi ya da

tepkiye cevab� genellikle hemen olmamakta, biraz gecikmeli olmaktad�r. Örne§in

farmakokinetik modellerde, vucüda verilen ilac�n kana kar�³mas�ndan önce bir

gecikme olabilir [11]. Popülasyon modellerinde ise, bir türün üreme yapabilmesi

için belirli bir süre geçmesi gerekebilir.

Gecikme etkisi verilmedikçe, bir popülasyonda belli bir türün t an�ndaki bütün
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bireylerinin, (t+1) an�ndaki popülasyona katk� yapt�§� kabul edilir. Fakat bu

durum do§adaki her popülasyon için geçerli de§ildir. Çe³itli popülasyonlarda,

bireylerin bir sonraki nesile katk� yapmas� için belirli bir biyolojik (örne§in

cinsel) olgunlu§a eri³mi³ olmalar� veya belirli ³artlar�n olu³mu³ olmas� gerekebilir.

Baz� popülasyonlar� olu³turan bireyler dünyaya geldikleri andan itibaren bir

sonraki nesile katk�da bulunabilirler. Bu tip popülasyonlara örnek olarak baz�

böcekler, kelebekler ve bakteriler verilebilir. Baz� popülasyonlarda ise dünyaya

gelen yeni bir bireyin bir sonraki nesile katk� yapmas� için belirli bir süre geçmesi

gerekir. Bu duruma sürekli zaman modellerinde yani ard�³�k nesilleri kesi³en türler

için balinalar, insanlar örnek verilebilir. Balinalar�n do§um yapacak olgunlu§a

ula³malar� 5-10 y�l sürmektedir. Kesikli zaman modellerinde yani ard�³�k nesilleri

kesi³meyen türler için ise kelebekler, baz� alabal�k türleri, baz� bitki türleri

verilebilir.

Bir türün ya³am öyküsü, gecikme etkisine neden olan d�³sal ve içsel faktörlerin

önemini büyük ölçüde belirleyebilir. Baz� böcek türleri gibi ya³am süresi k�sa olan,

yüksek büyüme oran�na sahip türler için gecikme etkisi bir nesilden fazla sürerken

yani her nesilde ortaya ç�kabilirken, büyük omurgal� hayvanlar gibi ya³am süresi

uzun fakat büyüme oran� dü³ük türler için gecikme etkisi, bireylerin üreme ça§�na

ula³mas� için gereken belirli bir süreden dolay� ço§unlukla bir nesilde ortaya

ç�kmaktad�r [19]. Dolay�s�yla popülasyon modellerinin gerçek ya³am� daha iyi

modelleyebilmeleri için gecikme terimi içermeleri beklenendir.

Buna göre bir sonraki neslin önceki nesillerden etkilendi§ini göstermek için modele

gecikme terimi eklenmelidir. E§er bir nesil, önceki iki nesilden etkileniyorsa bu

taktirde model a³a§�daki ³ekilde ifade edilebilir

xt+1 = f(xt, xt−T ). (4.1)

Yukar�daki denklemde (t− T )-inci nesilin, ³imdiki (t+ 1)-inci nesil üzerine etkisi

gecikme etkisi olarak dü³ünülebilir ve denklemin mertebesi T + 1 dir [2]. Benzer

³ekilde e§er gecikme, olgunla³ma süresi (T ) olarak ifade edilirse, kullan�lacak

gecikmeli fark denklemi yine (4.1) denklemi ile ifade edilebilir [21].
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Dolay�s�yla (2.6) denkleminde gecikme terimi

at+1 = atg(at−T ) = f(at, at−T ) (4.2)

biçiminde al�nm�³t�r.

Örnek 4.1.1.

(1) xt+1 = g(xt)xt ve (2) xt+1 = g(xt−1)xt

fark denklemleri için ilk modelde, ki³i ba³�na dü³en büyüme oran� g, yaln�zca bir

önceki nesile ba§l�yken, ikinci modelde geçmi³teki iki nesile ba§l�d�r, yani T = 1

gecikmesi vard�r [2].

4.2 Bireysel Tabanl� Modelde Gecikme Etkisi

Bir önceki bölümde oldu§u gibi benzer ³ekilde gecikme etkisinden dolay� At
tane bireye sahip popülasyon için Aα (α ≤ t) tanesinin bir sonraki nesile katk�

yapt�§� kabul edilir, R1, R2, ...RAα 'lar popülasyondaki bireylerin bir sonraki nesile

bireysel katk�lar�, Zt çe³itli çevresel faktörleri tan�mlayan bir rastgele vektör olmak

üzere, kabul edelim ki Ri'ler beklenen de§eri µ(Aα) ve varyans� σ2(At) olan özde³

da§�l�ml� rastgele de§i³kenler olsun ve genelli§i bozmaks�z�n yine E[Zt] = 0 olsun.

E§er Aα = aα olursa bir sonraki nesil için beklenen popülasyon de§eri

E [At+1|Aα = aα] = E [R1 +R2 + ...+RAα ] = aαµ(aα) (4.3)

olacakt�r. Benzer biçimde Ri = E[Ri] + We + W i
d yaz�l�r. Burada We ve W i

d

ortalamalar� E[We] = E[W i
d] = 0 ve kovaryanslar� cov(We,W

i
d) = 0 olan rastgele

de§i³kenlerdir.

Ri = E[Ri] + (E[Ri|Zt]− E[Ri]) + (Ri − E[Ri|Zt])

olarak yaz�l�rsa
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V ar[At+1] = V ar

[
aα∑
i=1

Ri

]

= V ar

[
aα∑
i=1

E [Ri] +We +W i
d

]

= V ar

[
aα∑
i=1

E [Ri] +
aα∑
i=1

We +W i
d

]

= V ar

[
aαµ(aα) + aαWe +

aα∑
i=1

W i
d

]

= V ar

[
aαWe +

aα∑
i=1

W i
d

]

= V ar [aαWe] + V ar

[
aα∑
i=1

W i
d

]

= a2αV ar[We] + aαV ar[W
i
d] + 2

(
aα

2

)
Cov(W i

d,W
j
d )

= a2ασ
2
e(aα) + aασ

2
d(aα) + aα(aα − 1)τ(aα)

= aα
(
σ2
d (aα)− τ (aα)

)
+ a2α

(
σ2
e (aα) + τ (aα)

)
(4.4)

olur. Burada σ2
d(aα) = V ar[W i

d] demogra�k varyans, σ2
e (aα) = V ar[We] çevresel

varyans ve τ (aα) = cov(W i
d,W

j
d ) demogra�k kovaryanst�r. A³a§�da (4.4) denklemi

varyans�n durumlar�na göre incelenmi³tir.

4.2.1 Demogra�k Varyans

Benzer ³ekilde sabit bir çevrede σ2
e (aα) = 0 olaca§�ndan (4.4) denklemi

V ar[At+1] = V ar

[
aα∑
i=1

Ri

]
= aασ

2
d(aα) + aα(aα − 1)τ (aα) (4.5)

³eklini alacakt�r. Yine 0 < p < 1 olmak üzere kabul edelim ki popülasyondaki

her birey, beklenen de§eri ve varyans� (3.4) denklemi ile verilen, hayatta kalan

yavrular�n�n say�s� binom da§�l�m� gösteren yavrular üretsin. Burada b bireyin

sahip olabilece§i hayatta kalan maksimum yavru say�s�d�r. Corr[Ri, Rj] = Cρ
(aα−1)
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al�n�rsa demogra�k kovaryans τ (aα) = Cρ
bp(1−p)
aα−1 olur. b = g(at−T )

p
al�narak (4.2),

(4.5) ve (3.4) denklemlerinden ve aα ≤ at olaca§�ndan

E[At+1] = E

[
aα∑
i=1

Ri

]
= E[R1] + E[R2] + ...+ E[Rat ]

= aα · E[Ri]

= aαg(at−T )

≤ at+1

elde edilir. Bu da göstermektedir ki, gecikme etkisinin olmad�§� durum gecikmeli

durum için bir üst s�n�r olacakt�r.

V ar[At+1] = V ar

[
aα∑
i=1

Ri

]

= V ar[R1] + V ar[R2] + ...+ V ar[Raα ] + 2

(
aα

2

)
cov (Ri, Rj)

= aαV ar[Ri] + aα(aα − 1)τ(aα)

= aαbp(1− p) + aα(aα − 1)Cρ
bp(1− p)
aα − 1

= aαg(at−T )(1− p) + aαCρg(at−T )(1− p)

= aαg(at−T )C

= CE[At+1]

≤ Cat+1

elde edilir. Yukar�daki ifadede C = (1− p)(1 +Cρ) 'dur.Sonuç olarak varyans bir

sonraki neslin beklenen de§eriyle orant�l�d�r ve gecikme etkisinin olmad�§� durum

bir üst s�n�rd�r.

4.2.2 Çevresel Varyans

Sabit çevre varsay�m� kald�r�ls�n ve E [Zt] = 0 ve E [Ri] = g (at−T ) olsun.

We = E [Ri|Zt]− E [Ri] oldu§undan çevresel varyans

σ2
e (aα) = V ar [E [Ri|Zt]− E [Ri]] = V ar [E [Ri|Zt]]
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olur. E[Ri|Zt] = (1 + Zt) g(at−T ) ve C = V ar[Zt] olmak üzere

σ2
e (aα) = V ar [E [Ri|Zt]]

= V ar [(1 + Zt) g(at−T )]

= g (at−T )2 V ar [Zt]

= Cg (at−T )2

kabulleri alt�nda demogra�k varyans�n ihmal edilebilir oldu§u varsay�l�rsa σ2
d(aα) =

0 ve dolay�s�yla demogra�k kovaryans τ (aα) = 0 olaca§�ndan (4.5) denklemi

V ar[At+1] = a2ασ
2
e (aα)

= a2αCg (at−T )2

= C (aαg (at−T ))2

≤ Ca2t+1

olur. Sonuç olarak varyans bir sonraki neslin beklenen de§erinin karesiyle orant�l�

olacakt�r.
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5. SAYISAL S�MÜLASYONLAR

VE KAR�ILA�TIRMALAR

Bu bölümdeki amac�m�z, farkl� gecikme etkileri alt�nda Tablo 1'deki modeller için

elde etti§imiz say�sal sonuçlar� birbirleriyle ve gecikme etkisinin olmad�§� durumla

kar³�la³t�rarak, modeller üzerinde gecikme etkisini incelemektir. Do§aya daha

iyi bir yakla³�m veren gecikmeli denklem ile daha gerçekçi sonuçlar elde etmek

hede�enmi³tir. Ayr�ca gecikme etkisi de§i³tikçe sistemin kararl�l�k yap�s�ndaki

de§i³imden de bahsedilmi³tir. Bunun için s�ras�yla %30, %50, %75 gecikme etkisi

alt�nda elde edilen popülasyon zaman serileri, modellerin parametre tahminleri

ve varyanslar�, birbirleriyle ve [8] nolu çal�³mada elde edilen gecikme etkisinin

olmad�§� durumlarla kar³�la³t�r�lm�³t�r. Say�sal sonuçlar elde edilirken Matlab

program� kullan�lm�³t�r. Modellerin parametreleri tahmin etmede kullan�lan

Maksimum Olabilirlik Metodu'nda olabilirlik fonksiyonlar�n� maksimize etmek

için logaritmalar�n�n negati� minimize edilmi³tir. Bunu yaparken de "Nelder-

Mead Simplex" algoritmas�n�n Matlab uyarlamas� olan "fminsearch" kullan�lm�³-

t�r. Maksimum Olabilirlik Metodu ile ilgili detayl� bilgiler "Ekler" bölümünde

verilmi³tir.

Say�sal sonuçlar� elde ederken gecikme terimi, algoritmada popülasyon verilerini

üretme a³amas�nda bireyler üzerinden dikkate al�nm�³t�r. Öyle ki bireysel tabanl�

modelde At tane birey n tane bölgeye düzgün da§�l�rken, her bir bölgede olan

birey say�s�n�n önce %70'ini, daha sonra %50'sini ve son olarak %25'ini alacak

³ekilde düzenlenmi³tir. Yani yüzdeleri al�narak elde edilen birey say�lar� Aα'lar

olacakt�r. Dolay�s�yla gecikme etkisiyle popülasyondaki bütün bireylerin, bir
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sonraki nesile katk� yapamad�§�n� dü³ünülmektedir. Bireylerin verilen gecikme

etkilerinden dolay� yavru üretecek �ziksel veya biyolojik olgunlu§a ula³amad�§�n�

kabul edilmi³tir ve algoritmada bir sonraki popülasyon bir öncekinden etkilenecek

³ekilde düzenlenmi³tir. Elde edilen bu yeni gecikme etkili popülasyon verileri

kullan�larak, önce Maksimum Olabilirlik Metodu ile parametre tahmini daha

sonra ise tahmin edilen parametrelerle modellerin varyans� hesaplanm�³t�r ve bu

say�sal sonuçlar a³a§�da s�ras�yla verilmektedir.
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�ekil 5.1: Çevresel gürültü terimi yoklu§unda %30 gecikme etkisi alt�nda, n = 500
ve (a) b = 4, (b) b = 10, (c) b = 18 iken bireysel tabanl� modelden elde edilen
zaman serileri

�ekil 5.1, %30 gecikme etkisi alt�nda elde edilen popülasyon zaman serileri

göstermektedir. [8] nolu çal�³mada elde edilen ³ekil 3.1 ile k�yasland�§�nda, b = 18

iken kaotik olan durum %30 gecikme etkisi alt�nda periyodik duruma dönü³mekte,

b = 10 için periyodik olan durum kararl� duruma ve b = 4 için kararl� olan durum

ise daha da kararl� bir duruma dönü³mektedir. Yani gecikme etkisi sal�n�ml�§�

azaltmaktad�r ve sistemin kararl�l�k durumunda de§i³ikli§e yol açmaktad�r.
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�ekil 5.2: Çevresel gürültü terimi yoklu§unda %50 gecikme etkisi alt�nda, n = 500
ve (a) b = 4, (b) b = 10, (c) b = 18 iken bireysel tabanl� modelden elde edilen
zaman serileri

�ekil 5.2 göstermektedir ki, %50 gecikme etkisi alt�nda b = 4, 10, 18 için elde

edilen popülasyon verileri, %30 gecikme etkisiyle üretilen popülasyon verilerine

göre daha kararl� durumdad�r. b = 4, 10, 18 de§erleri için elde edilen popülasyon

de§i³im aral�§� daha küçüktür ve az sal�n�ml�l�k göstermektedir. Ayr�ca �ekil

3.1 ile kar³�la³t�r�ld�§�nda ise b = 18 iken kaotik olan durum periyodik duruma

dönü³mü³tür.

�ekil 5.3'te ise %75 gecikme etkisi alt�nda elde edilen popülasyon verileri

gösterilmi³tir. b = 18 için �ekil 3.1'de kaotik olan durum, �ekil 5.2-5.1'de

periyodik duruma dönü³ürken, gecikme etkisi %75'e ç�kt�§�nda kararl� duruma

dönü³mü³tür. Yani gecikme etkisi öyle etkilidir ki, sistemin kararl�l�k yap�s�nda

önemli rol oynamaktad�r. Ayr�ca b = 4 kararl� durumunda elde edilen popülasyon

de§erleri neredeyse sabittir ve 0'a çok yak�nd�r.
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�ekil 5.3: Çevresel gürültü terimi yoklu§unda %75 gecikme etkisi alt�nda, n = 500
ve (a) b = 4, (b) b = 10, (c) b = 18 iken bireysel tabanl� modelden elde edilen
zaman serileri

Bundan sonraki a³amada elde edilen gecikmeli popülasyon verileri kullan�larak,

Maksimum Olabilirlik Metodu'yla parametre tahmini yap�lm�³t�r. Tahmin edilen

b, n, s parametreleri s�ras�yla b∗, n∗, s∗ ile gösterilmi³tir.
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�ekil 5.4: D1-D2-E1-E2 modelleri için farkl� gecikme etkileri alt�nda yavru
say�s�n�n (b) de§erlerine göre elde edilen b∗ − b fark�

�ekil 5.4 ve 5.5'te; D1, D2, E1, E2, DW, N1 ve T1 modellerinin gecikme etkisinin

olmad�§� durum ve farkl� gecikme etkileri için b de§i³tikçe elde edilen b∗ − b

fark� gösterilmektedir. Her bir model için gecikme etkisinin olmad�§� durum ve

farkl� gecikme etkileri bir arada verilmi³tir. Gecikme etkisi artt�kça tahmin edilen

b∗ de§eri azald�§� için b∗ − b fark� artmaktad�r. Bu da gecikme etkisinin daha

gerçekçi bir yakla³�m yakalad�§�n�n göstergesidir. Gecikme etkisi ile tahmin edilen

yavru say�s� (b∗) azalm�³t�r. Yani bir sonraki nesile geçen birey say�s� azalacakt�r

ve do§al olarak tahmin edilen parametrelerde bir azalma söz konusu olacakt�r.

Gecikme etkisi ile elde edilen de§erler gecikme etkisi olmad�§� durumda elde edilen

de§erlerin alt�nda kalacakt�r. Sonuç olarak hiç gecikme etkisi olmad�§� durum bir

üst s�n�r olacakt�r.
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�ekil 5.5: DW-N1-T1 modelleri için farkl� gecikme etkileri alt�nda yavru say�s�n�n
(b) de§erlerine göre elde edilen b∗ − b fark�

Son olarak Tablo 1'deki modellerin farkl� gecikme etkileri alt�nda varyanslar�

kar³�la³t�r�lm�³t�r. Varyanslar hesaplan�rken tahmin edilen b∗, n∗, s∗ parametreleri

kullan�lm�³t�r. Ayr�ca Tablo 1'deki modellerin varyanslar� "Ekler" bölümünde

verilmi³tir.

S�ras�yla �ekil 5.6, 5.7 ve 5.8'e bak�ld�§�nda modellerin varyanslar� gecikme

etkisi artt�kça dü³mektedir. Ve t�pk� �ekil 3.3'teki gibi çevresel olan E1 ve E2

modellerinin varyanslar� daha yüksek ç�kmaktad�r. �ekil 5.8'den görülebilece§i

gibi gecikme etkisi % 75'e ç�kt�§�nda varyans de§erleri birbirine çok yak�n

gelmektedir. Varyans�n azalmas�, istatistiki anlamda de§i³imin ve sapman�n

küçülmesi demektir.
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�ekil 5.6: %30 gecikme etkisi alt�nda b = 10, n = 500 için tahmin edilen
parametrelerin kullan�lmas�yla elde edilen varyans gra�§i
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�ekil 5.7: %50 gecikme etkisi alt�nda b = 10, n = 500 için tahmin edilen
parametrelerin kullan�lmas�yla elde edilen varyans gra�§i
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�ekil 5.8: %75 gecikme etkisi alt�nda b = 10, n = 500 için tahmin edilen
parametrelerin kullan�lmas�yla elde edilen varyans gra�§i
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6. TARTI�MA VE SONUÇ

Brännström ve Sumpter taraf�ndan yap�lan "Stochastic analogues of deterministic

single-species population models" adl� çal�³mada tek türler için deterministik fark

denklemleri kullan�larak olu³turulan çe³itli modellere rastgelelik dahil edilerek,

rastgeleli§in modeller üzerindeki etkisi incelenmi³ti. Rastgeleli§i dahil ederken de,

gürültü terimi kullan�lm�³ ve gürültü teriminin demogra�k ya da çevresel olma

duruma göre modellerin maksimum olabilirlik metodu ile parametre tahmini,

varyans analizi gibi çe³itli kar³�la³t�r�lmalar yap�larak modellerin uygunlu§u

incelemi³ti. Bu tez çal�³mas�nda bir ad�m daha öteye giderek yukar�daki çal�³mada

kullan�lan stokastik popülasyon modellerine popülasyon verilerini (zaman serileri)

üretme a³amas�nda gecikme etkisini dahil ederek benzer say�sal simülasyonlar�

gerçekle³tirdik. Gecikme etkisi ile elde etti§imiz de§erler, [8] nolu çal�³madaki

de§erlerin alt�nda kalarak, bekledi§imiz gibi daha gerçekçi sonuçlar elde edildi.

Yani dü³ündü§ümüz gibi, b∗ belirli bir b de§eri civar�nda tahmin edilirken, gecikme

etkisiyle tahmin edilen de§er anlaml� fark göstermektedir. Çünkü gecikme etkisi

alt�nda parametre tahmini ile elde edilen de§erler ve varyans sonuçlar�, gecikme

etkisinin olmad�§� durumdakilerin alt�nda kalm�³t�r. Dolay�s�yla gecikme etkisinin

olmad�§� durum bizim için bir üst s�n�r olarak kabul edilebilir. Say�sal sonuçlar,

gecikme etkisi dahil edilerek kullan�lan modellerin biyolojik olarak daha gerçekçi

oldu§unu göstermektedir.

Do§ada popülasyonlarda gecikme etkisi s�kl�kla gözlendi§inden, daha gerçekçi

modellerin olu³turulmas� için gecikme etkisinin dikkate al�nmas� gerekmektedir.

Örne§in bireyleri aras�nda gecikme etkisi gösteren ve ekinlere zarar veren

bir böcek türü popülasyonunun matematiksel modellemesini yaparken gecikme
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etkisinin modele dahil edilmesi gerekir. Çünkü bu türle ba³a ç�kmak için belirli

miktarda ilaç, mali kaynak, i³ gücü ve zaman gerekmektedir. Dolay�s�yla gecikme

etkisi dikkate al�narak daha gerçekçi modelleme yap�ld�§�nda, bu türün hangi

zaman aral�klar�nda büyümesinin nas�l davranaca§� kestirilebilir ve bu türle

mücadele etmek için ona göre ilaç, i³ gücü ve zaman gibi maliyetler hesaplanabilir.

Bunun ise daha iyi bir yakla³�m verece§i aç�kt�r. Böylece ekonomik yönden önemli

ölçüde para, i³ gücü ve zaman kayb� önlenmi³ olur.

Gecikme etkisinin kararl�l�k analizinde önemli bir role sahip oldu§u bilinmektedir.

Bu ba§lamda, elde etti§imiz say�sal sonuçlara göre, gecikme etkisi sistemin

kararl�l�k yap�s�nda de§i³ikli§e yol açm�³t�r ve gecikme etkisi artt�kça sistem daha

kararl� hale gelmi³tir.

Bu tez çal�³mas�nda verilen matematiksel model için yap�lan analiz ve simülas-

yonlara ilaveten a³a§�daki aç�k problemler gelecekte çal�³�labilir.

• Modelde at+1 = f(at, at+1, ..., at−T ) al�narak gecikme etkisinin artt�r�lmas�,

böylece modellemenin gerçe§e daha da yak�n hale getirilmesi,

• T parametresinin tahmini: Gecikme terimi parametresi T 'nin istatistiksel

yöntemlerle tahmin edilmesi,

• Modelin sisteme çevrilmesi: Modelde denklem sistemlerine geçilerek (örne-

§in av-avc� modeline benzer) daha kapsaml� modellemelerin yap�lmas�,

• Analitik veya say�sal metotlar ile çözümlerin varl�§�n�n tart�³�lmas�.
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A. Normal ve Lognormal Da§�l�m

• Normal da§�l�m gösteren X rastgele de§i³keninin beklenen de§eri ve var-

yans�

E[X] = µ ve V ar[X] = σ2

olmak üzere olas�l�k yo§unluk fonksiyonu

f(x|µ, σ) =
1√
2πσ

e
−(x−µ)2

2σ2 −∞ < x <∞, −∞ < µ <∞, σ > 0

ile verilir. X ∼ N(µ, σ2) ile gösterilir [10].

• Lognormal da§�l�m ise logaritmas� normal da§�l�m gösteren da§�l�md�r. Y ∼
LN(µ, σ2) lognormal da§�l�m� X rastgele de§i³kenin N ∼ (µ, σ2) normal

da§�l�m gösterdi§i eX 'in da§�l�m�d�r. Lognormal da§�l�m gösteren Y rastgele

de§i³keninin beklenen de§eri ve varyans�

E[Y ] = eµ+(σ
2

2
) ve V ar[Y ] = e2(µ+σ

2) − e2µ+σ2

olmak üzere olas�l�k yo§unluk fonksiyonu

f(y|µ, σ) =
1√

2πσx
e

−(log x−µ)2

2σ2 0 ≤ x <∞, −∞ < µ <∞, σ > 0

ile verilir [10].
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B. Verileri Tahmin Etmede

Kullan�lan Maksimum Olabilirlik

Metodu

Bu bölümün anlat�lmas�nda [1] nolu referanstan yararlan�lm�³t�r.

dX(t) = f(t,X(t); θ)dt+ g(t,X(t); θ)dW (t)

stokastik diferensiyel denklemi için θ ∈ Rm bilinmeyen parametreler vektörü ve

∆t = T/N iken i = 0, 1, ..., N için ti = i∆t düzgün da§�l�ml� zamanlar�na göre

X(t) gözlenen de§erleri

x0, x1, x2, ..., xN

olmak üzere N+1 tane veri verildi§inde θ vektörünü tahmin etmek için kullan�lan

yöntemlerden birisi Maksimum Olabilirlik Metodudur.

p(tk, xk|tk−1, xk−1; θ), θ vektörü verildi§inde (tk, xk)'n�n (tk−1, xk−1)'den ba³layan

olas�l�k geçi³ yo§unlu§u olmak üzere kabul edelim ki ba³lang�ç durumunun

yo§unlu§u p0(x0|θ) olsun. Maksimum olabilirlik tahmininde θ parametresinin

ortak olas�l�§�

D(θ) = p0(x0|θ)
N∏
k=1

p(tk, xk|tk−1, xk−1; θ)

θ ∈ Rm üzerinden maksimize edilir. θ∗, D(θ) 'y� maksimize eden θ parametresini
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göstersin. Fakat

L(θ) = − ln p0(x0|θ)−
N∑
k=1

ln p(tk, xk|tk−1, xk−1; θ)

formundaki L(θ) = − lnD(θ) fonksiyonunu minimize etmek daha uygundur.

θ∗ optimal de§erini bulurken kar³�la³�lan zorluklardan birisi de olas�l�k geçi³

yo§unlu§unun genellikle bilinmemesidir. Fakat yukar�daki stokastik diferensiyel

denkleminde Euler yakla³�m�n� kullanarak yani t = tk−1 noktas�nda X(tk−1) =

xk−1 al�rsak o zaman η ∼ N(0, 1) olmak üzere

X(tk) ≈ xk−1 + f(tk−1, xk−1; θ)∆t+ g(tk−1, xk−1; θ)
√

∆tηk

olur. Buradan da µk = xk−1 + f(tk−1, xk−1; θ)∆t ve σk = g(tk−1, xk−1; θ)
√

∆t

olmak üzere olas�l�k yo§unluk fonksiyonu

p(tk, xk|tk−1, xk−1; θ) ≈
1√

2πσ2
k

exp

(
− (xk − µk)2

2σ2
k

)

³eklinde elde edilir. Buldu§umuz olas�l�k yo§unluk fonksiyonunu L(θ) için verilen

denklemde yerine koyarak fonksiyonu minimize eden θ∗ parametresi bulunur.
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C. Parametreleri Tahmin Etmede

Kullan�lan Olabilirlik Fonksiyonlar�

• D1: at+1 = f(at) + s
√
f(at)εt

L (a1, ..., a20 | b, n, s) =
20∑
t=1

(
1

2
ln
(
2πs2f(at)

)
+

1

2

(at+1 − f(at))
2

s2f(at)

)

• D2: at+1 = f(at) exp
(√

s2

f(at)
εt − 1

2
s2

f(at)

)

L (a1, ..., a20 | b, n, s) =
20∑
t=1

1

2
ln

(
2πs2

f(at)

)
+

1

2

(
log (at+1)− log (f(at)) + 1

2
s2

f(at)

)2
s2

f(at)


• DW: at+1 = f(at) exp

(√
s2

at
εt − 1

2
s2

at

)

L (a1, ..., a20 | b, n, s) =
20∑
t=1

1

2
ln

(
2πs2

at

)
+

1

2

(
log (at+1)− log (f(at)) + 1

2
s2

at

)2
s2

at


• E1: at+1 = f(at) + sf(at)εt

L (a1, ..., a20 | b, n, s) =
20∑
t=1

(
1

2
ln
(
2πs2f(at)

2
)

+
1

2

(at+1 − f(at))
2

s2f(at)2

)

• E2: at+1 = f(at) exp (sεt − s2/2)

L (a1, ..., a20 | b, n, s) =
20∑
t=1

(
1

2
ln
(
2πs2

)
+

1

2

(
log (at+1)− log (f(at)) + 1

2
s2
)2

s2

)
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• N1: at+1 = f(at) + sεt

L (a1, ..., a20 | b, n, s) =
20∑
t=1

(
1

2
ln
(
2πs2

)
+

1

2

(at+1 − f(at))
2

s2

)

• T1: at+1 = nφ(at
n

) +
√
nv(at

n
)εt

L (a1, ..., a20 | b, n) =
20∑
t=1

(
1

2
ln
(

2πnv(
at
n

)
)

+
1

2

(
at+1 − nφ(at

n
)
)2

nv(at
n

)

)
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D. Tablo 1'deki Modellerin

Varyanslar�

• D1: at+1 = f(at) + s
√
f(at)εt

V ar(at+1) = s2f(at)

• D2: at+1 = f(at) exp
(√

s2

f(at)
εt − 1

2
s2

f(at)

)
V ar(at+1) = f(at)

2

(
exp

(
s2

f(at)

)
− 1

)
• DW: at+1 = f(at) exp

(√
s2

at
εt − 1

2
s2

at

)
V ar(at+1) = f(at)

2

(
exp

(
s2

at

)
− 1

)
• E1: at+1 = f(at) + sf(at)εt

V ar(at+1) = s2f(at)
2

• E2: at+1 = f(at) exp (sεt − s2/2)

V ar(at+1) = f(at)
2
(
exp

(
s2
)
− 1
)

• N1: at+1 = f(at) + sεt

V ar(at+1) = s2

• T1: at+1 = nφ(at
n

) +
√
nv(at

n
)εt

V ar(at+1) = bf(at)
(

1− exp(−at
n

)
)

+

(
f(at)

n

)2

(1− at
n

)
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E. Terim Sözlü§ü

Türkçe terim �ngilizce Terim

kesikli discrete

sürekli continuous

lineer linear

üstel exponential

gürültü terimi noise

gecikme delay

gecikme etkisi delay e�ect

rastgelelik stochasticity

kararl�l�k stability

uyarlama �tting

içsel intrinsic

d�³sal extrinsic

yo§unlu§a ba§l� density dependent

yo§unlu§a ba§l� olmayan density independent

rekabet competition

ta³�ma kapasitesi carrying capasity

ard�³�k nesilleri kesi³en overlapping

ard�³�k nesilleri kesi³meyen non-overlapping
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