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Bu doktora tezinde sinir ag1 operatorlerinin yaklasim Ozellikleri tiim yonleriyle ele
alinmigtir. Miihendislikten tipa, finanstan bilgisayar teknolojilerine kadar genis bir
yelpazede uygulama alanina sahip olan yapay sinir aglari, yaklasimlar teorisinde ilk
kez 1989 yilinda Cybenko tarafindan ele alinmig ve daha sonra 1997 yilinda
Cardaliaguet, Euvrard ve Anastassiou tarafindan gelistirilmistir. Sinir ag1 operatorleri
yardimiyla diizgiin siirekli fonksiyonlara tiim reel eksen iizerinde noktasal olarak
yaklagilabilecegi bilinmektedir. Fakat, sinir ag1 operatorlerinin test fonksiyonlarindaki
degerlerini analitik olarak hesaplamak genellikle oldukca gii¢ oldugundan buradaki
yaklasimi elde edebilmek icin klasik Korovkin Teoremi uygulamak da ¢cogu zaman
kullanigh degildir. Tez ¢alismamizda ilk olarak can tipindeki aktivasyon fonksiyonlari
yardimiyla tamimlanan lineer yapidaki sinir ag1 operatorlerini modifiye ederek diizgiin
stirekli fonksiyonlara diizgiin olarak yaklagmasini sagladik. Daha sonra da klasik
yaklagimin gerceklenmedi8i durumlar icin negatif olmayan regiiler toplanabilme
metotlarindan yararlandik. Bilindi8i lizere matematiksel analizde bir toplanabilme
metodu, klasik anlamda yakinsak olmayan bir dizinin (veya bir serinin) yakinsamasini
saglamanin alternatif bir yontemidir. Elde ettigimiz yaklagim sonuglarin1 desteklemek
izere cesitli matematiksel yazilim programlarindan yararlanarak grafiksel gosterimler
elde ettik. Daha sonra calismalarimizi ¢ok degiskenli fonksiyonlar teorisi iizerine
genislettik. Tezin ikinci kisminda ise maksimum-carpim islemleri yardimiyla lineer
olmayan yapidaki sinir ag1 operatorlerini ele aldik. Benzer yaklasim sonuglarinin
lineer olmayan durum i¢in de gegerli oldugunu kanitladik. Literatiirde toplanabilme

teorisi teknikleri yaklagimlar teorisinde siklikla kullanilmis olmasina ragmen sinir agi
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operatorlerinin yaklagiminda bildigimiz kadariyla heniiz bu yonde bir calisma

yapilmamis olmasi tez ¢alismamiza 6zgiinliik katmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Sinir ag1 operatorleri, Can bi¢imli fonksiyonlar, Diizgiin

yakinsaklik, Regiiler toplanabilme metodlari, Stireklilik modiilii.
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In this Ph.D. thesis, the approximation properties of neural network operators are
examined in all aspects. Artificial neural networks, which have a wide range of
applications from engineering to medical and finance to computer technologies, were
first addressed in the approximation theory in 1989 by Cybenko and then developed
by Cardaliaguet, Euvrard and Anastassiou in 1997. It is known that uniform
continuous functions on the whole real axis can be pointwise approximated by means
of neural network operators. However, since it is very difficult to calculate the values
of neural network operators in test functions analytically, the classical Korovkin
Theorem is often not useful. In our thesis, we have firstly modified the neural network
operators having linear structure defined with the help of bell-type activation
functions in order to obtain uniform approximation to uniform continuous functions.
Later, we have used non-negative regular summability methods for situations where
the classical approximation fails. As it is known, a summability method is an
alternative formulation of convergence of a sequence (or a series) which is divergent
in the conventional sense. We have also obtained graphical illustrations by using
various mathematical software programs to support our results. We have also
expanded our work on the theory of multivariable functions. In the second part of the
thesis, we discussed the nonlinear neural network operators with the help of
maximum-product operations. We have showed that similar approximation results are
also valid for the nonlinear case. As far as we know, the approximation by neural

network operators has not been conducted in this direction although the techniques of
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summability theory have been frequently used in the approximation theory, which

gains the originality to our thesis.

Keywords: Neural network operators, Bell-shaped functions, Uniform convergence,

Regular summability methods, Modulus of continuity.
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KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis olan kisaltmalar asagida sunulmustur.

lim : Limit
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sup : Supremum
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1. GIRIS

Yapay sinir aglari, biyolojik sinir sistemlerinden esinlenerek tasarlanmig olan ve
noron adi verilen basit ama birbirleriyle olduk¢a baglantili islemcilerden olusan
hesaplamaya dayali yapilardir. Bu tip yapilar konugsmay1 tanima, goriintii isleme,
kontrol, tahmin, optimizasyon gibi pek ¢ok uygulamada kullanilmaktadir. Ayrica
finans, tip, isletme, veri madenciligi, biyoloji, bilgisayar ve miihendislik alanindaki
gercek diinya uygulamalarinda yerini giinden giine saglamlastirmaktadir. Yapay sinir
aglan ile iligkilerini ortaya koymak i¢in son yillarda sinir ag1 operatorlerinin yaklasim
stirecindeki uygulamalar1 da incelenmigtir. Literatiirde yaklasimlar teorisi ile yapay
sinir aglart arasinda yakin bir bag oldugunu gosteren bircok calisma yapilmisgtir.

Yapay sinir aglar1 ve aktivasyon fonksiyonu adi verilen yardimci araglarla uygun
kosullar altinda herhangi bir siirekli fonksiyonun degerini yaklasik olarak tahmin
etmek miimkiindiir. Bu, basit sinir aglarinin, uygun parametreler verildiginde ¢ok
cesitli fonksiyonlar1 temsil edebilecegi anlamina gelir. Bu nedenle, belirli bir
fonksiyonun degerlerine yaklagsmak i¢in bir sinir ag1 operatorleri ailesi olusturmak
oldukc¢a dogaldir. Bu fikrin ilk versiyonlarindan biri Cybenko tarafindan 1989 yilinda
sigmoidal aktivasyon fonksiyonlar1 yardimiyla tanimlandi (bkz. [1]). Yaklasimlar
teorisindeki terminolojiye dayali olarak ifade edilen sinir ag1 operatorlerinin
matematiksel formiilasyonlari, esas olarak 1997 yilinda Cardaliaguet ve Euvrard [2]
tarafindan baglatilmis ve 1997 yilinda ise Anastassiou [3] tarafindan gelistirilmistir.
Daha sonra literatiirde sinir ag1 operatiirlerinin yaklasimiyla ilgili pek cok calisma
yapilmugstir [4-21]. Literatiirde bilinen mevcut sinir agi operatorleri pozitif ve
lineerdir. Aslinda pozitif lineer operatorler icin genel bir yaklagim teoremi 1950’1
yillarda Korovkin tarafindan verilmistir [22]. Fakat sinir ag1 operatorlerinin Korovkin
Teorisinde gecen test fonksiyonlarindaki degerlerini analitik olarak hesaplamak ¢ogu
zaman oldukc¢a giictii. Bu nedenle Korovkin Teorisi, sinir agi1 operatorleriyle
yaklasimda kullanigh degildir; bunun yerine aktivasyon fonksiyonu gibi farkli bazi
araclara ve yeni ispat tekniklerine ihtiya¢ duyulmaktadir.

Bu doktora tezinde, daha sonra tanimini verecegimiz iizere ¢an tipindeki aktivasyon
fonksiyonlar1 yardimiyla tanimlanmis lineer ve lineer olmayan yapidaki sinir agi
operatorlerinin yaklagimini ¢esitli toplanabilme metotlar1 yardimiyla inceleyecegiz.
Bilindigi iizere, matematiksel analizde bir toplanabilme metodu, bilinen anlamda
yakinsak olmayan bir dizinin (veya bir serinin) yakinsamasini saglamanin alternatif
bir yoludur. Bu nedenle toplanabilme teorisindeki yakinsaklik metotlari, yaklagimlar
teorisinde siklikla kullanilmaktadir. Bu alandaki en onemli ¢alisma 1900’1u yillarin
basinda Fejér tarafindan gelistirilmistir. [23]. Fejér’in sonucuna gore siirekli ve
periyodik bir fonksiyona, Fourier serisi ile her zaman yaklasilamazken onun aritmetik
ortalamasiyla yaklasim miimkiin olabilmektedir. Aslinda buradaki aritmetik ortalama
yakinsaklik kavrami, literatiirde en iyi bilinen ve ilk kez Cesaro tarafindan tanimlanan
bir toplanabilme metodudur. Bu ve diger toplanabilme metotlarinin yaklagimlar



teorisindeki kullanimi ve gestili uygulamalar1 icin okuyucuya [24-34] kaynaklarim
oneriyoruz. Bildigimiz kadariyla sinir ag1 operatorlerinin yaklagiminda toplanabilme
metotlarinin kullanimu ilk kez bu tez calismasinda ele alinacaktir.

Bu doktora tezi bes boliimden olusmaktadir. Ik boliim giris kismina ayrilmastir. Ikinci
boliimde tez boyunca ihtiya¢ duyacagimiz temel tanim ve teoremlere yer verecegiz.
Tezin {iclincii boliimiinde lineer sinir ag1 operatorlerinin yaklasim ozellikleri cesitli
toplanabilme metotlar1 ile gelistirilecektir. Dordiincii boliimde maksimum-¢arpim
islemleri yardimiyla lineer olmayan sinir ag1 operatorlerinin yaklasimi ele alinacaktir.
Hem lineer hem de lineer olmayan durumlar icin 6rnekler insa edilecek ve elde edilen
yaklagimlar cesitli matematiksel yazilim programlar1 yardimiyla grafiksel olarak
gosterilecektir. Tezin son boliimiinde ise bulunan sonuglar ve gelecekte konuyla ilgili
yapilacak calismalar tartisilacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu baglikta, tez calismamiz icin ihtiya¢ duyacagimiz matematiksel altyapi ve tanimlar
ile birlikte daha sonra detaylica inceleyecegimiz sinir ag1 operatorleri sunulacaktir.
Oncelikle sik¢a kullanacagimiz bazi gosterimleri ve tanimlar1 verelim. Reel sayilardan
reel sayilara giden diizgiin siirekli fonksiyonlar uzayini UC(R) ile gosterecegiz; yani

UC(R) :={f:R — R| f diizgiin siirekli}
olacaktir. Yaklagimlar teorisindeki 6nemli kavramlardan biri de siireklilik modiiliidiir.

Tamim 2.1. f: R — R fonksiyonunun siireklilik modiilii, & > 0 olmak iizere

o(f,8) := sup |f(x)=f0)l (2.1)

lx—y|<8
seklinde tammlanir.
(2.1) ifadesi yalmzca diizgiin siirekli fonksiyonlar i¢in iyi tanimli olup bu tanimla
yakindan iligkili bir diger kavram ise Holder siirekli fonksiyonlardir.
Tanmm 2.2. 0 < ¥ < 1 ve K > 0 olmak iizere her x,y € R icin
[f(x) = fFO)] < Klx—y[" (2.2)
esitsizligini saglayan fonksiyonlara Holder siireklidir denir ve Y = 1 o6zel durumunda

bu fonksiyonlara Lipschitz siirekli adi verilir.

Ornegin ey(t) = 1, e1(t) =t, ea(t) = 1> ve k(t) = +/|t] icin ey, e,k € UC(R) fakat
er ¢ UC(R) dir. Ayrica o(eg,8) =0, o(ey,8) = 8, o(k,8) = V'8 ve w(ey,8) = oo
dur. Ustelik e( ve e Lipschitz siirekli; k ise Y= 1/2 ve K = 1 icin Holder siireklidir.

2.1 Tek Degiskenli Lineer Sinir Ag1 Operatorleri

Inceleyecegimiz sinir ag1 operatorlerini vermeden 6nce bu operatorlerin ¢ekirdegini
olusturan 6zel bir fonksiyon ¢esidinden bahsetmemiz gerekmektedir.

Tanmim 2.3. Bir b : R — R fonksiyonu,

e be L'(R) ve [*_b(x)dx #0

* Bira € Rigin (—e0,a) araliginda azalmayan ve [a,) araliginda artmayan

kosullarint sagliyorsa, ¢can bicmindedir denir. Ayrica eger a = 0 ise, b ye merkezi can
bicimli (sekilli) fonksiyon adt verilir.



Herhangi bir ¢an bigmindeki fonksiyon iizerinde iglem yapmak miimkiin olsa da
bundan sonra matematiksel iglemlerde kolaylik saglayabilmek i¢in [—T7, 7| kompakt
destegine sahip, pozitif ve merkezi ¢an bi¢imli b fonksiyonlarini1 dikkate alacagiz.

Ornek 2.1.

i) [—1,1] araliguun karakteristik fonksiyonu Xy

N
—1 1
ve
1+x, —1<x<0
ii) [—1,1] araliginda sapka fonksiyonu b(x) = ¢ 1 —ux, 0<x<1
0, diger yerlerde
1

—1 1

grafiklerinden kolaylikla anlasilacag iizere bu tarz fonksiyonlardir.

Tanim 2.4. b keyfi fakat sabit bir ¢can biciminde fonksiyon ve f : R — R herhangi bir
fonksiyon olmak iizere sinir agi operatorleri

B

(e (=)

ile tamimlanir. Burada 0 < a < 1, x € R ve n € N olarak verilmistir. [2, 3, 7].

Uyari 2.1. (2.3) operatorleri her x € R ve her n € N i¢in tamuml degildir. Yine de
tamumli olduklart yerlerde pozitif ve lineer olmakla birlikte sabit fonksiyonlart korurlar.

Uyar1 2.2. n > max (T + ||, T*$> oldugu siirece H,(f;x) tamumhldir [3, 7].



2.2 Toplanabilme Metotlar1

Sinir ag1 operatdrlerinin yaklasim 6zelliklerini inceledigimizde klasik yakinsamanin
her zaman saglanamadi§1 durumlarla karsilasacagiz. Ozellikle boyle durumlarda (bir
anlamda) yaklasim elde edebilmek i¢in cesitli toplanabilme metotlarina bagvuracagiz.
Tez calismamizin 6ziinde de bu fikir yatmaktadir. Bu yiizden, ihtiya¢c duyacagimiz
toplanabilme kavramlarin1 genel hatlariyla burada verecegiz. Onceligimiz belki de en
cok bilinen yontem olan Cesaro metodu olacaktir.

Tanim 2.5. (x,,) bir say: dizisi olmak iizere

L

1 cedxs
lim = Y x, = lim 22T
J n=1

J—ee J—ee J
olacak sekilde bir L sayisi varsa (x,) dizisi L’ye “Cesaro yakinsaktir "veya agtk¢a
goriildiigii iizere “aritmetik ortalama yakinsaktir "denir [35, 36].
Bu tanima gore asagidaki teorem 1yi bilinmektedir.
Teorem 2.1. Yakinsak her dizi, ayni degere Cesaro yakinsaktir [35, 36].
Fakat bu teoremin tersi her zaman dogru degildir; yani Cesaro yakinsak olan bir dizi
klasik anlamda yakinsamayabilir. Bu durumu asagidaki 6rnekte gérmek miimkiindiir.
Ornek 2.2. (x,) dizisinin genel terimi
2, ntekise
Xn = cp .
0, nciftise

seklinde tanimlansin. Bu durumda (x,,) dizisi klasik anlamda yakinsak degildir. Ancak
kolaylikla goriilecegi iizere

#, j tek ise
1, Jj ciftise

oldugundan, (x,) dizisi 1 sayisina Cesaro yakinsaktir.

Bu metot fonksiyon dizileri i¢in de uygulanabilir.

Ornek 2.3. (B,) fonksiyon dizisinin genel terimi

x+1, n=m’ise
ﬁn(x):{

X, n#m? ise

olsun. Bu durumda (3,(x)) dizisinin klasik anlamda yakinsak olmadig1 agiktir. Buna
ragmen

1 ¢ (x+1) 4+ —[VJi])x j
1 g WD+ G- 1VIDe VT

J n=1 J J
oldugundan (f,(x)) dizisi x fonksiyonuna diizgiin Cesaro yakinsaktir. Burada ||
sembolil taban (asag1 yuvarlama) fonksiyonunu gostermektedir.

—~
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Simdi, calismamizda esas aldigimiz daha genel bir toplanabilme metodu olan matris
metodunu verecegiz.

Tamm 2.6. j,n € Nicin A = [a;,] terimleri reel veya kompleks sonsuz bir matris olsun.
Bu takdirde verilen bir x = (x,) dizisi i¢cin

o) o)

Z ajnXxn serisi her bir j icin yakinsak ve lgn Z AjnXn =L
J (]

olacak gekilde bir L sayisi varsa (x,) dizisi L ye “A-toplanabilirdir”denir. Bu
yakinsama

A—limx =L veya xniL

ile gosterilir [36].

Burada dikkat edilmelidir ki dnce verilen bir x = (x,,) dizisi, sonsuz bir siitun vektorii
olarak diisiiniilerek A matrisi ile carpilir ve Ax = ((Ax) j) sonsuz siitun vektoriine
doniigtiiriiliir; daha sonra da elde edilen Ax doniisiim dizisinin klasik anlamda
yakinsaklig1 incelenir. Matris metotlart pek ¢ok toplanabilme metodunu icermektedir.
Ornegin,

* ] birim matrisi alinirsa /-toplanabilirlik klasik anlamda yakinsaklia indirgenir.

* C = [cjy) Cesaro matrisi segilirse; yani

1)), n=1,2,... jise
Cin = { 0,  diger durumlarda 24

almursa, C-toplanabilirlik Cesaro yakinsakliga doniisiir.

Bir matris yerine matris dizisi alarak da toplanabilme metodu insa etmek miimkiindiir.
Bunlardan belki en 6nemlisi Lorentz tarafindan verilen hemen hemen yakinsaklik
kavramidir [37]. Bu kavram daha sonra Bell tarafindan genellestirilmistir [38]. Fakat
bu calismada tek bir matris ile verilen toplanabilme metotlarina odaklanacagiz.

Simdi regiilerlik kavramini hatirlatalim.

Tamm 2.7. A = [a;,]| bir toplanabilme metodu olmak iizere L sayisina yakinsak
bir x dizisi verildiginde A —limx = L oluyorsa, A metoduna “regiilerdir” denir [39].

Bir toplanabilme metodunun regiiler olmasi, klasik yakinsak dizileri limit degerleri ile
korudugu anlamina gelir. Bu ¢ok 6nemli bir 6zelliktir c¢iinkii klasik yakinsamanin
gerceklesmedigi durumlart iyilestirmek isterken halihazirda yakinsakligin oldugu
durumlart da kapsayabilmemizi saglayacaktir. O yiizden hangi matrislerin regiiler
oldugunu bilmek hayli faydali olacaktir. Bu sebeple regiiler matrisleri karakterize
eden meshur Silverman-Toeplitz teoreminden tez boyunca siklikla istifade edecegiz.



Teorem 2.2. A = [a,| metodunun regiiler olmast igin gerek ve yeter kosul
(i) VneNigin limaj, =0  (her siitun dizisi 0 a yakinsar)
oo

(ii) lim Z aj,=1 (satr toplamlar: 1 e yakinsar)
7 =1

(iii) sup Z lajn| < oo (mutlak satir toplamlary simrlidir)
J n=1

sartlarimin saglanmasidir [35, 36].

Sonuglarimizda negatif olmayan regiiler metotlar1 dikkate alacagiz. Bir metodun
negatif olmamasindan kastimiz ise matrisin tiim terimlerinin negatif olmamasi
anlamindadir. Buna gore Cesaro metodu negatif olmayan regiiler bir metottur.

Ihtiya¢ duyacagimiz bir diger kavram, kuvvetli toplanabilirlik olup tanimi soyledir:

Tamm 2.8. (x,,) bir dizi ve A = [aj,] bir regiiler toplanabilme metodu olmak iizere
li nlxn—L| =0
j 10 ng,l ajn |xn —L|

olacak sekilde bir L sayist varsa (x,) dizisi L ye “A-kuvvetli toplanabilir” denir ve

. A
|A| —limx = L veya x, ‘—>‘ L
ile gosterilir [40].
Bu tanimin neredeyse bir sonucu olarak goriilebilecek ve ilerde kullanacagimiz bir
teoremi hemen verelim.

Teorem 2.3. A = [a,] negatif olmayan regiiler bir toplanabilme metodu olmak iizere

A
Xn ‘—>‘ Lise x, AL dir; yani A-kuvvetli toplanabilen bir dizi ayni degere A-toplanabilir.

Ispat. Ucgen esitsizliginden yararlanirsak,

Zajnxn—L Zajn(xn—L)—f—LZajn—L < Zajn]xn—L]—HL\
n=1 n=1 n=1 n=1

Y ajn—1
n=1
—_———
aj,>0 ve hipotez Teorem 2.2 (ii)

olup j — oo alinarak ispat tamamlanr.

Bu teoremin tersi her zaman dogru degildir. Asagidaki ornekten rahatca goriilecegi
izere negatif olmayan regiiler metotlar i¢in kuvvetli toplayabilme 6zelligi kelimenin
tam manasiyla normal toplanabilme kavramina gore daha kuvvetli bir kavramdir.
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Ornek 2.4. (x,) dizisi

2, ntekise
Xn = ip -
0, nciftise

seklinde tanimlanirsa 1 sayisina Cesaro toplanabildigini biliyoruz. Acaba bu dizi 1
sayisina Cesaro kuvvetli toplanabilir mi diye inceleyelim:

|2—1], jtekise
|xn_1 = g -
0—1|, jgiftise

yani |x, — 1| dizisi sabit 1 dizisi olup lim Z Cjn|xn — 1| =10 oldugundan (x,) dizisi
J _>°°n:1
1’e Cesaro kuvvetli toplanamaz.

Ornek 2.5. (B,) fonksiyon dizisininin genel terimi

x+1, n=m?ise
Bn(x):{

X, n#m? ise

almirsa, x fonksiyonuna (diizgiin) Cesaro yakinsak oldugunu biliyoruz. Bu dizinin x
fonksiyonuna Cesaro kuvvetli yakinsak olup olmadigini inceleyelim:

1, n=m*ise

0, n##m?ise

|Bn(x) — x| = {

j q
olup lim chn|[3n(x) — x| = 1im@ = 0 saglandigindan (B,(x)) dizisi x
I =1

- Jze ]
fonksiyonuna Cesaro kuvvetli yakinsaktir; hatta bu yakinsama R {izerinde diizgiindiir.



3. LINEER SINIR AGI OPERATORLERIYLE YAKLASIM

Bu boliimde onceden tanimladigimiz sinir ag1 operatorlerimizin yaklagim 6zelliklerini
inceleyecegiz. Matematiksel anlamda daha giicli ve esnek sonuglar elde
edebilecegimizi onceden gozlemledigimiz i¢in yeri gelir gelmez operatdrlerimizi
uygun sekilde Once genisletip (modifiye edip) sonra genellestirecegiz.

Simdi b fonksiyonu, T > 0 i¢in [—7,T] kompakt destegine sahip, negatif olmayan,
merkezi ¢an bigimli bir fonksiyon olmak iizere (2.3) ile verilen H,(f;x) sinir ag1

operatorlerini goz Oniine alalim. Uyar1 2.2 den n > max (T + |x], T’é> oldugu siirece

H,(f;x) operatorlerinin iyi tanimli oldugunu biliyoruz (bkz. [3, 7]).

Bu operator dizisine iligkin bilinen yaklasim teoremi agagida verilmektedir.

Teorem 3.1. n > max (T—I— |x|,T_é) olacak gekildeki x € R ve n € N goz oniine
alindiginda, reel sayilar iizerinde tanimli herhangi bir f fonksiyonu icin

T
[Hy(f3%) — f(X)| < o (f’nl_a)
esitsizligi gerceklenir [3, 7].
Siireklilik modiiliiniin bilinen 6zelliklerinden Teorem 3.1 in dogrudan bir sonucu
olarak sunu yazabiliriz:
Sonug 3.1. Her f € UC(R) i¢in, R iizerinde H,(f;x) — f(x) noktasal yakinsar.
Hem operatorlerimizin iyi tanimli olmadig1r durumlari ortadan kaldirmak hem de bu

sonuclart koruyacak sekilde operatorlerimizin tamim kiimesini tiim reel eksene
genigletebiliriz. Bu kiiciik degisikligin cok gii¢clii sonuclarini aninda gozlemleyecegiz.

Tanimm 3.1. x € R ve n € N olmak iizere

Hy(f;x), n>max <T~|— M,T—é) ise

Hy(f5x) = { (3.1)

f(x), diger durumlarda
ile tanimlansin.

Uyan 3.1. H;(f;x) artik her x € R ve her n € N igin iyi tamimlidir. Ayrica hala pozitif
ve lineer olmakla birlikte sabit fonksiyonlart korur.

(3.1) operatorleri ile asagidaki yaklasim sonuclarina ulagsmak miimkiindiir.



Sonucg 3.2. x € R ve n € N keyfi olmak iizere reel sayilar tizerinde tanimli herhangi bir
[ fonksiyonu icin

(70 1) < 0 (Foo (32)
esitsizligi gerceklenir.
Sonug 3.3. Her f € UC(R) i¢in, R iizerinde H,(f) = f diizgiin yaklasum elde edilir.

Bu sonugtan sonra operatorlerimizin daha genel halini verip daha esnek sonuclar elde
edecegiz. Bu amagla 3, : R — R herhangi bir fonksiyon dizisi olmak iizere

Ly(fsx) := Hy (f3Bu(x)) (3.3)

modifiye edilmis operatorleri dikkate alacagiz. Bu operatorlerimizin halen pozitiflik,
lineerlik ve sabit fonksiyonlar1 koruma 6zelliklerini kaybetmedigini gorebiliriz. Artik
(3.3) esitligi ile verilen genel sinir ag1 operatorleri lizerine odaklanacagiz.

Teorem 3.2. R iizerinde B,(x) — x yakinsamasi sirastyla noktasal ve diizgiin ise her
f€UC(R) igin Ly(f;x) — f(x) yakinsamast da sirasiyla noktasal ve diizgiin olur.

Ispat. (3.3) tanumum ve (3.2) esitsizligi kullanarak
L (f3%) = fO)] < [Hy (f3 Ba(x) = f (Ba(x))| 4 1S (Bu(x)) — £ (x)]

<0 (Fmg )+ Bl - 10

yazabiliriz. Burada n — oo icin limit alinarak ispat tamamlanir.

Uyan 3.2. Sayet f sabit bir fonksiyon ise (B,(x)) fonksiyon dizisi yakinsak olmasa
bile L,(f) = f diizgiin yakinsamasu asikardwr ¢iinkii operatorler sabit fonksiyonlart
korumaktadir. Benzer baska fonksiyonlar da vardir. Ornegin

x+1, n=m?ise
ﬁn(x):{

X, n#m? ise
alimirsa (3.3) 'teki operatiorler

Hn(f;x+1), n=m2 ven> 1—|—|x—|—1’ ise

La(f;x) = flx+1), n=m*ven<1+|x+1| ise
T Hy(fx), n#m?ven>1+|x| ise
fx), n#m?ven<1+|x| ise

olup f(x) = cos(2nx) icin

lim L,(f;x) = f(x+1)
n%ozo)
(n=m

ve

lim L,(f:x) = f(x)

n—oo
(n#£m2)

oldugu goriiliir ki bu da 1i_r>n L,(f;x) = f(x) demektir; ¢iinkii f’nin periyodu 1’dir.
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Operatorlerimiz pozitif ve lineer oldugundan yaklagim igin klasik Korovkin
Teoreminin kullanilmasi fikri dogaldir; yani R {izerindeki tim diizgiin siirekli
fonksiyonlara yakinsakliklig1 elde edebilmek i¢in

eo(t) :i=1,e1(t) :=t ve er(t) :==1>

gibi bazi test fonksiyonlarina olan yaklagimini incelemek akla gelebilir. Fakat e; icin
hesaplamalarin zorlagsmasi bir yana e; ¢ UC(R) oldugundan bizim icin bir test
fonksiyonu olamaz. Yine de asagidaki teoremin sonucu bize yalnizca e in yeterli
olacagini gosterecektir.

Teorem 3.3. R iizerinde L,(e1;x) — e|(x) yakinsamast sirasiyla noktasal ve diizgiin
ise Bn(x) — x yakinsamast da sirastyla noktasal ve diizgiin olur.

Ispat. Yine (3.3) tammuni ve (3.2) esitsizligini kullanarak asagidaki adimlart izlersek

|Bn(X)—X| nS Iﬁn(X)— n(er;x)| 4 |Ln(e1;x) — x|
le1 (Bn(x)) — Hy (e1: Ba(x))| + |Ln(e15x) —e1(x)]

<el, ’ )+|L (e1:3) — e1(4)|

T
=+ lLa(ersx) — a1 ()

olup n — oo icin limit alinarak ispat tamamlanir.

Sonug 3.4. R iizerinde L, (e1;x) — e1(x) yakinsamast sirastyla noktasal ve diizgiin ise
her f € UC(R) i¢in L,(f;x) — f(x) yakinsamasi da sirastyla noktasal ve diizgiin olur.

Yukaridaki teoremin karsit tersi (yani kontrapozitifi) bize sunu vermektedir:

“Bn(x) 4 xise L,(f;x) / f(x) olacak sekilde sabit olmayan bir f € UC(R) vardir.”

Akla ilk gelen ornek f = e; olmakla birlikte bagka fonksiyonlar da olabilir. Bu durum
bizi toplanabilme metodu uygulamaya ve asagidaki soruyu sormaya yonlendirmistir.

Soru. f,(x) /4 x olsa bile her f € UC(R) icin (L,(f)) dizisini f fonksiyonuna
toplayabilecek bir metot bulmak miimkiin miidiir?

Yukaridaki soru, bu tez calismasinin temelini teskil etmektedir. Tez siireci boyunca
yaptigimiz tiim arastirmalar ve bu sayfadan sonra elde ettigimiz tiim sonuglar 6ziinde
bu soruya tatmin edici cevaplar verebilmek i¢indir.

3.1 Sinir Ag1 Operatorlerinin Toplanabilmesi

Sinir ag1 operatorlerimize herhangi bir toplanabilme metodu uygulamadan 6nce bazi
gozlemler yapalim. Uyar1 3.2°yi goz 6niinde bulundurdugumuzda f3,(x) /4 x olsa bile
L,(f;x) — f(x) olan fonksiyonlarmn varligini biliyoruz. Bu yiizden, halihazirda klasik
yakinsayan fonksiyonlarin bu 6zelligini korumak mantikli olacaktir. O halde regiiler
toplanabilme metotlarin1 dikkate almaliy1z. Ayrica Teorem 3.2°nin veya Sonug 3.4’iin
toplanabilme versiyonlarini elde edebilirsek sorumuza olumlu bir cevap verebiliriz.
Bunun i¢in ilk adim olarak Teorem 3.3’{in toplanabilme versiyonu ile bagliyoruz.
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Teorem 3.4. R iizerinde L,(e1;x) A e (x) yakinsamasi sirastyla noktasal ve diizgiin
olacak gekilde negatif olmayan bir A = |aj,] regiiler toplanabilme metodu var ise

B (x) Ay yakinsamasi da sirastyla noktasal ve diizgiin olur.

ispat. Oncelikle

Zajnﬁn Za]n (Bu(x) — Ly(er;x —I—Za]n (e1;x

olarak yakinsak iki serinin toplami seklinde yazilabildiginden anlamlidir. Buradan
(3.2) esitsizligi yardimiyla

Z ajnPn(x) — Z @ jnfn(x) Z ajnly (er;x Z ajnLy(er;x) —x
n=1

jn|ﬁn(> n(e1;%)] + Zaﬂl (e1;x) —ep(x)

HMS

|
(agk

ajnler (Ba(x)) — Hy (e1: Bu(x))| +

ajna) (61, — )
Zam T Za]n (e1;x) —eq(x)

bulunur. Burada j — oo icin limit alinirsa, ispat tamamlantr.

Zaji’l ela _el(x)

3
I
—_

IA
gk

Zajn 61, _el(x)

3
I
_

Toplanabilme sonugclari i¢in daha derin analizlere baslmadan 6nce bu teoremin tersinin
de dogru oldugunu belirterek asagidaki gibi verebiliriz.

Teorem 3.5. R iizerinde f,(x) Ay strastyla noktasal ve diizgiin olacak sekilde

negatif olmayan bir A = |a ,] regiiler toplanabilme metodu var ise L,(e1;x) A el (x)
yvakinsamasi da sirasiyla noktasal ve diizgiin olur.

Ispat. (3.2) esitsizliginden her x € R ve n € N igin

Zajn 61, —61 Z(l]n €1, Za]nel Bn Zajnﬁn

< ajn‘Ln(el;x)_el(Bn(x»’"i_

ajna)(el, _)
n=1
ZaJ” nl— oc

elde edilir ve j — o icin limit alindiginda hipotez uyarinca ispat tamamlanir.

MS

ilajnﬁn(x) —X

Z a]an

3
I

IA
s
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Sonug 3.5. Negatif olmayan bir A = |a,] regiiler matris metodu icin R iizerinde
Bn(x) Ay yakinsamasinin sirasiyla noktasal ve diizgiin olmasi icin gerek ve yeter

kosul L, (e1;x) A e1(x) yakinsamasimin sirastyla noktasal ve diizgiin olmasudur.

Uyan 3.3. Heniiz Teorem 3.2 nin toplanabilme karsiligint elde edebilmis degiliz. Yine
de operatorlerimizin lineer olmasimin avantajiyla A = [a j,) negatif olmayan regiiler bir

metot olmak iizere, [3,(x) A ¥ noktasal (diizgiin) yakinsak ise f(x) = cx+d dogrusal
fonksiyonlart i¢in L, (f;x) A f(x) noktasal (diizgiin) yakinsaktir diyebiliriz.

Simdiye kadar teoremlerimiz negatif olmayan regiiler matris metotlar1 i¢in verilmistir.
Ancak bu sonuclarin hepsinin herhangi bir pozitif, regiiler ve lineer toplanabilme
metodu icin de gecerli oldugu goriilebilir. Ustelik, pozitiflik kosulu yalmzca diizgiin
yakinsama sonuglari i¢in gereklidir.

Asagidaki 6rnek bazi (f3,(x)) dizileri i¢in L, sinir ag1 operatorlerimizi her f € UC(R)
icin toplayabilecek lineer ve regiiler metot bulamayabilecegimizi gostermektedir. Bu
yiizden Soru’muza genel olarak olumsuz cevap vermektedir. Ancak ayn1 zamanda

“Bn(x) Ay sartinin yeterli olmayacagim da gosterdiginden, operatdrlerimizi tiim
f € UC(R) i¢in toplanabilir kilmak adina daha kuvverli bir sarta isaret etmektedir.

Ornek 3.1. (B,) fonksiyon dizisinin genel terimi

2x, ntekise
Bn(x) = { o

0,  nciftise

olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde bir A regiiler metodu i¢in reel sayilar iizerinde
Bn(x) Ay noktasal (diizgiin) gergekleniyorsa, f € UC(R) i¢in

_ J f(2x), ntekise
F(Balx)) = {f(O), n ¢ift ise

olacagindan f(f,(x)) = A M noktasal (diizgiin) yakinsaklig1 elde edilir. Ayirca

iajnLn(f;X)—f(X) = iajn Zamf (Ba(x) +Z“Jnf (Bu(x)) = f(x)

= Za]n +Zajl’lfﬁl’l ) — f(x)

esitliginden L, (f;x) A f(x) noktasal (diizgiin) olmasi i¢in f(f,(x)) A f(x) noktasal
(diizgiin) olmas1 gerektigini goriiriiz. Bu da bize yalnizca

f(2x)+ f(0)

s = f() (3.4)

sartin1 saglayan f € UC(R) i¢in yaklagimin miimkiin oldugunu gosterir. (3.4) esitigini
f(x) = cx+d seklindeki dogrusal fonksiyonlar acik¢a saglar; fakat sadece bunlardan
ibaret degildir.
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Ornegin

Py = {xcos (2mlog, |x|), x#0

veya
xsin(2wlog, |x|), x#0
0, x=0

gibi fonksiyonlar da (3.4) kosulunu gercekler.
Soru’muza olumsuz bir cevap bulmus olsak da durum her zaman bu kadar umutsuz
degildir. Baz1 durumlarda uygun bir toplama metodu bulunabilmektedir.

Ornek 3.2. Simdi () fonksiyon dizisini

x+1, n=m?ise
Pul) = {x,+ n# m? ise
olacak sekilde tanmimlayalim ve C = [c;,] Cesaro metodunu alalim. Bu durumda
¥ i) x| = |+ 3 Bu) —x < -
n=1 ' 4 jn:I p E \/j
ve ,
o) = fx+1), n=m"ise
S (Balx)) = {f(x), n#m? ise
olup
0N | < FEED =@ ()
)| = jn;f(ﬁn( ) —fx)| < ; <=7
elde edilir. Boylece
1{ 1 ¢
x)—=fx)| = ;;Ln(f x) — ;Z, FBu)) + = X f(Balx)) — f(x)
1{ 1{
== X ILa(f320) = F(Bu(0))] + = X £ (Ba(x)) — £ ()
Jn=1 -]n=1
J J
< |5 LI = S|+ | LS Bu0) )
J J
<= Y n(f0) — F(B )]+ %Z_:lf(ﬁn(X))—f(X)

bulunur. Budaher f € UC(R) i¢in L, (f;x) S f(x) diizgiin yakinsak oldugunu gosterir.
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Yukaridaki iki 6rnek arasindaki onemli fark, metotlarin (B,(x)) fonksiyon dizisini x
fonksiyonuna ne kadar “kuvvetli” toplayabildigi ile ilgilidir. Ornek 3.1 deki (B,(x))
dizisi x’e kuvvetli toplanamamas1 operatorlerin de tiim diizgiin siirekli fonksiyonlara
toplanamamasina yol agmaktadir. Diger yandan Ornek 3.2 deki (B,(x)) dizisi x’e
kuvvetli toplanmaktadir ve boylece operatorler de reel sayilar iizerindeki tiim diizgiin
stirekli fonksiyonlara toplanabilmektedir.

Ornek 3.2 icin daha dogrudan ve basit bir metot olarak alt dizi metodu da alinabilirdi:

o[, n=jvej#m?
A= [aj’l] - { 0, diger yerlerde.

Boylece hesaplamalar direkt klasik duruma indirgenir ve Teorem 3.2 kullanilabilirdi.

Teorem 3.2’nin toplanabilme karsiligini iceren iki teoremimizi takdim etmeden Once,
Vanderbei [41] tarafindan verilen, diizgiin siirekliligin “neredeyse” Lipschitz siirekli
oldugu seklinde ifade edilebilecek asagidaki karakterizasyon cok faydali olacaktir.

Teorem 3.6. D C R konveks olmak iizere f : D — R fonksiyonunun diizgiin siirekli
olmasi icin gerek ve yeter kosul her € > 0 icin dyle bir K¢ < oo sayisi vardir oyle ki

f () —FO < Kelx—y[+e€ (3.5)

esitsizligi her x,y € D icin gerceklenir [41].
Artik operatorlerimizin hangi sartlar altinda tim diizgiin siirekli fonksiyonlara
toplanabilecegini gosteren teoremlerimizi verebiliriz.
Teorem 3.7. Negatif olmayan bir A = [a ] regiiler matris metodu i¢in R iizerinde

|A| —lim B, = e| yakinsamasi sirastyla noktasal ve diizgiin (3.6)
ise her f € UC(R) igin

|A| —imL,(f) = f yakinsamasi da sirasiyla noktasal ve diizgiin

olur. Bu son ifade
A—lmL,(f;x) = f(x) noktasal

yaklasumini da gerektirir.

Ispat. € > 0 verilmis olsun. (3.2) ve (3.5) esitsizlikleri kullanilarak

Za/n\L (f3x) = f()] = Za/an* F3Ba(x) = f(Ba(x)) + f(Ba(x)) — f (%)]

HMS

Jn\H*(f Pa(x)) = 1 (Ba(x))] + ilajn £ (Bax)) = /()]

Z“J"w<f’ )+K£Zaﬂ1’ﬁn XH—SZaJH
—1 n=1

elde edilir. Son egitsizligin her iki yanminda j — oo i¢in limit alirsak ve (3.6) hipotezini
kullanirsak ispat tamamlanir.
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(3.6) esitliginin sag tarafinda x fonksiyonu yerine e; yazmay1 tercih ettik. Clinkii
operatorlerimizi ve sonuglarimizi cok boyuta tasirken R? deki birim fonksiyonla
ortiistiigii daha kolay anlasilacaktir.

Teorem 3.8. Negatif olmayan bir A = [aj,] regiiler matris metodu icin R iizerinde
|A| —lim B, = e; diizgiin yakinsak

ve
f € UC(R) simirly veya her j € N icin Z aj, =1

n=1
ise
A—limL,(f) = f diizgiin yakinsaktr.

Ispat. £ > 0 verilmis olsun.

—1 (3.7)

Z ajn |Ln(f5x) — f()|+[f(x)

olacagi kolayca goriilebilir. Burada f sinirli ise oyle bir M > 0 vardur ki

) ajn—

n=1

8

Z ajn |Ln(f5x) = f(x)|+M

olup Teorem 3.7 ve A min regiilerliginden ispat tamamlanir. Eger her j € N icin

Z aj, = 1 ise (3.7) esitsizliginden

n=1

i i ILn(f) — ()]

olup ispat yine Teorem 3.7 kullanilarak elde edilir.

Uyan 3.4. y-Holder siirekli fonksiyonlar icin yukaridaki iki teoremin de sartlarinda
ufak degisiklikler yapilabilir. Ornegin (3.6) sarti yerine

|A| —1im |B, — e1|” = 0 swrastyla noktasal ve diizgiin yakinsak
sartt alinabilir. Ispatlar cok benzer oldugu icin vermiyoruz.
Sonu¢ 3.4’iin toplanabilmedeki karsiligini verebilmek i¢in kuvvetli toplanabilmeye

ihtiyactmizin oldugunu Ornek 3.1°de gormiistiik. Bunun icin Sonug 3.5’in kuvvetli
toplanabilmedeki karsiligini, benzer adimlar icerdigi i¢in ispatsiz olarak veriyoruz.

Teorem 3.9. Negatif olmayan bir A = [aj,] regiiler matris metodu icin R iizerinde
B (x) —> X yakmsamasmm strastyla noktasal ve diizgiin olmasi icin gerek ve yeter kosul

Ly(e1;x) —> e1(x) yakinsamasinin sirastyla noktasal ve diizgiin olmasidur.

Sonug 3.6. L,(e;;x) M e1(x) swrasiyla noktasal ve diizgiin ise her f € UC(R) icin

A
L,(f;x) |—>| f(x) yakinsamast da sirastyla noktasal ve diizgiin olur.
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Sekil 3.1: L, (e) ile e fonksiyonuna Cesaro yaklagim

3.2 Uygulamalar ve Grafiksel Gosterimler

Bu boliimde, bazi1 6zel durumlari da dikkate alarak sinir ag1 operatorlerimizle belirli
fonksiyonlara Cesaro yaklasimlar: grafik olarak sunacagiz.

[k olarak, Ornek 3.1’deki S, fonksiyon dizisini ve C = [c;,] Cesaro metodunu goz
oniine alalm. Ayrica cekirdek fonksiyonumuzu [—1,1] aralifinin karakteristik
fonksiyonu secelim; yani

1, —1<x<lise
blx) = { 0, diger durumlarda (3.8)

olsun. Bu durumda, o = % i¢in sinir ag1 operatorlerimiz asagidaki gibi olur:

H,(f;2x), ntekven>142|x| ise
L,(f;x) =1 f(2x), ntek ven < 142 |x| ise 3.9
H,(f;0), ngiftise.

Burada e (x) = x test fonksiyonu igin Sonug 3.5’ten diizgiin Cesaro yaklagimi elde
edilir. Bu yaklasim

. (Lyi(er) +Lar(er)+---+Lj(er) .
lim ( ; ) =e

jeo

gibi de verilebilir. Sekil 3.1’de j = 8, 32 ve 55 i¢in bu yaklagimlar gosterilmektedir.
Bunula birlikte Teorem 3.3 uyarinca klasik yakinsamanin miimkiin olamayacagim
biliyoruz ¢iinkii (f3,) dizisi klasik anlamda e; fonksiyonuna yakinsak degildir.
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-1.0

Sekil 3.2: L,,(f) ile (3.10) esitligindeki f fonksiyonuna Cesaro yaklagim

Diger taraftan, ayni sartlar altinda asagidaki fonksiyonu g6z Oniine alirsak

2rl if
f(x) = { ‘(X)COS( T ng |x|)7 1f§i8 (310)

(3.4) kosulunu sagladig: icin diizgiin Cesaro yaklagimin miimkiin oldugunu biliyoruz:

y (Ll(f)+Lz(f)+---Lj(f)) _

(3.11)

J

jreo

gerceklenir. Sekil 3.2°de j =7, 30 ve 92 degerleri icin bu yaklagimlar gosterilmektedir.
Fakat, f(0) =0 ve f(2x) = 2f(x) oldugu i¢in

lim Ly, 1 (f;x) =2f(x)
n—oo
lim Ly, (f;x) =0
n—yoo
olup bu fonksiyona x = 0 noktasi1 disinda klasik anlamda yaklasilamaz.

Simdi de Ornek 3.2°deki (f,) fonksiyon dizisini gdz oniine alalim ve cekirdek
fonksiyonumuzu [—1, 1] arahigindaki sapka fonksiyonu olarak secelim; yani

14x, —1<x<0ise
b(x)=4¢ 1—x, 0<x<lise
0, diger durumlarda

. S .. o .. .o o v g .
olsun. Yine o = 5 igin sinir ag1 operatdrlerimiz agagidaki gibi olur:

Hy(f;x+1), n=m>ven>1+|x+1]|ise

Lo(fix) = flx+1), n=m?*ven<1+x+1]|ise
T Hy(fx), n#m?ven>1+|x| ise
f(x), n#m?ven<1+|x ise.
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Sekil 3.3: L, (f) ile f(x) = sin(mx) fonksiyonuna Cesaro kuvvetli yaklagim

Burada f(x) = sin(7x) i¢in Teorem 3.8 uyarinca diizgiin Cesaro kuvvetli yakinsaklik
gerceklenir. Bu yaklagim asagidaki gibi de verilebilir:
i D) = Al 1L () = 4+ |5 () — /]

J—ree J

=0. (3.12)

Sekil 3.3’te j = 15, 60 ve 120 i¢in bu yaklasimlar gosterilmektedir. Fakat, fonksiyonun
periyodu 1 olmadigindan x € Z haricinde klasik anlamda yaklagim elde edilemez.

3.3 Cok Degiskenli Lineer Sinir Ag1 Operatorleri

Buraya kadar olan c¢alismalarimiz ve sonuclarimiz reel eksen iizerinde yani tek
boyuttaydi. Bunlarin cok boyuttaki karsiliklar1 da cok dogal bir sekilde verilebilir.
Bunun i¢in asagidakilere ihtiya¢ duyacagiz:

* d € N keyfi olmak iizere herhangi bir x = (x1,x7,...,x4) € R? vektorii gostersin.

 f:R? — R fonksiyonu icin siireklilik modiilii, § > 0 olmak iizere soyledir:

o(f,8) := sup |f(x)—=f(y)]

[[x—y||<8

« b:RY = R fonksiyonu R? iizerinde sifirdan farkli bir integrale sahip ve her
i=1,2,....,d i¢in b; : R — R, b;(t) = b(x1,x2,...,t,...,x45) fonksiyonlari
merkezi ¢an bicimli fonksiyonlar ise b ye “d-boyutlu can biciminde” fonksiyon
ad1 verilir. Bundan sonra Hflzl[—Ti,Ti] kompakt destegine sahip, d-boyutlu,
pozitif ve merkezi can bicmindeki d-degiskenli reel-degerli b fonksiyonlarini
dikkate alacagiz.

+ B RY R B (x) = (Bin(%),Bon(X). ., Ban(X)) olacak sekilde (BS")
vektor-degerli fonksiyon dizisini gbz oniine alalim. Burada her i = 1,2,...,d
icin 3, : R? — R olacak sekilde d-degiskenli ve reel-degerli fonksiyonlardur.
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o k= (ki,ka,...,kq) € Z% veheri=1,2,...,d icin —n?> < k; < n? olsun.
* d-boyutlu birim fonksiyon olarak
I;: RY = RY Iy (x) = (e1(x),e2(X),...,eq4(x)) =X

fonksiyonunu goz Gniine alalim. Burada her i = 1,2,...,d icin ¢; : R — R,
i-yinci koordinat izdiigtimiidiir; yani e;(x) = x; olur.

+ R iizerinde diizgiin siirekli tiim fonksiyonlarin kiimesini UC(R?) ile gosterelim.

Bu terminoloji ile birlikte Anastassiou (bkz: [4, 8]) asagidaki ¢cok degiskenli sinir ag1
operatorlerini tanimlayarak

ok B0 )
P 5B ()

ki=—n?ky=—n2 kg=—n

tek boyutta elde etti§i noktasal yaklagimi, (3.13) operatorleri i¢in de gdstermistir.
Simdi biz de asagidaki modifiye edilmis operatorleri géz Oniine aliyoruz:

H, (f;ﬁ,(f) (X)) , mz, max {E py |Bi’"(x)|’Ti_1/a} (3.14)

Hy(f:x) =
) f (ﬁ(d) (X)>, diger durumlarda.

n

Boylelikle, tek boyuttaki ispat tekniklerinin aynilarin1 kullanarak; elde ettigimiz tiim
tek degiskenli yaklasim sonuclarinin ¢ok degiskenli durum icin de gecerli oldugunu
gozlemledik. Asagidaki teorem bunlarin kisa bir 6zetidir.

Teorem 3.10. A = [a,] negatif olmayan regiiler bir toplanabilme metodu olsun. Bu
durumda (3.14) ile tamumlanan H) operatirleri icin asagidakiler gerceklenir:

(a) ﬁgld) — I yakinsamast sirasiyla noktasal ve diizgiin ise her f € UC (]Rd) icin
H(f) — f yakinsamast da sirastyla noktasal ve diizgiin olur.

(b) Heri=1,2,...,dicin H;(e;) — e; yakinsamas sirastyla noktasal ve diizgiin ise

ﬁgd) — Iy yakinsamasi da sirastyla noktasal ve diizgiin olur.

(c) B ﬁd) A 1; yaklasiminin sirastyla noktasal ve diizgiin olmasi icin gerek ve yeter

kosul her i = 1,2,....d icin H}(e;) A e; yaklasimlarimin sirasiyla noktasal ve
diizgiin olmasudir.

A
(d) B, ‘—>‘ 1, yakinsamast sirastyla noktasal ve diizgiin ise her f € UC(R?) icin

A
H(f) |—i f yakinsamasi da sirasiyla noktasal ve diizgiin olur.

(e) f, y-Holder siirekli ve her i = 1,2,...,d icin |Bin, — e;|” ) yakinsamast

A
sirastyla noktasal ve diizgiin ise H' (f) |—>| f yakinsamasi da sirasiyla noktasal
ve diizgiin olur.
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Bu teorem i¢in bazi kiiciik hatirlatmalar daha iyi kavramamiz i¢in yardime olacaktir:

. ﬁ,(f’) — Iy demek heri=1,2,...,d ve her x € R? igin f3; ,(x) — e;(x) olmasidir.

. ﬁff’) A I; ile her i = 1,2,...,d ve her x € R? icin lim Zajnﬁi’n(x) = ¢;(x)
==
olmasin kastediyoruz.
A (o]
. ﬁﬁld) A I iseheri=1,2,...,d ve herx € R? icin lim Z Ajn|Bin(x) —ei(x)|=0
I =]
olmasina denktir.

Ispat. Yukaridaki hatirlatmalar isiginda asagidaki ispat ozetleri kolaylikla verilebilir.

(@) Teorem 3.2 nin ispatinda oldugu gibi

B2 (%) — F0)] < HE () = £ (Bu(0)] + 1 (B(x)) — F()|
(f, _*)Hf(ﬁ()) )]

olup n — o alinarak ispat tamamlanir. Burada T* := max{T{,T»,...,T;} dir.

(b) Heri=1,2,...,d icin H;(e;) — e; noktasal (diizgiin) yakinsak olsun. O halde
(ﬁ (d) (X) vektor-degerli fonksiyon dizisinin tanimindan her 1 <i <d icin

n

(]
Z a]n el? €,'(X)

iamﬁzn ) —ei(x)| < iamﬁ,n Za]n (eisx
il o]

Jn|ﬁzn() H*(e,, |+

n=1

Z a]n eZa ei(x>

||M8

Zam (eisx) — ei(x)
n=1

IA

Z a]n el7 ei(x)

I
Mg

3
I
—_

olup j — oo limiti alinarak her 1 <i <d icin B;,(X) — e;(X) noktasal (diizgiin)
yakinsak oldugu kolayca goriiliir. Bu da B ’(1d) — 1z noktasal (diizgiin) demektir.

(¢) Her 1 <i <d icin yukaridaki iki ispatta izlenen adimlar takip edilirse sonug
dogrudan elde edilir.

(d) (3.5) esitsizliginin ¢ok boyuttaki karsiliginin
(%) = f(¥)| < Kel[x—y||+¢
oldugu dikkate alinirsa Teorem 3.7 ispatinin adimlart izlenerek sonug elde edilir.

(e) Bu sonug (d) sikkindan agiktr.
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(¢)j=10 (d)j=25

T
Sekil 3.4: HY(f) ile f(x,y) = cos(mx)sin (%) fonksiyonuna Cesaro yaklagim

Son olarak iki degiskenli durum icin bir 6rnek ve grafikler vererek teoremimizi gorsel
olarak destekleyecegiz.
(x+1,y+1), n=m?ise

Ornek 3.3. ﬁi(xa)’) = {(x y) n7ém2 ise

bicimli iki degiskenli reel-degerli b fonksiyonunu ise

seklinde tamimlansin ve c¢an

I—|xf, l<lx[<Tise
b(x,y)=<¢1—1y, x| <l|y|<1ise
0, diger durumlarda

olarak secelim. Bu durumda
T
f(x,y) = cos?(mx) sin (7)))

fonksiyonu i¢in Cesaro toplanabilme metodunu kullanirsak Teorem 3.10 uyarinca
|IC| —lim H}(f) = f diizgtin ve H(f) 5 f diizgiin toplanabilirdir. Sekil 3.4, farkli
parametre degerleri i¢in bu yaklasimlar1 gostermektedir. Diger taraftan

lim H,(f;x,y) = flx+1,y+1) ve lim H,(fx,y) = f(xy)

(n=m2) (n#m?)

oldugundan R? iizerinde bu f fonksiyonuna klasik yaklasim miimkiin degidir.
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4. LINEER OLMAYAN SiNiR AGI OPERATORLERIYLE YAKLASIM

Tez ¢alismamizin bu son boliimiinde lineer sinir ag1 operatorlerimizi Anastassiou ve
arkadaglarinin [42] ¢alisgmasindaki gibi * Z toplam islemi ” yerine \/ maksimum
islemi ” kullanarak lineer olmayan bir yapiya doniistiirecegiz ve aynm kaynakta
bahsedildigi gibi “ Maksimum-¢arpim sinir agi operatorleri ” olarak adlandiracagiz.

Maksimum-¢arpim sinir ag1 operatorleri i¢in elde edilen sonuglar, lineer karsiliklari ile
tamamen benzerdir. Yalnizca lineerligin bozulmasi sebebiyle sartlarimizda ufak bazi
degisiklikler olacaktir.

4.1 Tek Degiskenli Fonksiyonlara Yaklasim

Daha onceden yaptigimiz gibi bu bolimde de [—T7,T] kompakt destegine sahip,
merkezi ve can bicimli b cekirdek fonksiyonlarini géz oniine alacagiz. Simdi hizlica
operatorlerin tanimlarimi verelim.

Tamm 4.1. Maksimum-carpim sinir agi operatorleri f : R — R herhangi bir fonksiyon

olmak iizere
2
¢ k k
2 n n

M, (f;x) = 5 (4.1)
\ -« k
V(o)

ile tamimlamir; burada 0 < a < 1, x € R ve n € N dir [42].

Uyari 4.1. (4.1) operatorleri her x € R ve her n € N i¢in tamumli degildir. Yine de
tamumly olduklari yerlerde pozitif olmakla birlikte sabit fonksiyonlar: korurlar.

Uyar1 4.2. n > max (T + |x], T‘é> oldugu siirece My, (f;x) iyi tammlidir [42].
Uyan 4.3. (4.1) ile verilen maksimum-carpim sinir agi operatorleri klasik anlamda

lineer degildir. Bunun yerine “zayif lineer (pseudo linear) "olarak bilinen asagidaki
kosulu gercekler:

M, (- )V (B-8)) = (@ Ma(£) (B-Ma(s))

Burada f, g negatif olmayan fonksiyonlar ve o, B > 0 dir [43].

Simdiki amacimiz lineer durum i¢in olduk¢a kullanigh olan Teorem 3.1’in lineer
olmayan durum i¢in bir benzerini elde etmek iizerine olacaktir.
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[42] nolu ¢alismada aslinda maksimum-carpim sinir ag1 operatorlerinin siireklilik ve
“sekil koruma” gibi 6zelliklerini de incelemek adina ¢ekirdek fonksiyonuna bazi ek
sartlar getirerek Teorem 3.1’in cok benzer bir hali verilmistir. Ancak biz burada daha
cok yaklagim tizerine odaklandigimiz i¢in daha az sart altinda ayni1 sonuca ulagsmamiz
miimkiin olacaktir. Bunu vermeden Once lineer olmayan durumlar icin oldukca
kullanigl olan agsagidaki lemmay1 hatirlayarak baslayalim.

Lemma4.1. k= —n?,...,—1,0,1,...,n% icin ay,by > 0 olmak iizere

n2

l’l2 i’l2
V oa— V b <V a— by

k=—n? k=—n? k=—n2

esitsizligi saglanir [43].

R iizerinde negatif olmayan tiim diizgiin siirekli fonksiyonlarin kiimesini UC; (R) ile
gosterelim. Artik arzu ettigimiz teoremi verebiliriz.

Teorem 4.1. n > max <T—i— |x|,T*é> olacak sekildeki x € R ve n € N goz oniine
alindiginda, her f € UC4(R) i¢in

i) - Fl <0 (£ ) “2)

esitsizligi saglanr.

Ispat. Oncelikle

NI

M (f3x) = f(x)| = = —fx)|=A
U b h)

k=—n?

diyelim. Dogrudan bir hesaplamayla Lemma 4.1 den yararlanarak

V G =5~ V@b (' (b))
A = | ; =
vV b(n'=% (x—£))
k=—n?
- sl e e )

U obre (c-t))

k=—n?

vazabiliriz. Simdi de siireklilik modiiliiniin bilinen ozelliklerinden yararlanip gerekli
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diizenlemeleri yaparsak

2

Vool p e )

k=—n

U bne (- b))

k=—n?

n2

Voo (fie )b (=)

k=—n?

IN

U be (- b))

k=—n?

- o(r)

elde ederiz. Boylece (4.2) esitsizligi bulunur.
Sonug 4.1. Her f € UC,(R) icin R iizerinde My,(f;x) — f(x) noktasal yakinsaktur.
Ispatta fonksiyonun negatif olmamasi baz1 adimlarda kilit bir rol oynamaktadir. Ancak

bu durum, fonksiyon negatif oldugunda inceleme yapmayacagimiz anlamina gelmez.
Ornegin, e) (x) = x test fonksiyonunu goz 6niine alalim. Bu durumda x < 0 igin

k k
—n? <k<—1igin —b(nlo‘ (x——)) <0,
n n
k k
0 < k < n®icin —b(nla <x——>) >0
n n

olacagindan yalnizca ]Z‘ > 0 sartin1 saglayan k indisleri lizerinden maksimum almak
yeterlidir. Buradan

n? 2

V B h) Y e )

M (6 _ k=—n? _ k=0

n 17x) I’l2 l’l2
V b x=3)) Vb (x—3))

k=—n? k=—n2
olur. Simdi geg¢ici olarak
(l_c>+ 5 E>0ise
n) "0, £<o0ise

dersek
ok k kT k
Zb 1-a _ — i b 1—-a _
Vel (=0))= VG e (e (+-3)
yazilabilir. Oyleyse
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ve e] € UC4(R) oldugundan Teorem 4.1 kullanilarak M, (e;;x) — e] (x) yaklagimi
elde edilir. Buradan x < 0 i¢in M,(ej;x) — 0 oldugu kolaylikla goriiliir. Son olarak,
sayet her x € R icin f(x) < 0 ise

()5

olacaktir ve b ¢ekirdek fonksiyonunun kompakt destege sahip olmasi yiiziinden bir k
icin mutlaka sifir degerine ulasacaktir. Bu sebeple de bu terimlerin maksimumu her
zaman 0 olacagindan M,,(f;x) = 0 bulunur. Yaptigimiz bu incelemeler 1s181inda

[T (x) :=max{f(x),0} ve f~(x) := max{—f(x),0}
seklinde tanimlandiginda asagidaki teoremi ve sonuglarini rahatlikla verebiliriz.

Teorem 4.2. n > max <T+ ]x],T_é> olacak sekildeki x € R ve n € N goz oniine
alindiginda, her f € UC(R) i¢in

[Ma(f32) = f7 ()] < @ (fﬂ ana) (4.3)
gerceklenir.
Ispat. M,,(f;x) = M,(fT:x) oldugundan Teorem 4.1 uyarinca durum agiktir.
Sonug 4.2. Her f € UC(R) igin, R iizerinde My (f;x) — [T (x) noktasal yakinsakr.
Sonug 4.3. Her f € UC(R) i¢in

M (f750) = Ma(f 75) = f 7 (x) = f~ (x) = £ (x)

noktasal yakinsaklig1 elde edilir.
Sonug 4.4. f € UC(R) ve R iizerinde f < 0 ise —M,(—f;x) — f(x) noktasaldr.
Simdiye kadarki gozlemlerimize ve elde ettiimiz sonuglara dayanarak (4.1)
operatdrlerininin tanim kiimesini asagidaki gibi genisletebiliriz.

Tanmim 4.2. x € R ve n € N olmak iizere

1
. M,(f;x), n>max <T+ x,T‘E> ise
M (fix): =< " . ! (4.4)
ft(x),  diger durumlarda
ile tamimlansin.
Bu durumda asagidaki sonuclar dogrudan elde edilir.
Sonug 4.5. f € UC(R) olmak iizere
5 ( f. + + T
My (fix) = 0| <o f = (4.5)

esitsizligi her x € R ve her n € N icin gerceklenir.
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-2 -1 0 1 2

Sekil 4.1: f = e; olmak iizere M (e;) ile e;’ fonksiyonuna yaklasim

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

Sekil 4.2: g(x) = cos? (2x) olmak iizere M (g) ile g = g™ fonksiyonuna yaklagim
Sonug 4.6. Her f € UC(R) igin R iizerinde M} (f) = f diizgiin yakinsaktir:

Sonug¢ 4.6’daki yaklasimda, orne8in f = e; test fonksiyonunu ve (3.8) ile verilen b
karakteristik fonksiyonunu goz Oniine alirsak (M (e;)) dizisiyle sadece e
fonksiyonunun negatif olmayan pargasi olan e;’ fonksiyonuna yaklasabiliriz. Bu
yaklasim Sekil 4.1°de farkli parametre degerleri icin gosterilmektedir. Eger e
fonksiyonun tiim degerlerine yaklagsmak isteniyorsa, bu durumda daha Once de
bahsedildigi iizere yaklagim igin (M (e]) — M (e])) dizisi segilebilir.

Bununla birlikte sayet reel eksen iizerinde negatif olmayan g(x) = cos?(2x)
fonksiyonunu dikkate alirsak, bu kez (M (g)) dizisiyle g fonksiyonunun tiim
degerlerine yaklasmak miimkiindiir. Bunu Sekil 4.2’den gozlemleyebiliriz.
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Simdi daha 6nce yaptigimiz gibi f3, : R — R fonksiyon dizisini kullanarak (4.4)
operatorlerini asagidaki sekilde genellestirecegiz:

Sn(f3%) = My, (f3 Ba(x)) (4.6)

Lineer olmayan bu sinir ag1 operatorleri i¢in Bolim 3 i¢inde verdigimiz teoremlerin
karsiliklari, gerekli durumlarda e yerine eT ve f yerine fT alarak gecerli kalacaktir.
Buna, cok boyutlu hallerde elde ettigimiz sonuglar da dahildir. Asagidaki sonuclar bu
ifadelerimizi desteklemektedir.

Teorem 4.3. R iizerinde B,(x) — x yakinsamast sirastyla noktasal ve diizgiin ise her
feUCWR) igin S,(f;x) — f1(x) yakinsamasi da sirasiyla noktasal ve diizgiin olur.

Ispat. (4.6) tanumundan ve (4.5) esitsizliginden
}Sn(f§x)_f+(x)‘ < |M:(f’ﬁn(x)) f+ (Ba(x) ‘+‘f+ (B (x) (x)’

T
<o (f+,n1a

) P (B) — £ )

bulunur. Burada n — o icin limiti alindiginda ispat tamamlanir.

Teorem 4.4. R iizerinde Sy(e} ;x) — € (x) yakinsamasi sirastyla noktasal ve diizgiin
ise B, (x) — e} (x) yakinsamast da sirastyla noktasal ve diizgiin olur:

Ispat. Yine (4.5) esitsizligi sayesinde
B (x) —ef (x)] < B, (x) = Sulesx)| + [Su(e] :x) —ef |
= le (Bulx)) — My (e Balx)) | + [Su(e)5%) — € ()]

w(f d >+\s ehix) — et ()]

IN

olup n — o icin limit alinarak sonug elde edilir.

Benzer yolla asagidaki teorem de kolayca ispatlanabilir.

Teorem 4.5. R iizerinde Sy(e| ;x) — ey (x) yakinsamasi sirastyla noktasal ve diizgiin
ise B, (x) — ey (x) yakinsamasi da sirastyla noktasal ve diizgiin olur.

Buradan da s0yle bir sonuca ulagiriz.

Sonug 4.7. R iizerinde Sy(e] ;x) — e (x) ve Su(e] ;x) — e (x) yaklasimlar: sirastyla
noktasal ve diizgiin ise her f € UC(R) i¢cin S,(f;x) — fT(x) yaklasuim da sirastyla
noktasal ve diizgiin olur.

Ispat. Teorem 4.3, 4.4 ve 4.5’ten durum agiknir.
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Klasik yaklagim sonuglarimizdan sonra artik (4.6) ile tanimlanan S, maximum-garpim
sinir ag1 operatorlerinin toplanabilirligine iligskin sonuglar1 verebiliriz.

Teorem 4.6. R iizerinde S, (e;r) A e;“ yvakinsamasi sirastyla noktasal ve diizgiin olacak

sekilde negatif olmayan bir A = [a ) regiiler metodu var ise f,° A e?’ yakinsamasi da
strastyla noktasal ve diizgiin olur.

Ispat. (4.6) tanmun ve (4.5) esitsizligi kullamirsak ve de toplanabilme metodunun
regiilerligini dikkate alirsak

Zajnﬁn Za]n el 5

+
61, —61

J"|ﬁ — M, ( 61 Bn(x) |+ Zam ‘31’ _e;r(x)

IN
HMS

< Zajna) (el . ) (el %) —ef (x)
n=1
Z o i—a a T —ei’_(x)

bulunur ve hiptezden kullanilarak ispat tamamlanar.

Gortildiigii gibi lineer olmayan maksimum-c¢arpim sinir ag1 operatorlerinin yaklagim
sonuglarina iligkin ispatlar lineer duruma olduk¢a paralellik gostermektedir.
Dolayisiyla agsagidaki teoremi ispatsiz olarak verebiliriz.

Teorem 4.7. R iizerinde B, A ef yakinsamasi sirastyla noktasal ve diizgiin olacak
sekilde negatif olmayan bir A = [a ) regiiler metodu var ise Sy(e}) A el yakinsamast
da sirastyla noktasal ve diizgiin olur.

Sonuc 4.8. Negatif olmayan bir A = [ajy) regiiler metodu i¢in R iizerinde B, A el
yaklasimimin sirastyla noktasal ve diizgiin olmasi icin gerek ve yeter kosul Sn(efr) A eT

ve Sy(e]) A e, yaklasimlarimin da sirastyla noktasal ve diizgiin olmasudur.

Simdi B6liim 3’te lineer durum igin ele aldigimiz Soru’yu lineer olmayan durum icin
giincelleyelim.

Soru. B,(x) 4 x olsa bile her f € UCL(R) icin (S,(f)) dizisini f fonksiyonuna
toplayabilecek bir metot bulmak miimkiin miidiir?

Cevap. Hayr;, her zaman miimkiin degildir! Ornek 3.1 ayni sekilde maksimum-carpim
sinir ag1 operatorlerimiz icin uyarlandigi takdirde ayni gerekgelerden dolayr olumsuz
yanit alacagumiz goriilebilir.

Bu olumsuz yanita karsin durumun her zaman c¢ok da timitsiz olmayacagi ve bazen
uygun toplanabilme metodunun bulunabilecegi yine Ornek 3.2 uyarlanarak goriilebilir.

Yine Teorem 3.7 ve 3.8’nin ispatlarindaki adimlan takip ederek asagidaki kuvvetli
toplanabilme sonuclarina ulasiriz.
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Teorem 4.8. Negatif olmayan bir A = [a,] regiiler matris metodu igin R lizerinde
|A| —lim B, = e| yakinsamasi sirastyla noktasal ve diizgiin 4.7
ise her f € UC(R) i¢in
|A| —1im S,,(f) = f yakinsamas: da sirastyla noktasal ve diizgiin

olur. Bu son ifade
A—1lmM! (f;B.(x)) = f(x) noktasal

yaklasumini da gerektirir.

Teorem 4.9. Negatif olmayan bir A = |a ] regiiler matris metodu i¢in R iizerinde
|A| —1im B, = e diizgiin yakinsak

ve
f € UC(R) simirlt veya her j € N icin Z aj,=1
n=1
ise
A —1imS,(f) = f diizgiin yakinsaktir.

Uyan 4.4. y-Holder siirekli fonksiyonlar icin yukaridaki iki teoremin de sartlarinda
ufak degisiklikler yapilabilir. Ornegin 4.7 sart: yerine asagidaki alinabilir:

|A| —1im |B, — e1|" = 0 yakinsamas: sirastyla noktasal ve diizgiin.

4.2 Cok Degiskenli Fonksiyonlara Yaklasim

Maksimum-¢arpim sinir ag1 operatorleri i¢in tek boyutta elde edilen sonuglardan sonra
yine Boliim 3’te verdigimiz terminolojiyi kullanarak, lineer olmayan operatorlerimizi
cok boyuta genisletmek ve benzer yaklasim sonuclarina ulasmak miimkiindiir. Bunun
icin Oncelikle cok degiskenli maksimum-¢arpim sinir ag1 operatorlerini

2 2

YV () ()

M, (f;x) := 5

s )

ky=—n ky=—n

seklinde tanimlayalim ve ¢ok degiskenli fonksiyonlarin <ﬁ Eld) (x)) dizisini kullanarak

M (1B ), nz max {7+ (B0l 7" ise

1=1,2,...

M, (f;x) =
fr (ﬁ ,(f’) (X)> . diger durumlarda

(4.8)

olarak genellestirelim. Ayrica her i = 1,2,...,d ve her x € R? icin

e (x) := max{e;(x),0} ve B} (x):=max{f;,(x),0},

L= (ef,ef,....et) ve BT (x):= (Bﬁn<x>,ﬁin<x>,---,BIAX))

seklinde tanimlanirsa asagidaki yaklasim sonucunu elde ederiz.
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() j=25 (d)j=50

Sekil 4.3: f(x,y) = cos?(7x)sin (%) olmak tizere M;(f) ile f* fonksiyonuna Cesaro
kuvvetli yaklagim

Teorem 4.10. A = [a;,]| negatif olmayan regiiler bir toplanabilme metodu olsun. Bu
durumda (4.8) ile tamimlanan M, operatirleri i¢cin asagidakiler gerceklenir:

(a) B ) _, I, yaklasimi sirasiyla noktasal ve diizgiin ise her f € UC(R?) igin

n
M (f) — f yaklasim da sirastyla noktasal ve diizgiin olur.

(b) Heri=1,2,...,d icin M (e;r) — e yaklagimlari sirastyla noktasal ve diizgiin
ise B fld)”L — I;; yaklasimi da sirastyla noktasal ve diizgiin olur.

(c) B ,(1d) A4 L7 yaklagimu sirastyla noktasal ve diizgiindiir < Her i =1,2,...,d igin

M; (ej') A e;r yaklasimlar: sirastyla noktasal ve diizgiindiir.

(d) ﬁ,(,") Ii>| I, yaklasimi sirastyla noktasal ve diizgiin ise her f € UC(R?) icin

A
M (f) |—>‘ fT yaklasumi da sirasiyla noktasal ve diizgiin olur.

(e) f, y-Holder siirekli ve heri=1,2,...,d igin |Bi, —e;|" o yaklasim sirastyla

A
noktasal ve diizgiin ise M; ( f) |—>| fT yaklasimi sirasiyla noktasal ve diizgiin olur.

Son olarak, Teorem 4.10°daki yaklasimi grafiksel olarak gozlemleyecegiz. Bunun icin
d = 2 segerek Ornek 3.3 uyarlanirsa (4.8)’deki (M} (f)) dizisi, f ya Cesaro kuvvetli
toplanabilirdir. Bu yaklagim Sekil 4.3’te farkli parametre degerleri i¢in goriilmektedir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu doktora tezinde tiim reel eksende veya tiim d-boyutlu reel uzayda tanimh diizgiin
siirekli fonksiyonlara lineer ve lineer olmayan yapidaki sinir ag1 operatorleri ile
yaklasim sonuglart sunulmustur. Elde edilen bu teorik sonuglar, 6zenle secilmis 6rnek
uygulamalar ile desteklenmeye calisilmigtir. Burada amacimiz klasik yakinsamanin
saglanamadi81 durumlarda tatmin edici bir yaklagim elde edilebilirligini toplanabilme
metotlar1 kullanarak sergilemektir. Bu sayede klasik anlamdaki yaklagimlardan ¢ok
daha genel, kullanigsh ve bazen daha giiclii sonuglara ulasilabilecegi de goriilmiistiir.
Lineer ve lineer olmayan sinir ag1 operatOrlerinin toplanabilirligine iligkin elde
ettigimiz yaklagim sonuclar1 bildigimiz kadariyla ilk kez bu tez calismasinda ele
alimmustir. Dolayisiyla bu 6ncii sonuclarin bagka yapilardaki sinir ag1 operatorleri icin
de aydinlik bir kap1 araladigin1 umuyoruz.

Daha ¢ok matematiksel analiz ve yaklagim o6zelliklerini inceledigimiz operatorlerin,
yapay zeka ve makine 6grenmesi gibi kendi esas alanlarinda nasil sonuglar verecegi
calisma 6nerilerimizin basinda yer almaktadir. Istenen diizeyde ve hizda 6grenebilme
sayesinde teknolojiye dogrudan bir katki saglanabilir. Bir diger Onerimiz, kendi
onceligimiz olan maksimum-minimum sinir ag1 operatorlerinin yaklasim ozellikleri
ve toplanabilirliginin arastinlmasidir. Ayrica integrallenebilen fonksiyonlara da
yaklagabilmek icin ¢aligilan bu sinir ag1 operatdrlerinin integral tipindeki versiyonlari
geligtirilebilir. Bu tipte olan operatorler literatiirde Kantorovich operatorleri olarak
bilinmekte olup goriintii ve sinyal isleme alanlarinda énemli uygulamalara sahiptir.
Son olarak, bu tezde lizerinde durulan matris toplanabilme metotlar1 yerine hemen
hemen yakinsaklik, istatistiksel yakinsaklik veya lineer olmayan metotlar ile hangi
sonuclarin elde edilebilecegi incelenebilir.

Bu degerlendirmeler ve Oneriler goz oniinde bulunduruldugunda gelecekte bu tez
caligsmasinin 15181nda yeni projelerin hazirlanmasi ve bilimsel calismalarin yapilmasi
potansiyelinin yiiksek olacagini diisiiniiyoruz.
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EKLER

EK 1: Tiirkce-Ingilizce Matematik Terimleri Sozliigii

Tiirkce terim

Aritmetik Ortalama Yakinsaklik
Can Bicimli Fonksiyon
Cekirdek Fonksiyonu

Diizgiin Yakinsaklik

Klasik Yakinsaklik

Noktasal Yakinsaklik

Normlu Uzay

Regiiler Toplanabilme Metodu
Sinir Ag1 Operatorii

Siireklilik Modiilii
Yaklagimlar Teorisi

Zayif-Lineer Operator

Ingilizce Terim

Arithmetic Mean Convergence
Bell-Shaped Function

Kernel Function

Uniform Convergence
Classical Convergence
Pointwise Convergence
Normed Space

Regular Summability Method
Neural Network Operator
Modulus of Continuity
Approximation Theory

Pseudo-Linear Operator
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