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ZAMAN SKALALARI ÜZER�NDE �STAT�ST�KSEL
YAKINSAKLIK VE KARAKTER�ZASYONLARI

ÖZET

Bu tezde, zaman skalalar� üzerinde tan�mlanan reel de§erli ve ∆-ölçülebilir
fonksiyonlar�n istatistiksel yak�nsakl�§� kavram� incelenmi³ ve bu yak�nsakl�k
metodu için çe³itli karakterizasyonlar elde edilmi³tir. Bu çal�³mada elde etti§imiz
sonuçlar literatürde var olan istatistiksel yak�nsakl�k metotlar�n� içermenin yan�
s�ra, bir çok yeni metot için de uygulama alan� olu³turmaktad�r.

Bu tez dört bölümden olu³maktad�r. �lk bölüm giri³ k�sm�na ayr�lm�³t�r. �kinci
bölümde zaman skalas� teorisine ve istatistiksel yak�nsakl�§a ili³kin temel tan�m
ve teoremlere yer verilmi³tir. Orjinal sonuçlar�m�z�n bulundu§u üçüncü bölümde,
bir zaman skalas� üzerinde tan�mlanan fonksiyonun istatistiksel yak�nsakl�§� in³a
edilmi³ ve hangi ko³ullar alt�nda bu yak�nsaman�n gerçeklendi§i ara³t�r�lm�³t�r.
Son bölümde ise bu tezden elde edilen ç�kt�lara ve gelecekte konuyla ilgili daha
nelerin yap�labilece§ine de§inilmi³tir.

Anahtar Kelimeler: �statistiksel Yak�nsakl�k, Zaman Skalalar�, Lebesgue ∆-
Ölçüsü, Lebesgue ∆-�ntegrali .
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Ceylan TURAN

STATISTICAL CONVERGENCE ON TIME SCALES

ABSTRACT

In this thesis, we investigate the statistical convergence of real-valued and ∆-
measurable functions de�ned on time scales and we obtain some characterizations
for this convergence method. Our results obtained in this study not only include
the previous statistical convergence methods in the literature but also enable
some aplication areas for various new methods.

This thesis consists of four chapters. The �rst chapter is devoted to the
introduction. In the second chapter, we recall some basic de�nitions and theorems
regarding the theory of time scales and statistical convergence. In the third
chapter that includes our original results, we construct the statistical convergence
of a function de�ned on a time scale and investigate under which conditions this
convergence holds. In the last chapter, we discuss the outputs of the thesis and
the future projects improving this topic.

Keywords: Statistical Convergence, Time Scales, Lebesgue ∆-Measure, Lebesgue
∆-Integral.
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S�MGE L�STES�

Bu çal�³mada kullan�lm�³ olan simgeler aç�klamalar� ile birlikte a³a§�da verilmek-

tedir.

Simgeler Aç�klama

σ �leri s�çrama operatörü

ρ Geri s�çrama operatörü

µ S�çrama fonksiyonu

f∆ Bir f fonksiyonunun ∆-türevi (Hilger türevi)

=1 [a, b)T = {t ∈ T : a ≤ t < b} ³eklindeki tüm aral�klar�n ailesi

µ∆ =1 ailesi üzerinde tan�mlanan m1 küme fonksiyonunun Carathéodary

geni³lemesi

χA A kümesinin karakteristik fonksiyonu

#A A kümesinin eleman say�s�

δ (A) A kümesinin do§al yo§unlu§u

Ω (t) Ω kümesinin belli bir t say�s�ndan küçük olan elemanlar�n�n olu³turdu§u

küme

δT (Ω) Ω kümesinin T zaman skalas� üzerindeki yo§unlu§u

C1(q) Birinci mertebeden q-Cesáro matrisi

stT − lim f f fonksiyonunun T zaman skalas� üzerindeki istatistiksel limiti
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1. G�R��

Zaman skalas� analizi, ilk olarak 1988 y�l�nda Stefan Hilger'in doktora tezi

çal�³mas�yla ortaya ç�km�³t�r ([16],[17]). Sürekli ve ayr�k analizi birle³tirmesi

sebebiyle k�sa zamanda oldukça popüler hale gelmi³tir. Sonraki y�llarda zaman

skalas� analizinin özellikle de dinamik sistemler teorisinde pek çok uygulamas�

verilmi³tir [7].

Günümüzde zaman skalas� kavram�; ölçü teorisi, integral teorisi, matematiksel

modelleme, istatistik gibi geni³ bir yelpazede kullan�lmaktad�r. Fakat bu kavram

henüz toplanabilme teorisi üzerinde incelenmemi³tir. Bu yüksek lisans tezinde

as�l amac�m�z, literatürdeki bu bo³lu§u doldurmak olacakt�r. Daha kesin bir

ifadeyle, toplanabilme teorisinde iyi bilinen istatistiksel yak�nsakl�k kavram�n�

zaman skalalar� çerçevesi içerisinde inceleyece§iz. Bunun için ilk olarak, bir zaman

skalas� üzerinde tan�mlanan reel de§erli bir fonksiyonun istatistiksel yak�nsakl�§�

kavram�n� in³a edece§iz. Daha sonra bunun için pek çok yeni karakterizasyon elde

edece§iz. Buldu§umuz sonuçlar�n ayr�k ve sürekli durumlarda bilinen teoremlerle

çak�³t�§�n� gösterece§iz. Bunun yan� s�ra literatürde henüz incelenmemi³ yeni

yak�nsakl�k metotlar�n� ve onlar�n çe³itli özelliklerini de ara³t�raca§�z.

Bu yüksek lisans tezi dört bölümden olu³maktad�r. �lk bölüm giri³ k�sm�na

ayr�lm�³t�r. �kinci bölümde, zaman skalas� analizi ve istatistiksel yak�nsakl�k

kavram� ile ilgili temel tan�m ve teoremlere yer verilmi³tir. Orjinal sonuçlar�m�z�n

bulundu§u üçüncü bölümde, zaman skalalar� üzerinde tan�mlanan yo§unluk

ve istatistiksel yak�nsakl�k kavramlar�n� in³a edece§iz ve bunlarla ba§lant�l�

karakterizasyon teoremleri elde edece§iz. Bu tezden elde edilen ç�kt�lara ve

gelecekte bu sonuçlar�n nas�l geli³tirilebilece§ine ise son bölümde yer verece§iz.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Zaman Skalas� Analizi

Bir zaman skalas�, reel say�lar�n bo³ olmayan kapal� key� alt kümesidir ve T ile

gösterilir [16]. Buna göre R,Z,N,N0, [0, 1] ∪ [2, 3] , [0, 1] ∪ N, Cantor kümesi ve

q > 1 için qN kümelerinin birer zaman skalas� örne§i oldu§u kolayca görülebilir.

Yine ayn� dü³ünce ile Q,R�Q,C ve (0, 1) kümelerinin birer zaman skalas� örne§i

olmad�§� aç�kt�r.

�imdi bir T zaman skalas� üzerindeki baz� temel tan�m ve notasyonlar� hat�r-

latal�m.

Tan�m 2.1.1. σ : T→ T, σ (t) := inf {s ∈ T : s > t} ³eklinde tan�mlanan

fonksiyona �ileri s�çrama operatörü� denir [7].

Tan�m 2.1.2. ρ : T −→ T, ρ (t) := sup {s ∈ T : s < t} ³eklinde tan�mlanan

fonksiyona ise �geri s�çrama operatörü� denir [7].

Yukar�daki tan�mlarda inf ∅ = supT ve sup∅ = inf T olarak kabul edilmektedir.

Tan�mlanan bu operatörler yard�m�yla zaman skalas�ndaki noktalar�n cinsini

belirleyebiliriz. Bu durumu a³a§�daki tablo ile özetleyebiliriz.
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t < σ (t) ise t sa§a saç�lm�³ nokta

t = σ (t) ise t sa§a yo§un nokta

ρ (t) < t ise t sola saç�lm�³ nokta

ρ (t) = t ise t sola yo§un nokta

ρ (t) < t < σ (t) ise t izole nokta

ρ (t) = t = σ (t) ise t yo§un nokta

Tan�m 2.1.3. µ : T−→ [0,∞), µ (t) := σ (t)− t ³eklinde tan�mlanan fonksiyona,

�s�çrama fonksiyonu� ad� verilir [7].

Verilen bir T zaman skalas�ndan Tκ kümesi ³u ³ekilde elde edilir:

Tκ =

{
T\ (ρ (supT) , supT] , supT <∞

T , supT =∞.

Ba³ka bir ifadeyle, T kümesinin maksimum eleman� m, ve m sola saç�lm�³ bir

nokta ise bu durumda Tκ = T\ {m} olur; e§er böyle bir m say�s� yoksa, Tκ = T
dir. Özellikle delta türev tan�m�nda Tκ kümesine ihtiyaç duyaca§�z.

�imdi bilinen özel zaman skalas� örnekleri üzerindeki noktalar�n cinsini belirleye-

lim.

Örnek 2.1.1. T = R olsun. Bu durumda

σ (t) = inf {s ∈ R : s > t} = inf (t,+∞) = t

oldu§undan her t ∈ R sa§a yo§undur.

ρ (t) = sup {s ∈ R : s < t} = sup (−∞, t) = t

oldu§undan her t ∈ R sola yo§undur. O halde her t ∈ R yo§undur. Ayr�ca

µ (t) = σ (t)− t = t− t = 0

oldu§u görülür.

Örnek 2.1.2. T = Z olsun. Bu durumda

σ (t) = inf {s ∈ Z : s > t} = inf {t+ 1, t+ 2, ...} = t+ 1

3



ve

ρ (t) = sup {s ∈ Z : s < t} = sup {t− 1, t− 2, ...} = t− 1

olarak elde ederiz. Bu sonuçtan yola ç�karak

ρ (t) < t < σ (t)

e³itsizli§ine ula³�r�z. O halde her t ∈ Z izoledir. Ayr�ca

µ (t) = σ (t)− t = t+ 1− t = 1

olur.

Örnek 2.1.3. �imdi q > 1 için T =qN alal�m. Buna göre

σ (qn) = inf
{
qk ∈ qN : qk > qn

}
= inf

{
qn+1, qn+2, ...

}
= qn+1

ve

ρ (qn) = sup
{
qk ∈ qN : qk < qn

}
= sup

{
qn−1, qn−2, ...

}
= qn−1

bulunur. O halde her qn ∈ qN izole noktad�r. Ayr�ca

µ (qn) = σ (qn)− qn = qn+1 − qn = qn (q − 1)

oldu§u da elde edilir.

2.2 Zaman Skalas�nda Türev

Reelde bildi§imiz klasik türev tan�m� ile tam say�larda verilen ileri fark operatörü

bir zaman skalas� üzerinde ∆−türev olarak a³a§�daki ³ekilde geni³letilmi³tir.

Tan�m 2.2.1. f : T −→ R bir fonksiyon ve t ∈ Tκ olsun. Verilen her ε > 0 ve

her s ∈ U = (t− δ, t+ δ) ∩T (δ > 0) için∣∣[f (σ (t))− f (s)]− f∆ (t) [σ (t)− s]
∣∣ 6 ε |σ (t)− s|

olacak ³ekilde t nin bir U kom³ulu§u varsa f∆ (t) say�s�na f in t noktas�ndaki

"delta (∆) türevi (Hilger türevi)" denir.

E§er ∀t ∈ Tκ için f∆ (t) say�s� mevcutsa �f,Tκ kümesi üzerinde türevlenebilirdir�

denir [7].
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Bundan sonra kar�³�kl�k olmad�§� sürece ∆-türevlenebilme yerine k�saca türevlenebilme

tabirini kullanaca§�z.

Tan�m 2.2.1'den ∆-türevin a³a§�daki özellikleri sa§lad�§� kolayca görülebilir.

• ∆-türev lineerdir.

• f fonksiyonu t noktas�nda türevlenebilir ise bu noktada süreklidir.

• f fonksiyonu t noktas�nda sürekli ve t sa§a saç�lm�³ nokta ise f bu noktada

türevlenebilirdir ve

f∆ (t) =
f (σ (t))− f (t)

µ (t)

olur.

• t sa§a yo§un nokta olsun. f fonksiyonunun t noktas�nda türevlenebilir

olmas� için gerek ve yeter ³art

lim
s−→t

f (t)− f (s)

t− s
limitinin mevcut ve sonlu olmas�d�r. Bu durumda

f∆ (t) = lim
s−→t

f (t)− f (s)

t− s
d�r.

• f fonksiyonu t noktas�nda türevlenebilir ise

f (σ (t)) = f (t) + µ (t) f∆ (t)

dir.

Örnek 2.2.1. ∆-türev tan�m�n� göz önüne alarak a³a§�daki özel halleri inceleye-

lim

• T = R olsun. Her t ∈ R noktas�n�n yo§un oldu§unu Örnek 2.1.1'de

görmü³tük. ∆-türevin özelliklerinden f : R −→ R fonksiyonunun t ∈ R
noktas�nda ∆-türevlenebilir olmas� için gerek ve yeter ³art

f∆ (t) = f
′
(t)

olmas�d�r.
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• T = Z olsun. Her t ∈ Z noktas�n�n izole (dolay�s�yla sa§a saç�lm�³)

oldu§unu Örnek 2.1.2'de görmü³tük. ∆-türevin tan�m� gere§ince f : Z −→
R fonksiyonunun t ∈ Z noktas�ndaki ∆-türevi

f∆ (t) =
f (σ (t))− f (t)

σ (t)− t
=
f (t+ 1)− f (t)

t+ 1− t
= f (t+ 1)− f (t) = ∆f (t)

³eklindedir; burada ∆f (t) ileri fark operatörüdür.

• q > 1 olmak üzere T =qN olsun. Yine her t ∈ qN noktas�n�n izole

(dolay�s�yla sa§a saç�lm�³) oldu§unu Örnek 2.1.3'te görmü³tük. O halde

f : Z −→ R fonksiyonunun t ∈qN noktas�ndaki ∆-türevi

f∆ (qn) =
f (σ (qn))− f (qn)

σ (qn)− qn
=
f (qn+1)− f (qn)

qn+1 − qn
=
f (qn+1)− f (qn)

qn (q − 1)

³eklinde elde edilir.

2.3 Zaman Skalalar� Üzerinde Ölçü Teorisi

T bir key� bir zaman skalas� olmak üzere σ ileri s�çrama operatörü ve ρ geri

s�çrama operatörü olsun.

[a, b)T = {t ∈ T : a ≤ t < b}

³eklinde tan�mlanan tüm aral�klar�n ailesini =1 ile gösterelim. Burada belirtelim

ki [a, a)T aral�§� bo³ kümeyi ifade etmektedir.

m1 : =1 → [0,+∞]

[a, b)T → m1 ([a, b)T) = b− a

³eklinde tan�mlanan m1 küme fonksiyonu =1 ailesi üzerinde say�labilir toplamsal

bir ölçüdür. m1 küme fonksiyonunun Carathéodary geni³lemesi µ∆ ile gösterilir

ve T üzerinde Lebesgue-∆ ölçüsü olarak adland�r�l�r [15].

�imdi m1 in µ∆ Carathéodary geni³lemesinin nas�l elde edildi§ini k�saca ifade

edelim. �lk olarak (=1,m1) ikilisi yard�m�yla T nin tüm alt kümeleri için bir m∗1

6



d�³ ölçüsü tan�mlan�r. Burada m∗1 d�³ ölçüsü, reel analizde bilinen λ∗ Lebesgue

d�³ ölçüsüne benzer bir süreç ile a³a§�daki ³ekilde elde edilebilir.

T nin herhangi bir alt kümesi E olsun. j = 1, 2, ... için Vj'ler =1'in eleman� olan

aral�klar olmak üzere, bu aral�klar�n sonlu veya say�labilir birle³imleri yard�m�yla

E ⊂ ∪
j
Vj

olacak ³ekilde E kümesi örtülür. P (T) kümesi T nin kuvvet kümesini göstermek

üzere

m∗1 : P (T) −→ [0,+∞]

E → m∗1 (E) = inf

{∑
j

m1 (Vj) : E ⊂ ∪
j
Vj

}

³eklinde tan�mlan�r. E§er E yi örten Vj aral�klar� yoksa bu durumda m∗1 (E) =∞
olarak kabul edilir.

T nin herhangi bir A alt kümesinin m∗1-ölçülebilir olmas� için,

m∗1 (E) = m∗1 (E ∩ A) +m∗1 (E ∩ Ac)

e³itli§inin her E ⊂ T için sa§lanmas� gerekir (Burada Ac kümesi A kümesinin

tümleyenidir). Daha sonra T nin m∗1-ölçülebilir tüm alt kümeleri M (m∗1) ile

gösterilir. M (m∗1) ailesi bir σ-cebir olur. Son olarak m∗1 d�³ ölçüsünün M (m∗1)

kümesi üzerine k�s�tlamas�na Lebesgue ∆-ölçüsü denir ve bu ölçü µ∆ ile gösterilir.

Böylecem1 küme fonksiyonunun Carathéodary geni³lemesi elde edilmi³ olur ([15],

[4]).

2.3.1 Lebesgue ∆-ölçüsü ve ∆-ölçülebilir Fonksiyonlar

Bu k�s�mda Lebesgue ∆-ölçüsünün çe³itli özelliklerine de§inece§iz.

Teorem 2.3.1. t0 ∈ T\ {maxT} olsun. Bu durumda {t0} kümesi ∆−
ölçülebilirdir ve

µ∆ ({t0}) = σ (t0)− t0 = µ (t0)

olur [15].

7



Reel analizde kullan�lan Lebesgue ölçüsü için tek nokta kümelerinin Lebesgue

ölçüsü s�f�rd�r. Ancak zaman skalalar� üzerinde µ∆ ({t0}) = µ (t0) olup daha

önceki örneklerde de gördü§ümüz üzere µ (t0) say�s� her zaman s�f�ra e³it olmak

zorunda de§ildir.

Teorem 2.3.2. a, b ∈ T ve a ≤ b olsun.

i) µ∆ ([a, b)T) = b− a

ii) µ∆ ((a, b)T) = b− σ (a)

olur. E§er a, b ∈ T\ {maxT} ve a ≤ b ise

iii) µ∆ ((a, b]T) = σ (b)− σ (a)

iv) µ∆ ([a, b]T) = σ (b)− a

olur [15].

Tan�m 2.3.1. f : T→ [−∞,+∞] bir fonksiyon olsun. Her α ∈ R için

f−1 ([−∞, α)) = {t ∈ T : f (t) < α}

kümesi ∆-ölçülebilir ise �f fonksiyonu T üzerinde ∆-ölçülebilirdir� denir [8].

2.3.2 Lebesgue ∆-�ntegrali

Bu bölümde ∆-ölçülebilir fonksiyonlar�n Lebesgue ∆-integraline de§inece§iz.

Önce basit fonksiyonlar�n, sonra pozitif fonksiyonlar�n daha sonra da bunlardan

yararlanarak herhangi bir ∆-ölçülebilir bir fonksiyonunun Lebesgue ∆-integrali

için tan�mlar verilecektir.

Tan�m 2.3.2. S : T→ R bir fonksiyon olsun. j = 1, 2, .., n için αj ler birbirinden

farkl� olmak üzere Aj = {t ∈ T : S (t) = αj} kümeleri tan�mlans�n. S =
n∑
j=1

αjχAj

olacak ³ekilde yaz�labiliyorsa S fonksiyonuna �basit fonksiyon� denir. Burada χAj

fonksiyonu Aj kümelerinin karakteristik fonksiyonudur, yani

χAj
(t) =

{
1 , t ∈ Aj
0 , t /∈ Aj
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³eklinde tan�mlan�r [8].

Tan�m 2.3.3. E, T nin ∆-ölçülebilir bir alt kümesi ve S : T→ R bir basit

fonksiyon olsun. Yani S fonksiyonu Tan�m 2.3.2'de ifade edilen Aj kümeleri ve

αj say�lar� ile a³a§�daki biçimde yaz�ls�n:

S =
n∑
j=1

αjχAj

Bu durumda S fonksiyonunun E üzerinden Lebesgue ∆-integrali∫
E

S (t) ∆t =
n∑
j=1

αjµ∆ (Aj ∩ E)

biçiminde tan�mlan�r [8].

Sonuç 2.3.1. f (s) = α, α ∈ R olacak ³ekilde f sabit fonksiyonu verilsin. Bu

durumda f fonksiyonunun T nin ∆-ölçülebilir bir Ω kümesi üzerinden integrali∫
Ω

f (s) ∆s =

∫
Ω

α∆s = αµ∆ (Ω)

dir.

Tan�m 2.3.4. E, T nin ∆-ölçülebilir bir alt kümesi ve f : T→ [0,+∞], ∆-

ölçülebilir bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun E kümesi üzerindeki Lebesgue

∆-integrali∫
E

f (s) ∆s = sup


∫
E

S (s) ∆s : 0 ≤ S ≤ f ve S basit fonksiyon

 (2.1)

³eklinde tan�mlan�r [8].

Tan�m 2.3.5. E, T nin ∆-ölçülebilir bir alt kümesi ve f : T→R, ∆-ölçülebilir

bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun pozitif parças� f+ := max {f, 0} ve negatif

parças� f− := max {−f, 0} ³eklinde tan�mlans�n.∫
E

f+ (s) ∆s veya
∫
E

f− (s) ∆s

integrallerinden en az bir tanesi sonlu olmak ³art�yla f fonksiyonunun E kümesi

üzerinden Lebesgue ∆-integrali∫
E

f (s) ∆s =

∫
E

f+ (s) ∆s−
∫
E

f− (s) ∆s

³eklinde tan�mlan�r.
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2.4 �statistiksel Yak�nsakl�k Kavram�

N do§al say�lar kümesi olmak üzere A ⊂ N verilsin. A (n) kümesi

A (n) = {k 6 n : k ∈ A}

³eklinde tan�mlans�n. Ayr�ca A kümesinin eleman say�s�n� da #A ile gösterelim.

Tan�m 2.4.1. Bir A ⊂ N alt kümesi için

lim
n

#A (n)

n
= lim

n

# {k ≤ n : k ∈ A}
n

limiti mevcutsa, bu limit de§erine A kümesinin "do§al yo§unlu§u (asimptotik

yo§unlu§u)" denir ve δ (A) ile gösterilir [19].

Yukar�daki tan�mdan hareketle

δ (N) = 1,

δ ({2n : n ∈ N}) = δ ({2n+ 1 : n ∈ N}) =
1

2
,

δ
({
n2 : n ∈ N

})
= 0 (2.2)

oldu§u kolayca görülebilir. Yine sonlu elemanl� bir B kümesi için δ (B) = 0 ola-

ca§� gibi sonsuz elemana sahip olan {m2 : m ∈ N} kümesi için de δ ({m2 : m ∈ N}) =

0 olur. Ayr�ca asal say�lar kümesinin de s�f�r yo§unluklu oldu§u bilinmektedir.

�imdi istatistiksel yak�nsakl�k kavram�n� hat�rlatal�m.

Tan�m 2.4.2. x := (xk)k∈N bir say� dizisi olsun. E§er ∀ε > 0 için,

δ ({k : |xk − L| ≥ ε}) = 0

veya ba³ka bir ifadeyle

lim
n

1

n
# {k ≤ n : |xk − L| ≥ ε} = 0

olacak ³ekilde bir L say�s� varsa, bu durumda x dizisi L say�s�na "istatistiksel

yak�nsakt�r" denir ve st− lim
k
xk = L ³eklinde gösterilir [11].
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Toplanabilme teorisinde önemli bir yer tutan istatistiksel yak�nsakl�k kavram�,

son y�llarda yakla³�mlar teorisi içinde de s�kl�kla kullan�lm�³t�r ([14] ve [3]).

�statistiksel yak�nsakl�k tan�m�ndan da anla³�laca§� gibi, e§er bir x dizisi bir L

say�s�na istatistiksel yak�nsak ise, bu durumda L say�s�n�n herhangi bir ε > 0

kom³ulu§unda dizinin sonsuz çoklukta terimi bulunurken bu kom³ulu§un d�³�nda

da, indis kümesi s�f�r yo§unluklu olmak üzere, dizinin sonsuz çoklukta terimi

bulunabilir.

Burada hemen belirtelim ki bir x dizisi L say�s�na yak�nsak ise, bu durumda L

nin her kom³ulu§unda dizinin sonsuz çoklukta terimi bulunurken, bu kom³ulu§un

d�³�nda diziye ait en fazla sonlu adette terim bulunabilir. Dolay�s�yla bu sonlu

adetteki terimlerin indislerinin olu³turaca§� küme de do§al say�lar�n sonlu bir

alt kümesi olup yo§unlu§u s�f�rd�r, yani x dizisi L say�s�na istatistiksel yak�nsak

olur. Fakat a³a§�da verece§imiz örnek, bu önermenin kar³�t�n�n her zaman do§ru

olmad�§�n� göstermektedir.

Örnek 2.4.1. (xn)n∈N dizisinin genel terimi

xn =

{
1 ; n = m2

0 ;n 6= m2

³eklinde tan�mlans�n. (2.2)'den st − lim
n
xn = 0 bulunur. Ancak (xn) dizisinin

yak�nsak olmad�§� aç�kt�r.

Klasik anlamda yak�nsakl�k ile istatistiksel yak�nsakl�k aras�ndaki bir di§er önemli

fark ise bilindi§i üzere yak�nsak olan her dizi ayn� zamanda s�n�rl� olmas�na

ra§men istatistiksel yak�nsak her dizi için bu durum her zaman gerçekle³meyebilir.

Bunu a³a§�daki örnek üzerinde inceleyebiliriz.

Örnek 2.4.2. (xn)n∈N dizisinin genel terimi

xn =

{ √
n ; n = m2

0 ;n 6= m2

³eklinde tan�mlans�n. (2.2)'den st − lim
n
xn = 0 bulunur, ancak (xn) dizisi s�n�rl�

de§ildir.
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Bu bölümde son olarak, klasik anlamda bilinen "Cauchy dizisi" kavram�n�n

istatistiksel benzerini hat�rlat�p onun için bir karakterizasyona de§inece§iz.

Tan�m 2.4.3. x : (xn)n∈N bir say� dizisi olsun. E§er ∀ε > 0 için

δ ({k : |xk − xN | ≥ ε}) = 0

olacak ³ekilde bir N = N (ε) say�s� mevcut ise, bu durumda x dizisine �istatistiksel

Cauchy dizisi� denir [13].

Tan�m 2.4.4. (xn)n∈N dizisi bir P önermesini yo§unlu§u s�f�r olan bir küme

d�³�ndaki her n için gerçekliyorsa (xn) dizisi P önermesini hemen hemen her

n için gerçekliyor denir ve h.h.n için P do§rudur ³eklinde gösterilir [13].

O halde Tan�m 2.4.3'ten (xk)k∈N bir istatistiksel Cauchy dizisi ise, bu durumda

her ε > 0 için en az bir N = N (ε) say�s� mevcuttur öyleki h.h.k için |xk − xN | < ε

gerçeklenir.

�statistiksel yak�nsakl�k için bilinen bir karakterizasyon a³a§�da verilmektedir:

Teorem 2.4.1. Bir (xk)k∈N dizisi için a³a§�daki önermeler denktir:

i) (xk)k∈N dizisi istatistiksel yak�nsakt�r.

ii) (xk)k∈N dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir.

iii) h.h.k için xk = yk olacak ³ekilde yak�nsak bir y = (yk) dizisi vard�r [13].
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3. ZAMAN SKALALARI

ÜZER�NDE �STATAT�ST�KSEL

YAKINSAKLIK

3.1 Zaman Skalalar� Üzerinde �statistiksel Yak�n-

sakl�k Kavram�

Bu bölümde zaman skalalar� üzerinde istatistiksel yak�nsak�l�k kavram�n� in³a

edece§iz. Bu tan�m� olu³turabilmemiz için ilk olarak zaman skalalar� üzerinde bir

yo§unluk fonksiyonu tan�mlamal�y�z. Yo§unluk fonksiyonunu tan�mlarken Gu-

seinov taraf�ndan verilen Lebesgue ∆-ölçüsü µ∆ dan ve ∆-ölçülebilir kümelerden

yararlanaca§�z [15].

Hemen belirtelim ki bu tez boyunca kullanaca§�m�z T zaman skalas� örnekleri için

inf T = t0 > 0 ve supT =∞ olmas� kabul edilmektedir.

3.1.1 Yo§unluk Fonksiyonu ve Çe³itli Özellikleri

Ω, T nin ∆-ölçülebilir bir alt kümesi olsun. t ∈ T için, Ω (t) kümesini a³a§�daki

gibi tan�mlayal�m:

Ω (t) := {s ∈ [t0, t]T : s ∈ Ω} .
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Tan�m 3.1.1. Ω, T nin ∆-ölçülebilir bir alt kümesi olmak üzere, e§er

lim
t→∞

µ∆ (Ω (t))

µ∆ ([t0, t]T)
(3.1)

limiti mevcut ise, bu limit de§erine �Ω n�n T üzerindeki yo§unlu§u� denir ve δT (Ω)

³eklinde gösterilir.

Yukar�da vermi³ oldu§umuz bu tan�m�n T = N hali daha önce verilen Tan�m

2.4.1'i, a > 0 olmak üzere T = [a,∞) hali Denjoy [10] taraf�ndan verilen

yakla³�k yo§unluk tan�m�n� içermektedir (ayr�ca bak�n�z [18]). Üstelik seçilen

uygun zaman skalas� örnekleriyle bu tan�m, ayr�k ve sürekli durumlar aras�ndaki

bo³lu§u kapatmaktad�r.

Tan�m 3.1.1'den

δT (T) = 1 (3.2)

ve herhangi bir Ω ⊂ T için e§er Ω n�n yo§unlu§u mevcutsa

0 ≤ δT (Ω) ≤ 1 (3.3)

oldu§u kolayca görülebilir.

Zaman skalalar� üzerinde yo§unluk fonksiyonunu tan�mlad�ktan sonra bu bölümde

yo§unluk fonksiyonlar� için bilinen baz� özelliklerin Tan�m 3.1.1 ile tan�mlad�§�m�z

yo§unluk fonksiyonu için de do§ru oldu§unu gösterece§iz.

Lemma 3.1.1. T bir zaman skalas� olsun. A ve B, T nin ∆−ölçülebilir alt

kümeleri ve δT (A), δT (B) say�lar� mevcut olsun. Bu durumda

δT (A ∪B) 6 δT (A) + δT (B) (3.4)

olur. E§er A ∩B = ∅ ise,

δT (A ∪B) = δT (A) + δT (B) (3.5)

elde edilir.

�spat.

A (t) = {t0 6 s 6 t : s ∈ A} ve B (t) = {t0 6 s 6 t : s ∈ B}
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olsun.

(A ∪B) (t) ⊂ A (t) ∪B (t)

oldu§u kolayca görülebilir. Böylece µ∆ bir ölçü oldu§undan

µ∆ ((A ∪B) (t)) 6 µ∆ (A (t) ∪B (t))

6 µ∆ (A (t)) + µ∆ (B (t))

elde edilir. �imdi son e³itsizli§in her iki taraf�n� µ∆ ([t0, t]T) say�s�na bölüp t→∞
için limit al�rsak,

lim
t→∞

µ∆ ((A ∪B) (t))

µ∆ ([t0, t]T)
≤ lim

t→∞

µ∆ (A (t))

µ∆ ([t0, t]T)
+ lim

t→∞

µ∆ (B (t))

µ∆ ([t0, t]T)

e³itsizli§i elde edilir. Bu son e³itsizlik ise Tan�m 3.1.1'den

δT (A ∪B) 6 δT (A) + δT (B)

olmas�n� gerektirir. Son olarak e§er A ∩B = ∅ ise,

µ∆ ((A ∪B) (t)) = µ∆ (A (t)) + µ∆ (B (t))

olur. Buradan benzer yolla

δT (A ∪B) = δT (A) + δT (B)

elde edilir ve ispat tamamlan�r.

Lemma 3.1.2. A ⊂ T ve δT (A) = 0 olsun. Buradan

δT (T\A) = 1

olur.

�spat. T = A ∪ (T\A) ve (T\A) ∩ A = ∅ olaca§� aç�kt�r. Böylece,

δT (A ∪ (T\A)) = δT (T) = 1 (3.6)

olur. (3.5) ve (3.6)'dan, a³a§�daki e³itli§i elde edebiliriz:

δT (A ∪ (T\A)) = δT (A) + δT (T\A)

= δT (T\A)

= 1.

Dolay�s�yla ispat tamamlan�r.
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Lemma 3.1.3. A ve B, T nin ∆-ölçülebilir alt kümeleri ve A ⊂ B olsun. E§er

δT (A) and δT (B) say�lar� mevcutsa,

δT (A) 6 δT (B)

d�r.

�spat. A ⊂ B olsun.

A (t) = {t0 6 s 6 t : s ∈ A} = {t0 6 s 6 t : s ∈ B}

ve

B (t) = {t0 6 s 6 t : s ∈ B}

olsun. A ⊂ B kabulümüzü kullanarak,

A (t) ⊂ B (t)

oldu§unu kolayca görebiliriz. �imdi µ∆ n�n bir ölçü oldu§unu bilgisini kullanarak,

µ∆ (A (t)) ≤ µ∆ (B (t))

yazabiliriz. Son e³itli§in her iki taraf�n� µ∆ ([t0, t]T) say�s�na bölüp daha sonra

t→∞ için limit al�rsak,

lim
t→∞

µ∆ (A (t))

µ∆ ([t0, t]T)
6 lim

t→∞

µ∆ (B (t))

µ∆ ([t0, t]T)

elde ederiz ve böylece Tan�m 3.1.1'den

δT (A) 6 δT (B)

sonucuna ula³�r�z.

Lemma 3.1.4. A ve B, T nin ∆-ölçülebilir alt kümeleri olsun. E§er δT (A) =

δT (B) = 1, ise

(i) δT (A ∪B) = 1

(ii) δT (A ∩B) = 1
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olur.

�spat. (i) Herhangi iki A ve B kümeleri için A ⊂ A∪B olaca§� aç�kt�r. Lemma

3.1.3'ten

δT (A) 6 δT (A ∪B)

yazabiliriz. (3.3) e³itsizli§ini ve hipotezi kullanarak,

1 6 δT (A ∪B) 6 1

e³itsizli§ine ula³�r�z. Bu son e³itsizlik ise

δT (A ∪B) = 1

olmas�n� gerektirir.

(ii) Herhangi iki A ve B kümeleri için A ∪B kümesi,

A ∪B = (A�B) ∪ (B�A) ∪ (A ∩B)

olacak ³ekilde üç ayr�k kümenin birle³imi olarak yaz�labilir. Lemma 3.1.1

yard�m�yla,

δT (A ∪B) = δT (A�B) + δT (B�A) + δT (A ∩B)

e³itli§i yaz�labilir. A ⊂ T oldu§undan

A�B ⊂ T�B

olur. Lemma 3.1.2 ve Lemma 3.1.3'ü kullanarak,

δT (A�B) ≤ δT (T�B) = 0

yazabiliriz. Dolay�s�yla δT (A�B) = 0 olur. Benzer ³ekilde δT (B�A) = 0

olaca§� gösterilebilir. Böylece

δT (A ∪B) = δT (A ∩B)

olur. (i)'den dolay�

δT (A ∩B) = 1

olmak zorundad�r.
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3.1.2 Zaman Skalalar� Üzerinde �statistiksel Yak�nsakl�k

Art�k bir T zaman skalas� üzerinde tan�ml� reel de§erli bir f fonksiyonu için

istatistiksel yak�nsakl�k kavram�n� verebiliriz.

Tan�m 3.1.2. f : T→ R, ∆-ölçülebilir bir fonksiyon olsun. E§er her ε > 0 için,

δT ({t ∈ T : |f (t)− L| > ε}) = 0 (3.7)

e³itli§i sa§lan�yorsa, f fonksiyonu T üzerinde L say�s�na istatistiksel yak�nsakt�r

denir ve bu durum

stT − lim
t→∞

f(t) = L

³eklinde gösterilir.

Tan�m 3.1.1'den yola ç�k�larak (3.7) e³itli§i a³a§�daki ³ekilde de yaz�labilir:

lim
t→∞

µ∆ ({s ∈ [t0, t]T : |f(s)− L| > ε})
µ∆ ([t0, t]T)

= 0.

Örnek 3.1.1. T = N alal�m. Bu durumda t0 = 1 olup

µ∆ ([1, n]N) = µ∆ ({1, 2, 3, ..., n}) = σ (n)− 1 = (n+ 1)− 1 = n

ve

µ∆ ({k ∈ [1, n]N : |f(k)− L| > ε}) = µ∆ ({1 6 k 6 n : |f (k)− L| > ε})

= # {1 6 k 6 n : |f (k)− L| > ε}

olur. T = N durumu için

stN − lim
n→∞

f(n) = L

ifadesi

lim
n→∞

# {1 6 k 6 n : |f (k)− L| > ε}
n

= 0 (3.8)

limitine e³ittir. Burada (3.8) e³itli§i asl�nda (xk) := (f(k)) dizisinin L say�s�na

istatistiksel yak�nsakl�§�n� verir. Bunu Tan�m 2.4.2'de

st− lim
k→∞

xk = L

³eklinde göstermi³tik (bak�n�z [11]).
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Örnek 3.1.2. �imdi T = [a,∞) (a > 0) seçelim. Bu durumda Tan�m 3.1.2,

Móricz taraf�ndan verilen tan�ma indirgenir (bak�n�z [18]). Bu örnekte t0 = a

oldu§undan

µ∆

(
[a, t]

[a,∞)

)
= µ∆ ([a, t]) = σ(t)− a = t− a

ve yine T = [a,∞) oldu§undan,

µ∆

(
s ∈ [a, t][a,∞) : |f(s)− L| > ε

)
= µ∆ ({a 6 s 6 t : |f(s)− L| > ε})

= m ({a 6 s 6 t : |f(s)− L| > ε})

olur; burada m(B) ifadesi bir B kümesinin klasik Lebesgue ölçüsünü göstermek-

tedir. Dolay�s�yla,

st[a,∞) − lim
t→∞

f(t) = L

ifadesi

lim
t→∞

m ({a 6 s 6 t : |f(s)− L| > ε})
t− a

= 0 (3.9)

limitine denktir. (3.9) e³itli§i ise ilk kez Móricz taraf�ndan tan�mlanm�³t�r [18].

Örnek 3.1.3. Son olarak Tan�m 3.1.2'de T = qN (q > 1) alal�m. Bu zaman

skalas� örne§i için t0 = q olup Tan�m 3.1.2'de t gördü§ümüz yere qn yazarsak,

µ∆

(
[q, qn]qN

)
= µ∆

({
q, q2, ..., qn

})
= σ (qn)− 1 = q(qn − 1)

olur. K(ε) :=
{
qk ∈ [q, qn]

qN
:
∣∣f(qk)− L

∣∣ > ε
}

³eklinde tan�mlayal�m. Bu

durumda

µ∆ (K(ε)) =
n∑
k=1

(
σ(qk)− qk

)
χK(ε)(q

k)

= (q − 1)
n∑
k=1

qkχK(ε)(q
k)

elde edilir. Dolay�s�yla

stqN − lim
k→∞

f(qk) = L

ifadesi

lim
n→∞

(q − 1)
∑n

k=1 q
kχK(ε)(q

k)

q(qn − 1)
= lim

n→∞

∑n
k=1 q

k−1χK(ε)(q
k)

[n]q
= 0 (3.10)
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limitlerine denk olur. (3.10) e³itli§indeki [n]q ifadesi

[n]q := 1 + q + q2 + ...+ qn−1 =
qn − 1

q − 1
(3.11)

e³itli§i ile verilen q-tamsay�lar� göstermektedir. Ayr�ca (3.10) e³itli§inde verilen

limit a³a§�daki matris toplanabilme metoduyla da gösterilebilir:

lim
n→∞

∑n
k=1 q

k−1χK(ε)(q
k)

[n]q
= lim

n→∞
C1(q)χK(ε)(q

n),

burada C1(q) := [cn,k(q)], k, n ∈ N, ifadesi birinci mertebeden q-Cesáro

matrisini göstermektedir. Bu matris Aktu§lu ve Bekar taraf�ndan a³a§�daki

³ekilde tan�mlanm�³t�r [2]:

cn,k(q) =


qk−1

[n]q
, if 1 ≤ k ≤ n

0, di§er durumlarda.
(3.12)

Böylece (3.10) ve (3.12) e³itliklerinden

stqN − lim
k→∞

f(qk) = L⇔ lim
n→∞

C1(q)χK(ε)(q
n) = 0 (3.13)

ifadesi elde edilir. Bu son yak�nsakl�k methodu ise [2]'de f fonksiyonunun L

say�s�na q-istatistiksel yak�nsakl�§� olarak adland�r�lm�³t�r [2].

Verdi§imiz bu üç örne§in ard�ndan belirtmeliyiz ki Tan�m 3.1.2'de seçilen herhangi

bir zaman skalas� için yeni bir yak�nsakl�k methodu üretmek mümkündür.

�imdi ise Tan�m 3.1.2'de vermi³ olu§umuz istatistiksel limitin tekli§ini ve

lineerli§ini görece§iz.

Teorem 3.1.1. T bir zaman skalas� f : T→ R, ∆-ölçülebilir bir fonksiyon olsun.

E§er stT − lim
t→∞

f (t) mevcutsa, bu istatistiksel limit tektir.

�spat. stT − lim
t→∞

f (t) = L1 ve stT − lim
t→∞

f (t) = L2 olsun. Verilen ε > 0 say�s�

için A ve B kümelerini a³a§�daki gibi tan�mlayal�m:

A =
{
t : |f (t)− L1| >

ε

2

}
ve B =

{
t : |f (t)− L2| >

ε

2

}
.
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Zaman skalalar� üzerinde istatistiksel limit tan�m�n� göz önüne alarak,

stT − lim
t→∞

f (t) = L1 ⇐⇒ ∀ε > 0, δT (A) = 0

stT − lim
t→∞

f (t) = L2 ⇐⇒ ∀ε > 0, δT (B) = 0

yazabiliriz. �imdi L1 = L2 oldu§unu gösterelim. Bunun için

∀ε > 0 için 0 ≤ |L1 − L2| < ε

oldu§unu göstermeliyiz. Aksini kabul edelim, ∃ε > 0 için |L1 − L2| > ε olsun.

Buradan

ε 6 |L1 − L2|

= |L1 − f (t) + f (t)− L2|

≤ |f (t)− L1|+ |f (t)− L2|

olmak zorundad�r. E§er t /∈ A ∪B ise, |f (t)− L1| < ε
2
ve |f (t)− L2| < ε

2
dir. O

halde t /∈ A ∪B için

ε 6 |L1 − f (t)|+ |f (t)− L2| <
ε

2
+
ε

2

olur ve bu çeli³ki ispat� tamamlar.

Teorem 3.1.2. f, g : T → R, ∆-ölçülebilir fonksiyonlar ve c ∈ R olsun. stT −
lim
t→∞

f (t) = L1 ve stT − lim
t→∞

g (t) = L2 olsun. Bu durumda

(i) stT − lim
t→∞

(f (t) + g (t)) = L1 + L2

(ii) stT − lim
t→∞

(cf (t)) = cL1

olur.

�spat. (i) Verilen ε > 0 say�s� için A =
{
t : |f (t)− L1| > ε

2

}
ve B ={

t : |g (t)− L2| > ε
2

}
olsun. Bu durumda

stT − lim
t→∞

f (t) = L1 ⇐⇒ ∀ε > 0, δT (A) = 0

stT − lim
t→∞

g (t) = L2 ⇐⇒ ∀ε > 0, δT (B) = 0
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olur. �imdi C = {t : |f (t) + g (t)− L1 − L2| > ε} kümesini tan�mlayal�m.

δT (C) = 0 oldu§unu göstermeliyiz. Bunun için

C ⊂ A ∪B

oldu§unu iddia ediyoruz. Aksini kabul edelim, yani C * A ∪ B olsun. Bu

durumda en az bir t0 ∈ C vard�r öyle ki t0 /∈ A ∪B gerçeklenir. Üstelik

t0 /∈ A ∪B =⇒ t0 /∈ A ve t0 /∈ B

dir. E§er t0 /∈ A ise, |f (t0)− L1| < ε
2
ve t0 /∈ B ise, |g (t0)− L2| < ε

2
olur.

Böylece

|f (t0)− L1|+ |g (t0)− L2| < ε

elde edilir. Ayr�ca

|f (t0) + g (t0)− L1 − L2| 6 |f (t0)− L1|+ |g (t0)− L2| < ε (3.14)

olup, (3.14)'ten t0 /∈ C elde edilir. Bu bir çeli³kidir, dolay�s�yla C ⊂ A ∪ B
olmal�d�r. Lemma 3.1.3, (3.3) ve (3.4) yard�m�yla

0 6 δT (C) 6 δT (A ∪B) 6 δT (A) + δT (B) = 0

elde edilir. Bu son e³itsizlik ise

stT − lim
t→∞

(f (t) + g (t)) = L1 + L2

demektir.

(ii) c = 0 ise durum aç�kt�r. �imdi c 6= 0 olmak üzereE =
{
t : |f (t)− L1| > ε

|c|

}
diyelim.

stT − lim
t→∞

f (t) = L1 ⇐⇒ ∀ε > 0 için , δT (E) = 0 (3.15)

olaca§�ndan her t ∈ E için,

|f (t)− L1| >
ε

|c|
=⇒ |cf (t)− cL1| > ε

yaz�labilir. Bu ise (3.15) uyar�nca

stT − lim
t→∞

(cf (t)) = cL1

olmas�na denktir.
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Bu k�sm�n sonunda zaman skalalar� üzerinde istatistiksel Cauchy fonksiyonunu

tan�mlayaca§�z.

Tan�m 3.1.3. f : T→ R, ∆-ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Her ε > 0 için en

az bir t1 > t0 say�s� vard�r öyleki

lim
t→∞

µ∆ ({s ∈ [t0, t]T : |f (s)− f (t1)| > ε})
µ∆ ([t0, t]T)

= 0

ise, f fonksiyonuna �T üzerinde istatistiksel Cauchy'dir� denir.

3.2 Zaman Skalalar� Üzerinde �statistiksel Yak�n-

sakl�k �çin Baz� Karakterizasyonlar

Bu bölümde bir zaman skalas� üzerindeki istatistiksel yak�nsakl�k kavram� için

baz� karekterizasyonlar elde edece§iz. Bu sonuçlar�n baz� özel halleri literatürde

mevcut olmakla birlikte yeni ve geli³tirilebilir pek çok yönüde bulunmaktad�r.

�lk karakterizasyon teoremimize geçmeden önce, teoremin ispat�nda kullanaca§�m�z

bir notasyona de§inmemiz gerekmektedir.

T bir zaman skalas�, A ⊂ T ve δT (A) = 0 olsun. f , T üzerinde tan�ml� reel de§erli

bir fonksiyon olsun. E§er f fonksiyonu bir P önermesini A kümesi d�³�ndaki her

t ∈ T için gerçekliyorsa f fonksiyonu P önermesini �hemen hemen her t için

gerçekliyor� denir ve h.h.t için P do§rudur ³eklinde gösterilir. Burada belirtelim

ki, vermi³ oldu§umuz bu tan�m�n T = N hali Tan�m (2.4.4)'te verilen tan�md�r.

Teorem 3.2.1. f : T→ R, ∆-ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

a³a§�daki önermeler denktir.

(i) f fonksiyonu T üzerinde istatistiksel yak�nsakt�r.

(ii) f fonksiyonu T üzerinde istatistiksel Cauchy'dir.

(iii) f fonksiyonu ∆-ölçülebilir g ve h fonksiyonlar�n�n toplam� olarak yaz�labilir

öyle ki

lim
T→∞

g (T ) = stT − lim
T→∞

f (T ) (3.16)
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ve

δT ({T : h (T ) 6= 0}) = 0 (3.17)

olur. Ayr�ca, e§er f fonksiyonu s�n�rl� ise, g ve h fonksiyonlar� da s�n�rl�d�r.

�spat. (i) =⇒ (ii): Klasik analizde yak�nsak her dizinin bir Cauchy dizisi olmas�

ispat�na benzeyen bir ispat uygulayaca§�z. stT− lim
t→∞

f (t) = L ve ε > 0 olsun. Bu

durumda hemen hemen her t ∈ [t0,∞)T için |f (t)− L| < ε
2
olur. t1 ∈ T alal�m.

Bu durumda

|f (t)− f (t1)| 6 |f (t)− L|+ |f (t1)− L|

<
ε

2
+
ε

2
h.h.t

olur. Dolay�s�yla, f , T üzerinde istatistiksel Cauchy'dir.

(ii) =⇒ (iii): f fonksiyonu T üzerinde istatistiksel Cauchy olsun. Buradan,

|f (T )− f (t1)| < ε h.h.T için

olur. �imdi bir t1 > t0 seçelim öyle ki

I =

[
f (t1)− 1

2
, f (t1) +

1

2

]
aral�§� hemen hemen her T için f (T ) say�s�n� içersin. Yine bir t2 > t0 seçelim

öyleki

J =

[
f (t2)− 1

4
, f (t2) +

1

4

]
aral�§� hemen hemen her T için f (T ) say�s�n� içersin. �imdi iddia ediyoruz ki,

I1 := I ∩ J hemen hemen her T için f (T ) say�s�n� içerir.

�imdi A = {t0 ≤ T ≤ t : f (T ) /∈ I1} olsun. �ddiam�z�n do§ru oldu§unu göstermek

için δT (A) = 0 oldu§unu göstermeliyiz. Kolayca görülebilir ki

A = {t0 6 T 6 t : f (T ) /∈ I1} = {t0 6 T 6 t : f (T ) /∈ I}∪{t0 6 T 6 t : f (T ) /∈ J}

ve

µ∆ (A) ≤ µ∆ ({t0 ≤ T ≤ t : f (T ) /∈ I}) + µ∆ ({t0 ≤ T ≤ t : f (T ) /∈ J})
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olur. Son e³itsizli§in her iki yan�n� µ∆ ([t0, t]T) say�s�na bölüp, t → ∞ için limit

al�rsak

δT (A) = 0

oldu§u görülür. Buradan, hemen hemen her T için f (T ) ∈ I1'dir. I ve J kümeleri

kapal� oldu§undan I1 kümesi de kapal� olur. Hatta,

µ∆ (I1) 6 µ∆ (J)

= σ

(
f (t2) +

1

4

)
−
(
f (t2)− 1

4

)
=

1

2

dir. �imdi yeniden bir t3 > t0 seçelim öyleki

J1 =

[
f (t3)− 1

8
, f (t3) +

1

8

]
aral�§� hemen hemen her T için f (T ) say�s�n� içersin. Benzer ³ekilde

I2 := I1 ∩ J1

aral�§� hemen hemen her T için f (T ) say�s�n� içerir. Ve yine I2 aral�§� kapal� olup

µ∆ (I2) ≤ 1
4
'dir. Bu yolla devam edersek, tümevar�m ilkesiyle {Im}∞m=1 kapal�

aral�klar dizisi in³a edebiliriz. Bu dizide her bir m için,

Im+1 ⊂ Im, µ∆ (Im) 6 2−m

ve hemen hemen her T için f (T ) ∈ Im olur.

�ç içe aral�klar teoreminden, en az bir λ say�s� vard�r öyleki ∩∞m=1Im = λ dir.

Hemen hemen her T için f (T ) ∈ Im oldu§undan,

t0 < b1 < b2 < ...

dizisini olu³turabiliriz. Burada m→∞ iken bm →∞ ve

1

µ∆ ([t0, t])
µ∆ ({t0 ≤ T ≤ t : f (T ) /∈ Im}) <

1

m
, t > bm (3.18)

olur. �imdi g ve h fonksiyonlar�n� a³a§�daki ³ekilde tan�mlayal�m:
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• t0 ≤ T 6 b1 ise,

g (T ) := f (T ) ve h (T ) := 0

• T > b1 ve bm < T ≤ bm+1 (m > 1) ise,

g (T ) :=

{
f (T ) , f (T ) ∈ Im
λ, di§er durumlarda

ve h (T ) := f (T )− g (T ) .

g ve h fonksiyonlar� ∆-ölçülebilir fonksiyonlar oldu§undan, f = g + h fonksiyonu

da ∆−ölçülebilirdir. �imdi iddia ediyoruz ki

lim
T→∞

g (T ) = λ

dir. �ddiam�z�n do§ru oldu§unu göstermek için herhangi bir ε > 0 alal�m. 0 <

ε < 1 ve bir p tamsay�s� seçelim öyle ki 2−p < ε olsun. E§er T > bp ise, baz�

m > p say�lar� için bm < T 6 bm+1 olur. E§er f (T ) ∈ Im ise, f (T ) = g (T ) ve

tan�mdan

|g (T )− λ| = |f (T )− λ| 6 µ∆ (Im) 6 2−m 6 2−p < ε (3.19)

olur. E§er f (T ) /∈ Im ise, bu durumda da g (T ) = λ olur. (3.19) e³itli§i her

T > bp için do§rudur. Bu ise (3.16)'y� ispatlar.

h fonksiyonunun tan�m�ndan, h (T ) 6= 0 olmas� için gerek ve yeter ³art f (T ) 6=
g (T ) olmas�d�r. E§er baz� m ≥ 1 say�lar� için, bm < T ≤ bm+1 ise,

{t0 ≤ T ≤ t : h (T ) 6= 0} =
m−1
∪
k=1
{bk ≤ T ≤ bk+1 : f (T ) /∈ Ik}

∪ {bm < T ≤ t : f (T ) /∈ Im}

⊂ {t0 ≤ T ≤ t : f (T ) /∈ Im}

bulunur. Lemma 3.1.1'den,

1

µ∆ ([t0, t]T)
µ∆ ({t0 ≤ T ≤ t : h (T ) 6= 0}) <

1

µ∆ ([t0, t]T)
µ∆ ({t0 ≤ T ≤ t : f (T ) /∈ Im})

<
1

m

olur. Dolay�s�yla t→∞ iken m→∞ olup,

δT ({T : h (T ) 6= 0}) = 0
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bulunur. Bu ise, hemen hemen her T için h (T ) = 0 ve f (T ) = g (T ) olmas�

demektir. E§er f s�n�rl� ise, bir M say�s� vard�r öyleki |f (T )| ≤ M 'dir. Her

T ∈ T için

|g (T )| ≤ max {M,λ}

|h (T )| ≤ M + λ

elde edilir.

(iii) =⇒ (i): f = g + h olsun. Bu durumda

stT − lim
T→∞

f (T ) = stT − lim
T→∞

g (T ) + stT − lim
T→∞

h (T )

= lim
T→∞

g (T ) + 0

= λ

elde edilir. Yani, f T üzerinde istatistiksel yak�nsakt�r.

Teorem 3.2.1'de T = N al�n�rsa Fridy [13] taraf�ndan ispatlanm�³ olan karakteri-

zasyon ve a > 0 olmak üzere T = [a,∞) al�n�rsa Móricz [18] taraf�ndan

ispatlanm�³ olan karakterizasyon elde edilir.

UYARI: Zaman skalalar� üzerinde tan�mlanan fonkiyonlar�n istatistiksel yak�n-

sakl�§� ile ³imdiye kadar elde etti§imiz baz� tan�m ve teoremler, ba§�ms�z olarak

[22]'deki yazarlar taraf�ndan da incelenmi³tir. Fakat ³imdi literatürde tamamen

yeni olan karakterizasyonlar ve onlar�n sonuçlar�n� elde edece§iz.

�lk olarak �alát [20] taraf�ndan N üzerinde istatistiksel yak�nsakl�k için verilmi³

olan karakterizasyonun, tüm zaman skalalar� için geçerli olan formunu ispatlaya-

ca§�z.

Teorem 3.2.2. f : T → R, ∆-ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

stT − lim
t→∞

f (t) = L olmas� için gerek ve yeter ³art T nin ∆-ölçülebilir bir Ω alt

kümesi vard�r öyle ki δT (Ω) = 1 ve lim
t→∞ (t∈Ω)

f(t) = L dir.

�spat. Gereklilik.

Ωj =

{
t ∈ T : |f (t)− L| < 1

j

}
, j = 1, 2, ...,
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³eklinde tan�mlayal�m. Hipotezden her j ∈ N için, δT (Ωj) = 1 yazabiliriz. Hatta

(Ωj) dizisinin azalan oldu§unu söyleyebiliriz. �imdi, j = 1 için bir t1 ∈ Ω1

seçelim. δT (Ωj) = 1 oldu§undan, en az bir t2 ∈ Ω2, t2 > t1 vard�r öyle ki her

bir t ≥ t2, t ∈ T için,
µ∆ (Ω2(t))

µ∆

(
[t0, t]T

) >
1

2
sa§lan�r. Ayr�ca, yine δT (Ωj) = 1

oldu§undan, en az bir t3 ∈ Ω3, t3 > t2 vard�r öyle ki her bir t ≥ t3, t ∈ T
için

µ∆ (Ω3(t))

µ∆

(
[t0, t]T

) > 2

3
gerçeklenir. Ayn� i³leme devam ederek, artan bir (tj) dizisi

olu³turabiliriz. Bu (tj) dizisinde her bir t ≥ tj, t ∈ T için,
µ∆ (Ωj (t))

µ∆

(
[t0, t]T

) > j − 1

j

olur; burada Ωj (t) := {s ∈ [t0, t]T : s ∈ Ωj}, j ∈ N dir. Ω kümesini a³a§�daki

³ekilde in³a edelim:

• E§er t ∈ [t0, t1]T ise, t ∈ Ω,

• E§er j = 1, 2, ..., için t ∈ Ωj ∩ [tj, tj+1]T ise, t ∈ Ω.

Dolay�s�yla,

Ω :=
{
t ∈ T : t ∈ [t0, t1]T veya t ∈ Ωj ∩ [tj, tj+1]T , j = 1, 2, ...

}
³eklinde yaz�labilir. Ω kümesinin tan�m� gere§ince her bir t ∈ [tj, tj+1)T (j =

1, 2, ...) için,
µ∆ (Ω (t))

µ∆

(
[t0, t]T

) ≥ µ∆ (Ωj (t))

µ∆

(
[t0, t]T

) > j − 1

j

yaz�labilir. Bu son e³itsizlik δT (Ω) = 1 anlam�na gelmektedir. �imdi ise

lim
t→∞ (t∈Ω)

f(t) = L olaca§�n� gösterelim. Verilen bir ε > 0 için, bir j say�s� seçelim

öyle ki
1

j
< ε olsun. Ayr�ca t > tj, t ∈ Ω alal�m. Bu durumda en az bir

n ≥ j vard�r öyle ki t ∈ [tn, tn+1)T d�r. Ω kümesinin tan�m� gere§ince t ∈ Ωn ve

dolay�s�yla

|f (t)− L| < 1

n
6

1

j
< ε

olur. O halde her bir t ∈ Ω, t ≥ tj için |f (t)− L| < ε olur; böylece

lim
t→∞ (t∈Ω)

f(t) = L dir.

Yeterlilik. Hipotez uyar�nca, verilen bir ε > 0 için en az bir t∗ ∈ T vard�r

öyle ki her t ≥ t∗, t ∈ Ω için |f (t)− L| < ε oldu§u elde edilir. Dolay�s�yla
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A(ε) := {t ∈ T : |f (t)− L| ≥ ε} ve B := Ω ∩ [t∗,∞)T dersek, A(ε) ⊂ T \ B
olaca§� kolayca görülür. Ayr�ca,

Ω = (Ω ∩ [t0, t∗)T) ∪B ve δT (Ω) = 1

bilgilerini göz önüne al�rsak, (Ω ∩ [t0, t∗)T) kümesinin s�n�rl� olmas� sebebiyle

δT (Ω ∩ [t0, t∗)T) = 0 d�r. O halde Lemma 3.1.4'ten δT (B) = 1 ve dolay�s�yla

δT (A(ε)) = 0 olur. Böylece ispat tamamlan�r.

Yeni bir karakterizasyona geçmeden önce, a³a§�daki iki lemmaya ihtiyaç duya-

ca§�z.

Lemma 3.2.1. f : T→ R, ∆-ölçülebilir bir fonksiyon olsun. E§er stT −
lim
t→∞

f (t) = L ve f bir M say�s� ile üstten s�n�rl� ise,

lim
t→∞

1

µ∆ ([t0, t]T)

∫
[t0,t]T

f (s) ∆s = L

olur; burada, zaman skalalar� üzerindeki Lebesgue ∆-integrali kullan�lmaktad�r.

�spat. Genellikten bir ³ey kaybetmeksizin L = 0 alabiliriz. �imdi ε > 0 ve

Ω(t) := {s ∈ [t0, t]T : |f (s)| ≥ ε} olsun. stT − lim
t→∞

f (t) = L oldu§undan

lim
t→∞

µ∆ (Ω(t))

µ∆ ([t0, t]T)
= 0

elde edilir. Yeterince büyük t ler için
µ∆ (Ω(t))

µ∆ ([t0, t]T)
<

ε

M
olur. O halde

∣∣∣∣∣∣∣
1

µ∆ ([t0, t]T)

∫
[t0,t]T

f (s) ∆s

∣∣∣∣∣∣∣
≤ 1

µ∆ ([t0, t]T)


∫

Ω(t)

|f (s)|∆s+

∫
[t0,t]T

\ Ω(t)

|f (s)|∆s


6

1

µ∆ ([t0, t]T)

M
∫

Ω(t)

∆s+ ε

∫
[t0,t]T

∆s
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yazabiliriz. [8]'den yararlanarak T nin herhangi bir ∆-ölçülebilir A alt kümesi

için
∫
A

∆s = µ∆ (A) olaca§� Sonuç 2.3.1'den aç�kt�r. Bu son e³itsizlik,∣∣∣∣∣∣∣
1

µ∆ ([t0, t]T)

∫
[t0,t]T

f (s) ∆s

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
Mµ∆ (Ω(t)) + εµ∆ ([t0, t]T)

µ∆ ([t0, t]T)
≤ 2ε

anlam�na gelmektedir. ε > 0 key� oldu§undan ispat tamamlan�r.

Lemma 3.2.2. f : T→ R ∆-ölçülebilir bir fonksiyon ve stT − lim
t→∞

f (t) = L

olsun. E§er g : R→ R fonksiyonu L noktas�nda sürekli ise,

stT − lim
t→∞

g (f (t)) = g (L)

olur.

�spat. g fonksiyonu L noktas�nda sürekli oldu§undan, her ε > 0 için, en az

bir δ > 0 vard�r öyle ki |y − L| < δ iken |g (y)− g (L)| < ε olur. Fakat

|g (y)− g (L)| > ε ise |y − L| ≥ δ olur ve dolay�s�yla

|g (f (t))− g (L)| ≥ ε ise |f (t)− L| > δ

d�r. Böylece,

{t ∈ T : |g (f (t))− g (L)| > ε} ⊂ {t ∈ T : |f (t)− L| ≥ δ}

olur. Lemma 3.1.1'den

δT ({t ∈ T : |g (f (t))− g (L)| > ε}) 6 δT ({t ∈ T : |f (t)− L| ≥ δ}) = 0

elde edilir.

Bu iki lemmadan sonra ³imdi yeni karakterizasyonumuzu vermeye haz�r�z.

Teorem 3.2.3. f : T→ R, ∆-ölçülebilir bir fonksiyon olsun.

stT − lim
t→∞

f (t) = L

olmas� için gerek ve yeter ³art, her α ∈ R için

lim
t→∞

1

µ∆ ([t0, t]T)

∫
[t0,t]T

eiαf(s)∆s = eiαL (3.20)

olmas�d�r.
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�spat. Gereklilik. stT− limt→∞ f (t) = L oldu§unu kabul edelim. Sabit bir α ∈ R
için eiαt fonksiyonunun sürekli oldu§u aç�kt�r. Dolay�s�yla, Lemma 3.2.2'den

stT − lim
t→∞

eiαf(t) = eiαL

olur. Ayr�ca, eiαf(t) s�n�rl� bir fonksiyon oldu§undan, Lemma 3.2.1'den

lim
t→∞

1

µ∆ ([t0, t]T)

∫
[t0,t]T

eiαf(s)∆s = eiαL.

olur.

Yeterlilik. �imdi her α ∈ R için (3.20) e³itli§inin gerçeklendi§ini kabul edelim.

Schoenberg'in makalesinde oldu§u gibi (bak�n�z [21]), a³a§�daki sürekli fonksiyonu

tan�mlayal�m:

M (x) =


0, x < −1 ise

1 + x, − 1 6 x < 0 ise

1− x, 0 6 x < 1 ise

0, x > 1 ise.

Bu durumda M (x) fonksiyonunun a³a§�daki integral gösterimine sahip oldu§unu

biliyoruz:

M (x) =
1

2π

∞∫
−∞

(
sin (α/2)

α/2

)2

eixαdα, (x ∈ R).

Genelli§i bozmaks�z�n (3.20) e³itli§inde L = 0 kabul edebiliriz. Böylece her α ∈ R
için

lim
t→∞

1

µ∆ ([t0, t]T)

∫
[t0,t]T

eiαf(s)∆s = 1 (3.21)

olur. �imdi verilen bir ε > 0 için Ω kümesini Ω := {t ∈ T : |f (t)| > ε} ³eklinde
tan�mlayal�m. �spat� tamamlamam�z için δT (Ω) = 0 oldu§unu göstermeliyiz.

Bunun için öncelikle,

M

(
f (s)

ε

)
=

1

2π

∞∫
−∞

(
sin (α/2)

α/2

)2

eiαf(s)/εdα

yazal�m. Uygun bir de§i³ken de§i³tirme i³lemi yapt�ktan sonra,

M

(
f (s)

ε

)
=

ε

2π

∫
R

(
sin (αε/2)

αε/2

)2

eif(s)αdα (3.22)
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elde edilir. Dolay�s�yla

1

µ∆ ([t0, t]T)

t∫
t0

M

(
f (s)

ε

)
∆s

=
ε

2π

1

µ∆ ([t0, t]T)

∫
[t0,t]T


∫
R

(
sin (αε/2)

αε/2

)2

eif(s)αdα

∆s

olur. Burada belirtmeliyiz ki (3.22)'de tan�mlad�§�m�z integral mutlak yak�nsak-

t�r. Zaman skalalar� üzerindeki Fubini teoreminden (bak�n�z [1, 5, 6]),

1

µ∆ ([t0, t]T)

∫
[t0,t]T

M

(
f (s)

ε

)
∆s

=
ε

2π

∫
R

(
sin (αε/2)

αε/2

)2

 1

µ∆ ([t0, t]T)

∫
[t0,t]T

eif(s)α∆s

 dα.

elde edilir. Üstelik, her α ∈ R ve t ∈ T için,∣∣∣∣∣∣∣
1

µ∆ ([t0, t]T)

∫
[t0,t]T

eif(s)α∆s

∣∣∣∣∣∣∣ 6 1

dir. Dolay�s�yla, (3.2) e³itli§ini Lebesgue yak�nsakl�k teoremini göz önüne al�rsak,

lim
t→∞

1

µ∆ ([t0, t]T)

∫
[t0,t]T

M

(
f (s)

ε

)
∆s

=
ε

2π

∫
R

(
sin (αε/2)

αε/2

)2

 lim
t→∞

1

µ∆ ([t0, t]T)

∫
[t0,t]T

eif(s)α∆s

 dα

=
ε

2π

∫
R

(
sin (αε/2)

αε/2

)2

dα

elde edilir. M fonksiyonunun tan�m� gere§ince

lim
t→∞

1

µ∆ ([t0, t]T)

∫
[t0,t]T

M

(
f (s)

ε

)
∆s = M (0) = 1 (3.23)
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dir. Herhangi bir s ∈ Ω(t), Ω(t) := {s ∈ [t0, t]T : s ∈ Ω} için, f (s)

ε
> 1 olur.

Böylece ∫
Ω(t)

M

(
f (s)

ε

)
∆s = 0

elde edilir. Ayr�ca,∫
[t0,t]T

M

(
f (s)

ε

)
∆s =

∫
[t0,t]T\ Ω(t)

M

(
f (s)

ε

)
∆s+

∫
Ω(t)

M

(
f (s)

ε

)
∆s

6
∫

[t0,t]T\ Ω(t)

∆s

= µ∆ ([t0, t]T)− µ∆ (Ω(t))

oldu§undan,

µ∆ (Ω(t))

µ∆ ([t0, t]T)
6 1− 1

µ∆ ([t0, t]T)

∫
[t0,t]T

M

(
f (s)

ε

)
∆s

bulunur. Son e³itsizli§in her iki taraf�nda t → ∞ için limit al�p ayr�ca (3.23)

e³itli§ini kullan�rsak,

δT (Ω) = 0

sonucuna ula³�r�z. Böylece ispat tamamlan�r.

Bu noktada hemen belirtmeliyiz ki Teorem 3.2.3'te T = N al�n�rsa Schoenberg'in

ispatlam�³ oldu§u teorem [21], a > 0 olmak üzere T = [a,∞) al�n�rsa Fekete

ve Móricz taraf�ndan ispatlanm�³ olan teorem elde edilir [12]. Bu teoremin bir

ba³ka özel durumu ise q > 1 için, T = qN al�nmas� halinde bizi a³a§�daki sonuca

ula³�t�r�r.

Sonuç 3.2.1. q > 1 olmak üzere f : qN→ R ∆-ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Bu

durumda,

stqN − lim
t→∞

f (t) = L

olmas� için gerek ve yeter ³art, her α ∈ R için

lim
n→∞

1

[n]q

n∑
k=1

eiαf(qk)qk−1 = eiαL

dir. Burada [n]q ifadesi (3.11) e³itli§i ile verilen q-tamsay�s�n� göstermektedir.
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�imdi bir sonraki karakterizasyonumuzda kullanaca§�m�z bir tan�m� verelim.

Tan�m 3.2.1. f : T→ R, ∆-ölçülebilir bir fonksiyon ve 0 < p <∞ olsun.

lim
t→∞

1

µ∆

(
[t0,t]T

) ∫
[t0,t]T

|f (s)− L|p ∆s = 0

olacak ³ekilde bir L ∈ R varsa, bu durumda f fonksiyonu �T zaman skalas�

üzerinde kuvvetli p-Cesáro toplanabilirdir� denir.

Burada vermi³ oldu§umuz tan�m, baz� zaman skalalar� üzerinde iyi bilinen

kuvvetli p-Cesáro toplanabilme kavram�n�, herhangi bir zaman skalas�na geni³let-

mektedir. Örne§in, q > 1 için qN zaman skalas� al�n�rsa Tan�m 3.2.1 bize bir f

fonksiyonunun qN üzerinde kuvvetli p-Cesáro toplanabilir olmas� için

lim
n→∞

1

[n]q

n∑
k=1

qk−1
∣∣f (qk)− L∣∣p = 0

³art�n� sa§layan en az bir L reel say�s�n�n mevcut olmas� gerekti§ini gösterir. Bu

tan�m, toplanabilme teorisi için yeni bir çal�³ma alan� olu³turmaktad�r.

Son karakterizasyonumuz için a³a§�daki lemmaya ihtiyaç duyaca§�z.

Lemma 3.2.3. (Zaman skalalar� üzerinde Markov e³itsizli§i) f : T→ R, ∆-

ölçülebilir bir fonksiyon ve ε > 0 için Ω(t) := {s ∈ [t0, t]T : |f (s)− L| ≥ ε}
³eklinde tan�mlans�n. Bu durumda

µ∆ (Ω(t)) 6
1

ε

∫
Ω(t)

|f (s)− L|∆s ≤ 1

ε

∫
[t0,t]T

|f (s)− L|∆s

dir.

�spat. Her s ∈ [t0, t]T ve ε > 0 için

0 6 εχΩ(t) (s) 6 |f (s)− L|χΩ(t) (s) 6 |f (s)− L|

yaz�labilir ve buradan

ε

∫
Ω(t)

∆s ≤
∫

Ω(t)

|f (s)− L|∆s ≤
∫

[t0,t]T

|f (s)− L|∆s
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sonucuna ula³�l�r. Dolay�s�yla,

εµ∆ (Ω(t)) ≤
∫

Ω(t)

|f (s)− L|∆s ≤
∫

[t0,t]T

|f (s)− L|∆s

olur ve böylece ispat tamamlan�r.

�imdi son teoremimizi verelim.

Teorem 3.2.4. f : T→ R, ∆-ölçülebilir bir fonksiyon, L ∈ R ve 0 < p < ∞
olsun. Bu durumda,

(i) E§er f fonksiyonu L say�s�na kuvvetli p-Cesáro toplanabilir ise, stT −
lim
t→∞

f (t) = L dir.

(ii) E§er stT − lim
t→∞

f (t) = L ve f s�n�rl� bir fonksiyon ise, bu durumda f

fonksiyonu L say�s�na kuvvetli p-Cesáro toplanabilirdir.

�spat. (i) f fonksiyonu L say�s�na kuvvetli p-Cesáro toplanabilir olsun. Verilen

bir ε > 0 için Ω(t) := {s ∈ [t0, t]T : |f (s)− L| > ε} diyelim. Lemma 3.2.3'ten

εpµ∆ (Ω(t)) 6
∫

[t0,t]T

|f (s)− L|p ∆s

olur. Son e³itli§in her iki taraf�n� µ∆ ([t0, t]T) say�s�na bölüp t → ∞ için limit

al�rsak,

lim
t→∞

µ∆ (Ω(t))

µ∆ ([t0, t]T)
6

1

εp
lim
t→∞

1

µ∆ ([t0, t]T)

∫
[t0,t]T

|f (s)− L|p ∆s = 0

elde edilir. Bu sonuç ise stT − lim
t→∞

f (t) = L olmas� demektir.

(ii) f fonksiyonu s�n�rl� ve T üzerinde L say�s�na istatistiksel yak�nsak olsun. Bu

durumda pozitif birM say�s� vard�r öyle ki her s ∈ T için, |f (s)| 6M 'dir. Ayr�ca,

lim
t→∞

µ∆ (Ω(t))

µ∆ ([t0, t]T)
= 0 (3.24)
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olur. Buradaki Ω(t) kümesi, (i) ³�kk�ndaki gibidir. Böylece,∫
[t0,t]T

|f (s)− L|p ∆s =

∫
Ω(t)

|f (s)− L|p ∆s+

∫
[t0,t]T\Ω(t)

|f (s)− L|p ∆s

6 (M + |L|)p
∫

Ω(t)

∆s+ εp
∫

[t0,t]T

∆s

= (M + |L|)p µ∆ (Ω(t)) + εpµ∆ ([t0, t]T)

olur. Yine e³itsizli§in her iki taraf�n� µ∆ ([t0, t]T) ile bölüp t → ∞ için limit

al�rsak,

lim
t→∞

1

µ∆ ([t0, t]T)

∫
[t0,t]T

|f (s)− L|p ∆s 6 (M + |L|)p lim
t→∞

µ∆ (A)

µ∆ ([t0, t]T)
+ εp (3.25)

elde edilir. ε key� oldu§undan, (3.24) ve (3.25)'ten ispat tamamlan�r.

Yine Teorem 3.2.4'ün T = N ve a > 0 olmak üzere T = [a,∞) halleri [9] ve

[18]'de incelenmi³tir. Üstelik Teorem 3.2.4'te q > 1 olmak üzere T = qN al�n�rsa

a³a§�daki sonuca ula³�laca§� aç�kt�r.

Sonuç 3.2.2. q > 1 olmak üzere f : qN→ R, ∆-ölçülebilir ve T üzerinde s�n�rl�

olsun. Bu durumda,

stqN − lim
n→∞

f(qn) = L⇔ lim
n→∞

1

[n]q

n∑
k=1

qk−1
∣∣f (qk)− L∣∣p = 0

olur.
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4. DE�ERLEND�RME VE ELDE

ED�LEN ÇIKTILAR

4.1 De§erlendirme

Bu yüksek lisans tezinde zaman skalalar� üzerinde tan�mlanan reel de§erli

fonksiyonlar�n istatistiksel yak�nsakl�§� kavram�n� in³a ettik ve bunun için çe³itli

karakterizasyonlar elde ettik. Buradaki sonuçlar, ayr�k ve sürekli durumlar için

iyi bilinen teoremleri kapsad�§� gibi toplanabilme teorisinde pek çok yeni metodun

tan�mlanabilmesi için de imkan sa§lamaktad�r. Örne§in matris toplanabilme

metodu, A-istatistiksel yak�nsakl�k kavram� gibi konular�n zaman skalas� üzerinde

çal�³�lmas� ilk akla gelen problemlerdir. Zaman skalas�n� özelle³tirdi§imizde,

örne§in T = qN (q>1) ald�§�m�zda yine dü³ünülmesi gereken pek çok problem

bulunmaktad�r. Bu yönüyle, burada elde etti§imiz sonuçlar�n, son y�llarda

oldukça popüler olan �Kuantum Kalkülüsü� ile do§rudan ba§lant�l� oldu§u da

görülmektedir.

4.2 Elde Edilen Ç�kt�lar

Bu yüksek lisans tezinden elde edilen sonuçlar a³a§�daki uluslararas� bir konfe-

ransta sunulmu³tur:

• International Conference on Applied Mathematics and Approximation
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Theory-AMAT 2012, May 17-20, TOBB University of Economics and

Technology, Ankara, Turkey.

Üstelik sonuçlar�m�z uluslararas� yay�nevi olan Springer'de a³a§�daki künye ile

yay�nlanmak üzere kabul edilmi³tir:

• C. Turan and O. Duman, Statistical convergence on time scales and its

characterizations, Advances in Applied Mathematics and Approximation

Theory: Contributions from AMAT 2012, Springer Proceedings in Mathe-

matics and Statistics, to appear
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