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ÖZET

Key� ba³lang�ç ko³ullar�na sahip ve her 1 ≤ i ≤ k için pi'ler key� reel say�lar

olmak üzere yüksek mertebeden sabit katsay�l� lineer indirgeme dizisi {un}

un = p1un−1 + p2un−2 + · · ·+ pkun−k

kural� ile tan�mlan�r.

Bu tezde, ba³lang�ç ko³ullar�na ve katsay�lar�n seçimine ba§l� olarak her bir {un}
dizisi için 0 ≤ r < t ³art�n� sa§layan key� t ve r tamsay�lar� için∥∥∥∥∥∥

(
∞∑
k=n

1

utk+r

)−1∥∥∥∥∥∥ ve

∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=n

(−1)k

utk+r

)−1∥∥∥∥∥∥
³eklinde tan�mlanan k�smi ters ve alterne k�smi ters toplamlara dair sonuçlar

verilecektir.
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Let pi's be arbitrary reals for all 1 ≤ i ≤ k. Higher order linear recursive sequence

{un} with constant coe�cients and arbitrary initials is de�ned by the recursion

un = p1un−1 + p2un−2 + · · ·+ pkun−k.
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)−1∥∥∥∥∥∥ and

∥∥∥∥∥∥
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utk+r

)−1∥∥∥∥∥∥
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S�MGELER

Bu çal�³mada kullan�lm�³ baz� simgeler aç�klamalar� ile birlikte a³a§�da sunulmu³-

tur.

Simgeler Aç�klama

N Do§al say�lar kümesi

R Reel say�lar kümesi

R+ Pozitif reel say�lar kümesi

Fn n. Fibonacci say�s�

Ln n. Lucas say�s�

Pn n. Pell say�s�

pn n. Pell-Lucas say�s�

Jn n. Jakobsthal say�s�

jn n. Jakobsthal-Lucas say�s�

Wn n. Horadam say�s�

Tn n. Tribonacci say�s�

{Un(p, q)} Genelle³tirilmi³ Fibonacci dizisi

{Vn(p, q)} Genelle³tirilmi³ Lucas dizisi

{un} k. mertebeden genelle³tirilmi³ Fibonacci dizisi

|◦| Modül fonksiyonu

b◦c Taban fonksiyonu

‖a‖ a say�s�na en yak�n tamsay� de§eri

a(n) ∼ b(n) a(n), b(n) e asimptotiktir

O Büyük O gösterimi

�n 1'den n'e kadar olan tamsay�lar�n kareleri toplam�

x



1. G�R��

1.1 Yüksek mertebeden lineer indirgeme dizileri

Bu bölümde yüksek mertebeden sabit katsay�l� lineer indirgeme dizilerini takdim

edece§iz. Bu dizilerle ilgili çe³itli tan�mlar, özellikler ve formüller sunaca§�z.

E§er bir dizinin terimleri, kendinden önceki terimleri cinsinden ifade ediliyorsa o

diziye indirgeme dizisi denir. Örne§in f , k de§i³kenli bir ba§�nt� olmak üzere e§er

{un} bir indirgeme dizisi ise bu diziyi

un = f(un−1, un−2, . . . , un−k),

³eklinde yazar�z. Bu kural, indirgeme ba§�nt�s� veya rekürans ba§�nt�s� olarak

adland�r�l�r.

Tan�m 1.1.1. Kabul edelim ki her 1 ≤ i ≤ k için pi'ler key� reel say�lar olsun.

Her n ≥ k için negatif olmayan key� reel ba³lang�ç ko³ullar�yla ve

un = p1un−1 + p2un−2 + · · ·+ pkun−k, (1.1)

kural� ile tan�mlanan {un} dizine k. mertebeden sabit katsay�l� lineer indirgeme

dizisi veya k. mertebeden sabit katsay�l� lineer rekürans dizisi ad� verilir.

(1.1) kural� göz önüne al�n�rsa {un} dizisinin terimleri ba³lang�ç ko³ullar�na ve

her bir i ∈ {1, 2, . . . , k} için pi katsay�lar�na ba§l� olarak de§erler alacakt�r.

Bu durumda (1.1) kural� ile tan�mlanan {un} dizisinin ba³lang�ç de§erleri veya

katsay�lar� de§i³tikçe yeni diziler elde edilecektir. �imdi çe³itli ba³lang�ç ko³ullar�

1



Tablo 1.1: Özel Say� Dizileri
Mertebe Katsay�lar Ba³lang�ç de§eleri Dizinin ad�
2 p1 = 1, p2 = 1 u0 = 0, u1 = 1 Fibonacci {Fn}
2 p1 = 1, p2 = 1 u0 = 2, u1 = 1 Lucas {Ln}
2 p1 = 2, p2 = 1 u0 = 0, u1 = 1 Pell {Pn}
2 p1 = 2, p2 = 1 u0 = 2, u1 = 2 Pell-Lucas {pn}
2 p1 = 1, p2 = 2 u0 = 0, u1 = 1 Jakobsthal {Jn}
2 p1 = 1, p2 = 2 u0 = 2, u1 = 1 Jakobsthal-Lucas {jn}
2 p1 = p, p2 = q u0 = 0, u1 = 1 Gen. Fibonacci {Un(p, q)}
2 p1 = p, p2 = q u0 = 2, u1 = p Gen. Lucas {Vn(p, q)}
2 p1 = p, p2 = −q u0 = a, u1 = b Horadam {Wn}
2 p1 = 2, p2 = −1 u0 = 0, u1 = 1 Do§al Say�lar N
3 p1 = p2 = p3 = 1 u0 = 0, u1 = u2 = 1 Tribonacci {Tn}

ve katsay� seçimlerine göre elde edilen baz� özel say� dizilerini Tablo 1.1 ile

verebiliriz. Bu say� dizileri bir çok yazar taraf�ndan çal�³�lm�³ ve çe³itli özellikleri

elde edilmi³tir [9, 10, 16, 17, 24, 35].

Sabit katsay�l� lineer indirgeme dizileri ile ilgili s�kça kullan�lacak iki tan�m�

verelim.

Tan�m 1.1.2. (1.1) kural� ile tan�mlanan {un} dizisi için

f(x) = xk − p1xk−1 − p2xk−2 − · · · − pk−1x− pk

polinomuna {un} dizisinin karakteristik polinomu ve

xk − p1xk−1 − p2xk−2 − · · · − pk−1x− pk = 0

denklemine {un} dizisinin karakteristik denklemi denir.

Rekürans ba§�nt�s� dizinin genel örüntüsü hakk�nda bilgi verirken dizinin yeterince

büyük terimlerini hesaplamada her zaman kullan�³l� bir kural de§ildir. Bu tür

durumlarda

un = f(n)

³eklinde bir kapal� formül bulmak istenilen terimi hesaplamak için daha yararl�

olacakt�r.
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Tan�m 1.1.3. Sabit katsay�l� lineer indirgeme dizisi {un} için un = f(n) ³eklinde

bulunacak olan kurala Binet formülü ad� verilir.

�imdi herhangi bir sabit katsay�l� lineer rükerans dizisi için Binet formülünün

nas�l bulunaca§�n� inceleyelim. Hat�rlatal�m ki (1.1) kural� ile verilen {un} dizisi

un = p1un−1 + p2un−2 + · · ·+ pkun−k

indirgeme kural� ile tan�mlan�r.

1. Öncelikle {un} rekürans dizisinin karakteristik polinomu f(x) belirlenir.

2. Karakteristik polinom f(x), yani

f(x) = xk − p1xk−1 − p2xk−2 − · · · − pk−1x− pk

in kökleri bulunur.

3. a) E§er karakteristik polinom α1, α2, . . . , αk gibi k tane farkl� köke sahip

ise bu durumda {un} dizisi

un = c1α
n
1 + c2α

n
2 + · · · ckαn

k

olarak yaz�l�r.

b) E§er karakteristik polinomun α1, α2, . . . , αt kökleri r1+ r2+ · · ·+ rt = k

olacak ³ekilde s�ras�yla r1, r2, . . . , rt katl� kökler ise bu durumda {un}
dizisi

un =
(
c1n

r1−1 + c2n
r1−2 + · · ·+ cr1−1n+ cr1

)
αn
1

+
(
cr1+1n

r2−1 + cr1+2n
r2−2 + · · ·+ cr1+r2−1n+ cr1+r2

)
αn
2

+ . . .

+
(
ck−rt+1n

rt−1 + ck−rt+2n
rt−2 + · · ·+ ck−1n+ ck

)
αn
t

olarak yaz�l�r.

4. Yukar�daki durumlar ve {un} dizisinin ba³lang�ç ko³ullar� göz önüne al�na-

rak elde edilecek lineer denklem sistemi çözülerek ci katsay�lar� hesaplan�r

ve iddia edilen Binet formülü bulunur.
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�imdi 4 ad�m ile tarif edilen formülasyonu bir örnek ile nas�l elde edilece§ini

gösterelim. Bu örne§imizde genelle³tirilmis Fibonacci dizisi {Un(p, q)}, k�saca
{Un}, i göz önüne alal�m. Burada genelle³tirilmi³ Fibonacci dizisi {Un}'nin
rekürans kural�n� ve ba³lang�ç ko³ullar�n� hat�rlatal�m: {Un} dizisi, U0 = 0 ve

U1 = 1 ba³lang�ç ko³ullar� ve p ve q, p2 + 4q 6= 0 olacak ³ekilde tamsay�lar olmak

üzere her n ≥ 2 için

Un = pUn−1 + qUn−2

indirgeme kural�yla tan�mlan�r.

1. {Un} dizisinin karakteristik polinomu

f(x) = x2 − px− q

dur.

2. Bu polinomun kökleri

α =
p+

√
p2 + 4q

2
ve β =

p−
√
p2 + 4q

2

olarak bulunur.

3. Karakteristik polinom f(x), p2 + 4q 6= 0 oldu§undan katl� köklere sahip

de§ildir. O halde Binet formülü

Un = c1

(
p+

√
p2 + 4q

2

)n

+ c2

(
p−

√
p2 + 4q

2

)n

³eklinde olacakt�r.

4. �imdi c1 ve c2 sabitlerini bulal�m. U0 = 0 ve U1 = 1 ba³lang�ç de§erlerini

göz önüne alarak

U0 = 0 = c1 + c2

U1 = 1 = c1α + c2β

denklem sistemini elde ederiz. Bu denklem sistemi çözüldü§ünde

c1 =
1

α− β
ve c2 = −

1

α− β
olarak bulunur.
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Bu durumda iddia edilen Binet formülü

Un =
αn − βn

α− β

dir.

Benzer ³ekilde genelle³tirilmi³ Lucas say�lar� {Vn(p, q)} için Binet formülü

Vn = αn + βn

³eklinde bulunur.

Dolay�s�yla k. mertebeden sabit katsay�l� lineer indirgeme dizileri için Binet

formülü bulmak o dizinin k. dereceden karakteristik polinomunun kökünü bulmay�

ihtiva eder. Yüksek dereceden polinomlar�n köklerini bulmak için genel bir teori

mevcut olmad�§�ndan dolay� yüksek mertebeden indirgeme dizileri çok fazla

çal�³�lmamaktad�r. Baz� özel durumlar için kökler sembolik olarak göz önüne al�n�r

veya asimptotik yakla³�mlarla çe³itli yorumlarda bulunulabilir.

1.2 Asimptotik yakla³�mlar

Verilen bir matematiksel problemin çözümü için net bir formül bulmak en

idealidir. E§er böyle net bir formül bulunam�yorsa, çözüme dair yakla³�k cevaplar

verilebilir. Örne§in verilen bir dizinin Binet formülünü net olarak bulamayabiliriz

ya da verilen bir toplam�n de§erini net olarak formüle edemeyebiliriz. Bu tür

durumlarda çözümün davran�³�n� kestirmek bizim için önemli olacakt�r. Bu tür

kestirimlere asimptotik yakla³�mlar denir.

�imdi bu durumu bir örnek ile inceleyelim. Mesela

Sn =
n∑

k=0

(
3n

k

)
toplam�n� göz önüne alal�m. Bu toplam için bilinen bir formül yoktur. Fakat n→

∞ iken Sn k�smi toplamlar dizisinin 2

(
3n

n

)
'ye asimptotik oldu§unu bilmek bize

5



baz� bilgiler verir. n→∞ iken Sn'nin 2

(
3n

n

)
'ye asimptotik olmas� Sn ∼ 2

(
3n

n

)
³eklinde gösterilir. Ayn� zamanda

Sn =

(
3n

n

)(
2− 4

n
+O

(
1

n2

))
olarak da ifade edilebilir [12]. Bu e³itlik bize daha detayl� bilgi vermektedir.

Burada O

(
1

n2

)
ifadesi bize göreceli hatan�n mertebesinin

1

n2
oldu§unu söyler.

Bu ifade öncekine göre bize daha fazla bilgi vermesine ra§men baz� durumlarda

yeterli bilgiyi vermeyebilir. Dolay�s�yla burada istenen ifadeye bizim ihtiyac�m�z�

görecek en uygun asimptotik yakla³�m� yapmal�y�z.

�imdi bu asimptotik yakla³�mlar için s�kl�kla kullan�lan O notasyonunun özellik-

lerini inceleyelim.

1.2.1 Büyük O notasyonu

Asimptotik analiz için en uygun notasyon 1894'te Paul Bachmann taraf�ndan

ortaya at�lm�³ ve ilerleyen y�llarda özellikle Edmund Landau'nun ve di§er

yazarlar�n katk�lar�yla geli³tirilmi³tir [12]. Bu notasyon matematiksel e³itliklerde

Hn = lnn+ γ +O (1/n)

³eklinde görülür. Bu ifadeye göre n. harmonik say� Hn; n nin do§al logaritmas�

lnn, Euler sabiti γ ve 1/n'nin O de§erlerinin toplam�d�r. O (1/n) ifadesi kesin

bir bilgi vermezken, mutlak de§eri 1/n'nin sabit bir kat�ndan büyük olmayan bir

de§eri göstermektedir.

Genel olarak O (α), mutlak de§eri |α|'n�n sabit bir kat�ndan küçük e³it olan bir

say�y� belirtir. Burada say�n�n ve sabitin ne oldu§u hakk�nda kesin bir bilgi yoktur.

O gösteriminde, sadece s�n�rlar hakk�nda net bir bilgi mevcuttur. Matematiksel

olarak

f (n) = O (g (n)) ∀n için,

ifadesi

|f (n) | ≤ C|g (n) | ∀n için,

6



ifadesine denktir. Bir ifade içinde kullan�lan her bir O kullan�m�na kar³�l�k gelen

C sabiti farkl�d�r ve bu C de§erleri n den ba§�ms�zd�r. Örne§in, 1'den n'e kadar

olan tamsay�lar�n kareleri toplam�n� �n ile gösterelim. Bu durumda

�n =
n∑

k=1

k2

=
1

3
n

(
n+

1

2

)
(n+ 1) =

1

3
n3 +

1

2
n2 +

1

6
n

olarak formülüze edilir. Bu ifade ayn� zamanda

�n = O
(
n3
)

³eklinde de yaz�labilir. Çünkü ∀n ∈ N için∣∣∣∣13n3 +
1

2
n2 +

1

6
n

∣∣∣∣ ≤ 1

3
|n|3 + 1

2
|n|2 + 1

6
|n| ≤ 1

3

∣∣n3
∣∣+ 1

2

∣∣n3
∣∣+ 1

6

∣∣n3
∣∣ = ∣∣n3

∣∣
e³itsizli§i sa§lan�r. Benzer ³ekilde

�n =
1

3
n3 +O

(
n2
)

olarak da yaz�labilir ya da

�n =
1

3
n3 +

1

2
n2 +O(n)

³eklinde de yaz�labilir. Bu üç farkl� gösterimde her biri kendinden önceki

gösterimden daha fazla bilgi verir. Ayr�ca

�n = O
(
n10
)

ifadeside do§ru bir ifade olup neredeyse hiç bir bilgi içermede§inden kullan�³l�

de§ildir. Bizim bu notasyonu kullanmaktaki en önemli amac�m�z, ihtiyac�m�z�

görecek kadar bilgiyi veren ifadeyi elde etmek olmal�d�r.

Baz� durumlarda bize her n do§al say�s� için olmasada belli k�s�tlar alt�nda

asimptotik yakla³�mlar gerekmektedir. Mesela

f (n) = O (g (n)) n→∞ iken,

ifadesi

|f (n) | ≤ C|g (n) | n ≥ n0

7



e³itsizli§ine denktir. Burada O notasyonu n de§eri sonsuza giderken, yani

yeterince büyükken, özelli§ini koruyacakt�r. Buradaki C ve n0 sabitlerinin

de§erleri her bir O gösterimi için farkl� olabilir. Fakat bu sabitler n'ye ba§l�

de§ildirler. Benzer ³ekilde,

f (x) = O (g (x)) x→ 0 iken,

öyle C ve ε sabitleri vard�r ki

|f (x) | ≤ C|g (x) |, |x| ≤ ε

e³itsizli§i sa§lan�r.

O notasyonu, sadece de§i³kenin (bu de§i³ken genelde do§al say� ise n, reel say�

ise x ile gösterilir) sonsuza veya s�f�ra yakla³t�§� durumlarda kullan�lmaz. Genel

olarak O notasyonu de§i³ken, sonsuz veya s�f�r d�³�ndaki bir de§ere yakla³t�§�nda

da kullan�labilir.

O notasyonunun kullan�m�nda baz� manüpilasyon kurallar� vard�r. Bunlardan

önemli olanlar� ispats�z bir ³ekilde a³a§�da veriyoruz.

m ve m′, m ≤ m′ olacak ³ekilde birer reel say� olmak üzere

nm = O
(
nm′
)

olarak ifade edilebilir. Ayr�ca key� bir c sabiti için a³a§�daki özellikler sa§lan�r.

O (f (n)) +O (g (n)) = O (|f (n)|+ |g (n)|) ,

f (n) = O (f (n)) ,

cO (f (n)) = O (f (n)) ,

O (O (f (n))) = O (f (n)) ,

O (f (n))O (g (n)) = O (f (n) g (n)) ,

O (f (n) g (n)) = f (n)O (g (n)) .
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1.3 Descartes i³aret kural�

Birçok matematiksel problemde ve modellemede polinomyal denklemlerle kar³�-

la³�r�z. Örne§in, bir rekürans dizisinin Binet formülünü bulmak için ilgili dizinin

karakteristik polinomunun köklerine ihtiyac�m�z vard�r. Dolay�s�yla matematik

tarihinde polinom köklerinin yap�s� ve polinom köklerini bulma metodlar� birçok

yazar taraf�ndan çal�³�lm�³t�r. Bu çal�³malar sonucu literütürde; köklerin say�s�

hakk�nda bilgi veren kurallar, köklerin yap�s�n� inceleyen yakla³�mlar, kök bulma

metodlar� v.b. gibi sonuçlar mevcuttur. Bunlardan biri de Descartes �³aret Kural�

olarak bilinen ve polinom köklerinin karakterini (pozitif, negatif ya da sanal)

belirlemeye yard�mc� olan kurald�r.

Reel katsay�l� ve n. dereceden key� p(x) polinomu, p0, p1, . . . , pn hepsi birden s�f�r

olmayan reel katsay�lar olmak üzere,

p(x) = pnx
n + pn−1x

n−1 + · · ·+ p1x+ p0 (1.2)

³eklinde tan�mlan�r.

Descartes, La Geometrie adl� eserinde polinomun katsay�lar�n�n i³aretleriyle ilgili

kural�ndan söz etmi³ fakat ispat�n� vermemi³tir. Bahsedilen kural:

"Bir denklemin pozitif ve negatif köklerinin say�s�n� ³u ³ekilde belirleyebiliriz: Bir

denklem, en fazla "+" dan "−" ye veya "−" den "+" ya, içerdi§i i³aret de§i³imi

kadar pozitif köklere sahip olabilir. Bununla beraber en fazla, iki ard�³�k "+" veya

"−" i³aretinin say�s� kadar negatif köklere sahip olabilir."

³eklindedir.

Daha sonra bu ifadenin ispat� ve daha genel durumlar� bir çok yazar taraf�ndan

çal�³�lm�³t�r. Bu çal�³malar neticesinde Descartes �³aret Kural� a³a§�daki ³ekliyle

bilinmektedir.

Tan�m 1.3.1. p0 6= 0 ve p1, . . . , pn hepsi birden s�f�r olmayan reel katsay�lar olmak

üzere (1.2) ile verilen p(x) polinomunu göz önüne alal�m. Bu p(x) polinomunun

pozitif köklerinin say�s�; ya polinomun katsay�lar�n�n i³aret de§i³iminin say�s�na

ya da bu say�n�n bir çift tamsay� eksi§ine e³ittir.
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Bu tan�mdan yola ç�karak negatif kökler için ³u ç�kar�m� yapabiliriz. Verilen bir

polinomda x de§i³keni yerine −x koyularak elde edilecek yeni polinomun, pozitif

reel kökleri ilk polinomun negatif köklerine e³it olacakt�r. Descartes i³aret kural�n�

bu yeni polinoma uygularsak elde edecece§imiz pozitif kökler hakk�ndaki bilgi ilk

polinomun negatif kökleri için geçerli olacakt�r. Dolay�s�yla yukar�da tan�m�n�

verdi§imiz kural ile hem pozitif hem de negatif köklerin say�s� hakk�nda bilgi

edinebiliriz. Daha detayl� bilgi için [4] nolu çal�³maya bak�labilir.

�imdi Descartes �³aret Kural�'n� örnekler üzerinde anlamaya çal�³al�m.

Örnek 1.3.1. 4x3 − 5x2 + 6 polinomunu ele alal�m. Katsay�lar�n i³aretleri

s�ras�yla +,−,+ olup, i³aret de§i³imi iki defa gerçekle³mi³tir. O halde pozitif

köklerin say�s� ya 2 dir ya da 0 d�r. Ayr�ca, x yerine −x yazarsak −4x3 −
5x2 + 6 polinomunu elde ederiz. Buradaki katsay�lar�n i³aret de§i³imi bir kere

gerçekle³ti§inden negatif kök say�s� tam olarak 1 dir.

Örnek 1.3.2. x3−6x2+14x−15 polinomunu göz önüne alal�m. Katsay� i³aretleri

s�ras�yla +,−,+,− olur. üç defa i³aret de§i³imi gerçekle³ti§inden dolay� pozitif

köklerin say�s� ya 3 tür ya da 1 dir. x yerine −x yaz�larak −x3 − 6x2 − 14x− 15

polinomu elde edilir ve hiç bir i³aret de§i³imi olmad�§�ndan x3 − 6x2 + 14x− 15

polinomunun negatif kökü yoktur.

Örnek 1.3.3. (1.1) ile tan�mlanan indirgeme dizisini inceleyelim. Kabul edelim

ki, her 1 ≤ i ≤ k için pi katsay�lar� pozitif reel say�lar olsun. Bu dizinin

karakteristik polinomu xk − p1x
k−1 − p2x

k−2 − · · · − pk−1x − pk d�r. Her 1 ≤
i ≤ k için pi'ler pozitif oldu§undan katsay�lar�n i³aret de§i³imi sadece bir kez

gerçekle³mektedir. Dolay�s�yla bu polinomun sadece bir tane pozitif reel kökü

vard�r. Di§er kökleri ya negatif ya da kompleks köklerdir.

Bu kural pozitif veya negatif köklerin say�s� için sadece olabilecek de§erleri

vermektedir. Kökler hakk�nda ba³ka bir yorum yapmaya olanak vermemektedir.

Örne§in katl� kökler hakk�nda bize bilgi vermemektedir. Bu durumu a³a§�daki

not ile belirtiyoruz.

Not 1.3.1. Descartes �³aret Kural�, pozitif(negatif) köklerin say�s� hakk�nda bilgi

verirken katl� kökleride ayr� ayr� birer kök olarak saymaktad�r. Fakat bu kural ile

herhangi bir pozitif(negatif) kökün kaç katl� oldu§u bilgisine ula³�lamaz.
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Bu durumu daha iyi anlamak için bir örnek ile inceleyelim.

Örnek 1.3.4. "3", x2 − 6x + 9 polinomunun çift katl� köküdür. x2 − 6x +

9 polinomunda katsay�lar aras�ndaki i³aret de§i³imi iki kere gerçekle³ti§inden,

Descartes i³aret kural� gere§i bu polinomun ya iki pozitif kökü vard�r ya da hiç

pozitif kökü yoktur. Biliyoruz ki "3" bu polinomun poziti� bir köküdür. Demekki

çift katl� kök iki ayr� kök olarak say�lmaktad�r.

Dolay�s�yla Descartes �³aret Kural�, ço§u zaman tek ba³�na yeterli olmaz.

Bu k�s�tl�l�§� gidermek için ba³ka kurallar veya manipülasyonlar ile beraber

uygulamak gerekebilir.
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2. GEÇM�� ÇALI�MALAR

2.1 Ters Toplamlar

Bu bölümde ³imdiye kadar indirgeme dizilerinin ters toplamlar� ile ilgili yap�lan

çal�³malar� özetleyece§iz.

Bu alanda ilk olarak Landau [25]

L(x) =
∞∑
n=1

xn

1− xn

ile tan�mlanan Lambert serileri ve Fibonacci say�lar� aras�ndaki ili³kiyi

∞∑
n=1

1

F2n

=
√
5

(
L

(
3−
√
5

2

)
− L

(
7− 3

√
5

2

))

ba§�nt�s�yla verdi.

Bununla ilgili olarak Landau'nun sonucunu, Horadam [18] genelle³tirilmi³ Fibo-

nacci say�lar� için

∞∑
n=1

1

U2n

= (α− β)
(
L
(
β2
)
− L

(
β4
))

∞∑
n=1

1

U2n−1
= −L (β) + 2L

(
β2
)
− L

(
β4
)

³eklinde elde etmi³tir. Ayr�ca bu çal�³mas�nda benzer baz� sonuçlar� key� ba³lang�ç

ko³ullu ve key� katsay�l� ikinci mertebeden lineer indirgeme dizileri için de elde

etmi³tir.
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Andre-Jeannin [1] Lambert serileri ile ili³kili olarak

∞∑
n=1

1

Un(p, 1)Un+1(p, 1)
= 2 (α− β)

(
L
(
β2
)
− 2L

(
β4
)
+ 2L(β8)

)
+ β

ve
∞∑
n=1

1

Vn(p, 1)Vn+1(p, 1)
=

2

α− β
(
L
(
β2
)
− 2L

(
β8
))

+
β

(α− β) p

e³itliklerini elde etmi³tir.

Baz� özel indirgeme dizilerinin sonsuz ters toplamlar�n�n farkl� yazarlar taraf�ndan

farkl� zamanlarda hesaplanan nümerik de§erleri Brousseau'nun [8] nolu kitab�nda

toplu bir ³ekilde verilmi³tir. Bu de§elerin baz�lar� a³a§�da listelenmi³tir.

∞∑
n=1

1

Fn

= 3.3598856662...,
∞∑
n=1

1

F2n−1
= 1.82451515...,

∞∑
n=1

1

L2n

= 0.56617767...,
∞∑
n=1

1

P2n

= 0.60057764... .

Bu de§elerin rasyonel olup olmad�klar� do§rudan anla³�lmad�§�ndan çe³itli ya-

zarlar bu tür toplamlar�n irrasyonelli§ini ayr�ca incelemi³tirler. Örne§in, Andre-

Jeannin [2] Lucas say�lar�n�n ters toplam�n�n irrasyonel oldu§unu ispatlam�³t�r.

Good [11] Fibonacci say�lar� için a³a§�daki ters toplam� hesaplam�³t�r.

∞∑
n=1

1

F2n
=

7−
√
5

2
. (2.1)

Ayr�ca Hoggatt ve Bicknell [14] bu sonucun 10 farkl� yoldan ispat�n� göstermi³-

lerdir.

Bu toplam�n bir genel durumu olarak, Hoggatt ve Bicknell [13]

∞∑
n=0

1

Fk2n
=


2Lk − F2k

√
5 + 5F 2

k

2F2k

e§er k tek ise,

2− Fk

√
5 + Lk

2Fk

e§er k çift ise,

(2.2)
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sonucunu elde etmi³lerdir.

Fibonacci say�lar� için verilen bu iki ters toplam�, Bergum ve Hoggatt [6]

Fibonacci ve Lucas polinomlar�n� kullanarak genelle³tirmi³lerdir. Bunun yan�nda

α(x) ve β(x), genelle³tirilmi³ Fibonacci polinom dizisi {Fn(x)} in karakteristik

polinomunun kökleri olmak üzere q = b− a+ k kabulu alt�nda

∞∑
n=1

(−1)qn+a−k Fb−a+k(x)Fk(x)

Fqn+a−k(x)Fqn+b(x)
=
Fb+k(x)

Fb(x)
−

{
αk(x) x < 0,

βk(x) x > 0,
(2.3)

toplam�n� hesaplam�³lard�r. Ayn� çal�³mada Lucas polinomlar� için de benzer

sonuçlar� elde etmi³lerdir.

Backstrom [5], baz� pozitif a, b ve c tamsay�lar� için ise

∞∑
n=0

1

Fan+b + c
ve

∞∑
n=0

1

Lan+b + c
(2.4)

tipindeki toplamlar� hesaplam�³t�r. Örne§in, a = 2, b = 1 ve c = Fk al�n�rsa,

∞∑
n=0

1

F2n+1 + Fk

=
k
√
5

2Lk

sonucunu buluruz. Ayr�ca a = 2k, b = k + 2t ve c = Fk de§erleri için ise

∞∑
n=0

1

F(2n+1)k+2t + Fk

=
1

2Lk

{ √
5− 5Ft/Lt e§er t çift ise,
√
5− Lt/Ft e§er t tek ise,

toplam�n� elde ederiz.

Popov [29], (2.3) ile verilen toplam�, genelle³tirilmi³ Fibonacci ve Lucas dizileri

{Un(p, q)} ve {Vn(p, q)} için hesaplam�³t�r. Ayr�ca, Bacstorm'un (2.4) tipindeki

toplamlar�n� {Fn} yerine ayr� ayr� {Un(p, q)} ve {Vn(p, q)} alarak daha genele

ta³�m�³t�r.

Brousseau [7] birbirinden farkl� pozitif ki tamsay�lar� için

∞∑
n=1

1

FnFn+k1Fn+k2 · · ·Fn+kr

ve
∞∑
n=1

(−1)n−1

FnFn+k1Fn+k2 · · ·Fn+kr

tipindeki sonsuz toplamlar� göz önüne alm�³t�r. Rabinowitz [30], ayn� tipteki

toplamlar�n hesaplanmas� için algoritmik bir yakla³�m vermi³tir. Daha sonra,
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yine Rabinowitz [31] {Fn} yerine, key� ba³lang�ç ko³ullar�na ve key� katsay�lara

sahip ikinci dereceden rekürans dizilerini kullanarak önceki sonuçlar�n genel

durumlar�n� elde etmi³tir.

Melham ve Shannon [26], (2.1) ve (2.2) de Fibonacci say�lar� için verilen sonuçlar�,

genelle³tirilmi³ Fibonacci dizisi {Un(p, 1)} ve Lucas dizisi {Vn(p, 1)} için elde

etmi³tir. Bununla beraber sonsuz toplamlara dair

∞∑
n=1

1

Ukn(p, 1)Uk(n+1)(p, 1)
=

1

αkU2
k (p, 1)

(2.5)

ve
∞∑
n=1

1

Vkn(p, 1)Vk(n+1)(p, 1)
=

1

2 (α− β)Uk(p, 1)
(2.6)

sonuçlar�n� vermi³lerdir.

Andre-Jeannin [3], (2.5) ve (2.6) daki sonuçlar�, ikinci dereceden en genel rekürans

dizisi {Wn} için,

Sk =
∞∑
n=1

qn

WnWn+k

ve Tk =
∞∑
n=1

1

WnWn+k

toplamlar�n� hesaplayarak daha genele götürmü³tür.

Bu bölümde ³imdiye kadar bilinen ters toplamlara dair çe³itli sonuçlar� vermeye

çal�³t�k. Bundan sonraki bölümde k�smi ters toplamlara dair çe³itli sonuçlar

verece§iz.

2.2 K�smi Ters Toplamlar

Xi [34], Horadam dizisi {Wn}'in key� iki teriminin çarp�m�n�n l. kuvvetlerinin

ters toplamlar�n� göz önüne alm�³ ve
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t∑
n=k

qn

W l
nW

l
n+m

l−1∑
i=0

[
(Wk+1 −Wkβ) q

n−kαm − (Wk+1 −Wkα) β
2(n−k)+m

]l−1−i
×
[
(Wk+1 −Wkβ) q

n−kβm − (Wk+1 −Wkα) β
2(n−k)+m

]i
=

(p2 − 4q)
l
2 qk

(αm − βm) (Wk+1 −Wkβ)

m−1∑
i=0

[
βli

W l
k+i

− βl(t+i+1−k)

W l
t+i+1

]
ve

∞∑
n=k

qn

W l
nW

l
n+m

l−1∑
i=0

[
(Wk+1 −Wkβ) q

n−kαm − (Wk+1 −Wkα) β
2(n−k)+m

]l−1−i
×
[
(Wk+1 −Wkβ) q

n−kβm − (Wk+1 −Wkα) β
2(n−k)+m

]i
=

(p2 − 4q)
l
2 qk

(αm − βm) (Wk+1 −Wkβ)

m−1∑
i=0

βli

W l
k+i

sonuçlar�n� elde etmi³tir.

K�l�ç ve Irmak [19], Xi'nin sonuçlar�n� key� pozitif k tamsay�s� için {Wkn} dizisini
ele alarak genelle³tirmi³lerdir.

Othsuka ve Nakamura [28], Fibonacci say�lar� ve karelerinin k�smi ters toplamla-

r�n�n çarp�msal terslerinin taban de§erlerini a³a§�daki gibi vermi³lerdir.( ∞∑
k=n

1

Fk

)−1 =

{
Fn−2 e§er n ≥ 2 çift ise,

Fn−2 − 1 e§er n ≥ 1 tek ise.
(2.7)

ve ( ∞∑
k=n

1

F 2
k

)−1 =

{
Fn−1Fn − 1 e§er n ≥ 2 çift ise,

Fn−1Fn e§er n ≥ 1 tek ise.

Zhang ve Wang [33], (2.7) deki sonucu Pell say�lar� için( ∞∑
k=n

1

Pk

)−1 =

{
Pn−1 + Pn−2 e§er n ≥ 2 çift ise,

Pn−1 + Pn−2 − 1 e§er n ≥ 1 tek ise,

³eklinde bulmu³lard�r. Ayr�ca ayn� yazarlar [32] nolu çal�³malar�nda, Pell say�la-

r�n�n karelerinin k�smi ters toplamlar�na dair sonuçlar elde etmi³lerdir.
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Holliday ve Komatsu [15], yukar�daki sonuçlar� genelle³tirilmi³ Fibonacci dizisi

{Un(p, 1)}'i göz önüne alarak a³a§�daki gibi genelle³tirmi³lerdir.( ∞∑
k=n

1

Uk

)−1 =

{
Un − Un−1 e§er n ≥ 2 çift ise,

Un − Un−1 − 1 e§er n ≥ 1 tek ise,
(2.8)

( ∞∑
k=n

1

U2
k

)−1 =

{
pUnUn−1 − 1 e§er n ≥ 2 çift ise,

pUnUn−1 e§er n ≥ 1 tek ise.

Buna ek olarak ayn� çal�³mada yazarlar Jakobsthal say� dizisi {Jn} için( ∞∑
k=n

1

Jk

)−1 =

{
Jn−1 − 1 e§er n ≥ 2 çift ise,

Jn e§er n ≥ 1 tek ise,

sonsuz k�smi ters toplam�n� hesaplam�³lard�r.

Komatsu [23], bunlardan farkl� olarak "alta tamamlama fonksiyonu" yerine "en

yak�n tamsay� fonksiyonu" ‖◦‖'� (‖x‖ =
⌊
x+ 1

2

⌋
) kullanarak çe³itli ters toplamlar

elde etmi³tir. p1 ≥ p2 ≥ 0 olmak üzere ikinci mertebeden en genel indirgeme dizisi

{un} için her n ≥ n0 olmak üzere∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=n

1

un

)−1∥∥∥∥∥∥ = un − un−1

sonucunu elde etmi³tir. Buradaki n0, p1, p2 ve {un} dizisinin ba³lang�ç de§erlerine

ba§l�d�r.

Yine Komatsu [22], 3.mertebeden Tribonacci dizisi {Tn}'nin k�smi ters toplamlar�

için ∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=n

1

Tk

)−1∥∥∥∥∥∥ = Tn − Tn−1, (n ≥ 1)

ve ∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=n

1

T2k

)−1∥∥∥∥∥∥ = T2n − T2n−2, (n ≥ 1)

sonuçlar�n� ve bunlara paralel olarak alterne k�smi ters toplamlar�n� vermi³tir.

Komatsu ve Laohakosol [21], literetürde ilk defa yüksek mertebeden indirgeme

dizileri için k�smi ters toplamlara dair sonuçlar vermi³tirler. �lgili çal�³malar�nda,
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key� ba³lang�ç ko³ullar�na sahip ve her n ≥ k ve p ≥ 1 için

un = pun−1 + un−2 + un−3 + · · ·+ un−k

kural�yla tan�mlanan k. mertebeden lineer indirgeme dizisini göz önüne alarak∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=n

1

uk

)−1∥∥∥∥∥∥ = un − un−1, (n ≥ n0)

∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=n

(−1)k

uk

)−1∥∥∥∥∥∥ = (−1)n (un − un−1) , (n ≥ n1)

ve ∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=n

1

u2k

)−1∥∥∥∥∥∥ = u2n − u2n−2, (n ≥ n2)

sonuçlar�n� vermi³lerdir. Buradaki n0, n1, n2 de§erleri, p'ye ve {un} dizisinin

ba³lang�ç ko³ullar�na ba§l� do§al say�lard�r.

Bu çal�³man�n bir ad�m ötesinde, K�l�ç ve Ar�kan [20] nolu çal�³malar�nda, p ve

q key� pozitif katsay�lar olmak üzere, key� ba³lang�ç ko³ullar�na sahip ve n ≥ k

için

un = pun−1 + qun−2 + un−3 + · · ·+ un−k

kural�yla tan�mlanan yüksek mertebeden indirgeme dizisini göz önüne alm�³lard�r.

Bu çal�³malar�nda t ve r, 0 ≤ r < t ³art�n� sa§layan key� tamsay�lar ve p ≥ q

olmak üzere ∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=n

1

utk+r

)−1∥∥∥∥∥∥ = utn+r − utn−t+r, (n ≥ n0)

ve ∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=n

(−1)k

utk+r

)−1∥∥∥∥∥∥ = (−1)tn+r (utn+r + utn−t+r) , (n ≥ n1)

toplamlar�n� hesaplam�³lard�r. Buradaki n0 ve n1, t, r, p, q de§erlerine ve {un}
dizisinin ba³lang�ç ko³ullar�na ba§l� do§al say�lard�r. Bu toplamlar daha önce

tan�mlan�p hesaplanm�³ olan tüm k�smi toplamlar� ve daha genel durumlar�n�

ihtiva etmektedir.
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�imdi iki farkl� örnek verelim.

E§er p = q = 1 ve ba³lang�ç ko³ullar� u0 = 0 ve u1 = 1 olarak al�n�rsa, ikinci

mertebeden lineer indirgeme dizisi {un}, bize Fibonacci dizisi {Fn}'i verir. O
halde t = 5 ve r = 3 olarak seçilirse∥∥∥∥∥∥

(
∞∑
k=n

1

F5k+3

)−1∥∥∥∥∥∥ = F5n+3 − F5n−2, (n ≥ 1)

ve ∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=n

(−1)k

F5k+3

)−1∥∥∥∥∥∥ = (−1)n (F5n+3 + F5n−2) , (n ≥ 1)

k�smi ters toplamlar�n� elde ederiz. Buradaki n ≥ 1 ³art� nümerik hesaplamalar

sonucu elde edilmi³tir.

�kinci örne§imizde, p = 7, q = 4 ve ba³lang�ç ko³ullar� u0 = u1 = 0, u2 = 1 ve

u3 = 2 seçilerek elde edilen 4. mertebeden {un} dizisini göz önüne alal�m. Yani

{un} dizisi n ≥ 4 için

un = 7un−1 + 4un−2 + un−3 + un−4

indirgeme kural� ile tan�mlanm�³ olsun. E§er t = 1 ve r = 0 olarak seçilirse∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=n

1

uk

)−1∥∥∥∥∥∥ = un − un−1, (n ≥ n0)

ve ∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=n

(−1)k

uk

)−1∥∥∥∥∥∥ = (−1)n (un + un−1) , (n ≥ n1)

sonuçlar� elde edilir. Buradaki n0 ve n1 do§al say�lar� {un} dizisinin karakteristik

polinomunun köklerine ve ba³lang�ç de§erlerine ba§l�d�r.
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3. PROBLEM TANIMI

�imdiye kadar literatürde çe³itli indirgeme dizilerinin ters toplamlar�na ili³kin

elde edilmi³ sonuçlar� verdik. Bahsedilen çal�³malarda, yazarlar genelde ikinci

dereceden lineer indirgeme dizilerinin ters toplamlar� için baz� sonuçlar vermi³ler-

dir. Bir k�s�m yazarda yüksek mertebeden baz� özel lineer indirgeme dizileri için

ters toplamlar elde etmi³lerdir. Bununla beraber son zamanlarda, ‖◦‖ en yak�n

tamsay� normunu göstermek üzere∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=n

1

uk

)−1∥∥∥∥∥∥
³eklindeki k�smi ters toplamlara dair sonuçlar verilmi³tir. Bu tip toplamlar için en

genel sonucu, K�l�ç ve Ar�kan [20] nolu çal�³malar�nda, key� ba³lang�ç ko³ullar�na

sahip ve iki key� katsay�l�

un = pun−1 + qun−2 + un−3 + · · ·+ un−k

kural�yla tan�mlanan indirgeme dizisi {un}'i göz önüne alarak vermi³lerdir.

Bu çal�³madaki esas amac�m�z, hepsi birden s�f�r olmayan key� ba³lang�ç ko³ul-

lar�na sahip ve (1.1) indirgeme kural� ile tan�mlanan {un} dizisi için∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=n

1

utk+r

)−1∥∥∥∥∥∥
ve ∥∥∥∥∥∥

(
∞∑
k=n

(−1)k

utk+r

)−1∥∥∥∥∥∥
20



k�smi ters toplamlar�n� hesaplamakt�r. Burada t ve r, 0 ≤ r < t ³art�n� sa§layan

key� tamsay�lard�r.

Göz önüne ald�§�m�z {un} dizisi, daha önce k�smi toplamlar� hesaplanan dizilerin

en genel halidir (Bak�n�z Tablo 1.1). Dolay�s�yla bu çal�³mada verece§imiz

sonuçlar önceki sonuçlar�n bir genellemesi olacakt�r.
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4. SONUÇ ve DE�ERLEND�RME

4.1 Elde edilen sonuçlar

Sabit katsay�l� ve key� ba³lang�ç ko³ullu k. mertebeden lineer indirgeme dizisi

{un}'i
un = p1un−1 + p2un−2 + · · ·+ pkun−k (4.1)

kural� ile tan�mlam�³t�k. Bu bölümde yukar�daki kural ile tan�mlanan {un}
dizisinin k�smi ters toplamlar�na dair sonuçlar verece§iz.

(4.1) kural� ile tan�mlanan {un} dizisinin, en az bir ba³lang�ç ko³ulu s�f�rdan farkl�

olmak zorundad�r aksi takdirde s�f�r sabit dizisini elde ederiz.

�imdi elde etti§imiz sonuçlar� verebiliriz.

Teorem 4.1.1. Her i ∈ {1, 2, . . . , k − 1} için pi ≥ pi+1 olmak üzere (4.1) kural�

ile tan�mlanan {un} indirgeme dizisini göz önüne alal�m. Bu durumda 0 ≤ r < t

³art�n� sa§layan t ve r tamsay�lar� için belli bir n0 pozitif tamsay�s� vard�r öyle ki

her n > n0 için ∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=n

1

utk+r

)−1∥∥∥∥∥∥ = utn+r − utn−t+r

e³itli§i sa§lan�r.

Buradaki n0 pozitif tamsay�s�, {un} dizisinin ba³lang�ç ko³ullar�na, t ve r

tamsay�lar�na ve i ∈ {1, 2, . . . , k} için pi katsay�lar�na ba§l� olarak belirlenir.

Teoremin ispat� için a³a§�da verece§imiz lemmalara ihtiyac�m�z olacakt�r.
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Lemma 4.1.1. Kabul edelim ki pi katsay�lar� her i ∈ {1, 2, . . . , k − 1} için pi ≥
pi+1 ³art�n� sa§layan key� pozitif reel say�lar ve k ≥ 2 bir tamsay� olsun. O halde

f(x) = xk − p1xk−1 − p2xk−2 − p3xk−3 − · · · − pk−1x− pk

³eklinde tan�mlanan f(x) polinomu için

(i) f(x) polinomunun yaln�zca bir tane α pozitif reel kökü vard�r ve bu kök p1 <

α < p1 + 1 e³itsizli§ini sa§lar,

(ii) f(x) polinomunun di§er k−1 tane kökü kompleks düzlemdeki birim çemberin

içerisindedir,

³artlar� gerçeklenir.

�spat. �lk olarak g(x) polinomunu

g(x) = (x− 1) f(x)

= xk+1 − (p1 + 1)xk + (p1 − p2)xk−1 + (p2 − p3)xk−2 + . . .+ pk

= xk+1 − (p1 + 1)xk +
k−1∑
i=1

(pi − pi+1)x
k−i + pk

³eklinde in³aa edelim. Descartes �³aret Kural� gere§ince f(x) polinomunun tam

olarak bir tane ve böylece g(x) polinomunun tam olarak iki tane pozitif reel kökü

vard�r. (Bak�n�z Örnek 1.3.3). Tan�m� gere§i aç�kça g(x) polinomunun köklerinden

biri 1 dir ve di§er kökü ise f(x) polinomunun pozitif reel köküdür. pi'ler pozitif

reel say�lar oldu§undan dolay�

f(p1) = pk1 − pk1 − p2pk−21 − p3pk−31 − · · · − pk−1p1 − pk
= −

(
p2p

k−2
1 + p3p

k−3
1 − · · ·+ pk−1p1 + pk

)
< 0

e³itsizli§i sa§lan�r. Ayr�ca

f(p1 + 1)

= (p1 + 1)k − p1 (p1 + 1)k−1 − p2 (p1 + 1)k−2 − p3 (p1 + 1)k−3 − · · · − pk

= (p1 + 1)k−1 (p1 + 1− p1)−
(
p2 (p1 + 1)k−2 + p3 (p1 + 1)k−3 + · · ·+ pk

)
= (p1 + 1)k−1 −

(
p2 (p1 + 1)k−2 + p3 (p1 + 1)k−3 + · · ·+ pk

)
(4.2)
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olarak yaz�labilir. Her bir i > 1 için p1 ≥ pi oldu§undan dolay�

p2 (p1 + 1)k−2 + p3 (p1 + 1)k−3 + · · ·+ pk

≤ p1

(
(p1 + 1)k−2 + (p1 + 1)k−3 + · · ·+ 1

)
= p1

(
(p1 + 1)k−1 − 1

p1 + 1− 1

)
= (p1 + 1)k−1 − 1

e³itsizli§ini yazar�z. (4.2) e³itli§inin sa§ taraf�nda bulunan

p2 (p1 + 1)k−2 + p3 (p1 + 1)k−3 + · · ·+ pk

ifadesi (p1 + 1)k−1 de§erinden daha küçük oldu§undan dolay� f(p1 + 1) > 0 d�r.

Dolay�s�yla ara de§er teoremi gere§ince f(x)'in p1 < α < p1 + 1 ³art�n� sa§layan

α pozitif reel kökü vard�r. Böylece Lemma (i)'nin ispat� tamamlan�r.

Sonuç 4.1.1. Lemma (i)'yi göz önüne al�rsak,

e§er x ∈ R ve x > α ise f(x) > 0, (4.3)

e§er x ∈ R ve 0 ≤ x < a ise f(x) < 0,

ve

e§er x ∈ R ve x > α ise g(x) > 0,

e§er x ∈ R ve 1 < x < a ise g(x) < 0, (4.4)

ifadelerini elde ederiz.

Lemma (ii)'nin ispat� için f(x)'in birim çemberin üzerinde ve d�³�nda α'dan ba³ka

bir kökünün olmad�§�n� göstermemiz yeterli olacakt�r.

Lemma (ii)'nin �spat�.

�ddia 1: f(x)'in |z1| > α olacak ³ekilde z1 kompleks kökü yoktur.

Kabul edelimki böyle bir z1 kompleks kökü mevcut olsun. Bu durumda

f(z1) = zk1 − p1zk−11 − p2zk−21 − p3zk−31 − · · · − pk−1z1 − pk = 0
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ve böylece∣∣zk1 ∣∣ ≤ p1
∣∣zk−11

∣∣+ p2
∣∣zk−21

∣∣+ p3
∣∣zk−31

∣∣+ · · ·+ pk−1 |z1|+ pk

f(|z1|) = |z1|k − p1 |z1|k−1 − p2 |z1|k−2 − p3 |z1|k−3 − · · · − pk−1 |z1| − pk ≤ 0

e³itsizli§i elde edilir. Bu ise (4.3) de verilen e³itsizli§i ile çeli³ti§inden dolay� böyle

bir kök mevcut de§ildir.

�ddia 2: f(x)'in 1 < |z2| < α ³art�n� sa§layan z2 kompleks kökü yoktur.

Farz edelimki böyle bir z2 kompleks kökü olsun. Bu durumda f(z2) = 0

olaca§�ndan

g(z2) = zk+1
2 − (p1 + 1) zk2 +

k−1∑
i=1

(pi − pi+1) z
k−i
2 + pk = 0

olur. Bununla beraber her i ∈ {1, 2, . . . , k − 1} için pi ≥ pi+1 oldu§undan

(p+ 1) |z2|k ≤ |z2|k+1 +
k−1∑
i=1

(pi − pi+1) |z2|k−i + pk

e³itsizli§ini yazar�z. Buradan g(|z2|) ≥ 0 olarak bulunur. Bu durum (4.4) ile

verilen e³itsizlikle çeli³ti§inden böyle bir z2 kökü yoktur.

�ddia 3: f(x)'in |z3| = α ve |z3| = 1 çemberleri üzerindeki tek kökü α d�r.

z3 6= α olmak üzere ya |z3| = α ya da |z3| = 1 ve f(z3) = 0 olarak kabul edelim.

Bu durumda

g(z3) = zk+1
3 − (p1 + 1) zk3 +

k−1∑
i=1

(pi − pi+1) z
k−i
3 + pk = 0

olur. Üçgen e³itsizli§inden

(p1 + 1) |z3|k ≤ |z3|k+1 +
k−1∑
i=1

(pi − pi+1) |z3|k−i + pk

yaz�l�r. α ve 1, g(z)'in kökleri oldu§undan∣∣∣∣∣zk+1
3 − (p1 + 1) zk3 +

k−1∑
i=1

(pi − pi+1) z
k−i
3 + pk

∣∣∣∣∣
= |z3|k+1 +

k−1∑
i=1

(pi − pi+1) |z3|k−i + pk
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e³itli§i elde edilir. Son e³itli§in elde edilebilmesi için gerek ve yeter ³art her

bir terimin orijin merkezli uzanan ayn� �³�n�n üzerinde olmas�d�r (Bak�n�z [27]).

Son terim pk > 0 oldu§undan, di§er zk+1
3 ve her i ∈ {1, 2, . . . , k − 1} için

(pi − pi+1) z
k−i
3 terimleri de pozitif reel say�lar olmald�rlar. (pi − pi+1) ∈ R+

olaca§�ndan, 1 ≤ i ≤ k − 1 için zk+1
3 ve zk−i3 de§erleride pozitif reel say�lar

olacakt�r. Bu durumda z3'ünde bir pozitif reel say� oldu§u görülür. Bundan dolay�

z3 ya 1 ya da α olabilir. f(1) 6= 0 oldu§undan z3 = 1 durumu do§ru olmayacakt�r.

Lemma (i)'den, f(x)'in tam olarak bir tane pozitif reel kökü oldu§unu biliyoruz.

Yani z3 = α durumu zaten elimizde mevcut olan bir durumdur. Descartes �³aret

Kural� katl� kökleri ayr� ayr� sayd�§�ndan dolay�, α, f(x)'in tek katl� pozitif reel

köküdür ve ba³ka bir pozitif reel kökü yoktur. Bu üç iddiadan, Lemma (ii)'nin

ispat� tamamlan�r.

Lemma 4.1.2. α, f(x) polinomunun pozitif kökü ve k ≥ 2 olsun. Her i ∈
{1, 2, . . . , k − 1} için pi ≥ pi+1 ³art� alt�nda (4.1) kural� ile tan�mlanan {un}
dizisinin Binet formülü c > 1 olmak üzere

un = aαn +O(c−n), (n→∞)

olarak yaz�l�r.

�spat. α, α1, α2, ..., αt de§erleri f(x)'in, 1 ≤ i ≤ t için |αi| < 1 ³art�n� sa§layan

farkl� kökleri olsun ve 1 ≤ j ≤ t için rj, αj'n�n katl�l�§�n� göstersin. Aç�k bir ³ekilde

r1 + r2 + · · ·+ rt = k − 1 d�r. Binet formülü bulma 3. ad�m�ndan un terimini

un = aαn +
t∑

i=1

Pi(n)α
n
i

³eklinde yazar�z. Burada Pi(n), degPi = ri − 1 olacak ³ekilde n'nin bir

polinomudur ve a bir pozitif reel say�d�r. Her i ∈ {1, 2, . . . , t} için |αi| < 1

oldu§undan, n → ∞ iken toplam içerisindeki her bir terim ayr� ayr� 0'a

yakla³acakt�r. Dolay�s�yla n > n0 do§al say�s� için

t∑
i=1

Pi(n)α
n
i ≤ Kc−n

³art�n� sa§layan K ve c > 1 olacak ³ekildeki K ve c pozitif reel sabitlerini

bulabiliriz. Büyük O notasyonunun tan�m�ndan ispat tamamlan�r.
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Örne§in, e§er {un} dizisinin karakteristik polinomunun tüm kökleri birbirinden

farkl� ise c−1 = max{|α1| , |α2| , ..., |αk−1|} ve K = k − 1 olarak seçilebilir.

�imdi yukar�daki lemmalar�n yard�m�yla Teorem 4.1.1'in ispat�n� verebiliriz.

Teorem 4.1.1'in �spat�. ε → 0 iken geometrik seri aç�l�m� ve asimptotik

yakla³�m kurallar�ndan

1

1± ε
= 1∓ ε+O(ε2) = 1 +O(ε)

e³itli§ini elde ederiz. Lemma 4.1.2 den {un} dizisinin (tk + r) . teriminin çarp�msal

tersini

1

utk+r

=
1

aαtk+r +O(c−tk−r)
=

1

aαtk+r
(
1 +O((αc)−tk)

)
=

1

aαtk+r

(
1 +O((αc)−tk)

)
=

1

aαtk+r
+O

((
α2c
)−tk)

³eklinde yazabiliriz. Dolay�s�yla

∞∑
k=n

1

utk+r

=
1

aαr

∞∑
k=n

1

αtk
+O

(
∞∑
k=n

(
α2c
)−tk)

=
αt

a (αt − 1)
α−tn−r +O

((
α2c
)−tn)

toplam�n� buluruz. Bu k�smi ters toplam�n çarp�msal tersini al�rsak(
∞∑
k=n

1

uk

)−1
=

1(
αt

a (αt − 1)
α−tn−r +O

(
(α2c)−tn

))
=
αt − 1

αt
aαtn+r

(
1 +O

(
(αc)−tn

))
=
αt − 1

αt
aαtn+r +O

(
c−tn

)
= utn+r − utn−t+r +O

(
c−tn

)
e³itli§ini elde ederiz. Dolay�s�yla, c > 1 ve t pozitif oldu§undan sondaki hata

pay�n� 1/2 den küçük yapacak bir n0 do§al say�s� vard�r. Sonuç olarak en yak�n

tamsay� normunu ald�§�m�zda istenilen sonucu elde ederiz.
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Bu sonucumuzu, 4. mertebeden bir indirgeme dizisi üzerinde örneklendirelim.

{un} dizisi, u0 = u1 = 0, u2 = 1 ve u3 = 2 ba³lang�ç ko³ullar� ve n ≥ 4 için

un = 4un−1 + 3un−2 + 3n−3 + un−4

indirgeme kural� ile tan�mlanan 4. mertebeden bir indirgeme dizisi olsun. {un}
dizisinin ilk bir kaç terimi a³a§�da listelenmi³tir.

1, 2, 11, 53, 252, 1202, . . . .

Burada t = 5 ve r = 3 için Teorem 4.1.1'i {un} dizisine uygularsak, belli bir n0

do§al say�s� vard�r öyle ki n > n0 için∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=n

1

u5k+3

)−1∥∥∥∥∥∥ = u5n+3 − u5n−5+3

e³itli§i gerçeklenir. Bu n0 do§al say�s�, {un} dizisinin ba³lang�ç ko³ullar�na, t = 5

ve r = 3 seçimine ve indirgeme kural�daki katsay�lara ba§l�d�r.

Sonuç 4.1.2. Her i ∈ {1, 2, . . . , k − 1} için pi ≥ pi+1 olmak üzere (4.1) kural�

ile tan�mlanan {un} indirgeme dizisini göz önüne alal�m. Bu durumda belli bir n1

pozitif tamsay�s� vard�r öyle ki her n > n1 için∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=n

1

uk

)−1∥∥∥∥∥∥ = un − un−1

e³itli§i sa§lan�r.

�spat. Teorem 4.1.1 de t = 1 ve r = 0 olarak seçilirse istenilen toplam elde

edilir.

�imdi yüksek mertebeden indirgeme dizilerinin alterne k�smi ters toplamlar�na

dair elde etti§imiz sonucu verelim.

Teorem 4.1.2. Her i ∈ {1, 2, . . . , k − 1} için pi ≥ pi+1 olmak üzere (4.1) kural�

ile tan�mlanan {un} indirgeme dizisini göz önüne alal�m. Bu durumda 0 ≤ r < t
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³art�n� sa§layan t ve r tamsay�lar� için belli bir n2 pozitif tamsay�s� vard�r öyle ki

her n > n2 için ∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=n

(−1)k

utk+r

)−1∥∥∥∥∥∥ = (−1)tn+r (utn+r + utn−t+r)

e³itli§i sa§lan�r.

�spat. �spata toplanan terimi hesaplamak ile ba³layal�m

(−1)k

utk+r

=
(−1)k

aαtk+r +O(c−tk−r)
=

(−1)k

aαtk+r

1(
1 +O

(
(αc)−tk

))
=

(−1)k

aαtk+r

(
1 +O

(
(αc)−tk

))
.

Bu terimi k = n den k =∞ a toplarsak

∞∑
k=n

(−1)k

utk+r

=
∞∑
k=n

(−1)k

aαtk+r

(
1 +O

(
(αc)−tk

))
=
∞∑
k=n

(−1)k

aαtk+r
+O

(
∞∑
k=n

(
α2c
)−tk)

=
αt

a(−α)tn+r (αt + 1)
+O

((
α2c
)−tn)

e³itli§ini elde ederiz. Her iki taraf�n çarp�msal tersini al�rsak(
∞∑
k=n

(−1)k

uk

)−1
=

1(
αt

a(−α)tn+r (αt + 1)
+O

(
(α2c)−tn

))
=
a (−α)tn+r (αt + 1)

αt

(
1 +O

(
(αc)−tn

))
= (−1)tn+r (aαtn+r + aαtn−t+r

)
+O

(
c−tn

)
= (−1)tn+r (utn+r + utn−t+r) +O

(
c−tn

)
sonucuna ula³�r�z. Öyleyse c > 1 ve t pozitif oldu§undan sondaki hata terimini

1/2 den küçük yapacak bir n2 pozitif tamsay�s� vard�r. Böylece en yak�n tamsay�

normu al�n�rsa ispat tamamlan�r.
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Benzer ³ekilde buradaki n2 pozitif tamsay�s�, {un} dizisinin ba³lang�ç ko³ullar�na,

t ve r tamsay�lar�na ve her i ∈ {1, 2, . . . , k} için pi katsay�lar�na ba§l� olarak

belirlenir.

Alterne toplamlar için elde etti§imiz bu sonucu örnek bir dizi üzerinde görelim.

Ba³lang�ç ko³ullar� u0 = u1 = u2 = 0 ve u3 = u4 = 1 olan ve n ≥ 5 için

un = 5un−1 + 3un−2 + 3un−3 + 2un−4 + 2un−5

rekürans kural� ile tan�mlanan 5. mertebeden lineer indirgeme dizisi {un}'i göz
önüne alal�m. {un} dizinin ilk bir kaç terimi

1, 1, 8, 46, 259, 1461, . . . .

³eklindedir.

Teorem 4.1.2 de e§er t = 3 ve r = 2 olarak seçilirse∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=n

(−1)k

u3k+2

)−1∥∥∥∥∥∥ = (−1)n (u3n+2 + u3n−1) , n > n0

toplam� elde edilir. E§er t = 5 ve r = 1 olarak seçilirse∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=n

(−1)k

u5k+1

)−1∥∥∥∥∥∥ = (−1)n+1 (u5n+1 + u3n−4) , n > n1

toplam� bulunur. E§er t = 2 ve r = 0 olarak seçilirse∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=n

(−1)k

u2k

)−1∥∥∥∥∥∥ = u2n + u2n−2, n > n2

e³itli§i elde edilir. Buradaki n0, n1 ve n2 pozitif tamsay�lar�, {un} dizisinin

ba³lang�ç de§elerine, t ve r de§erlerinin seçimlerine ve rekürans kural�ndaki

katsay�lara ba§l�d�r.

Sonuç 4.1.3. Her i ∈ {1, 2, . . . , k − 1} için pi ≥ pi+1 olmak üzere (4.1) kural�

ile tan�mlanan {un} indirgeme dizisini göz önüne alal�m. Bu durumda belli bir n3

pozitif tamsay�s� vard�r öyle ki her n > n3 için∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=n

(−1)k

uk

)−1∥∥∥∥∥∥ = (−1)n (un + un−1)

e³itli§i sa§lan�r.

30



�spat. Teorem 4.2.1 de t = 1 ve r = 0 olarak seçilirse istenilen toplam ispatlanm�³

olur.

�imdiye kadar her i ∈ {1, 2, . . . , k− 1} için pi ≥ pi+1 k�s�t� alt�nda k. mertebeden

indirgeme dizileri için k�smi ters toplamlar� elde ettik. Bu sonuçlar�m�z {Fn},
{Pn}, {Tn}, {Un(p, 1)} ve yüksek mertebeden indirgeme dizileri için daha önceden

elde edilen sonuçlar�n daha genel durumlar�n� içermektedir.

Fakat {Jn} dizisi için [15] nolu çal�³mada verilmi³ olan sonucu içermemektedir.

Bu çal�³mada, yazarlar�n elde etti§i durumun bir genellemesi olarak a³a§�daki

sonuçlar� elde ettik.

Ba³lang�ç ko³ullar� h0 = 0 ve h1 = 1 olan ve p bir pozitif tamsay� olmak üzere

n ≥ 2 için

hn = phn−1 + (p+ 1)hn−2 (4.5)

rekürans kural� ile tan�mlanan {hn} dizisini göz önüne alal�m.

Teorem 4.1.3. 0 ≤ r < t ³art�n� sa§layan t ve r tamsay�lar� için belli n4 ve n5

pozitif tamsay�lar� vard�r öyle ki her n > n4 için∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=n

1

htk+r

)−1∥∥∥∥∥∥ = htn+r − htn−t+r

ve her n > n5 için∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=n

(−1)k

htk+r

)−1∥∥∥∥∥∥ = (−1)tn+r (htn+r + htn−t+r)

e³itlikleri sa§lan�r.

�spat. �spata {hn} dizisinin Binet formülünü bularak ba³layal�m. {hn} indirgeme

dizisinin karakteristik polinomu

x2 − px− (p+ 1)

³eklindedir. Bu polinomun kökleri (p+ 1) ve −1 dir. Ba³lang�ç ko³ullar� yard�-

m�yla {hn} dizisinin Binet formülü

hn =
(p+ 1)n − (−1)n

p+ 2

31



olarak bulunur. Elde etmek istedi§imiz k�smi ters toplamdaki toplanan terim

1

htk+r

=
p+ 2

(p+ 1)tk+r − (−1)tk+r
=

p+ 2

(p+ 1)tk+r

(
1−

(
−1
p+1

)tk+r
)

=
p+ 2

(p+ 1)tk+r

(
1 +

(
−1
p+ 1

)tk+r

+

(
−1
p+ 1

)2(tk+r)

+ · · ·

)

=
p+ 2

(p+ 1)tk+r

(
1 +O

(
1

p+ 1

)tk
)

=
p+ 2

(p+ 1)tk+r
+O

((
1

p+ 1

)2tk
)

olarak yaz�labilir. Dolay�s�yla

∞∑
k=n

1

htk+r

=
∞∑
k=n

(
p+ 2

(p+ 1)tk+r
+O

((
1

p+ 1

)2tk
))

=
∞∑
k=n

p+ 2

(p+ 1)tk+r
+O

((
1

p+ 1

)2tn
)

=
(p+ 2) (p+ 1)t

(p+ 1)tn+r ((p+ 1)t − 1
) +O

((
1

p+ 1

)2tn
)

sonucuna ula³�r�z. Son olarak her iki taraf�n çarp�msal tersini al�rsak(
∞∑
k=n

1

htk+r

)−1
=

1(
(p+ 2) (p+ 1)t

(p+ 1)tn+r ((p+ 1)t − 1
) +O

((
1

p+ 1

)2tn
))

=
1(

(p+ 2) (p+ 1)t

(p+ 1)tn+r ((p+ 1)t − 1
))(1 +O

((
1

p+ 1

)tn
))

=
1

p+ 2

(
(p+ 1)tn+r − (p+ 1)tn−t+r)

×

(
1−

(
1

p+ 1

)tn+r

+O

((
1

p+ 1

)2tn
))

=
(p+ 1)tn+r − (p+ 1)tn−t+r

p+ 2
−
(
−1 + (−1)t

)
p+ 2

+O

((
1

p+ 1

)tn
)

32



e³itli§ini elde ederiz. Ayn� zamanda

htn+r − htn−t+r =
(p+ 1)tn+r − (p+ 1)tn−t+r + (−1)tn+r (−1 + (−1)t

)
p+ 2

oldu§unu biliyoruz. Burada p ≥ 1 oldu§undan dolay� her pozitif n tamsay�s�

için
(−1)tn+r (−1 + (−1)t

)
p+ 2

ifadesi birden küçük bir de§erdir. O halde yukar�daki

toplamdaki son hata terimi için belli bir n4 pozitif tamsay�s� bulunabilir ki bu

terim istenildi§i kadar küçük b�rak�labilir ve en yak�n tamsay� normu al�nd�§�nda∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=n

1

htk+r

)−1∥∥∥∥∥∥ = htn+r − htn−t+r

e³itli§i ispatlanm�³ olur.

Alterne k�smi ters toplam için verilen e³itlik de benzer ³ekilde ispatlanabilir.

Not 4.1.1. Benzer sonuç Jakobsthal-Lucas dizisi {jn} için geçerli de§ildir. {jn}
dizisinin Binet formülü

jn = 2n + (−1)n

³eklindedir. Burada (−1)n de§eri mutlak olarak 1 den küçük olmad�§�ndan

ayn� argümanlar burada çal�³mayacakt�r. Dolay�s�yla bu sonuç key� ba³lang�ç

ko³ullar�na sahip olan ve (4.5) kural�yla tan�mlanan diziye genellenemez. Fakat

uygun ba³lang�ç ko³ullar� seçimine göre benzer sonuç farkl� diziler için de elde

edilebilir.

�imdiye kadar indirgeme ba§�nt�s�ndaki katsay�lar�n tümünün pozitif oldu§u

durumlar� inceledik. Bu çal�³mam�zda son olarak, daha önceki çal�³malarda göz

önüne al�nmayan rekürans kural�nda negatif bir katsay� bulunan ikinci dereceden

indirgeme dizileri için elde etti§imiz sonuçlar� verece§iz.

Hat�rlatal�m ki Horadam dizisi {Wn}, key� ba³lang�ç ko³ullar� ve n ≥ 2 için

Wn = pWn−1 − qWn−2 (4.6)

indirgeme kural� ile tan�mlan�r.

33



Teorem 4.1.4. p ve q, p > q + 1 ³art�n� sa§layan pozitif tamsay�lar olmak üzere

{Wn} indirgeme dizisini göz önüne alal�m. Bu durumda 0 ≤ r < t ³art�n� sa§layan

t ve r tamsay�lar� için belli n6 ve n7 pozitif tamsay�lar� vard�r öyle ki her n > n6

için ∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=n

1

Wtk+r

)−1∥∥∥∥∥∥ = Wtn+r −Wtn−t+r

ve her n > n7 için∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=n

(−1)k

Wtk+r

)−1∥∥∥∥∥∥ = (−1)tn+r (Wtn+r +Wtn−t+r)

e³itlikleri sa§lan�r.

Lemma 4.1.3. p ve q, p > q + 1 ³art�n� sa§lana pozitif tamsay�lar olsun. Bu

durumda (4.6) kural� ile tan�mlanan {Wn} dizinin Binet formülü c > 1 ve α > 1

olmak üzere

un = aαn +O(c−n) (n→∞),

olarak yaz�labilir.

�spat. {Wn} dizisinin karakteristik polinomu

f(x) = x2 − px+ q

³eklindedir ve aç�kça f(0) = q > 0 d�r. Ayr�ca p > q + 1 oldu§undan dolay�

f(1) = 1− p+ q < 0

e³itsizli§ini elde ederiz. O halde ara de§er teoremi gere§ince f(x)'in köklerinden

biri (0, 1) aral�§�ndad�r. Bunun yan�nda

f(p) = p2 − p2 + q = q > 0

olaca§�ndan dolay� ara de§er teoreminden f(x) polinomunun di§er kökü (1, p)

aral�§�nda olacakt�r. α ∈ (1, p) ve c−1 ∈ (0, 1) olacak ³ekildeki kökler olsunlar. O

halde {Wn} dizisinin Binet formülü

Wn = aαn + bc−n

³eklindedir. n → ∞ iken c−n de§eri 0 a yakla³aca§�ndan dolay� istenilen e³itlik

ispatlanm�³ olur.
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Teorem 4.1.4'ün �spat�. Lemma 4.1.3 ten {Wn} dizisinin (tk + r) . teriminin

çarp�msal tersi

1

Wtk+r

=
1

aαtk+r +O(c−tk−r)
=

1

aαtk+r
(
1 +O((αc)−tk)

)
=

1

aαtk+r

(
1 +O((αc)−tk)

)
=

1

aαtk+r
+O

((
α2c
)−tk)

olarak yaz�l�r. Dolay�s�yla

∞∑
k=n

1

Wtk+r

=
1

aαr

∞∑
k=n

1

αtk
+O

(
∞∑
k=n

(
α2c
)−tk)

=
αt

a (αt − 1)
α−tn−r +O

((
α2c
)−tn)

sonucuna ula³�r�z. Her iki taraf�n çarp�msal tersini al�rsak(
∞∑
k=n

1

Wk

)−1
=
αt − 1

αt
aαtn+r

(
1 +O

(
(αc)−tn

))
=
αt − 1

αt
aαtn+r +O

(
c−tn

)
= Wtn+r −Wtn−t+r +O

(
c−tn

)
e³itli§ini elde ederiz. Dolay�s�yla, c > 1 ve t pozitif oldu§undan, sondaki hata

pay�n� 1/2 den küçük yapacak bir n6 do§al say�s� vard�r. Sonuç olarak en yak�n

tamsay� normunu ald�§�m�zda istenilen sonucu elde ederiz.

Alterne k�smi ters toplam için verilen e³itlik de benzer ³ekilde ispatlanabilir.
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