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1. G·IR·IŞ

Reel Analizde fonksiyon dizilerinin hemen hemen yak¬nsakl¬¼g¬ve ölçüsel yak¬nsakl¬¼g¬

gibi yak¬nsakl¬k metotlar¬iyi bilinmekte olup şimdiye kadar bunlar¬n birbirleriyle olan

ili̧skileri, zay¬f ve kuvvetli halleri pekçok şekilde incelenmi̧stir. Say¬dizilerinin klasik

yak¬nsakl¬¼g¬ kavram¬ ise 1950 li y¬llardan itibaren literatürde �istatistiksel yak¬n-

sakl¬k� ismiyle bilinen yeni bir yak¬nsakl¬k metodu yard¬m¬yla geli̧stirilmi̧stir (bkz.

[1, 2, 3]). ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k, son y¬llarda Toplanabilme Teorisi [4, 5], Fourier

Serileri [6], Topoloji [7, 8], Ölçü Teorisi [9, 10], Yaklaş¬mlar Teorisi [11, 12], Bulan¬k

Mant¬k Teorisi [13, 14], Operatör Teori [15, 16, 17] gibi matemati¼gin birçok alan¬nda

kullan¬lm¬̧st¬r. ·Istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n böylesine geni̧s bir sahada uygulama alan¬

bulmas¬bu konuyu yar¬m as¬rd¬r birçok matematikçinin ilgi oda¼g¬haline getirmi̧stir.

Daha sonra istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬1993 te Fridy [18] taraf¬ndan üretilen

�istatistiksel limit noktalar¬�ve 1997 y¬l¬nda Fridy ve Orhan [19] taraf¬ndan verilen

�istatistiksel limit inferior�ve �istatistiksel limit superior�kavramlar¬yla zenginleştir-

ilmi̧s ve matematik analizin yeni bir dal¬olarak de¼ger kazanm¬̧st¬r. ·Istatistiksel yak¬n-

sakl¬k kavram¬ daha sonra �A-istatistiksel yak¬nsakl¬k� kavram¬na genelleştirilmi̧stir

(bkz. [20, 21]).

Korovkin 1950 li y¬llarda daha sonra yaklaş¬mlar teorisinde ad¬yla an¬lan teoremi

ortaya atm¬̧st¬r. Korovkin bu teoreminde oldukça elementer argümanlar kullanarak,

pozitif lineer operatör dizilerinin yaklaş¬m özelliklerine ili̧skin çok önemli bir karak-

terizasyon elde etmi̧stir. Böylece �Korovkin Teorisi�ortaya ç¬km¬̧s ve daha sonraki

y¬llarda bu teorinin pekçok alanda genelleşmesi elde edilmi̧stir (bkz. [22, 23, 24]).

Korovkin Teorisinde kullan¬lan klasik yak¬nsakl¬k ilk kez 2002 y¬l¬nda Gadjiev ve

Orhan [11] taraf¬ndan istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬kullan¬larak geli̧stirilmi̧stir.

Bu yöndeki di¼ger ilerlemelere [12, 25, 26, 27] nolu kaynaklardan ulaş¬labilir.

Korovkin Teorisinin baz¬soyut uzaylar üzerindeki genelleşmesi 1976 y¬l¬nda Yoshi-

naga ve Tamura [28] taraf¬ndan ele al¬nm¬̧s ve daha sonra [23, 29] nolu çal¬̧smalarda

da incelenmi̧stir.

Özellikle son 10 y¬lda istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬n Yaklaş¬mlar Teorisinde

oldukça etkin bir şekilde kullan¬ld¬¼g¬n¬görüyoruz. Bu yüksek lisans tez çal¬̧smas¬ndaki

amac¬m¬z da [28] de soyut uzaylarda verilen Korovkin tipindeki yaklaş¬m teoremlerini

istatistiksel yak¬nsakl¬k arac¬l¬¼g¬yla geli̧stirmek olacakt¬r. Ayr¬ca tezde sonuçlar¬m¬z¬n

çok de¼gi̧skenli fonksiyonlar üzerinde de geçerli kald¬¼g¬ispatlanacakt¬r. Elde etti¼gimiz

sonuçlar son haliyle bu alanda literatürde kay¬tl¬en genel ve kuvvetli sonuçlar olarak
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görünmektedir. Bizi bu kan¬ya vard¬ran husus, literatürde halihaz¬rda bulunan Ko-

rovkin tipindeki yaklaş¬m teoremlerinin bir ço¼gunun çal¬̧smam¬z¬n özel durumlar¬

olarak elde edilebilece¼gini görmemiz olmas¬d¬r. Ayr¬ca klasik yaklaş¬m¬gerçeklemedi¼gi

halde istatistiksel anlamdaki yaklaş¬m¬gerçekleyen operatör dizilerinin örneklerine de

bu tez çal¬̧smam¬zda de¼ginece¼giz.

Bu yüksek lisans tezi dört bölümden oluşmaktad¬r. Birinci bölüm Giri̧s k¬sm¬na

ayr¬lm¬̧st¬r. ·Ikinci bölümde, tezde ihtiyaç duyaca¼g¬m¬z temel tan¬m ve teoremler

sunulacakt¬r. ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k,A-istatistiksel yak¬nsakl¬k, klasik Korovkin teo-

remi ve onun soyut uzaylar üzerindeki geli̧smelerine ikinci bölümde yer verece¼giz.

Üçüncü ve dördüncü bölümlerde ise bu çal¬̧smada elde etti¼gimiz orijinal sonuçlar

bulunmaktad¬r. Burada öncelikle soyut uzaylarda genel bir istatistiksel yaklaş¬m teo-

remi elde edilecek, daha sonra bunun çok de¼gi̧skenli fonksiyonlar üzerinde kaŗs¬l¬¼g¬

aranacakt¬r. Son olarak elde ett¼gimiz sonuçlar¬n özel hallerinin klasikte bilinen pekçok

teoreme indirgendi¼gi gösterilecek ve istatistiksel yaklaş¬m¬n daha genel oldu¼gunu vur-

gulamak için önemli uygulamalar verilecektir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu bölümde tez çal¬̧smam¬z boyunca kullanaca¼g¬m¬z baz¬temel kavramlar hat¬rlat¬la-

cakt¬r. Daha sonra bu kavramlarla ilgili temel sonuçlar verilecektir. S¬ras¬yla, istatis-

tiksel yak¬nsakl¬k, A-istatistiksel yak¬nsakl¬k, klasik Korovkin teoremi ve onun soyut

uzaylardaki geli̧smelerine de¼ginece¼giz.

2.1. ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

Bu bölümde istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬tan¬t¬lacak ve bu kavramla ilgili temel

teoremler verilecektir.

Tan¬m 2.1.1 #fKg sembolü ile K � N altkümesinin eleman say¬s¬n¬göstersin. Bu
durumda

lim
j

# fk � j : k 2 Kg
j

limiti mevcutsa, bu limit de¼geri K kümesinin yo¼gunlu¼gu olarak adland¬r¬l¬r ve �(K)
ile gösterilir. [30]:

Tan¬m 2.1.2 Bir x := (xn)n2N say¬dizisi verilsin. 8 " > 0 için

� (fn : jxn � Lj � "g) = lim
j

# fn � j : jxn � Lj � "g
j

= 0

ise, (xn)n2N dizisi L say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r denir

st� lim
n
xn = L

ile gösterilir [1].

·Istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬ndan anlaş¬laca¼g¬üzere (xn) dizisi L say¬s¬na istatistik-

sel yak¬nsak ise L say¬s¬n¬n herhangi bir " > 0 komşulu¼gunda dizinin sonsuz eleman¬

olaca¼g¬gibi indis kümesinin yo¼gunlu¼gu 0 olmak üzere komşulu¼gun d¬̧s¬nda da son-

suz say¬da eleman olabilir. Dolay¬s¬yla bir noktaya yak¬nsak herhangi bir dizi ayn¬

noktaya istatistiksel yak¬nsakt¬r fakat bunun aksi herzaman do¼gru de¼gildir. Başka

bir deyi̧sle yak¬nsak dizilerin uzay¬n¬c ile, istatistiksel yak¬nsak dizilerin uzay¬n¬da

s ile gösterirsek, c � s olur. Bu içerme kesin olup aşa¼g¬daki örnekler bu durumu

aç¬klamaktad¬r:

Örnek 2.1.3 (un) dizisini aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlayal¬m :

un :=

(
1; n = m2; m 2 N
0; di¼ger durumlarda.
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Bu durumda do¼grudan

st� lim
n
un = 0

elde edilir. Üstelik (un) dizisinin klasik manada yak¬nsak olmad¬¼g¬na dikkat ediniz.

Örnek 2.1.4 (un) dizisi şu şekilde tan¬mlans¬n :

un :=

(
n2; n = m3; m 2 N
1=n; di¼ger durumlarda.

Aç¬kca görülmektedir ki

st� lim
n
un = 0

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Burada (un) dizisi ne klasik anlamda yak¬nsak ne de s¬n¬rl¬d¬r. O

halde s¬n¬rs¬z baz¬diziler istatistiksel yak¬nsak olabilir.

Şimdi istatistiksel yak¬nsakl¬k için baz¬karakterizasyonlar¬hat¬rlatal¬m.

Teorem 2.1.5 x = (xn) dizisinin istatistiksel yak¬nsak olmas¬ için gerek ve yeter

koşul

�fnk : k 2 Ng = 1; lim
k
xnk = L

olacak şekilde en az bir (xnk) altdizisinin olmas¬d¬r [3; 31].

Sonuç 2.1.6 st� limn xn = L olmas¬için gerek ve yeter koşul her " > 0 için �(K) =

1 olacak şekilde bir K � N kümesi ve no = n0(") indisi vard¬r öyle ki n 2 K koşulunu

gerçekleyen her n > n0 için jxn � Lj < " sa¼glan¬r. Başka bir deyişle, 0 yo¼gunluklu bir
indis kümesi d¬̧s¬nda (xn) dizisinin klasik manada yak¬nsak olmas¬, dizinin istatistiksel

yak¬nsak olmas¬na eşde¼gerdir. [3; 31].

�fk 2 N : P (k) geçerlidirg = 1 ise P önermesi hemen hemen her yerde geçerlidir

denir ve k¬saca �h:h:h:� ile gösterilir. Dolay¬s¬yla yukar¬daki bilgiler bize gösterir

ki �(xn) dizisinin L ye istatistiksel yak¬nsak olmas¬ için gerek ve yeter şart h:h:h:

limn xn = L olmas¬d¬r�.

2.2. A-istatistiksel Yak¬nsakl¬k

Bu bölümde A-istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬tan¬t¬lacak ve bu kavramla ilgili temel

teoremler verilecektir. Öncelikle toplanabilme teorisinde iyi bilinen aşa¼g¬daki kavram-

lara ihtiyaç duyaca¼g¬z.
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Tan¬m 2.2.1 Sonsuz boyutlu A := [ajn] (j; n = 1; 2; :::) matrisi ve x = (xn)n2N dizisi
için,

(Ax)j =
1X
n=1

ajnxn

şeklinde tan¬mlanan Ax := ((Ax)j)j2N dizisine x in A-dönüşüm dizisi denir;

burada her n için
P1

n=1 ajnxn serisinin yak¬nsak kabul edilmektedir [32]:

Tan¬m 2.2.2 E¼ger her limn xn = L için limn(Ax)n = L ise A matrisine regüler
matris denir [32; 33]:

Aşa¼g¬da Silverman-Toeplitz koşulu olarak bilinen regüler matrisler için bir

karakterizasyon verilmektedir.

Teorem 2.2.3 Bir A = [ajn] matrisinin regüler olmas¬için gerek ve yeter şart

(i) supj
P1

n=1 jajnj <1;

(ii) 8n için an := limj ajn = 0;

(iii) limj

P1
n=1 ajn = 1

koşullar¬n¬n sa¼glanmas¬d¬r [32; 33]:

Şimdi regüler matris için bir örnek verelim.

Örnek 2.2.4 Terimleri 1 � j � n için cjn = 1=j ve di¼ger durumlarda cjn = 0 olarak
tan¬mlanan C1 = [cjn] matrisi, Cesáro matrisi olarak adland¬r¬l¬r. Cesáro matrisinin

regüler oldu¼gu kolayca görülebilir.

Bu bilgilerden sonra A-yo¼gunluk ve A-istatistiksel yak¬nsakl¬k kavramlar¬n¬verebili-

riz.

Tan¬m 2.2.5 A = [ajn] negatif olmayan regüler bir toplanabilme matrisi olsun.

Verilmiş K � N kümesi için K n¬n A-yo¼gunlu¼gu

�A(K) := lim
j

X
n2K

ajn

şeklinde tan¬mlan¬r; burada limj

P
n2K ajn limitinin mevcut oldu¼gu kabul edilmekte-

dir.
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Tan¬m 2.2.6 Her " > 0 için

�A (fn : jxn � Lj � "g) = lim
j

X
n:jxn�Lj�"

ajn = 0

ise (xn)n2N dizisi L say¬s¬na A-istatistiksel yak¬nsak denir ve

stA � lim
n
xn = L

ile gösterilir [20].

Tan¬m 2.2.6 dan anlaş¬labilece¼gi üzere A-istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬, istatistik-

sel yak¬nsakl¬k tan¬m¬n¬n daha genelleştirilmi̧s halidir. A matrisi yerine C1 matrisi

al¬n¬rsaA-istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬, istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬na indirgenir.

E¼ger A matrisi yerine I birim matrisi al¬n¬rsa, A-istatistiksel yak¬nsakl¬k klasik yak¬n-

sakl¬k tan¬m¬na dönüşür. Teorem 2.1.5 in benzeri A-istatistiksel yak¬nsakl¬k için aşa¼g¬-

daki şekilde verilebilir:

Teorem 2.2.7 Bir x = (xn) dizisi verildi¼ginde

stA � lim
n
xn = L

eşitli¼ginin gerçeklenmesi için gerek ve yeter koşul

�Afnk : k 2 Ng = 1; lim
k
xnk = L

olacak şekilde en az bir (xnk) altdizisinin olmas¬d¬r [9].

A�istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬normlu uzaylarda şu şekilde verilmi̧stir:

Tan¬m 2.2.8 (X; k:k) normlu uzay ve x = (xn), X de¼gerli bir dizi olsun. Her " > 0

için �A (fn 2 N : kxn � x0k � "g) = 0 olacak şekilde bir x0 2 X noktas¬varsa x =

(xn) dizisi x0 noktas¬na X normlu uzay¬nda A-istatistiksel yak¬nsakt¬r denir [21].

Teorem 2.2.7 den yak¬nsak her dizinin A-istatistiksel yak¬nsak oldu¼gu kolayl¬kla

görülebilir; fakat bunun aksi herzaman do¼gru de¼gildir. Aşa¼g¬da verilecek teorem bu

durumu aç¬kca göstermektedir:

Teorem 2.2.9 A = [ajn] negatif olmayan regüler bir toplanabilme matrisi olsun.

limj maxnfajng = 0 ise, A-istatistiksel yak¬nsakl¬k al¬̧s¬lm¬̧s yak¬nsakl¬ktan daha kuvvet-
lidir [21].
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2.3. Korovkin Teoremi

Bu bölümde klasik Korovkin Teoremi tan¬t¬lacakt¬r. Teorem verilmeden önce bu

konuyla ilgili fonksiyonel analizde iyi bilinen aşa¼g¬daki temel tan¬mlara ihtiyaç du

yaca¼g¬z.

Tan¬m 2.3.1 X ve Y; K skalar cismi üzerinde iki fonksiyon uzay¬ve � : X ! Y

dönüşümü gözönüne al¬ns¬n (buradaki K skalar cisminin R veya C oldu¼gu gözönüne
al¬nmaktad¬r). Bu şekildeki � dönüşümüne bir operatör ad¬verilir. Özel olarak Y =
K al¬n¬rsa, � ye bir fonksiyonel denir.

Tan¬m 2.3.2 � : X ! Y operatörü verildi¼ginde her f; g 2 X ve a; b 2 K için

�(a:f + b:g) = a:�(f) + b:�(g)

özelli¼gini sa¼gl¬yorsa, � ye lineer operatör denir. Benzer şekilde lineer fonksiyonel
de tan¬mlanabilir.

Tan¬m 2.3.3 � : X ! Y lineer operatörü verildi¼ginde 8 f � 0 için �(f) � 0

özelli¼gini sa¼gl¬yorsa, � dönüşümü pozitif lineer operatör ad¬n¬al¬r.

Al¬̧s¬ld¬¼g¬gibi, bir [a; b] aral¬¼g¬üzerinde sürekli ve reel-de¼gerli fonksiyonlar¬n uzay¬n¬

C[a; b] ile gösterelim. Bu durumda C[a; b] uzay¬al¬̧s¬lm¬̧s supremum normuna göre bir

Banach uzay¬d¬r. Şimdi klasik Korovkin teoremini verebiliriz.

Teorem 2.3.4 Ln : C[a; b] ! C[a; b] pozitif lineer operatorler dizisi olsun. Herbir

i = 0; 1; 2; ei(x) = x
i olmak üzere

lim
n!1

Ln(ei;x) = ei(x)

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa, her f 2 C[a; b] için

lim
n!1

Ln(f ;x) = f(x)

olur; buradaki yak¬nsakl¬klar, [a; b] üzerinde düzgündür [22].

Orhan ve Gadjiev 2002 y¬l¬nda klasik Korovkin Teoremine, toplanabilme teorisin-

den istatistiksel yak¬nsakl¬k metodunu uygulayarak daha genel bir teorem elde et-

mi̧slerdir.

Teorem 2.3.5 Ln : C[a; b] ! C[a; b] pozitif lineer operatörler dizisi olsun. Herbir

i = 0; 1; 2 için

st� lim
n!1

kLn(ei)� eik = 0
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eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa, her f 2 C[a; b] için

st� lim
n!1

kLn(f)� fk = 0

olur; buradaki k�k sembolu al¬̧s¬lm¬̧s supremum normunu göstermektedir [11].

2.4. Topolojik Uzaylarda Yak¬nsakl¬k

Bu bölümde topolojik uzaylarda yak¬nsakl¬k ve bu kavramla ilgili olarak �ltre kavram¬

tan¬mlanacakt¬r. Topolojik uzaylarda yak¬nsakl¬kla ilgili birkaç temel özellikten bahsedile-

cektir. Bu bölümde kullanaca¼g¬m¬z temel tan¬mlar ve teoremler [34] nolu kaynaktan

al¬nm¬̧st¬r.

Tan¬m 2.4.1 X boştan farkl¬bir küme ve � � X bir kümeler ailesi olsun. Aşa¼g¬daki

şartlar sa¼glan¬yorsa (X; �) topolojik uzay olarak adland¬r¬l¬r:

(i) ? 2 � ;

(ii) X 2 � ;

(iii) U 2 � ve V 2 � ise U \ V 2 � ;

(iv) I indis kümesi olsun. Her i 2 I için Ui 2 � ise [i2IUi 2 � olur [34]:

Tan¬m 2.4.2 X topolojik uzay ve x = (xn); X de bir dizi olsun. x dizisi x0 noktas¬na

yak¬nsakt¬r ancak ve ancak x0 ¬n her U komşulu¼gu için öyle bir n0 2 N vard¬r ki

8n � n0 için xn 2 U olur. Bu durum xn ! x veya limn xn = x ile gösterilir [34]:

Tan¬m 2.4.3 X bir topolojik uzay ve F � X olsun. Aşa¼g¬daki üç özelllik

sa¼glan¬yorsa F bir �ltre ad¬n¬al¬r [34] :

(i) 8 U 2 F ve U � V için V 2 F;

(ii) U; V 2 F ise U \ V 2 F;

(iii) ? =2 F:

Örnek 2.4.4 X topolojik uzay ve x 2 X olsun. Ux, x noktas¬n¬n komşuluk sistemi

olsun. Ux bir �ltredir.

Tan¬m 2.4.5 X topolojik uzay ve C, X in boş olmayan alt kümelerinin bir koleksiy-

onu olsun. Her U1; U2 2 C için U3 � U1 [U2 ve U3 2 C olacak şekilde bir U3 kümesi
varsa, C ye bir �ltre baz¬denir [34]:
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Tan¬m 2.4.6 X bir topolojik uzay, x 2 X, F bir �ltre olsun. Her U � F için x 2 U
ise F �ltresi x noktas¬na yak¬nsakt¬r denir ve F ! x ile gösterilir [34]:

Aşa¼g¬daki sonuçlar verilen tan¬mlardan elde edilebilir.

Teorem 2.4.7 X topolojik uzay, x 2 X , A � X olsun . x 2 A olmas¬için gerek

ve yeter koşul öyle bir F � X �ltresi vard¬r ki F ! x gerçeklenir [34]:

Lemma 2.4.8 X Haussdorf topolojik uzay¬ise her F � X �ltresi için F in yak¬n-

sad¬¼g¬en fazla tek nokta vard¬r [34]:

Lemma 2.4.9 X; Y topolojik uzaylar x 2 X, F � X bir �ltre ve F ! x olsun.

g : X ! Y fonksiyonu, sürekli bir fonksiyon ise g(F )! g(x) olur [34]:

Tan¬m 2.4.10 X topolojik uzay ve �, X üzerinde bir kümeler ailesi olsun. � aşa¼g¬-

daki özellikleri sa¼gl¬yorsa, � küme ailesine X üzerinde bir düzgün yap¬denir [34] :

(i) U 2 � ise U; 4 = f(x; x) : x 2 Xg köşegenini içerir,

(ii) U 2 �; U � V; V � X �X ise V 2 � dir:

(iii) U; V 2 � ise U \ V 2 � dir,

(iv) U 2 � ise öyle bir V 2 � kümesi vard¬r ki her (x; y) ve (y; z) 2 V için (x; z) 2 U
olur,

(v) U 2 � ise U�1 = f(y; x) : (x; y) 2 Ug kümesi de � nin eleman¬d¬r.

2.5. Çarp¬m Uzaylar¬nda Yak¬nsakl¬k

Bu bölümde topolojik uzaylarda tan¬mlad¬¼g¬m¬z özelliklerin çarp¬m uzaylar¬için geçerli

olanlar¬ele al¬nacakt¬r.

Tan¬m 2.5.1 A bir indis kümesi, fX� : � 2 Ag bir kümeler ailesi olsun. X� kümeler

ailesinin kartezyen çarp¬m¬
Y
�2A

X� ile gösterilir ve şu şekilde tan¬mlan¬r [34] :

Y
�2A

X� = fx : x; A dan
[
�2A

X� ya bir fonksiyondur öyle ki 8� 2 A için x(�) 2 X� g

Tan¬m 2.5.2 A bir indis kümesi, 8� 2 A için X� bir topolojik uzay olsun. X =Y
�2A

X� bir çarp¬m uzay¬d¬r [34].
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Tan¬m 2.5.3 Çarp¬m topolojisi ya da di¼ger ismiyle Tychono¤ çarp¬m topolo-
jisi X =

Y
�2A

X� uzay¬ üzerinde
Y
�2A

U� kümesini baz olarak alan topoloji olarak

tan¬mlan¬r öyle ki 8� 2 A için U� kümesi X� üzerinde aç¬k bir kümedir ve U� 6= X�

olan en az sonlu say¬da � 2 A vard¬r [34].

Yak¬nsakl¬k, �ltre, �ltre baz¬, �ltre yak¬nsakl¬¼g¬tan¬mlar¬çarp¬m uzaylar¬nda da ay-

nen geçerlidir.

Tan¬m 2.5.4 �� :
Y
�2A

X� ! X�; ��(x) = x� olarak tan¬mlanan, �� fonksiyonu

�.y¬nc¬projeksiyon olarak isimlendirilir [34].

Teorem 2.5.5 F , X =
Y
�2A

X� çarp¬m uzay¬üzerinde bir �ltre olsun. F �ltresinin X

çarp¬m uzay¬üzerinde yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter koşul 8� 2 A için ��(F );
X� da yak¬nsak olmas¬d¬r [34].

Haussdorf yak¬nsakl¬k özellikleri, �ltrelerle ilgili di¼ger teoremler ve düzgün yap¬tan¬m¬

çarp¬m uzaylar¬nda topolojik uzaylardaki tan¬m hiç de¼gi̧stirilmeden ayn¬haliyle geçer-

lidir.

2.6. Yoshinaga-Tamura Yaklaş¬m Teoremi

Teorem 2.3.4 ün ifadesinden anlaş¬labilece¼gi üzere Korovkin Teoremi sürekli fonksiyon

uzaylar¬üzerinde geçerlidir. Sonraki y¬llarda Korovkin Teoreminin daha genel fonksiyon

uzaylar¬nda geçerli oldu¼gu gösterilmi̧stir. Bu bölümde verece¼gemiz Yoshinaga-Tamura

Teoremi, Korovkin Teoreminin soyut topololojik uzaylarda geçerli bir genelleşmesidir.

Aşa¼g¬daki şartlar teoremin varsay¬mlar¬d¬r:

(i) X Haussdor¤ uzay¬ve (X;U) bir düzgün yap¬olsun.

(ii) U aral¬klardan oluşan bir �ltre olsun öyle ki � � U gerçeklensi;burada � =

f(x; x) : x 2 Xg:

(iii) Y � X ve Y kompakt olsun. F ; X üzerinde tan¬ml¬reel de¼gerli fonksiyonlardan

oluşan bir vektör uzay¬olsun öyle ki 1 2 F gerçeklensin.

(iv) Ln : F ! RY pozitif lineer oparetorlerin dizisi olsun.

(v) Reel de¼gerli X � Y üzerinde tan¬ml¬aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan F (x; y) fon-
siyonlar¬n¬n mevcut oldu¼gunu kabul edelim:

� X � Y üzerinde F (x; y) � 0 ve her y 2 Y için F (y; y) = 0 dir.
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� Fy fonksiyonu X üzerinde Fy(x) := F (x; y) olarak tan¬mlan¬r ve her y 2 Y
için Fy 2 F dir.

� Her y 2 Y için Fy(x) fonksiyonu, Y üzerinde süreklidir.

� Her U 2 U için (X � Y )�U kümesi üzerinde hesaplanan �(U) = inf F (x; y) > 0
dir.

� Öyle y1; y2 2 Y ; y1 6= y2 noktalar¬vard¬r ki Fy1(x) ve Fy2(x) s¬n¬rl¬fonksiyon-
lard¬r ve

lim
n!1

Ln(Fy1)(x) = F (x; y1)

lim
n!1

Ln(Fy2)(x) = F (x; y2)

lim
n!1

Ln(Fy)(y) = 0

eşitlikleri sa¼glan¬r.

Yukar¬daki varsay¬mlar alt¬nda Yoshinaga ve Tamura aşa¼g¬daki teoremi ispatlam¬̧slard¬r.

Teorem 2.6.1 f , X üzerinde tan¬ml¬ve s¬n¬rl¬, Y üzerinde sürekli, reel de¼gerli bir

fonksiyon olsun. f 2 F ise, her y 2 Y için

lim
n!1

Ln(f)(y) = f(y)

gerçeklenir [28]:

Teoremin hipotezlerini inceledi¼gimizde görüyoruz ki sonuç bütün X Haussdor¤ uza-

ylar¬ve (v) şart¬n¬sa¼glayan F (x; y) fonksiyon ailesi üzerinde geçerlidir. Buradan an-

laş¬laca¼g¬ üzere Yoshinaga-Tamura teoremi Korovkin Teoremini önemli ölçüde

geli̧stirmektedir.

Bir sonraki bölümde bu teoremin istatistiksel versiyonunu elde etmeye çal¬̧saca¼g¬z.
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3. ·Istatistiksel Yaklaş¬m Teoremleri

Bu bölümde Yoshinaga-Tamura teoremini istatistiksel yak¬nsakl¬k yard¬m¬yla geli̧stire-

ce¼giz. Elde edece¼gimiz teorem topolojik uzaylarda geçerli genel bir istatistiksel yak-

laş¬m teoremi olacakt¬r. ·Ilk olarak tek de¼gi̧skenli hali ispatlay¬p daha sonra sonuçlar¬m¬z¬

çok de¼gi̧skenli fonksiyonlara taş¬yaca¼g¬z.

3.1. Tek De¼gi̧skenli Haldeki Teoremler

Elde edece¼gimiz teoremimizin beş varsay¬m¬n¬n ilk dördü Yoshinaga-Tamura teo-

remiyle ayn¬ olacakt¬r. Beşinci kabulü ise aşa¼g¬daki şekilde daha zay¬f bir koşulla

de¼gi̧stirilecektir.

Şimdi teoremimizin tüm kabüllerini s¬ralayal¬m.

(i)� (iv) koşullar¬Bölüm 2.6 da verildi¼gi gibi al¬ns¬n. Şimdi oradaki (v) koşulunu şu

şekilde zay¬�atal¬m:

(v)0 Reel de¼gerli X � Y üzerinde tan¬ml¬aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan F (x; y) fon-
siyonlar¬n¬n varl¬¼g¬n¬kabul edelim:

� X � Y üzerinde F (x; y) � 0 ve her y 2 Y için F (y; y) = 0 dir.

� Fy fonksiyonu X üzerinde Fy(x) := F (x; y) olarak tan¬mlan¬yor ; her y 2 Y
için Fy 2 F dir.

� Her y 2 Y için Fy(x) fonksiyonu, Y üzerinde süreklidir.

� Her U 2 U için (X � Y )�U kümesi üzerinde hesaplanan �(U) = inf F (x; y) > 0
d¬r

� Öyle y1; y2 2 Y; y1 6= y2, vard¬r ki Fy1(x) ve Fy2(x) s¬n¬rl¬fonksiyonlard¬r ve her
x 2 X için

stA � lim
n
kLn(Fy1)� Fy1k = 0;

stA � lim
n
kLn(Fy2)� Fy2k = 0;

stA � lim
n

�
sup
y2Y

Ln(Fy; y)

�
= 0,

özdeşlikleri sa¼glan¬r; burada A = [ajn] negatif olmayan bir toplanabilme

matrisini ve k�k sembolü ise kompakt Y kümesi üzerinde tan¬ml¬klasik supre-
mum normunu göstermektedir.
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Yukar¬daki varsay¬mlar alt¬nda aşa¼g¬daki teoremin gerçeklendi¼gi bu bölümde

gösterilecektir.

Teorem 3.1.1 f , X üzerinde tan¬ml¬ ve s¬n¬rl¬ tan¬ml¬ ve Y üzerinde sürekli reel

de¼gerli bir fonksiyon olsun. (Ln) pozitif lineer operatörler dizisi yukar¬daki koşullar¬

gerçeklesin. Bu durumda her f 2 F için,

stA � lim
n
kLn(f)� fk = 0

gerçeklenir.

Burada dikkat edelim ki aşa¼g¬daki koşul tek baş¬na teoremimizin hipotezlerini gerek-

tirir:

stA � lim
n

�
sup
x;y2X

jLn(Fy;x)� Fy(x)j
�
= 0 (3.1.1)

Teoremin ispat¬na geçmeden önce gerekli lemmalar verilecektir. Aşa¼g¬daki ilk lemma

Yoshinaga ve Tamura taraf¬ndan ispatlanm¬̧st¬r.

Lemma 3.1.2 V � X � Y aç¬k bir küme ve �Y := � \ (X � Y ) � V olsun.

U \ (X � Y ) � V olacak şekilde en az bir U 2 U vard¬r [28].

Lemma 3.1.3 fkLn(e0)kg dizisi A-istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r; yani öyle bir M > 0

say¬s¬ve A-yo¼gunlu¼gu 1 olan K � N kümesi vard¬r ki her n 2 K için

kLn(e0)k �M

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

·Ispat. (v)0 şart¬n¬sa¼glayan her y1; y2 noktalar¬için öyle bir U0 2 U kümesi vard¬r

ki (y1; y2) =2 U0 olur. Şimdi key� bir U 2 U kümesi alal¬m öyle ki U = U�1 ve

U � U � U0 olsun. Öyleyse aşa¼g¬daki eşitsizlik her x 2 X için geçerlidir:

Fy1(x) + Fy2(x) � �(U):

Eşitsizli¼gin her iki taraf¬na Ln operatörünü uygularsak her y 2 Y ve her n 2 N için

Ln(Fy1 ; y) + Ln(Fy2 ; y) � �(U)Ln(e0; y) � 0

eşitsizli¼gini elde ederiz. Dolay¬s¬yla

�(U)Ln(e0; y) � jLn(Fy1 ; y)� Fy1(y)j+ jLn(Fy2 ; y)� Fy2(y)j
+ fFy1(y) + Fy2(y)g
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bulunur. Burada y 2 Y üzerinden her iki taraf¬n supremumunu al¬rsak ve

M1 :=
1

�(U)
kFy1 + Fy2k

yazarsak, her n 2 N için aşa¼g¬daki eşitsizlik elde edilir:

kLn(e0)k �
1

�(U)
kLn(Fy1)� Fy1k+

1

�(U)
kLn(Fy2)� Fy2k+M1: (3.1.2)

Şimdi herhangi bir " > 0 için aşa¼g¬daki kümeleri tan¬mlayal¬m

K1 : =

�
n 2 N : kLn(Fy1)� Fy1k �

"�(U)

2

�
;

K2 : =

�
n 2 N : kLn(Fy2)� Fy2k �

"�(U)

2

�
(v)0 koşulundan yararlanarak

�A (K1) = �A (K2) = 0

buluruz. K kümesini K := (N�K1 [K2) olarak tan¬mlarsak

�A(K) = 1

oldu¼gu görülür. (3.1.2) eşitsizli¼ginden yararlanarak her n 2 K öyle ki n =2 K1 ve

n =2 K2 için

kLn(e0)k � "+M1 =:M;

oldu¼gu görülür ki bu eşitsizlik ispat¬tamamlar.

Lemma 3.1.4 g(x; y) s¬n¬rl¬, reel de¼gerli, X�Y üzerinde tan¬ml¬bir fonksiyon olsun.
Ayr¬ca g fonksiyonu �Y = f(y; y) : y 2 Y g üzerinde sürekli olsun. Her y 2 Y için gy
fonksiyonu gy(x) := g(x; y) olarak tan¬mlans¬n. Kabul edelim ki gy 2 F , her y 2 Y
için gy(y) = 0 olsun. Bu durumda

stA � lim
n

�
sup
y2Y

jLn(gy; y)j
�
= 0

olur.

·Ispat. g fonksiyonu her (y;y) 2 �Y noktas¬üzerinde sürekli oldu¼gundan, her " > 0 ve

y 2 X için öyle bir V (y) komşulu¼gu vard¬r ki

jg(x; y)j = jg(x; y)� g(y; y)j < "
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eşitsizli¼gi her (x; y) 2 V (y)� (V (y) \ Y ) için gerçeklenir. V kümesini

V :=
[
y2Y

fV (y0)� (V (y0) \ Y )g

şeklinde tan¬mlarsak, kolayl¬kla V nin X � Y kümesinin �Y yi içeren aç¬k bir

altkümesi oldu¼gunu görebiliriz. Ayr¬ca Lemma (3.1.2) den baz¬U 2 U kümeleri için
U \ (X � Y ) � V oldu¼gu bulunur. Şimdi

C := sup
(x;y)2X�Y

jg(x; y)j

olarak tan¬mlan¬rsa her (x; y) 2 X � Y için

jg(x; y)j � "+ C

�(U)
Fy(x)

eşitsizli¼gi elde edilir. Sonuç olarak

jLn(gy; y)j � Ln (jgyj ; y)) � "Ln(e0; y) +
C

�(U)
Ln (Fy; y)

gerçeklenir. Dolay¬s¬yla her n 2 N için aşa¼g¬daki eşitsizlik bulunur:

sup
y2Y

jLn(gy; y)j � " kLn(e0)k+
C

�(U)
sup
y2Y

Ln(Fy; y):

Lemma (3.1.3) den yararlanarak, aşa¼g¬daki eşitsizli¼gi her n 2 K için sa¼glayan �A(K) =
1 olacak şekilde K � N kümesi ve M reel say¬s¬n¬n varl¬¼g¬n¬görebiliriz:

sup
y2Y

jLn(gy; y)j �M"+
C

�(U)
sup
y2Y

Ln(Fy; y): (3.1.3)

Verilen r > 0 say¬s¬ için öyle bir " > 0 say¬s¬ seçelim ki r > M" sa¼glans¬n.Şimdi

aşa¼g¬daki kümeleri gözönüne alal¬m:

D : =

�
n 2 N : sup

y2Y
jLn(gy; y)j � r

�
;

D0 : =

�
n 2 N : sup

y2Y
Ln(Fy; y) �

(r � "M) �(U)
C

�
:

(3.1.3) eşitsizli¼gini kullanarak D \K � D0 \K � D0 içermelerini elde ederiz ki bu

bize her j 2 N için

0 �
X

n2D\K
ajn �

X
n2D0\K

ajn �
X
n2D0

ajn:
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sonucunu verir. Şimdi j ! 1 için her iki taraf¬n limitini al¬rsak, (v)0 koşulundan

yararlanarak

lim
j

X
n2D\K

ajn = 0 (3.1.4)

sonucunu elde ederiz. Ayr¬ca aşa¼g¬daki eşitli¼gi de kolayl¬kla yazabiliriz:X
n2D

ajn =
X

n2D\K
ajn +

X
n2D\(N�K)

ajn �
X

n2D\K
ajn +

X
n2(N�K)

ajn (3.1.5)

�A(K) = 1 oldu¼gundan �A (N�K) = 0 olur. Dolay¬s¬yla (3.1.4) ve (3.1.5) ten yarar-
lanarak

lim
j

X
n2D

ajn = 0

olur. Yani

stA � lim
n

�
sup
y2Y

jLn(gy; y)j
�
= 0

bulunur. Elde etti¼gimiz bu sonuç ispat¬tamamlar.

Şimdi Teoremimizi ispatlamaya haz¬r¬z.

Teorem 3.1.1 in ·Ispat¬. Lemma [3.1.3] ün ispat¬ndaki gibi, U0; U 2 U kümelerini
alal¬m öyle ki y1; y2 noktalar¬ (v)0 koşulunu sa¼glayan noktalar olsun ve, U = U�1;

(y1; y2) =2 U0 ve U � U � U0 gerçeklensin. Her (x; y) 2 X � Y için aşa¼g¬daki fonksiy-
onlar¬tan¬mlayal¬m:

G(x) := F (x; y1) + F (x; y2) (3.1.6)

ve

g(x; y) := f(x)� f(y)

G(y)
G(x) (3.1.7)

G 2 F oldu¼gu görülür. Fy1 ve Fy2 nin X üzerinde s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan dolay¬0 < �(U) �
G(x) � C eşitsizli¼gini sa¼glayan bir C > 0 say¬s¬ vard¬r. Ayr¬ca her y 2 Y için

gy 2 F ve gy(y) = 0 oldu¼gunu gözönünde bulundural¬m: Her y 2 Y noktas¬ için

G(y) > 0 ve f(x); f(y); G(x), G(y) fonksiyonlar¬y noktas¬nda sürekli oldu¼gundan,

g(x; y) fonksiyonunun her (y; y) 2 �y noktas¬nda sürekli oldu¼gu görülür. f; X kümesi

üzerinde sürekli oldu¼gundanM := sup
x2X

jf(x)j <1 yazabiliriz. Dolay¬s¬yla her (x; y) 2
X � Y için aşa¼g¬daki eşitsizlik gerçeklenir:

jg(x; y)j �M +
M

�(U)
C:
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Lemma (3.1.4) ten yararlanarak

stA � lim
n

�
sup
y2Y

jLn(gy; y)j
�
= 0 (3.1.8)

bulunur: Öte yandan (3.1.6) ve (3.1.7) den

gy(x) = f(x)�
f(y)

Fy1(y) + Fy2(y)
(Fy1(x) + Fy2(x))

eşitsizli¼gi elde edilir ki bu eşitsizlik aşa¼g¬daki sonucu gerektirir:

Ln(gy; y) = Ln(f ; y)�
f(y)

Fy1(y) + Fy2(y)
(Ln(Fy1 ; y) + Ln(Fy2 ; y)) :

Buradan

Ln(f ; y)� f(y) = Ln(gy; y) +
f(y)

Fy1(y) + Fy2(y)
f(Ln(Fy1 ; y)� Fy1(y))

+ (Ln(Fy2 ; y)� Fy2(y))g

olur. Eşitli¼gin her iki taraf¬nda y 2 Y üzerinden supremum al¬rsak,

kLn(f)� fk � sup
y2Y

jLn(gy; y)j

+
M

�(U)
fkLn(Fy1)� Fy1k+ kLn(Fy2)� Fy2kg

(3.1.9)

oldu¼gunu görürüz. Şimdi verilen bir " > 0 için aşa¼g¬daki kümeleri tan¬mlayal¬m:

E : = fn 2 N : kLn(f)� fk � "g ;

E1 : =

�
n 2 N : sup

y2Y
jLn(gy; y)j �

"

3

�
;

E2 : =

�
n 2 N : kLn(Fy1)� Fy1k �

"�(U)

3M

�
;

E3 : =

�
n 2 N : kLn(Fy2)� Fy2k �

"�(U)

3M

�
:

Bu durumda (3.1.9) dan

E � E1 [ E2 [ E3

olur. Dolay¬s¬yla her j 2 N içinX
n2E

ajn �
X
n2E1

ajn +
X
n2E2

ajn +
X
n2E3

ajn
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elde edilir. Şimdi j !1 için limit al¬n¬rsa (v)0 koşulu uyar¬nca; (3.1.8) den

lim
j

X
n2E

ajn = 0

eşitli¼gi elde edilir ki bu sonuç ispat¬tamamlar.

Bu teoremin özel halleri dördüncü bölümde tart¬̧s¬lacakt¬r. Fakat öncelikle elde et-

ti¼gimiz bu sonucun Yoshinaga-Tamura teoreminden daha kuvvetli oldu¼gunu göstere-

bilmek için aşa¼g¬daki örne¼gi gözönüne alal¬m.

Örnek 3.1.5 A = C1 Cesáro matrisi olsun ve (un) dizisini aşa¼g¬daki şekilde tan¬m-
layal¬m

un :=

(
1; n = m2; m 2 N
0; di¼ger durumlarda.

·Istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n tan¬m¬ndan

stC1 � lim
n
un = st� lim

n
un = 0

bulunur. fLng; Yoshinaga-Tamura Teoreminin koşullar¬n¬sa¼glayan operatörler dizisi
olmak üzere Tn operatörlerini

Tn(f) := (1 + un)Ln(f)

şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu durumda Tn operatörlerinin teoremimizin şartlar¬n¬sa¼glad¬¼g¬

aç¬kt¬r ve dolay¬s¬yla her f 2 F için

st� lim
n
kTn(f)� fk = 0:

elde edilir. Fakat dikkat edilirse (un) dizisinin seçiminiden dolay¬ Tn operatörleri

Yoshinaga-Tamura teoreminin şartlar¬n¬ sa¼glamamaktad¬r. Bu durum Teorem 3:1:1

in daha kuvvetli bir yaklaş¬m sonucu oldu¼gunu gösterir.

3.2. Çok De¼gi̧skenli Haldeki Teoremler

Bir önceki bölümde herhangi bir X Haussdor¤ uzay¬üzerinde belli koşullar alt¬nda

genel bir istatistiksel yaklaş¬m teoremi elde etmi̧stik. Şimdi kabulleri uygun bir

şekilde de¼gi̧stirererk bu teoremi çok de¼gi̧skenli fonksiyonlar teorisi üzerinde ele ala-

ca¼g¬z. Bunun için ikinci bölümde de¼gindi¼gimiz çarp¬m uzaylar¬ndan yard¬m alaca¼g¬z.

Teoremimizi çarp¬m uzaylar¬na geni̧sletmek için baz¬varsay¬mlara ihtiyac¬m¬z olacak.

Bunlara geçmeden önce temel tan¬mlar¬verelim.
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Her k = 1; 2; :::; r (r 2 N) için Xk bir Haussdor¤f uzay¬ve (Xk;Uk) düzgün yap¬
olsun. Uk küme ailesi Xk üzerinde tan¬ml¬ve �k = f(xk; xk) : xk 2 Xkg � Xk �
Xk (k = 1; 2; :::; r) köşegini içeren �ltre olsun. X :=

Qr
k=1Xk ve U :=

Qr
k=1 Uk;

olarak tan¬mlan¬rsa X uzay¬n¬n r-boyutlu bir Haussdor¤ uzay¬oldu¼gu ve (X;U) nun
X üzerinde bir düzgün yap¬ oldu¼gu görülür. Her k = 1; 2; :::; r; için Yk uzay¬Xk

uzay¬n¬n bir kompakt altkümesi olsun. Y :=
Qr
k=1 Yk olarak tan¬mlarsak Y uzay¬n¬n

X in kompakt bir altkümesi oldu¼gu görülür. Daha önce de tan¬mlad¬¼g¬m¬z gibi F , R
üzerinde bir vektör uzay¬olsun, F �nin elemanlar¬X üzerinde tan¬ml¬reel de¼gerli

fonksiyonlar olsunlar ve F ; sabit fonksiyon olan e0(x) = 1 fonksiyonunu içersin.

Ayr¬ca her n 2 N için Ln : F ! RY pozitif lineer operatörler olsun. Aşa¼g¬daki

şartlar¬sa¼glayan bir F : X �X ! R fonksiyonunun varl¬¼g¬n¬kabul edelim:

(i) Her x = (x1; ::; xr) 2 X ve y = (y1; ::; yr) 2 Y için F(x;y) � 0 ve F(y;y) =

0 d¬r.

(ii) Her y 2 Y için Fy fonksiyonuX üzerinde Fy(x) := F(x;y) olarak tan¬mlan¬rsa

Fy 2 F olur.

(iii) Her y 2 Y için Fy fonksiyonu Y üzerinde süreklidir,

(iv) Her k = 1; 2; :::; r; için U :=
Qr
k=1 Uk ve Uk 2 Uk olarak al¬n¬rsa �(U) =

inf
(x;y)2(X�Y)�U

F(x;y) > 0 olur.

(v) Öyle y0;y00 2 Y; y0 6= y00 noktalar¬ve X üzerinde tan¬ml¬, s¬n¬rl¬Fy0 ve Fy00

fonksiyonlar¬

stA � lim
n
kLn(Fy0)� Fy0k = 0;

stA � lim
n
kLn(Fy00)� Fy00k = 0;

stA � lim
n

�
sup
y2Y

Ln(Fy;y)

�
= 0

koşullar¬n¬ gerçekler; burada A = [ajn] negatif olmayan bir toplanabilme

matrisini ve k�k sembolu ise Y üzerinde tan¬ml¬ klasik supremum normunu

göstermektedir.

Bu varsay¬mlar alt¬nda tek de¼gi̧skenli fonksiyonlar için ispatlad¬¼g¬m¬z lemma ve teo-

remler aynen çok de¼gi̧skenli fonksiyonlarda da geçerli olacakt¬r. Buna göre aşa¼g¬daki

yaklaş¬m teoremini ispats¬z olarak verebiliriz.

Teorem 3.2.1 f; X üzerinde tan¬ml¬ ve s¬n¬rl¬, Y üzerinde sürekli reel de¼gerli bir

fonksiyon olsun. fLng yukar¬daki koşullar¬gerçekleyen pozitif lineer operatörlerin bir
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dizisi olsun. Bu durumda her f 2 F için

stA � lim
n
kLn(f)� fk = 0

gerçeklenir.
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4. Uygulamalar ve Sonuç Uyar¬lar¬

Bu bölümde elde etti¼gimiz istatistiksel yaklaş¬m teoremlerinin özel halleri üzerinde

duraca¼g¬z ve ayr¬ca gelecekte konuyla ilgili daha neler yap¬labilece¼gini tart¬̧saca¼g¬z.

4.1. Uygulamalar

·Ilk olarak aşa¼g¬daki sonucu elde ederiz.

Sonuç 4.1.1 X; kompakt Haussdor¤ uzay¬ ve f1; f2; :::; fm 2 C(X) olsun. Kabul
edelim ki

g1; g2; :::; gm 2 C(X)

fonksiyonlar¬yard¬m¬yla tan¬mlanan

P (x; y) :=
mX
i=1

gi(y)fi(x)

fonksiyonu her x; y 2 X için P (x; y) � 0 ve P (x; y) = 0 () x = y özelliklerini

sa¼glas¬n. Ln : C (X) ! C (X) pozitif lineer operatörler dizisi ve A = [ajn] negatif

olmayan regüler bir toplanabilme matrisi olsun. E¼ger

stA � lim
n
kLn(fi)� fik = 0 (i = 1; 2; :::;m) (4.1.1)

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa, 8 f 2 C(X) için

stA � lim
n
kLn(f)� fk = 0

elde edilir.

·Ispat. F = C(X); X = Y ve F (x; y) = P (x; y) seçelim. Bu durumda

Ln (Py;x)� Py(x) =
mX
i=1

gi(y) fLn (fi;x)� fi(x)g

oldu¼gundan C := maxi=1;2;:::;m kgik için

sup
x;y2X

jLn (Py;x)� Py(x)j � C
mX
i=1

kLn(fi)� fik (4.1.2)
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bulunur. Verilen bir " > 0 için aşa¼g¬daki kümeleri tan¬mlayal¬m:

B : =

�
n 2 N : sup

x;y2X
jLn (Py;x)� Py(x)j � "

�
;

Bi : =
n
n 2 N : kLn(fi)� fik �

"

mC

o
; i = 1; 2; :::;m:

Bu durumda (4.1.2) eşitsizli¼ginden

B �
m[
i=1

Bi

içermesi elde edilir ki bu içerme her j 2 N için

X
n2B

ajn �
mX
i=1

X
n2Bi

ajn

eşitsizli¼gini gerektirir. Şimdi (4.1.1) den

stA � lim
n

X
n2B

ajn = 0

eşitli¼ginin gerçeklendi¼gi görülür. Dolay¬s¬yla

stA � lim
n

�
sup
x;y2X

jLn (Py;x)� Py(x)j
�
= 0

bulunur. Buradan (3.1.1) şart¬n¬n P (x; y) fonksiyonu için geçerli oldu¼gu görülür.

Sonuç olarak Theorem 3.1.1 in bütün koşullar¬n¬n gerçeklenece¼gi için istenilen sonuca

do¼grudan ulaş¬l¬r.

Bu sonuç daha önce Duman ve Orhan [29] taraf¬ndan ispatlanm¬̧st¬; fakat bunun

asl¬nda elde etti¼gimiz Teorem 3.1.1 in özel bir hali oldu¼gunu görüyoruz.

Bir di¼ger sonuç ise şu şekilde ifade edilebilir:

Sonuç 4.1.2 X; f1; f2; :::; fm; g1; g2; :::; gm; P (x; y) ve fLng Sonuç 4:1:1 deki gibi
tan¬mlans¬n. Her i = 1; 2; : : : ;m için fLn(fi)g operatör dizisi fi ye X üzerinde düzgün

yak¬nsak ise her f 2 C(X) için fLn(f)g dizisi f ye düzgün yak¬nsakt¬r.

·Ispat. Sonuç 4.1.1 de A matrisi, birim matris al¬n¬rsa ispat do¼grudan elde edilir.

Bu son elde edilen sonuç yaklaş¬mlar teorisinin iyi bilinen bir teoremidir (bkz. [24]).

Cebirsel durumda Korovkin teoreminin test fonksiyonlar¬ei(x) = xi; i = 0; 1; 2 olarak

tan¬mlan¬r. Şimdi bu durumla ilgili uygulamamaz¬verelim.
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Sonuç 4.1.3 Ln : C[a; b] ! C[a; b] pozitif lineer operatörler dizisi ve A = [ajn]

negatif olmayan regüler toplanabilme matrisi olsun. E¼ger

stA � lim
n
kLn(ei)� eik = 0; i = 0; 1; 2;

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa, 8 f 2 C[a; b] için

stA � lim
n
kLn(f)� fk

olur.

·Ispat. X = Y = [a; b]; F = C[a; b] ve F (x; y) = (y � x)2 olarak al¬nd¬¼g¬nda Teorem
3.1.1 in bütün şartlar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬görülür. Dolay¬s¬yla ispat tamamlan¬r.

Bu sonuç daha önce Duman, Khan ve Orhan [12] taraf¬ndan farkl¬bir yöntem kul-

lan¬larak ispatlanm¬̧st¬.

Sonuç 4.1.4 Ln : C[a; b] ! C[a; b] pozitif lineer operatörler dizisi, A = [ajn] negatif

olmayan regüler toplanabilme matrisi olsun. E¼ger

st� lim
n
kLn(ei)� eik = 0; i = 0; 1; 2;

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa, 8 f 2 C[a; b] için

st� lim
n
kLn(f)� fk

elde edilir.

·Ispat. Sonuç 4.1.3 te A = C1 almak yeterlidir.
Bu sonuç daha önce Gadjiev ve Orhan [11] taraf¬ndan elde edilmi̧sti.

Sonuç 4.1.5 Ln : C[a; b] ! C[a; b] pozitif lineer operatörler dizisi olsun. i = 0; 1; 2

için ei(x) = xi olmak üzere

lim
n!1

Ln(ei; x) = ei(x)

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa, her f 2 C[a; b] için

lim
n!1

Ln(f; x) = f(x)

eşitli¼gi sa¼glan¬r; buradaki yak¬nsamalar [a; b] üzerinde düzgündür.

·Ispat. Sonuç 4.1.3 te A = I al¬n¬rsa ispat tamamlan¬r.
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Bu sonuç daha önce de ifade etti¼gimiz gibi klasik Korovkin Teoremi�nin kendisidir.

Aşa¼g¬daki sonuçlar da Korovkin teoreminin periyodik kaŗs¬l¬klar¬na indirgenmektedir.

Sonuç 4.1.6 C2�(R); R üzerinde tan¬ml¬reel de¼gerli, sürekli ve 2�-periyotlu fonksiy-
onlar¬n uzay¬olsun. f0; f1; f2 test fonksiyonlar¬aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlans¬n:

f0(x) = 1; f1(x) = sinx; f2(x) = cosx:

Ayr¬ca Ln : C2� (R) ! C2� (R) pozitif lineer operatörler dizisi ve A = [ajn] negatif

olmayan regüler bir toplanabilme matrisi olsun. E¼ger

stA � lim
n
kLn(fi)� fik = 0; i = 0; 1; 2;

ise, bu durumda 8 f 2 C2� (R) için

stA � lim
n
kLn(f)� fk

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. X = R, Y = [��; �]; F = C2�(R) ve F (x; y) = 2 sin2
�
x� y
2

�
özel du-

rumunun Teorem 3.1.1 nin bütün şartlar¬n¬ sa¼glad¬¼g¬ görülebilir. Dolay¬s¬yla ispat

do¼grudan Teorem 3.1.1 den elde edilir.

Bu sonuç daha önce Duman [35] taraf¬ndan 2003 y¬l¬nda ispat edilmi̧sti.

Sonuç 4.1.7 Ln : C2� (R) ! C2� (R) pozitif lineer operatörler dizisi olsun. Her i =
0; 1; 2 için fLn(fi)g, fi ye R üzerinde düzgün yak¬nsak ise, her f 2 C2� (R) için
fLn(f)g, f ye düzgün yak¬nsakt¬r.

·Ispat. Sonuç 4.1.6 da A = I al¬n¬rsa ispat tamamlan¬r.
Bu sonuç literatürde Korovkin teoreminin periyodik kaŗs¬l¬¼g¬ olarak bilinmektedir

[22].

Uygulamalar bölümümüzde buraya kadar teoremimizin tek de¼gi̧skenli halinin özel

hallerini inceledik. Bundan sonra ise çok de¼gi̧skenli halinin uygulamalar¬n¬inceleye-

ce¼giz.

Sonuç 4.1.8 X, r-boyutlu Haussdor¤ uzay¬ ve f1; f2; :::; fm 2 C(X) olsun. Kabul

edelim ki

g1;g2; :::;gm 2 C(X)
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fonksiyonlar¬yard¬m¬yla tan¬mlanan P(x;y) :=
Pm

i=1 gi(y)fi(x) fonksiyonu her x =

(x1; x2; x3; : : : ; xr) 2 X ve y = (y1; y2; y3; : : : ; yr) 2 X için P(x;y) � 0 ve P(x;y) = 0
() x = y özellikerini sa¼glas¬n. Ln : C (X) ! C (X) pozitif lineer operatörler dizisi

ve A = [ajn] negatif olmayan regüler bir toplanabilme matrisi olsun. E¼ger

stA � lim
n
kLn(fi)� fik = 0; i = 1; 2; :::;m

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa, 8 f 2 C(X)

stA � lim
n
kLn(f)� fk = 0

olur.

·Ispat. Teorem 3.2.1 de F =C(X) ; X = Y; F(x;y) = P(x;y) al¬n¬rsa ispat tamam-

lan¬r.

Sonuç 4.1.9 X; f1; f2; :::; fm;g1;g2; :::;gm; P(x;y) ve Ln; Sonuç 4.1.8 gibi tan¬m-
lans¬n. Her i = 1; 2; : : : ;m için fLn(fi)g operatör dizisi fi ye X üzerinde düzgün

yak¬nsak ise her f 2 C(X) için fLn(f)g dizisi f ye düzgün yak¬nsakt¬r

·Ispat. Sonuç 4.1.8 de A = I almak yeterlidir.

Bildi¼gimiz kadar¬yla Sonuç 4.1.8 ve Sonuç 4.1.9 daha önce literatürde bulunmamak-

tad¬r.

Sonuç 4.1.10 Ln : C(K) ! C(K) pozitif lineer operatörler dizisi olsun. K :=Qr
k=1[ak; bk] olarak tan¬mlans¬n. A = [ajn] negatif olmayan regüler toplanabilme

matrisi olsun. e0(x1; :::; xr) = 1; ei(x1; :::; xr) = xi (i = 1; 2; :::; r); ve er+1(x1; :::; xr) =Pr
k=1 x

2
k için

stA � lim
n
kLn(ei)� eik = 0 (i = 0; 1; :::; r + 1)

eşitli¼gi geçerli ise, her f 2 C(K) için aşa¼g¬daki gerçeklenir:

stA � lim
n
kLn(f)� fk :

·Ispat. Teorem 3.2.1 de X = Y = K; F = C(K) ve F(x;y) =
Pr

k=1(yk�xk)2 al¬n¬rsa
ispat tamamlan¬r.

Bu sonuç daha önce Erkuş ve Duman [26] taraf¬ndan 2006 y¬l¬nda ispat edilmi̧sti.

Sonuç 4.1.11 Ln : C(K) ! C(K) pozitif lineer operatörler dizisi olsun. Her i =
0; 1; :::; r+1; fLn(ei)g dizisi ei ye K üzerinde düzgün yak¬nsak ise, her f 2 C(K) için
Ln(f) dizisi f ye K üzerinde düzgün yak¬nsakt¬r.
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·Ispat. Sonuç 4.1.10 te A = I al¬nd¬¼g¬nda ispat tamamlan¬r.
Bu sonucun iki de¼gi̧skenli versiyonu daha önce Volkov [36] taraf¬ndan elde edilmi̧sti.

Şimdi C2�(Rr) ile Rr (r 2 N) üzerinde sürekli, reel de¼gerli ve 2� periyotlu fonksiy-
onlar¬n uzay¬n¬gösterelim. Burada f fonksiyonunun, Rr üzerinde 2� periyotlu olmas¬
demek her (x1; x2; :::; xr) 2 Rr ve k = 0;�1;�2; ::: için aşa¼g¬daki eşitliklerin geçerli
olmas¬demektir (bkz. [37]):

f(x1; x2; :::; xr) = f(x1 + 2k�; x2; ::::; xr)

= f(x1; x2 + 2k�; :::; xr)

:::

= f(x1; x2; :::; xr + 2k�)

Dolay¬s¬yla çok de¼gi̧skenli trigonometrik fonksiyonlar için Teorem 3.2.1, aşa¼g¬daki

bilinen sonuçlar¬gerektirir:

Sonuç 4.1.12 Ln : C2� (Rr) ! C2� (Rr) pozitif lineer operatörler dizisi ve A = [ajn]
negatif olmayan regüler toplanabilme matrisi olsun.

f0(x1; :::; xr) = 1;

fi(x1; :::; xr) = cosxi (i = 1; 2; :::; r);

fj(x1; :::; xr) = sin xj (j = r + 1; :::; 2r)

olmak üzere e¼ger

stA � lim
n
kLn(fi)� fik = 0 i = 0; 1; 2; : : : ; 2r

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa, 8 f 2 C2� (Rr) için

stA � lim
n
kLn(f)� fk :

olur.

·Ispat. Teorem 3.2.1 de X = Rr, Y =
Qr
k=1[��; �]; F = C2�(Rr); ve

F(x;y) = 2

rX
k=1

sin2
�
xk � yk
2

�

almak yeterlidir.

Bu sonuç daha önce Duman ve Erkuş [38] taraf¬ndan ispatlanm¬̧st¬.
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Sonuç 4.1.13 Ln : C2� (Rr) ! C2� (Rr) pozitif lineer operatörler dizisi olsun. Her
i = 0; 1; 2; : : : 2r için fLn(f i)g , f i ye Rr üzerinde düzgün yak¬nsak ise, her f 2
C2� (Rr) için fLn(f)g, f ye düzgün yak¬nsakt¬r.

·Ispat. Sonuç 4.1.12 te A = I al¬n¬rsa ispat tamamlan¬r.
Bu sonucun iki de¼gi̧skenli versiyonu daha önce Mond ve Shisha [39] taraf¬ndan 1966

y¬l¬nda ispat edilmi̧sti.

4.2. Sonuç Uyar¬lar¬

Bu yüksek lisans tezinde klasik Korovkin teoremini soyut uzaylarda inceledik ve ista-

tistiksel yak¬nsakl¬k yard¬m¬yla daha genel ve kuvvetli yaklaş¬m teoremleri elde ettik.

Gelecekte çal¬̧smam¬z¬aşa¼g¬daki şekilde genelleştirebiliriz:

� Operatörlerin yaklaş¬m¬nda "ideal yak¬nsakl¬k" kavram¬gibi istatistiksel yak¬n-
sakl¬ktan daha genel bir yaklaş¬m metodu kullan¬larak önemli sonuçlara ulaş¬la-

bilir.

� Zay¬f ve kuvvetli yak¬nsakl¬k kavram¬n¬n operatörlerinin yaklaş¬m¬üzerindeki
etkileri incelenebilir.

� Operatörlerin poziti�ik koşulunu zay¬�atma yönünde çal¬̧smalar yap¬labilir.

� Soyut uzaylarda tan¬ml¬ve herhangi bir metrik uzayda de¼gerler alan oper-

atörlerin hem klasik hem de istatistiksel yak¬nsakl¬k özellikleri incelenebilir.

Örne¼gin kompleks de¼gerli operatörler üzerinde yap¬lacak çal¬̧smalar dikkate

de¼ger sonuçlar üretebilir.
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