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ÖZET 

Bu çalışmada genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas sayı dizileri ile ���boyutlu 
çeşitli Hessenberg matrislerin determinantları arasındaki bazı yeni ilişkiler 
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SEMBOL LİSTESİ 
 
Bu çalışmada kullanılmış olan simgeler açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur. 
  
Simgeler  Açıklama 
  ��                      � boyutlu � kare matrisi 	
��                  � matrisinin determinantı �����������������������    �. Fibonacci sayısı �                      �. Lucas sayısı ��                       �. Pell sayısı ��                      �. genelleştirilmiş Fibonacci sayısı ��                      �. genelleştirilmiş Lucas sayısı ����                  Genelleştirilmiş Fibonacci dizisi ����                   Genelleştirilmiş Lucas dizisi
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1. GİRİŞ 

 

 

Fibonacci sayıları her �� � � doğal sayısı ve �� � �� �� � � başlangıç koşulları için 

 

�� � ���� � ����                           (1.1) 

 

indirgeme kuralı ile tanımlanır.  

 

Lucas sayıları ise her  � � � doğal sayısı ve � � �� �� � � başlangıç koşulları için 

 

� � ��� � ���                     (1.2) 

 

indirgeme kuralı ile tanımlanır.  

 

Benzer şekilde, Pell sayıları her  � � � ve �� � �� �� � � başlangıç koşulları için 

 

 

�� � ����� � ����                      (1.3) 

 

kuralı ile tanımlanır.  
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Bugüne kadar Fibonacci ve Lucas dizilerinin birçok genelleştirilmesi tanımlanmıştır. 

Burada ikinci basamaktan en genel Fibonacci ve Lucas sayı dizileri göz önüne 

alınacaktır. Genelleştirilmiş Fibonacci dizisi ���� ve genelleştirilmiş Lucas dizisi 

{��}; her � � � doğal sayısı için, �� � � ! � olmak üzere sırasıyla �� � �, �� � � 

ve �� � �, �� � � başlangıç koşulları için  

 

�� � ����� �  ����                  (1.4) 

 

ve 

 

�� � ����� �  ����                   (1.5) 

 

bağıntıları ile tanımlanır. (1.4) ve (1.5) eşitliklerinde " � � ve  � � alınırsa �� � ����(�#� Fibonacci sayısı) ve �� � ����(�#� Lucas sayısı) elde edilir. Benzer 

şekilde (1.4)’ te  � � � ve  � � alınarak  �� � ��� (�#� Pell sayısı)  elde edilir. 

 

{��} ve {��} dizilerinin karakteristik denklemi olan $� � �$ �  � �’ ın kökleri α 

ve β olmak üzere {��} ve {��} dizilerinin Binet formülleri 

 

�� � %� � &�% � &  

             

ve    

 

�� � %� � &�                 (1.7) 

  
(1.6) 
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şeklindedir. Burada % � & � � ve %& �  ’ dir. Bu formül, bir sayı dizisinin �# 
teriminin sadece �’ ye ve sabitlere bağlı olarak verilmesi sebebiyle oldukça kullanışlı 

bir gösterimdir. 

 

Bir �; � ' ��kare matrisinin determinantı 	
�� ile gösterilir ve �� elemanlı bir 

kümenin simetri grubu (� olmak üzere 

 

	
�� � ) *+�,-./012 ���/,�.���/,�.3���/,�.                (1.8) 

 

ile tanımlanır.  

 

Bir��� boyutlu �� � ,�45. matrisi için eğer 6 7 ,8 � �. iken �45 � � oluyorsa �� 

matrisine “Alt Hessenberg Matris” denir. Açıkça ���matrisi  

 

�� �
9:
::
;���� ���� � < ����� ���� ���= > ?�=�� �=�� �=�= > �? ? ? > ���������� ���� ���= < ���� @A

AA
B
 

 

formundadır. [1] nolu çalışmada CDE��� � ��FGFH �� Hessenberg matrisin 

determinantı  

 

	
��� � ����	
�����+) ,��.��I���IJ ) �5�5K�	
��I�����IL����5L����IL�  

 



4 
 

eşitliği ile verilmiştir. Ayrıca yazarlar  

 

M� �
9::
:;� � � < �� � � > ?� � � > �? ? > > �� � < � �@AA

AB��  ,                                                                  (1.9a) 

 

N� �
9::
:;� �� � < �� � �� > ?� � � > �? ? > > ��� � < � � @AA

AB��� ,                                                           (1.9b) 

 

O� �
9::
:;� �� � < �� � �� > ?� � � > �? ? > > ��� � < � � @AA

AB��                                                              (1.9c) 

 

ve 

 

� �
9::
:;� 8 � < �8 � 8 > ?� 8 � > �? > > > 8� < � 8 �@AA

AB��                                                                     (1.9d) 

 

matrislerini göz önüne alarak 	
�M� � ��K��, 	
�N� � ����, 	
�O� � ���K� ve 	
�� � � sonuçlarını elde etmişlerdir. 
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[2] nolu çalışmada elemanları yalnızca 0 ve 1 olan � boyutlu bir alt Hessenberg 

matrisin determinantının maksimum değerinin ���olduğu gösterilmiştir. 

 

[3]’ te çeşitli Hessenberg matrisler tanımlanarak bu matrislerin determinantları ile PDHDQQDşRFEFQSFş Fibonacci ve Lucas dizilerinin terimleri arasında yeni bağıntılar elde 

edilmiştir. Bu yeni sonuçlar (1.9a-1.9c) ile ilgili verilen sonuçların genel 

durumlarıdır. Benzer şekilde [4] nolu çalışmada da bazı ilişkiler verilmiştir. Örneğin � boyutlu T��U �matrisi 

 

T��U � 9::
:;� � � < �� � � > ?� � > > �? > > � �� < � � � � �@AA

AB 
 

şeklinde tanımlanarak  

 

	
�T��U � ���K� � ��  

 

olduğu gösterilmiştir. Açıkça 	
�T��� � �� , 	
�T��= � �K�’ dir. Ayrıca T��� 

matrisi (1.9a)’ daki M���matrisidir. 

 

Herhangi bir � ' � “Üç Bant Matris”  
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9::
:;��  � � < �V� ��  � > ?� V� �= > �? > > >  ���� < � V��� �� @AA

AB
 

 

formundadır. Tanım gereği bir üç bant matris aynı zamanda özel bir Hessenberg 

matristir. Strang  [5,6]’ da  

  

	
�
9::
:;� �� � < �� � �� > ?� � � > �? > > > ��� < � � � @AA

AB � ��K� 

 

ve 

	
�
9::
:;W � � < �� W � > ?� � W > �? > > > �� < � � W@AA

AB � ���K� 

 

olduğunu göstermiştir. 

 

Üç bant matrislerin determinantları ile genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas dizilerinin 

terimleri arasındaki ilişkiler [7] nolu çalışmada 
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�
9::
:;% � & & � < �% % � & & > ?� % % � & > �? > > > &� < � % % � &@AA

AB � %� � &�% � & � �� 

 

ve 

 

	
�
9::
:;% � & �& � < �% % � & & > ?� % % � & > �? > > > &� < � % % � &@AA

AB � %� � &� � �� 

 

şeklinde verilmiştir. 

 

“Fibonacci Polinomu” ;  ��,$. � �� ���,$. � � başlangıç koşulları ve 

 

���,$. � $����,$. � ����,$.� � � � 

 

bağıntısıyla tanımlanan fonksiyon dizisidir. [8] nolu çalışmada Fibonacci polinomları 

ile Hessenberg determinantlar arasındaki bazı ilişkiler verilmiştir. Örneğin, 
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�
9:
::
::
::
:; $ � �$ ��$ � < < �

��$ $ � �$ > > < ?�$ ��$ > > > ?? > > > > �,��.��� �$ ,��.� �$ < ��$ $ � �$ ��$� �� � �� < $� � �@A
AA
AA
AA
AB
� ��,$. � ���K�,$. 

 

	
�
9::
:;$� � � � � < �� $� � � � > ?� � > > �? > > $� � � �� < � � $� � �@AA

AB � �����,$. � ����,$. 
 

olduğu gösterilmiştir. Yukarıda � � $�alınırsa Fibonacci polinomunun terimleri elde 

edilir. 

 

 [9] nolu çalışmada ise bu polinom dizisi genelleştirilerek başlangıç koşulları �� � �,$.� �� �  ,$.��YQ"H��ZD � � � için  

 

��K�,$. � [,$.��,$. � \,$.����,$. 
 

şeklinde tanımlanan ���,$.���dizisi ile bazı üç bant matrislerin determinantları 

arasındaki ilişkiler verilmiştir. Örneğin, 

 

% � [ � ][� � �\� ����& � [ � ][� � �\�  
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olmak üzere  ��^Y_`RQ`�a��b matrisi 

 

a��b �
9::
:::
; �bKc �c,%&.b �d � � �,%&.b �d %b � &b ,%&.b �d > ?� ,%&.b �d %b � &b > �? > > > ,%&.b �d� < � ,%&.b �d %b � &b@AA

AAA
B
 

 

şeklinde tanımlanmış ve 	
�a��b � ��bKc olduğu gösterilmiştir. Ayrıca matris 

metotları kullanılarak ���,$.�� polinom dizisinin trigonometrik gösterimleri elde 

edilmiştir.  

 

(1.4) ve (1.5) ile verilen dizileri ���,��  .� ve ���,��  .� ile gösterelim. Bu durumda ���,�� �.� ve ���,�� �.� dizilerinin terimleri ile çeşitli Hessenberg determinantlar 

arasındaki ilişkiler [10,11] nolu çalışmalarda elde edilmiştir. 

 

Pozitif bir � tamsayısı için [12]  nolu çalışmada  ��b�� ve ��b�� dizilerinin 

terimlerinin 

 

�b� � �b�b,���. � ,��.bK� b�b,���.                                                    (1.10) 

 

ve 

 

�b� � �b�b,���. � ,��.bK� b�b,���.                                                     (1.11) 
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indirgeme bağıntılarını sağladıkları gösterilmiştir. Ayrıca yine aynı çalışmada ��b�� 
ve ��b�� dizilerinin terimlerinin, üç bant matrislerin determinantları ile ilgili 

gösterimleri kullanılarak bu dizilerin trigonometrik gösterimleri elde edilmiştir. 

 

[13] nolu çalışmada Fibonacci ve Lucas dizilerinin alt dizileri ile üç bant matrisler 

arasındaki bazı ilişkiler verilmiştir. Burada ae�f,�. matrisi 

 

g��� � �eKf�� g��� � h��eKf�eKf i���� 
g5�5 � �e �� W j k j �  

g��� � g��� � lg����eKf � ��eKf�� 
g5�5K� � g5K��5 � ],��.e�� � j k m �  

 

şeklinde tanımlanarak 	
�ae�f,�. � �ebKf olduğu gösterilmiştir. Benzer şekilde ne�f,�. matrisi 

 

���� � eKf�� ���� � h�eKfeKf i���� 
�5�5 � e�� W j k j �  

���� � ���� � l����eKf � �eKf�� 
�5�5K� � �5K��5 � ],��.e������ j k m �  

 

olarak tanımlanmış ve 	
�ne�f,�. � ebKf olduğu gösterilmiştir.
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2. GENELLEŞTİRİLMİŞ FİBONACCİ VE LUCAS DİZİLERİ İLE 

HESSENBERG DETERMİNANTLARIN KARAKTERİZASYONU 

 

2.1. Genelleştirilmiş Fibonacci Dizisi 

 

Bu bölümde çeşitli Hessenberg matrislerin determinantları ile genelleştirilmiş 

Fibonacci dizisinin terimleri arasındaki ilişkiler verilecektir. 

 

Her��� � � için T�,��  .=op4�5,��  .q alt Hessenberg matris; CDE��8 r ��� 3 � ���FGFH �p4�4,��  . � �� �  , CDE���8 r ��� 3 � � � ����FçFH��p4�4K�,��  . �   ve CDE��8 7 k�FGFH p45,��  . �   olarak tanımlansın.  

 

Genel olarak T�,��  .�gösterimi için kısaca T� kullanılacaktır. Açıkça T� matrisi 

 

T� �
9::
:;�� �   � < � �� �   > ?  �� �  > �? ? > >    <  �� �  @AA

AB
 

 

formundadır. Şimdi T� matrisinin determinantı ile ���� dizisinin terimleri arasındaki 

ilişki verilecektir. 

 

Teorem 2.1.1: sDE��� � � için  

 	
�T� � ������K�                (2.1.1) 

 

olur. 
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İspat: Bu teoremin ispatında,�� üzerinden tümevarım yöntemi kullanılacaktır. Kabul 

edelim ki � � � olsun. O halde  

 

	
�T� � t�� �  t � �� �   � �=� 
 

olup � � � için ifade doğrudur. Kabul edelim ki � � � olsun.  

 

	
�T� � u�� �    �� �  u � �,�= � �� . � ��v  

 

olduğundan ifade � � � için de doğrudur. Kabul edelim ki � � W olsun. Kolay bir 

hesaplama ile 

 

	
�T= � w�� �   � �� �     �� �  w ��� ���x 

 

eşitliği elde edilir. Kabul edelim ki � � �� için ifade doğru olsun. Yani� 	
�T��� ��������K��  olsun. Şimdi iddianın�� için de doğru olduğu gösterilecektir#� 	
�T��
öncelikle��#��sütuna göre açılırsa 

 

	
�T� � ,�� �  . yy
�� �   � < � �� �   > ?  �� �  > �? ? > >    <  �� �  y

y 
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������������������������������������������ yy
�� �   � < � � �� �   > ? ?  �� �  > � �? ? > >  �  <  �� �     <    y

y������������(2.1.2) 

 

elde edilir. Burada T� matrisinin tanımı göz önüne alınır ve (2.1.2) eşitliğinin 

sağında bulunan ikinci determinantın hesabı sırasında ,� � �.. satırdan ,� � �.. satır 

çıkarılırsa, 

 

	
�T� � ,�� �  .	
�T��� 

 ������ yy
�� �   � < � � �� �   > ? ?  �� �  > � �? ? > >  �  <  �� �   � � < � ��� �y

y
 

 

sonucu elde edilir. Yukarıdaki determinant sırasıyla önce son satıra ve daha sonra 

son sütuna göre açılırsa 

 

	
�T� � ,�� �  .	
�T��� 

                � ��� yy
�� �   � < � �� �   > ?  �� �  > �? ? > >    <  �� �  y

y 
 

olarak bulunur. Burada  T� matrisinin tanımı göz önüne alınırsa, 
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�T� � ,�� �  .	
�T��� �  ���	
�T��=            (2.1.3) 

 

eşitliği bulunur. Tümevarım hipotezi gereği (2.1.3) eşitliği 

 

	
�T� � ,�� �  .������K� ��  ������v����  

 

olarak elde edilir. ������dizisinin tanımı göz önüne alınırsa, 

 

	
�T� � ����K� �  ����,��� �  ����. �  ���������� 
                       � ����K� �  ������� 
                       � ����,���K� �  ��. 

������������� ������K� 

 

eşitliği elde edilir.             ∎ 

 

Şimdi ������dizisinin tek indisli terimlerinin Hessenberg determinantlar cinsinden 

gösterimleri için�� boyutlu {�,��  .�Hessenberg matris aşağıdaki gibi tanımlansın: 

 

{� �
9::
:;�� �  � � < ��� �� �  � > ?�� �� �� �  > �? ? > > � �� �� < �� �� �  @AA

AB
  . 
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Teorem 2.1.2: sDE��� � � için  

 

	
�{� � ���K�                (2.1.4) 

 

olur.  

 

İspat: Bu teoremin ispatı tümevarım yöntemiyle yapılacaktır. Kabul edelim ki  � � � olsun. Buna göre 

 

	
�{� � t�� �  t � �= 

 

olur. O halde  � � � için ifade doğrudur. Kabul edelim ki  � � � olsun. O halde 

 

	
�{� � u�� �  � �� �� �  u � �v � W�� �  � � �x 

 

olur ki ifade � � � için doğrudur. Kabul edelim ki � � W olsun. Bu durumda 

 

	
�{= � w�� �  � ��� �� �  � �� �� �� �  w � �| � }�v � ~�� � �  = � ��  

 

olup ifade � � W için de doğrudur. Kabul edelim ki ifade � � ��için doğru olsun, o 

halde 	
�{��� �������’ dir#�Buna göre ifadenin��� için doğru olduğunu gösterelim#�
Eğer���#��sütuna göre��	
�{���açılırsa 
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�{� � ,�� �  . yy
�� �  � � < ��� �� �  � > ?�� �� �� �  > �? ? > > � �� �� < �� �� �  y

y�

���������������������������������� yy
�� �  � � < � ��� �� �  � > ? ��� �� �� �  > � �? ? > > � ��� �� < �� �� �  � �� �� < �� �� �� y

y�
�
sonucuna ulaşılır. Burada {� matrisinin tanımı göz önüne alınırsa 

 

	
�{� � ,�� �  .	
�{����
������������������� yy

�� �  � � < � ��� �� �  � > ? ��� �� �� �  > � �? ? > > � ��� �� < �� �� �  � �� �� < �� �� �� y
y�

�
eşitliği elde edilir. Bu eşitliğin sağında bulunan determinant, ,� � �.. satırdan ,� � �.. satır çıkarıldıktan sonra son sütuna göre açılırsa, 

�
	
�{� � ,�� �  .	
�{����

�������������������������������� ,�� �  . yy
�� �  � � < ��� �� �  � > ?�� �� �� �  > �? ? > > � �� �� < �� �� �  y

y�
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������������������� � yy
�� �  � � < � ��� �� �  � > ? ?�� �� �� �  > � �? ? > > � ��� �� < �� �� �  � � � < � � � y

y�
�
olduğu görülür. Kolay bir hesaplama yapılarak ve�{��matrisinin tanımı göz önüne 

alınarak  

��������
	
�{� � ,�� �  .	
�{��� �  ,�� �  .	
�{��� �  =	
�{��=� ��������,�#�#}.�
�

sonucu elde edilir. Tümevarım hipotezi ve ����� dizisinin indirgeme kuralı 

kullanılarak 

 

	
�{� � ,�� �  .����� �  ,�� �  .����= �  =����x�
�������������� ������� �  ����� � �� ����= �  �����= �  =����x�
�������������� ������� �  ����� � �� ����= �  �,�����v �  ����x.�
������������������� =����x�
�������������� ������� �  ����� � �� ����= � � �����v�
�������������� ������� �  ����� � � ,�����= �  ����v.�
�������������� ������� �  ����� � � ������
��������������  ����� � �,������ �  �����.�
��������������  ����� � �����
�������������� ���K��
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sYH`c`H"�`Q"şıQıE#�B`�d"�Fsp"Rı�R"S"SQ"E#           ∎�
�
������dizisinin tek indisli terimleri için yukarıdaki ilişkiye benzer yeni bir ilişki ������dizisinin çift indisli terimler için aşağıda verilecektir. Bunun için�� boyutlu�n�,��  .�alt Hessenberg matris aşağıdaki gibi tanımlansın:�
�

n�,��  . � 9::
:;�� � � < ��� �� �  � > ?�� �� �� �  > �? ? > > � �� �� < �� �� �  @AA

AB
  . 

�
O halde aşağıdaki sonucu verebiliriz. 

�
Teorem 2.1.3:�sDE��� � ��FGFH 

 

	
�n� � ����                       (2.1.6) 

 

eşitliği sağlanır. 

 

İspat: Bu ispat, tümevarım yöntemiyle yapılacaktır. Kabul edelim ki � � � olsun. 

Buna göre 

 

	
�n� � u�� � �� �� �  u � �,�= � �� . � ��v  
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olup  � � � için ispatı tamamlar.  

 

Kabul edelim ki ifade � � ��için doğru olsun.  Yani 	
�n��� ���������olsun. Eğer n��ve {��matrislerini göz önüne alır ve 1. satıra göre�	
�n�’�i hesaplarsak 

�
	
�n� � ��	
�{��� �  	
�n���� �������������������������������������������������������������,�#�#7.�
�

YQ`E#�TüSDZ"EıS hipotezi ve Teorem 2.1.2’ nin sonucunu kullanarak 

 

	
�n� � ������� �  ������������
�������������� �,������ �  �����.�
�������������� �����
�

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.               ∎�
�

Teorem 2.1.1,  2.1.2 ve 2.1.3’ ün sonuçlarını kullanarak ,�#9".-,�#9c.� ile verilen 

sonuçlar;� �T�,���. � M��� �{��,���. � O��� n�,���. � N��olarak elde edilir.  Ayrıca 

bu teoremlerde yalnızca�  � ��alınırsa [10] nolu kaynakta verilen eşitlikler elde 

edilir.  Böylece [1] ve [10]’ da verilen sonuçların genelleştirilmiş olduğu görülür. 
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2.2.Genelleştirilmiş Lucas Dizisi 

 

Önceki bölümde çeşitli alt Hessenberg matrislerin determinantları ile genelleştirilmiş 

Fibonacci dizisinin terimleri arasındaki ilişkiler verilmiştir. Bu bölümde benzer 

ilişkileri genelleştirilmiş Lucas dizileri için vereceğiz. 

 

sDE��� � � için, ��,��  .� �� boyutlu alt Hessenberg matris aşağıdaki formda 

tanımlansın; 

 

�� �
9::
:;�� � � � � < � �� �   > ?  �� �  > �? ? > >    <  �� �  @AA

AB
  . 

 

Teorem 2.2.1: sDE��� � � için  

 

 	
��� � ������K�                (2.2.1) 

 

eşitliği sağlanır. 

 

İspat: Açıkça � � � için 

 

	
��� � u�� � � �  �� �  u � ��=  
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olup � � � için ifade doğrudur. Ayrıca  � � W için 

 

 	
��= � w�� � � � � �� �     �� �  w 
            � �| � ��v � ��� � 

            � ���v 

 

olduğu görülür. Benzer şekilde � � ��FGFH��
�

	
��v � y�� � � � � � �� �   �  �� �      �� �  y 
            � �� � }�| � }�v � 

            � �=�x 

 

olur, yani � � W ve � � � için de ifade doğrudur.��� 7 ��8G8��	
��� ilk satırına göre 

açılır ve Teorem 2.1.1’ deki T� matrisi göz önünde bulundurulursa 

 

	
��� � ,�� � � .T��� � � yy
  � < � �� �   > ?  �� �  > �? ? > >    <  �� �  y

y      (2.2.2) 
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elde edilir. (2.2.2) eşitliğinin sağında bulunan determinantı hesaplamak için 1. 

sütundan 2. sütun çıkarılıp determinant önce ilk satırına ve daha sonra birinci 

sütununa göre açılırsa 

 

	
��� ��,�� � � .T��� � � yy
�  � < ���� �� �   > ?�  �� �  > �? ? > >  �  <  �� �  y

y 

�������������� ,�� � � .T��� � � ��� y�� �   > ? �� �  > �? > >   <  �� �  y 
�������������� ,�� � � .T��� � � ���T��=                                                  (2.2.3) 

 

elde edilir. (2.2.3) eşitliğinde Teorem 2.1.1’ in sonucu ve �����dizisinin indirgeme 

kuralı kullanılarak  

 

	
��� � ,�� � � .������K� �� � ������v����   

            � ����K� � � ����,��� �  ����. �� � ��������� 

            � ����K� � � ������ 

            � ����,���K� �  ��. ��  ������ 

            � ������K� ��  ������ 

            � ����,��K� ��  ��. 
 

sonucuna ulaşılır. ����  ve  ����  dizileri arasında 
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�� � ��K� ��  ����              (2.2.4) 

 

ilişkisi olduğundan,  

 

	
��� � ������K� 

 

olduğu görülür, böylece ispat tanımlanır.            ∎ 

 

Şimdi�� boyutlu ��,��  . matrisini � � � için 

 

�� �
9::
:;�� �� � < ��� �� �  � > ?�� �� �� �  > �? ? > > � �� �� < �� �� �  @AA

AB
 

 

şeklinde tanımlayalım. 

 

Teorem 2.2.2:�sDE��� � � için 

 

	
��� � ������                (2.2.5) 

 

olur. 
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İspat: � � � için,  

 

	
��� � u�� �� �� �� �  u � �v � W�� � ��= 

 

olduğundan ifade � � � için doğrudur. ��� 7 ���FçFH�	
��� ilk satırına göre açılarak 

Teorem 2.1.2 ve 2.1.3’ teki {���ZD���n� matrislerinin tanımı göz önünde 

bulundurulursa 

�
	
��� � ��	
�{��� � � 	
�n��������������������������������������������������������������������,�#�#~.�

�
DQdD�DdFQFE#�,�.�.~.�DşFRQFğFHdD�Teorem 2.1.2 ve 2.1.3’ ün sonuçları kullanılırsa 

 

	
��� � ������� � � �������
�

eşitliğine ulaşılır. Bu son eşitlikte����� dizisinin genel kuralı göz önüne alınırsa 

�
	
��� � ������� � � �������
������������� �,������ �  �����. � � ������
������������� ���� � � ������
������������� �,��� �  �����.�
�
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elde edilir. Burada�,�#�#�.�eşitliği kullanılarak�
�

	
��� � ��������
�

sonucu elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.            ∎�
�
Şimdi çift indisli genelleştirilmiş Lucas sayılarını göz önüne alacağız. Bunun için her �� � � için n boyutlu a��matrisini aşağıdaki gibi tanımlayalım: 

 

a� �
9::
:;�� � � � � < ��� �� �  � > ?�� �� �� �  > �? ? > > � �� �� < �� �� �  @AA

AB
  . 

 

Teorem 2.2.3: sDE��� � � için aşağıdaki eşitlik sağlanır; 

 	
�a� � ���                 (2.2.7) 

 

İspat: � � � durumu için 

 

	
�a� � u�� � � � �� �� �  u 
            � ��v � ��� � � � � 
��������������� �v  
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olup ifade doğrudur. � 7 ���FGFH��	
�a� birinci satırına göre açılır ve {��FQD��n� 

matrislerinin tanımı göz önüne alınırsa 

 

	
�a� � ,�� � � .	
�{��� �  	
�n���� ������������������������������������������������,�#�#8.�
�

eşitliği elde edilir.�,�#�#8.’�dD�Teorem 2.1.2 ve 2.1.3’ ün sonuçları ve ����  dizisinin 

genel kuralı göz önüne alınırsa�
�

	
�a� � ,�� � � .����� �  �������
��������������� �,������ �  �����. � � ������
��������������� ,���� �  �����. �  ������
��������������� ���K� �  ������

�
elde edilir. (2.2.4) eşitliği kullanılarak 

�
	
�a� � ����
�

sYH`c`H"�`Q"şıQıE#� � � � � �         ∎�
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3. GENELLEŞTİRİLMİŞ FİBONACCİ VE LUCAS DİZİLERİNİN � �ARDIŞIK TERİMLERİ İLE HESSENBERG DETERMİNANTLARIN 

KARAKTERİZASYONU 

 

Önceki bölümlerde çeşitli alt Hessenberg matrislerin determinantları ile 

genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas dizilerinin terimleri arasındaki bazı ilişkiler 

verilmiştir. Bu bölümde pozitif bir k tamsayısı için, ��b�� ve ��b�� dizilerinin 

terimleri ile ilgili yeni bazı ilişkiler verilecektir. 

 

3.1. Genelleştirilmiş Fibonacci Dizisinin k-Ardışık Terimleri 

 

Bu bölümde ilk olarak ��b�� dizisinin terimleri için Hessenberg determinantlar 

cinsinden gösterimler verilecektir. Bunun için �p � ,��.bK� b olmak üzere,  n 

boyutlu  N��"QR�Hessenberg matrisi aşağıdaki gibi tanımlayalım: 

 

N� �
9::
:;�=b p�b � < �p�b �=b p�b > ?p�b p�b �=b > �? ? > > p�bp�b p�b < p�b �=b @A

AAB  . 
 

Teorem 3.1.1: Her ��� � � � tamsayısı için  

 

	
�N� � ��b����,�K�.b               (3.1.1) 

 

olur. 
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İspat: Bu teoremin ispatı tümevarım yöntemiyle yapılacaktır. � � � için durum 

aşikardır. Kabul edelim ki � � � olsun. 

 

	
�N� � ��=b p�bp�b �=b � � �=b� � p��b�                                           (3.1.2) 

 

olarak bulunur. (1.10) eşitliğindeki indirgeme kuralı göz önüne alınırsa (3.1.2) 

eşitliği 

 

	
�N� � �b�b,�b�b= � �p�b�b.=���b�vb 

 

şeklinde elde edilir. O halde ifade � � � için doğrudur. Kabul edelim ki � � W olsun. 

Bu durumda 

 

	
�N= � w�=b p�b �p�b �=b p�bp�b p�b �=b w 
          ��� ,�b�b.�,p��b � W�b�b� � �b�bv. 
�������������� ��b� �xb 

 

olup ifade � � W için de doğrudur. Tümevarım hipotezi gereği kabul edelim ki 

(3.1.1)’ deki ifade � � � için doğru olsun, yani��	
�N��� � ,�b�b.����,�K�.b�olsun. 

Buna göre, iddianın � için de doğru olduğu gösterilecektir. Eğer�	
�N��son sütununa 

göre açılırsa 
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�N� � �=b yy
�=b p�b � < �p�b �=b p�b > ?p�b p�b �=b > �? ? > > p�bp�b p�b < p�b �=b y

y 

                            �r�b yy
�=b p�b � < �p�b �=b > > ?? > > p�b �p�b < p�b �=b p�bp�b < p�b p�b p�by

y                                      (3.1.3) 

 

sonucu bulunur. N��matrisinin tanımı göz önüne alınır ve (3.1.3) eşitliğinin sağındaki 

ikinci determinantın hesabı için  (� �1). satırdan (� �2). satır çıkarılırsa, 

 

	
�N� � �=b	
�N��� 

     �p�b yy
�=b p�b � < �p�b �=b > > ?? > > p�b �p�b < p�b �=b p�b� < � p�b � �=b � yy 

 

sonucuna ulaşılır. Bu eşitlikteki determinant önce son satırına, daha sonra son 

sütununa göre açılır ve N��matrisinin tanımı göz önüne alınırsa 

 

	
�N� � �=b	
�N��� � ,p�b.�,p�b � �=b.	
�N��=           (3.1.4) 

 

eşitliği bulunur. Tümevarım hipotezi ve (1.10) eşitliği kullanılarak, (3.1.4) eşitliği 
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�N� � �=b,�b�b.����,�K�.b � ,p�b.�,p�b � �=b.,�b�b.��v�,���.b 

�������������� ,�b�b.�����b,�b� � p.�,�K�.b � p��b�,���.b� 
            � ,�b�b.�����b�b��,�K�.b � p��b�,���.b�p�b,�b�b� � p�b,���..� 
��������������� ,�b�b.���,�b�b��,�K�.b�p�b�b�b�. 
            � ,�b�b.���,�b�,�K�.b � p�b�. 
            � ��b����,�K�.b 

 

şeklini alır. Böylece ifadenin n için doğru olduğu gösterilmiş olur.       ∎ 

 

Şimdi ��b�� dizisinin tek indisli terimlerinin Hessenberg matrislerin determinantları 

cinsinden gösterimleri için n boyutlu O� matrisini aşağıdaki gibi tanımlayalım; 

 

O� �
9::
:::
; �=b �p � � < ���b� �=b �p � < ?��b� �b ��b� �=b �p > ?��b� �b� ��b� �b ��b� > > �? ? > > �=b �p��b� �b��� ��b� �b��= < ��b� �b ��b� �=b@A

AAA
AB�  . 

 

Teorem 3.1.2: sDE���� � � � tamsayısı için 

 

	
�O� � �b����,��K�.b               (3.1.5) 

 

eşitliği sağlanır. 
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İspat: Bu ispat tümevarım yöntemiyle yapılacaktır. � � � için ifade açıkça 

doğrudur. Kabul edelim ki � � � olsun. 

 

	
�O� � u�=b �p��b� �=bu � �b,�bp� � Wp�b�b� � �b�bv. � �b�xb                   

 

bulunur, yani ifade � � � için de doğrudur. Kabul edelim ki � � W olsun. Bu 

durumda 

 

	
�O= � � �=b �p ���b� �=b �p��b� �b ��b� �=b� 
          ��� �b�,p=�b � ~p��b�b� � }p�b�bv � �b�b|. 
�������������� �b���b 

 

olur. Böylece ifadenin � � W için de doğru olduğu görülür. Kabul edelim ki ifade � � ��için doğru olsun, yani��	
�O��� � ��b �����,����.b�olsun. Buna göre, iddianın���
için de doğru olduğunu gösterelim. Eğer� �O��matrisinin determinantı���#��sütuna göre 

açılırsa 

 

	
�O� � �=b �y
y �=b �p � � < ���b� �=b �p � < ?��b� �b ��b� �=b �p > ?��b� �b� ��b� �b ��b� > > �? ? > > �=b �p��b� �b��� ��b� �b��= < ��b� �b ��b� �=by

y� 



32 
 

                            �r�b �y
y
y �=b �p � � < � ���b� �=b �p � < ? ?��b� �b ��b� �=b �p > ? ?��b� �b� ��b� �b ��b� > > � �? ? > > �=b �p ���b� �b��v ��b� �b��x < ��b� �b ��b� �=b �p��b� �b��� ��b� �b��= < ��b� �b= ��b� �b� ��b� �b ��b� y

y
y
�� 

 

bulunur. Burada O��matrisinin tanımı göz önüne alınır ve yukarıdaki eşitliğin 

sağındaki ikinci determinantın hesabı için eğer ,� � �.. satır �b� ile çarpılarak ,� � �.. satırdan çıkarılırsa 

 

	
�O� � �=b	
�O��� 

�������������������������r�b �y
y �=b �p � < � ���b� �=b �p � ? ?��b� �b ��b� �=b > > ?? ? > > �p ���b� �b��v ��b� �b��x < ��b� �=b �p� � < � ��b� �b � �b��=b ��b� � �b�py

y�� 

 

elde edilir. Bu son eşitlikteki determinant ,� � �.. satırına göre hesaplanırsa 

 

	
�O� � �=b	
�O��� 

              �p,��b� � �b�p. y
y �=b �p � � < ���b� �=b �p � < ?��b� �b ��b� �=b �p > ?��b� �b� ��b� �b ��b� > > �? ? > > �=b �p��b� �b��v ��b� �b��x < ��b� �b ��b� �=by

y
 



33 
 

       ���������������������p,��b� �b � �b��=b. y
y �=b �p � < � ���b� �=b �p > ? ?��b� �b ��b� �=b > � ?��b� �b� ��b� �b ��b� > �p �? ? > > �=b ���b� �b��v ��b� �b��x < ��b� �b ��b� �py

y
 

 

olarak bulunur. Son olarak O��matrisinin tanımından 

 

	
�O� � �=b	
�O��� � p,��b� � �b�p.	
�O��� 

               �p�,��b� �b � �b��=b.	
�O��=                                   (3.1.6) 

 

eşitliğine ulaşılır. Tümevarım hipotezi ve (1.10) eşitliği ile (3.1.6) eşitliği 

 

	
�O� � �=b�b����,����.b � p,��b� � �b�p.�b��=�,���=.b 

               �p�,��b� �b � �b��=b.��b��v�,���x.b 

�������������� �b,�b� � p.��b����,����.b � p�,�b�b.� � �b�p��b��=�,���=.b 

                �p� ��,�b�b.��b � �b��b,�b� � p.����b��v�,���x.b 

������������� �b����,�b� � p.�,����.b � p�b��,���=.b � p��,���=.b � p=�,���x.b� 
�������������� �b����,�b� � p.��,����.b � p�b��,���=.b 

������������������p�,�b�,���v.b � p�,���x.b. � p=�,���x.b� 
�������������� �b����,�b� � p.�,����.b � p�bo�b�,���=.b � p�,���v.bq� 
�������������� �b���o�b��,����.b � p��,����.b � p�b�,����.b. 
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�������������� �b����p�,����.b � �bo�b�,����.b � � p�,����.b.� 
�������������� �b���,p�,����.b � �b���b. 
�������������� �b����,��K�.b 

 

şeklini alır. Bu da ispatı tamamlar.            ∎ 

 

Bu bölümde son olarak ��b�� dizisinin çift indisli terimlerinin Hessenberg 

determinantlarla gösterimleri için, �� ' �  M� matrisini 

 

M� �
9::
:::
; ��b� �p � � < ���b� �b �=b �p � < ?��b� �b� ��b� �=b �p > ?��b� �b= ��b� �b ��b� > > �? ? > > �=b �p��b� �b��� ��b� �b��= < ��b� �b ��b� �=b@A

AAA
AB
  

 

şeklinde tanımlayalım. O halde aşağıdaki sonuç verilebilir. 

 

Teorem 3.1.3: sDE��� � ��ZD��� � ��R"Ss"_ısı�FGFH 

 

	
�M� � �b��b���b                           (3.1.7) 

 

olur. 
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İspat: Tümevarım yöntemine göre, kabul edelim ki �� � � olsun. Bu durumda  

 

	
�M� � � ��b� �p��b� �b �=b� � �b��b,�b�b= � �p�b�b. � �b��b�vb              

 

elde edilir, ki böylece ifadenin � � � için doğru olduğu görülür. Kabul edelim ki � � W olsun.  

 

	
�M= � � ��b� �p ���b� �b �=b �p��b� �b� ��b� �=b� 
          ��� �b=�bo�b�bx � Wp��b�b � �p�b�b=q 

�������������� �b=�b�|b 

 

olur, yani ifade � � W için de doğrudur. Şimdi kabul edelim ki � � � olsun.  

 

	
�Mv � yy
��b� �p � ���b� �b �=b �p ���b� �b� ��b� �=b �p��b� �b= ��b� �b ��b� �=by

y 
         ��� �bv�bo�b�b� � ~p�b�bx � ��p��b�b= � �p=�b�bq 

         ��� �bv�b��b��� 
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elde edilir. Bu durumda ifade � � � için doğrudur. Kabul edelim ki ifade � � � 

doğru olsun, yani �	
�M��� � �b����b�,��K�.b  olsun. Şimdi iddianın � için de 

doğru olduğunu gösterelim. Gerekli hesaplamalar yapılır ve tümevarım hipotezi 

kullanılırsa 

�
	
�M� � �=b	
�M��� � p,��b� � �b�p.	
�M��� 

                �p�,��b� �b � �b��=b.	
�M��=    

�������������� �=b�b����b�,����.b � p,��b� � �b�p.�b����b�,���v.b 

                �p�,��b� �b � �b��=b.�b��=�b�,���|.b     

 

olarak bulunur. Burada (1.10) eşitliği ile 

 

	
�M� � �b,�b� � p.��b����b�,����.b � p�,�b�b.� � �b�p��b����b�,���v.b 

                �p��,�b�b.��b � �b��b,�b� � p.��b��=�b�,���|.b     

            � �b��b,�b���,����.b � p�,����.b � p�b��,���v.b � p��,���v.b 

                �p=�,���|.b.  

            � �b��b��b���,����.b � p�,����.b � p�b��,���v.b 

                �p�o�b�,���x.b � p�,���|.bq �p=�,���|.b� 
            � �b��b,�b���,����.b � p�,����.b � p�b��,���v.b � p��b�,���x.b. 
            � �b��b��b���,����.b � p�,����.b � p�b,�b�,���v.b � p�,���x.b.� 
            � �b��b,�b���,����.b � p�,����.b � p�b�,���=.b. 
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            � �b��b�p�,����.b � �b,��,����.b � p�,���=.b.� 
            � �b��b,p�,����.b � �b��,����.b. 
            � �b��b���b 

 

elde edilir.               ∎ 

 

Teorem 3.1.1,  3.1.2 ve 3.1.3’ te � � ��alınırsa 2. bölümdeki T�� �{���ve �n��matrisleri 

elde edilir.��
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3.2. Genelleştirilmiş Lucas Dizisinin k-Ardışık Terimleri 

 

Bu bölümde ��b�� dizisinin terimlerinin, üç bant matrislerin determinantları 

cinsinden gösterimleri verilecektir.  

 

[12] nolu çalışmada n� matrisi şu şekilde tanımlanmıştır: 

 

n� �
9::
:::
; �b �,� .b �d � < �,� .b �d �b ,� .b �d < ?� ,� .b �d �b > �? > > > ,� .b �d� < � ,� .b �d �b @AA

AAA
B
    . 

 

sDE�� � � için  	
�n� � �b� eşitliği verilmiştir. Burada ise ��b��  dizisinin tek veya 

çift indisli terimlerini veren �� matrisi tanımlanacaktır.  

 

�p � ,��.bK� b olmak üzere, �� matrisi 

 

�� �
9::
:;�,�K�.b p � < ���bp ��b p < ?� p ��b > �? > > > p� < � p ��b@A

AAB 
 

olsun, bu durumda aşağıdaki eşitlik verilebilir. 
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Teorem 3.2.1: sDE���� � � ���ZD��g � ��tamsayısı için, 

 

	
��� � �,��K�.b                          (3.2.1) 

 

 olur. 

 

İspat: Bu teoremin ispatı n üzerinden tümevarım yöntemiyle yapılacaktır. Kabul 

edelim ki � � � olsun. Bu durumda 

 

	
��� � t�,�K�.bt � �,�K�.b  

 

olur, yani ifade � � � için doğrudur. Kabul edelim ki � � � olsun. 

 

	
��� � ��,�K�.b p��bp ��b� � �,�K�.b��b � ��bp� 

 

(1.11)’ deki indirgeme bağıntısı göz önünde bulundurulursa, 

 

	
��� � ,�b�,�K�.b � p�b�.,�b� � �p. � ��bp� 

�������������� �b=�,�K�.b+�b�p�b� � �p�b�,�K�.b � p��b� 

�������������� �b�,�b�,�K�.b+p�b�. � p,�b�,�K�.b � p�b�. � p�b�,�K�.b 

�������������� �b��,�K�.b � p�,�K�.b � p�b�,�K�.b 
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�������������� �b,�b�,�K�.b � p�,�K�.b. � p�,�K�.b 

�������������� �b�,�K=.b � p�,�K�.b 

�������������� �,�Kv.b 

 

elde edilir, bu da ifadenin � � � için doğru olduğunu gösterir. Şimdi ifadenin � � � 

için doğru olduğunu varsayalım. Yani 	
����� � �,����K�.b olsun. Bu durumda 

iddianın n için de doğru olduğu gösterilecektir. 	
��� son sütununa göre açılırsa 

 

	
��� � ��b yy
�,�K�.b p � < ���bp ��b p < ?� p ��b > �? > > > p� < � p ��by

y 

       ������������p yy
�,�K�.b p � < � ���bp ��b p < ? ?� p ��b > � �? > > > p �� < � p ��b p� � � � � py

y
 

 

olur. �� matrisinin tanımı göz önüne alınır ve gerekli hesaplamalar yapılırsa 

 

	
��� � ��b	
����� � p�	
�����                                                      (3.2.2) 

 

sonucu elde edilir. Tümevarım hipotezi ve (1.11) eşitliğinden, (3.2.2) eşitliği 

 

	
��� � ��b�,����K�.b � p��,���vK�.b 
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        ����� ,�b� � �p.�,����K�.b � p��,���vK�.b 

�������������� �b��,����K�.b � po�b�,���=K�.b � p�,���v.bq 

������������������p�,����K�.b � p��,���vK�.b 

�������������� �b,�b�,����K�.b � p�,���=K�.b. � p�,����K�.b 

�������������� �b�,����K�.b � p�,����K�.b 

�������������� �,��K�.b 

 

şeklinde bulunur.              ∎ 
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4. SONUÇ 

 

Bu çalışmada {��} ve {��} dizilerinin tek ve çift indisli terimlerinin yanı sıra bu 

dizilerin �-ardışık terimleri ile alt Hessenberg matrislerin determinantları arasındaki 

ilişkiler verildi.  

 

��� � ,��.�K� � �� 

 

ve 

 

��� � ,��.� � �� 

 

eşitlikleri kullanılarak negatif indisli genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas dizileri için 

de benzer ilişkiler verilebilir.  

 

  

  
(4.1) 

  
(4.2) 
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