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ÖZET 

 

Bu tez çalışmasında dinamik sistemler için büyük öneme sahip olan bir genel 

gecikmeli diferensiyel denklem için   gecikme parametresi, çatallanma parametresi 

olarak seçilerek Hopf çatallanma analizinin yapılması amaçlanmıştır. Bu analizi 

yapmak için E. Hopf’un teorisine bir alternatif sunan [26] numaralı referansta 

bahsedilen teori uygulanmıştır. Bu analize ek olarak, Poincaré Normal Form ve 

Center Manifold Teoremi kullanılarak    çatallanma değerinde periyodik çözümün 

yönü, kararlılığı ve periyodu hesaplanmıştır. Bu incelemeden elde edilen sonuçlar 

yapılan nümerik çalışmalar ile desteklenmiştir. 
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  HOPF BIFURCATION ANALYSIS OF A DLEAYED              

DIFFERENTIAL EQUATION 

 

ABSTRACT 

 

In this thesis study, taking delay parameter   as a bifurcation parameter, Hopf 

bifurcation analysis of a general delayed differential equation that has a crucial role 

for dynamical systems is aimed. To do this, theory in [26], which gives an alternative 

method to E. Hopf, is applied. In addition to this analysis, the direction, stability and 

period of a periodic solution of a system is evaluated at bifurcation value    by using 

Poincaré Normal Form and Center Manifold Theorem. The results, which are 

obtained from this analysis, are supported by numerical studies.     
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BÖLÜM 1 

 

 

1. GİRİŞ 

 

1.1. Tez Çalışmasının Amacı 

 

İnsanların doğayı anlama çabaları ilkel çağlardan beri süregelmiş ve insanoğlu doğa 

olaylarını açıklamak için kendilerince fikir yürütmüşler kimi zaman doğaüstü bir 

güce inanmışlar kimi zaman ise bilime dayanarak açıklamaya çalışmışlardır.  Bu ise 

matematik, fizik, kimya, biyoloji gibi temel bilimlerin ortaya çıkmasında öncü olmuş 

ve zamanla bu bilimler bir noktada birleşerek birbiri ile etkileşim içinde olan 

biofizik, matematiksel biyoloji gibi alanların doğmasına sebep olmuştur. Genel 

olarak uygulamalı matematik altında toplanan bu alanlar, matematiksel modelleme 

tekniklerini kullanarak doğa olaylarını anlamaya ve onları açıklamaya çalışmışlardır. 

Bir matematiksel model, nüfus artışı, bir ürüne olan talep, düşen bir nesnenin hızı, 

kimyasal tepkimedeki bir kimyasalın konsantrasyonu, bir bebeğin yaşam süresi 

beklentisi gibi olayların fonksiyonlar veya eşitlikler ile matematiksel ifadesidir. 

Modelin amacı olayları anlamak ve belki de gelecekteki gelişmeleri hakkında bir 

öngörüde bulunmaktır. Bir matematiksel model oluşturma sürecini aşağıdaki gibi 

verebiliriz [1,2]:   

1. Göz önüne alınan gerçek yaşam problemini doğru şekilde yansıtacak 

matematiksel ifadenin oluşturulması: Gerçek bir problem verildiğinde ilk 

yapılması gereken buradaki bağımlı ve bağımsız değişkenleri belirleyip 

isimlendirmek, matematiksel olarak ifade edilecek kadar olayı basitleştirerek 

matematiksel modeli oluşturmaktır. Fiziksel olay hakkındaki bilgi ve 

matematiksel beceri ile değişkenleri ilişkilendiren eşitlikler elde edilir. 
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2. Modelin davranışını anlayabilmek için matematiksel tekniklerin uyarlanması: 

Analiz, diferensiyel denklemler teorisi gibi matematik bilgileri modele 

uyarlanır ve matematiksel sonuçlar elde edilir. 

3. Modelin analizinden elde edilen sonuçların yorumlanması: Gerçek yaşam 

problemi için mantıklı sonuçların elde edilip edilmediğinin anlaşılması için 

modelin yorumlanması yani, açıklamalar ve tahminler sunulması 

gerekmektedir. 

4. Modelin problem ile karşılaştırılması: Yukarıdaki yöntemler ile bulunan 

matematiksel sonuçlar ve yapılan tahminler, toplanan gerçek veriler ile 

karşılaştırılmalıdır. Eğer modelden elde edilen bulgular, gerçek veriler ile 

uyum içerisinde değil ise model tekrar ele alınarak iyileştirilmeli, bu da 

yeterli gelmez ise sürece yeniden başlayarak yeni bir model önerilmelidir.     

 

 

 

Şekil 1.1. Modelleme Süreci 

 

Matematiksel bir model hiçbir zaman fiziksel bir olayın gerçek betimlenişi değildir, 

yalnızca idealleştirilmesidir. İyi bir model gerçeğin, geçerli tahminler 

yapılabilmesine ve matematiksel hesapların kullanılmasına olanak tanıyacak kadar 
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basitleştirilmiş, ancak değerli sonuçlar elde edilecek kadar da kesin olan modeldir. 

Modelin sınırlarının bilinmesi önemlidir. Son sözü doğa yasaları söyleyecektir.  

Gerçek yaşamdaki ilişkilerin modellenmesinde çok farklı fonksiyonlar kullanılabilir. 

Dinamik sistemlerin matematiksel modelleri, zaman ve konum gibi etkenlere bağlı 

olarak değiştiğinden ötürü fark denklemleri, adi diferensiyel denklemler veya kısmi 

diferensiyel denklemler kullanılarak oluşturulabilir. Bu tip sistemler incelenilen 

zamanın model üzerindeki etkisine göre kesikli ve sürekli sistemler olmak üzere iki 

ana çatı altında ele alınmıştır. Örneğin, kesikli sistemler denince ilk akla gelen doğa 

olaylarının fark denklemleri yardımı ile modellenmesidir. Sürekli sistemlerde ise 

diferensiyel denklemler kullanılarak modelleme yapılmaktadır [1, 3-14].  

Bilim camiası dinamik sistemlerin modellenmesi üzerinde yoğunlaşmaya başlayınca 

mevcut olan modellerde eksiklikler olduğu fark edilmiş ve onları iyileştirme yolları 

aranmıştır. Örneğin, bir popülasyonun büyümesi,      popülasyonun   anındaki 

nüfusunun yoğunluğu olmak üzere 

 

     

  
  (    ) 

 

tipinde bir diferensiyel denklemi ile verilirken,  sadece o anda bulunanların değil, 

daha önceki kuşakların da popülasyon büyümesine etkisinin olabileceği ya da şu 

anda popülasyonun genişlemesine katkısı olmayan bir kuşağın birkaç yıl sonra 

popülasyona katkısının olabileceği gözlemlenmiş ve bu tip doğa olaylarını 

modellemek için ise gecikmeli diferensiyel denklem olarak adlandırılan denklemler 

kullanılmıştır.  

Fark denklemleri, adi ve kısmi diferensiyel denklemler popülasyon dinamiği 

çalışmalarında önemli bir role sahiptir ve gelecekteki araştırmalar için de 

ehemmiyetini koruyacaktır. Fakat iyileştirilmiş modeller, popülasyon dinamiğinin 

geçmiş durumlarını, yaşadıkları çevrenin popülasyon üzerindeki etkisini de 

içermelidir. Gecikmeli diferensiyel denklem ve denklem sistemlerinin birçok önemli 

özelliğinin anlaşılması, modellemede bu denklemlerin kullanımını aktifleştirmiştir.  
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Diferensiyel denklemler içeren uygulamalarda diferensiyel denklemin parametre 

içermesi ve genellikle bu parametrelerin değerlerinin yaklaşık olarak bilinmesi sık 

karşılaşılan bir durumdur. Bu nedenden ötürü çözümlerin davranışı üzerinde 

çalışmak ve bunların parametreye bağlılığının incelenmesi çok önemlidir [15].   

Allee etkisi,   ,   anındaki popülasyon yoğunluğu olmak üzere   

 

              

 

ile verilen bir fark denkleminde, 

 

                

 

ile verilen gecikmeli fark denkleminde ve   

 

     

  
       (      ) 

 

ile verilen gecikmeli diferensiyel denkleminde Allee etkisinin, popülasyon 

sistemlerinin denge noktalarının kararlılık yapısına olan etkisi incelenmiş ve bazı 

koşullar sağlandığında Allee etkisinin sistemin kararlılığını artırdığı gözlenmiştir    

[16-19]. 

Yapılan çalışmalar, “Sistemin parametresi değişirken, dinamik sistemin davranışı 

nasıl değişir?” sorusunu akıllara getirmiştir.  Çatallanma teorisi, bu soruya cevap 

vermeye çalışır. Modelin parametreleri, bir açıdan sistemi kontrol eden düğmeler 

gibi düşünülebilir. Çatallanma teorisi ise bu düğme döndürüldüğünde sistemin nasıl 

değiştiğini söyler. Birçok insan yapımı sistem, onu kontrol eden düğme 

döndürüldüğünde tahmin edilebilen davranışlar sergileyecek şekilde tasarlanmıştır. 

Bir radyonun ses düğmesi buna örnek olarak verilebilir. Parametre değiştikçe 
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sistemin niteliksel yapısı da değişir yani, yeni denge noktaları ortaya çıkabildiği gibi 

var olan denge noktaları kaybolabilir veya denge noktalarının kararlılık yapıları 

değişebilir. Bu niteliksel değişimlere çatallanma ve bu değişimin meydana geldiği 

parametre değerine çatallanma değeri denir. Kontrol parametreleri değiştikçe 

modelde kararsız bir yapı görülebilir. Örneğin Şekil 1.2.’deki sistemi düşünelim. 

Çubuğun tepesinde küçük bir ağırlık var iken, çubuk sahip olduğu pozisyonu korur 

ve dikey halde kalır. Fakat çubuğun yükü artırıldığında, çubuğun sahip olduğu 

pozisyon kararsızlaşır, yani çubuk bükülür. Bu modelde ağırlık kontrol parametresi-

çatallanma parametresi- ve çubuğun pozisyonu-bükülmesi- dinamik değişken rolünü 

oynamaktadır [20].  

 

 

 

Şekil 1.2. Bükülmüş Çubuk 

 

Modeller daha gerçekçi hale geldikçe aynı zamanda anlaşılması zor hale gelmektedir. 

Bazı denklemler analitik olarak çözülebilirken bazıları çözülememektedir. Böyle bir 

durum söz konusu olduğunda ise çalışılan sistemin çözümünün varlığı araştırılıp 

sistemin kararlık yapısı incelenerek modelin yapısı anlaşılmaya çalışılır [21-23].  

Dinamik sistemlerde kendini tekrar eden süreçler söz konusudur. Böyle bir durumda 

sistem periyodik çözümlere sahiptir. Periyodik çözümlerin varlığını inceleyen 

teoriler arasında en önemlilerinden biri E. Hopf tarafından geliştirilmiştir. Hopf, 

parametreye bağlı bir genel diferensiyel denlemin hangi koşullar altında periyodik 
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çözümler verdiğini incelemiş ve Hopf Çatallanma Teoremi olarak bilinen teoremi 

öne sürmüştür. Bu konu üzerinde gecikmeli av-avcı sistemlerinin kararlılık 

yapısından [24], kimyasal tepkimelere [25] kadar birçok çalışma yapılmıştır ve 

yapılmaya devam edilmektedir.  

Bu tez çalışmasında ise       ve   reel değerli bir fonksiyon olmak üzere   

 

     

  
       (      )                                                                                    1.1  

 

tipinde bir genel gecikmeli diferensiyel denklemi için  , çatallanma parametresi 

olarak alındığında sistemin yapısında meydana gelen değişimler incelenerek; 

Hopf’un orijinal teoremine bir alternatif sunan Hassard’ın vermiş olduğu Hopf 

çatallanma teorisi kullanılarak (1.1  denkleminin çatallanma analizini yapmak 

amaçlanmıştır [26]. 

Bu tezin akışı aşağıdaki gibidir. 

İlk bölümde, ele alınan problem hakkında genel bilgiler verilmesi planlanmıştır. Bu 

kapsamda yapılmış olan çalışmalardan bahsedilmiş ve kısaca gecikmeli diferensiyel 

denklemlere değinilmiştir.    

İkinci bölümde yapılan tezin temel noktası olan Hopf çatallanma teorisi detaylıca 

incelenmiştir. İlk olarak, çatallanmanın genel tanımı verilmiş, daha sonra fark 

denklemleri ve adi diferensiyel denklemler için çatallanma tiplerinden, özel olarak da 

Hopf çatallanmadan bahsedilmiştir. Son olarak da, Hopf çatallanma teorisinin 

gecikmeli diferensiyel denklemlere uyarlanmasından söz edilmiştir. 

Üçüncü bölümde üzerinde çalışılan problem tanıtılmış, Center Manifold Teoremi 

 bakınız: Ek A  ve Poincaré Normal Formu kullanılarak bu tip bir modelde Hopf 

çatallanmanın görülmesi için gerekli koşullar verilmiştir. Ayrıca yapılan nümerik 

çalışmalar ile elde edilen sonuçların tutarlılığı gösterilmiştir. 

Son kısımda ise teoriden ve nümerik çalışmalardan elde edilen bulgular 

değerlendirilmiştir.   
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1.2. Gecikmeli Diferensiyel Denklemlere Genel Bir Bakış 

 

Gecikmeli diferensiyel denklem sistemleri, bilimin özellikle de biyolojik alanlarında 

önemli bir konuma sahiptir. Belirli bir girdi veya uyarıya biyolojik sistemin cevabı 

genellikle hemen olmaz, biraz gecikmeli olur. Örneğin, farmakokinetik modelde, 

ilacın dolaşım sistemine girmesinden önce bir gecikme olabilir. Uyarımı takiben, 

reaksiyon oluşumuna kadar sabit bir zaman varsa gecikme, sabit zaman ya da ayrık 

gecikme olarak modellenebilir. Eğer uyarıma verilen tepki sabit zaman periyodundan 

sonra değil de zamanın sürekli bir aralığı boyunca gerçekleşiyorsa sürekli gecikme 

olarak adlandırılır. 

Biyoloji, tıp, kimya, fizik, mühendislik ve ekonomi gibi hem doğal hem de insan eli 

ile oluşturulmuş birçok süreç, zaman gecikmesi içerdiğinden gecikmeli diferensiyel 

denklem teorisi gündeme gelmiştir. İstenilsin ya da istenilmesin, zaman gecikmesi 

neredeyse her durumda karşımıza çıkmaktadır. Onu göz ardı etmek demek gerçeği 

göz ardı etmek demektir. 

Zaman gecikmesine doğadan verilebilecek en güzel örnek ormanlık alanların 

ağaçlandırılmasıdır. Bir ağaç kesildikten sonra yerine dikilenin her anlamda 

olgunluğa erişmesi yirmi yıl gibi bir sürede gerçekleşmektedir. Hatta sekoya gibi 

bazı ağaç türlerinde bu süre daha fazla olabilmektedir. Bu süreci inceleyen herhangi 

bir matematiksel model, zaman gecikmesini içermek zorundadır [23]. 

Birçok uygulamada, ele alınan sistemin gelecekteki durumu, geçmişinden bağımsız 

sadece şimdiki zamanı göz önünde bulundurularak, yani nedensellik ilkesi ile elde 

edilir. Bu probleme yapılan ilk yaklaşımdır. Daha gerçekçi modeller elde edilmek 

isteniyorsa sistemin geçmişi de göz önünde bulundurulmalıdır.  

İncelenilen problemde modele, sistemin geçmişi katılmıyor ise fark, adi ya da kısmi 

diferensiyel denklemler kullanılırken; sistemin geçmiş durumu ilave edildiğinde ise 

gecikmeli fark, adi veya kısmi diferensiyel denklemler ve ya gecikmeli fonksiyonel 

diferensiyel denklemler kullanılır.  
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Dinamik sistemin geçmişine bağlı en basit diferensiyel denklem  

 

 ̇     (             )                                                                                   1.2            

 

ile gösterilen gecikmeli fonksiyonel diferensiyel denklemdir. Wright denklemi ya da 

Gecikmeli Lojistik Denklem olarak da adlandırılan 

 

 ̇         [  
      

 
]                                                                                  1.3  

 

Hutchinson denklemi, (1.2  denkleminin en bilinen örneklerindendir. Lord Cherwell, 

(1.3  denklemi ile asal sayıların dağılımı için olasılık metotlarının kullanımında 

karşılaşmıştır. Aynı zamanda bu denklem, tek türden oluşan bir topluluğun 

büyümesinin zaman gecikmesi içeren modeli olarak da değerlendirilebilir. 

  uzunluklu elektrik kablosunun bir ucu R dirençli E güç kaynağına, diğer ucu ise    

kondansatörü  yoğunlaştırıcı  tarafından oluşturulan salınımlı devreye bağlı olan bir 

yitimsiz sistemde gecikme kablonun uzunluğuna bağlı olarak akımın bir uçtan diğer 

uca ulaşması esnasında geçen zamanı göstermektedir [28, 29]. 

 

 

 

Şekil 1.3. Yitimsiz İletim 



9 

 

 

Gecikmeli diferensiyel denklemlerin bir başka uygulaması ise elektrodinamik 

problemlerde karşımıza çıkmaktadır. Sadece bir diğerinin oluşturduğu alanın etkisi 

ile hareket eden iki yüklü parçacık içeren bir sistemde gecikme, elektromanyetik 

etkinin bir parçacıktan diğerine ulaşması sırasında geçen zamanı temsil etmektedir 

[30]. 

 

 

 

Şekil 1.4. Elektromanyetik Sistem 

 

Bu örneklere benzer olarak gecikmeli diferensiyel denklemlerin dinamik sistemlere 

uygulanmasına birçok örnek verilebilir [6, 31-35]. 

Adi diferensiyel denklemler teorisinde bahsedilen tanımların ve teoremlerin 

benzerleri, gecikmeli diferensiyel denklemler için de verilebilir. Bunlardan bazılarına 

kısaca değinilecektir.  

  ,  -boyutlu reel Öklid uzayı;   [   ]    , [   ] kapalı aralığından    uzayına 

sürekli dönüşümlerin Banach uzayını göstermektedir. Bu uzayda tanımlı norm ise 

    [   ]     için, ‖ ‖          |    | ile verilir.    ,    ,              

    [       ]     ve   [     ] için     ,   [    ] olmak üzere 

             olarak tanımlanır. Bu takdirde              olmak üzere 

fonksiyonel diferensiyel denklem 
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 ̇                                                                                                                     1.4  

 

eşitliği ile verilir. 

Tanım 1.1:     [       ]    ,          ve   [     ] olmak üzere   , 

(1.4  denklemini sağlıyor ise   fonksiyonuna (1.4) denkleminin çözümü denir. 

Tanım 1.2:        ,    değişkenine göre lineer olmak üzere 

          

                     

 

şeklinde yazılabiliyor ise  1.4) denklemine lineer;        ise homojen;        

ise homojen olmayan denklem denir. Ayrıca        , t değişkenine bağlı olmayan 

bir fonksiyon ise otonom gecikmeli diferensiyel denklem aksi halde ise otonom 

olmayan gecikmeli diferensiyel denklem denir. 

Bahsedilen bu özelliklere ek olarak   operatörü Riesz Temsil Teoremi kullanılarak 

yeniden tanımlanabilir. X ve Y Banach uzayları için       , X uzayından Y uzayına 

tanımlı sınırlı lineer dönüşümlerin Banach uzayını göstermek üzere     ve 

         için Riesz Temsil Teoremi’nden  

 

   ∫            

 

  

 

 

olacak şekilde sınırlı değişimlerin [    ] üzerinde     tipinde   matris 

fonksiyonu vardır. Burada    ifadesi integeral değişkeninin   değişkeni olduğunu 

göstermektedir. 

Diferensiyel denklemlerde olduğu gibi gecikmeli diferensiyel denklemlerinde lineer 

olmayan çeşitleri bulunmaktadır ve onların çözümlerini de elde etmek her zaman 

mümkün olmayabilir. Bu durumda yukarıda bahsettiğimiz teorem kullanılarak sistem 
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lineer hale getirilip incelenebilir. Dolayısı ile gecikmeli diferensiyel denklemler ile 

ifade edilen sistemlerde kararlılık analizi gündeme gelmektedir. 

Tanım 1.3:       , sürekli lineer bir fonksiyonel olmak üzere 

 

   (    (   ))                                                                                              1.5  

 

denklemine  

 

 ̇                                                                                                                        1.6  

 

denkleminin karakteristik denklemi ve  1.5  denkleminin köklerine ise  1.6) 

denkleminin öz değerleri (karakteristik kökleri) denir.  

Karakteristik üstelden ötürü, adi diferensiyel denklemlerin aksine gecikmeli 

diferensiyel denklemler spektral analizi dahil eden sonsuz çoklukta öz değere 

sahiptir. Örneğin sonsuz sayıda öz değer olmasına rağmen kompleks düzlemde dikey 

eksenin sağ tarafında sonlu sayıda öz değer vardır. 

 

Teorem 1.1: (1.4) denkleminin sağ tarafındaki   fonksiyonu her     için        

  koşulunu sağlasın. Bu takdirde 

(i)    ,    ,     ve          için                olacak şekilde 

         varsa     denge çözümü kararlıdır. 

(ii) Eğer  1.4  denklemi hem kararlı hem de           için     iken 

          olacak şekilde           değeri mevcut ise,     denge 

çözümü asimptotik karalıdır. 

Bu verilen açıklamalardan diferensiyel denklemler teorisinde yer alan kararlılık 

analizi, çözümlerin varlığı gibi konuların da gecikmeli diferensiyel denklemlere 

uygulanabileceği görülmektedir. Bu tip denklemler ile ilgili yapılan çalışmalar 
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1920’li yıllara dayanmaktadır. Örneğin, Wright, yazmış olduğu makale grubunda 

[36-39], lineer ve lineer olmayan fark diferensiyel denklemler için genel bir teori ve 

yapmış olduğu çalışmalara örnek vermeye çalışmıştır [27]. Jones, Wright’ın vermiş 

olduğu örneğin periyodik çözümlerinin varlığını tartışmıştır [40]. Chafee, otonom 

fonksiyonel diferensiyel denklemlerin denge noktası civarında çözümlerinin 

davranışını incelemiştir ve özel olarak belirli hipotezler altında, denklemin 

parametresi değişirken verilen denge noktasında periyodik çözümlerin çatallandığını 

göstermiştir [41].     

Gecikmeli diferensiyel denklemlerin teorisi anlaşılmaya başlandıkça yeni sorular 

ortaya atılmıştır. Bunlardan bir tanesi de gecikme parametresi değişirken sistemin 

dinamiğinde ne tür değişimlerin gözlenebileceği olmuştur. Özellikle de son 

zamanlarda av-avcı sistemleri, kimyasal tepkimeler gibi etkileşim içinde bulunan 

sistemlerde gecikme parametresi çatallanma parametresi alınarak sistemin yapısında 

meydana gelen değişimler gözlenmiştir [24, 42-45]. Dinamik sistemler için bu kadar 

önem arz eden çatallanma teorisi bir sonraki kısımda ayrıntılı olarak açıklanacaktır. 
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BÖLÜM 2 

 

2. LİTERATÜR TARAMASI 

 

2.1. Çatallanma Teorisi 

 

Çatallanma teorisi, diferensiyel denklemlerin çözümler ailesinin niteliksel ya da 

topolojik yapısında meydana gelen değişimlerin incelenmesidir. Dinamik sistemler 

incelendiğinde, çatallanmanın parametre değerindeki değişim sonucu ortaya çıktığı 

gözlemlenmiştir. Aynı zamanda parametre değerindeki bu değişimler sistemin 

davranışında ani niteliksel veya topolojik değişmelere neden olmaktadır. Sistemin 

durum değişkeni      ve parametresi       olmak üzere çatallanmalara hem  

 

         

 

tipinde kesikli  dönüşümler yardımı ile tanımlanan sistemler  hem de  

 

 ̇         

 

tipinde sürekli sistemlerde  adi, gecikmeli, kısmi diferensiyel denklemler ile 

tanımlanan sistemler  karşılaşılmaktadır. Verilen dinamik sistemlerin r parametresi 

değiştikçe topolojik yapısında meydana gelen değişmeler, parametre değişirken faz 

portresini değiştirir. Bu takdirde iki durum söz konusudur: Ya sistem topolojik olarak 

ilk sisteme denktir ya da sistemin topolojisi değişir.  

Tanım 2.1: Parametre değişimi altında topolojik olarak denk olmayan faz 

portrelerinin ortaya çıkmasına çatallanma denir. 
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Bu tanıma göre çatallanma, sistemin parametresi çatallanma değerini (ve ya kritik 

değeri  geçerken sistemin topolojik yapısındaki değişimdir. Bu bölümde bazı 

çatallanma tipleri ve onların sınıflandırması anlatılacaktır.  

     

2.1.1. Kesikli Sistemler İçin Çatallanma Teorisi 

 

Bu başlık altında herhangi bir kesikli modelin çatallanma değerinde, modelin 

davranışında meydana gelen değişimlerden bahsedeceğiz.            birinci 

mertebeden fark denkleminin   parametresine olan bağımlılığını  

 

                                                                                                                     2.1                           

                     

ile göstereceğiz ve bu fark denkleminin dinamiği göz önüne alınacaktır. Denge 

noktalarının   parametresine bağımlılığını ise  ̅    ile ifade edeceğiz. En çok 

bilinenlerinden biri kesikli lojistik denklem olan birçok örnekte de karşımıza çıktığı 

gibi fark denkleminin davranışı   değiştikçe değişmektedir. Davranışın değiştiği bu   

değerlerine çatallanma değeri ve     ̅     noktaları ise çatallanma noktaları 

olarak adlandırılır. Çözümün davranışındaki değişim, parametre, denge noktasının ya 

da   –devirin kararlılığını değiştirdiğinde meydana gelir. Yani,   fonksiyonunun 

türevi ya da    devri bire ya da negatif bire eşit ise meydana gelir ve    olması 

durumuna göre çatallanma çeşitleri mevcuttur.  

 

2.1.1.1. Fark Denklemleri İçin Çatallanma Çeşitleri 

 

(2.1  ile verilen fark denklemi için oluşabilecek çatallanma tipleri    ( ̅  ̅ )     ile 

belirlenmektedir. Bu denklem için dört farklı tipte çatallanma söz konusudur. Bunlar: 
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1) Fold (saddle node, tangant) çatallanma, 

2) Tırmık  pitchfork) çatallanma, 

3) Transkritik (transcritical  çatallanma,  

4) Periyod-doubling (flip) çatallanma. 

İlk üç tip çatallanmada   ( ̅  ̅ )    ve son çatallanma tipinde ise   ( ̅  ̅ )     

dir. Çatallanma tipini tanımlayan   fonksiyonu ve onun türevi üzerine ilave koşullar 

eklenebilir [46,47]. 

Bu dört çatallanma tipi, çatallanma diyagramları ile gösterilebilir. Çatallanma 

diyagramı,   parametresinin bir fonksiyonu olarak, kararlı veya kararsız denge 

noktalarının ya da devirlerinin bir grafiğidir. Yatay eksen   çatallanma parametresini 

ve dikey eksen ise denge noktalarını ya da sistemin devirlerini gösterir. Kararsız 

denge noktası kesikli eğriler ile ve kararlı olanlar ise kesiksiz eğriler ile gösterilir. 

Bu dört tip çatallanma aşağıda ayrıntılı bir şekilde ele alınmıştır. 

 

Fold Çatallanma: Kritik çatallanma değeri geçilirken biri kararlı diğeri kararsız 

olmak üzere iki denge noktası kaybolur  Şekil 2.1. . 

 

 

 

Şekil 2.1. Fold Çatallanma 
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Tırmık Çatallanma: Kritik çatallanma değeri geçilirken, bir kararsız denge noktası 

tarafından ayrılan iki kararlı denge noktası olmak üzere üç denge noktası meydana 

gelir. Bu tip çatallanmaya süperkritik tırmık çatallanma denir. Bunun tam tersine, 

yani bir kararlı denge noktası tarafından ayrılan iki kararsız denge noktası meydana 

geliyor ise bu tip çatallanmaya da subkritik tırmık çatallanma denir. 

 

 

 

 

Şekil 2.2. Süperkritik Tırmık Çatallanma 

 

 

Transkritik Çatallanma: Bu çatallanma türünde bir kararlı bir kararsız iki denge 

noktası, çatallanma parametresi geçilirken kararlılık yapılarını değiştirirler. Yani, 

kararsız olan kararlı; kararlı olan ise kararsız hale gelir. 
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Şekil 2.3. Transkritik Çatallanma 

 

Flip Çatallanma: Kritik çatallanma değeri geçilirken, kararlı denge noktası kararsız 

olur ve kararlı 2-devir ortaya çıkar. Bu tipine süperkritik flip çatallanma denir. 

Tersine ise yani, ortaya çıkan 2-devir kararsız ise de subkritik flip çatallanma adını 

alır. 

 

 

Şekil 2.4. Flip Çatallanma 
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2.1.2. Sürekli Sistemlerde Çatallanma Teorisi 

 

Kesikli sistemlerde olduğu gibi, sistemin parametresi değişirse, sistemin dinamiği 

değişebilir. Kararlı denge noktası kararsızlaşabilir ve periyodik çözümler ortaya 

çıkabilir ya da önceki denge noktasını kararsız yapan yeni denge noktaları ortaya 

çıkabilir. Bu tür değişikliklerin meydana geldiği parametre değeri çatallanma değeri 

ve bu değişen parametre ise çatallanma parametresi olarak adlandırılır.   çatallanma 

parametresinin sergilediği değişime bağlı olarak  

 

  

  
                                                                                                                     2.2  

 

tipindeki adi diferensiyel denklemin yapısında değişiklikler meydana gelmektedir. 

 2.1  denkleminde olduğu gibi  2.2  denklemi için de fold, transkritik, tırmık tipi 

çatallanmalar söz konusudur. Ayrıca, kesikli sistemlerden farklı olarak  2.2  

diferensiyel denklemi için Hopf çatallanma tipi görülmektedir. İlk üç tip çatallanma 

hem skalar denklemlerde hem de denklem sistemlerinde görülürken dördüncü tip 

olan Hopf çatallanma, periyodik çözümlerin değişimini içerdiğinden ve skalar 

otonom diferensiyel denklemler periyodik çözümlere sahip olmadığından, skalar 

diferensiyel denklemlerde meydana gelmez. 

Sürekli sistemlerde çatallanma analizi iki başlık altında incelenecektir. İlk olarak 

fold, tırmık ve transkritik çatallanma tipleri daha sonra ise Hopf çatallanma tipi ayrı 

olarak ele alınıp incelenecektir. 

  

2.1.2.1. Birinci Mertebeden Denklemler İçin Çatallanma Teorisi 

 

İlk olarak skalar diferensiyel denklemlerdeki çatallanmalardan bahsedeceğiz.   

çatallanma parametresi ve  ̅   ,   parametresine bağlı denge noktası olmak üzere 
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(2.2) ile verilen skalar diferensiyel denklemi incelenecektir. Bu denklem için ilk 

olarak  

1) Fold (saddle node, tangant  çatallanma, 

2) Tırmık  pitchfork  çatallanma, 

3) Transkritik  transcritical  çatallanma 

tiplerinden bahsedilecektir.  

 ̅ çatallanma değerinde denge noktasının kararlılık yapısının değişimi söz konusudur. 

Özel olarak    ̅ ve    ̅  ̅   için, 

 

       

  
|
        ̅  ̅    ̅ 

   

 

koşulunu sağlar. Aşağıda skalar diferensiyel denklemler için bu üç tip çatallanmanın 

dinamiğinden kısaca bahsedilmektedir.  

 

Fold Çatallanma: Çatallanma parametresi çatallanma değerini geçerken iki denge 

noktası kaybolur. Kaybolmadan önce bu iki denge noktasından biri kararlı diğeri ise 

kararsızdır. 

 

 

Şekil 2.5. Fold Çatallanma  

    çatallanma değeridir. 
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Tırmık Çatallanma: Bir kararsız denge noktası tarafından ayrılan iki kararlı denge 

noktası vardır. Çatallanma parametresi geçildiğinde sadece bir kararlı denge noktası 

varsa çatallanmanın tipi süperkritik tırmık çatallanma, aksi halde ise subkritik tırmık 

çatallanmadır. Subkritik tırmık çatallanmada çatallanma noktası geçilene kadar bir 

kararlı denge noktası tarafından ayrılan iki kararsız denge noktası vardır. Çatallanma 

değeri geçildikten sonra bir tane kararsız denge noktası meydana gelir.  

 

Transkritik Çatallanma: Biri kararlı biri kararsız iki denge noktası vardır ve bu iki 

denge noktası çatallanma noktası geçilirken kararlılık yapılarını değiştirir; kararlı 

olan kararsız, kararsız olan ise kararlı olur.  

 

2.1.2.2. Hopf Çatallanma 

 

Hopf çatallanma türü iki veya daha fazla birinci mertebeden diferensiyel denklem 

içeren sistemlerde meydana gelir. Aynı zamanda, Fransız matematikçi Jules Henri 

Poincaré (1854-1912), Rus matematikçi Alexander A. Andronov (1901-1952) ve 

Alman matematikçi Heinz Hopf (1894-1971 ’un bu teoriyi geliştirmek için yaptıkları 

katkılardan ötürü Poincaré-Andronov-Hopf çatallanma olarak da anılır.  

Burada bahsedilecek olan Hopf çatallanma teoremi iki boyutlu birinci mertebeden 

diferensiyel denklem sistemi için verilecektir. Yüksek mertebeden denklemler için de 

Hopf Çatallanma Teoremi verilmiştir [48]. Bir sonraki bölümde  -boyutlu denklem 

sistemleri için Hopf çatallanmanın en genel halinden söz edilecektir.  

Genel olarak Hopf Çatallanma Teoremi periyodik çözümlerin varlığı için yeterli olan 

koşulları vermektedir. Sistemde seçilen Hopf çatallanma parametresinin değeri 

değişirken, sistemin dinamiği kararlı spiralden merkeze, merkezden de kararsız 

spirale dönüşebilir.  
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Şekil 2.6. Hopf Çatallanma 

 

Lineerleştirilmiş sistemin öz değerleri negatif reel kısımdan sıfıra, sıfırdan ise pozitif 

reel kısma dönüşür ve belirli koşullar altında periyodik çözümler mevcuttur. 

   ve  ,   çatallanma parametresine bağlı fonksiyonlar olmak üzere 

 

  

  
          

                                                                                                                                 (2.3) 

  

  
                                                                                                                

 

otonom diferensiyel denklem sistemini düşünelim. Kabul edelim ki ( ̅     ̅   ), 

(2.3) sisteminin denge noktası;             bu denge noktasında hesaplanan 

Jakobian matrisin öz değerleri olsun. Buna ek olarak         olmak üzere, 

kararlılık yapısı değişimi      değerinde meydana gelsin.    değerine yakın fakat 

    olan   değerleri için       , ve    yakın   fakat      değerleri için 
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       ise  ,    değerini geçerken denge noktası kararlı spiralden kararsız spirale 

dönüşür. Hopf çatallanma teoremi denge noktasının    uzayındaki herhangi bir 

komşuluğu için periyodik çözümlerin var olduğunu söyler.   parametresi, çatallanma 

parametresi ve    parametresi ise çatallanma değeridir. Bu teorem çatallanma 

parametresinin çatallanma değerine yakın değerleri için geçerlidir. 

Genel olarak Hopf çatallanmada  ,    çatalanma değerini geçerken ortaya 

çıkabilecek üç olası durum söz konusudur: 

(i)    çatallanma parametresinde denge noktasını çevreleyen sonsuz çoklukta 

doğal kararlı eşmerkezli kapalı yörünge vardır. 

(ii)     değerine yakın parametre değerleri için kararlı spiral kararlı limit 

döngüsüne dönüşür (Şekil 2.7). 

 

 

 

Şekil 2.7. Süperkritik Hopf Çatallanma 

 

(iii)    değerini yakın parametre değeri için kararlı spiral ve kararsız limit 

döngüsü, kararsız spirale dönüşür (Şekil 2.8). 
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Şekil 2.8. Subkritik Hopf Çatallanma 

 

E. Hopf bir genel diferensiyel denklem sistemi için periyodik çözümlerin varlığı 

üzerine çalışmış ve belirli koşullar altında diferensiyel denklem sisteminin periyodik 

çözümlere sahip olduğunu göstermiştir.  2.3  diferensiyel denkleminin bu koşulları 

sağlayabilmesi için ilk önce sırf sanal öz değere sahip olacak şekilde denge noktası 

orijin ve   parametresi      olacak şekilde değişken değiştirmeleri yapılarak  

 

  

  
                           

                                                                                                                     (2.4) 

  

  
                                                                                      

 

sistemine dönüştürülür. Hopf Çatallanma Teoremi olarak bilinen bu teorem,  2.3  

diferensiyel denklem sistemi için aşağıdaki gibi verilebilir: 

 

Teorem 2.1 (Hopf Çatallanma Teoremi): (2.4) sisteminde verilen    ve    

fonksiyonları   ve   değişkenlerine göre üçüncü mertebeden sürekli türevlere sahip 

olmak üzere yeteri kadar küçük | | değerleri için       noktasının, (2.4) denkleminin 

bir denge noktası ve  

 

     (
            

            
)                                                                                         
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matrisinin sistemin Jakobian matrisi olduğunu kabul edelim. Ayrıca       , 

       ve  
  

  
|
   

   olmak üzere           ,      Jakobian matrisinin öz 

değerleri olsun. Bu takdirde    uzayında orijini kapsayan herhangi bir açık   

kümesinde,      için  2.4) diferensiyel denklemi    ̅ için   da periyodik 

çözümleri olacak şekilde | ̅|     değeri vardır  yaklaşık   
  

    
 periyodu ile). 

 

2.2. Yüksek Mertebeden Diferensiyel Denklemler İçin Hopf Çatallanma  

 

Periyodik yapıya veya salınımlara, korunumlu olmayan sistemlerde rastlanmaktadır. 

Bu bölümün amacı böyle bir sistem için Hopf çatallanma teoremini vermek ve ona 

alternatif olarak verilebilecek teoremlerden bahsetmektir.  

     ve  , sistemin reel değerli parametresi olmak üzere 

 

  

  
                                                                                                                    2.6  

  

  sistemi incelenecektir.        , (2.6) sisteminin ayrık denge noktası ve  

 

                  (
  

   
                    ) 

 

Jakobian matrisi      için 

 

                    ve                                                       2.7  
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koşullarını sağlayan         ̅                kompleks eşlenik öz değerlere 

sahip olsun.    değerine,   değerinin kritik değeri denir.  2.7  koşulu sistemin 

parametresi değişirken denge noktasında kararlılık yapısının değiştiğini 

söylemektedir. Ayrıca bazı ek koşullar altında yeterince küçük    ve    

    ‖            ‖ genliğini veren        için,  2.6  sistemi         

periyodik çözümlerin ailesine sahiptir.  

Bir önceki kısımda iki boyutlu birinci mertebeden diferensiyel denklemden oluşan 

bir sistem için Hopf Çatallanma Teoremi verilmiş ve hatırlanacağı gibi  2.3) 

denkleminin denge noktası orijine ve çatallanma parametresi ise sıfıra kaydırılmıştı. 

Orada yapılan işlemler (n+1)-boyutlu (2.6  denklemi için de yapılacaktır. 

 

          ve           

 

değişken değiştirmesi altında  2.6  denklem sistemi  

 

                          

 

olmak üzere  

  

  

  
                                                                                                                   2.8  

 

ile verilen diferensiyel denklem sistemine dönüşür.  

Eğer her          için periyodik çözümlerin yörüngeleri,     iken      

genliğine sahip ise (2.8) sistemi          ile indekslenen periyodik çözümlerin 

ailesine sahiptir. 
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Bu teoremin üç değişik şekli bulunmaktadır. İlk tipi analitik, ikinci tipi analitik 

olmayan, üçüncü tipi ise ikinci tipi birincinin teklik ve analitiklik ile ilgili sonuçlarını 

güçlendirmek için kullanır ve periyodik çözümleri doğrudan   parametresi cinsinden 

tanımlar. 

 

Teorem 2.2 (E. Hopf): Eğer  

(i)   noktasını içeren açık bir aralıkta   ve           için        noktası 

  fonksiyonunun izole denge noktası, 

(ii)  ,             noktasının bir komşuluğunda   ve   ye göre analitik, 

(iii)                           ve                                2.9                                                           

olmak üzere               matrisi   ve  ̅ kompleks eşlenik öz 

değerlere sahip, 

(iv)       matrisinin geriye kalan     tane öz değeri negatif reel kısma sahip 

ise  

(2.8) sistemi, periyodik çözümler ailesine sahiptir. Her bir          için            

        için oluşan       periyodik çözümleri mevcut olacak şekilde      ve 

 

      ∑  
   

 

   

                                                                                2.10  

 

analitik fonksiyonu vardır. Eğer       özdeş olarak sıfır değil ise sıfırdan farklı ilk 

  
  katsayısı çift indislidir ve          için       ya pozitif ya da negatif olacak 

şekilde         ] değeri mevcuttur. Her       ⁄  için     noktasının bir  -

komşuluğu ve sıfır noktasını kapsayan   açık aralığı vardır öyle ki herhangi     

için   de yatan periyodu   den az olan (2.8) denkleminin sabit olmayan periyodik 

çözümleri         ,          sağlayan   değerleri için       ailesinin 

üyeleridir.       nin periyodu 
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[  ∑  

   

 

   

]                                                              2.11  

 

bir analitik fonksiyondur.     iken       periyodik çözümünün Floquet üstelinin 

ikisi 0 noktasına yaklaşır.          için biri sıfır ve diğeri ise 

 

      ∑  
   

 

   

                                                                                2.12  

 

analitik fonksiyondur.               periyodik çözümü asimptotik kararlı fakat 

        ise kararsızdır.  

 

Teorem 2.3 (   Hopf Çatallanma): Eğer 

(i)   noktasını içeren açık bir aralıkta   ve           için        noktası 

  fonksiyonunun izole denge noktası, 

(ii) Mertebesi           den küçük veya küçük eşit olan   vektörünün    

bileşenlerinin             noktasının bir komşuluğunda   ve   ye göre 

bütün kısmi türevleri mevcut ve sürekli, 

(iii)                           ve                                2.9  

olmak üzere               matrisi   ve  ̅ kompleks eşlenik özdeğerlere 

sahip, 

(iv)      matrisinin geriye kalan     tane öz değeri negatif reel kısma sahip ise  

her bir          için         için oluşan       periyodik çözümleri mevcut 

olacak şekilde      ve 
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      ∑   
            

 
 

   

                                                        2.13a  

 

     fonksiyonları vardır.     noktasının  -komşuluğu ve sıfırı kapsayan   açık 

aralığı vardır öyle ki herhangi     için  -komşuluğunda yatan (2.8) denkleminin 

sabit olmayan periyodik çözümleri,   nun değeri için         sağlayan              

        ,       ailesinin üyeleridir.       periyodik çözümlerinin      

 

      
  

  

[
 
 
 

  ∑   
    

 
 

   
]
 
 
 

                                              2.13b   

 

periyodu      fonksiyonudur.     iken       periyodik çözümünün Floquet 

üstelinin ikisi   noktasına yaklaşır. Bunlardan biri          için sıfır ve diğeri ise     

  

      ∑   
    

 
 

   

                                                                 2.13c  

 

     fonksiyonudur.         ise       periyodik çözümü asimptotik kararlı fakat 

        ise kararsızdır. Eğer            ⁄   sıfırdan farklı ilk katsayı mevcut 

ise         ] vardır öyle ki  

 

   {    
 

  
  

      

  
 }                                                                              2.14  
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açık aralığı aşağıdaki özelliklere sahiptir.    deki herhangi bir   için bir tek          

          vardır (        ye karşılık .                  periyodik 

çözümlerinin ailesi        (      olarak parametrize edilebildiğinden .      

için,      periyodu ve      Floquet üsteli |    | nın   -fonksiyonlarıdır. Sıfırdan 

farklı ilk    
  katsayısı 

 

   
            

                                                                                               2.15a  

 

ile verilir ve  

 

   (    )        
                                                                               2.15b  

 

şeklindedir. Dolayısıyla periyodik çözümler ailesinin        üyesi,    
    ise 

asimptotik kararlıdır aksi halde kararsızdır.  

 

Teorem 2.4:  Teorem 2.2’deki hipotezlerin ve (2.13.a) ifadesinde verilen    
  

katsayısının mevcut olduğunu kabul edelim. O zaman     noktasının                   

 ̃-komşuluğu ve      sayısı vardır öyle ki her bir      için  ̃-komşuluğunda 

yatan (2.8) denkleminin sabit olmayan        periyodik çözümü vardır.      

periyodu |    | nın analitik fonksiyonudur.     ve      iken        periyodik 

çözümlerinin Floquet üstellerinden ikisi sıfıra yaklaşır. Biri      için sıfır diğeri ise 

reel değerli |    | da analitik      fonksiyonudur.    deki her bir   için 

 

   (    )        
  

 

şeklindedir.        periyodik çözümleri    
    ise asimptotik kararlı aksi halde 

kararsızdır. 
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Uyarı 2.1: Eğer     için Teorem 2.2, 2.3 ve 2.4’te bahsedilen       periyodik 

çözümleri,               için mevcut ise çatallanmanın yönü +1 0, -1) dir. 

Eğer    
  (ya da    

   katsayısı mevcut ise bunun işareti çatallanmanın yönünü verir. 

     ve      için mevcut olan periyodik çözümler süperkritik,     için ise 

mevcut olan periyodik çözümler subkritiktir.      olduğu durumda ise kesin bir 

şey söylemek zordur.  

 

Uyarı 2.2: Verilen ilk teorem orijinal teoremdir. Burada             ve       

açılımlarındaki   nun kuvetlerinin tek olabileceği unsuru göz ardı edilmiştir. Eğer 

      nun Hopf açılımı    
  ilk terimine sahip ise Teorem 2.2 sadece      ve      

değerlerinin |     | de olduğunu söylemektedir. Teorem 2.4,       nun sıfır olup 

olmamasına bağlı olmaksızın      ve      nün |    | de analitik olduğunu 

söylemektedir. Özel olarak     ise      ve     ,    de analitiktir. 

Teorem 2.2’deki   nun kuvvetlerinin tek olmasının bir diğer sonucu ise karşımıza 

aşağıdaki gibi çıkmaktadır: 

 

        
     

                                                                                     2.16  

     
  

  

      
     

                                                                     2.17  

        
     

                                                                                     2.18  

 

Burada          katsayılarından bazıları sıfırdan farklıdır. Yukarıdaki gibi bir 

durumla karşılaşınca    ̃    ̃  dönüşümü altında 

  

        ̃
   ̃  ̃

     ̃   

     
  

  

    ̃  ̃
   ̃  ̃

      ̃   

        ̃
   ̃  ̃

     ̃    
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  şeçimine bağlı olarak  ̃ ,  ̃ ,  ̃  kaybolur. Bu ise   ,   ,    katsayılarının 

varlıklarının şansa bırakılmış olduğunu gösterir. 

 

Uyarı 2.3: Bu teoremler periyodik çözümlerin varlığından bahseder. Onların nasıl 

bulunduğu ya da kararlılık yapılarının nasıl incelendiği hakkında bilgi vermez. 

Burada amacımız periyodik çözümlerin var olup olmamasından ziyade sistemin 

kararlılık yapısının incelenmesidir. Bir sonraki bölümde bir adi diferensiyel denklem 

için yukarıda vermiş olduğumuz Teorem 2.4’te geçen   ,   ,    katsayılarının elde 

edilişi açıklanmaya çalışılacaktır.   

 

2.2.1. Adi Diferensiyel Denklem için μ2, β2 ve 2ך Katsayılarının Hesaplanması 

 

Bu başlıkta Hopf çatallanma teoreminin otonom adi diferensiyel denklem 

sistemlerine nasıl uygulandığından kısaca bahsedilecektir.   çatallanma parametresi 

ve      olmak üzere 

 

 ̇                                                                                                                      2.19  

 

otonom adi diferensiyel denklem sistemi incelenecektir. Aşağıda bu sistem için Hopf 

çatallanmanın hangi koşullar altında ortaya çıktığını, çatallanmanın yönünü, 

periyodik çözümlerinin periyodunu ve bu çözümlerin kararlılık yapısını incelemek 

için izlenmesi gereken adımlara kısaca değinilecektir.   

1)      , (2.19) sisteminin ilgi alanımıza giren denge noktası olsun. Bu sistemin 

      denge noktasında Jakobian matrisi 

 

     {
   

   
                               } 
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ile ifade edilsin. Bu matrise karşılık gelen öz değerleri hesaplayalım. Burada 

dikkat edilmelidir ki çalışılan sistem  -boyutlu olduğundan bu sistemin en fazla 

  tane ayrık öz değere sahip olması beklenmektedir. Bu öz değerler 

 

                     

 

olacak şekilde sıralansın. 

2)             olacak şekilde    değeri bulunmalıdır ve sistem  

(a)    ve    kompleks eşlenik çift     değerini içeren bir açık aralıktaki   değeri 

için , 

(b)      
        , 

(c)              ve 

(d)                               

şartlarını sağlamalıdır.  

Bu takdirde (1) ve (2  koşulları altında       denge noktasında Hopf çatallanması 

görülür. 

Yukarıdaki ilk iki madde Hopf çatallanmasının görüldüğü bir sistemin taşıdığı 

özellikleri vermektedir. Bundan sonraki adımlar       ve    değerlerinin 

hesaplanmasında izlenilmesi gereken yolu vermektedir.  

3)                olmak üzere sistemin Jakobian matrisi 

 

      [
     
    
   

] 

 

şeklinde ise sistemin değişken değiştirme yapılmasına ihtiyacı yoktur. Dolayısı 

ile bu aşama atlanıp doğrudan Center Manifold Teoremi’nin uygulanmasına 

geçilebilir. Aksi takdirde   ,            öz değerine karşılık gelen öz vektör 
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ve            ise      de         öz değerleri için öz vektör uzayını geren 

reel     vektörün herhangi bir kümesi olmak üzere  

 

                                                                                                   2.20  

 

alalım ve    vektörünü sıfırdan farklı ilk bileşeni bir olacak şekilde 

normalleştirelim. 

4) Sistemin denge noktasında hesaplanan Jacobian matrisi istenilen yapıda değil ise 

(2.20) ile verilen   matrisi yardımı ile             değişken değiştirmesi 

yapılır ve sistem   değişkeni cinsinden  ̇       şeklinde yeniden yazılır. Elde 

ettiğimiz bu yeni sistemin Jacobian matrisi olan 

 

     

  
 [

     
    
   

] 

 

reel kanonik yapıdadır.  

5) Center Manifold Teoremi kullanılarak  -boyutlu sistem iki boyutlu sisteme 

indirgenir. Bu indirgeme işlemi sırasında verilen sistemin Poincaré Normal 

Formunun 

 

 ̇          ̅                                                                                                   2.21  

 

olduğu görülür. Hopf Çatallanma Teoremi’ni uygulayabilmek için     ,     

olmak üzere     katsayıları hesaplanmalıdır. Bunun için ise 

 

    
 

 
[
    

   
 
 

    

   
 
  (

    

   
 
 

    

   
 
)]                                                  2.22  
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[
    

   
 
 

    

   
 
  

    

      
  (

    

   
 
 

    

   
 
  

    

      
)]     2.23  

    
 

 
[
    

   
 
 

    

   
 
  

    

      
  (
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[
    

   
 
 

    

      
 
 

    

   
    

 
    

   
 

  (
    

   
 
 

    

      
   

    

   
    

 
    

   
 )]                    2.25  

 

formüllerinden yararlanılır.     olması halinde         alınır ve          

      değerlerinin bir sonraki adımda verilecek olan formüller yardımı ile 

hesaplanmasına geçilir.     ise yukarıdakilerin yanı sıra aşağıdaki katsayıların 

da hesaplanması gerekmektedir: 

 

   
    

 

 
[
    

   
  

    

   
 ]                                                                              

   
    

 

 
[
    

   
  

    

   
    

    

      
]                                                      

 

olsun.  ,             tipinde         öz değerlerini veren matris olmak 

üzere       -boyutlu          vektörleri için 

 

          

                  

 

lineer sistemleri çözülür. Bu çözümlerden elde edilen 
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[

    

      
 

    

      
  (

    

      
 

    

      
)]  

    
    

 

 
[

    

      
 

    

      
  (

    

      
 

    

      
)] 

 

değerleri yardımı ile     katsayısı   

 

        ∑(    
    

      
    

 )

   

   

 

 

şeklinde elde edilir. 

6)            
      ve            

      olmak üzere sırası ile Lyapunov 

katsayısı, periyodik çözümlerin yönü, periyodu ve kararlılığı 

 

      
 

  
[        |   |

  
 

 
|   |

 ]  
   

 
                                            2.26  

   
         

     
                                                                                                       2.27  

   
 (            

    )

  
                                                                              2.28  

                                                                                                                     2.29  

 

denklemleri yardımı ile bulunur. 

7)    
    

  
       

  olmak üzere çözümlerin periyodu        
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ve karakteristik üsteli 

 

     
     

        

 

ifadeleri ile verilir.        ,        ,  

         
     | |

           
     | |   ve 

 

    
    
  

   

   
[    

     
       

    
      ]        

 

olmak üzere            periyodik çözümlerdir. 

8) Son olarak da yapılan bu işlemler nümerik olarak incelenerek doğrulukları test 

edilir. Böylece teoride elde edilen sonuçlar ile sayısal metotların sonuçları 

karşılaştırılır ve doğrulanır.   

 

Uyarı 2.4: Bu formüller ile ilgili daha detaylı bilgiye Hassard’ın kitabından 

ulaşılabilir.    ,   ,    katsayılarından herhangi biri sıfır ise   ,   ,    hesaplanabilir. 

Eğer onlardan herhangi biri de sıfır ise çift indisli bir sonraki katsayılar benzer 

işlemler yapılarak bulunabilir ve böylece istenilen sonuçlar elde edilene kadar bu 

işlemlere devam edilebilir. Fakat hesaplamanın doğurduğu güçlük nedeni ile bu 

tavsiye edilmemektedir. Örneğin Van der Pol denklemi gibi basit sistemler için   , 

  ,    değerleri kolaylıkla hesaplanabilir. 

 

Uyarı 2.5: Yukarıdaki adımlar    değerine yakın   değerleri için hesaplanmalıdır. İlk 

adımlarda yapılan koordinat değişimi yapılmayabilir ancak ilerleyen adımlarda bu 

değişime ihtiyaç duyulacağı için sadece ertelenmiş olur. Bu erteleme ise daha sonraki 

adımları daha karmaşık bir hale getirecektir.  
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Uyarı 2.6: Yukarıda bahsedilen bu teknik, adi diferensiyel denklem sistemi elle 

hesaplamaya izin verecek kadar basit ise etkili bir tekniktir. Bu durum en iyi teknik 

nedir sorusunu akla getirmektedir. Ama bu sorunun cevabı tek değildir. Farklı 

problem sınıfları için farklı teknikler söz konusudur. 

Center Manifold-Poincaré Normal Form, Lyapunov-Schmidt, Lyapunov 

fonksiyonları- Integral Averaging, Harmonic Balancing, Describing functions, vb. 

gibi birçok teori söz konusudur. Bunların hepsi de aynı formülleri vermektedir.  

Bu bölümde ise yapılan inceleme, Center Monifold-Poincare Normal Form teorisi 

temel alınarak yapılmıştır. 

 

2.3. Gecikmeli Diferensiyel Denklemler İçin Hopf Çatallanma Analizi 

 

Biyolojik olayların birçok modeli etkileşimler arasında gecikme içerir. Hutchinson 

[49] tarafından ortaya atılan bir türün büyümesini modelleyen        

 

     

  
         [      ]                                                                         2.30  

 

Hutchinson-Wright denklemi buna bir örnek olarak verilebilir. Sabit zaman 

gecikmesi, yeniden üreme ya da tepkiye verilen cevap duraklamasına benzetilebilir. 

Örneğin, bir balık türü için bu, dünyaya geldiği andan itibaren yumurtlama ve üreme 

olgunluğuna erişme dönemine kadar geçen süredir [50]. Bu bölümde daha önce 

bahsedilen teori gecikmeli diferensiyel denklemlere taşınacaktır. Bunun için ele 

alınan modeli center manifold üzerinde kompleks değişkenli tek bir diferensiyel 

denkleme dönüştürmek için Center Manifold Teoremi kullanılacaktır. Ele alınan 

sistem sonsuz boyutlu fonksiyonel diferensiyel denklem olduğundan bu sistemi iki 

boyutlu duruma indirgemek biraz daha zordur. Dolayısıyla ilk önce problem iki 

boyuta taşınacak ve böylece daha önceki bölümde denge noktasından çatallanan 
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periyodik çözümlerin periyodu, kararlılığı ve çatallanmanın yönü için verilen 

formüller uygulanabilir hale getirilecektir. 

   [    ]  [    ] aralığında tanımlı, bileşenleri  -kez sürekli türevlere sahip         

 -boyutlu, reel, vektör değerli fonksiyonları göstersin.             [    ] 

için   [    ]                        olmak üzere  

 

     

  
                                                                                                 2.31  

               

otonom sistemi incelenecektir. Burada     [    ]     sürekli  sınırlı  lineer 

operatörlerin bir parametreli ailesi ve         [    ]     kuadratik terimden 

başlamak üzere lineer olmayan terimleri içeren ve                     

koşullarını sağlayan bir operatördür. Bu takdirde (2.30) lineer olmayan diferensiyel 

denklemi lineerleştirilerek  2.31  tipine dönüştürülebilir.  

Kolaylık olması açısından küçük | | değerleri için        ve    operatörlerinin   

çatallanma parametresine bağlı olarak analitik olduğu kabul edilecektir.  2.31) 

denkleminin    [    ]     ailesinin elemanları olan   çözümlerine karşılık gelen 

bir yörünge,         üzerinde değişirken        fonksiyonlarının ailesi tarafından 

çizilen kapalı bir eğridir.  

(2.31  denklemi için başlangıç değer probleminin çözümlerinin varlık ve tekliği ile 

ilgili teoriye Hale [51] ve Halanay’ın [52] yazmış oldukları kitaplardan ve 

Chafee’nin [41] makalesinden ulaşılabilir. Burada değinilecek olan teori  2.31) 

gecikmeli sistemi için center manifoldun varlığına dayanmaktadır, yani   ̇    ilave 

denklemi ile (2.30  denklemini içeren sistemdir. Chafee [41] , Claeysson [42] gibi 

kabul edilen bu koşullar altında   center manifoldunun mevcut olduğunu 

göstermiştir. 

Çatallanmanın varlığından söz edebilmek için gerçekleştirilmesi gereken ilk hedef 

(2.31) sistemini matematiksel açıdan uygun olacak şekilde tek bir değişkene bağlı 

olan  
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  ̇                                                                                                            2.32  

 

denklemine dönüştürmektir.  2.31) sisteminin   ̇       lineer kısmı Riesz Temsil 

Teoremi’ni kullanarak yeniden ifade edilir. Bu teorem gereğince                        

                         [    ]    bileşenleri [    ] üzerinde sınırlı 

değişimleri olan ve her    [    ] için 

 

    ∫         

 

  

 

 

özelliğine sahip   [    ]       fonksiyonu vardır. Örneğin,      Dirac delta 

fonksiyonunu göstermek üzere  

 

         (
 

 
  )       

 

ise   

 

      (
 

 
  )                                                                                       2.33  

                                   

şeklinde elde edilir.        fonksiyonunun seçimi, üzerinde çalışılan diferensiyel 

denkleme dayanmaktadır.    operatörünün 

  

     {     (      
   )   } 

 

 spektrumunda geleneksel Hopf çatallanma varsayımları aşağıdaki gibidir: 
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(i)       ve                  ile         olmak üzere lineer 

sistemin                 şeklinde tanımlanan      ve  ̅    basit 

kompleks eşlenik öz değerleri vardır. 

(ii)      kümesinin  i  koşulunda tanımlanan öz değerleri hariç diğer bütün 

elemanları negatif reel kısma sahiptir.   

(2.33) diferensiyel denkleminin yukarıda verilen hipotezleri sağlayıp sağlamadığı 

kısaca incelenecektir. Bu denklemin          biçiminde çözümünün olduğu 

varsayımı altında  

 

  (
 

 
  )                                                                                                  2.34  

 

(2.33) denklemin karakteristik denklemidir. Eğer     ve     ⁄  öz değerler ise 

(2.34  denkleminin diğer öz değerleri negatif reel kısma sahiptir [18].      
  

 
 

olarak seçilirse    
 

 
 ve   (  

  

 
)
  

olmak üzere          
  

 
   

olduğundan  2.33) ile verilen skalar gecikmeli diferensiyel denklem için  i) ile 

verdiğimiz hipotezler sağlanır. Dolayısıyla bu sistemde Hopf çatallanma 

görülmektedir. Bu model Hassard’ın [26] numaralı referansta belirtilen kitabında 

detaylıca incelenmiştir. 

Yukarıda bahsettiğimiz teori bir sistemde Hopf çatallanmasının hangi koşullar 

altında gerçekleşmesinin beklendiğini söylemektedir. Fakat çatallanmanın yönü, 

periyodik çözümlerin periyodu ve kararlılığı hakkında bilgi vermemektedir. Bu 

sayılan konular hakkında bilgi edinebilmek için ilave tanımlara ihtiyaç vardır. 

    [    ] için  

 

      

{
 
 

 
               

  

  
                                               

∫               

 

  

                  

                        2.35  
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ve  

 

   {
        

          
                                                                          2.36  

 

olarak tanımlanırsa (2.31) denklemi istenilen (2.32) denklemine dönüşür. Daha önce 

de bahsedildiği üzere     iken          değerleri, gecikmeli diferensiyel denklem 

için de hesaplanmalıdır. Bunun için ilk önce     atayarak      operatörünün      

öz değerine karşılık gelen      öz vektörü bulunmalı, yani ve benzer şekilde  ̅    öz 

değerine karşılık gelen öz vektörü hesaplanmalıdır.      nın transpozu olmak üzere 

     operatörünün adjoint (ek) operatörü  

 

          {
 

     

  
     

∫              
 

  
   

                                            2.37     

 

ile tanımlanır. Kolaylık olması için       yerine  ,       yerine    ve        için 

ise      gösterimi kullanılacaktır.  

 

                 

 

olduğundan    adjoint operatörünün  ̅    öz değerine karşılık gelen    öz vektörü 

 

          
  

 

 ile hesaplanır.   
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Bilindiği gibi  -boyutlu sistemleri incelemek daha zordur. Bu tür sistemleri 

inceleyebilmek için boyut indirgeme yöntemleri kullanılır. Burada daha önce de 

bahsedildiği gibi Center Manifold Teoremi kullanılacaktır. 

Sıfır denge noktası civarında    center manifoldunu tanımlamak için ilk önce 

manifoldun koordinatlarının belirlenmesine ihtiyaç vardır. Bunun için ise özel bir iç 

çarpıma gereksinim duyulmaktadır.    [   ] ve    [    ] için bu iç çarpım 

 

〈   〉   ̅         ∫ ∫  ̅                 

 

   

 

    

                             

 

şeklinde tanımlansın. Doğal olarak   ve    adjoint operatörler olduğundan   

(                 için 〈     〉  〈      〉 sağlanır. Yukarıda elde edilen   

ve    öz vektörleri bu iç çarpım altında normalleştirilir, yani bu öz vektörler 

〈    〉    ve  〈    ̅〉    koşullarını sağlamalıdır. Her bir        için center 

manifoldun koordinatlarını veren       ikilisinin oluşturulması gerekmektedir. 

Burada  

 

  〈    〉                                                                                                                2.39  

ve 

 

         ̅̅ ̅                                                                       2.40  

 

eşitlikleri ile verilir.     değerinde (2.32) denkleminin    çözümleri için (2.39)    

 

  〈     〉 
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ve (2.40) 

 

          ̅̅ ̅                      

 

olarak tanımlanır.    manifoldu üzerinde  

 

     ̅          
  

 
         ̅        

 ̅ 

 
       

  

 
         2.41  

 

olmak üzere                ̅       dır.   ve  ̅ sırasıyla   ve   ̅̅̅ vektörleri 

yönündeki    monifoldunun yerel koordinatlarıdır. Buradan 〈    〉    olduğu 

kolayca görülebilir.  2.32) denkleminin       çözümleri için 

 

 ̇  〈     ̇〉  〈          〉 

 

ya da     olduğundan 

 

 ̇              ̅̅̅    (     ̅   )                 

        ̅̅̅         ̅                                                                              2.42  

         

elde edilir. Bu, kısaca 

 

 ̇               ̅                                                                                           2.43   
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şeklinde yazılabilir.  2.42  ve  2.43) denklemlerinde dikkat edilmelidir ki  , bileşeni 

  değişkeninin bir fonksiyonu olarak alınan bir operatör iken   fonksiyonunun   

değişkenine olan bağlılığı kaldırılmıştır. 

Bir sonraki hedef   fonksiyonunu   ve  ̅ değişkenlerinin kuvvetleri cinsinden açmak 

ve 2.1.1. bölümünde kullanılan algoritma ile      ve    değerlerini, bu açılımdan 

faydalanarak hesaplamak olacaktır. Bu değerleri hesaplamak için   fonksiyonunun 

    katsayılarının bulunmasına ihtiyaç vardır.  2.42) eşitliğinden 

 

     ̅    ̅̅̅         ̅                                                                                         2.44  

 

olduğu ve ayrıca     katsayılarının     katsayılarına bağlı olduğu bilinmektedir. 

Öyleyse        katsayılarının hesaplanması gerekmektedir. İlk olarak        

katsayılarını verecek denklem oluşturulur. (2.40) denkleminde   değişkenine göre 

türev alırsak: 

 

 ̇      ̇   ̅̇ ̅ 

 

ve bu denklemde (2.43) ile (2.32  ifadelerini kullanırsak 

 

 ̇  {
           ̅̅̅                             

         ̅̅̅                                  
                               2.45  

 

elde edilir. Bu ifade ise 

     

     ̅          
  

 
         ̅        

 ̅ 

 
       

  

 
          2.46  
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olmak üzere 

 

 ̇          ̅                                                                                                2.47   

                

şeklinde yeniden yazılabilir. Diğer yandan orijin civarında    manifoldu üzerinde 

 

 ̇     ̇    ̅ ̅̇ 

 

elde edilir. (2.41) ve (2.43) ifadelerinden faydalanarak    ve  ̇ ifadeleri yerine 

yazılırsa  ̇ için yeni bir eşitlik elde edilmiş olur. Bu elde edilen ifade ile (2.18) 

denkleminin sağ tarafı eşitlenirse 

 

                      

               

                                                                                                                                            2.48  

                                  

eşitlikleri bulunur. (2.48  eşitliklerinin ilk üçü,    ,     ve      ̅   katsayılarını 

elde etmek için çözülür. İhtiyaç halinde kullanılan eşitlikler çoğaltılabilir.       ve 

   değerlerini bulmak için gerekli olan     katsayılarının hesaplanması yeterlidir. 

Eğer     için         ve     değerlerinin hesaplanması gerekiyorsa o zaman 

    olarak alınmamalıdır. 

    katsayıları hesaplandıktan sonra  2.17) diferensiyel denklemi  

 

 ̇          

  

 
      ̅     

 ̅ 

 
    

   ̅
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şeklinde yazılabilir. Burada       için     katsayıları 

 

  ̅̅̅    (       ̅ ̅          
  

 
         ̅        

 ̅ 

 
  ) 

 

ifadesinin açılımından gelmektedir. Poincaré Normal Form’unda geçen ve 

çatallanmanın yönünü belirlemede yardımcı olan       katsayısı     katsayılarından 

oluşan  2.26  formülü ile verilir. 2.2.1 bölümündeki  2.27 -(2.29) formülleri ile   , 

   ve    katsayıları elde edilir.  

Daha önce verilen örnekte               katsayıları   de,   ile   ise    de ve 

               olmak üzere 

 

                    ̅̅ ̅̅ ̅̅          

                    ̅̅ ̅̅ ̅̅    

 

şeklinde bulunur. Böylece çatallanan periyodik çözümler  

         
  

  
[     

   ] için 

 

 (      )       [         ]      [         ]        

 

ile verilir. Bu çözümler center manifold üzerinde asimptotik kararlıdır. Bu model için 

daha detaylı bilgi [37] numaralı referanstan elde edilebilir. 
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BÖLÜM 3 

 

3.                (      ) DENKLEMİNİN HOPF ÇATALLANMA 

ANALİZİ 

 

3.1. Kararlılık ve Hopf Çatallanma Analizi 

 

Yaptığımız bu çalışmanın amacı       sabitler olmak üzere  

 

     

  
       (      )                                                                                   1  

 

biçimindeki birinci mertebeden bir gecikmeli diferensiyel denklem için   gecikme 

parametresini çatallanma parametresi alarak Hopf Çatallanma analizi yapmaktır. 

Örneğin burada      bir popülasyonun yoğunluğunu gösterebilir. Burada   

fonksiyonunun gerektiği kadar türevinin alınabildiği kabul edilmiştir. İlk olarak 

verilen (3.1  denkleminin denge noktalarını bulalım: 

 

     

  
         (      ) 

 

ise      aşikar denge noktasıdır. Ayrıca kabul edelim ki         olacak şekilde 

bir    denge noktası olsun.     iken      denge noktası         ise kararsız; 

        ise kararlı denge noktasıdır.    denge noktası için ise aşağıdaki iki durum 

söz konusudur: 

(i)      olsun. Bu takdirde          ise    denge noktası kararsız; 

         ise kararlıdır. 
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(ii)      olsun. Bu takdirde          ise    denge noktası kararlı; 

         ise kararsızdır. 

Biyolojik sistemlerde      genellikle popülasyonu belirtiğinden bu çalışmada 

     denge noktası göz önüne alınacak ve Hopf çatallanma analizi yapılacaktır. 

Bunun için ilk önce  3.1  eşitliğinin sağ tarafındaki 

 

 (           )        (      ) 

 

fonksiyonunun      denge noktası, sıfır noktasına kaydırılıp bu nokta civarında 

lineerleştirilir.   

     ve                    değişken değiştirmesi yapılırsa: 

 

     

  
 

     

  
 
  

  
 

     

  
 
 

 
                                                                           2  

 

                (      )                                          3  

 

elde edilir. (3.1) denkleminde (3.2) ve (3.3  eşitlikleri yerine yazılırsa; 

  

     

  
   [       ]                                                                     3.4  

 

denklemi elde edilir. (3.4) denkleminde kolaylık olması için     alınarak  

          

     

  
   [       ]              (           )                  3.5  
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denklemi elde edilir. Böylece    denge noktası yukarıdaki dönüşüm ile      

noktasına kaymış oldu. Şimdi      civarında,  (           ) fonksiyonunu 

lineerleştirirsek;   

 

 (           )         

 
       

     
 [      ]  

       

       
[        ]  

 
 

 
(
        

 (    )
  [      ] 

  
        

            
 [        ][    

  ]  
        

 (      )
 
[        ] )

        

 

 [              ]|        

 [                   

      
            ]|         

 
 

 
    [               ]|             

 [                    

      
             ]|   [      ]          

 

                     
            

                    
 

 
      

      [      ] 
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olarak elde edilir. Burada y.m.t. kısaltması mertebesi ikiden büyük olan terimleri 

göstermektedir. Böylece  3.1) ile verilen diferensiyel denklem 

 

 (           )                     

 
 

 
      

      [      ]                             3.6   

 

olmak üzere (3.5) denklemi  

 

     

  
      

             (           )                                       3.7  

 

şeklinde yazılabilir. Bir önceki bölümde söz edildiği gibi     [    ]     de  

 

 ̇                 

 

tipinde bir denklem elde edilir. Hopf çatallanma için (3.7) denkleminin lineer 

kısmının öz değerlerinin bulunmasına ihtiyaç vardır. Öz değerleri hesaplamak için   

 

     

  
      

                                                                                         3.8  

 

lineer denkleminin          çözümüne sahip olduğundan yola çıkılarak 

karakteristik denklemi hesaplanır. Bu takdirde       
      olmak üzere (3.8) 

denkleminin karakteristik denklemi: 
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                                                                                                                  3.9  

 

dır. (3.7  denkleminde Hopf çatallanmasının görülebilmesi için  3.9) denkleminin 

sırf sanal kompleks eşlenik kökünün olması gerekmektedir. Bunu göstermek için 

kabul edelim ki     olmak üzere     , (3.9  denkleminin bir kökü olsun. Bu 

durumda 

 

            (               ) 

 

eşitliğinin reel ve sanal kısımları: 

 

                                                                                                                     

                                                                                                              

 

        eşitliğinden 

 

                  
 

 
                    

 

elde edilir. Burada     olması zorunluluğuna dikkat edilmelidir. Dolayısıyla 

 

         
 

 
                                                                                        

 

şeklindedir. (3.11) ifadesi ile verilen    değeri  3.10b  denkleminde yerine yazılırsa; 
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elde edilir. Bu takdirde   değerine bağlı olarak iki durum söz konusudur: 

1. Durum:   in çift olması halinde  3.10b  denklemi 

 

      
 

 
       

 

ile verilen ifadeye dönüşür. Bu eşitlikten    parametresi  

 

          
 

  
                                                                                                  

 

olarak elde edilir. Başlangıç kabulü gereğince      olması gerektiğinden          

      
        olmak zorundadır.   ve     değerleri pozitif olarak kabul 

edildiğinden          olmalıdır.  

2. Durum:   in tek olması halinde  3.10b  denklemi 

 

      
 

 
       

ile verilen ifadeye dönüşür. Bu eşitlikten    parametresi 
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olarak elde edilir. Başlangıç kabulü gereğince      olması gerektiğinden          

      
        olmak zorundadır.   ve     değerleri pozitif olarak kabul 

edildiğinden          olmalıdır. 

Bu çalışmada özel olarak     seçilmiştir. Bu seçimden ötürü    
 

 
 ve     

 

  
 

olarak alınmıştır.  3.1  denkleminde Hopf çatallanmanın görülebilmesi için gerekli 

olan şartlardan bir tanesi          olarak bulunmuş olur. Bu durumda  3.9  

karakteristik denklemi sırf sanal köke sahiptir.  

Hatırlanacağı gibi denklemin geriye kalan öz değerlerinin reel kısmının negatif 

olması gerekmekteydi. Bu koşulu gösterebilmek için kabul edelim ki  3.9  

denkleminin     olacak şekilde        tipinde bir kökü olsun. Bu durumda 

(3.9) denkleminde        alınırsa  

  

                

 

eşitliği sağlanır. Daha önce de yapılmış olduğu gibi bu denklem de reel ve sanal 

kısmına ayrılırsa; 

 

                                                                                                          

                                                                                                          

 

elde edilir.  

(i)     ise         ifadesinden   
 

 
 ve         ifadesinden   

 

 
 elde 

edilir. 

(ii)      ise         ifadesinden    
 

 
   ve         ifadesinden    

 

 
 

elde edilir. 

Sonuç olarak     olacak şekilde  3.8) denkleminin bir öz değeri yoktur. 
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Hopf çatallanması için gerekli olan koşullardan bir diğeri ise 

 

                                                                                                                         

 

olmasıdır.  3.1  denklemi için bu koşulun sağlanıp sağlanmadığı  3.9  eşitliğinin her 

iki yanının   parametresine göre türevi alınarak kontrol edilir. Bu türev alma 

işleminin sonucu aşağıdaki gibidir:  

 

  

  
 

    

       
                                                                                                   3.17  

 

(Burada, bu türevin tanımlı olabilmesi için           ifadesini gerekliliğine 

dikkat edilmelidir.) 

(3.17) denkleminde       
  

 
  ve     

  

  
 değerleri yerine yazılırsa 

 

  

  
|
    
    

 
   

  
 

  
  
     

  
 

 
   

  
  
 

 

 
    

    
 
    

    
 

        

    
                                                3.18  

 

ve       
               olduğu hatırlanırsa 

  

   (
  

  
)  
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elde edilir. Dolayısıyla             olduğundan karşıtlık koşulu (transversality 

condition) sağlanır. Sonuç olarak (3.1) sisteminde,      denge noktası için 

         olduğunda      değerinde Hopf çatallanması görülür. 

     

3.2. Hopf Çatallanmanın Yönü ve Kararlılık Analizi 

 

Bu kısımda Bölüm 2’de bahsettiğimiz teoriyi kullanarak, (3.1) denkleminin Hopf 

çatallanmasının yönü, periyodik çözümlerin periyodu ve kararlılığı incelenecektir. 

Bu incelemeyi yaparken çatallanmanın      için    denge noktasında gerçekleştiği 

kabul edilmiştir.  

(3.6) lineer denkleminde        değişken değiştirmesi yapılarak çatallanma 

değeri     değerine kaydırılmış olur. Bu takdirde (3.8) denklemi 

 

  

  
                                                                                                   3.20  

 

denklemine dönüşür.     [    ]    için       ,          ve     

olmak üzere 

 

                   

                              
 

 
          

      [     ]  

 

ile verilir. Riesz Temsil Teoremi’nden   [    ] ve     için 

 

    ∫            
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ifadesi sağlanacak şekilde sınırlı değişime sahip 

 

                   
            

 

fonksiyonu vardır. Burada  , Dirac delta fonksiyonudur. Hopf çatallanmasının 

yönünü, periyodik çözümlerin periyodunu ve kararlılık yapısını belirleyebilmek için 

yukarıdakilere ek olarak bazı tanımlara ihtiyaç duyulmaktadır.     [    ]    için 

(    özel durumunu incelenmektedir.) 

 

      

{
 
 

 
 

  

  
       

∫           

 

  

    

 {

  

  
       

            
                                                3.21  

 

ve 

 

      {
        

             
 

 {
        

    
               

 

 
      

      [     ]     
        

 

operatörleri tanımlanırsa (3.7) denklemi (2.32) denklemine denk olur.                      

    [    ]     için             olmak üzere   operatörünün adjoint 

operatörü: 
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{
 
 

 
  

  

  
      

∫           

 

  

    

                                                          3.23  

 

 ile verilir. 

 

 Teorem 3.1:   ve    operatörleri (2.38) bilineer iç çarpımı altında adjoint 

operatörlerdir. 

İspat:    [    ]    ve     [    ]     için 〈          〉  〈           〉 

olduğunu göstermeliyiz. 

〈          〉    ̅         ∫∫  ̅                 

 

 

 

  

 

  ̅   ∫         

 

  

 ∫∫  ̅           ̇     

 

 

 

  

 

  ̅   ∫         

 

  

 

 ∫         { ̅         |
 

 
 ∫  ̇̅           

 

 

}  

 

  

 

  ̅   ∫         

 

  

 ∫           ̅         ̅           

 

  

 ∫∫          ̇̅             
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  ̅   ∫         

 

  

  ̅   ∫         

 

  

 ∫  ̅           

 

  

 ∫∫   ̅              

 

 

 

  

 

 ∫  ̅           

 

  

 ∫∫   ̅              

 

 

 

  

 

 

    ̅        ∫∫   ̅              

 

 

 

  

 

 〈           〉 

 

elde edilir. Dolayısıyla istenilen sonuç gösterilmiş olur. 

 

  ve    operatörlerine karşılık gelen       ve  ̅       öz değerlerinin      ve 

      öz vektörleri hesaplanmalıdır. 

(i)            öz değerine karşılık gelen öz vektör olsun. Bu takdirde 
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olarak bulunur. Yukarıdaki ifadede    bir sabittir.     durumunda ise yukarıdaki 

eşitliğin sağlandığı görülür. Sonuç olarak    sabitinin seçiminden bağımsız olarak 

         
  

 
 

 dir. 

(ii)        ̅       öz değerine karşılık gelen öz vektör olsun. Bu takdirde 

 

             
               

  

 
      

  
   

  
  

  

 
      

           
  
 

                    

 

olarak bulunur. Yukarıdaki ifadede    bir sabittir.     durumunda ise yukarıdaki 

eşitliğin sağlandığı görülür. Sonuç olarak    sabitinin seçiminden bağımsız olarak 

          
  

 
 
 dir. 

Yukarıda    ve    sabitlerinin sonsuz çokluk da değer alabileceği gösterilmiştir. Bir 

önceki bölümde   ve    öz vektörleri arasında 〈    〉    ve 〈    ̅〉    bağıntısının 

olması gerektiği bahsedilmişti. Öyleyse 〈    〉    olacak şekilde    ve    sabitleri 

arasında bir ilişkinin kurulması gerekmektedir. 

〈          〉    ̅̅̅        ∫∫  ̅̅̅                

 

 

 

  

 

     ̅      ̅ ∫∫ 
   
 

     

 

 

 

  

      
  
 

    

(     ve      olarak alınmıştır.) 

〈          〉   ̅ [  ∫∫ 
  
 

 

 

 

 

  

       ] 

  ̅ [   
   
        ] 
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  ̅[      ] 

〈          〉      ̅[      ]    

  ̅  
 

  
  
    

 
 

    
 

  ̅  
     

    
 

   
     

    
                                                                                                    3.24  

 

olarak bulunur. Böylece       
  

 
 

 ve         
  

 
 
 olarak elde edilir. Ayrıca 

〈    ̅〉    koşulunun sağlandığı da kolayca görülebilir.  

Bölüm 2.3’te bahsedilen teori kullanılarak,     için    center manifoldunun 

koordinatlarının hesaplanmasına ihtiyaç vardır. Bu koordinatlar yardımı ile  3.1  

denklemi 

 

 ̇            ̅                                                                                                 2.43  

 

ve  

 

 ̇          ̅                                                                                                2.47  

 

şeklinde iki boyuta indirgenmiş olur.   ve  ̅ değişkenleri   ve   ̅̅̅ vektörleri 

yönündeki    monifoldunun yerel koordinatları olmak üzere,     iken       

çözümleri için 
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 ̇  〈     ̇〉  〈          〉 

 〈      〉  〈      〉 

 〈       〉    ̅̅̅          ∫∫  ̅̅̅                  

 

 

 

  

 

 
  

 
〈     〉    ̅̅̅          

 
  

 
       ̅̅̅            ̅     

 

bulunur. 

Bölüm 2.3.’ten Hopf çatallanmanın normal formu 

 

 ̇               ̅  

 

olduğu bilinmektedir. Bu durumda 

 

     ̅    ̅̅̅            ̅                                                                               3.25  

 

eşitliği geçerlidir. (3.25) ifadesinin hesaplanabilmesi için 

 

 (           )                           

 
 

 
          

      [      ]                    3.26  

 

fonksiyonu   ve  ̅ değişkenleri cinsinden yazılmalıdır.  2.40) denkleminden 
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ve             ve               göstermek üzere  

 

           (  
  
 

   ̅ 
   
 

 ) 

         ̅ 

             (  
   
   ̅ 

  
 ) 

             ̅  

 

ifadeleri (3.26  denkleminde yerine yazılırsa    

 

  (      ̅   )      
              ̅ (             ̅ )

 
 

 
      

      [             ̅ ]  

 

fonksiyonu elde edilir. 

  

            ̅   

       
  

 
         ̅        

 ̅ 

 
       

  

 
   

(

 
           

  

 
         ̅        

 ̅ 

 
       

  

 
  

             
  

 
          ̅         

 ̅ 

 
        

  

 
  

)

  

 



63 

 

olduğundan 

 

  (      ̅   )      
     (   ̅        

  

 
         ̅        

 ̅ 

 
  ) 

(       ̅         
  

 
          ̅         

 ̅ 

 
  ) 

 
 

 
      

      [       ̅         
  

 
          ̅

        
 ̅ 

 
  ]

 

 

  (      ̅   )      
 
    [        ̅         

  

 
           ̅] 

     
     [       

  ̅ 

 
      ̅    ̅         

   ̅

 
] 

     
     [         ̅         

 ̅ 

 
          

  

 
] 

     
     [       

   ̅

 
              

  

 
  ] 

     
      [         

  ̅           ̅
 ] 

     
     [             

   ̅

 
  ] 

 
 

 
          [       ̅           

  

 
             ̅

  ] 

 
 

 
          [  ̅           

   ̅

 
            ̅   ] 
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          [[       ] 

  

 
                

   ̅

 

  ] 

 
 

 
          [       ]    ̅ ] 

 

elde edilir.  Fonksiyonu yeniden düzenlersek: 

 

  (      ̅   )  
  

 
[       

            
      ]    ̅      

       

 
 ̅ 

 
[      

            
      ] 

 
   ̅

 
[     

                   
             ] 

 
   ̅

 
[     

                    
            ] 

 
   ̅

 
[         

             ] 

 
   ̅

 
       

                     

 

halini alır. Bu takdirde  

 

        ̅       ̅̅̅     (      ̅   )   ̅  (      ̅   ) 

  ̅ {
  

 
[       

            
      ]} 

  ̅ {  ̅      
       

 ̅ 

 
[      

            
      ]} 
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  ̅
   ̅

 
      

                   
               

  ̅
   ̅

 
      

                    
              

  ̅
   ̅

 
         

             

        
                      

 

dir.  

 

     ̅     

  

 
      ̅     

 ̅ 

 
    

   ̅

 
   

   ̅̅̅     (      ̅   ) 

 

eşitliğinden faydalanarak     katsayıları hesaplanır. Bunlar: 

 

     ̅[       
            

      ]                                                     3.27a  

     ̅[      
      ]                                                                                     3.27b  

     ̅[      
            

      ]                                                        3.27c  

     ̅[     
                 

                  
           

       
                    

             

        
             ]                                                              3.27d  

 

    katsayısının hesaplanabilmesi için                       ve         

değerlerinin bilinmesine ihtiyaç vardır. (2.40) denkleminden 
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 ̇       ̇          ̇         

               ([          ̅̅̅     (      ̅   )]    ) 

  [                    ]         (           )

    (  ̅̅̅     (      ̅   )    ) 

            (         )         (           )

    (  ̅̅̅     (      ̅   )    ) 

            (           )         (           )

    (  ̅̅̅     (      ̅   )    ) 

                (  ̅̅̅     (      ̅   )    ) 

 ̇  {
         ̅̅̅                 

         ̅̅̅             (      ̅   )    
     3.28  

 

olarak bulunur. 

 

     ̅          
  

 
         ̅        

 ̅ 

 
       

  

 
               

 

olmak üzere 

 

 ̇          ̅                                                                                                2.47  

 

ile tanımlanırsa 

 

    ̇        ̅                                                                                            3.29  
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şeklinde yazılabilir. (3.28) ile verilen ifadeden ise   [    ] için 

 

     ̅           ̅̅̅         ̅                                                            3.30  

 

olduğunu biliyoruz.  

 

     ̅     [  ̅̅̅         ̅        ̅̅̅         ̅     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ] 

  [  ̅̅̅         ̅                 ̅  ̅   ] 

  [     ̅       ̅    ̅  ̅   ] 

  [    (   

  

 
      ̅     

 ̅ 

 
  )

  ̅   ( ̅  

 ̅ 

 
  ̅    ̅   ̅  

  

 
  )] 

  [          ̅    ̅   
  

 
           ̅    ̅     ̅

           ̅    ̅   
 ̅ 

 
       ] 

 

                ̅    ̅                                                                       3.31   

               ̅    ̅                                                                            3.31   

               ̅    ̅                                                                            3.31c  

 

şeklinde elde edilir. 

 

     ̅          
  

 
         ̅        

 ̅ 

 
       

  

 
            2.41                      
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olduğundan       fonksiyonunun (2.37) tanımı kullanılarak  ̇      türevi 

 

 ̇     ̇    ̅ ̅̇                                                                                                      3.32  

 

şeklindedir.  2.41) ifadesi   ve  ̅ göre türevlenirse 

 

 ̇                 ̅     
  

 
    

 ̇ ̅                 ̅    

 

 ifadeleri elde edilir. (3.32  denkleminde bu değerler yerine yazılırsa; 

 

 ̇          ̇          ̇ ̅    ̅̇         ̅ ̅̇    

        (         ̅ )

       [ ̅(         ̅ )   (    ̅   ̅    ̅ )]

        ̅(    ̅   ̅    ̅ )    

 
  

 
             

 

olarak bulunur.     ve     katsayıları arasında bir ilişki kurabilmek için  3.29) 

eşitliğinin sol tarafını hesaplayalım:  

 

                 
  

 
             ̅

          
 ̅ 
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          ̇                 
  

 
            ̅    

 

(3.29) ifadesinden dolayı ise 

 

                                                                                             3.33   

                                                                                                         3.33   

  

 

şeklinde katsayıları eşitleyebiliriz. (3.33a) ve (3.33b  eşitlikleri yardımı ile        

katsayıları hesaplanabilir.  

(i)        Katsayısının Hesaplanması: (3.33a  eşitliğinden 

 

                         ̅    ̅    

  ̇                     ̅    ̅    

 (    
     )

 
       (    

     ̅   
   ) 

     
      ∫(    

      ̅   
     )   

 [
  

  
    

     
  

   
 ̅   

     ]     

        [
 

 
    

    
 

  
 ̅   

    ]     
     

 

olarak bulunur. Burada    bir sabittir.    sabitinin hesaplamak için 

 

                                                                                                3.34  
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eşitliğinden faydalanılacaktır. 

 

         [[
 

 
        

 

  
 ̅   ̅   ]     

    ] 

 
 

 
         

 

  
 ̅    ̅      ∫          

 

  

 

 
 

 
          

 

  
 ̅        ̅      ∫          

 

  

 

 

olarak bulunur. 

 

                    
 

 
 ̅   ̅          

 

ve 

 

                  ̅    ̅          
            

        

 

Yukarıdaki ifadeler  3.34  eşitliğinde yerine yazılırsa; 

 

     
 

 
 ̅     ∫          

 

  

 [          
 

 
 ̅   ̅         ]
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      ̅     ∫          

 

  

      

       ̅          
            

       

 

   [ ∫          

 

  

    ]        
            

       

 

    
      

            
      

                
 

 

elde edilmiş olur. Dolayısıyla 

 

       [
 

 
    

    
 

  
 ̅   

    ]

       
      

            
      

                
                               3.35  

  

(ii)        Katsayısının Hesaplanması: (3.33b  eşitliğinden 

 

                  ̅    ̅    

 ̇             ̅    ̅    

     
     ̅   

     

        
 

  
    

    
  

  
 ̅   

        

 
  

 
    

    
 

 
 ̅   

                                         

 



72 

 

olarak elde edilir. Burada    bir sabittir.    sabitinin hesaplanması için 

 

                                                                                                            3.36  

 

ifadesi kullanılacaktır. 

        ∫           

 

  

 

 
  

 
         

 

 
 ̅    ̅    ∫       

 

  

 

 

ve 

 

               ̅    ̅          
        

 

Yukarıdaki ifadeleri  3.36  eşitliğinde yerine yazılırsa; 

 

  

 
   (      )  

 

 
 ̅  (    ̅   )  ∫       

 

  

       ̅          
       

 

      ̅   ∫       

 

  

       ̅          
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elde edilir. Dolayısıyla  

 

       
  

 
    

    
 

 
 ̅   

     
       

      
                                             3.37  

 

 

     
 

 
  olmak üzere  3.35  ve  3.37) ifadelerinden  

 

       [
  

 
    

  

  
 ̅  ]  

      
            

      

                
  

 

        [
 

 
    

 

  
 ̅  ]  

      
            

      

               
  

 

       
   

 
    

  

 
 ̅   

       

      
  

 

        
  

 
    

 

 
 ̅   

       

      
  

 

Yukarıdaki eşitliklerde ve     katsayılarında    
  

  
 değerini yerine yazılarak 

yeniden hesaplanırsa: 
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     ̅[       
            

      ] 

  ̅ [ 
 

  
 

 

       
       ]  

 

     ̅[      
      ] 

  ̅ [ 
 

       
       ]  

 

     ̅ [   
  

     
     

        
  

     
     

   
      ] 

  ̅ [ 
  

  
 

 

       
       ] 

 

ve 

 

       
  

 
 ̅ [ 

 

  
 

 

       
       ]  

  

  
 [ 

 

  
 

 

       
       ] 

 
      

            
      

                
 

 

         
  ̅

  
 

  ̅       

      
 

  

   
 

         

       
 

 

   
 

  

   
  

 
         

       
 

       

       
  

 

        
 

 
 ̅ [ 

 

  
 

 

       
       ]  

 

  
 [ 

 

  
 

 

       
       ] 
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   ̅

  
 

 ̅       

      
 

   

   
 

        

       
 

 

   
 

  

   
 

 
         

       
 

       

       
  

 

       
   

 
    

  

 
 ̅   

        

      
 

 
  ̅       

      
 

         

      
 

       

      
  

 

        
  

 
 ̅[      

      ]  
 

 
 [      

      ] 

 
       

      
 

        
 ̅       

      
 

        

      
 

       

      
  

 

olarak bulunur. 

Elde edilen bu değerler kullanılarak     katsayısı 

 

     ̅[     
                 

                  
           

       
                    

             

        
             ] 
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      ̅ 
  

          
      (

 ̅       

      
 

        

      
 

       

      
) 

  ̅ 
  

          
      (

   ̅

  
 

 ̅       

      
 

   

   
 

        

       

 
 

   
 

  

   
 

         

       
 

       

       
) 

  ̅  
  

          
      ( 

  ̅

  
 

  ̅       

      
 

  

   
 

         

       
 

 

   

 
  

   
 

         

       
 

       

       
) 

   ̅  
  

          
   

      (
  ̅       

      
 

         

      
 

       

      
) 

   ̅  
  

          
   

      (
 ̅       

      
 

        

      
 

       

      
) 

  ̅  
  

          
   

      (
   ̅

  
 

 ̅       

      
 

   

   
 

        

       
 

 

   

 
  

   
 

         

       
 

       

       
) 

 

      
  ̅ 

  

       

      
 

   ̅       

          
 

     ̅

   
  

  ̅

   
  

    ̅

   
 

 
    ̅       

          
 

     ̅

 
[
       

      
]

 

 
     ̅

  
[
       

      
]

 

 
  ̅

 
[
       

      
]

 

 

 

olarak bulunur. 
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Yukarıdaki bilgiler ışığında       Lyapunov katsayısı hesaplanırsa; 

 

      
 

  
(        |   |

  
 

 
|   |

 )  
   

 
 

 
  

 
( ̅ [ 

 

  
 

 

       
       ]) ( ̅ [

  

       
       ]) 

 
  

 
( ̅ [

  

       
       ]) ( [

  

       
       ]) 

 
  

  
( ̅ [ 

  

  
 

 

       
       ]) ( [ 

 

  
 

 

       
       ]) 

 
 

 
( 

  ̅ 

  

       

      
 

   ̅       

          
 

     ̅

   
  

  ̅

   
  

    ̅

   
 

 
    ̅       

          
 

     ̅

 
[
       

      
]

 

 
     ̅

  
[
       

      
]

 

 
  ̅

 
[
       

      
]

 

) 

 

      
  ̅        

         
 

   ̅ 

 
[
       

      
]

 

 
     ̅

  
 [
       

      
]

 

 
   ̅

   
 

 
   ̅       

          
 

   ̅

    
  

    ̅

    
  

    ̅       

          

 
     ̅

  
[
       

      
]

 

 
  ̅

  
[
       

      
]

 

 

 

dır.       katsayısının reel ve sanal kısmının ayırabilmesi için   katsayısının 

değerlerini hesaplamalıyız. 

 

  
     

    
    ̅  
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 ̅  (
     

    
)
 

 
           

       
  

  ̅  
     

    
 
     

    
 

      

       
 

 

    
  

 

Bu değerler       Lyapunov katsayısında yerine yazılırsa 

 

      
        

         
[
           

       
]  

  

 
[
       

      
]

 

[
           

       
]

 
   

  
 [
       

      
]

 

[
 

    
]  

  

   
 [

 

    
]

 
         

          
[
     

    
]  

 

    
 [

     

    
]

 
   

    
 [

     

    
]  

          

          
[
     

    
]

 
    

  
[
       

      
]

 

[
     

    
]

 
 

  
[
       

      
]

 

[
     

    
]                                                        3.38  

 

olarak elde edilir.    için       değerinin reel kısmına ihtiyaç vardır. (3.38) 

ifadesinin reel ve sanal kısımları ayırılırsa reel kısmı: 

 

          
         

               
 

          

               
 

 
   

       
[
       

      
]
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[
       

      
]

 

 
  

       
[
       

      
]

 

 

 

elde edilir. Bu ifade yeniden düzenlenirse 

 

          
       (                            )

                
 

 [
       

      
]

 
                           

         
 

 
      

   
       

 

 

olur.  

 

                

                

               

 

olmak üzere  

 

          
   

      

                
 

  

         
[
       

      
]

 

 

 
       

   
       

 

 
    

      
           [ 

      ]
 

    [      ]        
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şeklinde yazılabilir.  3.38) ifadesinin sanal kısmı ise 

 

          
    

               
 

  

       
[
       

      
]

 

 

 
   

       
[
       

      
]

 

 
  

       
[
       

      
]

 

 

 
  

         
 

          

                
 

  

   
       

 

 
  

   
       

 
         

         
 

   

       
[
       

      
]

 

 

 
  

       
[
       

      
]

 

 

 

dır. Bu ifade yeniden düzenlenirse 

 

                 
                            

                 
 

 [
       

      
]

 
                                

         
 

 [
       

      
]

 
(          )

         
 

 
     

          
 

 

bulunur. 
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olmak üzere  

 

                 
  

                 
 [

       

      
]

 
  

         
 

 
  

          
 

 
    

      
            [ 

      ]
 

                 
 

  

          
 

 

şeklinde yazılabilir. 

Çatallanmanın yönünü tespit edebilmek için     
         

     
 katsayısının işareti 

tespit edilmelidir. (3.19) ifadesinden  

 

                  
   

    
   

 

olduğu bilinmektedir. Öyleyse çatallanmanın yönü için          ’ın işaretine 

bakmak yeterlidir. 

 

          
    

      
           [ 

      ]
 

    [      ]        
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1.           ise 

(i)             ise çatallanma süperkritik, 

(ii)             ise çatallanma subkritik olur.  

 

2.           ise çatallanma süperkritik olur 

 

Periyodik çözümlerin kararlılık analizi için               değerinin hesaplanması 

gerekmektedir. 

 

    (
    

      
           [ 

      ]
 

    [      ]        
 

  

   
       

) 

 

   
    

      
           [ 

      ]
 

   [      ]        
 

   

   
       

 

 

şeklinde bulunur.  

1.           ise 

(i)             ise periyodik çözümler kararlı, 

(ii)             ise periyodik çözümler kararsızdır. 

 

2.           ise periyodik çözümler kararlı. 

 

Periyodik çözümlerin periyodu hakkında yorum yapabilmek için ise                     

   
              

     

  
 değeri hesaplanmalıdır.  3.18) den biliyoruz ki                 

      
      olmak üzere 
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şeklindedir. Öyleyse 

 

          
    

      
            [ 

      ]
 

                 
 

  

          
 

 

ve 

 

        
   

    
 
       

   
 (

    
      

           [ 
      ]

 

    [      ]        
) 

 
   

    
 
       

   
 

  

   
       

 

 
 

 
 (

    
      

           [ 
      ]

 

    [      ]        
 

  

   
       

) 

 

olmak üzere 

 

   
  

 
 (

    
      

            [ 
      ]

 

                 
 

  

          
) 

 
 

  
 (

    
      

           [ 
      ]

 

    [      ]        
 

  

   
       

) 

 

olarak elde edilir. Eğer           ise   
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olarak elde edilir. Şu ana kadar yapılan hesaplamalar ve elde edilen sonuçlar 

aşağıdaki teoremleri verir. 

 

Teorem 3.2:  3.1  tipindeki genel gecikmeli diferensiyel denklemi için 

(i)      ise (3.1) denkleminin      denge noktası asimptotik kararlıdır. 

(ii)      ise    denge noktası kararsızdır. 

(iii)           ise    
  

  
 değerinde Hopf çatallanma görülür. 

Teorem 3.3:  3.1  denklemi için 

1.           ise 

(i)             ise çatallanma süperkritik, 

(ii)             ise çatallanma subkritik olur. 

(iii)            ise periyodik çözümler kararlı, 

(iv)             ise periyodik çözümler kararsızdır. 

(v)      ise periyod artan, 

(vi)      ise periyod azalandır. 

2.           ise çatallanma süperkritik, periyodik çözümler kararlı ve 

periyodik çözümlerin periyodu 

 

   
    

           
 

   

   
         

 

 

dır. 
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3.3. Nümerik Çalışmalar 

 

Bu kısımda, tez çalışmasında ele alınan  1.1) gecikmeli diferensiyel denklem tipine 

örnek olarak, en bilinen denklemlerden biri olan Lojistik Denklem ele alınarak 

nümerik çalışmalar yapılmıştır. İşlemler için Matlab DDE 23 paket programı 

kullanılmıştır. 

 

(3.1) denkleminde  

 

 (      )    
      

 
 

 

seçilirse 

 

     

  
      (  

      

 
)                                                                        3.39  

 

gecikmeli lojistik denklemi elde edilir. Özel olarak     ve     alınırsa  3.39) 

denklemi 

  

     

  
     (        )                                                                            3.40  

 

denklemine dönüşür.     , bu sistemin aşikar denge noktasıdır. Ancak biyolojik 

açıdan bu çalışmada      pozitif denge noktası ile ilgileneceğiz. Uygun değişken 

değiştirmesi altında (3.40) denklemi  
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                                                                                          3.41  

 

denklemine denk olur.                   olduğundan    
 

 
 çatallanma 

değeridir. Aynı zamanda                  olduğundan çatallanma süperkritik 

ve periyodik çözümler kararsızdır. Bu sonuçları doğrulamak üzere (3.39) denklemi 

için Hopf çatallanma parametreleri hesaplanırsa:  

 

      
                        

    
       

 

                  

                  

                  

           

olarak elde edilir. Bu değerlerden de anlaşılacağı üzere      olduğundan Hopf 

çatallanma süperkritik,      olduğundan periyodik çözümler kararsız ve      

olduğundan periyod artandır. Bir önceki kısımda vermiş olduğumuz teoriyi elde 

edilen bu sonuçlar desteklemektedir.  

Yapılan nümerik çalışmalarda, başlangıç noktası        olarak alınmıştır.         
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Şekil 3.1.       için Popülasyon yoğunluğunun zamana göre grafiği 

 

Şekil 3.1 göstermektedir ki    denge noktası   [       için asimptotik kararlıdır.  
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Şekil 3.2.       için Popülasyon yoğunluğunun zamana göre grafiği 

 

Şekil 3.2 göstermektedir ki    denge noktası       için sistemin kararlılık yapısı 

değişmiştir. 
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Şekil 3.3.        için Popülasyon yoğunluğunun zamana göre grafiği 

 

                                                 

Şekil 3.3 göstermektedir ki    denge noktası     için sistemin kararlı yapısı 

değişmiş ve kararsız hale gelmiştir. 

Yapılan bu nümerik çalışma, gecikme parametresindeki değişimin denge noktasının 

kararlılığı üzerindeki etkisini doğrulamıştır. Gerçekten de Şekil 3.3’den (3.39) 

denkleminin denge noktasının kritik değeri geçtikten sonra kararsız hale geldiği ve 

ayrıca elde edilen periyodik çözümlerinden kararlı olduğu görülmektedir.  
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BÖLÜM 4 

 

4. SONUÇLAR VE TARTIŞMA 

 

Dinamik sistemleri matematiksel olarak ifade ederken gerçeğe yakın bir model 

kurabilmek için gecikmeli diferensiyel denklemlere ihtiyaç duyulmaktadır. Aynı 

zamanda bu tür sistemlerde mutlaka bir parametre bulunduğundan ötürü bu 

parametrenin değişiminin sistem üzerinde yarattığı etki merak konusu olmuştur. 

Sistemin parametresinin sebep olduğu değişim çatallanma olarak adlandırılmakta idi. 

Periyodik çözümlerin varlığından söz etmesi dolayısı ile Hopf çatallanma diğer 

çatallanma tiplerine göre öne çıkmaktadır.  

Bu tezin ilk bölümünde çalışılan konuya genel bir bakış sunulmuş, gecikmeli 

diferensiyel denklemlere ve onların dinamik sistemler için önemine kısaca 

değinilmiştir. Böylece ilerleyen bölümlerde karşılaşılacak olan kavramlar hakkında 

bilgi verilmeye çalışılmıştır.  

İkinci bölümde, “Çatallanma nedir?” sorusu cevaplanmaya çalışılmış, zaman göre 

kesikli ve sürekli sistemler için çatallanma tiplerinden bahsedilmiştir. Hopf 

çatallanma tipi ise özel olarak incelenmiştir. E. Hopf bu çatallanma tipini diferensiyel 

denklemler için incelemişken Wright [27,36-39] ve Jones [40] yaptıkları çalışmalar 

ile gecikmeli diferensiyel denklemler için periyodik çözümlerin varlığını göstererek 

Hopf çatallanmanın gecikmeli diferensiyel denklemlere uygulanmasının önünü 

açmışlardır. Bu yapılan çalışmalara farklı bir yaklaşım veren Hassard [26], bu tez 

çalışmasının temel taşı olmuştur.  
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Üçüncü bölümde,       sabitler olmak üzere   

 

     

  
       (      )                                                                                   1  

 

tipindeki gecikmeli diferensiyel denklemin Hopf çatallanma analizi yapılmıştır. Hopf 

çatallanmanın görülebilmesi için gerekli olan koşulun      iken      denge 

noktası için          olması olduğu gösterildi. Dolayısıyla  3.1  şeklinde 

modellenen bir dinamik sistemde Hopf çatallanmasının görülebilmesi için sadece f 

fonksiyonunun gecikmeli durum değişkenine göre birinci türevinin işaretinin kontrol 

edilmesi yeterlidir. Çatallanan periyodik çözümlerin yönü, kararlılığı ve periyodu 

için ise f fonksiyonun gecikmeli durum değişkenine göre ikinci türevi kontrol 

edilmelidir. Ayrıca ortaya atılan teori, en yaygın olarak kullanılan gecikmeli lojistik 

denklem üzerinde yapılan nümerik çalışma ile desteklenmiştir.  3.40  denklemi için 

       çatallanma değeri olarak bulunmuştur. Aynı zamanda      için sistemin 

kararlı olduğu  Şekil 3.1. ,      iken kararlılık yapısının bozulduğu  Şekil 3.2.  ve 

     durumunda ise sistemin denge noktasının kararlı halden kararsız hale geldiği 

görülmüştür  Şekil 3.3. . Böylece yapılan çalışmanın nümerik olarak da doğruluğu 

gösterilmiştir.    

Yapılan bu çalışmanın, (3.1) tipindeki bir gecikmeli diferensiyel denklem ile 

modellenen dinamik sistemlerin periyodik çözüme sahip olup olmadığı konusunda 

yapılacak olan çalışmalara ışık tutması beklenmektedir. 
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EKLER 

 

 

A. CENTER MANİFOLD TEOREMİ 

 

Bir dinamik sistemin denge noktasının center manifoldu, denge noktası civarındaki 

davranışı kararlı manifoldun çekimi ya da kararsız denge noktasının itimi tarafından 

kontrol edilemeyen yörüngelerden oluşmaktadır. Dinamik sistemlerin denge 

noktasını incelerken ilk yapılması gereken işlem lineerleştirmedir. Negatif reel kısma 

sahip öz değerlere karşılık gelen öz vektörler,  kararlı manifoldu veren kararlı öz 

uzaylar oluştururlar. Kararlı manifold kendisine yakın olan yörüngeleri çeker. Benzer 

olarak, pozitif reel kısma sahip öz değerler, kendisine yakın yörüngeleri iten kararsız 

manifoldu, reel kısmı sıfır olan özdeğerler ise center manifoldu verir. Center 

manifold civarındaki davranış lineerleştirme yardımı ile belirlenemez. Dolayısıyla 

incelenmesi daha zordur [61]. 

Sistemin ilgi çeken davranışı center manifold üzerinde meydana geldiğinden, center 

manifoldlar çatallanma teorisinde önemli bir rol üstlenmektedir.      ve   

fonksiyonu gerektiği kadar türevlenebilir olmak üzere 

 

 ̇                                                                                                                          a.1  

 

     denge noktasına sahip bir dinamik sistemi göstersin.   
  

  
     olmak üzere 

 

 ̇     

 

bu dinamik sistemin lineer halidir. Bu durumda   matrisi üç alt uzay tanımlar. 

Bunlar: 

(i) Reel kısmı negatif olan öz değere karşılık gelen genelleştirilmiş öz vektörler 

tarafından gerilen kararlı alt uzay,  

(ii) Reel kısmı pozitif olan öz değere karşılık gelen genelleştirilmiş öz vektör 

tarafından gerilen kararsız alt uzay, 

(iii)Reel kısmı sıfır olan öz değere karşılık gelen genelleştirilmiş öz değerler 

tarafından gerilen merkez alt uzay. 

Bu üç alt uzaya lineerleştirilmiş sistemin bütün değişmez alt uzayları denir.  

Lineer olmayan sistem, yörüngelerini içeren değişmez manifolda sahiptir. Kararlı alt 

uzaya teğet olan değişmez manifolda kararlı manifold denir. Benzer olarak kararsız 

alt uzaya teğet olan değişmez manifolda kararsız manifold, merkez uzaya teğet olan 

değişmez manifolda ise center manifold denir. 
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   sanal eksen üzerinde    tane öz değerin birleşimine karşılık gelen lineer 

 genelleştirilmiş  öz uzayı,   , (a.1  denklemi ile ilişkili akıyı göstersin.   

 

Teorem (Center Manifold Teoremi): (a.1) denkleminin    denge noktasında    

uzayına teğet olan, lokal olarak tanımlanmış   -boyutlu     
     değişmez 

manifoldu vardır. Ayrıca, her           için      ise           iken 

       
     olacak şekilde      denge noktasının bir   komşuluğu vardır.     

 

Tanım:     
     manifolduna center manifold denir. 

 

 

Şekil a.1. Hopf çatallanmada iki boyutlu center manifold 

 

              ,   sanal eksen üzerindeki öz değerlere karşılık gelen       

tipinde bir matris ve  , sanal eksen üzerinde yer almayan  yani reel kısmı sıfır 

olmayan  öz değerlere karşılık gelen             tipinde bir matris olmak 

üzere  a.1) denklemi  

 

 ̇            

 a.2  

 ̇           

 

şeklinde yazılabilir. Burada   ve   fonksiyonları kuadratik terimden başlayan 

terimleri içeren Taylor açılımına sahip fonksiyonlardır. 
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Hopf Çatallanma için Center Manifoldun Hesaplanması 

 

(a.1) denklemi      için,          
           olmak üzere 

 

(
 ̇ 

 ̇ 
)  (

    

   
) (

  

  
)  (

           

           
) 

 a.3  

 ̇                 

 

olarak yazılır.          değişken değiştirmesi ile  a.3) sistemi 

 

 ̇           ̅    

 ̇          ̅    

 

kompleks sistemine dönüşür. Burada   ve   fonksiyonları    ̅     ve        

değişkenlerinin kompleks değerli fonksiyonlarıdır.          olmak üzere    

manifoldu 

       ̅  
 

 
    

       ̅  
 

 
    ̅

    | |                                   a.4  

 

gösterimine sahiptir.                  ;                 ;     reel ve 

     ̅   olmak üzere Taylor açılımından 

 

   ̇      
 

 
    

       ̅  
 

 
    ̅

  
 

 
    

  ̅  〈     〉                      

          〈     〉 ̅    

 a.5  

 ̇     
 

 
    

       ̅  
 

 
    ̅

    

 

olarak yazılır. Burada 
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     ̅ 
     ̅   |

   

             

 ̅     
  

     
     ̅   |

       

                   

 ̅     
  

     ̅
     ̅   |

       

                   

    
    

     ̅ 
     ̅   |

   

             

 

 

(a.4) ifadesi (a.5  denkleminde yazılırsa 

 

                 

          

                  

 

eşitlikleri elde edilir. Böylece center manifoldu tanımlayan katsayılar bulunmuş olur. 

Bu katsayılar yardımı ile de çatallanmanın yönü, oluşan periyodik çözümlerin 

periyodu ve kararlılık yapıları belirlenir.   
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B. MATLAB KODLARI 

 

Bölüm 3.4’de gecikmeli diferensiyel denklemlerin çözümünü veren Matlab kodu 

aşağıdaki gibidir: 

 

function hde1 

  

t=linspace(0,50,5); 

sol = dde23(@ddex1de,1,@ddex1hist,t); 

figure; 

plot(sol.x,sol.y) 

xlabel('zaman'); 

ylabel 'y t  çözümleri' ; 

  

% -------------------------------------------------------------------------- 

  

function s = ddex1hist(t) 

  

s = 0.3; 

  

% -------------------------------------------------------------------------- 

  

function dydt = ddex1de(t,y,Z) 

  

ylag1 = Z(:,1); 

  

dydt = [ -(pi./4).*ylag1(1)]; 
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