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gecikmeli diferensiyel denklem i¢in T gecikme parametresi, ¢atallanma parametresi
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HOPF BIFURCATION ANALYSIS OF ADLEAYED
DIFFERENTIAL EQUATION

ABSTRACT

In this thesis study, taking delay parameter t as a bifurcation parameter, Hopf
bifurcation analysis of a general delayed differential equation that has a crucial role
for dynamical systems is aimed. To do this, theory in [26], which gives an alternative
method to E. Hopf, is applied. In addition to this analysis, the direction, stability and
period of a periodic solution of a system is evaluated at bifurcation value t, by using
Poincaré Normal Form and Center Manifold Theorem. The results, which are
obtained from this analysis, are supported by numerical studies.
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NOTASYONLAR

Bu c¢aligmada kullanilan notasyonlar agiklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Notasyonlar Aciklama

x Durum degiskeni

N(t) t anindaki popiilasyon yogunlugu

T Gecikme ve ¢atallanma parametresi

R" n-boyutlu reel Oklid uzay1

C([a, b],R™) [a, b] kapal1 araligindan R™ uzayina siirekli doniistimlerin Banach uzay1
L Stirekli lineer fonksiyonel

I Birim matris

v Catallanma parametresi

a(v.) Catallanma degerindeki 6z degerin reel kismi

w(v,.) Catallanma degerindeki 6z degerin sanal kism1

A(v) Sistemin catallanma parametresine bagli olan Jakobian matrisi

D n — 2 tane 6z degeri veren (n — 2 X n — 2 ) tipinde matris

c1(0) Lyapunov katsayisi

U Hopf ¢atallanmanin yoniinii belirleyen parametre

Bo Catallanan periyodik ¢oziimiin kararliligini belirleyen parametre

7, Catallanan periyodik ¢dziimiin periyodunu belirleyen parametre

Alw) Catallanma degerindeki 6z deger

C*[-r,0] [—7, 0] araliginda tanimli, bilesenleri k-kez siirekli tiirevlere sahip n-boyutlu,

reel, vektor degerli fonksiyonlar
o(w) Sistemin 6z degerlerinin ailesi

A(0) u = 0 degerine karsilik gelen operatoér



Notasyonlar Aciklama

q A 6z degerine karsilik gelen 6z vektor

D(A) A operatoriiniin tanim kiimesi

Co Center manifold

N, Sistemin ilgilenilen denge noktasi

y.m.t. Mertebesi ikiden biiyiik olan terimleri gostermektedir.

M a, N, ve f'(N,) terimlerinin ¢arpimindan olusan sabit

To Catallanma degeri

m f fonksiyonunun g =0 iken x = 0 noktasi civarinda Taylor agilimindaki

kuadratik terimleri i¢eren fonksiyon



BOLUM 1

1. GIRIS

1.1. Tez Calismasinin Amaci

Insanlarin dogay1 anlama ¢abalar ilkel ¢aglardan beri siiregelmis ve insanoglu doga
olaylarin1 agiklamak i¢in kendilerince fikir yiiriitmiisler kimi zaman dogaiistii bir
giice inanmiglar kimi zaman ise bilime dayanarak agiklamaya ¢alismislardir. Bu ise
matematik, fizik, kimya, biyoloji gibi temel bilimlerin ortaya ¢ikmasinda dncii olmus
ve zamanla bu bilimler bir noktada birleserek birbiri ile etkilesim iginde olan
biofizik, matematiksel biyoloji gibi alanlarin dogmasia sebep olmustur. Genel
olarak uygulamali matematik altinda toplanan bu alanlar, matematiksel modelleme

tekniklerini kullanarak doga olaylarini anlamaya ve onlari agiklamaya galismislardir.

Bir matematiksel model, niifus artisi, bir {liriine olan talep, diisen bir nesnenin hizi,
kimyasal tepkimedeki bir kimyasalin konsantrasyonu, bir bebegin yasam siiresi
beklentisi gibi olaylarin fonksiyonlar veya esitlikler ile matematiksel ifadesidir.
Modelin amaci olaylar1 anlamak ve belki de gelecekteki gelismeleri hakkinda bir
ongoriide bulunmaktir. Bir matematiksel model olusturma siirecini asagidaki gibi

verebiliriz [1,2]:

1. GOz Oniline aliman gergek yasam problemini dogru sekilde yansitacak
matematiksel ifadenin olusturulmasi: Gergek bir problem verildiginde ilk
yapilmasi gereken buradaki bagimli ve bagimsiz degiskenleri belirleyip
isimlendirmek, matematiksel olarak ifade edilecek kadar olay1 basitlestirerek
matematiksel modeli olusturmaktir. Fiziksel olay hakkindaki bilgi ve

matematiksel beceri ile degiskenleri iligkilendiren esitlikler elde edilir.



2. Modelin davranigini anlayabilmek i¢in matematiksel tekniklerin uyarlanmasi:
Analiz, diferensiyel denklemler teorisi gibi matematik bilgileri modele
uyarlanir ve matematiksel sonuglar elde edilir.

3. Modelin analizinden elde edilen sonuglarin yorumlanmasi: Gergek yasam
problemi i¢in mantikli sonuglarin elde edilip edilmediginin anlasilmasi igin
modelin  yorumlanmasi yani, ac¢iklamalar ve tahminler sunulmasi
gerekmektedir.

4. Modelin problem ile karsilastirilmasi: Yukaridaki yontemler ile bulunan
matematiksel sonuglar ve yapilan tahminler, toplanan gergek veriler ile
karsilastirilmalidir. Eger modelden elde edilen bulgular, gercek veriler ile
uyum igerisinde degil ise model tekrar ele alinarak iyilestirilmeli, bu da

yeterli gelmez ise siirece yeniden baglayarak yeni bir model onerilmelidir.

Formiilasyon
Gergek Yagam . Matematiksel
Problemi 2 Model
Coziim
Deneme
Matematiksel
<+ Sonug
Yorumlama

Sekil 1.1. Modelleme Siireci

Matematiksel bir model hi¢bir zaman fiziksel bir olayin gergek betimlenisi degildir,

yalmizca ideallestirilmesidir. Iyi bir model gercegin, gecerli tahminler

yapilabilmesine ve matematiksel hesaplarin kullanilmasina olanak taniyacak kadar
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basitlestirilmis, ancak degerli sonuclar elde edilecek kadar da kesin olan modeldir.

Modelin sinirlariin bilinmesi 6nemlidir. Son s6zii doga yasalar1 soyleyecektir.

Gergek yasamdaki iliskilerin modellenmesinde ¢ok farkli fonksiyonlar kullanilabilir.
Dinamik sistemlerin matematiksel modelleri, zaman ve konum gibi etkenlere bagh
olarak degistiginden otiiri fark denklemleri, adi diferensiyel denklemler veya kismi
diferensiyel denklemler kullanilarak olusturulabilir. Bu tip sistemler incelenilen
zamanin model tlizerindeki etkisine gore kesikli ve siirekli sistemler olmak iizere iki
ana cat1 altinda ele alinmistir. Ornegin, kesikli sistemler denince ilk akla gelen doga

olaylarmin fark denklemleri yardimi ile modellenmesidir. Siirekli sistemlerde ise

diferensiyel denklemler kullanilarak modelleme yapilmaktadir [1, 3-14].

Bilim camias1 dinamik sistemlerin modellenmesi {izerinde yogunlagsmaya baslayinca
mevcut olan modellerde eksiklikler oldugu fark edilmis ve onlari iyilestirme yollar
aranmigtir. Ornegin, bir popiilasyonun biiyiimesi, N(t) popiilasyonun t animdaki

niifusunun yogunlugu olmak tizere

dN(t)
o = f(N©®)

tipinde bir diferensiyel denklemi ile verilirken, sadece o anda bulunanlarin degil,
daha onceki kusaklarin da popiilasyon biiylimesine etkisinin olabilecegi ya da su
anda popiilasyonun genislemesine katkis1 olmayan bir kusagin birka¢ yil sonra
popiilasyona katkisinin olabilecegi gozlemlenmis ve bu tip doga olaylarini
modellemek i¢in ise gecikmeli diferensiyel denklem olarak adlandirilan denklemler

kullanilmastir.

Fark denklemleri, adi ve kismi diferensiyel denklemler popiilasyon dinamigi
caligmalarinda Onemli bir role sahiptir ve gelecekteki arastirmalar i¢in de
ehemmiyetini koruyacaktir. Fakat iyilestirilmis modeller, popiilasyon dinamiginin
geemis durumlarini, yasadiklart ¢evrenin popiilasyon iizerindeki etkisini de
icermelidir. Gecikmeli diferensiyel denklem ve denklem sistemlerinin bir¢ok énemli

0zelliginin anlasilmasi, modellemede bu denklemlerin kullanimini aktiflestirmistir.
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Diferensiyel denklemler iceren uygulamalarda diferensiyel denklemin parametre
icermesi ve genellikle bu parametrelerin degerlerinin yaklasik olarak bilinmesi sik
karsilasilan bir durumdur. Bu nedenden otiirii ¢Oziimlerin davranisi {izerinde
caligmak ve bunlarin parametreye bagliliginin incelenmesi ¢ok onemlidir [15]. 4

Allee etkisi, N¢, t anindaki popiilasyon yogunlugu olmak tizere

Niy1 = ANtf(Nt)

ile verilen bir fark denkleminde,

Niy1 = ANtf(Nt—r)

ile verilen gecikmeli fark denkleminde ve

N()
dt

= AN@®Of(N(t — 1))

ile wverilen gecikmeli diferensiyel denkleminde Allee etkisinin, popiilasyon
sistemlerinin denge noktalarinin kararlilik yapisina olan etkisi incelenmis ve bazi
kosullar saglandiginda Allee etkisinin sistemin kararliligini artirdign gézlenmistir
[16-19].

Yapilan ¢aligmalar, “Sistemin parametresi degisirken, dinamik sistemin davranisi
nasil degisir?” sorusunu akillara getirmistir. Catallanma teorisi, bu soruya cevap
vermeye c¢alisir. Modelin parametreleri, bir agidan sistemi kontrol eden diigmeler
gibi diisiiniilebilir. Catallanma teorisi ise bu diigme dondiirtildiigiinde sistemin nasil
degistigini sOyler. Bir¢cok insan yapimi sistem, onu kontrol eden diigme
dondiiriildiiglinde tahmin edilebilen davranislar sergileyecek sekilde tasarlanmistir.

Bir radyonun ses diigmesi buna Ornek olarak verilebilir. Parametre degistikce



sistemin niteliksel yapis1 da degisir yani, yeni denge noktalar1 ortaya ¢ikabildigi gibi
var olan denge noktalar1 kaybolabilir veya denge noktalarmin kararlilik yapilari
degisebilir. Bu niteliksel degisimlere catallanma ve bu degisimin meydana geldigi
parametre degerine catallanma degeri denir. Kontrol parametreleri degistikce
modelde kararsiz bir yap1 goriilebilir. Ornegin Sekil 1.2.’deki sistemi diisiinelim.
Cubugun tepesinde kiigiik bir agirlik var iken, ¢ubuk sahip oldugu pozisyonu korur
ve dikey halde kalir. Fakat ¢ubugun yiikii artirildiginda, ¢ubugun sahip oldugu
pozisyon kararsizlasir, yani ¢ubuk biikiiliir. Bu modelde agirlik kontrol parametresi-
catallanma parametresi- ve gubugun pozisyonu-biikiilmesi- dinamik degisken roliinii

oynamaktadir [20].

Cubuk

Ve dd

Sekil 1.2. Biikiilmiis Cubuk

Modeller daha gergekei hale geldik¢e ayn1 zamanda anlagilmasi zor hale gelmektedir.
Baz1 denklemler analitik olarak ¢oziilebilirken bazilari ¢oziilememektedir. Boyle bir
durum s6z konusu oldugunda ise calisilan sistemin ¢Oziimiiniin varhigi arastirilip

sistemin kararlik yapisi incelenerek modelin yapisi anlasilmaya ¢alisilir [21-23].

Dinamik sistemlerde kendini tekrar eden stiregler s6z konusudur. Boyle bir durumda
sistem periyodik ¢Oziimlere sahiptir. Periyodik ¢6ziimlerin varligmi inceleyen
teoriler arasinda en Onemlilerinden biri E. Hopf tarafindan gelistirilmistir. Hopf,

parametreye bagli bir genel diferensiyel denlemin hangi kosullar altinda periyodik
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¢oziimler verdigini incelemis ve Hopf Catallanma Teoremi olarak bilinen teoremi
Oone sirmistiir. Bu konu iizerinde gecikmeli av-aver sistemlerinin  kararlilik
yapisindan [24], kimyasal tepkimelere [25] kadar bir¢ok calisma yapilmistir ve

yapilmaya devam edilmektedir.

Bu tez calismasinda ise 7, a > 0 ve f reel degerli bir fonksiyon olmak iizere

dx(t)

ST ax(t)f(x(t—r)) (1.1)

tipinde bir genel gecikmeli diferensiyel denklemi igin 7, g¢atallanma parametresi
olarak alindiginda sistemin yapisinda meydana gelen degisimler incelenerek;
Hopf’un orijinal teoremine bir alternatif sunan Hassard’in vermis oldugu Hopf
catallanma teorisi kullanilarak (1.1) denkleminin c¢atallanma analizini yapmak

amaglanmistir [26].
Bu tezin akis1 asagidaki gibidir.

[k boliimde, ele alinan problem hakkinda genel bilgiler verilmesi planlanmistir. Bu
kapsamda yapilmis olan ¢alismalardan bahsedilmis ve kisaca gecikmeli diferensiyel

denklemlere deginilmistir.

Ikinci boliimde yapilan tezin temel noktas: olan Hopf ¢atallanma teorisi detaylica
incelenmistir. Ilk olarak, catallanmanm genel tanimi verilmis, daha sonra fark
denklemleri ve adi diferensiyel denklemler i¢in ¢atallanma tiplerinden, 6zel olarak da
Hopf catallanmadan bahsedilmistir. Son olarak da, Hopf catallanma teorisinin

gecikmeli diferensiyel denklemlere uyarlanmasindan s6z edilmistir.

Ucgiincii boliimde iizerinde ¢alisilan problem tamitilmis, Center Manifold Teoremi
(bakimiz: Ek A) ve Poincaré Normal Formu kullanilarak bu tip bir modelde Hopf
catallanmanin goriilmesi i¢in gerekli kosullar verilmistir. Ayrica yapilan niimerik

calismalar ile elde edilen sonuglarin tutarliligi gosterilmistir.

Son kisimda ise teoriden ve niimerik ¢alismalardan elde edilen bulgular

degerlendirilmistir.



1.2. Gecikmeli Diferensiyel Denklemlere Genel Bir Bakis

Gecikmeli diferensiyel denklem sistemleri, bilimin 6zellikle de biyolojik alanlarinda
onemli bir konuma sahiptir. Belirli bir girdi veya uyariya biyolojik sistemin cevabi
genellikle hemen olmaz, biraz gecikmeli olur. Ornegin, farmakokinetik modelde,
ilacin dolasim sistemine girmesinden dnce bir gecikme olabilir. Uyarimi takiben,
reaksiyon olusumuna kadar sabit bir zaman varsa gecikme, sabit zaman ya da ayrik
gecikme olarak modellenebilir. Eger uyarima verilen tepki sabit zaman periyodundan
sonra degil de zamanin siirekli bir araligi boyunca gerceklesiyorsa siirekli gecikme

olarak adlandirilir.

Biyoloji, tip, kimya, fizik, miihendislik ve ekonomi gibi hem dogal hem de insan eli
ile olusturulmus birgok siire¢, zaman gecikmesi icerdiginden gecikmeli diferensiyel
denklem teorisi giindeme gelmistir. Istenilsin ya da istenilmesin, zaman gecikmesi
neredeyse her durumda karsimiza ¢ikmaktadir. Onu goz ardi etmek demek gergegi

g6z ard1 etmek demektir.

Zaman gecikmesine dogadan verilebilecek en gilizel O6rnek ormanlik alanlarin
agaclandirilmasidir. Bir agag¢ kesildikten sonra yerine dikilenin her anlamda
olgunluga erismesi yirmi yil gibi bir siirede gerceklesmektedir. Hatta sekoya gibi
baz1 agagc tiirlerinde bu siire daha fazla olabilmektedir. Bu siireci inceleyen herhangi

bir matematiksel model, zaman gecikmesini igermek zorundadir [23].

Birgok uygulamada, ele alinan sistemin gelecekteki durumu, ge¢misinden bagimsiz
sadece simdiki zamani goz onilinde bulundurularak, yani nedensellik ilkesi ile elde
edilir. Bu probleme yapilan ilk yaklasimdir. Daha gercek¢i modeller elde edilmek

isteniyorsa sistemin ge¢misi de gbz dniinde bulundurulmalidir.

Incelenilen problemde modele, sistemin gegmisi katilmiyor ise fark, adi ya da kismi
diferensiyel denklemler kullanilirken; sistemin gecmis durumu ilave edildiginde ise
gecikmeli fark, adi veya kismi diferensiyel denklemler ve ya gecikmeli fonksiyonel

diferensiyel denklemler kullanilir.



Dinamik sistemin ge¢misine bagli en basit diferensiyel denklem

x(t) = F(t,x(t), x(t — 1)) (1.2)

ile gosterilen gecikmeli fonksiyonel diferensiyel denklemdir. Wright denklemi ya da

Gecikmeli Lojistik Denklem olarak da adlandirilan

(1.3)

() = rx(t) [1 — x(tK_ T)l

Hutchinson denklemi, (1.2) denkleminin en bilinen 6rneklerindendir. Lord Cherwell,
(1.3) denklemi ile asal sayilarin dagilimi i¢in olasilik metotlarinin kullaniminda
kargilasmistir. Ayni zamanda bu denklem, tek tlirden olusan bir toplulugun

biliylimesinin zaman gecikmesi iceren modeli olarak da degerlendirilebilir.

[ uzunluklu elektrik kablosunun bir ucu R direngli E gii¢ kaynagina, diger ucu ise C;
kondansatorii (yogunlastirict) tarafindan olusturulan salinimli devreye bagli olan bir
yitimsiz sistemde gecikme kablonun uzunluguna bagli olarak akimin bir ugtan diger

uca ulagsmasi esnasinda gegen zamani gostermektedir [28, 29].

L,C

I =g!v)

gv)

=

Sekil 1.3. Yitimsiz Iletim
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Gecikmeli diferensiyel denklemlerin bir baska uygulamasi ise elektrodinamik
problemlerde karsimiza ¢ikmaktadir. Sadece bir digerinin olusturdugu alanin etkisi
ile hareket eden iki yiiklii parcacik iceren bir sistemde gecikme, elektromanyetik
etkinin bir pargaciktan digerine ulagsmasi sirasinda gegen zamani temsil etmektedir

[30].

x{t—r(©)

Sekil 1.4. Elektromanyetik Sistem

Bu Orneklere benzer olarak gecikmeli diferensiyel denklemlerin dinamik sistemlere

uygulanmasina bir¢ok 6rnek verilebilir [6, 31-35].

Adi diferensiyel denklemler teorisinde bahsedilen tanimlarin ve teoremlerin
benzerleri, gecikmeli diferensiyel denklemler i¢in de verilebilir. Bunlardan bazilarina

kisaca deginilecektir.

R", n-boyutlu reel Oklid uzay1; C([a, b], R"), [a, b] kapali araligindan R™ uzayma
stirekli doniistimlerin Banach uzaymi gostermektedir. Bu uzayda tanimli norm ise
¢ € C([a,b],R™) i¢in, ||@|| = supg<o<pl(@)| ile verilir,. c€R, A=0,
x€C(lo—r,0+A],R") ve t €[o,0+ A] igin x; € C, O € [—r,0] olmak lizere
x:(0) = x(t + 0) olarak tanimlanir. Bu takdirde f: Q) c R X C - R" olmak iizere

fonksiyonel diferensiyel denklem



x(t) = f(t,x,) (1.4)

esitligi ile verilir.
Tanmm 1.1: x € C([c — 7,0 + A, R™), (t,x;) € QVvet € [0,0 + A] olmak {izere x;,

(1.4) denklemini sagliyor ise x fonksiyonuna (1.4) denkleminin ¢6ziimii denir.

Tanmm 1.2: L(t, x;), x; degiskenine gore lineer olmak iizere

f(t,x) = L(t, x,) + h(?)

seklinde yazilabiliyor ise (1.4) denklemine lineer; h(t) = 0 ise homojen; h(t) # 0
ise homojen olmayan denklem denir. Ayrica f(t, x;), t degiskenine bagli olmayan
bir fonksiyon ise otonom gecikmeli diferensiyel denklem aksi halde ise otonom

olmayan gecikmeli diferensiyel denklem denir.

Bahsedilen bu 6zelliklere ek olarak L operatorii Riesz Temsil Teoremi kullanilarak
yeniden tanimlanabilir. X ve Y Banach uzaylari i¢in L(X,Y), X uzaymndan Y uzayina
tanimlt sinirhi lineer dontisiimlerin Banach uzayini gostermek ilizere A € A ve

L € L(X,Y) i¢cin Riesz Temsil Teoremi’nden

0
1 = [ 9(@dgn(.6)

olacak sekilde smirli degisimlerin [—7,0] iizerinde n X n tipinde n matris
fonksiyonu vardir. Burada dg ifadesi integeral degiskeninin 8 degiskeni oldugunu

gostermektedir.

Diferensiyel denklemlerde oldugu gibi gecikmeli diferensiyel denklemlerinde lineer
olmayan gesitleri bulunmaktadir ve onlarin ¢éziimlerini de elde etmek her zaman

miimkiin olmayabilir. Bu durumda yukarida bahsettigimiz teorem kullanilarak sistem
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lineer hale getirilip incelenebilir. Dolayisi ile gecikmeli diferensiyel denklemler ile

ifade edilen sistemlerde kararlilik analizi glindeme gelmektedir.

Tamm 1.3: L: C — R", siirekli lineer bir fonksiyonel olmak {izere

det (A1 — L(e*1)) =0 (1.5)
denklemine
() = Lx, (1.6)

denkleminin karakteristik denklemi ve (1.5) denkleminin koklerine ise (1.6)

denkleminin 6z degerleri (karakteristik kokleri) denir.

Karakteristik tistelden otiirii, adi diferensiyel denklemlerin aksine gecikmeli
diferensiyel denklemler spektral analizi dahil eden sonsuz ¢oklukta 6z degere
sahiptir. Ornegin sonsuz sayida 6z deger olmasina ragmen kompleks diizlemde dikey

eksenin sag tarafinda sonlu sayida 6z deger vardir.

Teorem 1.1: (1.4) denkleminin sag tarafindaki f fonksiyonu her t € R igin f(t,0) =

0 kosulunu saglasin. Bu takdirde

(i) ceER, t=0,e>0ve ¢ €N(,J) igin x,(g,¢) € N(0,€) olacak sekilde
6 = §(¢,0) varsa x = 0 denge ¢oziimii kararhdir.

(if) Eger (1.4) denklemi hem kararli hem de ¢ € N(0,by) i¢in t — oo iken
x¢(0,¢) = 0 olacak sekilde by = b(g) > 0 degeri mevcut ise, x = 0 denge

¢Ozlimii asimptotik karahdir.

Bu verilen aciklamalardan diferensiyel denklemler teorisinde yer alan kararlilik
analizi, ¢ozlimlerin varligr gibi konularin da gecikmeli diferensiyel denklemlere

uygulanabilecegi goriilmektedir. Bu tip denklemler ile ilgili yapilan calismalar
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1920’1i yillara dayanmaktadir. Ornegin, Wright, yazmis oldugu makale grubunda
[36-39], lineer ve lineer olmayan fark diferensiyel denklemler igin genel bir teori ve
yapmis oldugu ¢alismalara drnek vermeye c¢alismustir [27]. Jones, Wright’in vermis
oldugu o6rnegin periyodik ¢oziimlerinin varlhigimi tartismustir [40]. Chafee, otonom
fonksiyonel diferensiyel denklemlerin denge noktasi civarinda ¢6ziimlerinin
davranigin1 incelemistir ve Ozel olarak belirli hipotezler altinda, denklemin
parametresi degisirken verilen denge noktasinda periyodik ¢oziimlerin ¢atallandigin

gostermistir [41].

Gecikmeli diferensiyel denklemlerin teorisi anlasilmaya baslandik¢a yeni sorular
ortaya atilmistir. Bunlardan bir tanesi de gecikme parametresi degisirken sistemin
dinamiginde ne tiir degisimlerin gozlenebilecegi olmustur. Ozellikle de son
zamanlarda av-avci sistemleri, kimyasal tepkimeler gibi etkilesim i¢inde bulunan
sistemlerde gecikme parametresi ¢atallanma parametresi alinarak sistemin yapisinda
meydana gelen degisimler gézlenmistir [24, 42-45]. Dinamik sistemler i¢in bu kadar

Onem arz eden ¢atallanma teorisi bir sonraki kisimda ayrintili olarak aciklanacaktir.
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BOLUM 2

2. LITERATUR TARAMASI

2.1. Catallanma Teorisi

Catallanma teorisi, diferensiyel denklemlerin ¢6ziimler ailesinin niteliksel ya da
topolojik yapisinda meydana gelen degisimlerin incelenmesidir. Dinamik sistemler
incelendiginde, ¢atallanmanin parametre degerindeki degisim sonucu ortaya ¢iktigi
gbézlemlenmistir. Ayn1 zamanda parametre degerindeki bu degisimler sistemin
davraniginda ani niteliksel veya topolojik degismelere neden olmaktadir. Sistemin

durum degiskeni x € R™ ve parametresi v € R™ olmak iizere gatallanmalara hem

x = f(x,v)

tipinde kesikli (dontigiimler yardimi ile tanimlanan sistemler) hem de

x = f(x,v)

tipinde siirekli sistemlerde (adi, gecikmeli, kismi diferensiyel denklemler ile
tanimlanan sistemler) karsilagilmaktadir. Verilen dinamik sistemlerin r parametresi
degistik¢e topolojik yapisinda meydana gelen degigmeler, parametre degisirken faz
portresini degistirir. Bu takdirde iki durum s6z konusudur: Ya sistem topolojik olarak

ilk sisteme denktir ya da sistemin topolojisi degisir.

Tanim 2.1: Parametre degisimi altinda topolojik olarak denk olmayan faz

portrelerinin ortaya ¢ikmasina ¢atallanma denir.
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Bu tanima gore catallanma, sistemin parametresi ¢atallanma degerini (ve ya Kkritik
degeri) gegerken sistemin topolojik yapisindaki degisimdir. Bu bdliimde bazi

catallanma tipleri ve onlarin siniflandirmasi anlatilacaktir.

2.1.1. Kesikli Sistemler I¢in Catallanma Teorisi

Bu baslik altinda herhangi bir kesikli modelin c¢atallanma degerinde, modelin
davraniginda meydana gelen degisimlerden bahsedecegiz. x;,1 = f(x;) birinci

mertebeden fark denkleminin v parametresine olan bagimliligini

Xr1 = f(x,0) (2.1

ile gosterecegiz ve bu fark denkleminin dinamigi goz Oniine alinacaktir. Denge
noktalarinin v parametresine bagimlhiligini ise x(v) ile ifade edecegiz. En ¢ok
bilinenlerinden biri kesikli lojistik denklem olan birgok 6rnekte de karsimiza ¢iktigi
gibi fark denkleminin davranis1 v degistikce degismektedir. Davranisin degistigi bu v
degerlerine catallanma degeri ve (v,x(v)) noktalar1 ise ¢atallanma noktalar
olarak adlandirilir. Cozlimiin davranisindaki degisim, parametre, denge noktasinin ya
da m-—devirin kararliligimi degistirdiginde meydana gelir. Yani, f fonksiyonunun
tirevi ya da f™ devri bire ya da negatif bire esit ise meydana gelir ve +1 olmasi

durumuna gore catallanma ¢esitleri mevcuttur.

2.1.1.1. Fark Denklemleri i¢in Catallanma Cesitleri

(2.1) ile verilen fark denklemi i¢in olusabilecek catallanma tipleri f ,(f(ﬂ)) =+t1ile

belirlenmektedir. Bu denklem igin dort farkl: tipte gatallanma s6z konusudur. Bunlar:
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1) Fold (saddle node, tangant) catallanma,
2) Tirmik (pitchfork) gatallanma,
3) Transkritik (transcritical) gatallanma,

4) Periyod-doubling (flip) ¢atallanma.

[k ii¢ tip ¢atallanmada f'(%(9)) = 1 ve son gatallanma tipinde ise f'(x(0)) = —1
dir. Catallanma tipini tanimlayan f fonksiyonu ve onun tiirevi iizerine ilave kosullar

eklenebilir [46,47].

Bu dort catallanma tipi, catallanma diyagramlar1 ile gosterilebilir. Catallanma
diyagrami, v parametresinin bir fonksiyonu olarak, kararli veya kararsiz denge
noktalarinin ya da devirlerinin bir grafigidir. Yatay eksen v catallanma parametresini
ve dikey eksen ise denge noktalarin1 ya da sistemin devirlerini gosterir. Kararsiz

denge noktasi kesikli egriler ile ve kararli olanlar ise kesiksiz egriler ile gosterilir.

Bu dort tip catallanma asagida ayrintili bir sekilde ele alinmistir.

Fold Catallanma: Kritik catallanma degeri gecilirken biri kararli digeri kararsiz

olmak {izere iki denge noktasi kaybolur (Sekil 2.1.).

Sekil 2.1. Fold Catallanma
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Tirmik Catallanma: Kritik catallanma degeri gecilirken, bir kararsiz denge noktasi

tarafindan ayrilan iki kararli denge noktasi olmak iizere iic denge noktas1 meydana

gelir. Bu tip c¢atallanmaya siiperkritik tirmik catallanma denir. Bunun tam tersine,
yani bir kararli denge noktasi tarafindan ayrilan iki kararsiz denge noktast meydana

geliyor ise bu tip ¢atallanmaya da subkritik tirmik ¢atallanma denir.

Sekil 2.2. Siiperkritik Tirmik Catallanma

Transkritik Catallanma: Bu catallanma tiirlinde bir kararli bir kararsiz iki denge

noktasi, catallanma parametresi gecilirken kararlilik yapilarini degistirirler. Yani,

kararsiz olan kararli; kararli olan ise kararsiz hale gelir.
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Sekil 2.3. Transkritik Catallanma

Flip Catallanma: Kritik catallanma degeri gecilirken, kararli denge noktasi kararsiz

olur ve kararli 2-devir ortaya ¢ikar. Bu tipine siiperkritik flip ¢atallanma denir.
Tersine ise yani, ortaya ¢ikan 2-devir kararsiz ise de subkritik flip ¢atallanma adini

alir.

xv)

Sekil 2.4. Flip Catallanma
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2.1.2. Siirekli Sistemlerde Catallanma Teorisi

Kesikli sistemlerde oldugu gibi, sistemin parametresi degisirse, sistemin dinamigi
degisebilir. Kararli denge noktas1 kararsizlasabilir ve periyodik ¢oziimler ortaya
cikabilir ya da onceki denge noktasini kararsiz yapan yeni denge noktalar1 ortaya
cikabilir. Bu tiir degisikliklerin meydana geldigi parametre degeri ¢atallanma degeri
ve bu degisen parametre ise ¢atallanma parametresi olarak adlandirilir. v ¢atallanma

parametresinin sergiledigi degisime bagli olarak

dx

T f(x,v) (2.2)

tipindeki adi diferensiyel denklemin yapisinda degisiklikler meydana gelmektedir.
(2.1) denkleminde oldugu gibi (2.2) denklemi igin de fold, transkritik, tirmik tipi
catallanmalar s6z konusudur. Ayrica, kesikli sistemlerden farkli olarak (2.2)
diferensiyel denklemi igin Hopf ¢atallanma tipi goriilmektedir. ilk ii¢ tip catallanma
hem skalar denklemlerde hem de denklem sistemlerinde goriiliirken dordiinci tip
olan Hopf catallanma, periyodik ¢6ziimlerin degisimini igerdiginden ve skalar
otonom diferensiyel denklemler periyodik ¢oziimlere sahip olmadigindan, skalar

diferensiyel denklemlerde meydana gelmez.

Siirekli sistemlerde catallanma analizi iki baslik altinda incelenecektir. ilk olarak
fold, tirmik ve transkritik ¢atallanma tipleri daha sonra ise Hopf catallanma tipi ayr1

olarak ele alinip incelenecektir.

2.1.2.1. Birinci Mertebeden Denklemler I¢in Catallanma Teorisi

Ik olarak skalar diferensiyel denklemlerdeki catallanmalardan bahsedecegiz. v

catallanma parametresi ve X(v), v parametresine bagli denge noktas: olmak iizere
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(2.2) ile verilen skalar diferensiyel denklemi incelenecektir.

olarak

1) Fold (saddle node, tangant) ¢atallanma,
2) Tirmik (pitchfork) catallanma,

3) Transkritik (transcritical) ¢atallanma

tiplerinden bahsedilecektir.

Bu denklem igin ilk

U catallanma degerinde denge noktasinin kararlilik yapisinin degisimi s6z konusudur.

Ozel olarak v = ¥ ve x = ¥(¥ ) igin,

df (x,v)

dx =0

(xv)=(x(v)0)

kosulunu saglar. Asagida skalar diferensiyel denklemler i¢in bu ii¢ tip ¢atallanmanin

dinamiginden kisaca bahsedilmektedir.

Fold Catallanma: Catallanma parametresi ¢atallanma degerini gegerken iki denge

noktas1 kaybolur. Kaybolmadan 6nce bu iki denge noktasindan biri kararl digeri ise

kararsizdir.

-

N1/ A
NI 7 s

v<( v=0
Sekil 2.5. Fold Catallanma

v = 0 catallanma degeridir.

19

v>0



Tirmik Catallanma: Bir kararsiz denge noktasi tarafindan ayrilan iki kararli denge

noktas1 vardir. Catallanma parametresi gecildiginde sadece bir kararli denge noktasi
varsa ¢atallanmanin tipi stiperkritik tirmik gatallanma, aksi halde ise subkritik tirmik
catallanmadir. Subkritik tirmik ¢atallanmada ¢atallanma noktas1 gegilene kadar bir
kararli denge noktasi tarafindan ayrilan iki kararsiz denge noktasi vardir. Catallanma

degeri gegildikten sonra bir tane kararsiz denge noktas1 meydana gelir.

Transkritik Catallanma: Biri kararli biri kararsiz iki denge noktas1 vardir ve bu iki

denge noktasi catallanma noktasi gecilirken kararlilik yapilarini degistirir; kararli

olan kararsiz, kararsiz olan ise kararli olur.

2.1.2.2. Hopf Catallanma

Hopf catallanma tiirii iki veya daha fazla birinci mertebeden diferensiyel denklem
iceren sistemlerde meydana gelir. Ayn1 zamanda, Fransiz matematik¢i Jules Henri
Poincaré (1854-1912), Rus matematik¢i Alexander A. Andronov (1901-1952) ve
Alman matematik¢i Heinz Hopf (1894-1971)’un bu teoriyi gelistirmek i¢in yaptiklari

katkilardan 6tiirii Poincaré-Andronov-Hopf ¢atallanma olarak da anilir.

Burada bahsedilecek olan Hopf gatallanma teoremi iki boyutlu birinci mertebeden
diferensiyel denklem sistemi i¢in verilecektir. Yiiksek mertebeden denklemler igin de
Hopf Catallanma Teoremi verilmistir [48]. Bir sonraki boliimde n-boyutlu denklem

sistemleri i¢cin Hopf ¢atallanmanin en genel halinden sz edilecektir.

Genel olarak Hopf Catallanma Teoremi periyodik ¢oziimlerin varlig1 igin yeterli olan
kosullar1 vermektedir. Sistemde secilen Hopf catallanma parametresinin degeri
degisirken, sistemin dinamigi kararli spiralden merkeze, merkezden de kararsiz

spirale doniisebilir.
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Sekil 2.6. Hopf Catallanma

Lineerlestirilmis sistemin 6z degerleri negatif reel kisimdan sifira, sifirdan ise pozitif

reel kisma doniistir ve belirli kosullar altinda periyodik ¢éziimler mevcuttur.

f ve g, v catallanma parametresine bagli fonksiyonlar olmak tizere

dx_
dt —f(x,y,v)

(2.3)

d
d—JtI =g(x,y,v)

otonom diferensiyel denklem sistemini diisiinelim. Kabul edelim ki (f(v),j/(v)),
(2.3) sisteminin denge noktasi; a(v) + if(v), bu denge noktasinda hesaplanan
Jakobian matrisin 6z degerleri olsun. Buna ek olarak a(v*) = 0 olmak iizere,
kararlilik yapisi degisimi v = v* degerinde meydana gelsin. v* degerine yakin fakat

v <v*olan v degerleri i¢in a(v) <0, ve v* yakin v fakat v* > v degerleri igin
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a(v) > 0 ise v, v* degerini gegerken denge noktasi kararli spiralden kararsiz spirale
doniigiir. Hopf catallanma teoremi denge noktasmin R? uzayindaki herhangi bir
komsulugu i¢in periyodik ¢oziimlerin var oldugunu sdyler. v parametresi, ¢atallanma
parametresi ve v* parametresi ise ¢atallanma degeridir. Bu teorem c¢atallanma

parametresinin ¢atallanma degerine yakin degerleri i¢in gegerlidir.

Genel olarak Hopf c¢atallanmada v, v* catalanma degerini gecerken ortaya

c¢ikabilecek ii¢ olasi durum s6z konusudur:

(i) v* catallanma parametresinde denge noktasini ¢evreleyen sonsuz ¢oklukta
dogal kararli esmerkezli kapal1 yoriinge vardir.
(if) v* degerine yakin parametre degerleri i¢in kararli spiral kararli limit

dongiisiine dontisiir (Sekil 2.7).

IZ AN/ \ @71
) o T \\ _ /
V<0 v=0 \kli'.;'(: X:

Sekil 2.7. Siiperkritik Hopf Catallanma

(ili) v* degerini yakin parametre degeri i¢in kararli spiral ve kararsiz limit

dongiisii, kararsiz spirale dontisiir (Sekil 2.8).
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Sekil 2.8. Subkritik Hopf Catallanma

E. Hopf bir genel diferensiyel denklem sistemi ic¢in periyodik ¢oziimlerin varlig
tizerine ¢aligsmis ve belirli kosullar altinda diferensiyel denklem sisteminin periyodik
¢oziimlere sahip oldugunu gostermistir. (2.3) diferensiyel denkleminin bu kosullari
saglayabilmesi i¢in ilk 6nce sirf sanal 6z degere sahip olacak sekilde denge noktasi
orijin ve v parametresi v* = 0 olacak sekilde degisken degistirmeleri yapilarak

dx
a = a;;(Wx + a, W)y + f1(x,y,v)
(2.4)
dy
E = a1 (V)x + az,(W)y + g:(x,y,v)

sistemine doniistiiriiliir. Hopf Catallanma Teoremi olarak bilinen bu teorem, (2.3)
diferensiyel denklem sistemi i¢in asagidaki gibi verilebilir:

Teorem 2.1 (Hopf Catallanma Teoremi): (2.4) sisteminde verilen f; ve g,
fonksiyonlar1 x ve y degiskenlerine gore ii¢lincii mertebeden siirekli tlirevlere sahip
olmak tizere yeteri kadar kiigiik |v| degerleri igin (0,0) noktasinin, (2.4) denkleminin

bir denge noktas1 ve

J) = (au(U) (112(1))) (2.5)

a(v) az)
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matrisinin sistemin Jakobian matrisi oldugunu kabul edelim. Ayrica a(0) = 0,

# 0 olmak tizere a(v) * iw(v), J(v) Jakobian matrisinin 6z
v=0

degerleri olsun. Bu takdirde R? uzayinda orijini kapsayan herhangi bir agik U

da
w() # 0 ve -

kiimesinde, vy > 0 igin (2.4) diferensiyel denklemi v =v ig¢in U da periyodik

¢oztimleri olacak sekilde |0| < v, degeri vardir (yaklasik T = % periyodu ile).

2.2. Yiiksek Mertebeden Diferensiyel Denklemler icin Hopf Catallanma

Periyodik yapiya veya salinimlara, korunumlu olmayan sistemlerde rastlanmaktadir.
Bu béliimiin amacit bdyle bir sistem i¢in Hopf catallanma teoremini vermek ve ona

alternatif olarak verilebilecek teoremlerden bahsetmektir.

x € R™ ve v, sistemin reel degerli parametresi olmak iizere

dx

i f(x,v) (2.6)

sistemi incelenecektir. x = x,(v), (2.6) sisteminin ayrik denge noktas1 ve

d
A() = Dyf (x.(v),v) = (é (x.(V),0); i,j = 1,...,n>
]

Jakobian matrisi v = v, igin

w,) =w, >0, al.)=0ve a(v)#0 (2.7)
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kosullarmi saglayan A;(v) = 1,(v) = a(v) + iw(v) kompleks eslenik 6z degerlere
sahip olsun. v, degerine, v degerinin kritik degeri denir. (2.7) kosulu sistemin
parametresi  degisirken denge noktasinda kararlilik yapisinin  degistigini
sOylemektedir. Ayrica bazi ek kosullar altinda yeterince kiigiik &, ve
max,||ps(t) — x.(v.)|| genligini veren 0 < &€ < gy i¢in, (2.6) sistemi x = p.(t)

periyodik ¢oziimlerin ailesine sahiptir.

Bir onceki kisimda iki boyutlu birinci mertebeden diferensiyel denklemden olusan
bir sistem i¢in Hopf Catallanma Teoremi verilmis ve hatirlanacagi gibi (2.3)
denkleminin denge noktasi orijine ve ¢atallanma parametresi ise sifira kaydirilmisti.

Orada yapilan islemler (n+1)-boyutlu (2.6) denklemi i¢in de yapilacaktir.
X=x—x, ve Uu=v-—1,

degisken degistirmesi altinda (2.6) denklem sistemi
FX,w) = f(X + x.(ve + 1), v + 1)

olmak tzere

dX

ile verilen diferensiyel denklem sistemine doniisiir.

Eger her € € (0,&y) i¢in periyodik ¢dzliimlerin yoriingeleri, € - 0 iken o(1)
genligine sahip ise (2.8) sistemi ¢ € (0, &) ile indekslenen periyodik ¢6ziimlerin

ailesine sahiptir.
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Bu teoremin ii¢ degisik sekli bulunmaktadir. 1k tipi analitik, ikinci tipi analitik
olmayan, iigiincii tipi ise ikinci tipi birincinin teklik ve analitiklik ile ilgili sonuglarini
giiclendirmek igin kullanir ve periyodik ¢6ziimleri dogrudan p parametresi cinsinden

tanimlar.

Teorem 2.2 (E. Hopf): Eger

(i) 0 noktasini i¢eren agik bir aralikta u ve F(0,u) = 0 i¢in X = 0 € R™ noktas1
F fonksiyonunun izole denge noktast,

(i) F, (0,0) € R™ x R! noktasinin bir komsulugunda X ve u ye gore analitik,

(iii) w(0) = wy > 0,2(0) = 0,a'(0) = 0 ve A(w) = a(w) +iw(w) (2.9)

olmak tizere A(u) = D,F(0,u) matrisi A ve A kompleks eslenik 6z

degerlere sahip,

(iv) A(0) matrisinin geriye kalan n — 2 tane 6z degeri negatif reel kisma sahip
ise
(2.8) sistemi, periyodik ¢oziimler ailesine sahiptir. Her bir ¢ € (0,ey4) igin

u = uf (¢) igin olusan p,(t) periyodik ¢dziimleri mevcut olacak sekilde &5 > 0 ve
utl(e) = Z pl et (0<e<ey) (2.10)
i=2

analitik fonksiyonu vardir. Eger u’(¢) 6zdes olarak sifir degil ise sifirdan farkli ilk
ut katsayisi cift indislidir ve € € (0, &) icin uf'(e) ya pozitif ya da negatif olacak
sekilde &; € (0, ey] degeri mevcuttur. Her L > 2m/w, i¢in X = 0 noktasinin bir 7-
komsulugu ve sifir noktasin1 kapsayan ¢ agik araligi vardir yle ki herhangi p € ¢
icin 1 de yatan periyodu L den az olan (2.8) denkleminin sabit olmayan periyodik
coziimleri pf'(e) = u, €€ (0,e4) saglayan & degerleri igin p.(t) ailesinin

tiyeleridir. pg(t) nin periyodu
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21
TH(S) = w—
0

1+Z7{’ei] (0<e<ey) (2.11)
i=2

bir analitik fonksiyondur. € — 0 iken p.(t) periyodik ¢6ziimiiniin Floquet iistelinin

ikisi 0 noktasina yaklasir. € € (0, gy ) i¢in biri sifir ve digeri ise
BH(e) = Z Bt (0<e<ey) (2.12)
i=2

analitik fonksiyondur. g () < 0 = p,(t) periyodik ¢dziimii asimptotik kararl fakat

B () > 0 ise kararsizdir.

Teorem 2.3 (C* Hopf Catallanma): Eger

(i) 0 noktasini i¢eren agik bir aralikta u ve F(0,u) = 0 i¢in X = 0 € R™ noktas1
F fonksiyonunun izole denge noktast,

(ii) Mertebesi L + 2 (I > 2) den kiiciik veya kiiciik esit olan F vektdriiniin F*
bilesenlerinin (0,0) € R™ X R! noktasmin bir komsulugunda X ve u ye gore
biitiin kismi tiirevleri mevcut ve siirekli,

(iii) w(0) = wy > 0,2(0) = 0,'(0) # 0 ve A(u) = a(w) + iw(w) (2.9)

olmak iizere A(u) = D, F (0, ) matrisi A ve A kompleks eslenik 6zdegerlere

sahip,
(iv)A(0) matrisinin geriye kalan n — 2 tane 6z degeri negatif reel kisma sahip ise
her bir € € (0,&p) i¢in u = uP (&) icin olusan p.(t) periyodik ¢dziimleri mevcut

olacak sekilde ep > 0 ve
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2

P (e) = z uEie? + () 0<e<ep) (2.13a)
i=1

CL*1 fonksiyonlar1 vardir. X = 0 noktasinin n-komsulugu ve sifir1 kapsayan ¢ agik
aralig1 vardir 6yle ki herhangi u € ¢ i¢in n-komsulugunda yatan (2.8) denkleminin
sabit olmayan periyodik ¢oziimleri, ¢ nun degeri igin u = uf(e) saglayan

€ € (0, ep), pe(t) ailesinin iiyeleridir. p,(t) periyodik ¢éziimlerinin

[ 3 ]
Z_EL + 7’5f€2jJ| +o(e"*)  (0<e<ep) (2.13b)

j=1

TP(e) = o0

periyodu C**1 fonksiyonudur. £ - 0 iken p.(t) periyodik ¢dziimiiniin Floquet

iistelinin ikisi 0 noktasina yaklasir. Bunlardan biri € € (0, €p) i¢in sifir ve digeri ise

BP(e) = Z L2 + o(eb*T) 0<e<ep) (2.13¢)

CL*1 fonksiyonudur. B (g) < 0ise p,(t) periyodik ¢dziimii asimptotik kararli fakat
B (&) > 0 ise kararsizdir. Eger pi,;, (1 < k < L/2) sifirdan farkli ilk katsayr mevcut

ise &; € (0, ep] vardir 6yle ki

P(e
0 = {#: o<t <E (Pl)} (2.14)
Uy U
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acik araligi asagidaki oOzelliklere sahiptir. £; deki herhangi bir u igin bir tek
g €(0,&) vardr (u=puP(e) ye karsilik). (p.(t) (0 <e<eg) periyodik
¢oztimlerinin ailesi p(t; u) (u € £;) olarak parametrize edilebildiginden). u € ¢,
icin, T(u) periyodu ve B(u) Floquet iisteli |u'/*| min CE-fonksiyonlaridir. Sifirdan
farkli ilk B2, katsayisi

By = —2a’ (0)uh, (2.15a)
ile verilir ve
sgn(B(w) = sgnpl  (nety) (2.15b)

seklindedir. Dolayistyla periyodik ¢oziimler ailesinin p(t; ) iiyesi, fi, < 0 ise

asimptotik kararlidir aksi halde kararsizdir.

Teorem 2.4: Teorem 2.2°deki hipotezlerin ve (2.13.a) ifadesinde verilen uf,
katsayisinin - mevcut oldugunu kabul edelim. O zaman X =0 noktasinin
f]-komsulugu ve & > 0 sayis1 vardir dyle ki her bir u € #; i¢in 7j-komsulugunda
yatan (2.8) denkleminin sabit olmayan p(t;u) periyodik ¢6ziimii vardir. T (u)
periyodu |,ul/k| nin analitik fonksiyonudur. u — 0 ve u € €, iken p(t; u) periyodik
¢oziimlerinin Floquet iistellerinden ikisi sifira yaklasir. Biri u € €4 i¢in sifir digeri ise

reel degerli /% | da analitik (i) fonksiyonudur. ¢, deki her bir y igin

sgn(B(w)) = sgnpy,

seklindedir. p(t; ) periyodik ¢dziimleri B, < 0 ise asimptotik kararli aksi halde
kararsizdir.
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Uyani 2.1: Eger € > 0 i¢in Teorem 2.2, 2.3 ve 2.4’te bahsedilen p.(t) periyodik
¢oztimleri, 4 > 0 (u = 0,u < 0) igin mevcut ise ¢atallanmanin yonii +1(0, -1) dir.
Eger ub, (ya da ,u?j) katsayis1 mevcut ise bunun isareti ¢atallanmanin yoniinii verir.
a’' >0 ve u>0 i¢in mevecut olan periyodik ¢oziimler stiperkritik, u < 0 igin ise
mevcut olan periyodik ¢oziimler subkritiktir. ¢’ < 0 oldugu durumda ise kesin bir

sey sOylemek zordur.

Uyar 2.2: Verilen ilk teorem orijinal teoremdir. Burada u!'(¢), 8% (e) ve TH(¢)
acilimlarindaki € nun kuvetlerinin tek olabilecegi unsuru géz ardi edilmistir. Eger
uf!(¢) nun Hopf agilimi ugj ilk terimine sahip ise Teorem 2.2 sadece T'(u) ve f(u)
degerlerinin |u/?/| de oldugunu sdylemektedir. Teorem 2.4, uH (&) nun sifir olup
olmamasma bagli olmaksizin T(u) ve B(u) niin |y1/ J | de analitik oldugunu

sdylemektedir. Ozel olarak u # 0 ise T(u) ve B (1), u de analitiktir.

Teorem 2.2°deki € nun kuvvetlerinin tek olmasinin bir diger sonucu ise karsimiza

asagidaki gibi ¢ikmaktadir:

u(e) = ppe® + pze® + o(e*) (2.16)
2n

T(e) = o (147,82 +73€3) + 0o(eh) (2.17)
0

B(&) = Bre? + B33 + o(eh). (2.18)

Burada pus, 73, B3 katsayilarindan bazilart sifirdan farklidir. Yukaridaki gibi bir
durumla karsilasinca € = & + y£2 doniisiimii altinda
u(e) = €% + [i38° + 0(£*)

2T - -
T(e) = P~ (147,82 +738%) + 0(&Y
0

B(e) = B + B3€® + 0(Y).
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¥ secimine bagli olarak fi;, 73, [ kaybolur. Bu ise uz, 75, B; katsayilarmin

varliklarinin sansa birakilmis oldugunu gosterir.

Uyan 2.3: Bu teoremler periyodik ¢ozlimlerin varligindan bahseder. Onlarin nasil
bulundugu ya da kararlilik yapilarinin nasil incelendigi hakkinda bilgi vermez.
Burada amacimiz periyodik ¢oziimlerin var olup olmamasindan ziyade sistemin
kararlilik yapisinin incelenmesidir. Bir sonraki boliimde bir adi diferensiyel denklem
icin yukarida vermis oldugumuz Teorem 2.4°te gegen u,, f,, 7, katsayilariin elde

edilisi aciklanmaya calisilacaktir.

2.2.1. Adi Diferensiyel Denklem i¢in p;, B, ve 7, Katsayilarinin Hesaplanmasi

Bu baslikta Hopf catallanma teoreminin otonom adi diferensiyel denklem
sistemlerine nasil uygulandigindan kisaca bahsedilecektir. v ¢atallanma parametresi

ve x € R"™ olmak tizere

x = f(x;v) (2.19)

otonom adi diferensiyel denklem sistemi incelenecektir. Asagida bu sistem i¢in Hopf
catallanmanin hangi kosullar altinda ortaya ¢iktigini, ¢atallanmanin yoniind,
periyodik ¢dziimlerinin periyodunu ve bu ¢oziimlerin kararlilik yapisini incelemek

icin izlenmesi gereken adimlara kisaca deginilecektir.

1) x.(v), (2.19) sisteminin ilgi alanimiza giren denge noktasi olsun. Bu sistemin

x.(v) denge noktasinda Jakobian matrisi

af! .
Alw) = { (x.(v),v) ; i,j = 1,---,n}

ax]'
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ile ifade edilsin. Bu matrise karsilik gelen 6z degerleri hesaplayalim. Burada
dikkat edilmelidir ki ¢alisilan sistem n-boyutlu oldugundan bu sistemin en fazla

n tane ayrik 6z degere sahip olmasi beklenmektedir. Bu 6z degerler

ReAy =2 Rel, = - = Re A,

olacak sekilde siralansin.
2) Re A,(v:) = 0 olacak sekilde v, degeri bulunmalidir ve sistem
(@) A; ve A, kompleks eslenik ¢ift (v, degerini igeren bir agik araliktaki v degeri
igin),
(b) Re A1 (v,) # 0,
(c) Im A, (v,) # 0, ve
(d) Re 4;(v.) <0 G=3,,n)
sartlarini saglamalidir.
Bu takdirde (1) ve (2) kosullar1 altinda x,(v) denge noktasinda Hopf catallanmasi
goriiliir.
Yukaridaki ilk iki madde Hopf catallanmasinin goriildiigii bir sistemin tasidigi

Ozellikleri vermektedir. Bundan sonraki adimlar u,, f, ve 7, degerlerinin

hesaplanmasinda izlenilmesi gereken yolu vermektedir.

3) wo =1Im A;(v.) > 0 olmak iizere sistemin Jakobian matrisi

0 —wy O
A(v,) = [wo 0 0
0 0 D

seklinde ise sistemin degisken degistirme yapilmasina ihtiyact yoktur. Dolayisi
ile bu asama atlanip dogrudan Center Manifold Teoremi’nin uygulanmasina

gecilebilir. Aksi takdirde 9;, 4;(v.) = iw, 6z degerine karsilik gelen 6z vektor
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4)

5)

ve {r3,--, 1} Ise v =v, de A3,--, 4, 0z degerleri igin 6z vektor uzaymi geren

reel n — 2 vektoriin herhangi bir kiimesi olmak tizere

P = (ReV,,—ImVIy,13,,1) (2.20)

alalim ve 9; vektoriini sifirdan farkli ilk bileseni bir olacak sekilde

normallestirelim.

Sistemin denge noktasinda hesaplanan Jacobian matrisi istenilen yapida degil ise
(2.20) ile verilen P matrisi yardimi ile x = x,(v.) + Py degisken degistirmesi
yapilir ve sistem y degiskeni cinsinden y = F(y) seklinde yeniden yazilir. Elde

ettigimiz bu yeni sistemin Jacobian matrisi olan

aF(O) B 0 —Wy 0
5y |@o 0 0
Y O 0 D

reel kanonik yapidadir.

Center Manifold Teoremi kullanilarak n-boyutlu sistem iki boyutlu sisteme
indirgenir. Bu indirgeme islemi sirasinda verilen sistemin Poincaré Normal

Formunun

z=2Az+g(z2) (2.21)

oldugu goriiliir. Hopf Catallanma Teoremi’ni uygulayabilmek i¢inv = v, y =

olmak tizere g;; katsayilar1 hesaplanmalidir. Bunun igin ise

1[02FY 92F!  [92F? Q2F2
+i , (2.22)

Iu 4)0y,%2 0y, 0y12  0y,?
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1[0%F' 0?F? 5 0%F? 4 _<62F2 0%F? 42 0%F? ) (223)
= — —_ — 1 — , .
go2 4 _63’12 dy,? 0y10y, dy,2  0y,? 0y10Yy, ) |
1[0%F' 0%F? +2 0°%F? 4 _<02F2 0°%F? ) 0°F?! ) (2.24)
= — —_ 1 —_ — , .
J20 410y.*  0y,* 0y10y, dy,2  0y,? 0y10Yy, ) |
o = 1[03F?! 4 03F! 4 03F? 4 03F?
8 0y,3  0y,0y,*  0y,20y;  0y,°
d03F%  03F? d3Ft  093F?
+i + -2 - (2.25
<0y13 0y10y,° 0y,20y,  0y; >l )

formiillerinden yararlanilir. n = 2 olmasi halinde g,; = G, alinir ve ¢;,(0), u,,
Bo, T, degerlerinin bir sonraki adimda verilecek olan formiiller yardimi ile
hesaplanmasina gecilir. n > 2 ise yukaridakilerin yani sira asagidaki katsayilarin

da hesaplanmasi gerekmektedir:

- 1[62Fk+aszl =31
= = - - | = I“.’n
o4 oy ay?
2k 2k 2k
T LA (=3
4| dyf  0y; 0y,0Y,

olsun. D, (n — 2) X (n — 2) tipinde A3, -+, A,, 6z degerlerini veren matris olmak

tizere (n — 2) -boyutlu wy 1, wy vektorleri igin

Dwyq = —hq

(D = Ziwoglwyg = —hyg

lineer sistemleri ¢oziiliir. Bu ¢oziimlerden elde edilen
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- 1[ 82F1 N 92F2 N ( 92F2 92t )
—_ — l —
10T 210y10y, - 0y.0y - \0y10yi 0,0y )]
., 1] @2F'  a2F2 ( 92F1  92F2 >
Gior =35 - +1 +
210y10yx  0y,0yy 0y,0yx  0y10yi /|

degerleri yardimi ile g,; katsayist

n-2

921 =G + Z(Gﬁowﬁ + Gfmwéco)
k=1

seklinde elde edilir.

6) a'(0) = Re A;(v.) ve w'(0) =ImAj(v.) olmak iizere siras1 ile Lyapunov

katsayisi, periyodik ¢oziimlerin yonii, periyodu ve kararliligi

[ 1 g
c;(0) = w_o [920911 —2]g111* — 3 |920|2] + %' (2.26)

_ —Re c,(0)

o ==y (2.27)

B —(Im c,(0) + ,uzw’(O))
= o )

(2.28)

T2

Bz = 2Re ¢,(0) (2.29)

denklemleri yardimu ile bulunur.

7) €% = % + (v — v.)? olmak iizere ¢ziimlerin periyodu (i, # 0)
2

2T
T = — (147,82 +73€3) + o(e?),
0
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ve karakteristik usteli

B = Bre* + B3e® + o(e*)

ifadeleri ile verilir. y, = Re z, y, = Im z,

W ¥)T = waglz|? + Re (wyoz?) + o(Iz]3) ve

2mit ie? —4mit 4Tit

z=¢ce T +——|goppe T —3gye T +6g..|+0(e?)
6w

olmak tizere x = x,(v) + Py periyodik ¢oziimlerdir.

8) Son olarak da yapilan bu islemler niimerik olarak incelenerek dogruluklar: test
edilir. Boylece teoride elde edilen sonuglar ile sayisal metotlarin sonuglar

karsilastirilir ve dogrulanir.

Uyar1 2.4: Bu formiiller ile ilgili daha detayli bilgiye Hassard’in kitabindan
ulagilabilir. u,, 7,, B, katsayilarindan herhangi biri sifir ise py, 74, S5 hesaplanabilir.
Eger onlardan herhangi biri de sifir ise ¢ift indisli bir sonraki katsayilar benzer
islemler yapilarak bulunabilir ve bdylece istenilen sonuglar elde edilene kadar bu
islemlere devam edilebilir. Fakat hesaplamanin dogurdugu gii¢liik nedeni ile bu
tavsiye edilmemektedir. Ornegin Van der Pol denklemi gibi basit sistemler i¢in uy,

T4, B4 degerleri kolaylikla hesaplanabilir.

Uyari 2.5: Yukaridaki adimlar v, degerine yakin v degerleri igin hesaplanmalidir. Ilk
adimlarda yapilan koordinat degisimi yapilmayabilir ancak ilerleyen adimlarda bu
degisime ihtiya¢ duyulacagi i¢in sadece ertelenmis olur. Bu erteleme ise daha sonraki

adimlar1 daha karmasik bir hale getirecektir.
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Uyani 2.6: Yukarida bahsedilen bu teknik, adi diferensiyel denklem sistemi elle
hesaplamaya izin verecek kadar basit ise etkili bir tekniktir. Bu durum en iyi teknik
nedir sorusunu akla getirmektedir. Ama bu sorunun cevabi tek degildir. Farkli

problem siniflar1 i¢in farkli teknikler s6z konusudur.

Center Manifold-Poincaré Normal Form, Lyapunov-Schmidt, Lyapunov
fonksiyonlari- Integral Averaging, Harmonic Balancing, Describing functions, vb.

gibi bir¢ok teori s6z konusudur. Bunlarin hepsi de ayn1 formiilleri vermektedir.

Bu béliimde ise yapilan inceleme, Center Monifold-Poincare Normal Form teorisi

temel aliarak yapilmstir.

2.3. Gecikmeli Diferensiyel Denklemler i¢cin Hopf Catallanma Analizi

Biyolojik olaylarin birgok modeli etkilesimler arasinda gecikme igerir. Hutchinson

[49] tarafindan ortaya atilan bir tiiriin biiyiimesini modelleyen (x € R?)

dx(t)
dt

= —ax(t — 1)1+ x(t)] (2.30)

Hutchinson-Wright denklemi buna bir 6rnek olarak verilebilir. Sabit zaman
gecikmesi, yeniden {ireme ya da tepkiye verilen cevap duraklamasina benzetilebilir.
Ornegin, bir balik tiirii i¢in bu, diinyaya geldigi andan itibaren yumurtlama ve iireme
olgunluguna erisme donemine kadar gecen siiredir [50]. Bu boélimde daha 6nce
bahsedilen teori gecikmeli diferensiyel denklemlere tasinacaktir. Bunun igin ele
aliman modeli center manifold iizerinde kompleks degiskenli tek bir diferensiyel
denkleme doniistiirmek i¢in Center Manifold Teoremi kullanilacaktir. Ele alinan
sistem sonsuz boyutlu fonksiyonel diferensiyel denklem oldugundan bu sistemi iki
boyutlu duruma indirgemek biraz daha zordur. Dolayisiyla ilk dnce problem iki

boyuta taginacak ve bodylece daha Onceki boliimde denge noktasindan catallanan
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periyodik ¢oziimlerin periyodu, kararliligi ve c¢atallanmanmn yonii i¢in verilen

formiiller uygulanabilir hale getirilecektir.

C*[-r,0], [-7,0] araliginda tamimli, bilesenleri k-kez siirekli tiirevlere sahip
n-boyutlu, reel, vektor degerli fonksiyonlar1 gostersin. t,7 >0, u € R, 6 € [—1,0]

icin x: [-7,0] - R™ ve x.(0) = x(t + 6) olmak lizere

dx(t)
dt

= Lyxe + f (e (), 1) (2.31)

otonom sistemi incelenecektir. Burada L,:C[—7,0] —» R™ siirekli (smirl) lineer
operatorlerin bir parametreli ailesi ve f(:,u): C[—r,0] - R™ kuadratik terimden
baglamak tizere lineer olmayan terimleri iceren ve f(0,u) =0, D, f(0,u) =0
kosullarin1 saglayan bir operatordiir. Bu takdirde (2.30) lineer olmayan diferensiyel

denklemi lineerlestirilerek (2.31) tipine doniistiiriilebilir.

Kolaylik olmasi agisindan kiigiik |u| degerleri igin f(:,u) ve L, operatérlerinin p
catallanma parametresine bagli olarak analitik oldugu kabul edilecektir. (2.31)
denkleminin C: C[—r, 0] — R™ ailesinin elemanlar1 olan x ¢6ziimlerine karsilik gelen
bir yoriinge, t, (0,0) tizerinde degisirken x;(-) fonksiyonlarmin ailesi tarafindan

cizilen kapal1 bir egridir.

(2.31) denklemi i¢in baglangi¢ deger probleminin ¢6ziimlerinin varlik ve tekligi ile
ilgili teoriye Hale [51] ve Halanay’in [52] yazmis olduklar1 kitaplardan ve
Chafee’nin [41] makalesinden ulasilabilir. Burada deginilecek olan teori (2.31)
gecikmeli sistemi i¢in center manifoldun varligina dayanmaktadir, yani g = 0 ilave
denklemi ile (2.30) denklemini igeren sistemdir. Chafee [41] , Claeysson [42] gibi
kabul edilen bu kosullar altinda C center manifoldunun mevcut oldugunu

gostermistir.

Catallanmanin varligindan s6z edebilmek i¢in gerceklestirilmesi gereken ilk hedef
(2.31) sistemini matematiksel ag¢idan uygun olacak sekilde tek bir degiskene bagl

olan
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denklemine doniistiirmektir. (2.31) sisteminin X, = L, x; lineer kism1 Riesz Temsil
Teoremi’ni  kullanarak  yeniden ifade edilir. Bu teorem  geregince
(L,j=12,--,n igin) mn;:[-r,0] > R bilesenleri [—7,0] lizerinde smirh

degisimleri olan ve her ¢ € C[—r, 0] i¢in

0
L = f dn(0)b(6)

ozelligine sahip n:[—7,0] > R™™ fonksiyonu vardir. Ornegin, §(@) Dirac delta

fonksiyonunu gostermek tizere
n(6, 1) = - (g +1) 60 +1)
ise
Lyx, = — (g +p)x(t—1) (2.33)

seklinde elde edilir. n(8, ) fonksiyonunun segimi, lizerinde ¢alisilan diferensiyel

denkleme dayanmaktadir. L, operatoriintin
o(w) = {A:det(Al — L,e*I) = 0}

spektrumunda geleneksel Hopf ¢atallanma varsayimlar agsagidaki gibidir:
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(i) o,w €ER ve a(0) =0,w(0) =wy, >0 ile a'(0)# 0 olmak iizere lineer
sistemin A(u) = a(u) + iw(u) seklinde tanimlanan A(u) ve A(u) basit
kompleks eslenik 6z degerleri vardir.

(ii) 0(0) kiimesinin (i) kosulunda tanimlanan 6z degerleri hari¢ diger biitiin

elemanlar1 negatif reel kisma sahiptir.

(2.33) diferensiyel denkleminin yukarida verilen hipotezleri saglayip saglamadig:
kisaca incelenecektir. Bu denklemin x(t) = e*' big¢iminde ¢Oziimiiniin oldugu

varsayimi altinda
1+ (5+u)er=0 (2.34)

(2.33) denklemin karakteristik denklemidir. Eger u = 0 ve *im/2 6z degerler ise
(2.34) denkleminin diger 6z degerleri negatif reel kisma sahiptir [18]. A1(0) =%T

251 ,
olarak segilirse wg = g ve v = (1 + %) olmak tizere ReA(0) = % >0

oldugundan (2.33) ile verilen skalar gecikmeli diferensiyel denklem igin (i) ile
verdigimiz hipotezler saglanir. Dolayisiyla bu sistemde Hopf catallanma
goriilmektedir. Bu model Hassard’in [26] numarali referansta belirtilen kitabinda

detaylica incelenmistir.

Yukarida bahsettigimiz teori bir sistemde Hopf c¢atallanmasinin hangi kosullar
altinda gerceklesmesinin beklendigini sdylemektedir. Fakat catallanmanin yonii,
periyodik ¢oziimlerin periyodu ve kararliligi hakkinda bilgi vermemektedir. Bu
sayillan konular hakkinda bilgi edinebilmek ig¢in ilave tanimlara ihtiya¢ vardir.

¢ € C1[—r,0] igin

( Z—Z), —-r<6<0
A = % : (2.35)
[ans.woer =0, 6=0

\
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ve

(0, -r<6<0
R ={rn,  o=0 (2:36)

olarak tanimlanirsa (2.31) denklemi istenilen (2.32) denklemine doniisiir. Daha 6nce
de bahsedildigi tizere u = 0 iken p,, B,, 7, degerleri, gecikmeli diferensiyel denklem
icin de hesaplanmalidir. Bunun igin ilk 6nce u = 0 atayarak A(0) operatériiniin 1(0)
6z degerine karsilik gelen q(0) 6z vektorii bulunmals, yani ve benzer sekilde 1(0) 6z
degerine karsilik gelen 6z vektodrii hesaplanmalidir. n7, 7 nin transpozu olmak iizere

A(0) operatoriiniin adjoint (ek) operatorii

_da) O<s<r
A0 =1 o K (2.37)
[ dn"(t,0a(-t) s=0

ile tanimlanir. Kolaylik olmasi i¢in A(0) yerine A, A*(0) yerine A* ve (s, 0) icin

ise n(s) gosterimi kullanilacaktir.
A(0)q(8) = iweq(6)

oldugundan A* adjoint operatériiniin 1(0) 6z degerine karsilik gelen g* 6z vektorii
A'q" = —iwyq”

ile hesaplanur.
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Bilindigi gibi n-boyutlu sistemleri incelemek daha zordur. Bu tiir sistemleri
inceleyebilmek i¢in boyut indirgeme yontemleri kullanilir. Burada daha once de

bahsedildigi gibi Center Manifold Teoremi kullanilacaktir.

Sifir denge noktasi civarinda C, center manifoldunu tanimlamak i¢in ilk Once
manifoldun koordinatlarinin belirlenmesine ihtiya¢ vardir. Bunun i¢in ise 6zel bir i¢

carpima gereksinim duyulmaktadir. ¢ € C[0,7] ve ¢ € C[—r, 0] igin bu i¢ ¢arpim

0 0
W, d) = H(0) - $(0) — f f BT (€ — 0)dn(0)p()dé (2.38)
0=—-1&=0

seklinde tanimlansin. Dogal olarak A ve A* adjoint operatorler oldugundan
(Y, ) € D(A) x D(A") igin (P, Ap) = ( A"y, ¢) saglanir. Yukarida elde edilen g
ve q* 0z vektorleri bu i¢ carpim altinda normallestirilir, yani bu 6z vektorler
(q",q) = 1ve (q,q) = 0 kosullarin1 saglamahdir. Her bir x € D(A) i¢in center
manifoldun koordinatlarin1 veren (z,w) ikilisinin olusturulmasi gerekmektedir.

Burada

z={(q",x) (2.39)

ve

w=x—1zq—zq = x(0) — 2Re{z(t)q(6)} (2.40)

esitlikleri ile verilir. 4 = 0 degerinde (2.32) denkleminin x; ¢6ziimleri i¢in (2.39)

z= (q*'xt)
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ve (2.40)
w = x; — zq — zq = x¢(8) — 2Re{z(t)q(6)}

olarak tanimlanir. C; manifoldu {izerinde

z? Z? z3
W(Z, Z_, 9) = WZO(H) 7 + Wll(Q)ZZ_ + WZO(H) 7 + W30(0) F + .- (241)

olmak iizere w(t,8) = w(z(t),z(t),0) dir. z ve Z sirasiyla q ve q* vektorleri
yoniindeki C, monifoldunun yerel koordinatlaridir. Buradan (gq*,w) = 0 oldugu

kolayca goriilebilir. (2.32) denkleminin x, € C, ¢oztimleri igin
z =(q", %) = (q", Ax; + Rx;)
ya da p = 0 oldugundan

2(t) = iwez(t) + ¢7(0)f(w(z, 7, 6)) + 2Re{z(t)q(6)}

=iwgz + q*(0)fo(z,2) (2.42)
elde edilir. Bu, kisaca

z=1wyz(t) + g(z,2) (2.43)
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seklinde yazilabilir. (2.42) ve (2.43) denklemlerinde dikkat edilmelidir ki f, bileseni
6 degiskeninin bir fonksiyonu olarak alinan bir operator iken g fonksiyonunun 6

degiskenine olan baglilig1 kaldirilmigtir.

Bir sonraki hedef g fonksiyonunu z ve z degiskenlerinin kuvvetleri cinsinden agmak
ve 2.1.1. bolimiinde kullanilan algoritma ile u,, 7,ve B, degerlerini, bu ag¢ilimdan
faydalanarak hesaplamak olacaktir. Bu degerleri hesaplamak i¢in g fonksiyonunun

gij katsayilarinin bulunmasina ihtiya¢ vardir. (2.42) esitliginden

9(z,2) = q4°(0)fo (2, 2) (2.44)

oldugu ve ayrica g;; katsayilarinin w;; katsayilarina bagli oldugu bilinmektedir.
Oyleyse w;j(6) Kkatsayilarmin hesaplanmasi gerekmektedir. Ik olarak w;;(0)
katsayilarin1 verecek denklem olusturulur. (2.40) denkleminde 6 degiskenine goére

turev alirsak:

W =2x,—2q — Zq

ve bu denklemde (2.43) ile (2.32) ifadelerini kullanirsak

o { Aw — 2Re{q*(0) - foq(6)}, -r<6<0 (2.45)
Aw — 2Re{q*(0) - foq(0)} + fo, 6=0 ’
elde edilir. Bu ifade ise
ZZ Z—Z Z3
H(Z, Z_, 9) = HZO(H) ? + Hll(H)ZZ_ + Hzo(e) ? + H30(9)€ + .- (246)
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olmak lizere

w=Aw+ H(z,z0) (2.47)

seklinde yeniden yazilabilir. Diger yandan orijin civarinda Cy manifoldu iizerinde

W= w,Z + w;Z

elde edilir. (2.41) ve (2.43) ifadelerinden faydalanarak w, ve z ifadeleri yerine
yazilirsa W igin yeni bir esitlik elde edilmis olur. Bu elde edilen ifade ile (2.18)

denkleminin sag tarafi esitlenirse

(iwg — A)wy(8) = Hyo(0)

—w11(0) = H11(0)

(2.48)

esitlikleri bulunur. (2.48) esitliklerinin ilk {igli, w,o, Wy, Ve Wy, = W, katsayilarini
elde etmek icin ¢oziiliir. Ihtiyac halinde kullanilan esitlikler cogaltilabilir. u,,7, ve
f degerlerini bulmak igin gerekli olan w;; katsayilarinin hesaplanmasi yeterlidir.
Eger k > 1 igin py, 7o Ve By degerlerinin hesaplanmasi gerekiyorsa o zaman

u = 0 olarak alinmamalidir.
w;; katsayilar1 hesaplandiktan sonra (2.17) diferensiyel denklemi

72 72 727

z= iwoz+g20?+gllzz_+ gz t a1+
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seklinde yazilabilir. Burada i + j < 3 i¢in g;; katsayilar

2 =2
q(0)f (zq(@) +2q(0) + wy(0) Z? + wq1(0)2Z + wy,(0) % + .. )

ifadesinin agilimindan gelmektedir. Poincaré Normal Form’unda gegen ve
catallanmanin ydniinii belirlemede yardimci olan ¢ (0) Katsayisi g;; katsayilarindan
olusan (2.26) formiilii ile verilir. 2.2.1 boliimiindeki (2.27)-(2.29) formiilleri ile u,,

T, ve B, katsayilari elde edilir.

Daha once verilen 6rnekte S; (i = 1,...,4) katsayilar1 C de, E ile F ise C" de ve

q(8) = q(0)e™? olmak iizere

w0(6) = S1q(8) + S,q(0) + Ee?™o
wi1(0) = S3q(0) +S,q(6) + F

seklinde bulunur. Boylece c¢atallanan periyodik ¢ozlimler

x(t,u(e)) = 2¢ Re[q(0)e™ot] + e2Re[Ee?™ot + F| + 0(&?)

ile verilir. Bu ¢ézlimler center manifold tizerinde asimptotik kararlidir. Bu model i¢in

daha detayl bilgi [37] numarali referanstan elde edilebilir.
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BOLUM 3

3. dN(t)/dt = aN(t)f(N(t — 7)) DENKLEMININ HOPF CATALLANMA
ANALIZI

3.1. Kararhhk ve Hopf Catallanma Analizi

Yaptigimiz bu ¢alismanin amaci a, T > 0 sabitler olmak iizere

dN(t)

— = aN(©)f(N(t—1)) (3.1)

bi¢imindeki birinci mertebeden bir gecikmeli diferensiyel denklem i¢in T gecikme
parametresini ¢atallanma parametresi alarak Hopf Catallanma analizi yapmaktir.
Ornegin burada N(t) bir popiilasyonun yogunlugunu gosterebilir. Burada f
fonksiyonunun gerektigi kadar tiirevinin alinabildigi kabul edilmistir. Ilk olarak

verilen (3.1) denkleminin denge noktalarini bulalim:

‘“Zf) = 0= aN©OF(N(t - D)

ise N; = 0 asikar denge noktasidir. Ayrica kabul edelim ki f(N,) = 0 olacak sekilde
bir N, denge noktasi olsun. T = 0 iken N; = 0 denge noktas1 f(N;) > 0 ise kararsiz;
f(N;) < 0 ise kararli denge noktasidir. N, denge noktasi i¢in ise asagidaki iki durum

s6z konusudur:

(i) N, >0 olsun. Bu takdirde f'(N,)> 0 ise N, denge noktasi kararsiz;
f'(N;) < 0 ise kararhidir.
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(i) N, < 0 olsun. Bu takdirde f'(N,) >0 ise N, denge noktasi kararli;

f'(N,) < 0 ise kararsizdir.

Biyolojik sistemlerde N(t) genellikle popiilasyonu belirtiginden bu ¢alismada

N, > 0 denge noktas1 goz Oniine alinacak ve Hopf catallanma analizi yapilacaktir.

Bunun ig¢in ilk 6nce (3.1) esitliginin sag tarafindaki

F(N(t),N(t—1)) = aN@®)f(N(t—1))

fonksiyonunun N, > 0 denge noktasi, sifir noktasina kaydirilip bu nokta civarinda

lineerlestirilir.

t =tsve N(t) = N(ts) = x(s) + N, degisken degistirmesi yapilirsa:

dN(t) dx(s) ds dx(s) 1
dt ds dt ds T

N(t—1t)=N(ts—1) = N(T(S— 1)) =x(s—1)+N,

elde edilir. (3.1) denkleminde (3.2) ve (3.3) esitlikleri yerine yazilirsa;

d’;(ss) = tax(s) + N,Jf (x(s — 1) + N,)

denklemi elde edilir. (3.4) denkleminde kolaylik olmasi igin s = t alinarak

d’;(tt) = talx(t) + N f (x(t = 1) + Np) = G (x(6), x(t — 1))
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denklemi elde edilir. Boylece N, denge noktasi yukaridaki doniisim ile x, =0
noktasina kaymis oldu. Simdi x, = 0 civarinda, G(x(t),x(t— 1)) fonksiyonunu

lineerlestirirsek;

G(x(®),x(t — 1)) = G(0,0)

06 (0,0) 206G (0,0)

9 © [x(t) — 0] + 2t — D) [x(t — 1) — 0]
1/{3%6(0,0)
+ = —0]?
2<5(x(t))2 [x(t) — 0]
02G(0,0)
9x(0ox(c — D KX~ D - 0kx®
(x(t—-1)
+y.m.t.

= [raf (x(t — 1) + Np)]lx=0x(t)
+ [tax(t)f' (x(t — 1) + N;)
+ taN,f'(x(t — 1) + Np)]lx=ox(t — 1)

+ % 0+ 2[taf'(x(t — 1) + Ny)]|x=ox(®)x(t — 1)

+ [tax(t)f"(x(t — 1) + N,)
+zaN,f" (x(t — 1) + Ny)]ly=o[x(t — 1)]?) + y.m.t.

= G(x(t),x(t — 1)) = taN,f' (N)x(t — 1)

+taf' (Ny)x(t)x(t — 1) +% TaN,f"" (N,) [x(t — 1)]?

+y.m.t.
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olarak elde edilir. Burada y.m.t. kisaltmas: mertebesi ikiden biiyiik olan terimleri
gostermektedir. Boylece (3.1) ile verilen diferensiyel denklem

m(x(t),x(t - 1)) =taf' (Ny)x(t)x(t — 1)

2 TaNyf () [x(e ~ DI +y.m.t. (3.6)

olmak tizere (3.5) denklemi

dx(t) ,
ST taN,f (Ny)x(t—1) + m(x(t),x(t — 1)) (3.7

seklinde yazilabilir. Bir 6nceki boliimde sz edildigi gibi ¢ = C([—1,0], R?) de
X = Ly(xt) + f(t,x)

tipinde bir denklem elde edilir. Hopf catallanma icin (3.7) denkleminin lineer

kismimnin 6z degerlerinin bulunmasina ihtiyag vardir. Oz degerleri hesaplamak icin

dx(t)
dt

= taN,f ' (N,)x(t — 1) (3.8)

lineer denkleminin x(t) = e** ¢oziimiine sahip oldugundan yola ¢ikilarak
karakteristik denklemi hesaplanir. Bu takdirde M = aN,f'(N,) olmak iizere (3.8)

denkleminin karakteristik denklemi:

leM = tMert-1)
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= 1=1tMe™* (3.9

dir. (3.7) denkleminde Hopf catallanmasinin goriilebilmesi igin (3.9) denkleminin
sirf sanal kompleks eslenik kokiiniin olmasi gerekmektedir. Bunu gostermek igin
kabul edelim ki w > 0 olmak tizere A = iw, (3.9) denkleminin bir kokii olsun. Bu

durumda
iw =tMe ' = TM(cos(w) — i sin(w))
esitliginin reel ve sanal kisimlart:

TMcos(w) =0 (3.10a)

w + tMsin(w) = 0. (3.10Db)

(3.10a) esitliginden
T
cos(w)=0e w, =(2n+ 1)5, n=0,+1,42,---
elde edilir. Burada @ > 0 olmasi1 zorunluluguna dikkat edilmelidir. Dolayisiyla
T
op=Qnt+Dz, n=012 (3.11)

seklindedir. (3.11) ifadesi ile verilen w,, degeri (3.10b) denkleminde yerine yazilirsa;
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T
@n+ Dz +M(=D"=0,  n=012 (3.12)

elde edilir. Bu takdirde n degerine bagli olarak iki durum s6z konusudur:

1. Durum: n in ¢ift olmas1 halinde (3.10b) denklemi
T
(2n + 1)E+THM =0
ile verilen ifadeye doniisiir. Bu esitlikten ,, parametresi
- —Cn+1)— 3.13
Th = n M (3.13)

olarak elde edilir. Baslangic kabulii geregince T, >0 olmasi gerektiginden
M = aN,f'(N,) < 0 olmak zorundadir. ave N, degerleri pozitif olarak kabul
edildiginden f'(N,) < 0 olmalidur.

2. Durum: n in tek olmasi halinde (3.10b) denklemi

TC
(2n+1)§—TnM=0

ile verilen ifadeye dontiisiir. Bu esitlikten ,, parametresi

T
=Ty = (2n + 1) m (314)
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olarak elde edilir. Baslangi¢ kabulii geregince T, >0 olmasi gerektiginden
M = aN,f'(N,) > 0 olmak zorundadir. ave N, degerleri pozitif olarak kabul
edildiginden f'(N,) > 0 olmalidir.

T

Bu ¢alismada 6zel olarak n = 0 segilmistir. Bu se¢imden 6tiirli w, = g Ve Ty = ——-

olarak alinmistir. (3.1) denkleminde Hopf catallanmanin goriilebilmesi i¢in gerekli
olan sartlardan bir tanesi f'(N,) < 0 olarak bulunmus olur. Bu durumda (3.9)

karakteristik denklemi sirf sanal koke sahiptir.

Hatirlanacagi gibi denklemin geriye kalan 6z degerlerinin reel kisminin negatif
olmast gerekmekteydi. Bu kosulu gosterebilmek icin kabul edelim ki (3.9)
denkleminin @ > 0 olacak sekilde A = a + iw tipinde bir kokii olsun. Bu durumda

(3.9) denkleminde A = a + iw alinirsa

a+ iw = tMe~(@tiw)

esitligi saglanir. Daha 6nce de yapilmis oldugu gibi bu denklem de reel ve sanal

kismina ayrilirsa;

a—tMe “cos(w) =0 (3.15a)

w+ t™Me *sin(w) =0 (3.15b)

elde edilir.
(i) >0 ise (3.15a) ifadesinden w > ve (3.15b) ifadesinden w <= elde
edilir.
(i) @ <0 ise (3.15a) ifadesinden w < —= ve (3.15b) ifadesinden w > —=

elde edilir.

Sonug olarak @ > 0 olacak sekilde (3.8) denkleminin bir 6z degeri yoktur.
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Hopf catallanmasi i¢in gerekli olan kosullardan bir digeri ise
Re A'(ty) #0 (3.16)

olmasidir. (3.1) denklemi i¢in bu kosulun saglanip saglanmadigi (3.9) esitliginin her
iki yaninin 7 parametresine gore tiirevi almarak kontrol edilir. Bu tiirev alma

isleminin sonucu asagidaki gibidir:

1 Me=4

—_— = 3.17
dt 1+ 1tMe 4 (3.17)

(Burada, bu tiirevin tanimli olabilmesi igin 1 4+ tMe~* # 0 ifadesini gerekliligine
dikkat edilmelidir.)

(3.17) denkleminde A = iw, = % Ve 1y = ﬁ degerleri yerine yazilirsa

_im
da _ Me 2 _ —iM
w=wo | —g_ _m . im
dt "L'=‘fo0 1+ﬁM€ 2 1+7
_ —2iM 2 —im _ —4iM — 2Mn 318
T 24im 2—im 4+ m? (-18)
ve M = aN,f'(N,), f'(N,) < 0 oldugu hatirlanirsa
R (d’l) —2MT 3.19
= —_ ) =— )
€ dr 4 + 2 ( )
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elde edilir. Dolayisiyla Re A'(7y) # 0 oldugundan karsithk kosulu (transversality
condition) saglanir. Sonug¢ olarak (3.1) sisteminde, N, > 0 denge noktasi igin

f'(N,) < 0 oldugunda t = 7, degerinde Hopf ¢atallanmasi goriliir.

3.2. Hopf Catallanmanin Yonii ve Kararhhk Analizi

Bu kisimda Boliim 2’de bahsettigimiz teoriyi kullanarak, (3.1) denkleminin Hopf
catallanmasinin yonii, periyodik ¢6ziimlerin periyodu ve kararliligi incelenecektir.
Bu incelemeyi yaparken ¢atallanmanin T = 7, i¢in N, denge noktasinda gergeklestigi

kabul edilmistir.

(3.6) lineer denkleminde 7 =ty + u degisken degistirmesi yapilarak catallanma

degeri u = 0 degerine kaydirilmis olur. Bu takdirde (3.8) denklemi

dx
i (to + WMx(t —1) (3.20)

denklemine déniisiir. € = C([-1,0],R) i¢in L,:C > R, m:RXC - R, ve ¢ €C

olmak tizere

Ly(¢) = (1o + Mp(=1)

1
m(¢,u) = (to + Waf (V)9 (0)p(=1) + 5 (7o + waN, f" (N;)[¢(-1)]?

ile verilir. Riesz Temsil Teoremi’nden 8 € [—1,0] ve ¢ € C igin

0
L = f dn(6,0)(6)
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ifadesi saglanacak sekilde sinirl degisime sahip

dn(0,n) = —(to + waN,f'(N)6(6 + 1)

fonksiyonu vardir. Burada &, Dirac delta fonksiyonudur. Hopf c¢atallanmasinin

yoniinii, periyodik ¢dziimlerin periyodunu ve kararlilik yapisini belirleyebilmek i¢in

yukaridakilere ek olarak bazi tanimlara ihtiya¢ duyulmaktadir. ¢ € C([—1,0], R) igin

(u = 0 6zel durumunu incelenmektedir.)

( d¢
| E, -1 < 0<0
Ap() =1 ©
| fdn(s, 0)¢p(s), 6=0
\
d¢
_ { =, -150<0
o Mp(~1), 6=0

ve

0, -1<6<0
Rp(0) = {m(¢(9),u), 6=0

O;
= 1
{Toaf’(Nz)qb(O)dJ(—l) + 5 ToalNof" (N [$(= D%,

operatorleri  tanimlanirsa  (3.7) denklemi (2.32)

(3.21)

-1<6<0

oo (22

denklemine denk olur.

Y € C([-1,0],R*) igin n(@) =n(6,0) olmak iizere A operatoriiniin adjoint

operatoru:
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d
——lp 0<s<1

(
I ds’
A*l,b={

0 (3.23)
| f A" OP(—D), s=0
1

ile verilir.

Teorem 3.1: A ve A* operatorleri (2.38) bilineer i¢ carpimi altinda adjoint

operatorlerdir.
ISpﬂt:(p € C([—l,O], ]R) Ve l/) € C([—l,O], R*) 1(}111 (lp(s)'Ad)(e)) = (A*IIJ(S), ¢(9))
oldugunu gostermeliyiz.
06
W), AP @) = FOASO) ~ [ [ 5 - dn(@)Ap(©)de
10
0

06
= 5(0) j dn(s)p(s) - j f B(E — 0)dn(0)(€)de
-10

-1

0
= 5(0) j dn(s)p(s)
0

6
- j M50 + 1) {117(5 ~0)p(©)| - j e - 9)¢>(€)d€} do
0

-1

0 0
= %(0) j dn(s)$(s) - j 1oM8(60 + D) H(6) — $(~6)$(0)}d8

-1

06
+ J J ToM8(0 + 1§ — 0)dOP(£)dE
-10
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0 0 0
= 5(0) f dn($)$(s) — H(0) f dn(s)p(s) + j B(=0)p(0)dno

-1 -1

_ ff,q*l/j(g—e)dn%(f)df

0 0 6
= [sc-orp@dno - | [ 45 - 0)dnop(ds
-1 -10

06
= A P(0)(0) j f AP — 0)dn0(€)dé

-10

= (A"Y(s), $(6))
elde edilir. Dolayisiyla istenilen sonug gosterilmis olur.

A ve A* operatorlerine karsilik gelen 1 = iw, Ve 1 = —iw, 6z degerlerinin q(#) ve

q*(0) 6z vektorleri hesaplanmalidir.

(i) q(8), 1 =iw, 6z degerine karsilik gelen 6z vektor olsun. Bu takdirde

Aq(0) = iwoq(6) = Aq(6) == q(0)

:>dq_i7r ©)
a6 21

g
= Q(e) = Clez )

58



olarak bulunur. Yukaridaki ifadede c; bir sabittir. 8 = 0 durumunda ise yukaridaki

esitligin saglandig1 goriiliir. Sonug olarak c; sabitinin se¢iminden bagimsiz olarak
q(0) = cyez? dir.

(i) g*(s), A = —iw, 6z degerine karsilik gelen 6z vektor olsun. Bu takdirde

in
4G () = —iw0g"(s) = 4G (5) = —4(5)
dq” in
BT RS

i
= q*(s) = c,e2°,  c,:sabit

olarak bulunur. Yukaridaki ifadede c, bir sabittir. s = 0 durumunda ise yukaridaki

esitligin saglandig1 goriiliir. Sonug olarak c, sabitinin se¢iminden bagimsiz olarak
i
q*(s) = cye2® dir.

Yukarida c; ve c, sabitlerinin sonsuz ¢okluk da deger alabilecegi gosterilmistir. Bir
onceki boliimde g ve q* 6z vektorleri arasinda {(q*, q) = 1 ve (¢, @) = 0 bagmntisinin
olmasi gerektigi bahsedilmisti. Oyleyse (q*,q) = 1 olacak sekilde c; ve c, sabitleri

arasinda bir iligkinin kurulmas1 gerekmektedir.

006
(q"(s),q(0)) = q"(0)q(0) — JJ?@ — 6)dn(6)q(§)d

10
06 ,
=TT LT
= ¢,C, — C1Cy ffeT(f_e) dn(@)edef
10

(c; = 1 ve ¢, = D olarak alinmistir.)

06
(q"(s),q(6)) =D |1 - j j e2? dn(0)de
-10
=D [1 - e_Tm(—l)TOM
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(q*(s),q(@)) =1 = D[1 —it,M] = 1

_ 1 2
= b= —T . 2+ im
1—li
5 4 —2im
- =
4 + m?
4 4+ 2in
=D = g (3.24)

olarak bulunur. Boylece q(6) = ez’ ve q*(s) = Dez” olarak elde edilir. Ayrica

(g%, @) = 0 kosulunun saglandig1 da kolayca goriilebilir.

Bolim 2.3’te bahsedilen teori kullanilarak, u = 0 igin C, center manifoldunun

koordinatlarinin hesaplanmasina ihtiya¢ vardir. Bu koordinatlar yardimi ile (3.1)

denklemi

z=lwyz+ g(z2) (2.43)
ve

w=Aw + H(z,z,0) (2.47)

seklinde iki boyuta indirgenmis olur. z ve Z degiskenleri q ve q* vektorleri
yoniindeki €, monifoldunun yerel koordinatlar1 olmak tizere, u = 0 iken x; € C,

¢Ozlimleri igin
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Z=(q", %) =(q", Ax; + Rx;)

={q",Ax;) +(q", Rx,)

060
= (Aq" %) + T(O)Rx,(0) — f f 77 (€ — 0)dn(0) R () dE

-10

= 240", %) + T(ORx,(0)

_ %Z(t) + g7 (0)mg(2(0), 2(t))

bulunur.

Boliim 2.3.’ten Hopf ¢atallanmanin normal formu
z=1lwyz(t) + g(z,2)

oldugu bilinmektedir. Bu durumda
9(z,2) = q*(0)my(2(¢), 2(¢))

esitligi gecerlidir. (3.25) ifadesinin hesaplanabilmesi igin

m(x(t), x(t — 1)) = (o + waf' (N2)x:(0)x,(—1)

1
+2 (g + AN, £ (Ny) [ (— DI
fonksiyonu z ve Z degiskenleri cinsinden yazilmalidir. (2.40) denkleminden
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x¢(0) = w(t,0) — 2Re{z(t)q(0)}

xe(=1) = w(t, —1) — 2Re{z(t)q(-1)}

ve w(0) = w(t, 0) ve w(—1) = w(t, —1) gostermek iizere

in, —im,
x:(0) =w(0) + (ze 2" +ze 2 )
=w0)+z+2
—IiT i
2

xe(=1) = w(=1) + (zeT + z-e—)

=w(-1)+i(—z+2)
ifadeleri (3.26) denkleminde yerine yazilirsa

mo(z(t),Z(t)) = toaf ' (N,)(w(0) + z + Z)(W(—l) + (—iz + iZ))

t %roazvzf”(zvz)[m—l) + (~iz +iD)]?

fonksiyonu elde edilir.

W(t’ 9) = W(Zl Z_) 9)
z? 72 43
= WZO(H)? + W11(9)ZZ+ WZO(H)? + W30(9)€ + ...

Z2 Z—Z 23
< w(0) = wy,(0) el + wy1(0)2Z + wy, (0) - + W (0) - + o >
Z2 Z—Z 23
W(_l) = Wzo(_l) 7 + Wll(—l)ZZ_ + Woz(—l)? + W30(—1)€ + -
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oldugundan

2 2
mo(z(t),Z2(t)) = toaf’' (N,) <Z + Z 4+ wy(0) % + wq1(0)zZ + Woz(o)% + >

72 72
((—iz +iz) + Wzo(_l)? +wy(—Dzz + Woz(_l)? + )

2

1 z
+§T0aN2f"(N2) [(—iz +iz) + WZO(—1)7 +wy(—1)zz

7 2
vt

, 3
mo(z(t), Z_(t)) = Toaf (Nz) [—izz +izz + Wzo(—l)% + W11(—1)222

) [ 772 R z%7)
+1oaf’'(Ny) WOZ(—].)T + e —izz+iz° + WZO(—I)T

) 53 43
+1oaf'(Ny) [wi1(—1)z2% + wyy(—1) > + = iwy0(0) >

) [ z%Z z*
+1oaf’(N;) |iwzo(0) — + Wy (0)wyo(—1) 7 + oo

+1oaf'(Ny) [—iwy1(0)2%Z + iwy;(0)z22]

73z
+1oaf’ (N2)[wi1(0)wyo(—1) - + -]

1 z3
+§T0af”(N2) I—Zz + 227 — 2iw20(—1)? —2iwy,(—1)z%z

+] |

1 . z°Z . _
+§T0af”(N2) I—z_z + ZlWZO(_l)T + 2iwy1(—1)zZ% + -
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4 35

1
+5 Toaf (Nz)[Wzo( DJ? Z—+2W20( Dwy1 (- 1)—2

+l

+;Toaf (N)[wq; (—1D)]?2* 2]

elde edilir. Fonksiyonu yeniden diizenlersek:

NlNN

mo(z(t) Z(t)) = —[—2iatf'(N;) — atoN,f " (N)] + zZatoN, f " (N,)

=2
+27 [2iatof'(N;) — atoNof " (N,)]

2_

N

[2atof' (N)wq1(—1) + atoNof"' (N)wae(—1)]

o

2

2

N
N

+ [iaTof' (N2)wo(0) + 2iatoN, " (Nz)w1(0)]

2

N

+ [—2iatoNyf " (N2)wq1(—1)]

&
N N
N

+ - iatoNyf "' (Ny)wyo(—1) + y.m. t.
halini alir. Bu takdirde

g(z(1),2(t)) = q7(0)my(2(t), Z(t)) = Dmy(2(t), Z(t))
=D {% [—2iatyf'(N;) — aTosz”(Nz)]}
=2
+D {ZZ_aTosz "(Nz) + % [2iatof'(N;) — atoN,f ”(Nz)]}
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VA

+§T{20T0f’(N2)W11(—1) + atoNof" (Nx)wpo(—1)}

VA2

+57{iafof'(Nz)Wzo(0) + 2iatoN,f "' (N;)wy1(0)}

VA2

+D > {—iatoN,f " (N)wq,1(—1)

+ iatoNyf " (Ny)wyo(—1)} + y.m. t.
dir.

z? 7?2 7%z

9(z,2) = 9207'1‘ 911ZZ_+9027+ 9217"‘

= q"(0)my(2(1), 2(1))

esitliginden faydalanarak g;; katsayilar1 hesaplanir. Bunlar:

920 = 5[—2ia‘fof’(N2) — atoN,f""(N;)], (3.272)
g1 = E[GTosz”(Nz)], (3.27b)
Joz = B[ZiaTof’(Nz) —atoN,f""(N;)], (3.27¢)

921 = D[2atof'(N)wy1(—1) + atof ' (Np)woo(—1) + iatyf' (N2)wz0(0)
— 2iatyf' (Np)wy1(0) — 2iatoNy f ' (Np)wy1 (1)

+ iatoN, f" (Ny)wyo(—1)]. (3.27d)

J21 katsayisinin  hesaplanabilmesi i¢in  wy,,(0), wyo(—1),w;1(0) ve wy;(—1)

degerlerinin bilinmesine ihtiyag¢ vardir. (2.40) denkleminden
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W(t,0) = %,(6) — 2Re{z(£)q(6)}
= (Ax, + Rx) — 2Re ([iwoz(t) + G~ (0)mo(2(£), 2(1))]q(6))
= A[w(t, 0) + 2Re{z(t)q(8)}] + Rx; — 2Re(iwoz(t)q(8))
— 2Re (77 (0)mo (2(6), () ) (6))

= Aw(t,0) + 2Re(2(£)Aq(6)) + Rx; — 2Re(iwyz(£)q(H))
— 2Re (T (0)mo (2(8), Z())q (6))

= Aw(t,8) + 2Re(z(D)iwoq(8)) + Rx, — 2Re(iwyz(t)q(H))

— 2Re (T (0)mo (2(8), Z())q (6))

= Aw(t, ) + Rx, — 2Re (f (0)my (z(t),z-(t))q(e))

- { Aw — 2Re{q" (0)m,q(8)}, 1<6<0

Aw = 2Re(@ (O)moq(0)} + mo(2(0),2(0)),  6=0 O

olarak bulunur.

z? z2 z3
H(Z,Z_, 9) = H20(6)7 + Hll(H)ZZ_‘l‘ Hzo(e)? + H30(9)€ + e (246)

olmak tuizere
w=Aw + H(z,z,0) (2.47)
ile tanimlanirsa

Aw —w = —H(z,7,0) (3.29)
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seklinde yazilabilir. (3.28) ile verilen ifadeden ise 8 € [—1,0] i¢in

H(z,z,0) = —2Re{q"(0)mo(z,2)q(6)}

oldugunu biliyoruz.

H(z,z,0) = —[q7(0)mo(z,2)q(8) + q" (0)mq(z, 2)q(6)]
= —[q7(0)m,(2,2)q(8) + q"(0)m,(z, 2)(6)]

= —[g(z,2)q(6) + g(z,2)q(0)]
z? z?
== lq(é’) <920 >t 9112Z + Go2 o T )
Z2 z?
+q(0) (g_zo? + 9112z + 9_027 + - )l
2

= - I(Q(H)gzo + q(6)goz) % —(q(0)g11 + q(0)g11)zz

— (q(0)go2 + 5_1(9)9_20)% —y.m. t-l

= Hyq = —(q(0)g20 + G(6)go2)

Hy; = —(q(0)9:11 +q(0)g11)

Hoy = —(q(8)goz2 + q(0)G20)
seklinde elde edilir.

2 —2 3
W(z,2,8) = Wao(0) = + w11(0)2Z + wyo(6) 5 + wp(6) = + -
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oldugundan w(t, 8)fonksiyonunun (2.37) tanimi kullanilarak w(t, 8) tiirevi
W= w,Z + w;Z (3.32)

seklindedir. (2.41) ifadesi z ve Z gore tiirevlenirse

. _ 72
w; = WZO(H)Z + Wll(e)Z + W30? + .-

WZ_ = W11(9)Z + W02(9)Z_+ oo
ifadeleri elde edilir. (3.32) denkleminde bu degerler yerine yazilirsa;

W = wyo(0)zz + wy1(0)(2Z + 22) + wop(0)ZZ + -
= wyo(0)z(iwz + g(z,2))
+wy; (0)[Z(iwz + g(2,2)) + z(~iwZ + §(2,2))]
+woz (0)Z(—iwZ + §(z,2)) + -

ZZ
= 7 ZL(UWZO(H) + .-

olarak bulunur.w;; ve H;; katsayilari arasinda bir iliski kurabilmek igin (3.29)

esitliginin sol tarafint hesaplayalim:

2
Z
AW(t, 9) = AWZO(t' 6) 7 + AWll(t, H)ZZ_

& 43
+Aw,(t,0) ? + Aws,(t, 0) E 4 ..
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2
Z

(3.29) ifadesinden dolayi ise

(Riwy — A)w,o(0) = —H,x(0) (3.33a)

Awy4(8) = —Hq,1(6) (3.33b)

seklinde katsayilar1 esitleyebiliriz. (3.33a) ve (3.33b) esitlikleri yardimi ile w;;(6)

katsayilar1 hesaplanabilir.

(i) w,(0) Katsayisinin Hesaplanmasi: (3.33a) esitliginden

(A = 2iwg)wy(0) = (q(8)g20 + q(6)go2)
= Wy — 2iweWy = (q(0)g20 + (6)go2)

N (Wzoe—zme)’ — e—Zin(gZOeiwe + g—ozeiwe)

= Wzoe—zme — J(gzoe—iwe +g_02€_3iw6)d9
-1 ) -1 .
= [Egzoe_lwg + _9_026_3“06] + E;

3iw

=>w (9) — i eiw@ +L ~ e—i(x)@ +E eZin
20 020 35 902 1

olarak bulunur. Burada E; bir sabittir. E; sabitinin hesaplamak igin

(A = 2iwg)wy(0) = —Hy((0) (3.34)
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esitliginden faydalanilacaktir.
i i _ .
Aw,(0) = A “592051(9) + %gozqw)] + E1321wel
. . 0
i i .
~ = 02040(0) + 5 GuzAT(O) + By [ dn(@)e”?
-1

0
i i .
— = 020i00(0) + 5= Gua (~i)T(O) + By [ dn(@)e?
w 3w
-1
olarak bulunur.

2
2iwwy0(0) = —2g,0q(0) — §§0267(9) + 2iwE;
ve

Ha0(0) = —(q(0)g20 + G(0)goz) — 2iatof'(Nz) — atoNof "' (No).
Yukaridaki ifadeler (3.34) esitliginde yerine yazilirsa,

0
1 . 2
—920 + §g_oz + E; f dn(0)e**® — |—2g,0q(0) — 59_025_1(9) + 2i0)E1]

-1

= —Hy,(0)
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0
= g20 + Joz + E1 f dn(@)ezme — 2iwE;

-1

= (920 t Jo2) + 2iatof'(Ny) + atoNof " (N;)
0

> E; f dn(8)e? % — 2iw| = 2iatyf'(N,) + atoN,f"'(N,)
21

_ 2iatyf'(Ny) + atyNyf" (N,)
! —atoyN,f'(N;) — 2iw

elde edilmis olur. Dolayisiyla

i = —iw6
-_— e
3 Yoz

2iatyf'(Ny) + atoNof " (N;)
—atyN,f'(N,) — 2iw

i )
Woo(0) = [Zgzoelwg +

+ g2iwd (3.35)

(ii) wy1(0) Katsayisinin Hesaplanmasi: (3.33b) esitliginden

Awy1(0) = (q(8)g11 + q(0)g11)
Wi = (q(0)g11 + q(0)g11)

—iwb

= 911eiw9 + g11€
> w (9)=ig eiw9+_—1g el 4 E
11 oI w1 2

: iwb L = —iwb
= 59119 +Zg119 + E;
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olarak elde edilir. Burada E, bir sabittir. E, sabitinin hesaplanmasi i¢in
Awq4(0) = —H;4(0) (3.36)

ifadesi kullanilacaktir.

Aw1(0) = f dn(0)wy (6)

-1

0
—i i
= 39111461(9) + ;.9_111467(9) + j dn(0)E;
1

ve

Hyy = —(q(0)g11 + q(0)g11) + atoNof " (Ny).

Yukaridaki ifadeleri (3.36) esitliginde yerine yazilirsa;

. . 0
%911(1'0)‘1(0)) + %g’n(—iwﬁ(O)) + J dn(0)E,
= (g11 + g11) — atoNof"(N,)

0
= g1+t f dn(0)E; = (g11 + g11) — atoNof "' (N3)

-1

= atoN,f'(N)E; = —atoNof " (N;)
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(V)

=5 =)

elde edilir. Dolayisiyla

n N
- ;((sz)) . (3.37)

—i ) i )
‘] =~ —iw6
wi1(0) = —g,"% + — g2
11 w 911 w911

W =wy= g olmak tizere (3.35) ve (3.37) ifadelerinden

©0) = [Zi N 20 ] N 2iatyf'(N,) + atyN,f""(N;)
W20l8) = |7 920 T 3 Goz —atoN,f'(Ny) — 2iw '

2

2 _ 2iatyf'(N,) + atoN,f " (N;)
Wopo(—1) = ;920 —ggoz +

atoN,f'(N,) + 2iw ’

—2i 20 f"(N,)
wy1(0) = Tgn + ?911 - f’(—NZZ)'

=2 2 _ f(Np)
wi(—1) = ?911 - ;911 - (N,

Yukaridaki esitliklerde ve g;; katsayilarinda 7, = % degerini yerine yazilarak

yeniden hesaplanirsa:
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ve

920 = D[=2iatof'(N,) — atoN,f"(N)]

=D|ig+3 f,’(’Nz)f'%Nz)],

911 = E[GTosz”(Nz)]

=D [_ 2 f’7(tN2)f ”(NZ)]’

n . —T ! —T 12
9o2 =D[Zlamf (Nz)—amsz (Nz)]
=05+ a0
wan(0) = 2D [i0 + s )| + 5 [i7 + s £ )|
2iatof'(N;) + atoNyf"'(Ny)
—atyN,f'(N,) — 2iw
~ iDf"(N,) 2D iDf"(N,) 4  2i
2O ="ty a3y TEN, 5N,
C2if"(Nz) T N,)
5f'(N;)  5f'(Np)
2 IR E n n 12}
wa(~D) = 2D [i0+ 5 )| = 5D [i + s )

2iatyf'(Ny) + atoN,f"

(N2)

atoN,f'(Ny) + 2iw
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o (1) = 21D Df"(Ny) 2D Df"(Np) 4

21

N,

2if"(Ny)  f"(Ny)
Y5, TSN

20 20 —f(Ny)
wi1(0) = —gut—gut )

_iDf (N iDF"(ND) (V)
i) T WD) N

-2 _ 2
w1 (—1) = ?D[aTosz”(Nz)] - gD[aTosz”(Nz)]

)
)

w (_1) _ Ef”(NZ) N Df”(NZ) _f”(Nz)
; frND) 7 (N TN

olarak bulunur.

Elde edilen bu degerler kullanilarak g,; katsayisi

F(N;) 3N, 3f'(N) 5N,

5N,

921 = E[ZGTof’(Nz)Wn(—l) + atof (N)wae(—1) + iatef (N)woe(0)

— 2iatyf (Np)wy1(0) — 2iatgNyf (No)wyy (—1)
+ iaTosz”(Nz)Wzo(—l)]
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oo =m o (Bf"(Ny) | Df"(Np) f"(Ny)
921 —2Da2aN2f,(N2)f(Nz)< F1ON,) + 1Ny f’(N2)>

_ 2D Df"(Ny) 2D _Df"(Ny)
+Da5 e /¢ 2)< ) 3N, 3N,

4,2 2 f”(Nz)>
5N, ' 5N, | 51Ny | 5F'(Np)

LDf"(NZ) 2D iDf"(N,) 4

_ -
+Dlamf (N2)< N2 fr(N.) 3N, 3f'(Ny)

20 _2if"(N) _ f(N)
5N, 5PN, 5PV

iDf" (N,) _ iDf"(N,) _ f”(Nz)>
f'(N) f'(N)  f'(N)

—, T "
—ZDlamsz (NZ) <

. o (DF"(N)  DF(N) (N
btas m N (N2)<f’(Nz) NI f’(Nz)>

2iD Df"(N,) 2iD Df"(N,) 4

_ T . B ~ B
AT R WZ)(NZ (N, 3N, 3f'(N) 5N,
2 2if"(Ny) f”(Nz)>

5F7(N;)  57/(Np)

nD2f"(N,) 9nDf"(N,) 2inDD wD 3imnD

N, f'(N;) " 10N,f'(N,) ' 3NZ ' 5NZ 5N
7inDf"(N,) 7DD [f"(N,)]? 11inD [f"(N,)]
C10N,f'(Ny) 6 f’(Nz)l S 10 [f/(NVy)
D [f"(N)]°
5 [/ (Ny)

=921 =—

olarak bulunur.
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Yukaridaki bilgiler 1s181inda c¢; (0) Lyapunov katsayisi hesaplanirsa;

i 1 g
c1(0) = w—o(gzogll —2|g111% - 3 |902|2> + %

= (ol 2y ) (O gy )
- (0 Ly o)) (o L )

50 a0 ]) ([ + gy 00

3T

1( wD?f"(N,) 9nDf"(N,) 2inDD+nD 3inD
2\ N f'(N;) 10Nf'(N;) = 3NZ ~ 5NZ 5NZ

7inDf"(N,)  7inDD [f" (N
~ 10N, f'(Ny) 6 f'(Nz)l

1inD [f"(N)]' | 7D [f" (V) 2)

0 |[ray| TPy

. _ wD%f"(Ny) inD? [f"(N)|° 7inDD [f"(N,)]° =DD

O =Ny T2 f’(Nz)l T2 f’(Nz)l T
9nDf"(N,) =DD 3inD 7inDf"(N,)
20N,f'(N,) '~ 10N2  10N2Z2  20N,f'(N,)

11inD [f"(ND =D [ (N
20 |f'(Ny)| T 10 [Fr(vy)

dir. ¢;(0) katsayisinin reel ve sanal kisminin ayirabilmesi i¢in D katsayisinin

degerlerini hesaplamaliyiz.

4 4+ 2im 5 4 — 2im
= — 0 —_—
4 + 2 4 + w2’
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52_(4—2in)2_16—16in—4n2
\4+n2)  (4+m2)?2

5_At2im 4-2in_ 1644w’ 4
4412 4472 (44722 447

o

Bu degerler ¢, (0) Lyapunov katsayisinda yerine yazilirsa

nf""(N,) [16 — 16im — 4nzl in [f”(Nz)r [16 — 16im — 4nzl
c1(0) = -

2N, f"(N,) (4 +m2)? f'(N2) (4 +m2)?
Zim [fr (N
l (Nz)l [4 + nz] 3NZ [4 + nz]
onf'(N,) [4—2in T [4—2inm
20N, f'(N,) | 4 + =2 ] 10NZ 4 + 72 ]
3im 4 —2im 7inf' (N,) 4 — 2in
~ 10N2[4 + 2 ] ~ 20N,f'(N) |4 + 2 ]
11lim [f"(Ny)| 14 Zm
B f’(Nz)l [4+7r2

w [f"(N)| 14— 2in
10 f’(Nz)l 4+n2]

(3.38)

olarak elde edilir. p, i¢in c¢;(0) degerinin reel kismina ihtiya¢ vardir. (3.38)

ifadesinin reel ve sanal kisimlar1 ayirilirsa reel kismai:

8rf""(N,) . 27T3f”(N2)
Nof'(N2)(4+72)2  Nof'(Np)(4 + m2)?

Re{c,(0)} =

8T [ 9nf ()
@+n2|f'(N)| " SNof'(Np) (4 + n2)

N 2m 3m? 72 f"" (N,)
5N7(4 +m2) 5N2(4+m2) 10N2(4+ m?2)
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_ 1n? f”(Nz)r ,_ 2 lf”(Nz) 2
5NZ(4 + m2) | f'(N,) 54 +m2) [ f'(Ny)

elde edilir. Bu ifade yeniden diizenlenirse

£ (N,)(80m — 2073 + 18m(4 + %) — 7n%(4 + ?))

Re{c,(0)} = SN, f'(N,) (4 + 12)2

F(NDV (—=80m2 — 1172(4 + 12) + 4w (4 + 72))

o) 10(4 + 2)?

21 — 3m?

+—
5NZ(4 + m?)
olur.
b, = —542.7030305
b, = —2121.040358

b = —23.3256279

olmak tlizere

Re{c,(0)} =

Buf" (V) b fr ()T
SN,f'(N) (4 +12)2 " 10(4 + m2)2 [ f'(Ny)

N 81 + 761>
5NZ (4 + m2)

_2b1f'(NR)f"(N3) + Nobo [f " (N,)]? b3
B 10N, [f'(N)]2(4 + m2)2 5N2(4 + m2)
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seklinde yazilabilir. (3.38) ifadesinin sanal kismi ise

144 2
In{e, (0)} = ————o" ! (NZ)]

87
Nof (N (4 +72)2 (4 + m2)2 lf’(Nz)

2 [f (V)] [N
Tarr [y | 3Gt f’(Nz)l

N Am 92 f"" (N,) w2
3N, (4 +12)  10N,f'(Np)(4 + %)  5NZ(4 + 12)

61 71" (N,) 117 [f"(N)]
" SN2(4+12) S5Nof'(N,) 5(4+ m2) I F'(Ny)

o [l
5(4+72) | f'(Ny)

dir. Bu ifade yeniden diizenlenirse

(—80m? — 9% (4 + m?) — 147 (4 + 7?)?)
10N, f'(N,) (4 + m2)?

Im{c,(0)} = f""(N)

£ (N,)]? (—1207 + 3073 — 357(4 + 2) — 331 (4 + 72))
| f'(N,) | 15(4 + m2)?

(N (=372 (4 + 12))
| f'(N2) | 15(4 + m?2)2

% + 61
5N, (4 + 112)2

bulunur.
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b, = —2631.572992
hs = 876.7144133

he = —28.71916032

olmak lizere

b PN s
10N, f'(N)(4 +m2)2 [ f'(N,) | 15(4 + m?)?2

Im{c;(0)} = f"(N)

D6
_FSAQ(44-HZ)2
_ 3haf ' (N)f"'(N2) + 2B N, [f " (N2)]? bs
- 30N, f'(N,) (4 + m2)? 5N, (4 + m2)2

seklinde yazilabilir.

_ Re{c;(0)}
a'(0)

Catallanmanin yOniinii tespit edebilmek icin u, = katsayisinin isareti

tespit edilmelidir. (3.19) ifadesinden

2Mn

4+7T2>0

a'(0) = Re{A'(70)} = —

oldugu bilinmektedir. Oyleyse catallanmanin yonii icin Re{c;(0)}m isaretine

bakmak yeterlidir.

2haf'(No) "' (N2) + Nob, [f" (N,)]? bs
10N, [f'(N)]2(4 + m2)? SNZ(4 + m2)

Re{c,(0)} =
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1. f"(N,) #0ise
(i) Re{c,(0)} < 0 ise ¢atallanma siiperkritik,
(ii) Re{c,(0)} > 0 ise ¢atallanma subkritik olur.

2. f'"(N,) = 0 ise gatallanma siiperkritik olur

Periyodik ¢6ziimlerin kararlilik analizi i¢in 8, = 2Re{c;(0)} degerinin hesaplanmasi

gerekmektedir.

+

B, =2 21 f' (N " (N2) + Noba[f" (N)]? b3
z2- 10N, [f'(N,)]2(4 + m2)2 5NZ(4 + m2)

8, = 2D, f' (N " (N2) + Nobo [ (NR)]? N 2h;
2= 5N,[f'(Ny)]2(4 + m2)2 5NZ(4 + 2)

seklinde bulunur.

1. f"(Ny) #0ise
(i) Re{c,(0)} < 0 ise periyodik ¢oziimler kararli,
(ii) Re{c,(0)} > 0 ise periyodik ¢oziimler kararsizdir.

2. f"(N,) # 0 ise periyodik ¢oztimler kararli.

Periyodik  ¢oziimlerin  periyodu hakkinda yorum yapabilmek igin ise

7, = ZUma @+ (0) degeri  hesaplanmalidir. (3.18) den biliyoruz ki

wWo

M = aN,f'(N,) olmak iizere

—4M

X ()} = 0'(0) = 77—
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seklindedir. Oyleyse

_ 3baf (N2)f " (N2) + 2bsNo [ (N2)] Y6
fmic; (0)} = B0N,f' (N) (4 + m2)? TN, @ + 22

ve

"(0)py = —4AM ) —(4+7?) ) 201 f'(N)f" (N2) + Nob[f " (N)]?
G =T M 10N, [f' (NDT2(4 + 12)2

L T4M —(4 +1?) b3
4+m% 2Mm  5N2(4+m?)

0N (NG + 702 ' 5NZ(4 +72)

/A

2. <2b1f'(Nz)f"(Nz) + NaBa[f" (N2)1? bs )

olmak tlizere

E __2 <3b4f,(N2)f”(N2) + 2hsN, [f”(Nz)]z + be )

30N, f'(Ny) (4 + m2)2 5N, (4 + 2)2
4 (202 (NR)f" (N2) + Nabs[f” (No)]? bs >
2 10N, [f'(N,)]2(4 + m2)2 5N2(4 + m2)

olarak elde edilir. Eger f"'(N,) = 0 ise

_ —2Db¢ B 493
5tN,(4 + m?)? S5N2m2(4 + m2)

T2
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olarak elde edilir. Su ana kadar yapilan hesaplamalar ve elde edilen sonuglar

asagidaki teoremleri verir.

Teorem 3.2: (3.1) tipindeki genel gecikmeli diferensiyel denklemi i¢in

(i) T < T, ise (3.1) denkleminin N, > 0 denge noktas1 asimptotik kararlidir.

(i) T > 14 ise N, denge noktasi kararsizdir.

(i)  f'(Ny) <0 isety = % degerinde Hopf ¢atallanma goriiliir.

Teorem 3.3: (3.1) denklemi i¢in

1. f"(Ny) #0ise
(i) Re{c,(0)} < 0 ise ¢atallanma siiperkritik,
(ii) Re{c,(0)} > 0 ise ¢atallanma subkritik olur.
(iii)Re{c;,(0)} < 0 ise periyodik ¢6ziimler kararl,
(iv)Re{c;,(0)} > 0 ise periyodik ¢oziimler kararsizdir.
(V) 7, > 0 ise periyod artan,
(vi)7, < 0 ise periyod azalandir.
2. f"(N,) =0 ise catallanma siiperkritik, periyodik ¢oztimler kararli ve

periyodik ¢oziimlerin periyodu

—2bs 43

T, = -
27 5uN,(4 +1m2)2  S5N2m2(4 + m?)

dir.
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3.3. Niimerik Calismalar

Bu kisimda, tez ¢alismasinda ele alinan (1.1) gecikmeli diferensiyel denklem tipine
ornek olarak, en bilinen denklemlerden biri olan Lojistik Denklem ele alinarak
niimerik c¢alismalar yapilmustir. Islemler icin Matlab DDE 23 paket programi

kullanilmagtir.

(3.1) denkleminde

fFINE-D))=1— w
segilirse
dN(t) N(t—1)
at = aN(t) <1_T> (3.39)

gecikmeli lojistik denklemi elde edilir. Ozel olarak a = 1 ve K = 1 alinirsa (3.39)

denklemi

dlzgt) =N@®)(1—N(t—1)) (3.40)

denklemine dontigiir. N; = 0, bu sistemin asikar denge noktasidir. Ancak biyolojik
acidan bu calismada N, = 1 pozitif denge noktasi ile ilgilenecegiz. Uygun degisken
degistirmesi altinda (3.40) denklemi
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dx(t)
dt

=—1x(t—1D(x(®)+1) (3.41)

denklemine denk olur. f'(N,) = f'(1) = =1 < 0 oldugundan 7, =§ catallanma

degeridir. Aym1 zamanda f"(N,) = f" (1) = 0 oldugundan ¢atallanma stiperkritik
ve periyodik ¢oziimler kararsizdir. Bu sonuglar1 dogrulamak tizere (3.39) denklemi

icin Hopf catallanma parametreleri hesaplanirsa:

—40im + 12w — 6in? — 36im — 1872
30NZ (4 + 112)

c1(0) =

1, = 0.7424777962 > 0
B, = —0.672712133 < 0

7, = 0.2434726191 > 0

olarak elde edilir. Bu degerlerden de anlasilacagi iizere u, > 0 oldugundan Hopf
catallanma stiperkritik, 8, > 0 oldugundan periyodik ¢oziimler kararsiz ve 7, > 0
oldugundan periyod artandir. Bir 6nceki kisimda vermis oldugumuz teoriyi elde

edilen bu sonuglar desteklemektedir.

Yapilan niimerik ¢alismalarda, baslangi¢ noktasi x, = 0.2 olarak alinmistir.
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03 T T T T T T T T T

025} .

02

0.15

0.1

y(t) gazimleri

0.058

-0.05

_01 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Zaman

Sekil 3.1. T = /4 icin Popiilasyon yogunlugunun zamana gore grafigi

Sekil 3.1 gostermektedir ki N, denge noktasi T € [0, w/2) i¢in asimptotik kararhidir.
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04 T T T T T T T T T

0.3

02F

0.1

yit) gozumleri

01F

N2F

03F

_D : 4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Zaman

Sekil 3.2. T = /2 i¢in Popiilasyon yogunlugunun zamana gore grafigi

Sekil 3.2 gostermektedir ki N, denge noktasi T = /2 igin sistemin kararlilik yapisi
degismistir.
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%10

y(t) gozimleri

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
zaman

Sekil 3.3. T = 31/4 i¢in Popiilasyon yogunlugunun zamana gore grafigi

Sekil 3.3 gostermektedir ki N, denge noktast T = igin sistemin kararli yapist
degismis ve kararsiz hale gelmistir.

Yapilan bu niimerik ¢alisma, gecikme parametresindeki degisimin denge noktasinin
kararliligi {izerindeki etkisini dogrulamistir. Gergekten de Sekil 3.3’den (3.39)
denkleminin denge noktasmnin kritik degeri gegtikten sonra kararsiz hale geldigi ve

ayrica elde edilen periyodik ¢oziimlerinden kararli oldugu goriilmektedir.
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BOLUM 4

4. SONUCLAR VE TARTISMA

Dinamik sistemleri matematiksel olarak ifade ederken gercege yakin bir model
kurabilmek icin gecikmeli diferensiyel denklemlere ihtiya¢ duyulmaktadir. Ayni
zamanda bu tir sistemlerde mutlaka bir parametre bulundugundan o&tiirii bu
parametrenin degisiminin sistem iizerinde yarattig1 etki merak konusu olmustur.
Sistemin parametresinin sebep oldugu degisim ¢atallanma olarak adlandirilmakta idi.
Periyodik ¢oOziimlerin varligindan s6z etmesi dolayist ile Hopf catallanma diger

catallanma tiplerine gore 6ne ¢cikmaktadir.

Bu tezin ilk bolimiinde calisilan konuya genel bir bakis sunulmus, gecikmeli
diferensiyel denklemlere ve onlarin dinamik sistemler i¢in Onemine kisaca
deginilmistir. Boylece ilerleyen boliimlerde karsilasilacak olan kavramlar hakkinda

bilgi verilmeye ¢aligilmistir.

Ikinci béliimde, “Catallanma nedir?” sorusu cevaplanmaya calisiimig, zaman gore
kesikli ve siirekli sistemler icin c¢atallanma tiplerinden bahsedilmistir. Hopf
catallanma tipi ise 6zel olarak incelenmistir. E. Hopf bu catallanma tipini diferensiyel
denklemler i¢in incelemisken Wright [27,36-39] ve Jones [40] yaptiklar1 ¢aligmalar
ile gecikmeli diferensiyel denklemler igin periyodik ¢ozlimlerin varligini gostererek
Hopf catallanmanin gecikmeli diferensiyel denklemlere uygulanmasinin Oniinii
agmiglardir. Bu yapilan ¢alismalara farkli bir yaklasim veren Hassard [26], bu tez

calismasinin temel tas1 olmustur.
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Uciincii béliimde, a, T > 0 sabitler olmak iizere

dN
"0 - an (v - ) G3.1)

tipindeki gecikmeli diferensiyel denklemin Hopf ¢atallanma analizi yapilmistir. Hopf
catallanmanin goriilebilmesi igin gerekli olan kosulun 7 = t, iken N, > 0 denge
noktast icin f'(N,) < 0 olmasi oldugu gosterildi. Dolayisiyla (3.1) seklinde
modellenen bir dinamik sistemde Hopf ¢atallanmasSinin goriilebilmesi igin sadece f
fonksiyonunun gecikmeli durum degiskenine gore birinci tiirevinin isaretinin kontrol
edilmesi yeterlidir. Catallanan periyodik ¢oziimlerin yonii, kararliligi ve periyodu
icin ise f fonksiyonun gecikmeli durum degiskenine goére ikinci tiirevi kontrol
edilmelidir. Ayrica ortaya atilan teori, en yaygin olarak kullanilan gecikmeli lojistik
denklem tizerinde yapilan niimerik ¢alisma ile desteklenmistir. (3.40) denklemi igin
Ty = /2 g¢atallanma degeri olarak bulunmustur. Ayn1 zamanda t < 7, i¢in sistemin
kararl1 oldugu (Sekil 3.1.), T = 7, iken kararlilik yapisinin bozuldugu (Sekil 3.2.) ve
T > 7, durumunda ise sistemin denge noktasinin kararli halden kararsiz hale geldigi
gorilmistiir (Sekil 3.3.). Boylece yapilan ¢alismanin niimerik olarak da dogrulugu

gosterilmistir.

Yapilan bu c¢alismanin, (3.1) tipindeki bir gecikmeli diferensiyel denklem ile
modellenen dinamik sistemlerin periyodik ¢6ziime sahip olup olmadigi konusunda

yapilacak olan ¢aligsmalara 151k tutmasi beklenmektedir.
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EKLER

A. CENTER MANIFOLD TEOREMIi

Bir dinamik sistemin denge noktasinin center manifoldu, denge noktasi civarindaki
davranig1 kararli manifoldun ¢ekimi ya da kararsiz denge noktasinin itimi tarafindan
kontrol edilemeyen ydriingelerden olusmaktadir. Dinamik sistemlerin denge
noktasini incelerken ilk yapilmasi gereken islem lineerlestirmedir. Negatif reel kisma
sahip 0z degerlere karsilik gelen 6z vektorler, kararli manifoldu veren kararli 6z
uzaylar olustururlar. Kararli manifold kendisine yakin olan yoriingeleri ¢ceker. Benzer
olarak, pozitif reel kisma sahip 6z degerler, kendisine yakin yoriingeleri iten kararsiz
manifoldu, reel kismi sifir olan 6zdegerler ise center manifoldu verir. Center
manifold civarindaki davranis lineerlestirme yardimi ile belirlenemez. Dolayisiyla
incelenmesi daha zordur [61].

Sistemin ilgi ¢eken davranisi center manifold iizerinde meydana geldiginden, center
manifoldlar ¢atallanma teorisinde 6nemli bir rol istlenmektedir. x € R" ve f
fonksiyonu gerektigi kadar tiirevlenebilir olmak tizere

x* = 0 denge noktasina sahip bir dinamik sistemi gostersin. A = g (x*) olmak tizere
x = Ax

bu dinamik sistemin lineer halidir. Bu durumda A matrisi ti¢ alt uzay tanimlar.
Bunlar:

(i) Reel kismi negatif olan 6z degere karsilik gelen genellestirilmis 6z vektorler
tarafindan gerilen kararl alt uzay,

(if) Reel kismi pozitif olan 6z degere karsilik gelen genellestirilmis 6z vektor
tarafindan gerilen kararsiz alt uzay,

(ili)Reel kismi sifir olan 6z degere karsilik gelen genellestirilmis 6z degerler
tarafindan gerilen merkez alt uzay.

Bu {i¢ alt uzaya lineerlestirilmis sistemin biitlin degismez alt uzaylar1 denir.

Lineer olmayan sistem, yoriingelerini iceren degismez manifolda sahiptir. Kararl alt
uzaya teget olan degismez manifolda kararli manifold denir. Benzer olarak kararsiz
alt uzaya teget olan degismez manifolda kararsiz manifold, merkez uzaya teget olan
degismez manifolda ise center manifold denir.
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T¢ sanal eksen tlizerinde n, tane 6z degerin birlesimine karsilik gelen lineer
(genellestirilmis) 6z uzay1, @¢, (a.1) denklemi ile iliskili akiy1 gdstersin.

Teorem (Center Manifold Teoremi): (a.1) denkleminin x* denge noktasinda T°
uzayina teget olan, lokal olarak tamimlanmis ngy-boyutlu W5.(0) degismez
manifoldu vardir. Ayrica, her t = 0 (t < 0) icin @'x € Uise t - o (t - —oo)iken
@t - WE.(0) olacak sekilde x* = 0 denge noktasinin bir U komgulugu vardir.

Tanmm: W, .(0) manifolduna center manifold denir.

.

}Vz C

>
L)

W€

Xo Re V,

Im vy

Sekil a.1. Hopf ¢atallanmada iki boyutlu center manifold

u € R™,w € R™*"- B sanal eksen iizerindeki 6z degerlere karsilik gelen ny X ng
tipinde bir matris ve C, sanal eksen iizerinde yer almayan (yani reel kismi sifir
olmayan) 6z degerlere karsilik gelen n, + n_ X n, + n_ tipinde bir matris olmak
tizere (a.1) denklemi

u=Bu+g(uw)
(a.2)

W =C+ h(u,w)

seklinde yazilabilir. Burada g ve h fonksiyonlar kuadratik terimden baslayan
terimleri i¢eren Taylor agilimina sahip fonksiyonlardir.
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Hopf Catallanma icin Center Manifoldun Hesaplanmasi

(a.1) denklemi ny = 2 icin, u = (uy, uy)’ € R%,w € R" 2o0lmak iizere
(ul) _ ( 0 _wo) (ul) n (51(u1,uzlw)>
'l:lz Wq 0 L) GZ (ull Uy, W)

W = Cw + Hy(uq, uy, w)

(a.3)

olarak yazilir. z = u; + iu, degisken degistirmesi ile (a.3) sistemi

Z=lwy+G(z,z,w)

w=Cw+H(z,z,w)

kompleks sistemine doniisiir. Burada G ve H fonksiyonlar1 z,Z € C ve w € R"™2
degiskenlerinin kompleks degerli fonksiyonlaridir. w;; € €*~% olmak iizere W°
manifoldu

1 1
w=W(z2z2)= EWZOZZ + wy12Z + EWOZZ_Z + 0(|z]®) (a.4)

gf)sterimine Sahlptlr Gzo, Gll’ Goz, GZl € C, GOl’ GlO' Hl] € Rn_z; Hll rEEI ve
H,o = Hy, olmak iizere Taylor acilimindan

zZ= i(l)o + %Gzozz + 011ZZ_+ %Gozz_z +%GleZZ_+ <GIO' W)Z
+(Go1, W)Z + -+
(a.5)

: 1 1
w = CW + EHZOZZ + HllzZ + EHozzZ + o

olarak yazilir. Burada
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Gij e li;j_]G(zzO)FO, i+j=2
Gio; = 6626 G(z,z,w) s K i=12..,n—2,
Gor; = aaza_G(zz'w) s K i=12..,n—2,
H;; = e ;:_JH(ZZO)FO, i+j=2

(a.4) ifadesi (a.5) denkleminde yazilirsa

(2iwgl — C)wyg = Hyg
—Cwq1 = Hyy
(—2iwgl — C)woz = Hy;

esitlikleri elde edilir. Boylece center manifoldu tanimlayan katsayilar bulunmus olur.
Bu katsayilar yardimi ile de ¢atallanmanin yonii, olusan periyodik ¢oziimlerin
periyodu ve kararlilik yapilar1 belirlenir.
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B. MATLAB KODLARI

Bolim 3.4’de gecikmeli diferensiyel denklemlerin ¢6ziimiinii veren Matlab kodu
asagidaki gibidir:

function hdel

t=linspace(0,50,5);

sol = dde23(@ddex1de,1,@ddex1hist,t);
figure;

plot(sol.x,sol.y)

xlabel('zaman’);

ylabel('y(t) ¢oziimleri');

function s = ddex1hist(t)

s=0.3;

function dydt = ddex1de(t,y,2)
ylagl = Z(:,1);

dydt = [ -(pi./4).*ylag1(1)];
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