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1
GIRIS

Lisans diizeyinde temel kontrol sistemleri dersini almig olan bir
ogrencinin iki onemli eksikligi vardir. Bunlardan birincisi miihendislik
sistemlerinin matematik modellerinin olusturulmasindaki eksikliktir. Pek
cok iiniversitede dgrenci bu yetkinlige tam olarak sahip olmadan, kontrol
dersinin baginda iki-li¢ hafta siireyle, oldukca yetersiz diizeyde aldig
bilgiyle kontrol konularma baslar. Onceki yillarda kontrol dersi dncesinde
zorunlu olarak okutulan sistem dinamigi dersi, kredi azaltma galigmalart
sirasinda ilk kurbanlardan olmustur. Bu eksiklik bazi {iniversitelerde son
sinifta acilan bir sistem dinamigi se¢meli dersi ile telafi edilmektedir.
Ancak bu dersin siralamasi, genellikle ti¢iincii sinifta agilan kontrol dersine
gore yanlistir.

Diger 6nemli eksiklik ise kontrol dersini alan bir 6grencinin PID
kontrol disinda tasarim yetkinliginin olmamasidir. Tiirkiye’de c¢ok az
iiniversitede kontrol sistemi tasarimi konusunda ders agilmaktadir. Bazi
iniversitelerin miifredatlarinda kontrol sistemi tasarimi adi altinda segmeli
bir ders goriilmesine ragmen, bunlar sadece isimde kalmakta ve cesitli
sebeplerden agilamamaktadir.

Yabanci dilde yazilmig bazi kitaplarda kontrol tasarimiyla ilgili
konular oldukg¢a ayrintili olarak ve genellikle teoriye daha fazla agirlik
vererek iglenmistir [1.1-1.5]. Sadece belli bir konuya 6zel olarak yazilan
kitaplarda ise ¢ok fazla ayrint1 vardir. Kontrol sistemleriyle ilgili temel
konularin yani sira bazi tasarim konularmin da ele alindigi Tiirkge kitaplar
da vardir [1.6-1.8]. Ancak bu kitaplarda tasarim konular1 olduke¢a sinirh
olarak ele alinmustir.

Bu kitabin amaglar1 ve bunlarin gergeklesmesi i¢in kullandigi
yaklasim asagidaki gibi 6zetlenebilir.

- Kontrol sistemi tasartmi konusunda 6zellikle Ingilizce olarak
yazilmisg, pedogojik yontemlerin one ¢iktig iyi hazirlanmis pek
cok kitap vardir. Ayrica kontrol sistemi tasariminin farkli



konularinin ele alindig1, cogu Ingilizce olarak hazirlanmis ders
notlarina, monogramlara ve sunumlara internet ortaminda
erigilebilir. Buna karsilik kontrol sistemi tasarimi konusunun
ayrmtili bir bigimde ele alindig1 yeterli sayida Tiirkce kaynak
yoktur. Bu eksikligi azaltmak icin bu kitap Tiirk¢e olarak
hazirlanmigtir. Boylece Tiirkge egitim yapan iiniversitelerde
yasanan kaynak eksikliginin azaltilmasi amaglanmustir.
Universiteden mezun olan pek ¢ok miihendisin temel kontrol
sistemleri dersi diginda, ayrica bir kontrol sistemi tasarimi dersi
almadigin1 dikkate alarak, konular okumaya hevesli bir
mithendisin anlayip uygulayabilecegi sadelikle islenmistir.
Anlagilabilir olmasi bu kitabin oOnceliklerinden biridir. Bu
ylizden kitabin yaziminda neredeyse bir ders notu sadeligi
kullanilmistir. Kitapta islenen tasarim yontemlerinin kolaylikla
anlagilabilmesi i¢in gesitli 6rnekler verilmistir.

Kitabin tiniversite egitiminde kullanilmasini kolaylastirmak i¢in
her boliimiin sonunda alistirma problemleri verilmigtir. Ayrica
Ogretim liyeleri i¢in bir ¢oziim kitab1 hazirlanmigtir,
Glintimiizde 6zellikle sanayide ve Ar-Ge merkezlerinde kontrol
sistemi tasarimi i¢in hazir bilgisayar yazilimlarindan yogun bir
sekilde yaralanilmaktadir. Ancak kullanilan tasarim yonteminin
teorisini bilmeden, kisitlarin1 kavramadan bu programlari
kullanmak, bir zamanlar katalog miihendisi denilen ve sadece
katalog ve abaklar1 kullanarak tasarim yapan miihendislerin
yaptigindan ¢ok farkli degildir. Bu programlar1 kullanan
kisilerin programlarin arkasinda yatan teoriye de hakim olmasi
gereklidir. Buna karsilik bu yazilimlarin is hayatina getirdigi hiz
ve verimlilik artis1 yadsinamaz. Bu diisiincelerle kitapta verilen
tasarim yontemlerine iliskin MATLAB komutlar1 hakkinda da
bilgi verilmistir.

Bu kitabr okuyan miihendislerin ya da bu kitaptan ders kitabi
olarak yararlanan Ogrencilerin, klasik kontrol konularinin
islendigi temel bir kontrol sistemleri dersini daha 6nceden almig
olmalar gereklidir. Sistemlerin durum uzayinda tanimlanmasi
ve kontrolii ile ilgili en azindan temel bilgi diizeyinde asinalik
tavsiye olunur, ancak zorunlu degildir. Modern kontrolle ilgili
temel bilgilerin gerekli olanlar1 bu kitapta yeri geldiginde kisaca
Ozetlenmektedir.



Kitabin 2. boliimiinde iyi bir kontrol sisteminden beklenen davranis
bicimi ve kontrol sistemlerinin performanslarin1 degerlendirmek igin
kullanilan ¢esitli kriterlerin toplu bir 6zeti verilmistir. Bu kriterler yeri
geldiginde kitabin ilgili béliimlerinde kullanilmaktadir.

3.-5. boliimler klasik kontrolde kullanilan bagslica yaklagimlara
ayrilmistir. Bu boltimlerde klasik kontroliin 6zelligi dolayisiyla tek giris ve
tek cikish sistemler ele alinmaktadir. 3. bolimde yer egrileri kullanarak
kontrol sistemi tasarim yontemleri verilmistir. Bu kapsamda PID kontroliin
yant sira, faz-ilerletici, faz-geriletici ve faz-ilerletici-geriletici
denklestiricilerin sistem davranigini ne yolla, ne bi¢cimde etkiledigi ve
tasarim yontemleri ayrintili olarak incelenmistir.

4. bolimde Bode diyagramlari kullanarak frekans bolgesinde
kontrol sistemi tasarimi {izerinde durulmustur. Bu bdliimde de PID
kontrolcti, faz-ilerletici, faz-geriletici ve  faz-ilerletici-geriletici
denklestiriciler ayrintili olarak anlatilmis ve drnekler verilmistir.

5. bolimde yeterince tanimlanmamig olan sistemlerin deneysel
yontemlerle nasil tanimlanacagi ve PID kontrolcli parametrelerinin nasil
belirlenecegi anlatilmistir.

6. boliimde sistemlerin durum denklemleriyle ifadesi, bu sekilde
ifade edilen sistemler hakkinda temel bilgiler, klasik kontrolde kullanilan
transfer fonksiyonu yaklasimiyla modern kontroliin durum denklemleri
yaklagimi arasindaki bagintilar verilmis, durum denklemleriyle tanimlanan
sistemlerin zaman cevaplarini veren genel ifadeler elde edilmistir.

7. bolimde optimum kontroliin tiiretilmesinde kullanilan
matematik altyapr islenmis, Pontryagin fonksiyonunu kullanarak genel
optimum kontrolii veren denklemler ve sinir sartlar1 tiiretilmistir.

8. bolimden itibaren modern kontrolde kullanilan tasarim
yontemlerinden yaygin olarak kullanilanlar ele alinmustir. islenen konular
minimum-zaman  optimizasyonu, minimum-yakit  optimizasyonu,
minimum- enerji optimizasyounu, lineer karesel regiilator (LQR), kok
yerlestirme yontemi, tam mertebeli gézleyici tasarimi, minimum mertebeli
gozleyici tasarimi, Kalman filtresi tasarimi, modele dayali sistem tasarimi
seklinde siralanmustir.

Kitapta sadece analog sistemler incelenmistir. 7. bolim disinda
sistemlerin lineer oldugu kabul edilmistir. Kalman filtresiyle ilgili b6lim
disinda biitiin sistemler deterministiktir. Bu kitabin &tesinde teorik altyapi



gerektiren stokastik kontrol, Wiener spektral ayristirma yontemi ve filtre
tasarimi, adaptif kontrol, gilirbiiz kontrol gibi konular igerige dahil
edilmemistir.
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2

KONTROL SISTEMI PERFORMANSINI

DEGERLENDIRME OLCUTLERI

Kontrol edilen bir sistemin performansi degerlendirilirken asagidaki
6zelliklerin oldugunca saglanmasi istenir.

1. Duragan davranis 6zellikleri

1.1

1.2

1.3

Sistem ¢ikisi referans girisini hatasiz olarak takip
edebilmelidir. Bu 6zellige sistemin servo 0zelligi denir.
Ideal olarak sistem ¢ikisinin duragan degeri referans
degere sifir hatayla ulagsmalidir.

Sistem ¢ikis1 bozucu girislerden az etkilenmelidir.

Bu 6zellige sistemin regiilator dzelligi denir. Ideal olarak
bozucu giris dolayisiyla sistem ¢ikisindaki degisikligin
duragan degerleri sifir olmalidir.

Sistem c¢ikisinin duragan degeri olgiim sistemindeki
giiriiltiilerden etkilenmemelidir.

2. Parametre hassasiyeti

2.1

Sistem ¢ikisi; kontrolcii, kontrol edilen sistem ve 6l¢iim
sisteminin parametre degerlerindeki degisikliklerden
etkilenmemelidir.

Bu 6zellige sistemin parametre hassasiyeti denir.

3. Kararlilik

3.1
3.2

Sistem mutlaka kararli olmalidir.
Sistem kararsizlik durumundan yeterince uzak olmalidir.



4. Dinamik davranis 6zellikleri

4.1 Sistemin bir baslangi¢ durumundan duragan duruma
giderken gosterdigi dinamik davranig (gegici davranis)
kabul edilebilir 6zelliklere sahip olmalidir. Yani, asiri
salinim yapmadan son degere oldugunca hizli
yaklagmalidir.

5. Optimizasyon

5.1 Kontrol sirasinda belli bir kriterin minimum yapilmasi
durumudur.

Klasik kontrol tasarimlarinda (tek giris, tek cikis, tek geribesleme)
yukarida sayilan &zelliklerden ilk dordii degerlendirilir. Besinci siradaki
optimizasyon ise ancak diisiik mertebeli sistemlerde ve ¢ok sinirli olarak
uygulanabilir. Modern kontrol uygulamalarinda ise (¢ok giris, ¢ok cikis,
birden fazla geribesleme) sistem tasariminda optimizasyon dne ¢ikar.

2.1 Sistemin Duragan Davranisi

Yukaridaki 6zelliklerden ilki sistemin duragan davramis (siirekli
rejim) kalitesini tanimlar. Yani yeterince beklenirse sistem c¢ikiginin
erisecegi  son degerle ilgilidir. Kontrol sisteminin performansi
degerlendirilirken, duragan davranig ozelliklerinin incelenmesi ve sisteme
uygulanabilecek girigler karsisinda hatanin sifir ya da kabul edilebilir
diizeyde olup olmadig1 ¢cok 6nemlidir.

Kontrol edilmis bir sistemin blok diyagrami Sekil 2.1°deki gibi
olsun. Bu diyagramda K kontrolciiniin kazancini géstermektedir. Referans
girisi R(s), bozucu giris D(s) ve Ol¢iim giirtiltiisii D,(s) ile sistem ¢ikist C(s)
arasindaki transfer fonksiyonlar1 bu diyagramdan sirasiyla asagidaki gibi
yazilabilir.

C(s) _ KG.(s)G(s) 51
R(s) 1+KG,(s)G(s)H(s) 1)
C(s) _ G(s) 22)

D(s) 1+KG.,(s)G(s)H(s)



D(s)
m Kontrolcti + Plant
R(s) E(s) + C(s)
+v K GC(S ) \\/ G(S)
)
+ H(s)
+ Olgiim sistemi
Din(s)
Sekil 2.1
Cs) _ KG(9)G(s) 03

D, (s) 1+KG.(s)G(s)H(s)

S6zii edilen girislerle hata E(s) arasindaki transfer fonksiyonlari da
asagida verilmistir.

E(s) 1

= (2.4)
R(s) 1+KG,(s)G(s)H(s)
E@s) __ H(s)G(s) 2.5)
D(s)  1+KG.(s)G(s)H(s) '
E(s) 1 26)

D, (s) 1+KG (s)G(s)H(s)

Denklemler (2.4) - (2.6) incelenirse, her ti¢ durumda da hatayi
azaltmak i¢in,

1+ KG,(s)G(s)H (s)|>>1 (2.7)

ya da,



|KG.()G(s)H (s)|>>1 (2.8)

olmas istenir. Bu ifadede H(s) ve G(s) sirastyla 06l¢ii aletinin ve kontrol
edilmek istenen sistemin (plant) transfer fonksiyonlar1 oldugundan
degistirilme imkani yoktur. Bu yiizden denklem (2.8) ile verilen sart ancak
kontolcii kazanct K’y1 ¢ok biiyiik alarak saglanabilir. (Diger taraftan, K’nin
cok biliylik degerleri, sistemin dinamik davranisini ve kararliligini olumsuz
etkileyebilir.) Bu sart saglandiginda, ¢ikis C(s)’nin degerleri asagidaki hali
alir.

C(s) - 1 2.9)
R(s)  H(s) '
) o

=" (2.10)
SO/ . 2.11)
D, (s)  H(s) .

Yukaridaki ifadelerden goriildiigli gibi, geri besleme hatt1 {izerinde
olan degisiklikler ve giiriiltiiler sistem ¢ikisint dogrudan etkiler. Bu yiizden
kontrol sistemleri tasarlanirken ileri besleme hattindaki kazancin, yani
kontrolcii kazancinin yiiksek degerlere ayarlanabilir olmasina; geribesleme
hattindaki 6l¢ii aleti 6zelliklerinin ise dogru olarak bilinmesine, degismiyor
ve giirtiltiisiiz olmasina 6nem verilir.

Sistemin duragan hatasi uygulanan girisin 6zelligine ve agik ¢evrim
transfer fonksiyonunun orijindeki kutup sayisina baghdir. Acik g¢evrim
transfer fonksiyonunun orijindeki kutup sayisina sistemin tip sayist denir. Bu
saymin degerine gore sistemler tip- 1, tip-2 gibi adlandirilir. Sistem tipinin ve
giris cinsinin sistemin duragan davranisini nasil etkiledigini gormek icin
sistemin blok diyagrami Sekil 2.2’deki kanonik forma indirgenmis olsun.

Sekil 2.2°deki sistemde G(s) teriminin iginde kontrolcii ve plantin
transfer fonksiyonlar1 yer almaktadir. H(s) ise Ol¢iim sisteminin transfer
fonksiyonudur. Bu sistemde kontrol girisi R(s) ile hata E(s) arasinda
asagidaki iliski vardir.



R(s) E(s) Cls)
- G(s)
H(s)
Sekil 2.2
1

Bu sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu G(s)H (s) , asagidaki
gibi ifade edilsin.

Kﬁ(s—zj)

G(s)H(s) = —-—— (2.13)

s"[]6s-p)

Bu ifadedeki K kazancmin icinde kontrolcli kazanci da yer
almaktadir. NV ise agik ¢evrim transfer fonksiyonunun orijindeki sifir sayis,
yani sistemin tip numarasidir.

Hatanin duragan degeri e; son deger teoreminden asagidaki gibi
bulunur.
SR(s)

€. = ?%SE(S) = llg})m (2.14)

Sistemlerin duragan davraniglarini incelemek icin basamak, rampa,
parabol gibi sekilleri olan test girisleri kullanilir ve sistemin bu girisleri
hatasiz olarak izleyebilme yetenegi degerlendirilir. Bu giriglerin Laplace
transformlari sirasiyla asagidaki gibidir.
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R(s)= R (R yiiksekliginde basamak) (2.15)
s
R Sy

R(s)=— (R egimli rampa) (2.16)
s
R o

R(s)=— (R sabitli parabol) (2.17)
s

Yukaridaki R(s) degerleri denklem (2.14)’de yerine koyulup s degeri
sifira dogru gotiiriiliirse agsagidaki ifadeler elde edilir.

Cos = 1+ hmo G()H(s) (Basamak girig) (2.18)
5>

R
e, =——""" iri
“ = lim sG(s)H (s) (Rampa giris) (2.19)
s—0
€y = K Parabolik giri 2.20
55 ]irr})szG(s)H(s) (Parabolik giris) (2.20)
5>

Acik ¢evrim transfer fonksiyonun denklem (2.13) ile verilen tanimi
yukaridaki {i¢ denkleme yerlestirilirse, tip-1 veya daha {stii sistemlerin
basamak girisleri, tip-2 veya daha lstli sistemlerin basamak ve rampa
girigleri, tip-3 veya daha yiiksek tipteki sistemlerin ise basamak, rampa ve
parabolic girisleri hatasiz olarak izleyebildikleri anlasilir. Yani tip numarasi
arttikga sistemin referans giriglerini hatasiz izleme yetkinligi de artar. Bu
sebepledir ki kontrol sistemlerinin statik davraniglarmi iyilestirmek, yani
kontrol dogrulugunu artirmak i¢in integral kontrol isleminden yararlanilir.

Sekil 2.1°de verilen sistemde bozucu giris D(s) ile hata E(s)
arasindaki iligki denklem (2.5)’den asagidaki gibi elde edilir.

H(s)G(s)

B =1k6 G H®)

D(s) (2.21)
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Basamak, rampa ve parabolik bozucu girislerin Laplace
transformlar1 asagidaki gibidir.

D .
D(s)=— (D yiiksekliginde basamak) (2.22)
s

D

D(s)=— (D egimli rampa) (2.23)
s
D .

D(s)= - (D sabitli parabol) (2.24)
K

Bu girisler denklem (2.21)’de yerine koyulup, son deger
teoreminden hatanin duragan degerleri hesaplanirsa sirasiyla asagidaki
ifadeler elde edilir.

D hn%) H(s)G(s)
TN iim KG,(s)G()H(5)

_ D
im KG, (s)

(Basamak giris) (2.25)

D
ey =— R iri 2.26
* i 5KG, (5 (Rampa giris) (2.26)
D
€ =7, 2
lm s°KG,(s)

s—0

(Parabolik giris)  (2.27)

Bu ifadelerden goriildiigli gibi, bozucu giriglerin sebep oldugu
duragan hatalar agik ¢evrim transfer fonksiyonunun degil, kontrolciiniin tip
numarasina baghdir. Basamak, rampa ve parabolik bozucu girisler
uygulandiginda duragan hatalarin sifir olabilmesi igin kontrolciiniin tip
numarasinin sirastyla en az 1, 2 ve 3 olmasi gerekir.
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2.2 Parametre Hassasiyeti

Kontrol edilen sistemin, kontrolciiniin ya da dl¢lim sisteminin
parametre degerlerinde imalattan kaynaklanan belirsizlikler ya da kullanim
sonucu yipranmanin sebep oldugu degisiklikler olabilir. Bunun disinda,
arizalanan bazi elemanlarin devre disinda kalmasi ya da plant {lizerinde
yapilan tadilatlar dolayisiyla yapisal degisiklikler de olabilir. lyi bir kontrol
sisteminin bu degisikliklerden miimkiin oldugunca az etkilenmesi istenir. Bu
etkiyi azaltacak bigimde kontrolcii parametrelerinin secilmesi islemine
parametre hassasiyeti analizi (sensitivite analizi) denir. Bu yOntemin
ayrintilar1 temel kontrol kitaplarinda bulunabilir. Burada sadece genel
prensiplere aciklik getirilecektir.

Sekil 2.2 deki sistemde giris ile ¢ikis arasindaki transfer fonksiyonu

T(s) asagidaki gibidir.

_Cls) . G)
T R(s) 1+G(s)H(s)

7(s) (2.28)

Bu ifadede G(s) terimi kontrolcii ve kontrol edilen sistemin transfer
fonksiyonlarim barindirmaktadir. Kontrolciiniin K kazanci da bu terimin
icinde bir ¢arpandir. Sistem performansimin G(s) ya da H(s)’de olabilecek
parametre degeri degisikliklerinden ya da yapisal degisikliklerden fazla
etkilenmemesi i¢in bu degisikliklerin 7(s) iizerindeki etkilerinin az olmasi
gereklidir. Denklem (2.28)’in iki tarafinin diferansiyeli alinirsa, asagidaki
ifade bulunur.

dG(s)[1+G(s)H (s)]- G(s)[H (s)dG(s) + G(s)dH(s)]

dT(s) =
e [1+Go)H()P

_ dG(s) = G(5)[G(s)dH(s)]
[1+G(s)H ()]

(2.29)

ya da,
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dT(s) _ dG(s)—G(s)[G(s)dH(s)]
T(s)  [1+G(s)H()|G(s)

B 1 dG(s) N —G(s)H(s) | dH(s) (2:30)
|1+ G(s)H(s) |\ G(s) ) | 1+G(s)H(s) |\ H(s)

Yukaridaki denklemde dG(s)/G(s) teriminin katsayisi, 7{(s)’nin

G(s)’deki degisikliklere olan hassasiyeti g olarak tanimlanir. G(s)’de bir
degisiklik oldugunda, bunun 7{(s)’de sebep olacagi % degisiklik oranini,
G(s)’deki % degisiklik oranina bolerek bulunur. Benzer sekilde, dH(s)/H(s)
teriminin katsayisi ise 7(s) nin H(s)’deki degisikliklere olan hassasiyeti S Z,
olarak tanimlanir. G(s) ve H(s) de olabilecek degisikliklerin 7(s) iizerindeki
etkisinin az olmasi i¢in bu katsayilarin kii¢iik olmas1 gerekir. Bu katsayilarda
yer alan G(s) teriminin i¢inde kontrolcii kazanci K bir ¢arpan olarak yer alir.
Kontrolcti kazanci biiyiiltiilerek hassasiyet terimleri azaltilabilir. K’nin
degeri sonsuza dogru biyiitildiigiinde hassasiyetlerin limit degerleri
asagidaki hali alir.

SE=0 (2.31)
S =1 (2.32)

Bu ifadelerden goriildiigii gibi, yeterince yiiksek kontrolcii
kazanclar1 kullanarak ileri besleme hattindaki elemanlarin (kontrolcii ve
plant) parametre degerlerinin veya yapisal sapmalarinin etkileri azaltilabilir.
Ancak 6l¢lim sisteminde olabilecek degisikliklerin telafisi miimkiin degildir.
Bu yiizden kontrol sistemleri tasarlanirken yiiksek kazangli, ama kazang
degerinin ¢ok dogru olarak ayarlanmasi zorunlu olmayan kontrolciiler
kullanilmasi, buna karsilik 6zellikleri degismeyen, giiriiltiisiiz, kaliteli 6l¢lim
sistemleri kullanilmasi tercih edilir.

2.3 Kararhhk

Kontrol literatiiriinde kararliligin pek ¢ok tanimi olmasina ragmen
miihendislik agisindan ¢cogunlukla asagidaki tanimlar kullanilir.
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i) Bir sisteme sinirhi bir giris uygulandiginda sistem ¢ikis1 sinirh
kalirsa ve ¢ — oo iken ¢ikis duragan bir degere dogru giderse bu
sistem kararlidir.

i1) Denge durumundaki bir sistem bu durumdan uzaklastirilip bir
baslangi¢ durumuna getirildiginde, degisken degerleri sinirh
kalarak sistem tekrar denge durumuna donerse bu sistem
kararhdir.

Yukaridaki tanimlardan birincisi daha ¢ok klasik kontrolde, ikincisi
ise durum degiskenlerinin kullanildigi modern kontrolde kullanilir.

Kontrol sistemlerinin analiz ve tasariminda kararlilik konusu iki
yonden incelenir. Bunlardan birincisi sistemin mutlak anlamda kararli olup
olmadiginin incelenmesidir. Sistemin kararlilig1 kontrol sistemi i¢in mutlak
bir gerekliliktir. Ancak kontrol sisteminin kararli olmasi yeterli degildir. Ne
kadar kararli oldugu, yani kararsizlik halinden ne kadar uzakta oldugu da
onemlidir. Bu kavramlardan birincisi sistemin mutlak kararliligi, ikincisi ise
goreceli (rolatif) kararliigr olarak adlandirilir.

2.3.1 Mutlak Kararhhk

Klasik kontroliin temel 6zellikleri; tek giris ve tek ¢ikis olmasi, tek
bir degiskenin (¢ikis degiskeni) geri beslenmesi, analiz ve tasarimda Laplace
transformlarindan yararlanilmasidir. Laplace transformlar1 kullanildigindan
klasik kontrolde incelenen sistemler lineerdir. Lineer bir sistemin kapali
cevrim transfer fonksiyonu asagidaki genel formda verilmis olsun.

v KH(S +z,)

X(s) li[(s +p.) lLI(SZ +26,0,5+ )

i=1 Jj=1

G(s) = (2.33)

Bu ifadede kolaylik olsun diye pay ve paydadaki terimler gercek ve
kompleks eslenik koklerine ayrilarak gosterilmistir. Yani sistemde m sayida
sifir, 2r+q sayida da kutup vardir. Simdi bu sisteme birim basamak bir giris
uygulansin. Bu durumda X(s) = 1/s olur. Denklem (2.33)’den Y(s) ¢0ziiliir,
elde edilen ifade kismi kesirlerine agilir ve ters Laplace transformu alinirsa,
bazi ara islemlerden sonra y(¢) i¢in asagidaki denklem elde edilir.
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y(t)=a+ Zaie_p"’ + ZAjefg"w’[ cos(@, l—g]2.t—¢j)
i=l =1
(2.34)

Bu denklemden goriildiigi gibi, sistem cevabi sabit bir deger, bir dizi
birinci mertebe sistem cevaplari ve bir dizi ikinci mertebe sistem
cevaplarinin toplami seklindedir. Bu denklemde gecen a, a; 4; ve ¢ terimleri
kismi kesir katsayilari cinsinden uygun bi¢imde tanimlanmistir. Esas 6nemli
olan husus ise eksponansiyel terimlerin sleridir. Soldaki eksponansiyel
terimlerin isleri olan —p; (i = 1, . . , m) sistemin gercek kutuplari, sagdaki
eksponansiyel terimlerin tsleri olan —¢ .0, (j = 1, . ., r) ise kompleks

kutuplarin  gergek kisimlaridir. Eger bu islerin hepsi negatif ise
eksponansiyel terimler ¢ — oo iken sifira gider ve y(f) = a olur. Yani sistem
¢ikist sonsuza gitmez ve sistem kararlidir. Bu sonuca dayanarak lineer bir
sistemin mutlak kararlilig1 i¢in sart asagidaki gibi ifade edilir.

Eger lineer bir sistemin kapali ¢evrim
kutuplarimin  hepsinin gercek kisimlart
negatif ise, yani kutuplar sanal eksenin
sol tarafinda ise o sistem kararhidir.

Lineer bir sistemin mutlak kararliligi kutuplarin degerlerini
¢ozmeden, sadece karakteristik denklemin katsayilar1 kullanilarak kolayca
bulunabilir. Bu amagla kullanilabilecek pek ¢ok yontem arasinda en kolay1
Routh-Hurwitz kriteridir. Bu yontem kontrol sistemleriyle ilgili baslangig
derslerinde  daima  anlatildigindan  burada  tekrardan  {izerinde
durulmayacaktir [2.1-2.3].

Modern kontrolde kullanilan kararlilik test yontemleri hem lineer
hem de non-lineer sistemlere uygulanabilir. Ancak lineer sistemlere
uygulama sonucunda Routh-Hurwitz kriterinin verdigi sonuglarin aynisi
bulunur. Bu ylizden esas kullanim amaglari non-lineer sistemlerin
kararliligini incelemektir. Bu yontemlerde sistemin denge konumunun ya da
konumlarinin kararliligi incelenir. Sistem denge konumundan ayrildiginda
tekrardan denge konumuna gelip gelmeyecegi arastirilir. Bu amagla en ¢ok
kullanilan yontemlerden birisi Liapunov yontemidir [2.4].
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2.3.2 Goreceli Kararhhk
Kararlilik Pay

Kontrol edilen bir sistemin ne derecede kararli oldugu 6nemlidir.
Kararlilik derecesini objektif olarak ifade etmek igin pek ¢ok yol vardir.
Bunlardan bir tanesi sanal eksene en yakin kapali ¢evrim kutbunun eksene
olan uzakliginit olgiit olarak kullanmaktir. Denklem (2.34) incelendiginde,
eksponansiyel terimlerin {islerinin biiylikligii arttikca, yani kutuplar gercek
eksenden sola dogru uzaklastikca, bu terimlerin sifira dogru daha hizli
gittikleri, yani sistem kararliliginin arttig1 goriiliir. Bu yiizden sanal eksene
en yakin kutupla ilgili terim sifira en yavas gideceginden goreceli kararlilik
acisindan en kotli durumu temsil eder. Sanal eksene en yakin kutbun bu
eksenden olan uzakligina kararlilik payr ya da kararlilik marji denir. Bu
uzaklik arttik¢a sistemin goreceli kararliligi da artar. Kapali ¢evrim kutup
dagilim Sekil 2.3°de verilen sistemin kararlilik pay1 () gosterilmistir.

! Im
|
X
|
|
X |
E 7 : Re
: - I
i |
x a
|
X
|———
b M
Sekil 2.3

Kazang Payt ve Faz Payt

Bir sistemin giris ve ¢ikisi arasindaki transfer fonksiyonunun frekans
cevabi sistemin periyodik zorlamalar karsisindaki dinamik davranisinin
incelenmesi  agisindan  Onemlidir.  Sisteme siniisoidal bir  giris
uygulandiginda, gecici davranig soniimlendikten sonra geriye giris
frekansiyla ayni frekasa sahip olan, ama genligi ve girise gore olan faz farki
frekansa bagl olan siirekli bir salinim kalir. Bu salinima sistemin duragan
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siniisoidal cevabi denir. Frekans cevabi analizinde ¢ikis ve giris genliklerinin
orani ve faz farkinin giris frekansiyla degisimleri incelenir. Konu kontrol
sistemleri ile ilgili temel kitaplarda islendiginden burada ayrintilara
girilmeyecektir [2.1-2.3]. Yontem kisaca sdyledir. Transfer fonksiyonunda
s = jo koyulur. Bu sekilde elde edilen ifadeye frekans cevabi transfer
fonksiyonu denir. Eger giris x(f)=Xsin ot ve duragan siniisoidal cevap

y(t)=Ysin(at +¢) ise, ¢ikis ile girig genlikleri arasindaki oran ile faz farki
¢’nin frekansa bagl olarak degisim sekli asagidaki ifadelerden bulunur.

Y
- G(jo)| (2.35)

¢=/G(jw) (2.36)

Frekans cevabi sadece kontrol sistemleri igin degil, titresim
analizlerinde de kullanilir.  Titresim analizlerinde salinim genliginin
frekansla degisimini gdsteren egriler (rezonans egrileri) kacinilmasi gereken
frekans bolgelerini ve alinabilecek dnlemleri belirlemekte yararhidir. Kontrol
sistemi analiz ve tasarimlarinda frekans cevabi sonuglari Bode diyagramlari,
Nyquist diyagrami, Nichols diyagrami gibi grafiklerle gosterilerek kullanilir.

Kapali c¢evrim transfer fonksiyonu yerine acgik c¢evrim transfer
fonksiyonunun frekans cevabi incelenirse, sistemin hem mutlak kararliligini
belirlemek hem de goreceli kararliligini degerlendirmek miimkiindiir. Sekil
2.2°de kanonik formda gosterilen kontrol sisteminin giris ile ¢ikis1 arasindaki
transfer fonksiyonu,

C(s) . G(s)
R(s) 1+G(s)H(s)

T(s) = (2.37)

seklinde olup, karakteristik denklem asagidaki ifadeden bulunabilir.
1+G(s)H(s)=0 (2.38)

Kararli bir sistemde bu denklemin koklerinin hepsi, yani sistemin
biitiin kutuplar1 sanal eksenin sol tarafindadir. Kutuplardan birisi bile sanal
eksenin tizerinde olursa kararlilik durumu ortadan kalkar ve sistem marjinal
kararl1 hale gelir. Bu durumda sanal eksen tlizerindeki kutbun gerc¢ek kismi
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sifir olacagindan bu kutup s = jo seklindedir. O halde sistem kararliliktan
kararsizliga gecerken, yani marjinal kararli iken asagidaki denklem
gecerlidir.

1+G(jo)H(jw)=0 (2.39)
ya da,
G(jo)H(jo)=-1 (2.40)

Yukaridaki denklemin sol tarafi kompleks bir sayidir. Esitlik geregi
bu kompleks saymin biiyiikliigii ve faz acisi, —1’in biiylikliik ve faz agisina
esit olacagindan asagidaki ifadeler yazilabilir.

|G(jw)H (jw)|=1=0 dB (2.41)

/ G(jw)H(jw)=—180° (2.42)

Yukaridaki denklemlerle ifade edilen sartlardan sistemin ne kadar
uzakta oldugu, sistemin goreceli kararliligini gosterir. Bunu belirlemek
amaciyla Bode diyagramlari, Nyquist diyagrami ya da Nichols
diyagramindan yararlanilabilir. Ornek olarak, acik ¢evrim transfer
fonksiyonunun Bode diyagrami Sekil 2.4’deki gibi olan bir sistem olsun. Bu
diyagramda kazang egrisinin 0 dB degerini gegtigi frekans w,, faz egrisinin
—180° degerini gegtigi frekans ise @y ile gdosterilmistir.

Eger kazang egrisi yukar1 dogru B kadar kaydirilirsa marjinal
kararlilik sartlari olusur. Yani biiyiiklik 0 dB iken faz agis1 —180° olur. Bu
kaydirma islemi agik c¢evrim transfer fonksiyonunu uygun bir sabit ile
carparak, yani agik c¢evrim kazancini artirarak saglanabilir. Bu yiizden
sekildeki B uzakligina kazang pay: denir.

Eger faz egrisi asagi dogru 4 kadar kaydirilirsa yine marjinal
kararhilik sartlan olusur. Yani biiyiikliik yine 0 dB iken faz ag1s1 —180° olur.
Bu kaydirma islemi agik cevrim transfer fonksiyonuna, faz egrisini asagi
dogru kaydiracak ya da faz egrisinin egimini uygun bigimde degistirecek
carpanlar ekleyerek saglanabilir. Sekildeki 4 uzakligina faz pay: denir.
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Bir sistemin kazang pay1 ve faz pay1 ne kadar biiyiikse o sistemin
goreceli kararlilig1 o kadar iyidir. Uygulamalarda kazang payinin 6 dB’den
biiyiik, faz paymin ise 30°- 60° arasinda olmasi onerilir.

2.4 Sistemin Gegici Davranisi
2.4.1 Gegici Davramsi Tamimlayan Performans Parametreleri

Kontrol edilen bir sistemin bir baglangi¢ durumundan duragan
duruma gidinceye kadar sergiledigi davranisa gecici davranig denir. Klasik
kontrolde gecici davranigin incelenmesi sadece sistem ¢ikisi ile sinirlidir.
Modern kontrolde ise birden fazla sistem c¢ikisi, hatta biitiin durum
degiskenlerinin davraniglari incelenebilir. Yani kontrol sirasinda ¢ikiglarin
yant sira sistemin ¢ikis olmayan degiskenleri de incelenebilir. Burada klasik
kontrolde sistemin gegici davranig Ozelliklerini degerlendirmek igin
kullanilan parametrelerden soz edilecektir. Sistemin ¢ikisi y(#), girisi ise x(#)
olsun. Sekil 2.5’de basamak giris i¢in tipik bir sistem cevabi goriilmektedir.
y(?) baslangicda sifir degerdeyken, basamak giris uygulandiktan sonra yq
gibi duragan bir degere dogru gitmektedir.

WO/ yss
Zarf egrisi

| T | T T $ Zaman

ta tc tp ts

Sekil 2.5
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Sekildeki grafikte y(f) degerleri y, ile bolinmiis ve diisey eksen
W(t)/yss olarak almmistir. Grafik, duragan deger etrafinda genligi azalan
saliimlar yaparak duragan degere dogru gitmektedir. Kontrol sisteminden
istenen, sistem cikisinin en kisa siirede son duruma ulasmasi ve bunu
yaparken oldugunca az salinim yapmasidir. Bu kriterlerden birincisi sistemin
cevap hiziyla ilgili, ikincisi ise ne kadar kararli olduguyla ilgilidir. Bu
kriterlerden her ikisini birden bagimsiz olarak en iyilenme olanagi yoktur.
Zira sistemin cevap hizini artirmak i¢in alinan onlemler sistemin goreceli
kararliligina azaltir. Diger yandan sistem salinimlarini azaltmak i¢in alinan
onlemler de sistemi hantallagtirir. Bu yiizden bu iki kriter arasinda bir
uzlasma saglanmasi gerekir. Bu uzlasmanin saglanabilmesi i¢in gegici sistem
cevab1 bu iki kriteri yansitan bazi parametrelerle tanimlanmalidir. Daha
sonra bu parametrelerin degerlerini istenen belirli sinirlar arasinda tutacak
bicimde kontrol sistemi tasarimi yapilabilir. Asagida bu parametereler
Ozetlenmistir.

Gecikme Zamani (t4)

Sistem cevabinin, duragan degerinin %50’sine ilk defa eristigi
stireye gecikme zamani denir. Gecikme zaman sistemin cevap hizinin bir
ol¢iitudiir. Bu siire ne kadar kisaysa sistem cevabi o kadar hizlidir. Gecikme
zamani Sekil 2.5°de ¢, ile gosterilmistir.

Yiikselme zamanu (t,)

Sistem cevabinin o,y degerinden (1 - J.)ys degerine erismesine
kadar gecen siireye yiikkselme zamani denir. Yiikselme zamani da sistemin
cevap hizinin bir dlgiitiidiir. Bu siire ne kadar kisaysa sistem cevabi o kadar
hizlidir. & degeri olarak 0, 0.05 veya 0.10 kullanilir. Salinimli sistemlerde
genellikle o, = 0 kullanilir. Bu durumda yiikselme zamani sistem cevabinin
duragan degerini ilk defa gectigi an oldugundan ge¢me zamani adim alir.
Salmimsiz sistemlerde ise o degeri olarak 0.05 veya 0.10 alinir. Yiikselme
zamani belirtilirken % 5 ya da % 10 kriterine gére yiikselmeme zamani diye
ifade edilir. Sekil 2.5’de yiikselme zamani ¢ ile, gegme zamani ise ¢, ile
gosterilmistir.

Tepe Zaman (t,)

Tepe zamani sadece sistem cevabinin duragan degeri astig
durumlarda tanimlanabilir. Cevabin duragan degeri astiktan sonra ilk tepe
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noktasina eristigi andir. Tepe zamani sistemin cevap hizinin bir 6lgiitidiir.
Bu siire ne kadar kisaysa sistem cevabi o kadar hizhidir. Sekil 2.5’de tepe
zamani ¢, ile gosterilmistir.

Maksimum asama (M,) ve % Asma

Sistem cevabinin duragan degerin Otesine gecmesi haline agma
durumu denir. Cevabin ilk asmasinin yiiksekligi sistemin gdreceli
kararliliginin bir 6l¢iitiidiir. Eger y, = 1 ise asma yliksekligi 1°’den yukariya
dogru olciiliir ve bu yiikseklige maksimum asama (M,) denir. Sekil 2.5’de
maksimum agma M, ile gosterilmistir. Eger y,, # 1 ise asagidaki gibi % asma
tanimlanir.

y(tp)_yss
Vs

% Asma = (2.43)

Yerlesme Zaman (t,)

Yerlesme zamani sistem cevabinin duragan deger etrafinda
+ O[y(¢t)/yss] bant araligina girdigi ve o andan itibaren bu bant i¢inde kaldig1
zamandir. o, degeri olarak 0.02 veya 0.05 kullanilir. Yerlesme zamani
belirtilirken % 2 ya da % 5 kriterine gore yerlesme zamani diye ifade edilir.
Sistemin salinim genligi degistiginde yerlesme zamani degerlerinde
atlamalar olacagindan yerlesme zamani tanimlanirken sistem cevabinin
kendisi degil, zarf egrisi kullanilir. Yerlesme zamani salinimlarin ne kadar
hizla soniimlendigini gosterdiginden sistemin goreceli kararliliginin bir
olciitidiir. Ancak sistemin en uzun zaman sabitiyle iliskili oldugundan ayni
zamanda sistem cevabimin hizi i¢in de bir Olgiittiir. Yerlesme zamani
kisaldik¢a sistemin goreceli kararliligi ve hizi artar. Sekil 2.5’de sistem
cevabmin zarf egrisine gore tanimlanmis olan yerlesme zaman ¢ ile
gosterilmistir.

2.4.2 Baskin Kutuplar

Sistem c¢ikisit bir baslangic degerinden duragan degerine dogru
giderken dinamik bir davranis (gecici davranig) sergiler. Cikis degerinin agirt
salimimlar yapmadan, ama hizl1 bir bicimde son degerine yaklasmasi istenir.
Kabul edilebilir bir gegici davranis saglanmasi igin sistemin dinamigini en
fazla etkileyen kapali ¢evrim kutuplarmin yerleriyle oynanir. Baskin
kutuplar denilen bu kutuplarin etkisi, denklem (2.34) ile tanimlanan sistem
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cevabina bakarak daha kolay anlasilabilir. Kararli bir sistem igin bu
denklemdeki eksponansiyel terimlerin iislerinin hepsinin negatif olmasi
gerektigi daha oOnce belirtilmisti. Yani kararlilik i¢in kapali cevrim
kutuplariin hepsi negatif gercek kisma sahip olmalidir. Negatif olan bu
uislerin biytikliikleri arttikca, yani kutuplar sanal eksenden sola dogru
uzaklastica eksponansiyel terimler sifira daha hizla gider. Yani sistem
cevabinda sanal eksene daha uzak olan kutuplarla iliskili terimler daha kisa
siirede kaybolur. Bunun sonucu olarak sistem cevabinin genel sekli sanal
eksene yakin olan kutup ya da kutuplar tarafindan belirlenir. Sanal eksene en
yakin olan kutba veya kompleks eslenik kutup ¢iftine baskin kutup/kutuplar
denir. Bu durumu daha iyi agiklayabilmek i¢in Sekil 2.6’da kutup
yerlesimleri gosterilen iki sistem ve bunlarin basamak cevaplar1 verilmistir.
Sekil 2.6(a)’da goriilen sistemde baskin kok gercek eksen iizerindedir. Bu
birinci mertebe bir sisteme karsilik gelir. Uzaktaki iki kok ise ikinci mertebe
salmimli bir sisteme karsilik gelir. Sistem cevabina bakildiginda, genel
gOriiniimiiniin birinci mertebe bir sistem cevabina yakin oldugu, bu cevabin
tizerine etkisi daha zayif olan ikinci mertebe sistemin salinimlarinin binmis
oldugu goriiliir. Sekil 2.6(b)’de goriilen sistemde ise kompleks eslenik kdkler
sanal eksene daha yakin, yani baskindir. Gergek kok ise sanal eksenden daha
uzakta oldugundan sistem davranigina etkisi daha zayiftir. Sistem cevabina
bakildiginda, genel goriiniimiiniin ikinci mertebe salinimli bir sistem
cevabina yakin oldugu, bu cevabin lizerine etkisi daha zayif olan birinci
mertebe sistemin eksponansiyel davraniginin binmis oldugu goriiliir.

()
Im

N/
Re /
NZ.

Zaman

Sekil 2.6 (a)
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2.4.3 Ikinci Mertebe Az Soniimlii Sistemin Gegcici Davrams Performans
Parametreleri

Ikinci mertebe bir sistemin transfer fonksiyonunun standart gosterim
sekli agagidaki gibidir.

2
a

G(s)= . 2.44
() s? +2ga)ns+a)f (244)

Boyle bir sistemin iki bagimsiz parametresi vardir. Bunlar soniim
oran1 ¢ ve sOniimsiiz sistem dogal frekans1 @, ’dir. Sistemin kutuplari,
s* +2¢cw,s+®; =0 karakteristik denkleminin kokleri olup, bu iki

parametre cinsinden agagidaki gibidir.
pl = _ga)n + a)n gz -1 (245)

Py =60, —0,\s’ 1 (2.46)

¢ 'nin degeri degistik¢e sistem kutuplarinin kompleks diizlemdeki
yerleri de degisir. ¢ >1 ise iki farkli gergek kutup, ¢ =1 ise iki tane katli
gergek kutup, 0<g <lise iki eslenik kompleks kutup ve ¢ =0 ise iki
eslenik sanal kutup vardir. Kutuplarin ¢ degerlerine gore kompleks
diizlemdeki yerleri Sekil 2.7°deki gibidir.
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Re

A

Sekil 2.7

0 <¢ <1 ise sistem az sonimlii ve kutuplar merkezi orijinde olan
o, yaricapli ¢ember lizerindedir. Kompleks kutuplarin tanimlarindan ve
seklin geometrisinden asagidaki esitlikler kolayca yazilabilir.

Pa=—60, L jo, (2.47)

0, =0,1-¢° (2.48)

sin B =4/1-¢” (2.49)

cosff=¢ (2.50)
2

tan g = V1= 2.51)

S
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Sistemin baskin kokleri kompleks eslenikse; gecici davranig
performans parametreleri, sistemin ¢ ve @, parametreleri cinsinden
bulunabilir. Transfer fonksiyonu denklem (2.44) ile verilen sistemin girisi
x(1), ¢ikist y(¢) olsun. Birim basamak giris i¢in ¢ikisin Laplace transformu
asagidaki gibi elde edilir.

602

Y(s)= 2 2.52
() (s* + 26,5 +@))s 232)

Bu ifade kismi kesirlere ayrilir ve ters transform alinirsa, bazi ara
islemlerden sonra sistem cevabi y(¢) asagidaki gibi bulunur.

y(t)=1-Ade " cos(w,t — P) (2.53)

Denklem (2.53)’deki 4 katsayist ve ¢ faz agis1 asagidaki gibi
tanimlanmustir.

(2.54)

¢:tan_][ 1§ Z}ZE_'B (2.55)
—-<

Gecme zamani (1.)

Gegme zamaninda sistem cikisinin degeri duragan degere esit
oldugunda y(z.)=1 ifadesi gegerlidir. Bu sart denklem (2.53)’e uygulanir

ve 1. ¢Oziiliirse, gegme zamani asagidaki gibi elde edilir.

_=p__ - p (2.56)

@, w,N1-¢

t

c

ya da boyutsuz parametreler . w, ve ¢ cinsinden,

-1
T —COS
t @ :—g

(2.57)

olur.
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Denklem (2.57)’den elde edilen ¢,.®, terimine kars1 ¢ egrisi Sekil
2.8’de goriilmektedir. Bu egrinin sekline bakildiginda, ¢, *nin kisaltilmasi

yani sistemin cevap hizinin artirilmasi i¢in ¢ kiiciik, @, ise biiyiik olmalidir.

. /
6 /

o L/
-

2 ]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Sontim Orani, ¢

Sekil 2.8

Eger gegme zamaninin istenen bir 7, degerine esit veya daha kiiciik
olmasi istenirse, denklem (2.56)’dan asagidaki sart bulunur.

_ _ -1
w >~ p _m—Cos ¢ (2.59)

B RV

Kutuplarin Sekil 2.7°deki yerlesim 06zellikleri dikkate almirsa,
denklem (2.58)’i saglayan kutuplar kompleks diizlemde Sekil 2.9°da
isaretlenen bdlge iginde, kalin ¢izgiyle gosterilen egrilerin iistiinde ve altinda
olmalidir. Grafigi genel hale getirmek icin koklerin sanal ve gergek kisimlart
7/T. ile boliinerek normalize edilmistir.

Tepe Zaman (t,)

Tepe noktasinda cevap egrisinin tiirevi sifirdir. Bu sart denklem
(2.53)’e uygulanip ¢, ¢oziiliirse,

t = (2.59)
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1.25
te<Te.

0.75 =—
te>T.
0.5

0.25

Im(p)/(#/Te)

-0.25

-0.5
>
-0.75 le> 1T, L

t.<T.
5 4 3 2 -1 0
Re(p)/(#/T,)

-1.25

Sekil 2.9

ya da boyutsuz parametreler cinsinden asagidaki ifade bulunur.

T
= (2.60)

a)nt - 5
Denklem (2.60) ile hesaplanan @®,1,’ye karst ¢ egrisi Sekil

2.10’da goriilmektedir. Bu sekildeki egriye bakildiginda, sistemin cevap
hizinin artirmak, yani ¢,’yi kisaltmak i¢in ¢ kiigik, @, ise biyik

alinmalidir.

Eger tepe zamaninin istenen bir 7, degerine esit veya daha kiigiik
olmasi istenirse, denklem (2.59)’dan asagidaki sart bulunur.

VA
Z<r, (2.61)
@y
ya da,
w, > (2.62)
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Sontim Orani, ¢

Sekil 2.10

Ikinci mertebe sistemin bu sarti saglayan kutuplarinin kompleks
diizlemdeki bolgeleri Sekil 2.11°de goriilmektedir.

6L<T, Im i
T,
t,>T,
Re
5>T,
o _j%
6L<T,

Sekil 2.11
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Maksimum asama (M,)

Maksimum asama asagidaki ifadeden bulunabilir.
M, =yt,)-1 (2.63)

Denklem (2.53) bu ifadede yerine koyulursa, M, asagidaki gibi elde
edilir.

M, = exp| ———2— (2.64)
1-¢°
My’ nin ¢ ile degisim bicimi Sekil 2.12°deki gibidir. O halde, M,’yi
azaltmak icin, yani goreceli kararliligi artirmak icin ¢ ’nin artirilmasi
gereklidir. Halbuki daha Once cevap hizimi artirmak igin ise ¢ ’nin

azaltilmas1 gerektigi belirtilmisti. Bu yilizden ¢ 'nin degeri belirlenirken

cevap hizi ve goreceli kararlilik arasinda bir uzlasma yapilmasi gereklidir.

N
L\
M, N \
N

02 \\
\-___

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Soniim Orani, ¢

Sekil 2.12
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Eger M,’nin verilen bir M,,, degerine esit ya da daha kii¢clik olmas1
istenirse,

exp{— 4l }SMW (2.65)

\ll—gz
olmalidir. Baz1 kisa ara islemlerden sonra bu durum icin gereken sart

asagidaki gibi elde edilir.

. -1 v _ s
[ =tan l: —ln( I/Mpm)} B (2.66)

M,<M,, sarim saglayan kutuplarin kompleks diizlem
tizerindeki yerleri Sekil 2.13’de verilmistir.

Yerlesme Zaman (t,)

Sekil 2.2°de tstteki zarf egrisinin yerlesme bandina girdigi anda,
S, =1+ Ade*"" —1 (2.67)

esitligi gecerlidir. Bu esitlikten ¢, asagidaki gibi elde edilir.

Re

Sekil 2.13
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(= ! (2.68)

s, | 5,41-¢°

Eger ¢ 'nin degeri kiigiikse, karekoklii terim yaklasik 1.0 olur. Bu

durumda &’nin 0.02 ve 0.05 oldugu haller icin yerlesme zamani sirasiyla
asagidaki esitliklerden bulunur.

(=2 (5. =0.02) (2.69)
so,
3
f = (5, =0.05) (2.70)
co,

Eger ¢, 'nin verilen bir 7 degerine esit ya da daha kiigiik olmasi
istenirse asagidaki sartlar saglanmalidir.

cw, Zi (0, =0.02) (2.71)
3
cw, 2; (0, =0.05) (2.72)

t, <T, sartim1 saglayan kutuplarmm kompleks diizlem iizerindeki
yerleri Sekil 2.14’de goriilmektedir.

Im
ts<T's l‘s>Ts
Re
tS>TY
tS<T§'
.
7 R
7 "

Sekil 2.14
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2.4.4 Birinci Mertebe Sistemin Gegici Davranis Performans
Parametreleri

Gergek eksen lizerinde tek bir kutup olmasi durumunda buna karsilik
gelen sistemin transfer fonksiyonu asagidaki gibidir.

1
Ts +1

G(s) = (2.73)

Bu sistemin davranist sadece bir sistem parametresi, yani 7T
tarafindan belirlenir. Bu parametreye sistemin zaman sabiti denir. Sistemin
birim basanak cevabi asagidaki gibidir.

t

yit)y=1-e T (2.74)

Sekil 2.15’de birinci mertebe sistemin birim basamak cevabi bazi
ozellikleriyle birlikte goriilmektedir. Sistemin cevabi bir zaman sabiti sonra
duragan degerinin % 63’{ine erisir.

1.2

os / / :0.95 Noos
/ / 0.865

0.6 /// < ;
0.632 !
0.4 / L ;

Birim Basamak Cevap, y(¢)

0.2

0 ¢t T ‘+T 2T T 4T 5T

Zaman

Sekil 2.15
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Birinci mertebe sistem igin yiikselme zamani, gegme zamani ve tepe
zamani kullanilmaz. Bunlar yerine zaman sabiti 7 sistemin cevap hizinin bir
Olciitii olarak kullanilir. Sistem salinimsiz oldugundan maksimum agma da
kullanilmaz. Birinci mertebe sistem ii¢ zaman sabiti sonra % 5 tolerans
bandina, dort zaman sabiti sonra da % 2 tolerans bandina girer.

2.5 Optimizasyon
2.5.1 Klasik Kontrolde Optimizasyon
Hataya Bagh Integral Kriterler

Klasik kontrol uygulamalarinda normal olarak minimum yapilan bir
amag fonksiyonu yoktur. Yukaridaki kisimlarda sozii edilen performans
parametrelerini belirli sinirlar i¢inde tutacak sekilde bir tasarim yapilmasina
caligilir. Bununla beraber, literatiirde klasik kontrol tasarimi i¢in Onerilmis
bazi performans kriterleri de (performans indisi) bulunmaktadir. Kontrol
sirasinda minimum yapilmaya c¢alisilan bu kriterler hatanin integral bir
fonksiyonu olarak tanimlanmigtir. Bunlar arasinda 6ne ¢ikanlar agagidaki
gibidir [2.5].

1. Hatamn Karesinin Integrali

o0

PK.= j e*(t)dt (2.75)

0

Bu kriterin minimum yapilmasi sirasinda biiyiik genlikli hatalar
kiigiik genliklilere gore daha fazla cezalandirildigindan,
oncelikle biiyiik genlikli hatalarin azaltilmasina ¢aligilir.

2. Hatanin Mutlak Degerinin Integrali
PK.= j le(0)|dt (2.76)
0

Bu kriterin minimum yapilmasi sirasinda hatalar genliklerine
bakilmadan esit olarak cezalandirilir.

3. Hatanin Karesinin Zamanla Carpiminin integrali

PK.= J' te* (¢)dt 2.77)
0
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Bu kriter biiyiik genlikli hatalar1 ve ilerleyen zamanda olusan
hatalar1 daha fazla cezalandirr.

4. Hatamin Mutlak Degerinin Zamanla Carpiminin Integrali
PK.= J.t|e(t)|dt (2.78)
0

Bu kriter hatalar1 genliklerine bakmadan esit olarak
cezalandirirken, ilerleyen zamanda olusan hatalar1 daha fazla
cezalandirir.

Klasik kontrolde yukaridaki kriterlerin kullanimi disiik dereceli
sistemlerle simirli olup, analitik yontemlerle kapali g¢evrim transfer
fonksiyonunun (ya da baskin koklere karsilik gelen transfer fonksiyonu
paydasinin) katsayilarini belirlemek bi¢cimindedir [2.5].

1/4-Genlik Orani Kriteri

1/4 — genlik orani kriterine gore, sisteme bir basamak referans giris
uygulandiginda sistem ¢ikiginin ikinci asma genligi, birinci asma genliginin
1/4°1i olmalidir. Bu kriteri kullanan deneysel bir tasarim yontemi, gecikmeli
birinci mertebe sistemler icin ilk defa Ziegler ve Nichols tarafindan
gelistirilmistir [2.6, 2.7]. Yontem, PID kontrol sistemlerinde oransal kazang,
tiirev zaman sabiti ve integral zaman sabiti degerlerinin belirlenmesinde
kullanilir. Bu konu ileride Boliim 5°de ayrintili olarak incelenecektir.

2.5.2 Modern Kontrolde Optimizasyon

Modern kontrolii klasik kontrolden ayiran temel 6zellikler, birden
fazla kontrol girisi ve birden fazla kontrol edilen degisken olmasi, sistemin
mertebesi sayisinda durum degiskeninin geri beslenmesi ve kontrol sirasinda
integral bir performans kriterinin minimum yapilmasidir. Modern kontrolde,
klasik kontrolde oldugu gibi sistem ¢ikisi cinsinden yazilan tek bir
diferansiyel denklem ve bundan tiiretilen transfer fonksiyonu kullanilmaz.
Buna karsilik sistemin mertebesi sayisinda, asagida matrisler cinsinden ifade
edilen birinci mertebe diferansiyel denklemler kullanilir.

x=f(x,u,1) (2.79)
y=g(x,u,t) (2.80)
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Yukarida x durum degiskenleri matrisi, 4 kontrol girisleri matrisi, y
ise sistemin ¢ikis degiskenleri matrisidir. Denklem (2.79) durum

denklemlerini, denklem (2.80) ise ¢ikislari tamimlar. f° ve g fonksiyonlari

non-lineer olabilen fonksiyonlardir. Eger sistem lineer, sabit parametreli ve
giris ¢ikisa dogrudan katkida bulunmuyorsa, yukaridaki denklemler
asagidaki 6zel hali alir.

X=Ax+ Bu (2.81)
=Cx (2.82)

I'<

Modern kontrol sistemlerinin tasariminda integral formunda
performans kriterleri kullanilir. Denklemler (2.79) ile tanimlanan non-lineer
sistemlerde kullanilan performans kriterinin genel sekli asagidaki gibidir.

Iy
PK.= j L(x,u,t)dt (2.83)
0

Integral performans kriterinin anlamli olmasi icin integrant L’nin
pozitif definit ya da yari-definit olmasi gereklidir. Burada L bir fonksiyon
fonksiyonu olup, x ve u fonksiyonlarinin fonksiyonudur. Kontrol sistemi

tasariminin amact sistemi bir baslangig durumu x(0) = x,’dan x(¢,) =0

denge durumuna P.K.’yi minimum yaparak getirecek olan u’yu bulmaktir.
u’nun degerlerinin belli sinirlar i¢inde olmasi bir sart olarak uygulanabilir. L
terimi; enerji, titresim genligi, kontrol i¢in kullanilan gii¢ gibi sistemin ilgi
duyulan o6zelliklerinin agirlikli bir bileseni olabilir. L = 1 alindiginda ise
kontrol siiresi kisaltilmaya calisilir. Denklemler (2.79) ve (2.80)’deki gibi
genel bicimde tanimlanan sistemlerin optimum kontrol ¢éziimleri agik
cevrimli olup, iki uglu sinir deger problemlerinin ¢6ziimiini gerektirir. Bu
yiizden miimkiin oldugunca denklemler (2.81) ve (2.82) ile tanimlanan lineer
sistem modelleri ve asagidaki gibi tanimlanan karesel formdaki integral
performans kriterleri tercih edilir.

t
PK.= [(x" Qx+u" Pu)dt+x"Sx (2.84)
= t

0
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Burada Q matrisi pozitif definit veya yari-definit, P matrisi pozitif
definittir. Integralden sonra yer alan terime son durum ceza fonksiyonu
denir.
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KOKLERIN YER EGRISI YONTEMIYLE
KONTROL SISTEMI TASARIMI

Koklerin yer egisi yontemi ilk defa 1948 yilinda Evans [3.1-3.2]
tarafindan Onerilmis ve klasik kontrol sistemlerinin tasariminda etkin bir
arag olarak kontrol sistemi kitaplarinda yerini almistir. Yer egrisi sistemin
herhangi bir parametresi degistirilirken kapali ¢evrim kutuplarimin
(karakteristik denklemin koklerinin) kompleks diizlemde ¢izdigi yoriingeyi
verir. Amag, tasarim sirasinda kullanilan kontrol organinin herhangi bir
parametresinin  kutuplarin yerlesimi iizerindeki etkisini incelemektir.
Uygulamalarda normal olarak degistirilen parametre kontrolciiniin statik
kazancidir. Yer egrisinin elle ¢izilmesi, kapali g¢evrim kutuplariin
hesaplanmasin1  gerektirmez. Bunun yerine yer egrilerinin genel
Ozelliklerine dayanarak gelistirilmis olan bir dizi kuraldan yararlanilir. Bazi
kontrol sistemi analiz ve tasarim yazilimlari ise kutuplar1 belli kazang
degerleri i¢in hesaplayip, hesaplanan degerlere egri uydurarak yer egrisi
cizerler.

Kontrolciiniin kazan¢ disinda baska parametreleri varsa ve bu
parametrelerin belirlenmesi de tasarimin bir pargasi ise, bunlara farkli
degerler verilerek degisen kazang degerleri igin yer egrileri ¢izilir ve bu
sekilde bir yer egrileri ailesi elde edilir. Bdylece belli tasarim kriterlerini
saglamak amaciyla kapali ¢evrim kutuplarinin kompleks diizlem tizerinde
yerlesimi daha esnek bir bicimde saglanmis olur.

Bir sistem i¢in yer egrisinin sadece ¢izilmesi tasarim yoniinden bir
anlam tagimaz. Amag yer egrisini belli performans 6lgiitleriyle birlikte ele
alarak bunlar1 saglamaktir. Koklerin yer egrisini kullanarak tasarim
yapilirken iki yaklagimdan yararlanilir. Birinci yaklagimda sistem yapisiyla
ilgili bir degisiklik yapilmaz. Burada amag kapali cevrim kutup yerlerini ve
bunlar1 verecek olan kazang degerini (yer egrisi ailesi kullaniliyorsa kazang
degeri ve diger kontrolcii parametrelerini) belirlemektir. Bu amagla
kararlilik payi, gecici davramig oOzelliklerini tanmimlayan performans
parametreleri gibi Olgiitler kullanilir. Uygulamalarda genellikle bu tiir bir
yaklasim amaca ulasmak i¢in yeterlidir.
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Ikinci yaklasimda ise yukaridaki birinci yaklasimda belirtilenlerin
yani sira agik ¢cevrim transfer fonksiyonuna yeni kutup ve sifirlar ekleyerek
yer egrisinin sekli de degistirilir. Bu sekilde yiiriitiilen bir caligsma aslinda
bir denklestirici (kompansator) tasarimidir.

3.1 Koklerin Yer Egrisi Ozellikleri ve Cizim Kurallar

Yapist Sekil 3.1°deki gibi olan bir sistem verilmis olsun. Bu
sistemde ¢ikis degiskeni i¢in asagidaki gibi bir ifade yazilabilir.

GO prgys— IO

) = GeH®) 1+ G(s)H(s)

D(s) (3.1)

Bu sistemin referans girisiyle ¢ikis degiskeni arasindaki transfer
fonksiyonu asagidaki gibidir.

) G) 52
R(s) 1+G(s)H(s)

Sistemin karakteristik denklemi,
1+G(s)H(s)=0 (3.3)

oldugundan bir s degerinin sistemin kapali ¢evrim kutbu olmasi i¢in
asagidaki denklemi saglamasi gereklidir.

G(s)H(s)=-1 (3.4)

Bozucu girisg, D(s)

T(s)

Referans

girisi, R(s) +m G s) + Q Cikas, C(s)
s |

H(s)

Sekil 3.1
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Kapali ¢evrim kutuplart kompleks, ya da bunun 6zel hali olarak reel
veya sanal oldugundan yukaridaki denklemdeki G(s)H(s) terimi
kompleks bir degere sahiptir. Bu kompleks degerin biiyiikliik ve agisinin
—1’in buyiiklik ve agisina esit olmasi1 gerektiginden, asagidaki ifadeler
yazilabilir.

Biiyiikliik sart::
|G(s)H (s)| =1 (3.5)
Agi sartr:
[G(s)H(s)=%(2k+1) 180" (k=0,1,..)  (3.6)

Yukaridaki ifadelerden birincisi biiyiikliik sarti, ikincisi ise ag1 sartt
olarak anilir. Denklemlerin sol taraflarinda sistemin sadece agik ¢evrim
transfer fonksiyonu yer almaktadir. Bir s degerinin sistemin kapali ¢evrim
kutbu olabilmesi i¢in bu sartlarin saglanmasi gereklidir. Acik c¢evrim
transfer fonksiyonu ise asagidaki gibi carpanlari cinsinden yazilabilir.

Kﬁ (s—z;)
G(s)H (s)=——— (3.7)

[TG-r)

i=l1

Yukaridaki denklemde p; (i = 1, . . , n) acgik gevrim transfer
fonksiyonunun kutuplari, z; (j = 1, . . , m) ise agik ¢evrim transfer
fonksiyonunun sifirlaridir. (Bunlar kapali ¢evrim transfer fonksiyonunun
kutup ve sifirlartyla karistirilmamalidir.) Pozitif degere sahip olan K ise
sistemin statik agik ¢evrim kazanci olup, kontrol organinin kazanci bunun
icindedir. Koklerin yer egrileri K’nin degerini 0 — oo araliginda (0 <
K < o) degistirerek ¢izilir.

Asagidaki gibi pay ve paydasinda ¢arpim faktorleri olan kompleks
bir ifade verilmis olsun.

_ A(s)B(s)
O(s) = D) (3.8)

Bu ifadenin biiyiikliik ve a¢1s1 pay ve paydadaki faktorlerinin
bliytikliik ve faz agilari cinsinden asagidaki gibi yazilabilir.
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45 Bs)

2O e o)

(3.9)

[ O(s) = [4(s)+ ] B(s) -] C()— | D(s) (3.10)

Yukaridaki formiiller denklem (3.7)’ye uygulanir ve sonug
denklemler (3.5) ve (3.6)’da kullanilirsa, biiytikliik ve a1 sartlar1 asagidaki
gibi elde edilir.

Biiytikliik sarti:

Kﬁ‘s—zj‘=ﬁ|s—pi| (0<K <) (3.11)
j-1 i1

Ac1 sarti:

i /(S—Zj)—i/(s—pi)zi(2k+l) 180° (k=0,1,2,..)

(3.12)

Yukaridaki sartlar incelendiginde, ac1 sartinin K’nin degerinden
bagimsiz oldugu goriiliir. Bu ylizden kompleks diizlemde s; gibi bir
noktanin bir sistemin yer egrisi iizerinde olup olmadigini test etmek i¢in ag1
sartinin  saglanip saglanmadigina bakmak yeterlidir. Eger bu sart
saglaniyorsa, biyiiklik sarti kullanilarak s; kokiini (karakteristik
denklemin kokii, yani kapali gevrim kutbu) veren K degeri bulunur.

Koklerin yer egrisi elle gizilirken kok degerleri hesaplanmadan
yukarida verilen ag1 ve biiyliklik sartlarindan tiiretilen basit kurallar
kullanilir. Asagida bunlar ayrintili olarak verilecektir.

Kural 1: Yer egrileri K = 0 iken agik ¢evrim kutuplarinda baslar.

Bu kural biyiikliik sartinin sonucudur. Denklem (3.11)’de K =0
almirsa, ¢oziilecek n sayida s degerlerinin p; (i =1, . ., n) agik ¢evrim kutup
degerlerine esit oldugu goriiliir.

Kural 2: Yer egrileri K = oo iken agik ¢evrim sifirlarinda sona erer.

Bu kural da biiyiiklik sartinin sonucudur. Denklem (3.11)’de
K — oo alinirsa, ¢oziilecek m sayida s degerlerinin z; (j = 1, . ., m) agik
cevrim sifir degerlerine esit oldugu goriiliir. Eger m < n ise, geri kalan
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n —m sayidaki kol sonsuzda sona erer. Yani sistemin sonsuzda » - m sayida
acik ¢cevrim sifirinin oldugu varsayilir.

Kural 3: Yer egrilerinin kol sayisi n ve m’den hangisi biiyiikse, ona
esittir. Ancak fiziksel sistemlerde normal olarak » > m oldugundan, kol
sayist n olarak, yani karakteristik denklemin mertebesine esit olarak elde
edilir. Bu kural yukarida verilen Kural 1 ve Kural 2’nin dogal bir
sonucudur.

Kural 4: Yer egrileri gercek eksene gore simetriktir.

Karakteristik denklemin kokleri kompleks oldugunda daima
eslenik kokler elde edileceginden, yer egrileri gercek eksene gore daima
simetriktir.

Kural 5: Yer egrilerinin |n - m| sayida asemptotu vardir. Asemptot
acilar1 agsagidaki formiilden elde edilir.

2k +1)180°
y _(2k+D180

a

(k=0,1,..,

n—m|—1) (3.13)

n—m

Bu kural asagidaki gibi ispat edilebilir [3.3]. Ac¢ik ¢evrim transfer
fonksiyonu,

KN (s
G(s)H(s) = D(E‘)) (3.14)
seklinde yazilabilir. Burada,
N(s)=s" +b,s"" +---bys+b, (3.15)
D(s)=s"+a,s"" +---ays +a, (3.16)

olup, K ise kontrolcii kazancini da iceren acik c¢evrim kazancidir. Bu
durumda denklem (3.4) asagidaki hali alir.

Ne_ (K> 0) (3.17)
D(s)
Amag, N(s) # 0 olmak kaydiyla, yani agik ¢evrim sifirlarina
gitmeyen kutuplarn sonsuza giderken (s — o) erigecegi asemptotlari
belirlemektir. Denklemler (3.15) - (3.17)’den,
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h‘m[{M:KS_:KL:K((”””) =1 (3.18)
§—>0 D(S) Sn Sn—m

ya da, ¢ = n - m olarak tamimlanirsa ve s = |s|ef ? seklinde eksponansiyel

form kullamlirsa, K]sle™’ =—1 elde edilir. K ve |s| pozitif oldugundan

acilarinin sifir oldugunu dikkate alarak iki tarafin agilari esitlenirse, s’nin
agisi asemptot agisiyla ayni olacagindan, asemptot agis1 i¢in agsagidaki ifade
bulunur.

g0=+k +1I80"  (k=0,1,..,

n—m-1)  (3.19)
Bu ifadeden Gasagidaki gibi elde edilir.

0=+2k+1 3% (k=01
n—m

n—m|—1) (3.20)

Kural 6: Asemptotlar gercek eksen tizerinde kesisir. Bu noktaya yer
egrisinin merkezi de denir. Kesigsme noktasi o, asagidaki ifadeden bulunur.

> Re(p) - Y Re(z))
o = =1

a

(3.21)

n—m

Denklem (3.18)’de limiti alinan ifadeye ikinci mertebe terimler de
dahil edilirse, hem denklem (3.20) hem de denklem (3.21) birlikte
bulunabilir [3.3, 3.4]. Bu durumda denklem (3.18) yerine asagidaki ifade
elde edilir.

m b m—1 1 —lb
]jmKN(S):KS 0,7 _ g n_m+Sn_,;n_1 _

s> D(s) s" +a,s" s+ a

n

(3.22)

Ama, denklemler (3.15) ve (3.16) ile verilen polinomlardaki b, ve ax
katsayilar1 bu polinomlarin kokleri cinsinden,

bm:_izj an:_zl:pi (323)
J= =
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olarak yazilabilir. Diger yandan, denklem (3.22)’nin paymdaki ikinci
terimin birinciye gore ¢cok daha kiiclik oldugu dikkate alinir, ayrica

fim (1— x) = —— (3.24)

x—0 1+ x
ifadesinden de yararlanilirsa, asagidaki ifade bulunur.

N(s) 1

lim K =K — =-1

50 D(S) R Sn—mfl (i D; _i Zj ) + Snimi2 Zn:pi sz
i=1 !

J=1 i= J=1

Yukaridaki denklemin paydasinda sadece en yiiksek mertebeli iki
terim tutulursa, asagidaki denklem elde edilir.

. N 1
im K V)~ g =1 (3.25)
soe D(s) st +5sTa

Burada «a ve g asagidaki gibi tanimlanmustir.

05=—Zpi +ZZj g=n—-m (3.26)
i=1 j=1
Denklem (3.25)’den,
s+ %=k (3.27)
S
ya da,
1 1
—K¢ ={1+3jq (3.28)
S
olur. Ama, kii¢iik x degerleri i¢in Taylor serisi agilimindan (1+ x)" =1+ rx
almabileceginden,
1
-K1 ;{1+1J:s+g (3.29)
Sq q

yazilabilir. Bu denklemin sol tarafi eksponansiyel formda yazilarak
asagidaki denklem elde edilir.
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2 (2k+1) a

(k=0,1,..,

n—m/-1)  (3.30)
n—m

Bu ifadeden goriildigii gibi, K — oo iken, s terimi de reel eksen
uzerindeki,

Y Re(p)) - Y Relz))

n—m n—m

(3.31)

noktasindan gecen ve egimlerti,

n— m| -1) (3.32)

a

0 =" 2k+1) (k=0,1,.,
n—m

ile tanimlanan (n — m) sayida asemptota dogru gider.

Kural 7: Gergek eksen iizerindeki yer egrisi kisimlari, toplam sayist
tek olan agik ¢evrim kutup ve sifirinin sol tarafinda kalir.

Bu kural ag1 sartinin incelenmesi sonucu dogrudan elde edilir.
Denklem (3.12)’de verilen ag¢1 sartinda, reel eksen iizerindeki bir s
noktasindan, bu noktanin sagindaki reel kutuplara ve sifirlara ¢izilen
dogrularin agilar1 180°, kompleks eslenik kutup ya da sifirlara ¢izilen
dogrularin toplam agilar1 ise 0° olacagindan, sag taraftaki reel kutup ve
sifirlarin sayisi tek olursa, yani sag taraftaki toplam agik ¢evrim kutup ve
sifir sayisi tek olursa, a¢1 sart1 saglanmis olur.

Kural 8: Ayrilma/birlegsme noktalari.

Iki kolun bir noktada birlestikten sonra ayrilmasi halinde bu
noktada katli kokler olusur. Katli kokleri olan bir s polinomu i¢in bu
noktada sadece polinom degil, polinomun s’ye gore birinci tiirevi de
sifirdir. Buna dayanarak, ayrilma noktasi i¢in saglanmasi gereken sart
asagidaki gibi bulunur.

a [1+G(s)H(s)]=0 (3.33)
S
ya da,
d [G(s)H (s)]=0 (3.34)

S
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Bu ifade ayrilma birlesme noktalarinin bulunmasi igin gerek sart
olup, yeter sart degildir. Bu noktanin pozitif bir K degerine karsilik gelmesi
de gereklidir. Yer egrileri gercek eksene gore simetrik oldugundan,
ayrilma/birlesme noktalar1 ya gercek eksen iizerinde ya da kompleks
eslenikdir. Gergek eksen iizerindeki ayrilma/birlesme noktalart igin
denklem (3.34)’den elde edilen ¢oziimlerden dogru olanini secerken,
mantik geregi tiiretilen asagidaki ek 6zelliklerin kullanilmasi yararlidir.

i) Gergek eksen tizerinde iki a¢ik ¢evrim kutbu arasinda yer egrisi
varsa, aralarinda ayrilma noktas1 vardir.

ii) Gergek eksen tizerinde iki acik ¢cevrim sifir1 arasinda yer egrisi
varsa, aralarinda birlesme noktasi vardir. (Not: Sifirlardan
birisi co’da da olabilir.)

iii) Gergek eksen tizerinde bir agik ¢evrim kutbu ile bir acik gevrim
sifir1 arasinda yer egrisi varsa, aralarinda ya ayrilma/birlesme
noktast yoktur, ya da esit sayida ayrilma/birlesme noktasi
vardir. (Not: Sifir co’da da olabilir.)

y sayida yer egrisi kolu bir noktada birlesiyorsa, yaklasan yan yana
iki kol arasindaki a¢1 ya da uzaklasan yan yana iki kol arasindaki ac1 % ve
yaklasan ve uzaklasan iki kol arasindaki aci 7, asagidaki ifadelerden
bulunur [3.5].

_, 360

180°
7, = n,=t—— (3.3%)

y Y

Yani birlesme noktasima gelen ve giden kollar birlikte 360°lik
toplam ag1y1 esit parcalara boler.

Ayrilma ve birlesme noktalarini bulmak icin tiirev alma islemi
gerektirmeyen bir baska yontem ise asagidaki formiilii kullanmaktir. Bu
denklemden ¢oziilen o degerlerinden gergek eksen {lizerinde olanlar
ayrilma ve birlesme noktalarini verir [3.6].

y Loy ! (3.36)

otz G otp;

1

Kural 9: Kompleks agik ¢evrim kutuplarindan ayrilma agisi,
kompleks acik ¢cevrim sifirlarina yaklagsma agist.

Kompleks bir agik ¢evrim kutbu p’den ayrilma agisi Gp ve
kompleks bir agik ¢evrim sifir1 z’ye yaklasma acist €y sirasiyla asagidaki
ifadelerden bulunur.
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0, =180° +lm G(s)H(s)(s - p) (3.37)
6,=180" —lim  G(s)H(s)/(s —z) (3.38)

Yukaridaki ifadeler s6z konusu kutup ya da sifir dolayinda bir s
noktasi alarak ve bu noktay1 kutba birlestiren dogrunun agisinin, ag1 sartini
saglamasi icin ne olmasi gerektigini belirleyip limitte s noktasini s6z
konusu kutup ya da sifira gotiirerek kolaylikla bulunabilir.

Uygulamalarda yukaridaki formiiller yerine ayn1 sonucu veren ve
asagida agiklanan geometrik bir yontem tercih edilir. Sekil 3.2(a)’da
kompleks diizlemde bir s noktas1 ve —a’da bulunan bir nokta goriilmektedir.
s’nin agis1 77 ile gosterilmistir. Ayni diizlemde s+a kompleks sayisi da
goriilmektedir. s+ a 'nin agis1ise p’dir. Dikkat edilirse ya¢is1 ayni zamanda
s’yi -a’ya birlestiren dogrunun pozitif gergek eksenle yaptig1 aciya esittir.
Bu 6zellikten yararlanarak kompleks bir agik ¢evrim kutbundan ayrilma
acist Sekil 3.2(b)’de goriildiigii gibi bulunur.

sta
S, """""" e

N XY ke

(a)

Im

ﬁ o
V//—‘&/’é;/,‘///ﬂa E \‘\{-\ 1 Re
yz;)
Op=180°+a-Bi-B- P x‘\—
(b)

Sekil 3.2




49

i) So6z konusu kutuptan veya sifirdan diger acik ¢evrim kutup ve
sifirlarina dogrular g¢izilir. Sifirlara ¢izilen dogrularin pozitif
gercek eksenle yaptiklari agilar ; (i=1,. ., q), kutuplara ¢izilen
dogrularin pozitif gergek eksenle yaptiklar1 acilar g (j=1,

., r)olsun.

ii) Bu agilar cinsinden agik ¢evrim kutbundan ayrilma agisi ve agik
cevrim sifira yaklagma acis1 sirasiyla asagidaki ifadelerden

bulunur.
q r
0,=180"+> a, = > B, (3.39)
i=1 Jj=1
q r
0,=180"-> a,+> B, (3.40)
i=1 Jj=1

Not: Eger ayrilma noktasinda ¢ sayida kath kutup, yaklasma
noktasinda ¢ sayida katli sifir varsa, Denklemler (3.37) - (3.38) asagidaki
hali alir. Bu ifadeler denklem (3.37) ve (3.38)’1 elde ederken kullanilan
yaklagimi denklemler (3.35) ile birlikte kullanarak bulunabilir.

.1 & 360
0, =180" +— Zr—+hm G(s)H(s)(s — p)?
r=1

9 (3.41)
el (k=0,1,..,g-1)
q
L] 360
0, — r——hrn G(s)H(s) /(s — z)*
" =t 4 (3.42)

T S
q

Kural 10: Sanal ekseni gegme noktalari.

Kapali ¢evrim kutuplarinda birisi sanal eksen tizerine geldiginde
marjinal kararlilik sartlart olusur. Bu noktada olan bir kokiin gergek kismi
sifirdir. Bu 6zellikden yararlanarak yer egrilerinin sanal ekseni gegtigi
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noktalar ve bunlara karsilik gelen K kazancglari asagidaki iki yontemden
birisini kullanarak bulunabilir.

i) Routh tablosundan yararlanilarak marjinal kararlilik sartlarini
verecek K degeri bulunur. Sanal eksen ftizerindeki kutuplar
orijine gore simetrik olacagindan yardimei polinom ¢oziilerek
geeme noktalari elde edilir.

i) Sistemin karakteristik polinomunda s = j@ koyulur. Elde edilen
kompleks saymnin sanal ve gercek kisimlart ayri ayri sifira
esitlenerek wve K degerleri ¢oziiliir. Gegme noktasi + jo’dadir.

Kural 11: Sistem kutuplariin korunumu — Grant kurali [3.5, 3.7].

Eger acik c¢evrim transfer fonksiyonunda pay polinomunun
mertebesi payda polinomunun mertebesinden iki veya daha fazla az ise,
yani m < n—2 ise, kapal ¢evrim kutuplarinin toplami K’nin degerinden
bagimsiz olarak sabittir ve agik ¢evrim kutuplarinin toplamina esittir. Bu
durum asagidaki denklemle ifade edilebilir.

[Zp] {i p,} (3.43)
i=1 Kapal cevrim i=l Acik ¢evrim

Boyle bir durumda kutuplar toplaminin sabit olabilmesi i¢in bazi
kollar sola dogru giderken, diger bazilar1 saga dogru gider. Yani yer egrileri
sola ve saga dogru acilir.

Bu kural bir polinomun kdkleriyle katsayilar1 arasindaki iligkiden
yararlanarak ispatlanabilir. Daha once denklen (3.16) ile verilen agik
cevrim transfer fonksiyonunun payda polinomu sifira esitlenirse,

s"+a,s"" +a, s"C 4. 4as+a =0 (3.44)

bulunur. Bu denklemin kokleri, yani sistemin agik ¢evrim kutuplari A1, A»,
A3, .., An1se bu koklerle a, katsayisi arasinda asagidaki gibi bir iliski vardir.

anz_ﬂ’l_ﬁ'z_ﬁ’j_”._/ln (345)

Diger yandan sistemin karakteristik denklemi agik ¢evrim transfer
fonsiyonunun pay ve payda polinomlar1 cinsinden asagidaki gibi
yazilabilir.
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NGs) _

1+G(s)H(s)=1+K DGs)

0 (3.46)

ya da,
D(s)+KN(s)=0 (3.47)

Denklemler (3.15) ve (3.16)’dan D(s) ve N(s) alinarak denklem
(3.47)’de yerine koyulursa asagidaki ifade bulunur.

s"+a,s" va, s" . 4ays+a + K" +b,s"" +---bys+b)=0
(3.48)

Bu denklemden goriildiigii gibi, eger m<n—2 ise a, katsayisi
degismez. Yani kapali ¢evrim kutuplarinin toplami degismez ve agik
cevrim kutuplarinin toplamina esit olur.

Kural 12: Yer egrilerinin dl¢eklendirilmesi.

Yer egrisi tizerindeki noktalara karsilik gelen K degerlerinin
bulunmasina dlgeklendirme denir. Yer egrisi iizerinde herhangi bir s;
noktasindaki K degerini bulmak i¢in asagida tekrar verilen buyiikliik sarti
kullanilir.

[T -7l
K — i=1
H‘Sl _Zf‘

J=1

(3.49)

s1 noktasidaki K degerini bulmak i¢in bu kural asagidaki gibi de
ifade edilebilir.

s1 noktasinin agik ¢evrim kutuplarina olan uzakliklarinin ¢arpimlari
K=

s1 noktasinin agik ¢evrim sifirlarina olan uzakliklarinin ¢arpimlari
(3.50)

Ozel Kural: Cember biciminde yer egrisi kisimlari.

Asagidaki sartlar birlikte saglandigi takdirde, yer egrisinin gergek
eksen diginda kalan kismi ¢gember bi¢cimindedir.
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i) Sistemin p, p» gibi iki acik ¢cevrim kutbu ve zy, z; gibi iki agik
cevrim sifirt varsa (Bunlar gergek ya da kompleks eslenik
olabilir, ayrica aralarindan birisi co’da olabilir.)

ii) Gergek acik cevrim kutuplari arasinda bir ayrilma noktas,
gercek acik ¢cevrim sifirlart arasinda bir birlesme noktasi varsa,

i) p1+pr#z1+ 2z ise.

Eger acgik ¢evrim sifirlarindan birisi oo’da, agik ¢evrim kutuplar
da pi» = p-* jp; gibi kompleks ise, gemberin merkezi diger sifir z’de,
yarigapi ise asagidaki gibidir [3.8].

R=\(p, —2)* +p; (3.51)

Eger acik ¢evrim sifir1 ve kutuplart,
P+ Dy 2+ 2, (3.52)

olmak kaydiyla gercek eksen iizerinde ise, ayrica agik ¢evrim kutuplar
arasinda bir ayrilma noktasi, ¢evrim sifirlar1 arasinda da bir birlesme
noktast varsa, cemberin merkezi ger¢ek eksen iizerinde asagidaki
noktadadir [3.8].

p1p2_ZIZZ (3 53)
P1t Py =21~ 23,

X, =

Cemberin yarigapi ise agsagidaki ifadeden bulunur.

@ =2 = 22)(Ps —2)(py — 25)

R
|P1 + Py~ Z _Zz|

(3.54)

Yukarida denklemler (3.51) - (3.54) ile wverilen ifadeler
hesaplamalar i¢in kullanigh olmakla birlikte, yer egrileri elle c¢izilirken
dairesel kisimlarin ¢iziminde geometrik Ozelliklerden yararlanmak c¢ok
daha kolaydir. Agik cevrim sifirlar1 ve kutuplart kompleks eslenikse,
geometrik yontem Ozellikle tercih edilmelidir.

3.2 Yer Egrilerinin MATLAB® Yardimiyla Cizilmesi

MATLAB® yaziliminin Control Toolbox’inda yer alan rlocus
komutu verilen bir agik ¢evrim transfer fonksiyonu i¢in yer egrilerini hizla
cizer. Bunun i¢in 6nce agik ¢evrim transfer fonksiyonunun tf komutuyla
olusturulmasi gerekir. Kullanim sekli asagida bir 6rnekle gosterilmistir.
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h=tf([132],[1410])
rlocus(h)
Yukaridaki ilk komut agik ¢evrim transfer fonksiyonunu,
h=(s>+3s+2)/(s’ +4s* +5) gibi tanimlar. (K terimini yazmaya gerek
yoktur.) Ikinci komut ise buna karsilik gelen yer egrilerini ¢gizer.

----- .o

3.3 Yer Egrisi ¢izim ornekleri
Ornek 3.1:

Bu o6rnekte agik cevrim transfer fonksiyonu asagida verilen
sistemin 0< K <oo i¢in yer egrileri ¢izilecektir.
K

)= 196 16)

Kural I:  Agik ¢cevrim kutuplart:  p, =-2, p, =—4, p;=—6
Kural 2:  Acik gevrim sifirt yok.

Kural 3: n=3,m=0. Kol sayis1 = 3.

Kural 4:  Yer egrileri gercek eksene gore simetriktir.

Kural 5: n—m =3 —0=3 asemptot var. 8, = 60", 180°, 300",
Kural 6:  Asemptotlarm kesisme noktasi:

_(2-4-6)-(0) _

o, -4
3-0

Kural 7. Gergek eksen lizerinde — 4 < s <— 2 ve s < — 6 arasinda
yer egrisi var.

Kural 8:  Ayrilma ve birlesme noktasi.

%G(S)H(S) =0

yada, 3s>+245+44=0 ve 5., =-3.15, —0.845

Gergek eksen tlizerinde — 4 < s < — 2 arasinda yer egrisi
oldugundan s =—3.15 ayrilma noktasidir.

Kural 9:  Kompleks kutup ya da sifir olmadigindan bu kural
uygulanmaz.
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Kural 10: Sistemin karakteristik denklemi, 1+ G(s)H (s) =0
yada, s° +12s> +44s+48+K =0

Routh Tablosu:
1 44
12 48+K
(480-K)/12 0
48+K 0

Marjinal kararlilik i¢in: K =480
Yardime1 polinom: 125> +528 =0
Sanal ekseni ge¢me noktalaris, , =+ ;jv44 =+;6.63

Kural 11: n—m =322 oldugundan kutuplarin korunumu
kurali gegerlidir.

Yukaridaki kurallara gore ¢izilen yer egrileri Sekil 3.3’de

verilmistir.
Im /
S +j6.63

Re

A

\ 76.63

Sekil 3.3
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Ornek 3.2:

Acik c¢evrim transfer fonksiyonu asagida verilen sistemin
0 < K <o igin yer egrileri ¢izilsin.

K
(s+4) (s> +25+2)

G(s)H(s)=

Kural I:  Acik ¢evrim kutuplart: p, =—4, p, =-1+7,
py=-1-J

Kural 2:  Acik ¢evrim sifirt yok.

Kural 3: n=3,m=0. Kol sayis1 = 3.

Kural 4:  Yer egrileri gergek eksene gore simetriktir.

Kural 5 n—m =3 -0 =3 asemptot var. Asemptot agilari, 6, =
60", 180°, 300",

Kural 6:  Asemptotlarin kesigsme noktast:

_(-4-1-D-(0) _

§ -2
3-0

Kural 7.  Gergek eksen lizerinde — oo <5 <— 4 arasinda yer
egrisi var.

Kural 8:  Ayrilma ve birlesme noktasi yok.

Not: iG(s)H(S) =0
ds

~2.817
yada, 3s° +125+10=0 S, =
2 -0.845

— 4 noktasindan ¢ikan kol asemptot {izerinden — «’a
gideceginden ayrilma ve birlesme noktasi yok.

Kural 9: Kompleks kutuplardan ayrilma agilari.

Asagida verilen sekilden p,=—1+; kutbundan
ayrilan kolun ayrilma agis1 dp asagidaki gibi elde
edilir.
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6, =180° + (0) — (90 +18.43) = 71.6°

p3 =— 1 —j kutbundan ayrilan kolun ayrilma agis1 yer
egrileri gercek eksene gore simetrik oldugundan
—71.52" olur.

Im

% J

-} 18.43° § Re

ot
X -1
-4 I

i< 90°
U

Kural 10: Sistemin karakteristik denklemi, 1+ G(s)H (s) =0

yada, s® +6s5” +10s +8+ K =0 olur. Bir énceki
ornekten farkl olarak, karakteristik denklemde s = j@
koyup, elde edilen ifadenin gercek ve sanal kisimlari
ayr1 ayri sifira esitlenirse agagidaki denklemler
bulunur.

(10w - ®*)j=0 8+ K —60° =0

Birinci denklemden @ =+ /10 ya da sanal ekseni

gegme noktalar1 + j\/ﬁ =+3.16 olarak bulunur.

Bunlara karsilik gelen K degeri ise ikinci denklemden
K =52 olarak elde edilir.

Kural 11: n—m=32>2 oldugundan kutuplarm korunumu kurali
gegerlidir.

Yukaridaki kurallara gore ¢izilen yer egrileri Sekil 3.4’de
verilmistir.
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Im

Af+j3.16

1.6°
*J

Re

Sekil 3.4

Ornek 3.3:
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Acik c¢evrim transfer fonksiyonu asagida verilen sistemin
0 < K <o igin yer egrileri ¢izilsin.

Kural I:
Kural 2:

Kural 3:
Kural 4:

Kural 5:
Kural 6:

G(s)H(s) =8+
(s+D(s+3)

Acik cevrim kutuplari:  p, =-1, p, =-3
Acik ¢evrim sifirlart:  z, =-5

n=2,m=1. Kol sayis1 = 2.

Yer egrileri gergek eksene gore simetriktir.
n—m =2—1=1 asemptot var.

Sadece bir asemptot oldugundan kesigsme noktasi yok.
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Kural 7:

Kural §:

Kural 9:

Gergek eksen lizerinde -3 <s<—-1ve—o0<s<-5
arasinda yer egrisi var.

Ayrilma ve birlesme noktasi.

—3 <5 < -1 arasinda bir ayrilma noktast — oo < s < -5
arasinda da bir birlesme noktasi olmasi beklenir.
Bunlar asagidaki gibi bulunur.

% G(s)H(s)=0

yada, s> +10s+20=0 s,,=-2.76, —7.24

Kompleks kutup ya da sifir olmadigindan bu kural
uygulanmaz.

Ozel Kural: Sistem 6zel kurala uygun oldugundan gercek eksen

Kural 10:

Kural 11:

disindaki yer egrileri gember seklindedir. Cemberin
merkezi gergek eksen tizerinde olup, ayrilma ve
birlesme noktalarindan geger.

Kutup ve sifirlarin yerleri incelendiginde, yer
egrilerinin sanal ekseni gegmedigi goriiliir.

n—m=2-1=1<2 oldugundan kutuplarin korunumu
kurali gegerli degildir.

Yukaridaki kurallara gore ¢izilen yer egrileri Sekil 3.5’de

verilmistir.

Im

Sekil 3.5
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3.4 Koklerin Yer Egrisiyle Kontrol Sistemi Tasarimi

Yer egrilerini kullanarak kontrol sistemi tasariminda sistemin
duragan hatasinin azaltilmasina ve gecici davramis Ozelliklerinin
iyilestirilmesine ¢alisilir. Bunun i¢in duragan hata integral ya da integrale
yakin islemlerle azaltilirken, baskin kutuplarin kompleks diizlemde, gegici
davranis 6zellikleri tarafindan belirlenen kabul edilebilir bolgelerde olmasi
saglanir. Kabul edilebilir kutup bolgesi; baskin kutbun soéniim orani, dogal
frekansi, gegici davranisinin yiikselme siiresi, ilk tepe noktasina erigsme
stiresi, yerlesme siiresi, % asma orani gibi Ozelliklere koyulan siirlar
tarafindan belirlenir. Diger kutuplarin etkilerinin nisbeten daha kiiclik ve
hizla ortadan kalkmalari i¢in baskin kutuplara gore sanal eksenden daha
uzakta olmasi istenir. Yeterince uzak degillerse bunlarin gegici davranig
iizerindeki etkilerini azaltmak i¢in yakinlarinda sifirlar olmasina gayret
edilir.

Eger sistemin tip numarasi yeterince biiyiikse, duragan hatalar basit
bir oransal kontrolle yok edilebilir. Boyle bir sistemin yer egrisi kompleks
diizlemde kabul edilebilir kutup bolgesinden gegiyorsa, K degeri bu
bolgede kapali ¢evrim kutbu verecek bir degerde segilir. Ancak pek ¢ok
durumda basit oransal kontrol yetersiz kalir ve agik c¢evrim transfer
fonksiyonuna dinamik ¢arpanlar eklenerek acik ¢evrim kutup veya sifirlari
sisteme eklenir ve yer egrilerinin seklinin degistirilmesi yoluna gidilir. Bu
isleme denklestirme denir. Sisteme bir denklestirme elemani eklenirken
bunun kontrol ¢evriminde diisiik gii¢ seyiyeli bir noktaya yerlestirilmesi ve
fiziksel elemanlarm doyma durumuna gelmemesine dikkat edilmelidir.

Yer egrilerinin ¢izim kurallarmin bilinmesi, denklestirme iglemi
sirasinda  yerlestirilen  ¢arpanlarin  etkilerinin  tahmini ve &n
degerlendirilmesi agisindan ¢ok énemlidir.

Yer egrisiyle tasarimda genellikle sistemin gecici davranig
Ozelliklerinin baskin eslenik kapali ¢evrim kutuplar tarafinda belirlendigi
varsayimi vardir. Ancak sistemin diger kutuplari baskin kutuplara gore
sanal eksenden yeterince uzak degilse, bu kutuplar da davranisi etkiler. Bu
yiizden tasarimdan sonra performans sartlarmin saglanip saglanmadig
kontrol edilmelidir. Gerekirse tasarim parametreleriyle oynayarak istenen
sistem davranisi saglanmalidir.

Sisteme eklenen acik ¢evrim transfer fonksiyonu kutup ve
sifirlarinin yer egrisine olan etkileri (n > m) asagidaki gibidir.



60

Kutup eklenmesi kol ve asemptot sayisini artirir. Kollarin saga
dogru Dbiikiilmesine, sistemdeki soniimiin ve sistemin
kararliliginin azalmasina, yerlesme siiresinin artmasina sebep
olur. Eger kapali ¢cevrim sistem kararliysa, acik ¢cevrim kutbu
eklenmesi duragan hatanin azalmasini saglayabilir.

Sifir eklenmesi asemptot sayisini azaltir. Kollarin sola dogru
biikiilmesine, sistemdeki soniimiin ve sistemin kararliligimin
artmasina sebep olur. Ancak duragan hata degerleri artabilir.

Acik ¢evrim transfer fonksiyonuna birbirine ¢ok yakin bir
kutup ve bir sifir eklenmesi (dipol eklenmesi) yer egrisi
lizerinde bir noktanin agisin1 ¢ok az degistireceginden yer
egrisinin seklini hemem hemen hig¢ degistirmez. Ama bu sifir
ve kutup asagida faz-geriletici kontrolde belirtildigi sekilde
orijine yakin olarak yerlestirilirse, sistemin duragan davranisi
iyilesir ve duragan hatalar azalir.

Eger bir acik cevrim kutbunun ¢ok yakinina bir sifir eklenirse,
bu kutbun yer egrisi sekline ve sistemin dinamik davranisina
olan etkisi ortadan kaldirilabilir. Ancak bu durum eger soz
konusu kutup sanal eksenin solunda ise gecerlidir. Eger kutup
sanal eksenin saginda ise, yanina sifir eklendiginde kutuptan
cikan kol bu sifira gideceginden sistemi kararli hale getirmek
miimkiin olmaz. Bu yiizden kararsiz agik ¢evrim kutuplarinin
sifir yerlestirerek gotiiriilmesi yoluna gidilmemelidir.

Eger sanal eksenin saginda bir acik ¢evrim sifir1 varsa. Bu tiir
sistemlere non-minimum fazli sistem denir. Boyle bir sistem,
kapali ¢cevrim kutuplar1 sanal eksenin solunda ise kararlidir.
Ancak kazang degeri artirildiginda kollardan biri bu sifira
dogru gideceginden sistem kararsiz hale gelir. Bu ylizden non-
minimum fazli sistemlerde kazangla oynayarak tasarim
sartlarinin saglanmasi zor, hatta imkansiz hale gelebilir.

3.4.1 Duragan Hatalarin Azaltilmasi

Sistemin duragan davranisini iyilestirmek i¢in kullanilan yontemler

asagidaki gibidir.
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i) Oransal kontrol

Oransal kontrol agik ¢evrim transfer fonksiyonuna dinamik bir
carpan eklemez. Oransal kazang artirildikca duragan hatalar azalir. Ancak
yilksek kazang degerleri sistem sOniimiinii azaltarak, gecici davranig
kriterlerinin saglanmasim zorlastirabilir.

i) Integral kontrol

Integral kontrol acik c¢evrim transfer fonksiyonuna K/s gibi bir
carpan, yani orijine bir agik cevrim kutbu ekler. Duragan hatalarin
sifirlanmasi i¢in etkin bir yontemdir. Ancak kontrol ¢ikis1 gegmisteki hatalar
tarafindan belirlendiginden, anlik hata sifir olsa bile diizeltme islemi devam
eder ve sistemin gecici davranisini olumsuz etkiler. Ayrica kontrolcii ve
eyleyicilerin doyma durumuna erismesine yol acabilir. Integral islemin
uygulanmasi, aktif fiziksel elemanlar gerektirdiginden pahali bir ¢oziimdiir.

iii) Oransal + Integral (PI) kontrol

Oransal + integral kontrol agik ¢cevrim transfer fonksiyonuna

K(HL}K[T"S”] (3.55)
Ts I:s

l

seklinde bir ¢arpan ekler. Yani, kompleks diizlemin orijinine bir a¢ik ¢evrim
kutbu, s=—1/7, noktasina da bir agik ¢evrim sifirt ekler. Integral islem

duragan hatalar, tiirevsel islem ise hatanin degisim yoniinii 6ngérdiigiinden
gecici davranisi iyilestirir. Eger amag sistemin gecici davramigini fazla
degistirmeden, sadece duragan hatalar1 azaltmaksa sifirin yeri kutba
miimkiin oldugunca yakin segilir. Ancak bu durumda sistem cevabinda
yavaslama goriiliirse, sifirin kutuptan uzaklig: artirilir.

Oransal + integral islemin uygulanmasi, aktif fiziksel elemanlar
gerektirdiginden pahali bir ¢oziimdiir. Ayrica integral islem, kontrolcii ve
eyleyicilerin doyma durumuna gelmesine sebep olabilir.

iv) Faz-geriletici kontrol

Faz-geriletici kontrol, Boliim 4’de ayrintilari agiklandigr gibi, agik
¢evrim transfer fonksiyonunun faz agisini negatif yonde kaydirdigindan bu
ismi alir. Faz-geriletici kontrol sistemin gegici davramisini fazla
etkilemeden, yani yer egrilerinin seklini fazla degistirmeden duragan
hatalar1 azaltmak i¢in kullanilir. Diger yandan, kazanci degistirerek yer
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egrisi boyunca kutuplart kaydirarak ge¢ici davranis Ozelliklerini
ayarlayabilme imkani hala vardir. Integral islemin sakincalarmi ortadan
kaldirmak i¢in bir alternatifdir. Pasif elektronik devrelerle uygulanabilmesi
ve doyma problemini azaltmasi, [/ ya da PI Kkontrole gore
iistiinliiklerindendir. Bu yiizden P/ kontrole gore daha ucuz bir segenektir.

Bu yontemde acgik ¢evrim transfer fonksiyonuna,

K(S +ch (3.56)

S+ D,

seklinde bir carpan (denklestirici transfer fonksiyonu) eklenir.
Denkleslestirici ileri besleme hatti iizerinde (seri denklestirici) ya da geri-
besleme hatt1 lizerinde (parallel denklestirici) olabilir. Denklestirici kutbu
orijininin hemen soluna, denklestirici sifir1 ise bunun sol tarafina ve
yakinina koyulur. Denklestirici kutbu ve sifir1 birbirine ¢ok yakin oldugu
i¢in, denklestiricinin gegici davranis lizerindeki etkisi ihmal edilecek kadar
azdir. Buna karsilik kazancin artmasi dolayisiyla duragan hata azalir. Faz-
geriletici denklestirici hatayr tamamen sifira indirmez, ancak c¢ok
azaltabilir. Faz-geriletici kontroliin hatay1 azaltma etkisini gdstermek igin
Sekil 3.6’daki gibi birim geri beslemeli bir sistem verilmis olsun. Bu
sistemde sistem girisi ile hata arasindaki transfer fonksiyonu asagidaki
gibidir.

T(s) = i 8 - ! (3.57)
1+ KG(S)( S*Ze J
S+ P
Referans
girisi, R(s)  +/7 "\ E(s) Kl stz Cikis, C(s)
a4 s+ p, G(S)

Sekil 3.6



63

Basit bir hesaplama i¢in G(s)’nin pay ve payda polinomlarinin sabit
terimleri 1.0 alinirsa, birim basamak giris i¢in duragan hata asagidaki gibi
bulunur.

hmsT(s)—z— (3.58)
S

s—0

P

Tasarim sirasinda p.’nin biiyiikliigii kiiclik (orijine daha yakin),
z’nin degeri daha biiyiik alindigindan, z./p.nin degeri biiyiiktiir.
Dolayisiyla, faz-geriletici kontrol, kazanci z./p. oraninda artirarak hatayi
azaltir. Ornegin p. =0.01 ve z.=0.1 i¢in hata 1/(1+K) degerinden 1/(1+10K)
degerine azalir. Tasarim yaparken denklestiricinin sifir ve kutuplarmin
yerleri, istenen duragan hata degerini saglayacak olan z./p. degerini elde
edecek bicimde segilir.

Denklestiricinin ileri besleme hattina ya da geri besleme hattina
yerlestirilmesi karakteristik polinomu etkilemediginden yer egrileri iki
durumda da ayni olur. Ancak bu iki segenekte, kapali ¢evrim sifirlari farkl
olacagindan duragan hata degerlerinde farklilik olur. Ileri besleme hattinda
kazang artinmi parametre hassasiyetini azalttigindan genellikle seri
denklestirici yapisi tercih edilir.

3.4.2 Gegici Davranisin iyilestirilmesi

Yer egrilerini kullanarak sistemin yerlesme siiresi, asma, tepe
zamani gibi Ozelliklerinin azaltilmasi amaciyla kullanilan yontemler
asagidaki gibi siralanabilir.

i) Oransal kontrol

Oransal kontrolde K degerinin degistirilmesi genellikle duragan
hatalarla gegici davranigs arasinda bir uzlagsma noktasi belirler. Yani
sistemin gecici davranig Ozellikleri iyilestirilirken (sistemin soniimii
artirthirken) duragan hatalar artar. Bu anlayis icinde oransal kazanci
ayarlayarak sistemin geg¢ici davramist ancak belli smirlar iginde
tyilestirilebilir.

ii) PD kontrol

Tiirevsel kontrol islemi sabit hatalar1 diizeltme 6zelligine sahip
olmadigindan tek basina kullanilamaz. Bu yiizden PD ya da PID islemleri
i¢inde kullanilir. PD kontrol agik ¢evrim transfer fonksiyonuna,
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K(1+T,s) (3.59)

gibi bir ¢arpan ekler. Tiirevsel islem hatanin hangi yonde degisecegini
ongorerek dinamik davranist iyilestirirken, K kazanci duragan hatalari
azaltmak icin degistirilebilir. PD kontrol kompleks diizlemde s=-1/7,

noktasia bir sifir ilave eder. Bu sifir yer egrisi kollarini sola dogru
biiktliglinden, sistem soniimiiniin ve kararliliginin artmasina sebep olur.

PD kontrolciiniin tasarimi sirasinda 6nce gegici davranis isterlerini
karsilayacak baskin kutuplarin yeri belirlenir. Sonra bu noktada a¢1 sartini
saglayacak bigimde kontrolciiniin sifir1 yerlestirilir.

Tiirevsel islem kullanmanin sakincalar1 arasinda aktif elemanlar
kullanilmas, sistemdeki giiriiltiiniin etkisini artirmasi ve tiirevi alinamayan
referans girigleri ile kullanilirken 6zel onlemler alinmasi gerekliligidir.
(Ornegin, bir basamak girisin uygulanma aninda tiirev degeri belirsizdir.)
Bu son sakincay1 ortadan kaldirmak amaciyla tlirev geribeslemesi (hiz
geribeslemesi yontemi) ve oransal kazang birlikte kullanilabilir.

iii) Faz-ilerletici kontrol

D kontrol isleminin veya PD kontroliin sakincalarini ortadan
kaldirmak i¢in kullanilan yontemlerden birisi faz-ilerletici kontrol
kullanmaktir. Faz-ilerletici kontrol pasif elemanlarla uygulanabilir. Ayrica,
sistemde olabilecek yiiksek frekanstaki giiriiltiilere daha az duyarhdir. Faz-
ilerletici kontrol agik ¢evrim transfer fonksiyonunun fazinda pozitif yonde
kayma yaratarak (faz payini artirarak) gecici davranisi iyilestirir. Faz
ilerletici kontrol yer egrilerinin seklinde 6nemli degisiklikler yapar. Bu tiir
kontroliin amaci, sistemin duragan davranisini fazla etkilemeden, gegici
davranig Ozelliklerini iyilestirmektir.  Faz-ilerletici kontrolde de agik
cevrim transfer fonksiyonuna ayni faz-geriletici kontrolde oldugu gibi,

K( St J (3.60)

S+p(f

seklinde bir ¢arpan (denklestirici) eklenir. Ancak bu durumda sifir orijine
daha yakin, kutup sola dogru daha uzaktir. Kutup sanal eksenden ¢ok uzaga
yerlestirilirse sistemdeki giirtiltiiniin etkisi artar. Eger kutup sifira yakin
yerlestirilirse denklestiricili sistemin yer egrisi ile denklestiricisi olmayan
sistemin yer egrisi arasindaki fark azalir. Genel kural, sifir1 istenen
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sOniimsiiz sistem dogal frekansi dolayinda, kutbu ise bundan 3 - 20 kat daha
solda almaktir [3.9]. Denklestirici kutup ve sifirinin yerleri, yer egrisi
kompleks diizlemde istenen bir noktadan gececek bicimde segilir. Bunun
icin kapali cevrim kutbunun istenen yeri performans 6zellikleri kullanilarak
belirlenir; bu noktada a¢1 sartin1 saglayacak bicimde denklestirici sifir ve
kutuplarinin yerleri bulunur.

3.4.3 Duragan ve Gecici Davramislarin Birlikte Iyilestirilmesi

Duragan hatalar1 azaltma ve gegici davranisi iyilestirme islemlerini
nisbeten birbirinden bagimsiz olarak yapmak i¢in kontrol sisteminde daha
fazla sayida ve uygun olarak secilmis parametreye gerek vardir. Klasik
kontrolde bu amagla kullanilan baslica iki yontem, PID kontrol ve faz-
ilerletici-geriletici kontroldiir.

1) PID kontrol

PID kontrol agik ¢evrim transfer fonksiyonuna,

1+Ts+T,T,s*
K1+ L |=g| LS LTS (3.61)
Ts T.s

1 1

seklinde bir carpan ekler. Yani sisteme orijinde bir agik ¢evrim kutbu ve iki
adet de acik gevrim sifir1 eklenir. Integral islem duragan hatalari iyilestirir.
Kontrolcii parametreleri ayarlanarak agik ¢evrim sifirlariin yerleri ve bu
sayede yer egrilerinin sekli de degistirilebilir.

PID kontrolciiniin agik cevrim transfer fonksiyonuna ekledigi
carpanlar asagidaki gibi de ifade edilebilir.

K(1+ Tls)(l + TLJ (3.62)

2S

Burada K, T; ve T, parametreleri, K, T1 ve T» terimleri cinsinden asagidaki
gibi tanimlanmigtir.
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IT,
) T=T,+T, T,=—-2— (3.63)
T, T, +T,

Gortildiigii gibi PID kontrol, seri olarak baghh PD ve PI
kontrolciilerden olugsmaktadir. Bu yiizden PID kontrolciiniin tasariminda
once gecici davranig 6zelliklerini karsilayacak bigimde bir PD kontrolcii,
sonra da duragan hata isterlerini karsilayacak bi¢cimde bir P/ kontrolcii
tasarlanabilir.

PID kontrolciiler aktif aygitlar olup, piyasadan teminleri oldukg¢a
masraflidir.

ii) Faz-ilerletici-geriletici kontrol

Faz-ilerletici-geriletici kontrol, geg¢ici davranig oOzelliklerini
iyilestirmek ve bununla beraber duragan hatalar1 azaltmak igin PID
kontroliin bir alternatifi olarak kullanilir. Boyle bir kontrolcii tasarlanirken,
sistemin dinamik davranigini iyilestirmek i¢in 6nce kontrol edilecek sistem
(plant) i¢in bir faz-ilerletici kontrolcii tasarlanir. Sonra plant ve faz ilerletici
kontrolcii bir arada tek bir sistem gibi ele alinip, bu sistemin duragan
hatalarini azaltmak i¢in bir faz-geriletici kontrolcii tasarlanir.

Faz-ilerletici-geriletici kontrolcii agik ¢evrim transfer

fonksiyonuna,
+z, | Ss+z
K[ il JL g J (3.64)
S+p;\s+p,

seklinde bir ¢arpan ekler. Yani sisteme iki agik ¢evrim kutbu ve iki agik
cevrim sifir1 eklenir. Bunlardan —z; ve —p;’deki sifir ve kutuplar faz
ilerleticiye ait olup, sifir orijine daha yakin, kutup sola dogru oldukca daha
uzaktir. —z, ve -pg deki sifir ve kutuplar ise faz gerileticiye ait olup, sifir
orijine ¢cok yakin, kutup onun solunda ve sifira olduk¢a yakindir.

3.4.4 Tasarim Ornekleri

Yer egrileriyle kontrol sistemi tasariminda kullanilan performans
kriterleri, gecici davranig 6zelliklerini tanimlayan parametrelerdir. Bunlara
ek olarak duragan durum hatalarinin (statik ve dinamik hatalar) kabul
edilebilir diizeyde olmasi istenir. Tasarim, sistemin dinamik davraniginin



67

agirlikli olarak baskin kutuplar tarafindan belirlendigi varsayimiyla yapilir.
Tasarim sonrasi istenen performans kriterlerinin karsilanip karsilanmadigt
kontrol edilir ve gerekirse tasarim parametreleri degistirilerek islem tekrar
edilir. Once dinamik bir denklestirici kullanmadan sadece kazang ayari
degisikligiyle amaca ulagsmaya calisilir. Zira bu en ucuz ¢oéziimdiir. Eger bu
yeterli olmazsa duragan davranisi veya dinamik davranisi ya da her ikisini
birlikte iyilestirecek dinamik denklestiriciler kullanilmasi yoluna gidilir.

Ornek 3.4: Oransal Kontrol

Duragan durum kriterlerinin saglandig1 (6rnegin Tip 1 ve iizeri
olan) baz1 sistemlerde dinamik bir denklestirme yapmadan sadece oransal
kontrol uygulayarak sistem tasarimini gergeklestirmek miimkiin olabilir.
Buna 6rnek olarak, kontrol edilmek istenen bir sistemin (plant) transfer
fonksiyonu G,(s) ve geri besleme i¢in kullanilan 6l¢iim sisteminin transfer
fonksiyonu H(s) asagidaki gibi olsun.

_(s+2)
_s(s+4)

G,(s) (3.65)

H(s)=

(3.66)
s+1

Birim basamak referans giris uygulandiginda bu sistemin asagidaki
tasarim sartlarini saglamasi ve ¢ikisin duragan degerinin 1.0 olmasi igin
kontrolcii tasarimi yapilmasi istensin.

M, <02
t,<5s (3.67)
t.<8 s (%2 kriteri)

Bu sistem i¢in oransal kontrol denenirse, sistemin blok diyagrami
Sekil 3.7°deki gibi olur. Kapali ¢evrim transfer fonksiyonu ise asagidaki
gibidir.

C(s) K, (s+2)(s+1)

1=~ S+ D+ K, (s+2)

(3.68)
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Referans
girisi, R(s) s+2 Cikas, C(s)
—_— K,
+ s(s+4)
b
s+1
Sekil 3.7

Birim basamak giris i¢in ¢ikisin duragan degeri ¢y ise asagida
hesaplandig1 gibi 1 oldugundan, oransal kontrol duragan davranig kriterini
saglamaktadir.

c, = linolsC(s)

_ K (s+2)(s+1) ( 1) (3.69)
=lims § —|=1
s—0 S(S+4)(S+1)+KP(S+2) S

Sistemin gecici davranisini incelemek igin yer egrileri asagidaki
asamalarla cizilir.

Acik ¢evrim transfer funksiyonu:

K, (s+2)

O = DG+ e

(3.70)

Kural I:  Agik ¢evrim kutuplart: p, =0, p, =-1, p, =—4

Kural 2:  Acik ¢evrim sifir: z=-2
Kural 3: n=3,m=1.Kol sayis1 =3
Kural 4:  Yer egrileri gercek eksene gore simetriktir.

Kural 5 n—m =3 —1=2 asemptot var. Asemptot acilari,
6,=90°, 270°



Kural 6:

Kural 7:

Kural 8:

Kural 9:
Kural 10:

Kural 11:
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Asemptotlarin kesigsme noktasi:

_(0-1-4)-(-2) _

., -1.5
3-1

Gergek eksen lizerinde -1 <5 <0 ve 4<s<-2
arasinda yer egrisi var.

—1 <5 <0 arasinda en az bir ayrilma noktasi vardir.

d
K, +K, (s+2)~[s(s + (s +4)]
9 6(5)H(s)= ds

= =0
ds [s(s + (s + D]

yada 3s’ +165* +245+9=0
S123 =—3, —1.76, —0.57
Ayrilma noktasi s = — 0.57’dedir.

Kompleks kutup olmadigindan bu kural uygulanamaz.

Sistemin karakteristik denklemi, 1+ G(s)H (s) =0
yada, s*+5s* +(4+K )s+2K, =0 olur. Routh-
Hurwitz Kkriterinden kararlilik sartlar1 K ,>0 ve
5(4+K,)>2K ,olarak bulunur. K, >0 oldugundan

sistem kararlidir ve yer egrileri sanal ekseni kesmez.

n—m=22>2 oldugundan kutuplarin korunumu kurali
gecerlidir.

Sistemin yer egrileri Sekil 3.8’de goriilmektedir. Sekil 3.8 tizerinde
ayrica (3.67) ile verilen ikinci mertebe sistem performans kriterlerinin
getirdigi  kutup bolgesi sinirlamalari asagidaki gibi belirlenmis ve

isaretlenmistir.
M,<02
t,<5sec

t, <8sec

Denklem (2.66)’dan < B =62.9°
Denklem (2.62)’den @, = 0.628
Denklem (2.71)’den ¢w, 20.5
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3
Kabul edil¢bilir \
2 kutyp bolgesi. \\
! \
E 0 % > o * >> <
B /
Kabul edil¢bilir )/

-2 kutyp bolgesi. /
-3

Re
Sekil 3.8

Ornek olarak kabul edilebilir kutup bélgesinde yer alan ve K, = 1.5
noktasina karsilik gelen bir ¢aligma noktasi secilirse, kapali ¢evrim

kutuplart p,, =-0.63+ j0.64 ve p;=-3.74 olur. Bu sistemin, birim
basamak cevabr Sekil 3.9°da goriilmektedir. Sistemin tepe zamani

t, =2.93 s, maksimum agmas1 M, = 1.11, yerlesme zamani ¢, = 5.46 s’dir.
Yani sistem gecici davranig performans kriterlerinin hepsini saglamaktadir.

1.2
1 O O I et AU NN DO

0.8

= 0.6

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Zaman (s)

Sekil 3.9



71

Ornek 3.5: PD Kontrol

Kontrol edilmek istenen bir sistemin transfer fonksiyonu G,(s) ve
geri besleme i¢in kullanilan 6l¢lim sisteminin transfer fonksiyonu H(s)
asagidaki gibidir.
s+3

G =" -
() s(s? +1)

(3.71)

H(s)=1 (3.72)

Birim basamak referans giris uygulandiginda bu sistemin asagidaki
tasarim sartlarint saglamasi ve ¢ikisin duragan degerinin 1.0 olmasi igin
kontrolcii tasarimi yapilmasi isteniyor.

M, <02
t,<1s (3.73)
t, <2 s (% 2 kriteri)
Bu sistem Tip-1 oldugundan, eger kararliysa oransal kontrol i¢in

duragan durum sart1 saglanacaktir. Ancak sistemin kapali ¢evrim transfer
fonksiyonu,

C(s) K(s+3)

)= ) T 2K 2 s 23K

(3.74)

seklinde olup, karakteristik polinomun yapist incelendiginde bu sistemin
kararsiz oldugu agiktir. Sistemin geg¢ici davranisini diizenlemek igin PD
kontrol uygulanirsa, sistemin blok diyagram Sekil 3.10’daki hali alir.

Referans
girisi, R(s) +

s+3 Cikis, C(s)

3
ST +8

K S+z

Sekil 3.10
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PD kontrol, sisteme -z. noktasinda bir acik ¢evrim kutbu ekler ve
acik cevrim transfer fonksiyonu agsagidaki hali alir.

K(s+z,)(s+3)

G (s)= s(s? +1)

(3.75)

Bu oOrnekte ayrintilardan kaginmak i¢in ¢izim kurallar
verilmeyecek, sadece sonugta elde edilen yer egrileri verilecektir. Sekil
3.11’de t¢ farklt z. degeri icin PD kontrol ve ayrica oransal kontrol
uygulandiginda elde edilen yer egrileri goriilmektedir. Ayni sekil iizerinde
(3.72) ile tamimlanan sartlarinin tanimladigi kabul edilebilir ikinci mertebe
kutup bolgeleri de verilmistir. Egriler incelendiginde, biitiin durumlarda
eslenik kutuplar sola dogru kaydikca, gercek eksen iizerindeki kutbun
onlarin saginda kaldig1 ve eslenik kutuplarin baskinliginin ortadan kalktig
goriilmektedir. Egriler {izerinde gergek eksene yakin ¢alisma noktalari
se¢ilmesi sistem soniimiini artiracaktir. Bunu dikkate alarak, z.’nin farkli
degerleri igin Cizelge 3.1°deki gibi K degerleri ve bunlara karsilik gelen
kapali ¢evrim kutup degerleri segelim. Gorildiigi gibi, her li¢ z. degeri i¢in
de tasarim sartlarini saglayan uygun K degerleri vardir. Cizelgede verilen
ii¢ sisteme ait birim basamak cevaplar Sekil 3.12’de verilmistir.

10 '
Kabyul edilgbilir o P-confrol 1
8 kutyp bolggsi.
6 S LR
c b 6 PR -
Z >/ Ze= 4 . .
4 7 N
).
2 .I.
g 0 < > ! > S N S .
\
-2 ‘\ ..".
\ I, .\ ) B
4 \ .
-6 ~oa
Kabul edil¢bilir
-8 kuttip bolggsi. <
-10

-16 -14  -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2
Re

Sekil 3.11
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Cizelge 3.1
PD
sifiri K Kapalt Cevrim Kutuplari M, | t,(s) | t(s)
-Zc
ze=2 | 148 | -6.56+3.15] -6.56 - 3.15j -1.67 0.19 | 0.26 0.99
ze=4 20 -8.78 +4.58; -8.78 — 4.58) -2.45 0.20 0.18 0.44
ze=06 30 -13.62 +3.22j | -13.62-3.22j -2.76 0.18 0.13 0.33
ey
T
0
0 02 04 06 038 1 12 14 16 18 2
Zaman (s)
Sekil 3.12
Ornek 3.6: PI Control

Kontrol edilmek istenen bir sistemin transfer fonksiyonu G,(s) ve

geri besleme i¢in kullanilan dlglim sisteminin transfer fonksiyonu H(s)
asagidaki gibidir.

s+5

G (s)=————
p() 2 +2s+17

(3.76)
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H(s)=1 (3.77)

Birim basamak referans giris uygulandiginda bu sistemin asagidaki
tasarim sartlarini saglamasi ve ¢ikisin duragan degerinin 1.0 olmasi i¢in
kontrolcii tasarimi1 yapilmasi isteniyor.

M, <0.2
t,<1s (3.78)
t,. <2 s (% 2 kriteri)

Bu sistemin duragan davranist Once oransal kontrol igin
incelenirse, sistemin kapali ¢gevrim transfer fonksiyonu,

:C(s): K(s+5)
R(s) s*+(K+2)s+17+5K

I(s) (3.79)

olarak bulunur. Birim basamak giris i¢in ¢ikisin duragan degeri ise
asagidaki gibidir.

A K(s+5) (1)
520 57 +(K+2)s+17 +5K \s (3.80)
5K
17 + 5K

Sistemin duragan durum davramigini iyilestirmek ig¢in P/
kontrolden yararlanilabilir. P/ kontroldeki integral islem duragan hatayi
yok ederken, acgik ¢evrim transfer fonksiyonuna eklenen kutup sistemin
gecici davranigini sinirli da olsa diizenlemek i¢in kullanilabilir. P/
kontroliin agik ¢evrim transfer fonksiyonuna ekledigi ¢arpan agagidaki gibi
ifade edilebilir.

1 T.s+1 S+ z
K |[1+— |=K ! =K £ 3.81
L Bra=r) e

Yukaridaki ifadede geg¢en z. ve K terimleri, P/ Kkontrolcii
parametreleri cinsinden asagidaki gibi tanimlanmuistir.

1
= K=K, (3.82)
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Sistemin blok diyagrami Sekil 3.13’de goriilmektedir.

R(s) + S+z, s+5 C(s)
q
s s?+2s+17

Sekil 3.13

PI kontrol uygulanan sistemin kapali ¢gevrim transfer fonksiyonu,

C(s) _ K(s+z,)(s+5)
R(s) s*+(Q2+K)s>+(17+5K +Kz,)s + 5Kz,

(3.83)

seklinde olup, birim basamak giris i¢in ¢ikisin duragan degeri ¢y = 1°dir.
Integral kontrol beklendigi gibi duragan hatayr sifir yapmustir. Simdi PI
kontroliin sisteme ekledigi agik ¢evrim sifirinin yerini degistirerek gecici
davranis kriterlerinin saglanip saglanamayacagini inceleyelim. Sistemin
acik ¢evrim transfer fonksiyonu asagidaki gibidir.

K(s+z,)(s+5)
s(s? +2s+17)

G(s)H(s)= (3.84)

Ayrintidan kaginmak igin yer egrilerinin ¢izim asamalar1 burada
verilmemistir. z.'nin ii¢ degeri icin ¢izilen yer egrileri, denklem (3.78)’de
verilen sartlar tarafindan tanimlanan eslenik kutup bolgeleriyle birlikte
Sekil 3.14’de gorilmektedir. Egriler incelendiginde, biitiin durumlarda K
degeri artirildik¢a, eslenik kutuplar sola dogru kaymakta, gercek eksen
iizerindeki kutup onlarin saginda kalmakta ve eslenik kutuplarin baskinligi
ortadan kalkmaktadir.

Gergek eksene yakin calisma noktalarinin sistem soniimiinii
artiracagim dikkate alarak, incelenen {i¢ z. degeri i¢in Cizelge 3.2°deki K
degerlerini ve bunlara karsilik gelen kapali ¢evrim kutuplart se¢elim. Her
¢ z. degeri igin de tasarim sartlarii saglayan uygun K degerleri vardir.
Cizelgede verilen ii¢ sisteme ait birim basamak cevaplar Sekil 3.15’de
verilmistir.
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10 .................
8 o ] S
Kabul [edilebilir| Yt i\‘
6 - < X
kutup bolgesi. g S N
4 I // \ \:
: 4 \
) i \
E 0 <« i ( - we—«xyr—
P il
i\ _5 /
4 AR \ <~ /[
¢ | Kabul adilebilir | 2.=6 5" N /)‘
o kutup bplgesi. _
-10
-30 -25 5
Sekil 3.14
Cizelge 3.2
PI _Szlfm K Kapali Cevrim Kutuplari M, | t,(s) | t(s)
Ze=2 20 -10.2 +4.50; | -10.2 - 4.505 -1.61 0.07 | 0.17 1.34
Ze=2 28 -20.09 -8.21 -1.70 0.07 | 0.14 1.13
Ze=2 39.5 -32.96 -6.77 -1.77 0.06 0.11 0.92
z.=4 20 -8.78 +4.58; | -8.78 - 4.58; -2.45 0.20 | 0.18 0.44
Z.=06 30 [-13.62+3.225 |-13.62-3.22j -2.76 0.18 | 0.13 0.33
Ornek 3.7: PID Kontrol

Kontrol edilmek istenen bir sistemin transfer fonksiyonu G,(s) ve
geri besleme i¢in kullanilan &lgiim sisteminin transfer fonksiyonu H(s)
asagidaki gibidir.

1

G (§)=—
r s2+2s542

(3.85)
4

H(S):s+4

(3.86)
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12—
[P\ N1 ze=4,K =20
:l.;..?ﬁ:’\——‘ 2=6,K=[30
0.8 [#lze=2.K539.5 Z=p K=20
ze=4,K=28
= 06
Q
0.4
0.2
0
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Zaman (s)
Sekil 3.15

Birim basamak referans giris uygulandiginda bu sistemin agagidaki
tasarim sartlarint saglamasi ve ¢ikigin duragan degerinin 1.0 olmasi igin
kontrolcii tasarimi yapilmasi isteniyor.

M, <02
t,<2's (3.87)
t,<4 s (% 2 kriteri)

En basit kontrol oldugu i¢in dnce oransal kontrol denenerek tasarim
isterlerini karsilayip karsilamadigi belirlenecektir.

Referans girisi ve sistem ¢ikisinin Laplace transformlari sirasiyla
R(s) ve C(s) olsun. Sistemin kapali ¢evrim transfer fonksiyonu asagidaki
gibidir.

_Cs) _ K(s +4)

= (3.88)
R(s) (s+4)(s> +2s+2)+4K

T(s)

Birim basamak giris i¢in ¢ikisin duragan degeri ¢, ise asagidaki
gibidir.
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Cys =1imOsC(s)=lim s

K(s+4) 1

590 (s+4)(s® +25+2)+4K s (3.89)
4K

844K

Bu ifadeden goriildiigi gibi ¢ikisin istenen duragan degeri
saglamasi ancak K’nin degeri sonsuz oldugunda miimkiindiir. Dolayisiyla,
oransal kontrol duragan davranis kriterini saglayamamaktadir.

Sistemin gecici davranisini incelemek igin yer egrileri asagidaki
asamalarla cizilebilir.

Acik ¢evrim transfer funksiyonu:

Kural I:

Kural 2:
Kural 3:

Kural 4:

Kural 5:

Kural 6:

Kural 7:

Kural 8:
Kural 9:

G(s)H(s) =

’

> (K'=4K)
(s+4)(s” +25+2)

Acik ¢cevrim kutuplari: p, =—4, p, =-1+7,
py=-1-j

Acik ¢evrim sifirt yok.

n=23,m=0. Kol sayis1 = 3.

Yer egrileri gercek eksene gore simetriktir.

n—m =3 — 0 =3 asemptot var. Asemptot acilari,
6,=60’, 180°, 300°

Asemptotlarin kesisme noktasi:

o o AZ1=D=O)
3-0

Gergek eksen tlizerinde — oo <5 < — 4 arasinda yer egrisi
var.

Ayrilma noktas1 yok.

Kompleks kutuplardan ayrilma acilari.

Asagida verilen sekilden p,=— 1 + j kutbundan ayrilan

kolun ayrilma agis1 Gp asagidaki gibi elde edilir.
0,=180"+(0)—(90+18.43)=+71.6°

p3=—1—j kutbundan ayrilma agis1 ise — 71.6° olur.
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Im

-y 18.43° | Re

=2 :
-4 -1

Kural 10: Sistemin karakteristik denklemi, 1+ G(s)H(s)=0 ya

da, s*+6s>+10s+8+4K'=0 olur. Denklemde
s =jo koyup, elde edilen ifadenin gercek ve sanal
kisimlar1 ayr1 ayri sifira esitlenirse asagidaki
denklemler bulunur.

(100-’)j=0 4K'+8—60° =0
Birinci denklemden sanal ekseni gegme noktalari
@=1+/10 =+3.16 olarak bulunur. Bunlara karsilik

gelen K degeri ise ikinci denklemden K= 13 olarak
elde edilir.

Kural 11: n—m=322 oldugundan kutuplarin korunumu kuralt
gecerlidir.

Sistemin yer egrileri Sekil 3.16’da goriilmektedir. Sekil 3.16
iizerinde ayrica (3.53) ile verilen ikinci mertebe sistem performans
kriterlerinin getirdigi kutup bolgesi sinirlamalart asagidaki gibi belirlenmis
ve isaretlenmistir. (Sadece gergek eksenin st kismi1 gosterilmistir.)

M,<02: Denklem (2.66)’dan f<f =62.9
t, <2s: Denklem (2.62)’den w, =1.57

t,<4 s : Denklem (2.71)’den cw, =1

Bu sekilde tanimlanan bolgeler ve yer egrileri karsilagtirildiginda,
ikinci mertebe baskin kutuplarin kompleks kutuplardan ¢ikan kollarin kabul
edilebilir kutup bolgeleri icinden ge¢gmedigi goriilmektedir. Yani oransal
kontrol gegici davranis isterlerini de saglayamamaktadir.
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Im )
Kabul edilebilir +53.16
kutup bolgesi.
11.57
N2 // Re
N \‘\
X ? 62.9°

\ 3.16

Sekil 3.16

Bu durumda istenirse, daha 6nce Boliim 3.4.1°de verilen duragan
davranisi iyilestiren 6nlemler ile Boliim 3.4.2°de verilen gegici davranisi
iyilestiren onlemler ayr1 ayr ele alinabilir. Ancak bunlarin yerine Bolim
3.4.3’de verilen ve bu davraniglarin her ikisini birlikte iyilestiren PID ya da
faz-ilerletici-geriletici kontroliin kullanilmasi da miimkiindiir. Burada
ornek olarak PID kontrol islemi uygulanacaktir. PID kontrol uygulanmis
sistemin blok diyagrami Sekil 3.17’de verilmistir.

Referans o
irisi, R(s : 1 ks, C(s
girisi, R(s) + K"(HTdHJ -
- » §°+2s+2
4
s+4

Sekil 3.17
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Daha 6nce Boliim 3.4.3°de belirtildigi gibi, PID kontrolciiniin agik
cevrim transfer fonksiyonuna ekledigi carpanlar asagidaki gibi ifade
edilebilir.

1+T
K,,[1+Tds+TLj=K(1+Tls)[ +T 25] (3.90)

i 2S

Yani bir PD islemine ve bir de P/ islemine ayristirilabilir. Burada
K, Tu, ve T; terimleri, K, T1 ve T» cinsinden asagidaki gibi ifade edilebilir.

- i1 2 d

K =
r T, T, +T,

(3.91)

PID kontrolclinlin tasarimi sirasinda Once sistemin dinamik
davranisini iyilestirecek bir PD tasarimi yapilir. Daha sonra bir P/ kontrolcii
ile dinamik davranigi fazla etkilemeden duragan davranis iyilestirilir.

Sekil 3.18’de kontrol edilmemis sistemin agik ¢evrim kutuplari,
gecici davranig tasarim kriterlerinin tanimladigi kabul edilebilir kutup
bolgeleri ile birlikte gosterilmistir. (Sadece gercek eksenin iist kismi
gosterilmistir.) PD kontrol bu diyagramda gercek eksen lizerinde bir yere
sekilde gosterildigi gibi bir sifir ekleyecektir. Bu sifirmn yeri, sistemin kapali
cevrim kutbunun kabul edilebilir kutup bdlgesinde s; gibi bir noktada
olmasini saglayacak sekilde belirlenmelidir. s; yer egrisi lizerinde olduguna
gore ag1 sartini saglamasi gerekir. Yani sekilde goriilen agilar cinsinden
asagidaki sart saglanmalidir.

0, —(0, +0, +0,)=+(2k+1) 180° (k=0,1,2,..)

Incelenen sistem icin kabul edilebilir kutup bélgesi iginde drnek
olarak s, =—2+1.6j noktas1 se¢ilsin. Bu durumda 6, =149.04",
6, =111.04", 6, =38.66" olur. s1’in yer egrisi iizerinde olmasi i¢in &;’in
degeri asagidaki gibi olamalidir.

6, =2k +1)180° +149.04° +111.04° +38.66° =118.74"

Bu ag1y1 saglamak icin sifir z = —1.12 noktasina yerlestirilmelidir.
Kapali ¢evrim kutbunun bu noktada olmasini saglayan kazang degeri
K = 1.14 olarak bulunur. Bu sistemin birim basamak cevabi Sekil 3.19°da
verilmistir. Sistemin tepe zamani 0.99 s, asmast % 22.2, yerlesme
zamani  2.37 s kadardir. Sistem maksimum asama kriterini
saglayamamaktadir.
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S1 Im
Kabul edilebilir
kutup bolgesi
LN +/1.57
[N
SR\

/ \ 01‘\\
7\ O “.‘\ N
% A o) Re
4 v
S 62.9°

J

Sekil 3.18

Simdi de kapali ¢evrim kutbunu s, =—1.5+1.6; noktasinda

secelim. Bu durumda 6 = 129.8°, 5= 100.9°, 4= 32.6° olur. s1’in yer
egrisi lizerinde olmasi i¢in 6;’in degeri asagidaki gibi olmalidir.

6, =t(2k+1)180° +129.8° +100.9° +32.6° =83.3°

Bu agiy1 saglamak i¢in z = —1.69 olarak secilmelidir. Bu sekilde
tasarlanan sistemde kapali ¢evrim kutbunun s, =—1.5+1.6; noktasinda

olmasini saglayan kazang degeri K = 0.95 (7, = 1.69 ve K, = 1.61) olarak
bulunur. Bu sistemin birim basamak cevabi da Sekil 3.19°da verilmistir.
Sistemin tepe zamani 1.2 s, asmasi % 16.3, yerlesme zamani 2.34 s
kadardir. Yani gecici davranig kriterlerinin hepsi saglanmaktadir. Sistemin
duragan degeri ise 0.445 olup, istenen 1.0 degerinin ¢ok altindadir.

0 05 1 L5 2 25 3 35 4

Sekil 3.19
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Tasarimin ikinci agamasinda PD islem uygulanan sisteme ek olarak
PI kontrol uygulansin. Bu sistemin blok diyagrami Sekil 3.20°deki gibidir.

R(s) /7N o sHAIT) 0.95(s +1.69) C(s)
/ s st 42542
4
s+4
Sekil 3.20

PI kontrol sisteme orijinde bir agik ¢evrim kutbu ve bir de sifir
eklemektedir. Once ¢evrim kazancini degistirilmesin, yani K'=1 almsin.
Sifirrn  yeri orijinden ¢ok wuzak olmayacak bi¢imde z;=-1.2,
zi=—-14, z;=-1.6, z; = —1.8, z; = =2 noktalarinda seg¢ildiginde, bunlara
karsilik gelen kapali ¢evrim kutuplari, asma, tepe zamani ve yerlesme
zamani degerleri Cizelge 3.3°deki gibi elde edilir. Goriildiigii gibi biitiin
cevaplar istenen duragan deger 1.0’a gitmekte ve gegici davranis isterlerini,
yerlesme siiresi diginda karsilamaktadir. z; = —2 secildiginde yerlesme
zamani hedeflenen 4 s siireyi sadece 0.08 s agsmaktadir. (Denklem 3.53°de
verilen yerlesme zamani degeri zarf egrisi bazlidir. Cizelge 3.3’deki deger
ise Matlab ile belirlenmistir ve gergek zaman cevabi bazlidir.) Cizelge
3.3°deki kapali ¢evrim kokleri incelendiginde eslenik kdklerden ¢cogunun
Sekil 3.16°daki kabul edilebilir kutup bélgesinin diginda (saginda) oldugu
dikkati gekmektedir. Bunun sebebi orijinle -z; arasinda kalan ger¢ek kutbun
sistem cevabini etkilemesi ve baskin olacagi diistiniilen eslenik kutuplarin
bu 6zelliklerini zayiflatmalaridir.

Simdi de X' degerini bir miktar degistirerek, K'=1.4 alinsin.
Sifirin yeri yine z; = —-1.2, z;=—1.4, z;=—1.6, z; = —1.8, z; = —2 noktalarinda
segilirse, kapali ¢evrim kutuplari, asma, tepe zamani ve yerlesme zamani
degerleri Cizelge 3.4’deki gibi bulunur.

Cizelge 3.4’deki sonuglar incelendiginde, z;i¢in —1.2, —1.4 veya
—1.6 degerleri kullanildiginda biitiin gecici davranis isterlerinin kargilandigt
goriilmektedir. Sekil 3.21°de bu sistemlerin birim basamak cevaplari, Sekil
3.22’de ise Oornek olarak z; = —1.2 i¢in yer egrileri verilmistir.
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Cizelge 3.3

K'=1 .

Kapali Cevrim Kutuplari M, t (s) ts (s)
PI sifir1 (z)

o . . Asma | Asma
zi=-1.2 -1+ 1.65f -1-1.655 -0.62 | -3.38 yok. yok. 4.83
zi=-1.4 -0.93 +1.68/ | -0.93-1.68 |-0.72 |-3.43 | 0.023 1.67 4.39
zi=-1.6 -0.85+1.71; | -0.85-1.71j |-0.81 |-3.48 | 0.077 1.60 | 4.22
zi=-1.8 -0.79 + 1.755 | -0.79 -1.75; |-0.89 | -3.54 0.13 1.58 | 4.14

zi=-2 -0.73 +1.80f -0.73 -1.80; |-0.96 |-3.58 0.18 1.52 | 4.08

Cizelge 3.4

K'=14 .

Kapali Cevrim Kutuplar1 M, t(s) | ts(s)
PI sifirt (z:)

zi=-1.2 -1.07+1.92; | -1.07-1.92; |-0.71 |-3.14 | 0.06 1.29 | 3.90
zi=-1.4 -0.98 +1.95/ | -0.98-1.95/ |-0.82 |-3.22 | 0.12 1.29 3.70
zi=-1.6 -0.89 +2.00; | -0.89-2.00/ |-0.91 |-3.30 | 0.17 1.29 | 3.61
zi=-1.8 -0.82 +2.04j | -0.82 -2.04j |-0.99 |-3.37 0.23 1.24 | 4.40
zi=-2 -0.75 +2.09/ -0.75-2.09; |-1.06 |-3.44 0.28 1.23 | 4.65

2 3

Zaman ()

Sekil 3.21
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Zi = -1.2

Im

45 -4 35 -3 25 -2 -15 -1 05 0 05

Sekil 3.22

Ornek 3.8: Faz-Ilerletici-Geriletici Kontrol

Kontrol edilmek istenen bir sistemin transfer fonksiyonu G,(s) ve
geri besleme i¢in kullanilan Sl¢lim sisteminin transfer fonksiyonu H(s)
asagidaki gibi olsun.

1

I — (3.92)
sT+s+4.25

G,(s)=

H(s)=1 (3.93)

Birim basamak referans giris uygulandiginda bu sistemin agagidaki
tasarim sartlarin1 saglamasi ve cikisin duragan degerinin en fazla % 1
hatayla 1.0 olmasi i¢in kontrolcii tasarimi yapilmasi isteniyor.

M,<0.2
(<2 s (3.94)
t,. <4 s (% 2 kriteri)

Once sisteme oransal kontrol uygulandiginda performansi
incelensin. Bu sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu,
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Gp (S)H(S)Zﬁ (395)

seklinde olup, yer egrileri Sekil 3.23‘deki gibidir. Yer egrileri
incelendiginde eslenik kutuplardan ¢ikan kollarin sanal eksene parallel
olarak sonsuza gittigi ve kapali ¢evrim kutuplarinin denklemler (3.94) ile
tanimlanan kabul edilebilir kutup bolgesi digsinda oldugu goriilmektedir.
Ayrica sistemin kapali cevrim transfer fonksiyonu,

K
T(s)= 3.96
() s2+s5+425+K (3-96)

gibidir.

¢, =lms K 1__ K (3.97)
s>0 (g2 +5+425+K)s 425+K

Oransal kontrol uygulanan sistem, ne gecici davranig, ne de
duragan davranig performans kriterlerini saglamaktadir.

10
8

6

Kabul ddilebili B
kutup bolgesi.

Im
o

-14 -1.2 -1 -0.8  -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2
Re

Sekil 3.23
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Bu sistemin davranigimi iyilestirmek icin faz-ilerletici-geriletici
kontrol islemini kullanalim. Faz-gerileticili kisim sistemin duragan
davranisini, faz ilerleticili kisim ise gegici davranisi iyilestirmek igindir.

Once sisteme faz-ilerletici islem uygulansin. Bu sistemin blok
diyagram1 Sekil 3.24°deki gibidir. p;= 20 alarak kutbu orijinden oldukca
uzaga yerlestirip farkli sifir degerleri icin yer egrilerini cizelim. Sekil
3.25’de z/nin degerlerini 1, 1.5, 2, 3, ve 4 alarak cizilen yer egrileri
goriilmektedir.

S+ p; s? +s5+4.25

R(s) 477\ K( 5+z J 1 C(s)

Sekil 3.24

20

15

10

-25 -20 -15 -10 -5 0 5

Sekil 3.25
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Sekil 3.25°deki egriler iizerinde K degerleri degistirilerek sistem
sontimiiniin biiylik oldugu kokler secilmis, M, degerini minimum yapan K
degerleri bulunmustur. Bu sekilde bulunan sistemlerin 6zellikleri Cizelge
3.5’de verilmistir. Cizelgedeki sistemlerin hepsi tepe zaman1 ve yerlesme
zamani tasarim kriterlerini karsilamaktadir. Ancak asma kriteri hi¢ birisi
tarafindan saglanamamaktadir.

Cizelge 3.5
pi=20 .

K Kapali Cevrim Kutuplari M, ty(s) | t(s)

Zi
1 300 | 986+142/ | -9.86-142/ | -129 | 039 | 022 | 2.14
1.5 250 | 953 +12.1j |-9.53-12.1; | -1.94 032 | 0.24 1.46
2 200 |.9.10+9.51j |-9.10-9.51j | -2.80 0.30 0.28 1.17
3 180 | -7.97+7.75j | -1.97-7.75} | -5.05 0.31 0.31 0.78
4 170 | 610+7.05 | -6.10-7.05/ | -8.81 035 | 032 | 0.64

Bir sonraki faz-geriletici islem agamasinda sisteme orijin yakininda
bir agik ¢evrim kutbu eklenecektir. Bu kutup yaklasik bir integrator gibi
davranip sistemin duragan davranisinin iyilesmesine katkida bulunacaktir.
Bunun yanisira bir de acik ¢evrim sifir1 eklenecektir. Eger bu sifir kutbun
¢ok yakininda ise yer egrilerinin sekli fazla etkilenmez. Ama bu sifirin
yerini degistirilerek davranis 6zelliklerini degistirebilme imkan1 vardir.

Faz-geriletici islem ek olarak sisteme uygulanirsa, sistemin blok
diyagrami Sekil 3.26’daki hali alir. Burada 6rnek olarak Cizelge 3.5’de en
kiigiik agsma degerine sahip iki sistem (z; =2 ve z; = 3 olan sistemler) ele
almacak, ve bunlarin duragan davraniglart iyilestirilirken, gecici
davraniglarinin da tasarim sartlarini saglamasina ¢aligilacaktir.

RGs) + (Hzg ][HZ,J 1 C(s)
—_— K i

S+pg S+pi SZ +S+4.25

Sekil 3.26
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Faz-gerileticinin kutbu orijinin ¢ok yakinina (—0.01 noktasina)
koyulacak, sifirt i¢in ise Ornek olarak ti¢ farkli deger (0.5, -1, —1.5)
denecektir. Bu sekilde elde edilen sistemlerin yer egrileri Sekil 3.27 ve
3.28°de verilmistir. M, degerini azaltmak amaciyla bu egriler iizerinde K
degerleri degistirilerek baz1 6rnek ¢aligma noktalari secilmis ve elde edilen
sonuglar Cizelge 3.6’da verilmistir. Cizelgede saglanamayan tasarim
degerleri karartilmistir. Goriildigi gibi, secilen sistemlerden ii¢ tanesi
biitlin tasarim sartlarin1 saglamaktadir. Bu sistemlerin birim basamak
cevaplart Sekil 3.29°da goriilmektedir. Sistemlerin duragan degerleri ise
0.993-0.995 arasindadir.

Cizelge 3.6
pi=20 .
- - K Kapali Cevrim Kutuplari M, t, (s) 1, (s)
1.5 160 |-7.03+5.60; | -7.03 -5.60; -5.95 -1.00 0.10 0.35 2.48
2 1 160 |-7.91+6.05/ | -7.91 -6.05/ -4.46 -0.73 0.15 | 0.35 3.39
0.5 160 | -8.49+6.53j | -8.49-6.53] | -3.64 -0.39 0.30 0.28 6.21
1.5 80 -1.92+432j | -1.92+-4.32; | -16.1 -1.00 0.23 0.54 2.86
3 1 80 -2.15 +4.09; -2.15 -4.09/ -16.0 -0.70 0.16 0.54 3.65
0.5 80 -2.40 +3.88j -2.40 -3.88; -15.8 -0.37 0.09 0.54 7.00
20 T
1
1
15 :.'- G
iz, =|1.
z =05
10 v
\\\"‘-__‘/ zg 7 1
\h(\
3 RS
S---TTT T
E 0 % > ©000X
- e
? E
l'l s
10 i
’ 1
15 T
: H zi=2
-20 NE
-25 -20 -15 -10 -5 0

Re
Sekil 3.27



90

=)
5% I
.M. ) ,____. [ i
] v q
= i ﬁ \ N 131
— : 131
Il i w I
1l = # v pﬁ_g " "
S0 s
N \s f—a Iyl
YR .,
\k\\\.\. S '
gl S R el 1]
I
- = il
S R i
; A o O I L
on
W30 ~ — .Z_ :
- — 25_
[ Ll
Ye) v Il __"
n S
[
Il 1
Tt
N
=~ |
[\l / |
1
|
1
/ |
1
-
Hl\.l.\”H..A‘_r
[
e ! I
o 7 o 7o) o "o} o 7 o N —
8 == S —
wy

Zaman (s)
Sekil 3.29



91

Ornek 3.9: I ve PI Kontrol

Kontrol edilmek istenen bir sistemin transfer fonksiyonu G,(s) ve
geri besleme i¢in kullanilan 6l¢lim sisteminin transfer fonksiyonu H(s)
asagidaki gibidir.

1
GP(S)—m (398)
H(s)=— (3.99)
s+1

Kontrol sonucunda c¢ikisin basamak referans girislerini hatasiz
olarak izlemesi ve asagidaki sartlar1 saglamasi istenmektedir.

M, <02
,<2's (3.100)

t,<4 s (% 2 kriteri)

Bu sartlarin kompleks diizlemde tanimladig1 eslenik kapali ¢evrim
kutup bolgesi asagidaki sartlari verir.

M,<02: Denklem (2.66)’dan f<f =62.9
t,<2sec: Denklem (2.62)’den w, 21.57

t, <4sec: Denklem (2.71)’den cw, =1

Once oransal kontrolle  yukaridaki sartlarin  saglanip
saglanamadigini arastirilacaktir. Bu sistemin kapali ¢evrim transfer
fonksiyonu,

Q) K(s+D)

T(s
) R(s) s*+5s+4+K

(3.101)

seklinde olup, birim basamak giris i¢in ¢ikisin duragan degeri,

. K(s+1 1 K
¢ =lms————— s+ (—j: (3.102)
520 §7+5s+4+K\s) 4+K

oldugundan K’nin degeri sonsuz olmadik¢a ¢ nin degeri 1.0 olmamakta ve
duragan davranis sart1 saglanmamaktadir.
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i) Integral kontrol

Integral kontrol islemi duragan hatay: sifirlamak igin etkin bir yol
oldugundan, sisteme integral kontrol uygulanirsa, sistemin blok diyagrami
Sekil 3.30’daki gibi olur.

Integral kontrol uygulanan sistemin kapali ¢evrim transfer
fonksiyonu,

C(s) _ K(s+1)
R(s) s°+5s* +4s+K

T(s) = (3.103)

olup, birim basamak giris i¢in ¢ikisin duragan degeri i¢in aranan sart
asagida goriildigii gibi saglanmaktadir.

. K(s+1 1
¢,y = lim s — f ) P}d (3.104)
520 g7 4557 +4s+ K\ s

Referans

RS+ 84

Cikis, C(s)

~

i

s+4

1
5+1

Sekil 3.30

Ayrmtiya girmemek i¢in yer egrilerinin ¢izim asamalar1 burada
verilmeyecektir. Bu sistemin yer egrileri Sekil 3.31°de, denklemler (3.100)
ile tanimlanan kabul edilebilir eslenik kutup bolgeleriyle birlikte
verilmistir. Gorildiigi gibi kazang degeri yeterince artirildiginda sistem
kararsiz hale gelmektedir. Eslenik kutuplar baskindir ve kabul edilebilir
kutup bolgesi icinde degildir. Tasarim sartlarinin hepsinin birlikte
saglanamadigi Sekil 3.32°de goriilen birim basamak cevaplarda agikca
goriilmektedir.
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Sekil 3.32

ii) PI kontrol

PI kontrol integral islem dolayisiyla duragan hatayr sifir yapar.
Buna karsilik sisteme ilave bir kapali ¢evrim sifir1 eklediginden gecici
davranigin iyilestirilmesine de olanak saglar. P/ kontrol uygulanan sistemin

blok diyagrami Sekil 3.33’de verilmistir.
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Referans
girisi, R(s) (s +z J 1 Cikis, C(s)
N K !
/ S s+4
1
s+1
Sekil 3.33

Sekil 3.34’de kontrolcii tarafindan eklenen sifirin farkli degerleri
icin ¢izilmis olan yer egrileri goriilmektedir. Egrilerden goriildigii gibi,
kazang degerleri artarken eslenik kutuplar sola dogru, gergek kutup ise saga
dogru kaymakta ve eslenik kutuplarin baskinligi azalmaktadir. Bu egriler
iizerinde sistem soniimiinii artirmak amaciyla gercek eksene nisbeten yakin
kisimlarda ¢alisma noktalari segilerek sistem performanslart incelenmistir.
Sonuglar Cizelge 3.7°de 6zetlenmistir. Cizelgede en iyi sonuglarin z; = 1.2
alindiginda, 3-3.5 dolayindaki K degerleri i¢in elde edildigi goriilmektedir.
Bu sistemlerin birim basamak cevaplar Sekil 3.35’de verilmistir.

10

1852

Zle.

S N Bk N

Im

45 -4 35 3 25 -2 -5 -1 -05 0 05

Sekil 3.34



Cizelge 3.7
zi K Kapali Cevrim Kutuplari M, | t,(s) | t(s)
2 -0.76+0.33; -0.76-0.33; -3.47 | 0.05 5.12 291
12 2.5 -0.85+0.44; -0.85-0.44/ -3.31 | 0.03 | 2.73 3.85
3 -0.93+0.53; -0.93-0.53; -3.13 | 0.08 1.71 3.85
3.5 -1.03+0.60;/ -1.03-0.60; -2.93 | 0.15 1.26 3.53
1.5 -0.67+0.41; -0.67-0.41; -3.66 | 0.02 4.7 2.90
2 -0.73+0.56/ -0.73-0.56; -3.55 | 0.06 | 2.83 5.01
1.5
2.5 -0.79+0.69; -0.79-0.69j -342 | 0.13 1.99 4.37
-0.86+0.80; -0.86-0.80; -3.29 | 0.20 1.51 3.81
-0.58+0.42; -0.58-0.42j -3.83 | 0.03 5.14 6.28
1.5 -0.63+0.64; -0.63-0.64/ -3.75 | 0.11 2.93 5.46
2
2 -0.67+0.805 -0.67-0.807 -3.66 | 0.20 | 2.09 4.44
2.5 -0.71+0.94; -0.71-0.94; -3.57 | 0.29 1.65 5.7
1.2
——————————— —— z =12, K=3)5
....... AN
y Z{, T _ L) — | I
vvvvvv —_ ____.‘__ ________T_]—____________
TN 0
i : z=12; k=31 i
| B | |
0.8 T T
| B | |
i ! [
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i ! [
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H | |
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Sekil 3.35
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PROBLEMLER

Not: Problemlerin ¢6ziimiinde MATLAB’den yararlanin.

3.1

1) Acik ¢evrim transfer fonksiyonu,

G(s)H(s) = ler_S
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olan bir sisteme sirasiyla — 4 ve —2’de acgik cevrim kutuplar
eklerseniz, yer egrileri nasil degisiklige ugrar. Gozlemlerinizi
tartigin.

ii) Agik ¢evrim transfer fonksiyonu,

1

GO = S T D612

olan sisteme sirasiyla —7 ve —3’de agik ¢cevrim sifirlari eklerseniz, yer
egrileri nasil degisiklige ugrar. Gozlemlerinizi tartigin.

Acik ¢evrim transfer fonksiyonu agagida verilen sistem birim
geribeslemelidir.

G(s)H(s) = M
(s+D(s+4)

Sistemin yer egrilerini ¢izin ve K = 10 i¢in sistemin birim basamak
cevabini bulun. Agik ¢evrim transfer fonksiyonuna, z=— 6.1 gibi bir
sifir ve p = — 6 gibi bir kutup ilave edilirse, yer egrisi ve birim
basamak cevap bundan nasil etkilenir.

Acik ¢evrim transfer fonksiyonu asagida verilen sistem birim
geribeslemelidir.

G(s)H(s) = _K(s+3)
(s+D(s+4)

Sistemin yer egrilerini ¢izin ve K = 10 i¢in birim basamak cevabini
bulun. Acik c¢evrim transfer fonksiyonunaz=— 0.1 gibi bir sifir
ve p=—0.01 gibi bir kutup ilave edilirse, sistemin yer egrisi ve birim
basamak cevabi bundan nasil etkilenir. Sistemin statik ve dinamik
davranis1 hakkinda ne sdyleyebilirsiniz. Uygulanan islem nedir?

Asagida birim geribeslemeli bir sistemin agik c¢evrim transfer
fonksiyonu verilmistir.
K

= 5 To6 9
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3.5

3.6

0 < K < oo igin yer egrilerini ¢izin. K = 300 oldugina gbre sistemin
baskin kapali ¢evrim kutuplarim1  bulun. Baskin kutuplarin
ozelliklerinden yararlanarak % 2 kriterine gore yerlesme zamani ve
maksimum agmay1 belirleyin. Maksimum asmay1 en c¢ok % 20,
yerlesme siiresini ise 1 s yapmak icin faz ilerletici bir denklestirici
tasarlaym. K degeri ne olmalidir? istenen kriterlerin saglandigini
gosterin.

Bir sistemin blok diyagrami sekildeki gibidir.

Referans
girisi, R(s) +

1 Cikis, C(s)
s(s+12)(s+1)

Gc: (‘5)

Baslangicta Ge(s) = 1°dir. Bu durumda birim basamak cevabin
asmas1 ve % 2 kriterine gore yerlesme zamani nedir? Bu sistemin
baskin kokleri i¢in maksimum agmanin en ¢ok % 10 ve yerlesme
zamaninin 1 s olmasi istenirse baskin kokleri nereye yerlestirmek
gerekir. Simdi baskin kokleri bu yere tasiyacak bir faz ilerletici
denklestirici tasarlayin. Sonug ne kadar basarili? Tartigin.

Bir sistemin blok diyagrami sekildeki gibidir.

Referans
girisi, R(s) 4 1 Cikas, C(s)
—_ G.(3)|— 57—
() s +25+1.25

1)  Oransal kontrol kullanilirsa birim basamak giris i¢in duragan
hatanin 0.01°den az olmasini saglayacak kontrolcii kazanci nasil
secilmelidir?
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il) Simdi de,

G.(s5)= K S+z,
s+ p,

alarak, kontrolcii kazancini 10 kat artirict etki saglayacak bir

faz-geriletici denklestirici tasarlaymm. Bu durumda duragan

hatanin 0.01°den az olmasini saglayacak K degeri nedir?

iii) Yukarida bulunan iki sistemin birim basamak cevaplarini elde
ederek karsilagtirin ve yorumlayn.

Birim geribeslemeli bir sistemin acik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagida verilmistir.

s+6
(s +12)(s* + 25 +2)

G(s)=K

1) K=K, icin duragan hata nedir?

ii) Yiizde asmanin % 10°dan kii¢iik, % 2 kriterine gore yerlesme
zamaninin 4 s’den kii¢lik olmasi i¢in K’nin degeri hangi sinirlar
icinde olmalidir?

iii) Bu sistem i¢in bir P/ kontrolcii tasarlayarak, hatanin duragan
degeri sifir yapilmak isteniyor. Yiizde agsmanin 0.1°e esit,
yerlesme zamaninin 4 s’den az olmasi i¢in bir P/ kontrolcii
tasarlayin.

Birim geribeslemeli bir sistemin agik c¢evrim transfer fonksiyonu
asagida verilmistir.
s+6

Clo)=% s(s +12)(s* +2s +2)

i) K =5 i¢in kapali ¢evrim kutuplarini bulun. Baskin kutuplarin
yerlerini dikkate alarak yiizde asma ve %2 kriterine gore
yerlesme zamanini bulun. Birim basamak giris i¢in duragan hata
nedir? Birim rampa giris i¢in duragan dinamik hata nedir?

i1)) Uygun bir faz-geriletici denklestirici tasarlayarak dinamik
hatay1 0.05’in altina azaltin.
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3.9

3.10

3.11

3.12

Birim geribeslemeli bir sistemin acik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagida verilmistir.

)= s(s+1)

K =2 i¢in sistemin birim basamak cevabini bulun. M, ve ¢, degerleri
nedir?

Bu sistem i¢in bir PD kontrolcii tasarlayarak birim basamak cevabin
maksimum agmasinin % 20’den kiigiik ve % 2 kriterine gore yerlesme
zamaniin 1 s’den kii¢iik olmasini saglayin.

Problem 3.9°daki sistem icin, verilen sartlar1 saglayacak bir faz
ilerletici denklestirici tasarlayin.

Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagida verilmistir.

G(s) = K(s+10)
(s+D(s+2)(s+38)

Bu sistemin birim basamak cevabinin asagidaki sartlari saglamasi
i¢in bir PID kontrolcii tasarlayin.

Yiizde asma < % 20
%2 kriterine gore yerlesme zamani < 1.5 s
Birim basamak duragan hata =0

Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagida verilmistir.

K(s+38)
(s? +25+2)(s +12)

G(s) =

Bu sistemin birim basamak cevabinin asagidaki sartlar1 saglamasi
icin bir faz-ilerletici-geriletici denklestirici tasarlaym.

Yiizde asma < % 10
%2 kriterine gore yerlesme zaman1 < 1 s
Duragan hata < 0.01
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Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagida verilmistir.
K

R R

Bu sistemin birim basamak cevabinin asagidaki sartlar1 saglamasi
i¢in bir faz-ilerletici-geriletici denklestirici tasarlayn.

Yiizde asma < % 10
%2 kriterine gore yerlesme zamani < 2 s
Duragan hata < 0.01

Problem 3.13’de verilen sistemin, asagidaki sartlar1 saglamasi i¢in
bir PID kontrolcii tasarlayin.

Yiizde asma < % 10

%2 kriterine gore yerlesme zamani <2 s

Birim geribeslemeli bir sistemin acik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagida verilmistir.

~ K
C s(s+2)(s +12)

G(s)

i) Birim basamak giris i¢in maksimum asamanin 0.10 olmasi
istenirse, baskin kutuplarin yeri, K ve % 2-yerlesme zamani
degerleri nedir?

ii) Bir PD kontrolcii tasarlayarak maksimum asmayi 0.10 degerinde
tutarak yerlesme zamanini yaridan fazla indirin.

Problem 3.15°de verilen sistemi bu defa faz-ilerletici bir denklestirici
tasarlayarak ¢oziin.

Birim geribeslemeli bir sistemin acik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagida verilmistir.
K

Y= TG
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3.18

i) Birim basamak giris icin maksimum asamanin 0.20 olmasi
istenirse, baskin kutuplarin yeri, K ve % 2 kriterine gore yerlesme
zamani degerleri nedir?

ii) Fazilerletici bir denklestirici tasarlayarak maksimum asmay1 0.20
degerinde tutarak yerlesme zamanini 2 s’nin altina azaltin.

Birim geribeslemeli bir sistemin acik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagidaki gibidir.
1
G(s)=—
s?+25+2

Faz ilerletici bir denklestirici tasarlayarak asagidaki kriterleri
saglaym. Bu durumda duragan hata ne olur?

Maksimum asma = % 16
Tepe zaman1 < 0.5 s
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BODE DIYAGRAMIYLA
KONTROL SISTEMI TASARIMI

Klasik kontrolde sistem tasarimi i¢in kullanilan baslica iki yaklagim
vardir. Bunlardan birisi daha 6nce Bolim 3’de incelenen yer egrisi
yontemidir. Bu yontemle tasarim yapilirken yerlesme zamani, tepe zamant,
yilizde agsma gibi gecici davranig kriterleri karsilanmaya calisilir. Yer egrisi
yontemi diisitk mertebeli sistemlerde oldukca kullanighidir. Ancak sistem
mertebesi yiiksekse baskin bir kutup eldesi olduk¢a zor olabilir ve sistem
cevabi diger kutuplar ve sifirlar tarafindan da kuvvetle etkilenebilir. Ikinci
yaklasim ise frekans cevabina dayanir. Yiiksek mertebeli sistemler icin bu
yaklasim daha kullanighidir. Frekans cevabi yontemlerinde, sisteme
siniisoidal bir girig uygulandiginda r — oo iken elde edilen duragan siniisoidal
cevabin genlik ve fazinin frekansla degisimi kullanilir. Bu yontemlerde
kazang payi, faz payi, bant genisligi, rezonans tepesi yiiksekligi gibi
performans kriterleri esas alinir. Daha 6nce Boliim 2’de tanimlar1 yapilan bu
kriterler burada daha ayrintili olarak ele alinacaktir. Frekans cevabi
yontemlerinde kullanilan tasarim kriterlerinin zaman bodlgesinde kullanilan
tasarim kriterleriyle bire bir iliskilendirmesi ikinci mertebe sistemler disinda
miimkiin degildir. Ancak yine de kabaca bir iliski kurulabilir. Frekans cevabi
yontemlerinin 6nemli bir istiinligii, sistemdeki giiriiltiintin, 6zellikle de
Ol¢iim sisteminden kaynaklanan giiriiltiiniin yok edilmesi i¢in Onlemler
alinmasina imkan vermesidir. Bir diger istilinliik ise, transfer fonksiyonu
bilinmeyen sistemlerin frekans cevabinin nisbeten kolaylikla deneysel olarak
belirlenebilmesi ve buna dayanarak kontrol sistemi tasariminin
yapilabilmesidir. Frekans cevabi yontemleriyle tasarim yapilirken, agik
cevrim transfer fonksiyonunun yapisi, tasarim Kkriterlerini saglayacak
bicimde ¢esitli denklestirici elemanlarla degistirilir ve buna dayanarak kapali
cevrim sistemin cevabinin 6zelliklerinin iyilestirilmesi saglanir. Bu boliimde
frekans cevabi yontemleri arasinda en yaygin olarak kullanilan, Bode
diyagramlar1 yontemi incelenecektir.
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4.1 Duragan Siniisoidal Cevap

Bir sistemin girisi x(#), ¢ikist da y(¢) olsun. Giris ve ¢ikis arasindaki
transfer fonksiyonu asagidaki gibi ifade edilsin.

_Y(@s) _NGs) 4.1
“O=% " D) 1

Burada N(s) transfer fonksiyonunun pay polinomu, D(s) ise sistemin
karakteristik polinomu olup, agsagidaki gibi tanimlanmstir.

D(s)=s"+a,s"" +--a,s+a, (4.2)

Bu sisteme genligi Xo ve frekansi @ olan siniisoidal bir giris
uygulansin. Girisin Laplace transformu,

X,

2

X(s)= 3
S+

(4.3)

oldugundan, ¢ikisin Laplace tranformu i¢in asagidaki ifade yazilabilir.

Y(s) = G(s)—2Xo_
STt 4.4)
i Ns) ( oX, ) *
(s=p)(s = p)(s = p;)(s = pI\s* +

Bu ifadede D(s) carpanlarina ayrilmistir. p; (i = 1, 2, ..., n) sistemin
kutuplaridir. Burada konunun kolay anlagilmasi igin sistem kutuplarimin
birbirinden farkli oldugu kabul edilmistir. (Bu varsayim elde edilecek
sonuglarin genelligini bozacak nitelikte degildir.) Transfer fonksiyonu
kismi kesirlerine ayrilirsa, denklem (4.4) a1, a» ve b; (i=1, ., n) kismi
kesir katsayilari cinsinden asagidaki hale doniistiirtilebilir.

V()= s 22
S+ jo s—jo 4.5)
bl b2 bn
+ + +-

S=pr S—D; S—P,
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Yukaridaki denklemin ters Laplace transform alinirsa, sistem cevabi
() agsagidaki gibi elde edilir.

(@) =ae " +a,e’” +be” +be” +...+b,e"" (4.6)

Eger sistem kararliysa biitiin kapali ¢cevrim kutuplarinin gergek
kisimlar1 negatif olacagindan denklem (4.6)’daki pe” (i=1,2, .., n)

terimlerinin hepsi ¢+ — oo iken sifira gider. Bu yiizden zaman sonsuza
giderken sistem cevabi asagidaki hali alir.

() =ae’” +a,e’” 4.7

Bu denklemde a; ve a» katsayilart kalinti (residue) teoreminden
asagidaki gibi bulunabilir.

a, = G(s)( ;"X 0 j(s + jw) =—X—‘?G(— jw) (4.8
L st +o —ls=—jo 2j

a = G(s)[%](s —jo| =260 (49)
L s +ow Jemjo 2j

G(jw) ve G(-jw) kompleks sayilar1 eksponansiyel formda asagidaki
gibi yazilsin.

G(jo)=|G(jw)|e’*” (4.10)
G(—jw) =|G(—jw)e " =|G(jw)e "  (4.11)

Yukaridaki esitliklerde |G(jw)| ve ¢(w) sirastyla G(jw) kompleks
sayisinin biiyiikliik ve faz agis1 olup, asagidaki gibi tanimlidir.

G(jo)| = [Re G(je)]* +[Im(G( )]’ (4.12)

$(@)=/G(jo) = tan ' [Im(G(jw)/Re G(jo] (4.13)

Denklemler (4.10) ve (4.11), 6nce deklemler (4.8) ve (4.9)’da yerine
koyulur, bu sekilde bulunan a; ve a,’nin ¢6ziimleri denklem (4.7)’de yerine
koyulursa agagidaki ifade bulunur.
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pllerp@] _ -ilorgo)]
¥(1) =X, |G(jo)| 2/ (4.14)

Diger yandan Euler formiiliinden,

e/’ =cos@+ jsin @ (4.15)
e/’ =cos@— jsin @ (4.16)
ya da,
Jjo _ —jo
sinﬁz% (4.17)
J

oldugu dikkate alinirsa, y(7) asagidaki gibi elde edilir.
W) = Xo|G(jo)|sin[wt + p(w)]= Y, sin[ot + p(w)]  (4.18)

O halde sistemin siniisoidal girise olan duragan cevabi, zorlama
frekansiyla ayni frekansa sahip, ama girise gore ¢ w) kadar faz farki olan, Yo
genlikli bir siniis fonksiyonu bi¢gimindedir. Cikis ve giris genliklerinin orani
ve faz farki asagidaki denklemlerle tanimlanmugtir.

Yo i 41
X, IG(jo)| (4.19)
H(@) =/ G(jw) (4.20)

Denklemler (4.19) ve (4.20) ile verilen genlik orani ve faz agisinin
 frekansiyla degisim bigimine sistemin frekans cevabi denir. Faz agisi
negatifse bu duruma faz gerilemesi, pozitifse faz ilerlemesi denir. Bir
sistemin frekans cevabi 6zellikleri o sistemin dinamigine iliskin tiim bilgileri
igerir. Hatirlanacagi gibi herhangi bir periyodik fonksiyon Fourier serisi
halinde siniis ve kosiniis fonksiyonlari ile ifade edilebilir. Periyodik olmayan
fonksiyonlar ise Fourier integraliyle yine harmonic bilesenlere
aynistirilabilir. Dolayisiyla sistemin sinlis fonksiyonuna olan cevabi
biliniyorsa, herhangi bir girise olan cevabi da siiperpozisyon prensibini
kullanarak bulunabilir.
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4.2 Frekans Cevab1 Analizinde ve Tasariminda Kullanilan Yontemler

Frekans cevabi analizinde agik ¢evrim transfer fonksiyonunun
duragan sintisoidal davranist kullanilir. Denklem (4.19) ile verilen genlik
oraninin ve denklem (4.20) ile verilen faz agisinin @ freansiyla degisimi
incelenir. Bu degisimlerin gdsterimi i¢in asagidaki ii¢ grafikten birisi
kullanilir.

1) Nyquist diyagrami
ii) Nichols diyagrami
iii) Bode diyagramlari

Bu diyagramlarin hepsi ayni bilgiyi igerir. Sadece sunum ve
kullanim sekilleri farklidir.

Nyquist diyagrami G(jw) 'nin biyiiklik ve faz acisimin polar

grafigidir. Tek bir grafikten olusur. @ frekanst 0’dan o’a kadar
degistirilirken yatay eksende Re[G(jw)], diisey eksende ise Im[G(jw)]
cizilir. Dolayisiyla orijinden egri lizerinde herhangi bir @ degerine karsilik
gelen noktaya bir vektdr ¢izildiginde, bunun boyu G(j®) nin
biyiikliiglinii, gergek eksenle yaptigi ag1 ise G( jw) 'nin faz agisini verir.

Nichols diyagrami ise G(j@) 'nin bilyiikliigiiniin dB olarak diisey

eksende, faz agisinin ise derece olarak yatay eksende gosterildigi tek bir
grafiktir.

Yukaridaki grafiklerden en yaygin olarak kullanilani ve kontrol
sistemleri ders kitaplarinda en ¢ok yer alani ise Bode diyagramlaridir. Bode
diyagramlar1 iki diyagramdan olusur. Diyagramlardan birisi logaritmik bir
1skala olan dB cinsinden ifade edilen genlik oranina karsi, frekans @’'nmn 10
tabanina gore logaritmasinin ¢izildigi biiyiikliik  diyagrami’dir. Faz
diyagrami denilen ikinci grafikte ise faz agisina kars1 @’nin 10 tabanina gore
logaritmasi ¢izilir. Bilyiikliigiin dB olarak tanimi asagidaki gibidir.

|G(jw)|=20log ,|G(jw)| dB (4.21)

Bode diyagramlari bir sonraki boliimde verilen kurallari kullanarak
kabaca elle ¢izilebilecegi gibi, MATLAB gibi yazilimlar1 kullanarak
hesaplama yoluyla da ¢izilebilir. Elle ¢izim kurallarinin bilinmesi tasarim
asamasinda alinacak dnlemlerin etkilerinin tahmini a¢isindan ¢ok 6nemlidir.
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Bode diyagramlariyla analiz ve tasarim yapmanin istinliikleri
asagidaki gibi sayilabilir.

a)

b)

d)

g)

Bode  biyiiklik  diyagraminda  logaritmik  eksenler
kullanildigindan transfer fonksiyonundaki ¢arpanlarin grafikleri
bagimsiz olarak g¢izilebilir ve bunlar toplanarak tiim transfer
fonksiyonunun biiyiikliik diyagrami kolaylikla elde edilir. Bu
ylizden yiliksek mertebeli sistemlerle kullanimi kolaydir. Bu
0zellikten dolayi ardisik sistemlerin Bode diyagramlari, bunlarin
diyagramlarimi toplayarak elde edilir.

Transfer fonksiyonunun faz diyagrami da ¢arpanlarin grafigini
ayr1 ayri gizilerek ve bunlari toplayarak elde edilir.

Bode diyagramlar1 yaklasik olarak asemptotik dogrular
kullanarak elle ¢izilebilir. Cizim kurallar1 ¢arpanlarin etkilerini
ortaya koydugundan, tasarim sirasinda transfer fonksiyonuna
eklenen denklestirici carpanlarinin, biiyiiklik ve faz
diyagramlarinin sekillerini nasil etkileyecegi ongoriilebilir.

Bode diyagramlari deneysel olarak bulunabilir. Asemptotik
Bode diyagramlarinin egim ve kose frekans ozelliklerinden
yararlanarak, deneysel olarak elde edilmis frekans cevabi
egrilerinden sistem tanimlamasi yapilabilir, sistemlerin transfer
fonksiyonlari elde edilebilir ve kontrolcii tasarimi yapilabilir.

Kullanilan logaritmik 1skala dolayisiyla Bode diyagramlari ¢ok
disiik frekanslardan ¢ok yiiksek frekanslara kadar genis bir
frekans araligini kapsayabilir.

Kazang payi, faz payi, gegme frekansi, kesme frekansi gibi
frekans cevabi analiz ve tasariminda kullanilan kriterler, agik
cevrim transfer fonksiyonunun Bode diyagramlarindan kolayca
bulunabilir.

Rezonans frekanslari, rezonans tepe yliksekligi, bant genisligi,
herhangi bir zorlama frekansina sistemin duyarliligi gibi
ozellikler, kapali ¢evrim transfer fonksiyonunun Bode
diyagramlarindan elde edilebilir.
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h) Bode diyagramlari kullanildiginda kontrol sisteminde olabilecek
yiiksek frekansli giiriiltiiyii filtrelemek icin alinmasi gereken
onlemler kolaylikla belirlenebilir.

i) Cevrim kazancinin degistirilmesi Bode biyiikliik diyagramimin
seklini degistirmeden sadece diisey yonde kaymasina sebep olur.
Kazang degisikligi faz diyagramini ise etkilemez.

j)  Yukarida sayilan ozellikler dolayisiyla, Bode diyagramlar
kullanarak kontrol sistemi tasarimi olduke¢a kolaydir.

Sekil 4.1 - Sekil 4.3’de, yukarida sozii edilen diyagramlarin
goriiniimii hakkinda fikir vermek amaciyla, transfer fonksiyonu

s+3

“) = DG 2)

olan bir sistemin MATLAB yazilimiyla ¢izilen Nyquist, Nichols ve Bode
diyagramlari sirasiyla verilmistir.

0.5

Im G(jw)
)
I
8
S
I
S

-0.5 0 0.5 1 1.5 2
Re G(jw)

Sekil 4.1
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Biiyiikliik, dB

Biiyiikliik, dB

Faz Acisi, Derece

-60 -30 0
Faz agisi (derece)

Sekil 4.2

-10

-15

-20

0.01

0.1 1 10
 (rad/s)

0.1 1 10
o (rad/s)

Sekil 4.3
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4.3 Bode Diyagramlarinin Elle Cizilmesi

Bode diyagramlarmin elle ¢izilme kurallarinin  bilinmesi,
kullanilacak denklestiricilerin etkilerini bilgisayara gerek kalmadan 6nceden
tahmin ve degerlendirme agisindan dnemlidir. Deneysel yollarla elde edilmis
olan Bode diyagramlarindan transfer fonksiyonlarinin ¢ikarilmasi ig¢in de bu
kurallarin bilinmesine gerek vardir. Asagida ayrintilar1 verilecek olan
asemptotik egriler kisa stirede kolaylikla cizilebilir, bunlardan sistemlerin
marjinal kararlilik durumlari, duragan ve gecici davranislarinin
iyilestirilmesi ig¢in kullanilmas1 gereken denklestiriciler kolaylikla
belirlenebilir.

Lineer bir sistemin a¢ik ya da kapali transfer fonksiyonu iki polinom
orani biciminde olup, bu polinomlarin kokleri cinsinden asagidaki gibi
carpanlara ayrilabilir.

_ A4 () A, (5).. 4, (5) (4.22)
B, (s)B,(s).. B, (s)

T(s)
Frekans cevabi transfer fonksiyonu ise bu ifadede s yerine jw
koyarak elde edilir.

4,0 4,(j@).. 4, (o) (4.23)
B,(j)B,(jo).. B, (jo)

T(jw)=

Yukaridaki ifadede 7(jw) ve esitligin sagindaki ¢arpanlarin her biri
birer kompleks sayidir. 7(jw) kompleks sayisinin biyiikliigli ¢arpanlarin
buyiikliikleri cinsinden asagidaki gibi ifade edilebilir.

_ ‘Al (]a))HAz(Ja))HAm (Ja))‘ (4.24)
|B,(jw)| B, (jw)|..|B,(j)

T(jw)

Denklem (4.24)’lin 10 tabanina gore logaritmasi alinip, denklemin
iki tarafi 20 ile ¢arpilirsa agsagidaki denklem bulunur.

201log 1|7 (jw)| = 201og | 4, (j@)| + 20 log 10‘A2 (jo) \ +..+20log 4|4, ()|

+ 20log ,,

0 lo _ ..
2108, o)

B, (jw)
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Bu denklemde biitiin biiyiikliikkler dB cinsinden ifade edilmistir. O
halde 7(jw)’'nin dB cinsinden biiyiikliigiiniin @ ile degisim grafigini elde
etmek i¢in her bir carpanin dB cinsinden biiyiikliigliniin @ ile degisim
grafigini ¢cizmek ve bunlar1 toplamak yeterlidir. Uygulamada @ ekseninde
(yatay eksen) lineer degil, 10 tabanina gore logaritmik iskala kullanilir. Bu
1skalada herhangi bir frekansla bunun 10 kat1 olan frekans arasinda kalan
frekans araligina onluk denir. Logaritmik iskalada bir onlugun uzunlugu
baslangic ve bitis frekanslarindan bagimsiz ve aynidir. Yatay olan ®
ekseninde her onluk artisinda frekans 10 kat artar. Biiyiikliik 10 kat arttiginda
ise biiyiikliik diyagramindaki dB degeri 20 dB artar.

Denklem (4.23) ile verilen 7(jw) kompleks sayisinin faz agisi
carpanlarin agilar1 cinsinden asagidaki gibi ifade edilebilir.

T(jo)y=/A(jo)+ /4,(jo) +-+ /A4,(jo)
/B (jo)-/B,(jo)=- =/ B,(jo)

Denklem (4.26)’dan goriildiigii gibi, 7T(jw)’nin faz agisi, transfer
fonksiyonunun payindaki ¢arpanlarin faz acilarmi  “+”  isaretiyle,

paydasindaki ¢arpanlarin faz agilarini ise “—* isaretiyle toplayarak elde edilir.

(4.26)

Denklem (4.26), T(jw)’nin ¢arpanlar1 cinsinden asagidaki gibi de
ifade edilebilir.

Ir(jo)= A(o)+/4,(jo)+-+ [4,(jo)

+ ! + ! +e+ !
B, (jw) B, (jw) B,(jo)

O halde T(jw)’nin agismin @ ile degisim grafigini elde etmek igin
her bir ¢arpanin agisinin @ ile degisim grafigini ¢izmek ve bunlar1 toplamak
yeterlidir.

(4.27)

Herhangi bir transfer fonksiyonunun c¢arpanlart asagidaki dort
formdan biri gibi olabilir.

a) Sabit kazang, K
b) Orijinde, katli veya katsiz sifir veya kutuplar, s

¢) Gergek, kath veya katsiz sifir veya kutuplar, (Ts +1)*"
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d) Kompleks, kathh veya katsiz sifir veya kutuplar,
(T°s* +26Ts +1)""

Eger bu carpanlarin biiytikliik ve faz grafikleri ¢izilirse, herhangi bir
transfer fonksiyonunun biiylikliik ve faz grafikleri bunlar cinsinden
olugturulabilir. Asagida her bir tip carpanin biiyiiklik ve faz grafikleri
cizilecek ve Ozellikleri ortaya koyulacaktir.

i) Sabit kazang, K

Transfer fonksiyonunda K gibi bir kazang ¢arpani varsa, bunun dB
cinsinden biiyiikliigii ve derece biiylikliiglinden faz acis1 asagidaki gibidir.

dB cinsinden |K| =20log,, K (4.28)
Derece cinsinden /K = 0° (4.29)

K carpani i¢in Bode diyagramlar1 Sekiller 4.4 ve 4.5’de verilmistir.

40 20logiolK]

[\
S

Biiytikliik, dB

0.1 1 10 100
o (rad/s)

Sekil 4.4

Faz Acisi, Derece

-180
0.1 1 10 100
 (rad/s)

Sekil.4.5
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ii) Orijinde sifir veya kutuplar, s

Eger transfer fonksiyonunda s*” gibi bir carpan varsa, bunun dB
cinsinden biiyiikliigii asagidaki gibidir.

=201og y|(j) "

dB cinsinden ‘( jo)™" (4.30)

= i20m10g10|ja)| =1+20mlog,, w

Bu ifadeden gorildiigl gibi, eger w-ekseni i¢in logaritmik 1skala
kullanilirsa, dB cinsinden biiyiikliige kars1 @ egrileri + 20m dB/onluk egimli
dogrulardir. @ =1 oldugunda bu dogrularin hepsi 0 dB noktasindan geger.
Sekil 4.6°da s’nin iissiiniin + 1 ve £ 2 oldugu durumlar i¢in biiyiiklik egrileri
verilmistir.

+ . . - RTIT
s™™ carpaninin derece cinsinden faz agis1 asagidaki gibidir.

/(o)™ =+m90° 4.31)

Bu ¢arpanin faz egrileri yatay olup, iissiin + 1 ve £+ 2 degerleri igin
Sekil 4.7°de goriilmektedir.

40
|
_—
()
20
g ns
é 0 [0
=
E» o)
20
)|
-40
0.1 1 10 100

o (rad/s)
Sekil 4.6
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270
180
o [i®
§ 90
o)
@)
= 0
5
<
N -90 =
[s]
= (1)
J
-180 :
270 [y
0.1 1 10 100
w (rad/s)
Sekil 4.7

iii) Gergek sifir veya kutuplar, (Ts +1)*

Eger transfer fonksiyonunda (75 +1)*? gibi bir ¢arpan varsa, bunun
dB cinsinden biiylikliigl asagidaki gibidir.

=+20glog (V1+T @  (4.32)

Bu ifade @wT"nin 1’den ¢ok kiiciik ve ¢ok biiyiik oldugu hallerde
asagidaki asemptotlara yaklasir.

dB cinsinden ‘(jTa) +1)*

+20glog,,V1+T @’ =0 dB  (@l'<<1) (4.33)

+20glog,, V1+T & = +20qlog,,(oT)dB (wI'>>1) (4.34)

Bu asemptotlar {isstin £ 1 ve = 2 oldugu haller i¢in Sekil 4.8’de
verilmistir. Asemptotik egriler iissiin biitiin degerleri i¢in w= 1/T degerine
kadar 0 dB olarak gelmekte, oradan itibaren £ 20g dB/onluk egimle, iis ‘+’
isaretliyse yukar1 dogru, ‘—* isaretliyse asagi dogru devam etmektedir. Bode
diyagramlar1 elle c¢izilirken denklem (4.32) ile tanimlanan gercek egriler
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40
1(1+ iTw)
20 + Y |1+_]T(4
o
/B
QS
g 57
=R s
2 R
> 20
=1
a @/O’”Hé ]
20 z
: %. 1+ jTe)
i / 09/0
(J+)To) i
-40
0.01/T 0.1/T T 10/T 100/T
w (rad/s)
Sekil 4.8

degil, asemptotlar kullanilir. Bunun sonucu maksimum hata @ = 1/7°de
asagidaki gibidir.

+20glog,,v1+1=13g dB (4.35)

(Ts +1)*? garpaninin faz acis1 ise asagidaki gibidir.

/(1 + joT)* =+qtan™" (T (4.36)

Bu aginin degeri o= 1/T iken £¢45°, @I’ nin degeri 1’den ¢ok kii¢lik
ve ¢ok biiyiikken ise asagidaki asemptotlara yaklasir.

J(1+ joT)* =0° (<< 1/T) (4.37)
[+ joT)™ =£¢90°  (0>> 1/T) (4.38)

Sekil 4.9°da tssiin + 1 ve + 2 degerleri igin asemptotik faz agisi
egrileri goriilmektedir. Ayrica fikir vermek amaciyla * 2 icin gergek egriler
de verilmistir.

Sekil 4.8 ve 4.9°da asemptotlarin kesistigi freknslara kose
frekanslar1 denir.
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270
[t jaity?
180 ‘
I e e e e e
§ %0 e /<
=B e e R === (el
= 0 szzzooooTe |
B e I R L ] B e \/_1+ Jjar
N 90 S —
=~ \\‘~
-180 ] —=
[ (It jel)
270 ar
0.01/T 0.1/T 1/T 10/T 100/T
 (rad/s)
Sekil 4.9

iv) Kompleks sifir veya kutuplar, (T%s* +2¢Ts +1)*"

Frekans o, ,

1
w, =— 4.39
" T (4.39)

olarak tanimlanir ve s = jw yerine koyulursa bu ¢arpan asagidaki standart
forma doniislir. Burada karesel kisim yazim kolayligi icin “KF” olarak
tanimlanmustir.

2 +r
{H (2] } _ &y @40
(4]

n n

Bu terimin dB cinsinden biiyiikliigii asagidaki gibidir.

P 2
= +20rlog {1—(2M £ (32
a)n a)n

(4.41)

dB cinsinden ‘(KF )
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Bu ifade o << @, ve ® >> @, oldugu durumlarda asagidaki
asemptotlara yaklasir.

o << @, i¢in:

2

2
+207log |, 1—(ﬂj +(
0]

n

2
202 —420rlog , 1=0 dB  (4.42)

n

w>> w, i¢in:

2 2
2
+20rlog 1—(ﬁj (252 =i40rlog10(ﬂJ dB (4.43)
w

n n n

Bu esitlikliklerden anlasilacagi gibi, biitlin » degerleri icin egriler 0
dB degerinden baslayarak saga dogru gelir. Eger yatay eksen (@/w,) olarak
degistirilirse, /@, = 1’de 0 dB noktasindan gegen 407 egimli asemptotlara
giderler. Sekil 4.10’da denklem (4.41) kullanilarak cizilen gercek egriler
tssiin -1 olmast hali icin verilmistir. Aym grafikte asemptotlar da
goriilmektedir. Soniim oran1 ¢ 'nin degerine bagl olarak 6zellikle o/@, = 1
dolayinda aseptotlarla gergek egriler arasinda biiylik farklar vardir. Ancak
kontrol sistemlerinin tasariminda rezonans tepelerinden kagimnmak igin
séniim oran1 0.5-0.8 gibi degerlerde tutulur. (Ornegin, ikinci mertebe
sistemde ¢ =1/ V2 ’den biiyiikse rezonans tepesi olusmaz.) Boyle bir caligma
durumunda ise asemptotlar gercek egriler yerine kullanilabilir. Bu yiizden
elle cizilen Bode diyagramlariyla kontrol sistemi tasarlanirken aseptot
egrilerinin kullanilmasi yeterlidir. Sekil 4.11°de iissiin = 1 ve + 2 degerleri
icin ¢izilmis asemptotik biiyiiklik egrileri goriilmektedir.

Denklem 4.40 ile verilen karesel formun faz agis1 asagidaki gibidir.

2(w/ w,) }

ol (4.44)

(KF)* =4r tan{

Sekil 4.12°de bu denklem kullanilarak ¢izilen gercek egriler tissiin —1 oldugu
durum i¢in goriilmektedir. Uygulamalarda ¢ 'nin degeri 0.5 - 0.7 dolayinda

tutuldugundan, elle yapilan ¢izimlerde bu egriler yerine yaklasik asemptotik
egriler ¢izilir. Denklem (4.44)’den,
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w=0i¢in [(KF)" =0 (4.45)
o= w,igin [(KF)" =+r90° (4.46)
o= igin [(KF)™ =+r180° (4.47)

oldugu goriilmektedir. Asemptotik egriler ¢izilirken kural, @/@,’nin 1/5’inin
sol tarafinda 0° degerinde yatay bir asemptot, @ /@w,’nin 5 katinin sag
tarafinda ise 2r180° degerinde yatay bir asemptot kullanilir. Ikisinin aras1 ise
bir dogru ile birlestirilir. Sekil 4.13°de karesel formun issiiniin + 1 ve £+ 2
degerleri icin ¢izilmis asemptotik faz egrileri verilmistir.

0

A
O

Faz Acisi, Derece
1
O
o

-135

-180
0.01

540
(K

360
5
2 180 ——
A 1K
z 0 |
a _
N -180
<
S

-360 ,

(KFY
-540
0.01 0.1 1 10 100

/o,

Sekil 4.13
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Ornek 4.1:

Transfer fonksiyonu asagida verilen sistemin Bode diyagramlari
¢izilsin.
40(s +2)

G(s)= - (4.48)
s(s+4)(s” +7s+49)

Bu boliimde verilen ¢izim kurallarindan yararlanabilmek i¢in dnce
verilen transfer fonksiyonunun carpanlarinin bu bélimde kabul edilen
standart carpan formatlarma dontstiiriilmesi gereklidir. Yani gercek ve
kompleks sifir ve kutuplara ait ¢arpanlar, sabit terimleri “1”* olacak bicimde
yazilmalidir. Bunu saglamak igin transfer fonksiyonunun payr 2, paydasi
4x49 parantezine alinirsa, denklem (4.48) asagidaki hale dontisiir.

40x2(;+1)
o] 5]
ool
(o)) 2]

Simdi ¢arpanlar ayr1 ayri incelenip bilyiiklik egrilerinin asemptot
ozellikleri belirlenebilir.

G(s) =

(4.49)

Sabit kazang, K:
K=0.408 20log 0.408 =—7.79 dB
Orijinde kutup, s
®=1iken 0 dB Egim = -20 dB/onluk
Gergek sifir, [(s/2)+1]:
Kose frekanst = 2 rad/s
<2 iken 0 dB > 2 iken egim = 20 dB/onluk
Gergek kutup, [(s/4)+1]:
Kose frekanst = 4 rad/s
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w<4iken 0 dB

@ >4 iken egim = -20 dB/onluk

Kompleks kutup, [ (s/7)* +(s/7)+1]:

Carpanlara ait biiyiikliik egrileri Sekil 3.14’{in {ist yarisinda bir arada

Kose frekanst = 7 rad/s

o <7iken 0 dB

@27 iken egim = -40 dB/onluk

goriilmektedir. Seklin alt yarisinda ise bunlarin toplami, yani |G( ja))|

verilmistir.

40

|[(jw/;+l]/

[\
S

/

1

fgara 1

Biiyiikliik, dB
()

%]

)
S

T

40

N
S

[\*]
S

Biiyiikliik, dB
()

)
S

0.1

10
w (rad/s)

Sekil 4.14
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Sekil 4.14°de st yandaki egrilerin toplamimi alirken, carpan
grafiklerinin sol taraflarindaki baslangic degerlerini toplayarak toplam
egrinin baslangic degerini bulmak, bir sonraki kose (kirilma) frekansina
kadar egimlerin toplamina esit bir egimle saga dogru gitmek, bu islemi her
kose frekansina geldikce tekrarlayarak toplam egrinin sag ucuna varmak en
kolay yoldur.

Simdi de transfer fonksiyonundaki carpanlarin faz egrilerinin
asemptot 6zellikleri belirlensin.

Sabit kazang, K:

[K=0°

Orijinde kutup, s

Faz agis1 sabit ve -90°

Gergek sifir, [(s/2)+1]:
Kose frekanslart = 0.2 ve 20 rad/s
@< 0.2 iken 0° @ > 20 iken 90°

Gergek kutup, [(s /4)+ 1] :
Kose frekanslar1 = 0.4 ve 40 rad/s
< 0.4 iken 0° w > 40 iken -90°
Kompleks kutup, [ (s/7) +(s/7)+1]:

Kose frekanslari = 1.4 ve 35 rad/s
w< 1.4 iken 0° w> 35 iken -180°

Sekil 4.15%in Gst kisminda her bir ¢arpanin faz egrisi, alt kisminda
ise bunlarin toplami, yani / G(jw) verilmistir.
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90

Faz Agisi, Derece

[Gl@)

-180

Faz Acisi, Derece

-270

-360
0.1 1 10 100

w (rad/s)

Sekil 4.15

4.4 Bode Diyagramlarinin MATLAB Yardimiyla Cizilmesi

MATLAB yaziliminin Control Toolbox’inda yer alan bode komutu
verilen transfer fonksiyonu i¢in Bode diyagramlarini ¢izer. Bunun i¢in dnce
transfer fonksiyonunun tf komutuyla olusturulmasi gerekir. Kullanim sekli
asagida bir ornekle gosterilmistir.

g=tf([12],[1521)])
bode(g)

Bu iki komut g’yi asagidaki gibi tanimlar ve Bode diyagramlarini
gizer.
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s+2
= 4.50
g s 4552 +25+1 (4:50)

4.5 Bode Diyagramlar: ve Kararhhk

Sekil 4.16°daki gibi bir kapali ¢evrim kontrol sistemi olsun. Bu
sistemin karakteristik polinomu asagidaki gibi ifade edilebilir.

1+G(s)H(s)=0 (4.51)
ya da,
G(s)H(s)=-1 (4.52)

Eger karakteristik polinomum kokii sanal eksen iizerindeyse, yani
sistem marjinal kararlysa, denklem (4.52) asagidaki hali alir.

G(jo)H(jo)=-1 (4.53)

Yukaridaki denklemin sol tarafi kompleks bir say1 oldugundan,
biiyilikliik ve faz agis1 i¢in asagidaki esitlikler yazilabilir.

|G(jw)H (jw) =1 (4.54)
2010g ,,|G(j@)H(je)| =0 dB (4.55)
/G(jw)H(jw)=-180" (4.56)

Denklemler (4.55) ve (4.56) marjinal kararli bir sistemin sanal
eksenindeki kokii icin (s = jw) agik g¢evrim transfer fonksiyonunun

biiyiikliigtiniin 0 dB, faz acisinin ise -180° oldugunu gostermektedir. Boyle
bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonunun Bode diyagramlari 6rnek

Referans
girisi, R(s) +/ C)

Cikis, C(s)

H(S) |

Sekil 4.16
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olarak Sekil 4.17 (a)’da verilmistir. Bu sekilde, biiytikliikk egrisinin 0 dB
degerini gectigi frekansta faz egrisi -180° degere sahiptir.

Kararli bir sistemde ise biiyiikliik egrisinin 0 dB degerini kestigi
frekans, faz egrisinin -180° oldugu frekansin solundadir. Bu durum Sekil
4.17 (b)’de gosterilmistir.

Sekil 4.17 (c)’de ise kararsiz bir sistemin agik ¢evrim transfer
fonksiyonunun Bode diyagrami goriilmektedir. Bu durumda biiyiikliik
egrisinin 0 dB degerini kestigi frekans, faz egrisinin -180° oldugu frekansin
sagindadir.

20

Biiyiikliik, dB

Faz Agisi, Derece
®
S

0 100

Biiyiikliik, dB

¥
S
B
0
e
&

Faz payl_

Faz Agisi, Derece
o
S

0.1 e 10 100
 (rad/s)

(b)
Sekil 4.17-1
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Sekil 4.17-2

4.6 Duragan Davrams ve Bode Diyagramlari

Bu kisimda dnce kontrol sistemleriyle ilgili temel kitaplarda yer alan
hata katsayilar1 konusu ¢ok kisaca ozetlenecektir. Sekil 4.16’daki gibi bir
kontrol sistemi verilmis olsun. Bu sistemin duragan hatasi asagidaki gibidir.

s—0

. L 1
e, = 111_1)}) sE(s)=1m S(—l N G(s)H(s)JR(S) (4.57)

Basamak, rampa ve parabolic girislerin Laplace transformlari
sirastyla R(s)=R/s, R(s)=a/s>, R(s)=f/s* olduguna gore, duragan
hata degerleri sirasiyla asagidaki gibi elde edilir.

Basamak giris:

e, = K __R (4.58)
R S htr}) G(s)H(s) 1+K, '
Rampa giris:
L@ _a 4.59)
» lirrolsG(s)H (s) K, '
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Parabolik giris:

)
SS lvirglszG(s)H(s) K,

(4.60)

Yukaridaki denklemlerde gecen K,, K, ve K, terimleri sirasiyla
pozisyon hata katsayisi, hiz hata katsayis1 ve ivme hata katsayis1 olarak
anilir. Bu denklemlerdeki duragan hatalarin sifir olmasi i¢in sirasiyla K, K,
ve K, katsayilarinin sonsuz olmasi gereklidir.

Agik cevrim transfer fonksiyonu asagidaki gibi ¢arpanlarina
ayrilarak yazilabilir.

(s+z)(s+2y)...(s+2,)
sM(s+p)s+py).(s+p,)

G(s)H(s) = (4.61)

Bu ifadede de N sistemin tipini belirleyen tip numarasidir.
Yukaridaki girigler i¢in duragan hatanin sifir olmas1 N degerinin asagidaki
sartlar1 saglamasina baglhdir.

Basamak giris icin: N=>1
Rampa giris i¢in: N22
Parabolik giris i¢in: N23

O halde basamak giris i¢cin duragan hatanin sifir olmasi isteniyorsa,
acik cevrim transfer foksiyonunun paydasinda en az bir s ¢arpani olmali, yani
acik ¢evrim transfer fonksiyonunun Bode biiyiikliik diyagrami sol taraftan
—20 dB/onluk ya da daha dik bir egimle gelmelidir. Rampa giris i¢in bu egim
en az —40 dB/onluk, parabolic giris i¢in ise en az —60 dB/onluk olmalidir.

Tip 1 sistemlerde acik cevrim transfer fonksiyonunun Bode
biiylikliik diyagram diisiik frekanslarda -20 dB/onluk egimle gelir. Bunun
asemptotunun 0 dB degerini kestigi frekans degeri K,’ye esittir. Bu ifadenin
dogrulugu asagidaki gibi ispat edilebilir. K,’nin degeri s — 0 iken, yani @
cok kiiciik degerlere giderken K, = ﬁgloSG(S)H (s) ifadesiyle verildigine

gore, s = jw olarak yerine koyulursa,

ﬁ =G(jo)H(jo) (w cok kiigiik) (4.62)
jo
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ya da,
K : . -
20 log (—VJ =20log,, G(jw)H(jw) (@ ¢ok kiiciik)
jo
(4.63)

Bu denklem kii¢lik ® degerleri varsayimiyla yani sol taraftan gelen
—20 dB/onluk asemptot iizerinde gegerlidir. @ = 1 alindiginda,

20log,, K, =20log,, G(jo)H(jw) (4.64)

elde edilir. O halde agik ¢evrim transfer fonksiyonunun @ = 1 frekansindan
gectigi noktadaki biyiiklik degeri 201log,, K, kadardir. Bu noktada aseptot

egimi —20 db/onluk olduguna gore, asemptotun 0 dB degerini kestigi yerdeki
frekans @, ise, asagidaki ifade yazilabilir.

0dB—-20log, K,

log, », —log ;1

-20 (4.65)

yada, 20log,, K, =20log ,, ®, oldugundan asagidaki sonu¢ bulunur.
K, =0, (4.66)

Tip 2 sistemlerde ise biiyiikliik egrisi sol taraftan —40 dB/onluk
egimle gelir. Bu egrinin asemptotunun 0 dB degerini kestigi frekans K,
degerini verir. Bu 0zellik yukaridakine benzer bir yol izleyerek ispat
edilebilir.

4.7 Bode Diyagramlarinda Biiyiikliik ve Faz Arasindaki iliski

Kompleks diizlemin sag tarafinda sifirn ya da kutbu olmayan
sistemlere minimum fazli denir. Bir sistemin kompleks diizlemin sag
tarafinda sifir ya da kutbu varsa o sisteme non-minimum fazli denir. Non-
minimum fazl bir sistemin biitiin kutuplar1 kompleks diizlemin sol tarafinda,
yani sadece bazi sifirlar diizlemin sag tarafinda ise, bu sistem hala kararlidir.
Ancak yer egrisi yonteminde bahsedildigi gibi, acik ¢evrim kazanci
artirlldigina yer egrisinin bazi kollar1 sag taraftaki sifirlara dogru
gideceginden boyle bir sistem kolaylikla kararsiz hale gelebilir. Bu yilizden
kontrol sistemlerinde non-minimum fazli sistemlerden kacinilir.

Biri minimum fazli, digeri non-minimum fazli iki sistem olsun.
Bunlarin kutuplari ayni, sifirlarindan bazilari ise birinde kompleks diizlemin
solunda iken digerinde bunlarin sanal eksene gore simetrigi olacak sekilde
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diizlemin sag tarafinda olsun. Bu iki sistemin biiyiiklilk Bode diyagramlari
birbirinin aynidir. Faz diyagraminda ise herhangi bir frekansta minimum
fazli sistemin faz acis1, non-minimum fazli sistemin faz acisindan daha azdir.
Ornek olarak asagidaki iki sistemi ele alalim.

s+1
G = 4.67
1(5) 105 +1 (4.67)
s—1
G = 4.68
2(9) 10s +1 ( )

Bu sistemlerin biiyiikliik diyagramlar1 bir birinin ayn1 olup Sekil 4.
18‘deki gibidir. Faz diyagramlar1 ise Sekil 4.19°daki gibi bir birinden
farklidir. Minimum fazli sistemin faz diyagrami, non-minimum fazlinin
altindadur.

’ T

N
m
o
) )\
= -10
- 5 : i
2 GGl (G \
2 N
220 \\
0.001 0.01 0.1 1 10 100
o/,
Sekil 4.18
180
5“ 90 \<
a \
< 0
N
<
{GI(J@)
-90
0.001 0.01 0.1 1 10 100

@/,
Sekil 4.19
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Minimum fazli sistemlerde biiyiikliikk ve faz birbiriyle iliskilidir.
Bode diyagrami egrilerinden birisi verilmisse digeri ondan elde edilebilir. Bu
nedenle deneysel olarak elde edilmis bir Bode biiyiikliik diyagramindan
minimum fazli sistemlerin transfer fonksiyonlarinin  ¢ikarilmasi
miimkiinddir.

Transfer fonksiyonlar asagida verilen iki kararli sistem olsun.

[TG+zp]Jes+2)

Gy (s)=">

(n=m+r) (4.69)

n

H(S+pi)

i=l1

[Te+z)[Te-2)
k=1

G,y (s) =12

(n=m+r) (4.70)

n

[Ts+r)

i=1

Yukaridaki denklemlerde p;, z; ve z, pozitif degerlerdir. Birinci

sistem minimum fazlidir. Sanal eksenin sol tarafinda i sayida kutbu ve j + r
sayida sifir1 vardir. Ikinci sistem ise non-minimum fazlidir; sanal eksenin sol
tarafinda i sayida kutbu ve j sayida sifiri, sanal eksenin saginda ise » sayida
sifir1 vardir. @ — o iken asemptot egimleri paydaki carpanlar igin +20
dB/onluk paydadaki ¢arpanlar icin ise -20 dB/onluk oldugundan, @ — o« iken
her iki sistemin biiyiikliikk diyagramimin asemptot egimi — 20(n — m - r)
dB/onluktur.

Denklem (4.69)’daki minimum fazli sistemin biitiin ¢arpanlarinin
faz egrileri sol taraftan kose frekansina kadar 0° faz acisiyla gelir. Buna
karsilik denklem (4.70) ile verilen non-minimum fazli sistemde kokleri
negative olan kutup ve sifirlar kdse frakansina kadar 0° aciyla gelirken, kokii
pozitif olan sifirlar ise kose frekansina dogru 180° agiyla gelir. Dolayisiyla
® — 0 iken toplam faz agisinin degeri x180° olur.

Minimum fazli ve non-minimum fazli sistemlerin biiytliklik ve faz
degerlerinin @ — 0 iken gosterdigi bu farklilik, Bode diyagramlari deneysel

olarak belirlenen sistemlerin minimum fazli olup olmadigini belirlemek i¢in
kullanilabilir.
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Minimum fazli sistemlerde Bode biiyiiklik diyagramindan faz
diyagramini elde etmenin bir yontemi asagidaki gibi 6zetlenebilir.

i) Deneysel olarak elde edilen biiyiikliik diyagramini yaklasik
olarak asemptotlar biciminde ifade edin.

i1) 0 dB’deki degeri, kose frekanslarini ve asemptot egimlerini
dikkate alarak sistemi tanimlayin ve transfer fonksiyonunu
bulun.

iii) Bulunan transfer fonksiyonundan faz egrisini ¢ikarin.

Asemptotik Bode biiyiliklik diyagramindan faz diyagramini elde
etmenin diger bir yontemi de sOyle 6zetlenebilir. Diyagramin sol tarafindan
baslayin. Biiyiiklik diyagramimin egimi £q20 dB/onluk ise bir sonraki kose
frekansina kadar, yani eg§im degisimine kadar faz degeri £q90° olur. Bu
sekilde diyagramin sag ucuna erisinceye kadar devam edin.

Non-minimum fazli sistemlerin cevabi yavastir. Bunun esas sebebi
cevabin i¢inde zit isaretli bir bilesen olmasidir. Bunu kabaca aciklamak i¢in
asagidaki gibi iki sistem verilmis olsun.

_C(s) _NGs)s+2,)

G,(s)= R @.71)
_C(s)_ NGs)s—z,)
G,(s)= Re) " Do) (4.72)

Birim basamak giris i¢in birinci sistemin cevab1 asagidaki gibi
bulunur.

_M . N(s)z,

C(s)= D) D) (4.73)
ya da,
o)=L (&J L -l [MJ (4.74)
D(s) sD(s)

Ikinci sistemin birim basamak cevabi ise asagidaki gibidir.

c(ty=2"" (MJ o (Mj (4.75)
D(s) sD(s)
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Bu denklemde ikinci terimin isareti negatif oldugundan cevabi ters
yonde etkiler ve yavaslatir. Bu durum asagidaki iki transfer fonksiyonunun
basamak cevaplarinda da agikca goriilebilir. (Duragan degerlerin ayni olmasi
icin G»(s)’nin sifir veren ¢arpaninin isareti degistirilmistir.)

_C(s) s+1
= e T G643 (4.76)
G, (s)=S) o =5+l 4.77)

R(s) (s+2)(s+3)

Bu sistemlerin birim basamak cevaplart sekil Sekil 4.20°de
goriilmektedir.

0.25
Minimum fazl!l sistem
0.20 / ——<(Denkfem 4.79)
015 —/ 1
0.10 / pl
= 0.05 / 7 \
Q
0 AN |
NonFminimym fazli1|sistem
-0.05 / (Denklem 4.77)
-0.10 \\///
-0.15
0 1 2 3 4
Zaman (s)
Sekil 4.20

4.8 Frekans Cevabiyla Sistem Tasariminda Kullanilan Performans
Parametreleri

Frekans cevabiyla tasarim yapilirken kullanilan performans
parametreleri yer egrileri yonteminde kullanilan gegici davranis 6zelliklerini
tanimlayan performans parametreleriyle genel olarak dogrudan iligkili
degildir. Buna ragmen frekans cevabi yontemlerinde kullanilan tasarim
parametreleri gegici cevap Ozellikleriyle kabaca iliskilendirilebilir ve bu
parametreler kullanilarak tasarimlardan iyi sonuglar elde edilebilir. Asagida



134

bu parametreler Bolim 2’de verilen bilgilere gore daha ayrintili olarak
incelenmistir.

4.8.1 Kazanc Pay1

Sekil 4.17(b)’de verilen agik ¢evrim transfer fonksiyonunun Bode
diyagraminda kazang, sekilde kazan¢ payr olarak gosterilen miktarda
artirtlirsa biiytikliik egrisi yukariya dogru kayar ve marjinal kararlilik sartlart
olusur. Kazang payi, frekans cevabi yontemiyle kontrol sistemi tasariminda
onemli bir parametredir. Sistemin kararsizlik sinirlarindan yeterince uzak
olmas1 ve sistem taniminda olabilecek belirsizliklerin olumsuz etkilerini
karsilayabilmek i¢in kazang payinin en az 6 dB olmasi istenir.

4.8.2 Faz Pay

Sekil 4.17 (b)’deki agik ¢evrim transfer fonksiyonunun faz egrisi
asag1 dogru faz pay: olarak isaretlenen miktarda kaydirilirsa, yine marjinal
kararlilik sartlar1 olusur. Faz pay1 da onemli bir tasarim parametresidir.
Sistemin marjinal kararsizlik sartlarindan yeterince uzak olmasi igin faz
paymin 30°-60° arasinda olmasi istenir. Faz payr sistemin sonlimiiyle
iliskilidir. Faz pay1 ne kadar biiyiikse, agma yiiksekligi o kadar azalir;
sistemin soniimii ve dolayisiyla marjinal kararlilig1 o kadar artar. Ornegin,
acik cevrim transfer fonksiyonu,

(02

olan birim geri beslemeli sistemin kapali cevrim transfer fonksiyonu
asagidaki gibidir.

2
[0

T(s)= . (4.79)
) s* +260,5 + 0]

Bu sistemin faz pay1 ¢, ile soniim oranm1 ¢ arasindaki iliskinin
asagidaki gibi oldugu gosterilebilir [4.1].

¢, =tan”’ 26 (4.80)

JI+4c* —2¢2

Bu denklem kii¢iik faz agilari igin yaklasik olarak asagidaki ifadeye
indirgenir. (¢, derece cinsinden.)
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9

" 7100

(¢, <70 igin) (4.81)

Sistemin yeterince kararli olmasi i¢in kazan¢ paymnin 6 dB’den
biiyiik olmasi, faz paymin ise 30° ile 60° arsinda olmasi sartlar1 birlikte
saglanmalidir.

4.8.3 Biiyiikliik Gecme Frekansi

Acik ¢evrim transfer fonksiyonunun Bode biiyiikliik egrisinin 0 dB
degerini gectigi frekansa biiyliklikk gecme frekans: ya da kisaca gegme
(crossover) frekansi denir. Sekil 4.17(b)’de gecme frekanst . ile
gosterilmisgtir.

Gecgme frekansi, biiyiikliigii 0 dB’in karsiligi olan 1’e esitleyip
frekans1 ¢ozerek kolayca bulunabilir. Ag¢ik c¢evrim transfer fonksiyonu
denklem (4.78) ile tanimlanan ikinci mertebe sistemin ge¢me frekansi
asagidaki denklemde verildigi gibidir.

o, =w,\\4c? +1-2¢2 (4.82)

4.8.4 Bant Genisligi ve Kesme frekansi (@)

Kapali ¢evrim transfer fonksiyonunun Bode biiyiikliik egrisinin, sifir
frekans degerinin 3 dB altina indigi frekans araligina bant genigligi denir. Bu
degere karsilik gelen frekansa kesme (cutoff) frekanst (a») denir. Kapal
¢evrim transfer fonksiyonu 7(s) ise, kesme frekansinda asagidaki esitlikler
yazilabilir.

20log 1, |T(jO)| - 20 log ,|T'(jw,)| =3 dB

ya da,
1
IT(jw,)| = E|T( j0)|=0.707|T(0) (4.83)

Bant genisligi sistem ¢ikisinin, referans girisini kayda deger bir
genlik azalmasi olmadan izleyebilecegi frekans bolgesini belirler. Bant
genisligi cevap hiziyla da iliskilidir. Bant genisligi ne kadar biiyiikse sistem
cevabr o kadar hizhidir. Bant genisligi arttikca, tepe zamani, ylikselme
zamani, yerlesme zamani gibi sistem hizinin gostergesi olan parametreler de
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kabaca azalir. Bu hususlarin gegerligi asagida birinci ve ikinci mertebe
sistemlerde gosterilmistir.

Birinci mertebe sistemin bant genigligi:

Transfer fonksiyonu asagidaki gibi olan bir birinci mertebe sistem
verilmis olsun.

T(s) = TS1+ 1 (4.84)

Denklem (4.83)’den,

IR
, = =0.707 (4.85)
|jo, T +1] JorT? +1
~ 1 s (4.86)
0, T* +1 . .
1
0= (4.87)

O halde birinci mertebe sistemin bant genisligi zaman sabiti
kisaldikga artar. Bant genisligi ne kadar biiyiikse sistemin cevap hizi da o
kadar biiytiktiir.

Ikinci mertebe sistemin bant genisligi:

Kontrol sistemi tasarimi ¢oklukla sistemde baskin koklerin oldugu
varsayimiyla yiiriitiildiiglinden ikinci mertebe sistemlerin iyi bilinmesi 6zel
Ooneme sahiptir.

Ikinci mertebe bir sistemin transfer fonksiyonu asagidaki gibi olsun.

2
[0

T(s)= - 4.88
) s* +260,5 + 0] (+:8%)

Denklem (4.83)’den,

0)2

" =0.707 (4.89)
J@} —0}) +250,0,)
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12 =0.5 (4.90)
2
1—(“”’} 1 (20 )
, R
Eger,
2
@y
y=|—"2 (4.91)
a)}’l
olarak tanimlanirsa,
y:—(2-4¢*)y—1=0 (4.92)

Vi =(1-267) /4" —4g7 +2 (4.93)

ve pozitif y degerini veren kok kullanilarak asagidaki ifade bulunur.

1/2
w, =0, [1 —2¢% 444t —4ct + 2} (4.94)

Bu denklemden ¢=0 oldugunda ®,=1.550m, rad/s, ¢=1

oldugunda @, =0.64w, rad/s elde edilir. ¢ :1/ V2 oldugunda ise w, = o,
olur.

Denklem (4.94)’den goriildiigii gibi verilen bir soniim orani degeri
i¢in w, arttik¢a, @, de artar. Diger yandan Boliim 2°de elde edilen denklemler
(2.56), (2.60), (2.69) ve (2.70) incelenirse verilen bir sonlim oran1 degeri igin
w, arttik¢a, gegme zamani, tepe zamani ve yerlesme zamaninin azaldigi yani
sistem hizinin artti@i goriiliir. Dolayisiyla bant genisliginin artirilmasi
sistemin cevap hizini artirir. Verilen bir ¢ degeri i¢in @ artarken, @, nin
yani sistemin cevap hizinin arttig1 Denklem (4.94)’den agikca goriilmektedir.
Burada bu 6zellik ikinci mertebe bir sistem igin gosterilmis olmasina karsin,
diger sistemlerde de kabaca buna benzer bir iligki vardir.

Diger yandan bant genisliginin asir1 artirilmas1 Bode diyagraminin
yiiksek kazangh kismimi yiiksek frekans bolgesine dogru kaydirdigindan,
sistemin giriltiiden etkilenmesi artabilir.
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Denklem (4.82) ve denklem (4.94)’den ikinci mertebe sistemin bant
genisligi ile gecme frekansi arasindaki iliski asagidaki gibi elde edilir.

Jact +1-2¢2

W, =0, (4.95)

(1-2c2)++J4¢* —4¢* +2

Kiiciik ¢ (¢ <0.5) degerleri icin bu ifade yaklagik olarak asagidaki

hali alir.
1

1+\/5

Bu denklemden elde edilen deger, denklem (4.95)’e gore ¢ =0.5
icin % 17, ¢ =0.3 i¢in % 6 daha kii¢iiktiir.

0, =0, =0.4w, (4.96)

4.8.5 Rezonans Tepe Yiiksekligi ve Rezonans Frekansi

Kapali ¢evrim transfer fonksiyonunun frekans cevabinda biiyiikliik
degerinin en yliksek oldugu frekansa rezonans frekansi (@), bu frekanstaki
biiyliklik degerine de rezonans tepe yliksekligi (M,) denir. Tepe
yiiksekliginin biiylik olmasi sistem sonlimiiniin az oldugunun ve sistem
salinimlarindaki agmanin yiiksek oldugunun, yani goreceli kararliligin az
oldugunun gostergesidir. Tasarim ¢alismalarinda genellikle asmanin en fazla
%30 olmasina calisilir. Eger kapali ¢evrim transfer fonksiyonu 71(s) ise, tepe
yiiksekligi ve tepenin olustugu frekans asagidaki denklemlerden bulunabilir.

d

M, =[T(jo,) (4.98)

lkinci mertebe sistemin rezonans frekansi ve rezonans tepe
yiiksekligi:

Ikinci mertebe bir sistemin transfer fonksiyonu asagidaki gibi olsun.

602

T(s)= . 4.99)
(s) s*+2¢cw,s + o] (

Bu denklemden asagidaki biiytikliik ifadesi elde edilir.
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2
T(jo)|= On (4.100)

\/ (cu,f -’ )2 + (2gcon2 a;)z

Rezonans frekanst bu denklemin paydasini minimum yapan
frekanstir.

% [(602 -’ )2 + (2€60,,z 60)2 ]= 0 (4.101)
ya da

2w, - o N(20,) +85 0w, =0 (4.102)
ya da,

o, =0, \1-2¢> (4.103)

Bu ifadeden goriildiigii gibi rezonans frekansinin olusmasi igin,

1
1-2¢* >0 yada ¢<— (4.104)

V2

olmalidir. @,’nin yiiksek olmasi sistemin cevap hizinin gostergesi olduguna
gore, . nin yliksek olmasi da cevap hizinin yiiksek oldugunun gostergesidir.

Rezonans tepe yliksekligi ise asagidaki gibi bulunur

1
= (4.105)

M, =[1o,) 2
2cyl-¢

Séntim oranim1 ¢ ’nin kiigiik degerleri i¢in yaklasik olarak asagidaki
ifade kullanilabilir.

M, =— (4.106)
2g

Rezonans frekansinda ikinci mertebe sistemin faz agisi ¢ ise
asagidaki gibidir.

4, =tan™" {— 1—_;} (4.107)
S
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4.9 Acik Cevrim ve Kapah Cevrim Frekans Cevaplar:

Bir sistemin blok diyagrami Sekil 4.21°deki gibi verilmis olsun.

R E
) 7\ _E6) KGis) =t

D(s)

Kontrolcii Plant

C(s)

+

+
N o

7

+ H(s)
+ Olciim sistemi
Dy(s)
Sekil 4.21

Girislerle cikis C(s) arasindaki transfer fonksiyonlari asagida

verilmistir.

Cis) __ KG.(5)G(s)

R(s) 1+KG.(s)G(s)H(s) (4.108)
C(s) G(s)
D(s) 1+KG,(s)G(s)H(s) (4.109)
C(s) KG,(s)G(s)
B (4.110)

D,(s)  1+KG(s)G(s)H(s)

Bu sistemin performansi ag¢isindan ii¢ frekans bolgesi onemlidir.
Bunlardan birincisi ¢ok diisiik frekanslardir. Sistemin duragan davranisi
frekans sifira dogru gétiiriildiigiinde elde edilir. Birim basamak referans giris
i¢cin duragan cevap, son deger teoreminden asagidaki gibi bulunur.
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e KG(Gs) 1
P 0 14+ KG,(5)G(s)H(s) s

(4.111)

O halde basamak giris uygulandiginda duragan hatanin sifir olmasi
icin sistemin en az Tip-1 olmasi gereklidir. Yani acik cevrim transfer
fonksiyonunun orijininde en az bir kutup olmalidir. Rampa ve parabolic
girisler uygulandiginda ise sistem tipi sirastyla en az 2 ve 3 olmalidir. Sonug
olarak, duragan hatanin sifir olmasi i¢in sistemin tipi en az girisin tipi kadar
olmalidir. Girisin tipi ¢ ise, duragan hatanin sifir olmasi i¢in agik ¢evrim
transfer fonksiyonunun Bode diagrami diisiik frekans bolgesinden (soldan)
orta frekans bolgesine (saga) dogru -20g dB/onluk veya daha dik bir egimle
gelmelidir.

Denklem (4.111)’e gore, K kazanci ¢ok bilyiiltiillerek de duragan hata
azaltilabilir. Ancak bu sistemin kazan¢ paymi da azaltacagindan, yani
sistemin salinimlarini artirabileceginden pek tercih edilmez.

Duragan hatay1 azaltmanin bir diger yolu ise integral islemine yakin
bir iglem yapacak bi¢cimde faz geriletici denklestirme yapmaktir. Daha sonra
ayritili olarak incelenecek olan bu tiir denklestirme, orijin yakinina bir agik
cevrim kutbu, bunun yakinina ve soluna da bir sifir yerlestirmek yoluyla
yapilir. Bu yontem sistemin kazan¢ paymi artirdigindan, daha yiiksek K
kazanci degerleri kullanilmasina ve boylelikle duragan hatanin azaltilmasina
olanak saglar.

Frekans cevabi egrisinin orta frekans bolgesi sistemin kontrol
edildigi bolgedir. Uygulamalarda bu bolge genellikle 10 Hz’e kadar, nadir
durumlarda ise 30—40 Hz’e kadar ¢ikabilir. Bu bolgede kazang pay1 ve faz
payt ayarlanarak sistemin gegici davramiginin istenen kriterlere uyumu
saglanir. Genellikle kazang payinin en az 6 dB, faz paymin 30°-60° arasinda
olmasi istenir. Bu bdlgede agik cevrim transfer fonksiyonunun frekans
cevabi egrisinin sekli, denklestirici arpanlar ekleyerek degistirilir. Ornegin,
PD ve faz-ilerletici denklestirici gibi ¢arpanlar kullanilabilir.

Hem disiik frekans bolgesi hem de orta frekans bolgesinde
performasi birlikte iyilestirmek i¢in daha sonra incelenecek olan PID veya
faz-ilerletici-geriletici tiirden denklestiriciler de kullanilabilir.

Sistemlerde yiiksek frekanstaki giriglerin kaynagi oncelikle dl¢ctim
sisteminden kaynaklanan giiriiltiidiir. Denklem (4.110) incelendiginde K
kazanci sonsuz bile yapilsa, bu giiriiltiiniin sistem {izerindeki etkisinin yok
edilemedigi, K — oo iken,



142

Cis) 1
D,(s)  H(s)

(4.112)

oldugu goriiliir. Yani 6l¢iim sistemindeki hatalar kazang artirma yoluyla yok
edilemez. Giriiltiiniin sistem iizerindeki etkisini azaltmanin yolu, yiiksek
frekanslarda denklem (4.110)’un biiytikliigiinii azaltmaktir. Bu ise G.(s) nin
biiylikliglinii, ya da acik cevrim transfer fonksiyonu G.(s)G(s)H(s) nin
yiiksek frekanslarda biiylkligini azaltarak saglanabilir. Yani agik ¢evrim
transfer fonksiyonuna uygun carpanlar eklenerek, Bode diyagraminin
yiiksek frekans bolgesindeki biiylikliikler diisiik dB  degerlerine
indirilmelidir.

4.10 Acik Cevrim Bode Diyagramimin Sekillendirilmesinde Kullamlan
Carpanlar

Teorik olarak agik ¢evrim transfer fonksiyonuna kose frekanslari
uygun olarak secilmis sifir ve kutuplar ekleyerek Bode diyagramlarina
istenen seklin verilmesi miimkiindiir. Ancak uygulamada tasarim kolaylig
saglamak icin sifir ve kutbun uygun kombinezonlar1 tercih edilir.
Carpanlarin biiyliklik ve faz egrileri, sistemin biiyiikliik ve faz egrileriyle
toplanarak stireci etkiler. Kabul edilen sistem yapist Sekil 4.22°deki gibidir.
Burada G.(s) terimi kontrolcii ya da denklestiricinin transfer fonksiyonu,
yani agik ¢evrim transfer fonksiyonuna eklenen garpandir. Asagida agik
cevrim transfer fonksiyonuna eklenebilecek ¢arpanlar 6nce genis anlamda
incelenecek, sonra bunlardan frekans cevabi yoluyla sistem tasariminda
kullanilanlar daha ayrintili olarak ele alinacaktir.

Kontrolcii/Denklestirici  Plant

R(s) C(s)
- +/\ e G Gols) F—

H(s)

Olgiim
Sekil 4.22
i) Kazang Artirilmast

Oransal kontrol agik ¢evrim transfer fonksiyonuna dinamik bir
carpan eklemez. Birim kazan¢ yerine K kazancinin sisteme uygulanmasi
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biiytikliik egrisini diisey yonde 20log,, K kadar kaydirir. K’nin faz agisi

0° oldugundan acgik g¢evrin transfer fonksiyonunun faz egrisi degismez. K
kazancinin Bode diyagramlarina katkisi daha once Sekil 4.4 ve 4.5’de
verildigi gibidir.

ii) Integral Kontrol

Integral kontrol agik ¢evrim transfer fonksiyonuna G, (s) =1/s gibi

bir ¢arpan, yani orijine bir agik c¢evrim kutbu ekler. Duragan hatalarin
sifirlanmasi i¢in etkin bir yontemdir. Ancak orta frekans bolgesinde istenen
faz pay1 ve kazang payr degerlerinin saglanabilmesi i¢in genellikle ilave
denklestirici c¢arpanlarin agik c¢evrim transfer fonksiyonuna eklenmesini
gerektirir. 1/s ¢arpaninin Bode diyagramlarina olan katkisi daha once Sekil
4.6 ve 4.7’de verilmisti.

iii) Agcik Cevrim Transfer Fonksiyonuna Kutup Eklenmesi

Frekans cevabi ile tasarimlarda agik ¢evrim transfer
fonksiyonuna, gerektiginde yiiksek frekanslarda giiriiltiiniin etkisini azaltmak
icin kullanilir. Bu c¢arpanin Bode diyagramlar1 Sekil 4.8 ve Sekil 4.9°da
verilmisti. Bu carpan kose frekansindan biylik frekanslarda egime -20
dB/onluk, faz agisina ise -90° ekler.

iv) Oransal + Tiirevsel (PD) Kontrol

Oransal + tiirevsel kontrolde agik ¢evrim transfer fonksiyonuna
eklenen garpan G,.(s) =K ,(1+7)s) gibidir. Bu tiir garpan normal olarak

acik ¢evrim transfer fonksiyonunun Bode diyagrammi orta frekans
bolgesinde, yani gegme frekanst dolayinda fazi artirmak ve bu sekilde faz
payini artirarak sistemin gegici davranigini iyilestirmek i¢in kullanilir. Ancak
yiiksek frekanslarda biiytiikliigli artirdigindan sistemin yliksek frekansh
giiriiltiilerden etkilenmesini de artirir. Bu sakincayi ortadan kaldirmak igin
PD kontrol yerine asagida incelenecek olan faz-ilerletici denklestirici
kullanilabilir. Bu ¢arpaninin Bode diyagramlarina olan katkis1 daha once
Sekil 4.8 ve 4.9°da verilmisti.

v) Oransal + Integral (PI) Kontrol

Oransal + integral kontrol acik ¢evrim transfer fonksiyonuna
asagidaki ¢arpani ekler. Bu ¢carpanin agik ¢evrim Bode diyagramina ekledigi
biiyiikliik ve faz egrileri Sekil 4. 23 ve Sekil 4.24’de verilmistir.
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( 1j 1(Ts+1J
l+— |=— (4.113)
Ts T S

Orijindeki kutup integrator islevi gordiigiinden sistemin duragan
davranigini iyilestirir. Sistemin tipini bir artirir. Kose frekanst @ =1/7 "nin
yeterince iizerindeki frekanslarda biiyiikliik egrisini degistirmez. @ =10/T
frekansinin tlizerindeki frekanslarda sistemin faz agisini ihmal edilebilecek
kadar az etkiler. Bu ylizden kazang paymin olumsuz yonde fazla
etkilenmemesi icin kdse frekansi gegme frekansinin oldukga asagisinda
secilir. Saf bir integrator icerdiginden uygulama icin kullanilan donanimda
doyma durumu yaratabilir. Bu sakincanin ortadan kaldirilmasi i¢in P/
kontrol yerine faz-geriletici denklestirici kullanilabilir.

40 ,
m W’lodmﬂ/ﬂ
o i
2 20 N
= I+ T %\
:%‘ icil pat
a 0 / !
|
220 :
0.1 1 1/T 10 100 1000
 (rad/s)
Sekil 4.23
45
g 0 Tt o =
8 s / joT ‘,,-/
7 _/EV
> -90 il ;
< .
8 -135 ]
S5 )
-180 :
0.1 1 1/T 10 100 1000

o (rad/s)

Sekil 4.24
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vi) Faz-Geriletici Denklestirici

Faz-geriletici denklestirici yaklasik P/ islemi yapar ve agik ¢evrim
transfer fonksiyonuna,

Listl (Ty>Th) (4.114)
T,s+1

seklinde bir ¢arpan ekler. —1/7, ’deki kutup sanal eksene olduk¢a yakin,
—1/7, ’deki sifir ise kutba yakin ve onun solundadir. Bu garpanin agik

cevrim Bode diyagramina ekledigi hem asemptotik hem de gergek biiyiikliik
ve faz egrileri Sekil 4.25 ve Sekil 4.26’da verilmistir.

Denklem (4.113)’den faz agis1 ¢ asagidaki gibi bulunabilir.

_(-Tye

tan ¢
1+ T,T,0°

(4.115)

Bu ifadeden faz agisinin minimum degeri ve bu degerin olustugu
frekans asagidaki denklemlerden elde edilir.

T, -T.
tang, . =——2 (4.116)
2T T,
1
Opin = (4.117)
IT,

Bu denklemler denklestirme islemi sirasinda istenen faz agisi azalma
miktar1 ve frekansi i¢in kullanilmasi gereken 77 ve 7> degerlerini bulmakta
kullaniglidir. Amag faz payini fazla azaltmadan diisiik frekanslardaki kazanci
artirarak duragan davranisi iyilestirmektir. Bu ylizden hem 1/7>’deki hem de
1/T’deki kose frekansi, gegme frekansmnin oldukca altinda segilir.
Uygulamada ya agik ¢evrim kazan¢ duragan davranisa gore ayarlanir ve
denklestiriciyle faz agis1 diizenlenir, ya da agik ¢cevrim kazanciyla faz pay1
ayarlanir ve denklestirici tasarimiyla diislik frekanslardaki kazang artirilir.

Sekil 4.25 ve Sekil 4.26’da 71 =5 ve 7> =20 olarak alindigindan,
@min = 0.1 rad/s, @min = 36.9° olarak bulunmustur.
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Biiyiikliik, dB

Faz Agisi, Derece

transfer fonksiyonuna ekledigi

5
0 == =5
\\N‘% 1; =20
5 L AN
i LHjehil Y <, 20log,(7;/7,)
l4joT,| | %
-10 i Pt T
15 i E
0.001 0.01 /T, 0.1 UT 1 10
o (rad/s)
Sekil 4.25
0 F==== : PP PEES
10 E \\\ [ 1+ jol ,// E
| ! ioT 4 |
E \\ . Jar /, / E
20 i \\ 54 i
i \ \\ /// / i h=3
i RS auE | 1,=20
-30 | : N i | |
! : Mo i !
40 : : : !
0.001 0.1/T, 0.01 0.1/Ty 0.1 10/, 1 10/Ty 10
o (rad/s)
Sekil 4.26

vii) Faz-Ilerletici Denklestirici

Faz-ilerletici denklestirici, faz payini artirarak sistemin soniim
oranini artirmak i¢in kullanilir. Yani esas amaci sistemin gegici davranig
ozelliklerini iyilestirmektir. Faz-ilerletici denklestiricinin agik ¢evrim

carpan faz-geriletici

denklestiricinin

carpantyla aymdir. Tek fark —1/7, ’deki sifirin sag tarafta, —1/7, ’deki
kutbun ise sol tarafta olmasidir. Carpan asagidaki gibidir.

G.(s) =(

Tis+1
Is+1

|

(' > 1)

(4.118)
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Faz-ilerletici denklestiricinin Bode diyagramina ekledigi hem
asemptotik hem de gercek biiyiiklik ve faz egrileri Sekil 4.27 ve Sekil
4.28’de verilmistir.

Denklem (4.118)’den faz acist ¢ analitik olarak asagidaki gibi
yazilabilir.

=(T1 -T))o

tan ¢
1+ T,T,0°

(4.119)

Bu ifadeden faz agisinin maksimum degeri ve bu degerin olustugu
frekans igin agsagidaki denklemler elde edilir.

L -7, a-1

tang,,, = = (4.120)
NN
ya da gerekli diizenlemeler yapilirsa,
. -1
$in 1 = — (4.121)
a+1
w0 1 (4.122)
T, Te '

Yukaridaki denklemlerde « =7,/T, olarak tammlanmis olup,

Oonemli bir tasarim parametresidir. Maksimum faz artisi sadece bu
parametrenin fonksiyonudur.

omae  frekansinda denklestiricinin  kazang artirim miktarr ise
asagidaki gibi bulunabilir.

i@+ [ a+1
Lo 1] VW) +1

=Ja (4.123)

Gc (ja)mak )|

Bu denklemler, denklestirme islemi sirasinda istenen en biiylik faz
acis1 artma miktarini ve frekansini verecek 77 ve 7> degerlerini bulmak icin
kullanighdir. Sekil 4.28°de 7= 30 ve T>= 2 olarak alindigindan, @u. = 0.13
rad/s, @ma = 61° degerlerindedir. Uygulamalarda, 71 ve 7> degerleri, en
biiyilik faz agis1 artig1 gegme frekanst dolayinda olacak bigimde segilir.
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30
g 20
< L jor | 2008(1;/T)
=] T i
'E 10 ]Adrnl S :
Hes 7 \O |
:? R Qé% i
A Sl AR | 7,=30
| | 1,=2
-10 : !
0.001 0.01 /T 0.1 T 1 10
w (rad/s)
Sekil 4.27
80
g - 7,-30
g 60 1+ jol| 7 ~S -
1 T2 _2
A 1+ joT, ' E\
= 40 7 X \\\
2 CamE IEIENS
N 20 L - : : = ~
< 45 ! ! N
= — - | | N
0 0.1/T, 0.1/T 10/T, 10/T,
0.001 0.01 0.1 1 10
 (rad/s)
Sekil 4.28

viii) Faz-Ilerletici-Geriletici Denklestirici

Faz-ilerletici-geriletici ~ denklestiricinin  agik ¢evrim transfer
fonksiyonuna ekledigi carpan faz-ilerletici ve faz-geriletici bilesenlerden
olusur ve agagidaki gibidir.

Tigs+1 ) T;s+1 (T <T,; <Thy <Tyy)
ngs+1 T2i5+1 (TZgTZilengl)

G.(s)= ( (4.124)

Burada faz geriletici kisim agik ¢evrim transfer fonksiyonu Bode
diyagraminin diisiik frekans bolgesini, faz-ilerletici kisim ise orta ve yiiksek
frekans bolgesini sekillendirmek ic¢in kullanilir. Faz-geriletici kisimda
—1/T,, "deki kutup, —1/7;, "deki sifirin sag tarafindadir. Kutup orijine
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yakin olarak secilir. Faz ilerletici kisim ise faz payini en fazla artiracak
bicimde yerlestirilir. —1/7,, ’deki kutup, —1/7;, ’deki sifinrn  sol

tarafindadir. Zorunlu olmamakla birlikte, carpan kazancinin “1” olmast igin
T,,T,; =TT, olarak secilir.

Faz-ilerletici-geriletici denklestiricinin Bode diyagramina ekledigi
hem asemptotik hem de gercek biiyiiklik ve faz egrileri T, = 100, T;; = 10,
Te1= 0.5 ve Ty = 0.05 igin Sekil 4.29 ve Sekil 4.30°da verilmistir.

Faz acist ¢’nin maksimum ve minimum oldugu frekanslar @u. ve
Wmin asagidaki gibi bulunabilir. Denklem (4.124)’den faz agis1 asagidaki gibi
elde edilir.

¢ =G, (jo)=|T,, jo+1+|T, jo+1-|T, jo+1-|T, jo+1

-1 -1 -1 -1
=tan 7, 0+tan T,o—tan T, ,w—tan T, ®

(4.125)

@ 'nin @’ya gore tirevi alir ve sifira esitlenirse,

ﬁ: Tlg T;; _ T2g _ T
dt 1+T.0° 1+T0 1+T,0° 1+T0°

=0 (4.126)

olur. Bu denklemde y = @’ olarak tanimlanirsa, asagidaki denklem elde
edilir.

ay +p+&+y=0 (4.127)

Burada katsayilar asagidaki gibi tamimlanmis olup, @’nin pozitif
¢Oziimleri kullanilir.

a=T;T,TuT,, + T Ty T — T T T T, — T T T T

B = ]-ig(yi?TZZ(g +T22gT22i +]]?T221')+Tii(712gT22g +T22iT22g +T221'T12)
— T (TR T +ToTy} + ToT) = Toy (T T + Ty Ty + Ty Ty
é =T1g(T22g +T,; +T22i)+Tli(T22g +le. +T5)
— T, (T + T, + 1) =T (T + Ty + Ty

7/:7-ig +Ti[ _7'2g _TZi
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Maksimum ve minimum faz farklari ise denklem (4.125)’de o
yerine @mak Ve min kullanarak bulunur.

Denklem (4.126) ve denklem (4.125) denklestirici tasarimi sirasinda
secilen zaman sabitlerine karsilik gelen maksimum ve minimum faz agisi
artma miktarlarini ve frekanslarini elde etmek i¢in kullanilabilir.

Sekil 4.29 ve §ekil 4.30°da Ty, =1, T}, =0.5, 7, =5, T,, =0.1i¢in

cizilen biyiikliik ve faz egrileri goriilmektedir. Sekil 4.30’da @nu = 5.87
rad/s, @min = 0.34 rad/s, @mar = 33.1° ve @uin = —33.1° degerlerindedir.

Biiyiikliik, dB

—
o

N—

-12
0.01 0.1 1 10 100 1000

 (rad/s)

Sekil 4.29

Faz Acisi, Derece
o
/
N

0.01 0.1 1 10 100 1000
o (rad/s)

Sekil 4.30
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ix) PID Kontrol

PID kontroliin agik ¢evrim transfer fonksiyonoda ekledigi carpan,
asagidaki gibidir.

1 T.T,s" +Ts+1
G.(s)= Kp(l +T,s+ T—] -K, (%J (4.128)

1

PID kontrol acik ¢evrim transfer fonksiyonuna orijinde bir kutup ve
asagidaki gibi iki sifir ekler.

~ 1, £ T,(T, ~4T,)

z =
cl,2 2T1Td

(4.129)

Boyle bir carpanin Bode diyagramlari, Sekil 4.31 ve Sekil 4.32°de
verilenleri andirir. Diislik frekanslarda biiyiiklik grafiginin egimi —20
dB/onluk, faz acist ise —90°’dir. Bu egim dolayisiyla (integral islem)
sistemin hatalarini sifirlar. Buna karsilik yiiksek frekanslarda biiytikliik +20
dB/onluk egimle artmaya devam eder. Bu 6zellik dolayisiyla PID kontrol,
sistemdeki glriiltiiniin performans iizerine olan etkisini artirir,

4.11 Bode Diyagrammyla Kontrol Sistemi Tasarimi
4.11.1 Genel Tasarim Prensipleri

Tasarim sirasinda sistemin kapali ¢evrim transfer fonksiyonunun
onemli li¢ bolgesi goz tintinde bulundurulmalidir. Bunlar asagidaki gibi
stralanabilir.

i) Algak frekans bolgesi
ii) Orta frekans bolgesi
iii) Yiksek frekans bolgesi

Algak frekans bolgesi duragan hatalar1 azaltmak amaciyla tasarlanir.
Ideal olan, algak frekanslarda kapali ¢evrim transfer fonksiyonunun Bode
biiylikliik egrisinin 0 dB degere sahip olmasidir. Bu durum agik ¢evrim
transfer fonksiyonunda saf bir integrator, yani 1/s ¢arpani olmasi demektir.
Ancak saf integrator kullanimi donanim doymasina sebep olabileceginden
bunun alternatifi, faz-geriletici denklestirme yapmak ve bununla birlikte
cevrim kazanci K’y1 artirmaktir. Boylece acik ¢evrim transfer fonksiyonunun
biiyiikliik egrisi orta frekans bolgesine -20 dB/onluk egimle yaklagmalidir.
Agik cevrim sistemin ge¢me frekansi al¢ak frekans bolgesinin iizerinde
olmalidir.
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Orta frekans bolgesi, kontrol sisteminin referans girigini takip etmesi
ve bozucu etkileri azaltmasi istenen bolgedir. Gegme frekansi bu bolge
icindedir ve denklestirme islemleri gegme frekansi ¢evresinde yapilir. Orta
frekans bolgesi genellikle 0.1-10 Hz araligindadir. Uygulamanin 6zelligine
gore bu araligin iginde daha dar bir bolgede olabilir. Orta frekans bolgesi
nadir durumlarda 30 Hz dolayina kadar yiikselebilir. Bu bdlge sistemin
marjinal kararliliginin diizenlendigi bolgedir. Bu bdlgenin tasariminda
oncelikle faz pay1 degistirilerek tasarim sartlarinin saglanmasina ¢alisilir. Bu
amacla PD kontrol kullanilabilirse de, bu tiir kontrol sistemde giiriiltii varsa
bunun etkisini artiracagindan frekans cevabi tasarimi yonteminde tercih
edilmez. Bunun yerine agik ¢evrim transfer fonksiyonunun faz agisini sadece
istenen bolgede artiran faz-ilerletici denklestirici kullanilmasi yoluna gidilir.

Sistemlerdeki giirtiltii genellikle 50 Hz’in {izerindedir. Giiriiltiiniin
sistem tizerindeki etkisini ortadan kaldirmak i¢in bu frekansin {izerindeki
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frekanslarda agik ¢evrim Bode biiyiikliik diyagrami diisiik dB degerlerine
sahip olmalidir. Bunu saglamak icin efim oldugunca negative yonde
artirtlmalidir. Eger bu sart saglanamiyorsa agik ¢evrim transfer fonksiyonuna
kose frekansi yiiksek frekanslarda olan 1/(7s+1) gibi bir denklestirme
eleman eklenebilir.

Tasarim sartlart ¢ogunlukla sistemin gecici davramis Ozellikleri
cinsinden, ya da kapali ¢cevrim sistemin frekans cevabi 6zellikleri cinsinden
verilir. Kapali ¢evrim davranig Ozellikleriyle agik c¢evrim transfer
fonksiyonunun frekans cevabi arasindaki iligki bire bir kurulamasa da, agik
cevrim frekans cevabini tanimlayan parametreler uygun bicimde
tanimlanarak istenen sartlar saglanabilir. Tasarim sartlarini agik ¢evrim
frekans cevabi Ozellikleri cinsinden yorumlamak icin asagidaki hususlar
dikkate alinir.

1)  Faz payi, kazang pay1 ve rezonans tepe yiiksekligi sistem
sontimiiyle iliskilidir. Faz pay1 ve kazang payinin artirilmast
kararlilig1 iyilestirir. Marjinal kararliligi artirir. Faz payinin
artirilmasi sistemin gegici davranisindaki agmay1 azaltir.

ii) Gegme frekansi ve bant genisligi sistemin cevap hiziyla
iligkilidir. Bant genisliginin, dolayisiyla gegme frekansinin
artirtlmasi sistemin cevap hizini artirir. Yani yiikselme
zamani, tepe zamani, gegcme zamani gibi cevap hizinin 6l¢iitii
olan parametrelerin degerlerini azaltir.

iii) Cevrim kazancinin artirilmasi duragan hatalar1 azaltir.

iv) Statik hata katsayilar1 duragan davranisla iligkilidir.

Sistemin basamak referans girisi hatasiz izleyebilmesi i¢in
acik cevrim transfer fonksiyonunun biiyiikliik egrisinin
diisiik frekans bolgesindeki egimi en az —20 dB/onluk, rampa
girisi izleyebilmesi icin ise en az —40 dB/onluk olmalidir.

v)  Eger ileri besleme yolundaki transfer fonksiyonuna G(s), geri
besleme yolundaki transfer fonksiyonuna H(s) denirse,
Denklem (2.4) ve denklem (2.5)’e gore, referans girisini
hatasiz izleyebilmek ve bozucularin etkisini azaltmak i¢in

|G( Jo)H(j a))| bliylik olmalidir. Yani duragan hatalari

azaltmak i¢in diisiik frekans bolgesinde bu deger biiyiik
olmalidir.
vi) Denklem (2.5)’e gore, gliriiltiiniin sistem tizerindeki etkisini

azaltmak i¢in yiiksek frekanslarda |G( Jo)H(j a))| kiigiik
olmalidir.
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Gegici davranig 6zellikleri ve kapali ¢gevrim transfer fonksiyonunun
ozellikleri, 6zel haller disinda acik ¢evrim transfer fonksiyonunun frekans
cevabi Ozellikleriyle bire bir iliskilendirilemediginden, agik ¢evrim frekans
cevabini  kullanan Bode diyagrami tasarim yontemi ilk tasarimin
degerlendirilmesinden sonra basa doniiliip baz1t  parametrelerin
degistirilmesini ve tasarimin tekrar edilmesini gerektirebilir.

Kontrol sisteminin tasariminda duragan davranisla goreceli kararlilik
arasinda bir uzlagsma s6z konusudur. Tasarim sirasinda kabaca asagidaki
asamalar izlenir.

1) Tasarim istenirse Once alcak frekans bolgesinde sonra orta
frekans bolgesinde yapilabilir. Istenirse bu islemlerin sirasi
degistirilebilir.

i1) Alcak frekans bolgesinde (@ << @.) 6nce duragan hatanin
basamak ya da rampa giris i¢in mi azaltilmas1 gerektigini
dikkate alarak agagidaki {i¢ yontemden uygun olanini izleyin.
Bu asamada amag agik ¢evrim transfer fonksiyonunun Bode
biiyiikliik egrisinin 0 dB degerini gectigi noktadaki egimini
ayarlamaktir.

a) Cevrim kazancini artirin
Bu yontem tek basina genellikle yetersizdir. Diger
denklestiricilerle birlikte kullanilir.

b) Agik ¢evrim transfer fonksiyonuna yeterli sayida
integrator ekleyerek Bode biiyiikliik diyagraminin algak
frekanstan orta frekans bolgesine gelis egimini
ayarlayn.

Basamak giris i¢in duragan hatanin (statik hata)
sifirlanmast i¢in bu egim -20 dB/onluk, rampa giris icin
dinamik hatanin sifirlanmasi i¢in ise -40 dB/onluk
olmalidir.
Bu yontem duragan hatalar1 tamamen yok eder. Ancak
kullanilan saf integratorler dolayisiyla kontrol
donaniminda doyma yaratabilir. Bu ylizden frekans
cevabina dayali tasarimda tercih edilmez.

c¢) Faz-geriletici kontrol uygulayin ve ¢evrim kazancini
ayarlayn.
Bu yontemde hatalar tamamen sifirlanamazsa da ¢ok
azaltilabilir. Frekans cevabi tasarimlarinda kullanilan
standart uygulamadir. 0 dB noktasinda egim degerleri
yukarida madde (b)’de verildigi gibi olmalidir.
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iii)) Bode diyagramlarim ¢izin. Sistemin faz ve bilyiikliik paylarim

vi)

kontrol edin. Uygun bir denklestirici kullanarak faz payinin
istenen degerde olmasini saglayin. Bu asamada baslica iki
se¢enek kullanilabilir.
a) PD denklestirici kullanmak.
Bu yontem faz agisini artirir. Ancak bu artis yiiksek
frekanslarda da olacagindan, sistemin giirtiltiiden
etkilenmesini de artirir. Bu yiizden frekans cevabina
dayali tasarimda tercih edilmez.
b) Faz-ilerletici denklestirici kullanmak.
Bu yontem frekans cevabi tasariminda kullanilan
standart uygulamadir.
Yukarida madde (ii) ve madde (iii)’de kullanilan yontemler
yerine, tek agamada faz-ilerletici-geriletici denklestirici de
kullanilabilir.
Bu asamada kapali ¢evrim sisteminin gegici davranis kriterleri
de dahil sistemin tiim tasarim sartlarini kargilama durumu
kontrol edilmeli ve gerekirse baga doniilerek yeni ayarlarla
tasarim tekrarlanmalidir.
Tasarimin son asamasinda yiiksek frekans bolgesinde
biyiikliik degerinin giiriiltliyii azaltacak kadar diistiigli kontrol
edilmeli, gerekirde sisteme yliksek kose frekansina sahip bir
acik cevrim kutbu ekleyerek biiytikliik egrisi asag1 degerlere
dogru ¢ekilmelidir. Yiiksek frekanslarda istenen bu azalma,
sistem modellemesi sirasinda baskin olmadig1 i¢in ihmal
edilen ve diger kutuplara gore sanal eksenden ¢ok uzaktaki
kutuplarin etkisini de azaltir. 50-100 Hz tizerindeki
frekanslarda biiyiikliik azalma miktarinin tipik olarak 40 dB
dolayinda olmasi istenir.

Frekans cevabi analiziyle, agik cevrim transfer fonksiyonuna

eklenen herhangi bir carpanin sistem iizerindeki etkisini incelemek
miimkiindiir. Ornegin bir PD, PI ya da PID kontrolcii tasarlanabilir ya da
sisteme uygun bir acik ¢evrim kutbu veya sifirt eklenebilir. Ancak aktif
elemanlar gerektiren, integral alan elemanlarda doyma yaratabilen veya
sistemdeki giiriiltiiniin etkisini artirabilen islemler yerine, frekans cevabi
tasarim yonteminde Kisim 4.11°de listelenen ¢arpanlardan asagidakilerin
kullanilmasi tercih edilir.

i) Sabit kazang
i) Faz-geriletici denklestirici
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iii) Faz-ilerletici denklestirici
iv) Faz-ilerletici-geriletici denklestirici
v) Yiksek frekans bolgesine kutup eklenmesi

Tasarim sirasinda izlenecek yol ve kullanilacak yontemler Sekil
4.33’de sematik olarak 6zetlenmistir.

Sekil
Duragan davranig 4.33(b)'de
kriteri saglaniyor mu? Aya gidin
Faz payi kriteri Evet
saglaniyor mu?
Faz- ilerletici Faz- geril'et'ic.i Faz- gerll'et'|c.|
denklestirici denklestirici denkl¢|3§t”"C'
. . tasarlayin.
tasarlayin. Faz- geriletici t?sarlaym N v
o Yéntem 1-b Yontem 1
denklestirici
tasarlayin.
Faz- ilerletici Yéntem 1
—gerileti(fi. . | Performans Evet
denklestirici Hayir yeterli mi? T
tasarlayin
Faz- geriletici
denklestirici Faz- ilerletici denklestirici
tasarlayin. tasarlayin
Yontem 1

Sistemde glrulti varsa, yiksek frekans kazancini kutup ekleyerek azaltin.

f

Sekil 4.33(b)’de B’ye gidin.

Sekil 4.33(a)
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Sekil
Duragan davranis Hayir 4.33(a)'ya
iteri sag ?
kriteri saglaniyor mu? gidin.

Faz payi kriteri
saglaniyor mu?

Evet

Hayir

Faz-ilerletici
denklestirici
tasarlayin.

Guriltu varsa yuksek frekans kazancini kutup ekleyerek azaltin.

(&

Tasarim sartlarinin saglandigini
dogrulayin. Saglanmamissa
tasarimi veniden vapin

Sekil 4.33(b)

4.11.2 Faz-Geriletici Denklestirici

Faz geriletici denklestiricinin esas amaci sistemin duragan hatalarini
azaltmak, yani referans girisini izleyebilme yetkinligini artirmaktir. Faz-
geriletici denklestirici algak frekanslarda g¢evrim kazancini azaltmadan
yiiksek frekanslarda kazanci azaltir. Yiiksek frekanslarda kazang azalmasi
yarattigindan, ¢evrim kazancinin artirilabilmesine imkan verir ve boylelikle
duragan hatalarin azaltilmasina katkida bulunur. Artis oran1 duragan hatanin
istenen degerde olmasini saglayacak bicimde ayarlanir. Ancak islem
sonunda orta frekans bolgesinde bir miktar faz ve genlik azalmasi olur.
Bunun sonucunda, sistemin dogal frekansi, gegme frekansi ve dolayisiyla
bant genisligini belirleyen @, frekansinin bir miktar azalmasina, gegici
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davranigin  yerlesme zamaninin artmasina sebep olur. Bu etkilerin
azaltilmasi i¢in faz gerileticili denklestiricinin kose frekanslart gegme
frekansina gore olduga daha diistik degerlerde secilir.

Faz geriletici denklestirici yiiksek frekanslarda kazang¢ artmasina
sebep olmadigindan giiriiltiiniin sistem tizerindeki etkisini artirmaz.

Faz geriletici denklestirici, orta frekans bolgesini fazla
degistirmeden, yani faz ve kazang paylarini fazla etkilemeden asagida
verilen Yontem I’1 izleyerek tasarlanabilir.

Yontem 1: Orta frekans bélgesini fazla etkilemeden faz-geriletici
denklestirici tasarumi

1. Denklestirici uygulanmamis sistemin agik ¢evrim transfer
fonksiyonunun Bode diyagramlarini ¢izin. Gegme frekansini, faz
geeme frekansini, faz paymi ve kazang payini bulun.

2. Fazin—180° + (mevcut faz pay1) + (5°-12°) oldugu frekansi bulun
ve bunu yeni gegme frekansi olarak kabul edin. Burada fazladan
eklenen 5°-12° faz-geriletici denklestiricinin yaratacagi tahmini faz
azalmasini karsilamak icindir [4.2]. Bu deger 1/7 degerinin gegme
frekansindan ne kadar uzak olduguna baghdir. Eger 1/T; degeri
gegme frekansinin bir onluktan fazla altinda ise daha kiigtik
degerler, gegme frekansina daha yakinsa daha biiyiik degerler
kullanilmas1 uygun olur.

3. Acik gevrim transfer fonksiyonuna uygun bir K’ kazang ¢arpant
ekleyerek biiyiikliik egrisinin gegme frekansini yeni belirlenen
gecme frekansina getirin.

4. Faz geriletici denklestiricinin gegme frekansi dolayinda faz payina
olan etkisinin az olmasi i¢in, denklestirici sifir ve kutbu bu
frekansin oldukga altinda olmalidir. Bunu saglamak i¢in
denklestirici sifirini, yani 1/77 degerini yeni ge¢gme frekansimin
yaklagik bir onluk altinda secin.

5. Denklestiricili sistemin kapali ¢evrim transfer fonksiyonunu
bilinmeyen 75 cinsinden yazin. Bunu yaparken agik ¢evrim
kazancim K ’'x(7>/T1) kadar artirin. Birim basamak (ya da duruma
gore rampa) cevabi 7> cinsinden bulup, duragan cevapla ilgili
tasarim sartin1 uygulayim ve 7> nin degerini bulun.
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6. Boylelikle elde edilen sistemin agik ¢evrim Bode diyagramini ve
kapali ¢evrim birim basamak cevabini ¢izip tasarim kriterlerinin
saglanip, saglanmadigini kontrol edin. Saglanmryorsa tasarimla
belirlenen parametreleri degistirerek tasarimi tekrarlayin.

Ornek 4.2: Yontem 1

Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagidaki gibidir.

40 40
G(s)= = > (4.130)
(s+D(s+2)s+4) s> +7s +16s+16
Bu sistemin kapali ¢evrim transfer fonksiyonu ise,
C 40
T(s) =59 - (4.131)

CR(s) P +7s% +165+56

seklindedir. O halde bu sistemde birim basamak giris i¢in ¢ikigin duragan
degeri ¢y = 0.714 kadardir. Bu sistemin birim basamak giris i¢in duragan

cevabini ¢g > 0.99 yapmak igin faz-geriletici bir denklestirici tasarlanmasi
istenmektedir.

Tasarim igin sirasiyla asagidaki asamalar izlensin.

1) Denklestirici uygulanmamis sistemin acgik ¢evrim transfer
fonksiyonunun Bode diyagramlar1 Sekil 4.34 ve Sekil 4.35°de

verilmistir. Faz pay1 36.8°, kazang pay1 ise 7.6 dB kadardir.

20
0 T
m
< 0 \\
o -
N
2 -40
= Ne
-60
-80 \

0.01 0.1 1 10 100
w (rad/s)

Sekil 4.34
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Faz Agisi, Derece

-270

N

Byl

¥

0.01 0.1 1 10 100

2)

3)

4)

 (rad/s)
Sekil 4.35

Denklestirici uygulandiginda faz payimin 6° azaldigini kabul
edelim. Mevcut faz agisinin ayni kalmasi isteniyorsa, yeni
gecme frekansi faz agisinin —180° + 36.8° + 6° = -137° oldugu
frekans olacaktir. Bu frekansin degeri Sekil 4.35°deki faz
egrisinden 2.45 rad/s olarak bulunur. Sekil 4.34’deki biiyiikliik
egrisinde bu frekansa karsilik gelen deger 0.913 dB’dir. O
halde gegme frekansini yeni degerine getirmek icin bilyiikliik
egrisi 0.913 dB kadar asag1 dogru indirilmeli, yani agik ¢evrim
transfer fonksiyonuna K’ = 0.9 biiyiikliigiinde bir ¢arpan
eklenmelidir. (20logioK’ = -0.913)

Denklestiricinin st kose frekansi (1/71) yeni gecme
frekansinin bir onluk altinda, yani 1/71=2.45/10 = 0.245 rad/s
olarak almsin. O zaman denklestirici sifirinin zaman sabiti
T\ = 4.08 s olarak bulunur.

Simdi duragan durum i¢in istenen sart1 saglayacak bicimde 7>
degeri bulunabilir. Bunun igin dnce denklestiricili sistemin agik
cevrim transfer fonksiyonu asagidaki gibi yazilir.

Gsy=x| 2| D! [ : 240 ) (4.132)
I \T,s+1\s” +7s° +16s+16

Bu denklemde K’ terimi Madde 2’den gelmekte, 7>/T; ¢arpani
ise denklestiricinin yliksek frekanslardaki biiyiikliik azalmasini
0 dB degerine ¢ikarmak i¢in, yani diisiik frekansta kazanci
artirarak duragan davranisi iyilestirmek i¢in ilave edilen
carpandir.
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Birim geribeslemeli sistemin kapali ¢evrim transfer fonksiyonu
denklem (4.132)’den asagidaki gibi elde edilir.

40K'T, (T;s +1)
T\T,s* + (TT,T, + T,)s> + (16T,T, + 7T;)s”

+(16T,T, +16T, + 40K'T\T, )s + 16T, + 40K 'T,
(4.133)

T(s)=

Sistemin birim basamak girise duragan cevabinin 0.99’dan
biiylik olmasi istendiginden, agsagidaki sart yazilabilir.

40K'T.
c,, =lim sT(s)l =2 5099 (4.134)
5550 s 16T, +40K'T,

Bu esitsizlikten 7> zaman sabiti i¢in sart 7> > 180 olarak elde
edilir. Burada sinir degeri alarak 7> = 180 kabul edilsin.

5) Tasarlanan denklestiricili sistemin agik ¢evrim transfer
fonksiyonunun Bode diyagramlar1 Sekil 4.36 ve Sekil 4.37°de,
denklestiricisiz ve denklestiricili sistemlerin birim basamak
cevaplari ise Sekil 4.38 ve Sekil 4.39°da verilmistir.

50

(]

N

/|

-100
0.001 0.01 0.1 1 10 100
w (rad/s)

Sekil 4.36
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0 —
SN
5 i N
] -9 \
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N -180
& N\
270 s
0.001 0.01 0.1 1 10 100
 (rad/s)
Sekil 4.37
T 0.6 / | 4 |
0.4 / | |
0.2 ! I
0 | i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Zaman (s)
Sekil 4.38
T

0 5 10 15 20 25
Zaman (s)

Sekil 4.39
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Sekiller 4.36-4.39°daki egrilerden alinan Onemli parametreler
asagidaki cizelgede Ozetlenmistir. Denklestirici, faz ve kazang paylarmi
neredeyse hi¢ degistirmemis, duragan degeri beklendigi gibi 0.714’den
0.99’a ¢ikarmig, asmayr azaltmig, buna karsilik yerlesme zamanini
beklendigi gibi uzatmustir.

Cizelge 4.1
Parametre Denkl'estiricisiz Denk}estiricili

Sistem Sistem
Faz Pay1 36.8° 37°
Kazang Pay1 7.6 dB 7.6 dB
Duragan deger 0.714 0.99
Asma % 49 % 13.5
Tepe zamani 1.20 s 1.28 s
Yerlesme zamani 6.66 s 14.5s

Baz1 durumlarinda faz geriletici denklestiricinin, sistemin duragan
davraniginin iyilestirmenin yani sira faz paymi da istenen bir degere
getirmesi arzu edilebilir. Bunun i¢in 6denen bedel yerlesme zamaninin daha
da uzamasidir. Boyle bir tasarim igin Yéntem I’in ikinci maddesi asagidaki
gibi degistirilir. Yontemin bu hali Yontem I-b olsun.

Yontem 1-b icin degisik Madde 2:

2. Fazin —180° + (olmasi istenen faz pay1) + (5°-12°) oldugu
frekans1 bulun ve bunu yeni gegme frekansi olarak kabul edin.
Burada fazladan eklenen 5°-12° faz geriletici denklestiricinin
yaratacagi tahmini faz azalmasini karsilamak i¢indir [4.2].

Ornek 4.3: Yontem 1-b

Bu o6rnekte daha once Yontem 1 igin verilen Ornekteki birim
geribelemeli sistem i¢in faz-geriletici bir denklestirici bu sefer asagidaki
performans sartlartyla tasarlanacaktir.

css > 0.99
Faz pay1 = 50°
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Sistemin agik ¢cevrim ve kapali ¢evrim transfer fonksiyonlar
sirastyla denklem (4.130) ve denklem (4.131)’de verildigi gibidir.

Yontemin asamalarini izleyerek tasarim asagidaki sirayla
yuriitiiliilebilir.

1)

2)

3)

4)

Denklestirici uygulanmamis sistemin agik ¢evrim transfer
fonksiyonunun Bode diyagramlar1 daha nce Sekil 4.34 ve
Sekil 4.35°de verilmisti. Faz pay1 36.8°, kazang pay1 ise 7.6 dB
kadardir.

Denklestirici uygulandiginda faz payimnin 6° azaldigini kabul
edilsin. Yeni faz agisinin 50° olmasi isteniyorsa, yeni gegme
frekansi faz agisinin —180° + 50° + 6° = —124° oldugu frekans
olacaktir. Bu frekansin degeri Sekil 4.35’deki faz egrisinden
2.15 rad/s olarak bulunur. Sekil 4.34°deki biiyiikliik egrisinde
bu frekansa karsilik gelen deger 2.6 dB’dir. O halde gegme
frekansini yeni degerine getirmek icin biiyiikliik egrisi 2.6 dB
asagl dogru indirilmeli, bunu saglamak i¢in agik ¢evrim
transfer fonksiyonuna K’ = (.74 biiyiikliigiinde bir ¢arpan
eklenmelidir. (20logioK = -2.6)

Denklestiricinin st kose frekansi (1/71) yeni gecme
frekansinin bir onluk altinda, yani 1/77=2.15/10 = 0.215 rad/s
olarak alinsm. Bu degerden denklestirici sifirinin zaman sabiti
T\ = 4.65 s olarak bulunur.

Simdi duragan durum i¢in istenen sart1 saglayacak bicimde 7>
degeri bulunabilir. Bunun i¢in dnce denklestiricili sistemin agik
cevrim transfer fonksiyonu yazilsin.

T, Y Tys+1
Gisy=k| 2| Tis* ( S j (4.135)
I \T)s+1 \s” +7s” +16s+16

Bu denklemde K’ terimi Madde 2’den gelmekte, 75/7; ¢arpani
ise denklestiricinin yliksek frekanslardaki biiyiikliik azalmasini
0 dB degerine ¢ikarmak, yani diisiik frekansta kazanci artirarak
duragan davranisi iyilestirmek i¢in ilave edilen ¢arpandir.

Birim geribeslemeli sistemin kapali ¢gevrim transfer fonksiyonu
denklem (4.135)’den asagidaki gibi elde edilir.
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40K'T,(T;s +1)

T\T,s* +(IT,T, + T})s” + (16T, T, + 7T})s"
+(6T,T, + 16T, + 40K 'T,T,)s + 16T, + 40K 'T,
(4.136)

I(s)=

Sistemin birim basamak girige duragan cevabinin ise 0.99 ile 1
arasinda olamasi istendiginden, asagidaki sart yazilabilir.

. 1 40K'T.
c,, =lm sT(s)—=———2—>0.99 (4.137)
S0 s 16T, +40K'T,

Bu esitsizlikte degerler yerine koyulursa 7> zaman sabiti i¢in
sart 75 >249 olarak elde edilir. Burada smir deger olan
T> = 249 degerini kabul edilsin.

5) Tasarlanan denklestiricili sistemin agik ¢evrim transfer
fonksiyonunun Bode diyagramlar1 Sekil 4.40 ve Sekil 4.41°de
verilmistir.

6) Denklestiricili sistemin birim basamak cevabi Sekil 4.42°de

verilmistir.
50
—
0 \_\\\
N
-50 \\
-100
0.001 0.01 0.1 1 10 100

w (rad/s)

Sekil 4.40
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Sekiller 4.40-4.42°deki egrilerden bulunan Onemli parametreler

asagidaki cizelgede verilmistir. Bu degerlerden goriildiigii gibi denklestirici
faz payini istenen degerin ¢ok yakinina 49.9°’ye getirmis, kazang payimi bir
miktar artirarak 9.5 dB yapmis, duragan degeri istendigi gibi 0.714’den
0.99’a c¢ikarmis, asmay1 azaltmistir. Buna karsilik yerlesme zamani ¢ok

uzamis ve 18.9 s olmustur.
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Cizelge 4.2
Parametre Denkl.estiricisiz Denk.lestiricili

Sistem Sistem
Faz Pay1 36.8° 49.9°
Kazang Pay1 7.6 dB 9.4dB
Duragan deger 0.714 0.99
Asma % 49 % 1.5
Tepe zamani 1.20 s 1.37 s
Yerlesme zamani 6.66 s 18.9 s

Sonug¢ olarak, faz-geriletici denklestiricinin esas amaci disinda
kullanilarak faz acisini degistirmek i¢in kullanilmasi, yerlesme zamaninda
asirt artmalara sebep olabilmektedir. Bunu 6nlemenin yolu faz-geriletici
denklestiricinin, bir faz-ilerletici denklestiriciyle birlikte kullanilmast;
boylelikle algak frekans bolgesindeki tasarimla, orta frekans bolgesindeki
tasarimin ayri ayri yapilmasidir. Bir diger secenek ise bu iki denklestirici
yerine bir tane faz-ilerletici-geriletici denklestirici kullanmaktir.

4.11.3 Faz-ilerletici Denklestirici

Faz-ilerletici denklestirici Bode faz diyagraminin orta frekans
bolgesine faz ekleyerek faz paymi artirir. Biiyiiklik egrisinde gegme
frekansint ve dolayisiyla sistemin bant genisligini arttirir. Bunlarm
sonucunda sistem kararliligini iyilestirir, sistemdeki soniimii artirir ve
yerlesme zamanint kisaltir. Yiksek frekanslarda kazanci artirdigindan,
sistemin giiriiltiiden etkilenmesi de artabilir. Bu yiizden faz payinin tasarim
degeri ile sistemin giirtiltiiden etkilenmesi arasinda bir uzlasi saglanmasi
gerekebilir.

Faz-ilerletici denklestiricinin esas amac1 Bode diyagramimin diigiik
frekans bolgesini fazlaca degistirmeden orta frekans bdolgesinin seklini
degistirmek ve gecici davranig 6zelliklerini iyilestirmektir. Tasarim sirasinda
maksimum faz artisinin gegme frekansinda olmasina calisilir. Bunu
saglamak i¢in agagida verilen Yontem 2 izlenebilir.
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Yontem 2:  Al¢ak frekans bolgesini fazla etkilemeden faz-ilerletici

)

2)

3)

4)

S)

6)

denklestirici tasarimi

Faz-ilerletici denklestiriciyi tasarlamadan once sistemin duragan
davranis sartlarint saglaym. Bunun i¢in 6ncelikle kazang artirimi
yapin. Eger bu yeterli degilse faz-geriletici denklestirici kullanin.
Faz-ilerletici denklestirici tasarimini bu islemlerin sonucunda elde
edilecek sistem i¢in yiiriitiin. Bu sistemin agik ¢evrim transfer
fonksiyonu G(s) olsun.

Eger faz payinin ne olmasi gerektigi verilmisse bir sonraki
maddeye gecin. Faz pay1 verilmemisse, sistemin soniim orani, agma
degeri gibi kriterlere dayanarak istenilen faz pay1 degerini ()
belirleyin.

Faz-ilerletici denklestiricinin artirmasi gereken faz miktarini (¢,)
asagidaki gibi belirleyin.

Burada ¢,, denklestiricisiz sistemin faz pay1, ¢, ise faz-ilerletici
denklestirici gegme frekansini saga kaydirdigi i¢in faz egrisinin
asagl dogru olan egimi dolayisiyla azalacak faz miktarini
karsilamak i¢in eklenen faz azalma payidir. Denklestiricisiz
sistemin faz egrisinin egimi gegme frekansi dolayinda az ise ¢, nin
degeri genellikle 5°-12° arasindadir [4.2 ]. Ancak bu egimin
degerine gore daha biiylik ¢, degerleri de gerekebilir.

G(s)’nin Bode diyagramlarini ¢izin.

Denklem (4.121)’den o’nin degerini ¢, , = ¢, alarak asagidaki

gibi elde edin.
1 +sin
s Prnak (4.139)
l-smng,,

Faz —ilerletici denklestiricinin yaratacagi maksimum faz artisinin
biiyiikliik gegme frekansinda olmasi arzu edilir. Ancak denklestirici
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ayni zamanda denklem (4.123)’de belirtildigi kadar bir genlik artigi
yapar. Bu yiizden denklestiricisiz sistemin biiyiikliik gecis
frekansini sag tarafa dogru kaydirir. Bu frekansi (@. ) yeni gegme
frekansi olarak kabul edin. @, nin degeri denklem (4.123)
kullanilarak asagidaki ifadeden bulunabilir. MATLAB yaziliminiz
varsa @.’nin bulunmasi ¢ok daha kolaylikla yapilabilir.

IG(jw,)

7) Denklestiricinin maksimum faz artiriminin yeni ge¢me frekansinda
olmasi istenir. Bunu saglamak icin 7> ve 71 zaman sabitlerini
denklem (4.122) ve = T\/T> tanimin1 kullanarak asagidaki gibi
bulun.

=—20log,, Vo dB (4.140)

1

o Na

Ancak denklestiricili sistemin faz egrisi egiminin gecme frekansi
dolayinda c¢ok biiylik oldugu bazi durumlarda maksimum faz
artinminin  gegme frekansinin  biraz daha solunda olusmasi
gerekebilir. (Bakimiz Ornek 4.5)

T, = T, =al, (4.141)

8) Denklestiricili sistemin acik ¢evrim transfer fonksiyonunun Bode
diyagramlarini ¢izin. Faz pay1 ve kazang payini kontrol edin.

9) Denklestiricili sistemin duragan davranigini kontrol edin.
10) Gerekiyorsa tasarim parametrelerini degistirip tasarimi tekrar edin.

Ornek 4.4: Yontem 2

Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagida verilmistir. Bu sistemin birim rampa giris i¢in dinamik hatasin
0.03’den az yapacak K’nin degerinin bulunmasi ve faz paymnin 40°’den
biiyiik olmasi i¢in faz-ilerletici bir denklestirici tasarlanmasi istenmektedir.

K
s(s+3)
Once duragan davrams sartii karsilamak igin K’nin degeri

belirlensin. Kapali ¢cevrim sistemde referans girisle hata arasindaki transfer
fonksiyonu,

G,(s)= (4.142)
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E(s)= s(s+3)
R(s) s*+3s+K

(4.143)

oldugundan, birim rampa girisi i¢in dinamik hata asagidaki gibi elde edilir.
. +3 1 3
e, =lm s(zs(s—)J[—zj =22003  (4.144)
520 (5™ +3s+K \s K

ya da, K >100 bulunur. Burada K = 100 alinsin.

Bundan sonra Yontem 2’nin agamalarint uygulayarak faz-ilerletici
denklestiricinin tasarimi asagidaki gibi yiiriittliir.

1) Faz-ilerletici denklestirici uygulanmamis sistemin Bode
diyagramlart Sekil 4.43 ve Sekil 4.44°de verilmistir. Sistemin
gegme frekansi 9.78 rad/s, faz pay1 17°, kazang pay1 ise

sonsuzdur.

80

60
m
S 40
=
=
Z 0
/M

-20

-40

0.1 1 10 100
 (rad/s)
Sekil 4.43

-90
8 \
g
R -120
N -150 \1
= \

-180 |

0.1 1 10 100
w (rad/s)

Sekil 4.44
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40°’den biiyiik olmas1 istenen yeni faz payini elde etmek igin
en az 23° faz artis1 saglanmalidir. Denklestirici uygulamasi
sonucunda gecme frekansi saga dogru kayacagindan, Sekil
4.44°deki egrinin mevcut gegme frekansit dolayidaki egimini
dikkate alarak bu artiga 5° gibi bir ilave yaparak ¢y = 28°
almsin.

Denklem (4.139)’dan o bulunur.

1+sin 28°
l-sing,,, 1-—sin28°

mak __

_1+sing

=2.77 (4.145)

Denklestiricinin yaratacagi dB cinsinden genlik artig1 denklem
(4.140)’dan asagidaki gibi bulunur.

20log o Vo =4.42 dB (4.146)

Sekil 4.43’deki egride biiyiikliigiin -4.42 dB oldugu noktada
yeni gegme frekanst . = 12.7 rad/s olarak bulunur. Bu
noktada Sekil 4.44’deki egrinin faz kaybina bakip, kabul
edilen 5° faz kaybi1 payinin dogrulugunu kontrol edilsin. Bu
frekansta Sekil 4.44°den okunan faz agis1 —167°dir. Yani
egrinin egimi dolayisiyla 4° faz azalmasi olmustur. O halde 5°
faz pay1 fazlasiyla yeterlidir.

T, ve Ti zaman sabitleri denklem (4.141)’den asagidaki gibi
bulunur.

1 1

oo 127277

T, = =0.0473 s (4.147)

T, =al, =0.131 s (4.148)

Faz-ilerletici denklestirici uygulanmis sistemin agik ¢evrim
transfer fonksiyonu,

G(s):( 0.131s+1} K

(4.149)
0.0473s+1) s(s +3)
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seklindedir. Acik ¢evrim transfer fonksiyonunun Bode
diyagramlar1 Sekil 4.45 ve Sekil 4.46’da verilmistir. Yeni
tasarlanan sistem istenen sartlari saglamakta olup, faz payi
41.3°, kazang payr sonsuz, ge¢me frekansi ise 12.7 rad/s
kadardir.

(94
S

(=)

\

&
S

T

0.

)
S
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-100
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Sekil 4.45
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\

™

|
I
I
0.1 1 10 100 1000
 (rad/s)
Sekil 4.46

Faz-ilerletici denklestiricisi olmayan sistemin birim basamak
cevab1 Sekil 4.47°de, denklestiricili sistemin birim basamak
cevabr ise Sekil 4.48°de goriilmektedir. Iki sistemin onemli
ozellikleri asagidaki cizelgede karsilagtirmali  olarak
sunulmustur. Goriildiigii gibi, denklestirici faz paymi 41.3°’ye
cikartarak, agsma ve yerlesme zamani degerlerini ¢ok 6nemli
oranda azaltmustir.
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Cizelge 4.3
Parametre Denkl'estiricisiz Denk.lestiricili

Sistem Sistem
Faz Pay1 17.1° 41.3°
Kazang Pay1 Sonsuz Sonsuz
Duragan deger 1.0 1.0
Asma % 61.7 % 31.8
Tepe zamani 0.31s 0.23 s
Yerlesme zamani 2.59s 0.59 s

T
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Zaman (s)
Sekil 4.47
T

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Zaman (s)

Sekil 4.48

0 0.1 0.2 0.3
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Ornek 4.5: Yontem 2

Cesitli kaynaklarda 5°-12° kadar bir faz azalma pay1 kullanilmasi
onerilmektedir [4.2]. Denklestirmesiz sistemin faz diyagramimin egimi
geeme frekansi dolayinda fazla degilse bu aralikta bir deger kullanilmasi
genellikle yeterlidir. Ancak denklestirmesiz sistemin faz diyagraminin egimi
gecme frekanst dolayinda fazlaysa bu degerler yeterli olmayabilir. Bu
ornekte boyle bir sistem incelenecektir.

Ornek olarak daha 6nce Yontem 1 icin ele alman sistemin faz-
gerileticili denklestirici uygulanmis halini ele alalim. Bu sistemin faz pay1
37°, kazang payt 7.6 dB, gegme frekansi 2.45 rad/s, yerlesme zamani ise
14.5 s olarak bulunmustu. A¢ik ¢evrim transfer fonksiyonu,

T. T,.s+1
G(s)=K'|=£ | & [ - 240 j (4.150)
Ty \Thys+1 \s” +7s° +165+16

seklinde olup, bu ifadedeki parametreler K’ = 0.9, Ti; = 4.08 s, 75, = 180 s
olarak elde edilmisti. Bu degerler denklem (4.150)’de yerine koyulursa, faz-
ilerletici denklestirici uygulanacak sistemin blok diyagrami Sekil 4.49°daki
hali alir. Bu diyagramda Gi(s) terimi faz-ilerletici denklestiricinin transfer
fonksiyonunu gdstermektedir. Ornegin amaci sistemin duragan davranis
ozelliklerini fazla etkilemeden, faz-ilerletici denklestiriciyle faz payini en az
45° yapmaktir.

R(s) 26440 5 + 6480 C(s)
+ Gi(S) ™| 734.45" +51455° 1 11780s° 1 118205 + 65.28

Sekil 4.49

Simdi Yontem 2’nin asamalarmi uygulayarak faz-ilerletici
denklestiricinin tasarimini yapilsin.

1) Faz-ilerletici denklestirici uygulanmanus sistemin Bode
diyagramlari Sekil 4.36 ve sekil 4. 37°de verilmisti. Ornegi
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takip etmeyi kolaylastirmak icin bu diyagramlar Sekil 4.50 ve
Sekil 4.51°de tekrardan verilmistir.

2) Mevcut gecme frekansinda faz pay1 37° (gecme frekansinda
faz degeri -143°) olduguna gore, 45° olan yeni faz payimi elde
etmek icin 8° faz artis1 saglanmalidir. Gegme frekansi saga
dogru kayacagindan, Sekil 4.51°deki egrinin mevcut gecme
frekans1 dolayindaki egimini dikkate alarak 8° artisa 5° gibi
bir ilave yaparak ¢ = 13° alinsin.
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3) Denklem (4.139)’dan « agagidaki gibidir.

_l+sing,, 1+sinl3°

=1.58 (4.151)

l-sing,, 1-sinl3’

4) Denklestiricinin yaratacagi dB cinsinden genlik artis1 denklem
(4.140)’dan asagidaki gibi bulunur.

201log ,, Va =1.99 dB (4.152)

Sekil 4.50°deki egride biiyiikliigiin —1.99 dB oldugu noktada
yeni ge¢cme frekanst o. = 2.8 rad/s olarak bulunur. Bu noktada
Sekil 4.51°deki egrinin faz kaybina bakip, kabul edilen 5° faz
kayb1 payinin dogrulugunu kontrol edilsin. Bu frekansta Sekil
4.44°den okunan faz agis1 —155°dir. Yani egrinin egimi
dolayisiyla 12° faz azalmasi olmustur.

5) Azalma payini 30 derece alarak Madde 3 ve Madde 4’deki
hesaplar tekrar edilsin.
Varsayilan faz azalmasi: 30°

e e
_Lxsing,y l+sin38 _, (4.153)
l-sing,, 1-sin38°

mak

20log o Jr =6.24 dB
.= 3.57 rad/s
Yeni ge¢me frekansinda faz azalmasi = 32°
Faz azalma payini artirarak hesaplar tekrar edilsin:

Varsayilan faz azalmasi: 55°

1 + si in 63°
_lEsing,, _1+sn63" s (4.154)

l-sing,, 1-sin63°

201log Vo =12.39 dB
@ =4.81 rad/s

Yeni ge¢me frekansinda faz azalmasi = 53°
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Bu son durumda yeni ge¢cme frekansindaki faz azalmasi
varsayilan 55°’den az oldugu i¢in faz azalma payini1 55° almak
uygundur.

6) 55° faz azalma payini kullanarak 7> zaman sabiti denklem
(4.140)’dan, T} ise ’nin tanimindan asagidaki gibi bulunur.

1 1
T, = - =0.050 s 4.155
" oNa 48131735 (1159)
T, =aT, =0.866 s (4.156)

7) Bu islemlerden sonra denklestiricili sistemin ag¢ik ¢evrim
transfer fonksiyonu, bulunan parametre degerlerini asagidaki
ifadede yerine koyarak bulunur.

T.s+1 T T,,s +1
G(s) = Tys+1D) K128 | 8 ( - 240 j
T, s+1 Ty, \Thes+1\s” +7s° +165+16

(4.157)

Tasarlanan yeni sistemin Bode diyagramlari Sekil 4.52 ve Sekil
4.53de verilmistir. Sistemin faz pay1 46.8°, kazang pay1 13.3 dB kadardur.

40

Biiyiikliik, dB

0.001 0.01 0.1 1 10 100
@/,

Sekil 4.52
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Tasarlanan sistemin birim basamak cevab1 Sekil 4.54’de
goriilmektedir. Denklestiricili sistemin ve denklestiricisiz sistemin temel
performans parametreleri asagidaki c¢izelgede Ozetlenmistir. Sistemin
basamak cevabi, Sekil 4.39°da verilen, denklestiricisiz sistemin basamak
cevabiyla karsilastirildiginda saliimlarin ¢ok daha hizla soniimlendigi
dikkati cekmektedir. Bu durum artirilan faz payimin sonucudur. Asma
miktar1 azalmis, kazang pay1 artmistir. Bunlara karsilik yerlesme zamanin az
da olsa uzamustir. Sonuclar Cizelge 4.4’de 6zetlenmistir.
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Cizelge 4.4
Parametre Denkl'estiricisiz Denk.lestiricili

Sistem Sistem
Faz Pay1 37° 46.8°
Kazang Pay1 7.6 dB 13.3dB
Duragan deger 0.99 0.99
Asma % 13.5 % 6
Tepe zamani 1.28 0.59 s
Yerlesme zamani 14.5s 15.6s

4.11.4 Faz-ilerletici-Geriletici Denklestirici Tasarim

Hem faz-ilerletici ve hem de faz-geriletici denklestirici
kullanilmasini gerektiren durumlarda, bunlarin ayr1 ayr1 kullanilmasi yerine
bu ikisinin gorevini tek basina gerceklestiren pasif bir denklestirici
kullanilmas1 daha ekonomik bir ¢oziimdiir.

Faz-ilerletici-geriletici ~ denklestiriciyle duragan  davranis
iyilestirilirken, bunun yani sira sistem hizinin, bant genisliginin ve marjinal
kararliligin artirilmast miimkiindiir. Diger bir deyisle, bu denklestirici hem
faz-geriletici hem de faz-ilerletici denklestiricilerin 6zelliklerini bir arada
barmdirir.

Daha 6nce denklem (4.124)’de verildigi gibi, faz-ilerletici-geriletici
denklestiricinin agik ¢evrim transfer fonksiyonuna ekledigi ¢arpan asagidaki
gibidir.

(4.158)

Gc<s>:£T1gs+1J(Tus+1J (Ty <T, <Ty, <Ty)

Thys+1 \Tys+1 (1., T, =T,,T,)

Burada kazancin “1” olmast i¢in 7,,7,, =T7;,7;, sarti koyulmustur.

Bu sart zorunlu olmamakla beraber, tasarim siirecinde basitlik saglar. Faz-
ilerletici-geriletici denklestiricinin tasarim siireci, faz-ilerletici ve faz-
geriletici  denklestiricilerin ~ tasarimlarinin ~ birlesimi  bigimindedir.
Denklestiricinin faz-geriletici kismu yiiksek frekanslarda genlik azalmasi
sagladigindan, ¢evrim kazancinin artirilmasini ve bdylelikle yiiksek frekans
bolgesinde net bir kazang artis1 olmadan duragan hatalarin azalmasini saglar.
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Denklestiricinin faz-ilerletici kismi ise ge¢gme frekansini artirir ve yeni
gecme frakansinda istenen faz agis1 artigini saglar.

Tasarim sirasinda istenirse faz-geriletici ve faz-ilerletici kisimlar
ayr1 ayri tasarlanabilir ve daha sonra bunlar seri olarak baglanarak faz-
ilerletici-geriletici  denklestirici elde edilebilir. Kisimlarin ayr1 ayr
tasarlanmasi sirasinda daha once Kisim 4.12.2 ve Kisim 4.12.3’de verilen
yontemler birbirinden bagimsiz olarak kullanilir. Kisimlardan hangisinin
once tasarlanacagi onemli degildir. Diger bir yaklagim ise faz-ilerletici-
geriletici denklestiriciyi tek asamada asagida verilen Yontem 3’1 kullanarak
tasarlamaktir.

Yontem 3:  Faz-ilerletici-geriletici denklestirici tasarimi

1) Denklestiricisiz sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu G(s)
olsun. Denklestiriciyi tasarlamadan 6nce, ¢evrim kazancini
artirarak duragan davranig sartlarini saglamaya caligin. Ancak
kazang payini 6 dB degerinin ya da verilmis bir kazang pay1
sart1 varsa onun altina diigiirmeyin. Bu kazang artirim ¢arpant
K’olsun.

2) Eger faz paymin ne olmasi gerektigi verilmigse bir sonraki
maddeye gecin. Faz pay1 verilmemisse, soniim orani, asma
degeri gibi kriterlere dayanarak istenilen faz pay1 degerini ()
belirleyin.

3) Denklestiricisiz sistemin Bode diyagramlarini ¢izin. Faz payini
ve kazang payini bulun. Denklestiricinin faz-ilerletici kisminin
artirmasi gereken faz miktarini (¢,) asagidaki gibi belirleyin.

¢d=¢}‘_¢m+¢p[+ g (4159)

Burada ¢,, denklestiricisiz sistemin faz pay1; ¢, ise faz
ilerletici kisim gegme frekansini saga kaydirdigi i¢in faz
egrisinin asag1 dogru olan egimi dolayisiyla azalacak faz
miktarini karsilamak i¢in eklenen faz azalma payr’ dir.
Denklestiricisiz sistem faz egrisinin egimi gegme frekansi
dolayinda az ise ¢,;’nin degeri genellikle 5°-12° arasindadir
[4.2]. (Eger gecme frekansi dolayinda faz egrisinin agagi
dogru egimi fazlaysa, ¢,;’nin degerinin daha biiyiik olmas1
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gerekebilir. Ayrintilar i¢in Ornek 4.5’e bakin.) ¢, terimi faz-
geriletici kismin yaratacagi tahmini faz azalmasini kargilamak
icindir. ¢, 'nin degeri de 5°-12° araliginda olup, faz-
gerileticinin sifir1 gegme frekansinin en az bir onluk altinda ise
kiiciik degere daha yakindir.

Denklem (4.121)’den o’nin degerini @na = ¢a kabul ederek
asagidaki gibi elde edin.

_1+sing

mak

: (4.160)
1—sin

mak

Faz-ilerletici denklestiricinin yaratacagi maksimum faz
artisinin biiyiikliik gegme frekansinda olmasi arzu edilir.
Ancak denklestirici ayn1 zamanda denklem (4.123)’de
belirtildigi kadar bir biiyiikliik artig1 yapar. Bu ylizden
denklestiricisiz sistemin biiyiikliik gegis frekansini sag tarafa
dogru kaydirir. Bu frekansi (@. ) yeni ge¢me frekansi olarak
kabul edin. @.’nin degeri denklem (4.123) kullanilarak
asagidaki ifadeden bulunabilir. MATLAB yaziliminiz varsa
. nin bulunmasi ¢ok daha kolaylikla yapilabilir.

G(jw,) =-20log,,Ja dB (4.161)

Denklestiricinin maksimum faz artirimimin yeni gegme
frekansinda olmasini saglamak i¢in 7; ve 77; zaman sabitlerini
denklem (4.122) ve ’nin tanim1 kullanarak asagidaki gibi
bulun.

- (4.162)
2i a)c\/; .
T = aly; (4.163)
1,,T,, =T,,T, ifadesinden,
Ly Ty, (4.164)
]]g T2i
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olarak verilmistir. 1/7', degerini yeni ge¢cme frekansinin bir
onluk altinda, 7>,’yi ise denklem (4.164)’e gore, asagidaki gibi
segin.

r, =2 (4.165)

T,, =af, (4.166)

g g

8) Denklestiricili sistemin acik ¢evrim transfer fonksiyonunu
asagidaki gibi yeniden diizenleyin.

T, T,.s+1 )
G, (s)=k/| 2 | 2T N Tt o 4 167)
Ty, \Dgs+1 \Ths+1

Denklestiricili sistemin Bode diyagramlarini ¢izin.

9) Denklestiricili sistemin faz pay1 ve kazang pay1 degerlerini
kontrol edin. Duragan davranig 6zelliklerini inceleyin. Birim
basamak cevabini elde ederek % asma orani, yerlesme zamant,
tepe zamani gibi gegici davranigi tanimlayan parametreleri
bulun. Gerekiyorsa tasarim parametrelerini degistirerek
tasarimu tekrar edin.

Ornek 4.6: Yontem 3

Blok diyagrami Sekil 4.55’deki gibi bir sistem verilmis olsun.
Sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonunun Bode diyagramlar1 Sekil 4.56
ve Sekil 4.57°de, kapali ¢evrim sistemin birim basamak cevabi ise Sekil
4.58’de goriilmektedir. Bu haliyle sistemin faz pay1 19.9°, kazang pay1 21.7
dB, gecme frekansi 3.08 rad/s, birim basamak giris i¢in ¢ikisin duragan
degeri ¢, = 0.98, yerlesme zamani 7.1 s, agma degeri % 57.7 ve tepe zamant
1.01 s kadardir. Bu sisteme bir faz-ilerletici-geriletici denklestirici
tasarlanmast ve asagidaki performans parametrelerinin saglanmasi
istenmektedir.

Faz pay1: >45° ve 1.0 > ¢4 > 0.995
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Sekil 4.57

Referans
girisi, R(s) 4 1000 Cikas, C(s)
(s +0.2)(s + (s +100)
Sekil 4.55
50
m ™~
5! g
i N
Z -0
\\
1100 AN
0.01 0.1 1 10 100 1000
o (rad/s)
Sekil 4.56
0 =u
N
(]
2 90 AN
5] N\
) N
5 ™
g '\\\\
N 180 b b T
= ~
\\\§
-270 mas
0.01 0.1 1 10 100 1000
 (rad/s)
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c(?)

Zaman (s)
Sekil 4.58
Yontem 3’°e gore sistemin tasarim agsamalart asagida 6zetlenmistir.

1. K’ gibi bir ¢evrim kazancini sisteme dahil edilirse, kapali
cevrim transfer fonksiyonu,

- 1000 K’
(s +0.2)(s + 1)(s +100) + 1000 K’

T(s)

olacagindan, birim basamak giris i¢in ¢ikigin duragan degeri
asagidaki gibi bulunur.

. __ 100K
¥ 720 +1000 K’

Bu ifadeden ¢ikisin duragan degerinin 0.995 olmasini saglayan
K’ degeri 3.98 olur.

2. Kazanci bu sekilde artirilmis sistemin agik ¢evrim transfer
fonksiyonunun Bode diyagramlar1 Sekil 4.59 ve 4.60°da,
kapali ¢gevrim sistemin birim basamak cevabi ise Sekil 4.61°de
verilmistir. Denklestiricisiz olan bu sistemin faz pay1 7.32°,
kazang pay1 9.69 dB, gecme frekansi 6.26 rad/s, yerlesme
zamani 9.56 s, ylizde agmasi % 81.5 ve tepe zamani 0.50 s



Biiyiikliik, dB

Faz Acisi, Derece
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kadardir. Birim basamak giris i¢in ¢ikisin duragan degeri
beklendigi gibi 0.995’dir. Tasarimin bundan sonraki
asamalarinda, denklestiricinin faz geriletici kisminin diigiik

frekanslarda saglayacagi kazang artis1 sayesinde duragan deger

1.0’a daha da yaklasacaktir.

50 -
0 ~Nch
b
\\
N
\\\
-50 D
AN
N
-100 N
0.01 0.1 1 10 100 1000
o (rad/s)
Sekil 4.59
0 Sy
N
N\
N\
-90 N
N
N~
T
0 J) SOOI L0 1 O O U R P 8 _=\_\\_ RESEH B i
N
270 T
0.01 0.1 1 10 100 1000
o (rad/s)

Sekil 4.60
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1.8

c(?)

Zaman (s)

Sekil 4.61

3. Denklestiricinin faz-ilerletici kisminin artirmasi gereken faz
miktarini (¢y), denklem (4.159)’da ¢, =45°, ¢, =7.32°,

¢, =6"ve ¢, =6" alarak asafidaki gibi belirlenir.
9, =45-732+6+6=49.7"
4. Denklem (4.160)’dan o’nin degeri asagidaki gibi bulunur.
1+sin 49.7°
a=—"—
1-sin 49.7°

5. Denklem (4.161)’den —20log ,,+/7.439 =—8.715 dB olarak
bulunur. Denklestiricisiz sistemin Sekil 4.59°da verilen Bode
biiytikliik diyagramindan bu degere karsilik gelen frekans 10.4
rad/s olup, bu frekans yeni ge¢me frekansi w.’dir.

=7.439

6. Denklem (4.162) ve denklem (4.163)’den

T, = =0.0353 sve T}, =aTl,; =0.262 s

oo
¢

olarak bulunur.
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7.

8.

9.

100

()]
o

=)

O
S

-100
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10
Denklem (4.165) ve denklem (4.166)’dan 7}, =— =0.962 s,
a)c

T,, =al, =7.153 s olarak bulunur.

Denklestiricili sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
denklem (4.167)’den asagidaki gibi elde edilir.

G, (s)=3.98 7.153 ) 0.962s +1Y 0.262s5 +1 G(s)
0.962 \ 7.153s +1 A\ 0.0353s +1

Burada G(s) denklestiricisiz sistemin agik c¢evrim transfer
fonksiyonudur.

Faz-ilerletici-geriletici denklestirici uygulanan sistemin agik
cevrim transfer fonksiyonunun Bode diyagramlar Sekil 4.62 ve
Sekil 4.63’de, birim basamak cevabi ise Sekil 4.64’de
verilmistir. Tasarlanan yeni sistemin faz pay1 45.4°, kazang pay1
20.3 dB, birim basamak referans giris i¢in ¢ikisin duragan
degeri c;s = 0.999, asmas1 % 31.4, tepe zamani 0.27 s, yerlesme
zamani 0.63 s kadardir.

0.01 0.1 1 10 100 1000

o (rad/s)

Sekil 4.62
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Asagidaki cizelgede denklestiricisiz ve denklestirici uygulanan
sistemlerin performans parametreleri birlikte verilmistir. Cevrim kazancinin
artirtlmas1 ve denklestiricinin faz geriletici kisminin diigiik frekanslarda
sagladigi kazang artig1 sayesinde c¢ikigin duragan degeri 0.999’a ¢ikmus,
sistemin soniimii artarken sistemin cevap hizi 6nemli oranda artmuistir.

Cizelge 4.5
Parametre Denkl'estiricisiz Denk.lestiricili

Sistem Sistem
Faz Pay1 19.9° 45.4°
Kazang Pay1 21.7dB 20.3dB
Gegme frekansi 3.08 rad/s 10.4 rad/s
Duragan deger 0.98 0.999
Asma % 57.7 %31.4
Tepe zamani 1.01s 0.27s
Yerlesme zamani 7.1s 0.63 s

Yontem 3’tin ilk maddesinde belirtildigi gibi, duragan davranisi
iyilestirmek i¢in g¢evrim kazanciin denklestirici tasarimi Oncesinde
artirtlmas1 bazi durumlarda atlanabilir ve duragan davranisin iyilestirilmesi
icin faz geriletici kismin diisiik frekanslarda saglayacagi kazang artis yeterli
olabilir. Ornegin yukarida incelenen 6rnek igin bdyle bir yol izlenirse
asagidaki sonuglar elde edilir.

1. Baslangicta sistemin acik ¢evrim kazancini degistirmesin. Bu
yiizden K’ =1 almsin.

2. Denklestiricinin faz-ilerletici kisminin artirmasi gereken faz
miktart, (¢;) denklem (4.159)’da ¢, =45°, ¢,, =19.97,

¢, =6, §,, =6 alarak asagidaki gibi belirlenir.

¢, =45-199+6+6=37.1"
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Denklem (4.160)’dan o’nin degeri asagidaki gibi bulunur.

o 1+sin 37.1 4,038
1—sin 37.1°
Denklem (4.161)’den —20log |, v4.038 =—6.06 dB olarak

bulunur. Denklestiricisiz sistemin Bode biiyiikliik
diyagramindan bu degere karsilik gelen frekans 4.42 rad/s
olup, bu frekans yeni ge¢cme frekansi @.’dir.

Denklem (4.162), denklem (4.163)’den T, =

ve T,; =al,; =0.455 s olarak bulunur.

10
Denklem (4.165) ve denklem (4.166)’dan 7}, =—=2.262s,
1)

c

T,, =al, =9.135 s olarak bulunur.

Denklestiricili sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
denklem (4.167)’den asagidaki gibi elde edilir.

9.135 ) 2.2625 +1Y 04555 + 1
SCRE bt

G(s)

2.262 \ 9.1355+1 \ 0.113s +1

Burada G(s) denklestiricisiz sistemin agik g¢evrim transfer
fonksiyonudur.

Faz-ilerletici-geriletici denklestirci uygulanan sistemin agik
cevrim transfer fonksiyonunun Bode diyagramlari Sekil 4.65 ve
Sekil 4.66’da, birim basamak cevab1 ise Sekil 4.67°de
verilmistir. Tasarlanan yeni sistemin faz pay145.5°, kazang pay1
26.0 dB, gecme frekansi 4.44 rad/s, birim basamak referans
giris i¢in ¢ikigin duragan degeri ¢, = 0.995, agsmasi1 % 28.2, tepe
zamani 0.65 s, yerlesme zamani 1.22 s kadardir.
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Asagidaki cizelgede denklestiricisiz ve denklestirici uygulanan
sistemlerin performans parametreleri birlikte verilmistir. Denklestirici
tasarimi Oncesinde kazanci artirilan sisteme gore kazang payr daha biiytik,
asma daha kii¢iik, buna karsilik yerlesme zamani daha uzundur. Ancak bu
sonuclara dayanarak bir genelleme yapmanin miimkiin olmadig
unutulmamalidir.

Cizelge 4.6
Parametre Denkl.estiricisiz Denk'lestiricili

Sistem Sistem
Faz Pay1 19.9° 45.5°
Kazang Pay1 21.7dB 26 dB
Gegme frekansi 3.08 rad/s 4.44 rad/s
Duragan deger 0.98 0.995
Asma % 57.7 % 28.2
Tepe zamani 1.01s 0.65s
Yerlesme zamani 7.1s 1.22's

KAYNAKLAR

[4.1] Franklin, G.F., Powell, J.D., Emami-Naeini, A., Feedback Control of
Dynamic Systems, 4™ Ed., ISBN: 0-13-032393-4, Prentice-Hall, New
Jersey, 2002.

[4.2] http://engineering.nyu.edu/mechatronics/Control Lab/Criag/
Craig_RPI/2001/FreqResponse_Analysis_Design.pdf.
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PROBLEMLER

Not: Problemlerin ¢coziimlerinde MATLAB’den yararlanin.

4.1

4.2

4.3

Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagidaki gibidir.

40
s(s+4)

G(s)=

- Sistemin faz pay1 ve kazang pay1 ne kadardir? Bu degerler uygun
mudur?

- Birim rampa giris i¢in sistemin duragan hatasi ne kadardir?
Duragan dinamik hatayi 0.01’in altina azaltmak i¢in uygun bir
faz-geriletici denklestirici tasarlayin.

Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagidaki gibidir.

20

Gls) = s(s* +5s+7)

- Sistemin faz pay1 ve kazang pay1 ne kadardir? Bu degerler uygun
mudur?

- Birim basamak giris icin sistemin duragan hatasi1 ne kadardir?

- Faz payin1 30°’den biiyiik, kazan¢ payin1 6 dB’den biiyiik
yapmak i¢in bir faz-ilerletici denklestirici tasarlayin.
Denklestiricili sistemin tasarim kriterlerine uygunlugunu kontrol
edin.

Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu

asagidaki gibidir.

~ 10
(s+1)(s> +25+10)

G(s)

- Sistemin faz pay1 ve kazang pay1 ne kadardir? Bu degerler uygun
mudur?

- Birim basamak giris i¢in sistem ¢ikisinin duragan degeri nedir?
Duragan degerin 0.995-1.0 arasinda olmasini saglamak i¢in faz-
geriletici bir denklestirici tasarlayin. Denklestiricili sistemin
istenen kritere uygunlugunu kontrol edin.
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4.4

4.5

4.6

Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagidaki gibidir.

40

2
K

- Busistemin kararlilig1 hakkinda ne sdyleyebilirsiniz?
- Busistem i¢in asagidaki tasarim sartlarini saglayacak bir faz-
ilerletici-geriletici denklestirici tasarlayin.

G(s)=

Faz pay1 > 45°

Bu sekilde tasarlanan sistemin kazang pay1 nedir? Sistemin birim
basamak cevabinin agmasi, tepe zamani, yerlesme zamani ve duragan
degeri nedir?

Birim geribeslemeli bir sistemin acik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagidaki gibidir.

G(s) = 10(s +4)
Cs(s+1)(s+2)(s +6)

Bu sistemin kazang pay1 ve faz pay1 ne kadardir? Birim basamak
cevabinin M), t,, t; ve ¢y degerleri nedir?

Bu sistem i¢in asagidaki tasarim sartlarini saglayacak bir faz-
ilerletici denklestirici tasarlaym.

Faz pay1 > 40°
Kazang pay1 > 8 dB

Tasarladiginiz sistemin kazang pay1 ve faz payi ne kadardir? Birim
basamak cevabinin M,, t,, ¢, ve ¢ degerleri nedir?

Birim geribeslemeli bir sistemin acik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagidaki gibidir.

40(s +10)
(s? +65+25)(s+2)

G(s)=
Bu sistemin kazang pay1 ve faz pay1 ne kadardir? Birim basamak
cevabinin M, t,, t, ve ¢, degerleri nedir?

Bu sistem icin asagidaki tasarim sartlarini saglayacak bir faz-
ilerletici denklestirici tasarlayin.
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Faz pay1 > 45°
Kazang pay1 > 6dB
Birim basamak giris i¢in ¢ikisin duragan degeri = 0.99-1.0

Tasarladiginiz sistemin kazang pay1 ve faz pay1 ne kadardir? Birim

basamak cevabinin M,, t,, t; ve cs degerleri nedir?

Birim geribeslemeli bir sistemin acik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagidaki gibidir.

~ 60
(s> +25+10)(s +5)

G(s)

Bu sistemin kazang pay1 ve faz pay1 ne kadardir? Birim basamak
cevabinin M), t,, t; ve ¢y degerleri nedir?

Bu sistem icin asagidaki tasarim sartlarini saglayacak bir faz-
ilerletici-geriletici denklestirici tasarlayin.

Faz pay1 > 30°
Kazang pay1 > 10 dB
Birim basamak giris i¢in ¢ikisin duragan degeri = 0.98-1.0

Tasarladiginiz sistemin kazang pay1 ve faz payi ne kadardir? Birim

basamak cevabinin M, t,, t; ve ¢, degerleri nedir?

Birim geribeslemeli bir sistemin acik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagida verilmistir.

20

)= 6

Bu sistem i¢in asagidaki tasarim sartlarini saglayacak bir faz-ilerletici
denklestirici tasarlayin.

Faz pay1 > 40°, Kazang pay1 > 10 dB

Tasarladiginiz sistemin kazang pay1 ve faz pay1 ne kadardir? Birim
basamak cevabinin M, t,, ¢, ve ¢ degerleri nedir?
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4.9

4.10

4.11

Agik ¢evrim transfer fonksiyonu,

40

e YR

olan birim geribeslemeli sistem i¢in asagidaki tasarim sartlarini
saglayacak bir faz-ilerletici-geriletici denklestirici tasarlayin.

Faz pay1 > 30°
Kazang pay1 > 6 dB
Birim rampa giris i¢in duragan dinamik hata < 0.10

Birim geribeslemeli bir sistemin acik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagidaki gibidir.

3 100
(s +1)(s> +10s +26)

G(s)

- Sistemin faz pay1 ve kazang pay1 ne kadardir? Bu degerler uygun
mudur?

- Birim basamak giris i¢in sistem ¢ikisinin duragan degeri nedir?
Duragan degerin 0.995-1.0 arasinda olmasini saglamak i¢in faz-
geriletici bir denklestirici tasarlayin. Denklestiricili sistemin
istenen kritere uygunlugunu kontrol edin.

Birim geribeslemeli bir sistemin agik ¢evrim transfer fonksiyonu
asagidaki gibidir.

40(s +10)
(s? +65+25)(s+2)

G(s)=

Bu sistemin kazang pay1 ve faz pay1 ne kadardir? Birim basamak
cevabinin M, t,, t, ve ¢, degerleri nedir?

Bu sistem i¢in asagidaki tasarim sartlarini saglayacak bir PID
kontrolcii tasarlayin.

Faz pay1 > 45°
Kazang pay1 > 6dB
Birim basamak giris i¢in ¢ikisin duragan degeri = 0.99-1.0
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KONTROL SISTEMI TASARIMINDA
DENEYSEL YONTEMLER

Baz1 durumlarda kontrol sisteminin matematiksel tanimi yeterince
yapilmamistir. Bu durumlarda sistemi tehlikeye atmayacak bigimde yapilan
basit deneylerden elde edilen verilere dayanarak kontrol sistemi tasarlanmast
miimkiindiir. Bu yontemlerin uygulanabilmesi i¢in kontrol edilecek olan
sistemin kararli olmasi gereklidir. Asagida Kisim 5.1°de verilen yontem
sistemin deneysel olarak elde edilen frekans cevabi1 Ozelliklerinden
yararlanir. Bu 6zelliklere dayanarak sistem tanimlanir ve transfer fonksiyonu
bulunur. Daha sonra bilinen tasarim yontemleriyle kontrol sistemi tasarlanir.
Kisim 5.2°de verilen yontemlerde ise sisteme uygulanan bir test girigine
sistemin verdigi zaman cevabinin Ozelliklerine dayanarak ampirik
algoritmalara gore PID kontrol parametreleri belirlenir.

5.1 Deneysel Frekans Cevabi Egrilerinden Sistem Tanimlanmasi

Bu yontemde kontrol edilecek sisteme (agik ¢evrim sistem) bir dizi
sinusoidal giris uygulanir. Giris frekansi yeterince algak frekanslardan
yeterince yiiksek frekanslara kadar degistirilerek elde edilen duragan
sinusoidal cevaplarin ¢ikig/giris genlik oranlar1 ve girise gore faz farklar
kaydedilir. Sonra ¢ikig/giris genlik oranlar1 dB olarak ve faz acilar1 ise derece
olarak yar1 logaritmik grafik kagidina Bode diyagrami formatinda islenir.
Kullanilan frekans bolgesi segilirken en alt frekansin altindaki ve en iist
frekansin tizerindeki frekanslarda faz agisinin ve biyliklik diyagraminda
egimlerin degismemesine dikkat edilir. Daha sonra islenen bu noktalara bir
egri uydurulur. Biiyiikliik ve faz egrilerindeki kose frekanslar1 (kirilma olan
frekanslar) belirlenir. Birbirine komsu koseler arasina agsagi dogru egimlerde
en az egime sahip, yukar1 dogru egimlerde ise en biiyiik egime sahip tegetler
cizilerek asemptotik biiyiikliik ve faz egrileri elde edilir. Daha sonra Kisim
4.3’de verilen transfer fonksiyonu c¢arpanlarinin Bode diyagrami 6zellikleri
dikkate alinarak algak frekanstan yiiksek frekansa dogru bir tarama yapilir
ve sistemin transfer fonksiyonunun carpanlar1 asagidaki gibi bulunur.
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iii)

Asemptotik Bode biiyiikliik diyagrami sol taraftan (diisiik
frekanslardan) + #20 dB egimle geliyorsa transfer
fonksiyonunun =+ s” gibi bir ¢arpani vardir. Bu frekanslara
karsilik gelen faz farki £ #90° kadardir. n = 0 ise transfer
fonksiyonunun orijininde kutup veya sifir yoktur.

Bode Dbiyiklik diyagraminda sol taraftan gelen
asemptotun = 1 rad/s frekansindaki degeri ¢ dB olsun. Bu
durumda, 20log,,K=¢g dB olacagindan transfer

fonksiyonunda, K =10"%° gibi bir kazang ¢arpami vardir.

Bode biiyiikliik diyagramindan saga dogru daha yiiksek

frekanslara devam edin. Her kose frekansi geldikge, yani

egim degisikligiyle karsilasildik¢a transfer fonksiyonunun

diger ¢arpanlarini asagidaki gibi bulun.

- Kosenin olustugu frekans oy olsun. Eger egim £20 dB
degismisse transfer fonksiyonunun asagidaki gibi bir
carpani vardir.

1 +1
(s + lj
Wy

- Eger ax frekansinda egim 40 dB degismisse transfer
fonksiyonunun,

gibi bir ¢arpan1 vardir. Bu ifadede ¢ 'nin degerini Sl¢iim
noktalarinin  kose frekansinda asemptotlardan olan
uzakliklar1 belirler. Eger bu noktalar asemptorlara
oldukc¢a yakisa ¢ = 0.5-0.7 gibi bir deger uygundur.
Genellikle karsilasilan durum budur. Eger noktalar
kesisen asemptotlarin kutuplar i¢in epeyce altinda,
sifirlar i¢in epeyce Ustlinde ise asir1 soniimlii karesel bir
carpan s0z konusu olup, daha yiiksek ¢ degerleri
kullanilabilir. Aksi yonde bir tepe olusmussa az soniimlii
karesel bir ¢arpan oldugundan ¢ 'nin degeri 0.5’den daha
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diisiik almir. ¢ degerinin belirlenmesi i¢in Bolim 4’de
verilen Sekil 4.10’dan yararlanilabilir.

iv)  Yukaridaki gibi Dbelirlenen transfer fonksiyonunun
paydasinin derecesi n, paymin derecesi m ise, yliksek
frekanslardaki faz degeri —(n-m)90° olacaktir.

Ornek 5.1:

Bir sistem iizerinde yapilan deneyler sonucunda elde edilen
biiyiikliik ve faz degerleri Sekil 5.1 ve Sekil 5.2°de dairelerle gosterilmistir.
Bu verilerden sistemin transfer fonksiyonu asagidaki gibi elde edilebilir.

Sekillerdeki verilere uydurulan temsili egriler noktali olarak
gosterilmistir. Sekil 5.1°de ayrica noktali egriye dayanarak cizilen
asemptotik egri de yine temsili olarak kati cizgi ile goriilmektedir.
Asemptotik egriden asagidaki sonuglar ¢ikarilabilir.

- Egri seklin sol tarafindan —20 dB/onluk egimle gelmektedir. O
halde transfer fonksiyonunda 1/s gibi bir ¢arpan vardir.

- Sol taraftan gelen asemptot 1 radyan/s frekansta yaklasik 12 dB
degere sahiptir. Bu durumda, 20log,, K =12 dB olacagindan,

transfer fonksiyonunda, K =10'"?"=3.98 gibi bir carpan
vardir.

- Asemptotik egrinin egimi 2 radyan/s frekansinda +20 dB/onluk
artmakta ve egri yatay hale gelmektedir. O halde kose frekansi
2 radyan/s olan, [(s/2) + 1] gibi gercek bir sifir vardir.

- 5 radyan/s frekansinda egrinin egimi O dB/onluk iken -40
dB/onluk  degerine azalmaktadir. O halde transfer
fonksiyonunun payinda kose frekansi 5 radyan/s olan ikinci
mertebe bir ¢arpan vardir. Kdse noktasinda uydurulmus egri ile
asemptotik egri birbirine olduk¢a yakin oldugundan, soniim
oranini yaklagik olarak ¢ = 0.5 kabul edilirse, paydadaki ¢arpan

asagidaki gibi bulunur.
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Biiyiikliik, dB

Faz Agisi, Derece

40
20 - > t
0 BN
20 U
-40
0.1 1 10 100
w (rad/s)
Sekil 5.1
0
_90 oo 0029:5’0——0 © o‘:lo Th
Tl i
o\\o\"" oo PRE S
-180 S
-270
-360
0.1 1 10 100
w (rad/s)
Sekil 5.2

- Yukarida bulunan ¢arpanlara gore transfer fonksiyonu asagidaki
gibi elde edilir.

3.98[(s/2)+1]  49.75(s +2)

i 1+£+£ _S(S2+5S+25)
5 25

G(s)=
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Bulunan transfer fonksiyonunun faz diyagrami 1/s carpani
dolayisiyla sol tarafta —90° degere sahiptir. Diyagramin en saginda ise faz
degeri —(n-m)90° = —180° kadardir. Bu degerler Sekil 5.2’de verilen faz
degerleriyle uyum igindedir.

5.2 Deneysel Zaman Cevabindan PID Kontrolcii
Parametrelerinin Belirlenmesi

Deneysel olarak elde edilen zaman cevabindan PID kontrolcii
parametrelerinin belirlenmesinin en Onemli avantaji sistemin transfer
fonksiyonunun bilinmesine gerek olmamasidir. Kullanilan belirleme
yonteminin gerektirdigi 6zellikte bir cevap egrisi elde edildigi takdirde
sistem mertebesinin énemi de yoktur. Bu gruba giren yontemler arasinda en
Oonemlisi ve yaygin olarak kullanilan1 Ziegler ve Nichols tarafindan dnerilen
iki yontemdir [5.1]. Ziegler ve Nichols yontemlerini daha sonra onlardan
esinlenerek gelistirilen diger yontemler izlemistir. Asagida bu ydntemler
agiklanmaktadir.

5.2.1 Ziegler ve Nichols Yontemleri

Ziegler ve Nichols tarafindan onerilen yontemler pek ¢ok sistem
tizerinde yapilan deneylere dayanarak, uygun bir sistem davranisi verecek
PID kontrolcii parametelerini belirlemeye yarar [5.1]. Burada uygun
davranistan kasit, bir birini izleyen salimm genliklerinin % oraninda
azalmasidir. Yani, bir salimmmin genligi bir Onceki genligin dortte biri
kadardir. Ziegler ve Nichols tarafindan, Proses Reaksiyon Egrisi Yontemi ve
Stirekli Titresim Yontemi diye iki yontem Onerilmistir. Bu yontemler sirasiyla
Ziegler ve Nichols'un Birinci Yontemi ve Ziegler ve Nichols'un Ikinci
Yontemi olarak da adlandirilir.

i) Ziegler ve Nichols 'un Proses Reaksiyon Egrisi Yontemi

Bu yontemde agik ¢evrim sisteme, yani kontrol edilecek sisteme bir
basamak giris uygulanir. Bu yontem, sistemin basamak girise olan cevabi
Sekil 5.3’deki gibi bir S harfi seklindeyse kullanilabilir. Yani, transfer
fonksiyonu asagidaki gibi olan, #; zamani1 kadar gecikmeli bir birinci mertebe
sistemin kontrol edildigi kabul edilmektedir.

Ke ™"

="

(5.1)

Ziegler ve Nichols’lin original ¢alismasinda bu egriden maksimum
egim ve gecikme zamani degerleri ile birim referans girise karsilik gelen
duragan ¢ikis degeri bulunur. Bu degerler cinsinden PID kontrolcii
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parametreleri ifade edilir. Bu degerlerin seklin geometrisinden bulunmasi
icin farkli kaynaklarda cesitli yaklasimlar yer almaktadir. Burada PID
kontrolcii parametrelerini belirlemek i¢in, basamak cevabin biiytlikliiglintin
kullanilmasint gerektirmeyen bir yontem kullanilacaktir. Sekil 5.3’deki
basamak cevabi egrisi iizerindeki maksimum egim R olsun. Egimin
maksimum oldugu noktada ¢izilen teget zaman eksenini L noktasinda kessin.
L uzakhigi sistemin gecikme zamani #,’yi verir. Tegetin duragan degeri
kestigi zamanla ¢, arasindaki uzaklik ise zolsun.

c(?)

Sekil 5.3

Sisteme P, Pl ve PID kontrol uygulandiginda, kontrol edilmis
sistemin basamak cevabinin yaklasik olarak 1/4 — genlik kriterini saglamas1
icin Ziegler ve Nichols tarafindan Onerilen kontrolcii parametreleri bu
degerler cinsinden Cizelge 5.1°deki gibidir.

Cizelge 5.1
Kontrolcii K, T; Ty
P T/ta - -
PI 0.9t/ 14/0.3 -
PID 1.27/t4 ta/0.5 0.5t4

Bu yontemin en Onemli istiinliigii sisteme fazlaca miidahale
etmeden, basit bir deneye dayanmasidir. Ancak sonuglarin basari derecesi,
sistemin denklem (5.1)’i ne kadar dogrulukla sagladigina baglidir.
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ii) Ziegler ve Nichols 'un Stirekli Titresim Yontemi

Bu yontemde deney, sadece oransal kontrol uygulanan kapali
cevrim sistem {izerinde yapilir. Kontrolcii kazanci kii¢iik bir degerden
baslayarak kademeli olarak sistemin basmak cevab1 sabit genlikli bir titresim
haline gelinceye kadar artirilir. Bu duruma karsilik gelen oransal kazang K,
ve cevabin salinim periyodu P, ise, 1/4-genlik kriterini yaklasik olarak
saglayacak kontrolcii parametreleri bu degerler cinsinden Cizelge 5.2°deki
gibi segilir.

Deney sirasinda kapali ¢evrim sistem kullanildigindan sistemin
daha dogru olarak tanimlanmis olmasi, bu yontemin ve kapali ¢evrim sistem
deney sonuglarini kullanan diger yontemlerin istiinliigiidiir. Ancak deney
sirasinda sistem marjinal kararlilik durumuna getirildiginden, kararsizlik
sinirinin kazayla asilabilme riski olmasi pek ¢ok endiistriyel uygulama igin
sakincali olabilir.

Cizelge 5.2
Kontrolcii K, T; Ta
P 0.5Kn - -
Pl 0.45K. P,/1.2 -
PD 0.6Kn - P./8
PID 0.6Kn P,/2 P./8

5.2.2 Soniimlii Titresim Yontemi

Bazi uygulamalarda stirekli titresim elde edilmesi, yani sistemin
marjinal kararli hale getirilmesi sakincali olabilir. Bu durumda Harriott
tarafindan Onerilen soniimlii titresim yontemi kullanilabilir [5.2]. Yapilan
deney siirekli titresim metodundakine benzerdir. Oransal kontrolcii
uygulanan sisteme bir basamak giris uygulanir ve sistem kazanci kiigiik bir
degerden baglayarak 1/4-genlik kriteri saglanincaya kadar artirilir. Boylece
elde edilen soniimlil sistem cevabimin periyodu (P,) cinsinden integral ve
tiirev zaman sabitleri agagidaki gibi belirlenir.

T,=P,/6

5.2
T,=P,/15 2)



204

Daha sonra bu iki deger PID kontrol organina girilerek kontrolcii
kazanci1 1/4-genlik kriteri saglanincaya kadar degistirilerek kazang¢ degeri
yeniden saptanir.

5.2.3 Cohen-Coon Yontemi

Cohen-Coon yontemi Ozellikle gecikme zamani uzun olan ve
yaklasik birinci mertebe sistem davranisi sergileyen sistemler igin
Onerilmistir [5.3, 5.4]. Yani sistem cevab1 gecikmesi uzun olan bir S
seklindedir. Amag hala yaklasik olarak 1/4 genlik orani kriterini saglamaktir.
Kontrol edilmis sistemin cevap hizi Ziegler-Nichols yontemiyle elde edilen
sisteme gore daha hizhidir. Ancak gecikme siiresi yeterince uzun degilse
yontem asirt yiksek kazang degerleri verebilir. Yapilan deney Ziegler-
Nichols’un proses reaksiyon egrisi yontemindeki gibidir. Sisteme ¢ = 0
aninda 4 yiiksekliginde bir basamak giris uygulandiginda Sekil 5.3’deki gibi
bir basamak cevap egrisi elde edilmis olsun. Bu egriden alinan c, s ve 7
degerlerinden 6nce asagidaki terimler hesaplanir.

" Kt T
K="Sss a=—d y=—o (5.3)
h T T, T

P, Pl ve PID kontrolcii parametreleri ise Cizelge 5.3’de verildigi gibi
belirlenir.

Cizelge 5.3
Kontrolcii K T Ta
P 1 L+ 0.35y ) )
a -y
Pr 0.9 L+ 0.92y - 33-3y )
a -y 1+1.2y
D 1.24 L+ 0.13y ) ., 0.27 - 0.36y
a -y 1-0.87y
1.35 0.18 25-2 0.37 -0.37
PID il i 7 P et 0 B P et el
a -y 1-0.39y 1-0.81y
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5.2.4 Tyreus-Luyben Yontemi

Tyreus ve Luyben tarafindan onerilen bu yontemde Ziegler-
Nichols’iin siirekli titresim deneyi aynen yapilarak K,, ve P, degerleri
belirlenir [5.5, 5.6]. Buna dayanarak P/ ve PID kontrol parametreleri Cizelge
5.4’deki gibi segilir.

Cizelge 5.4
Kontrolcii K, T; Ta
PI Kn/3.2 2.2 Py -
PID Kn/2.2 2.2 Py P,/6.3

5.2.5 Kapali Cevrim Bang-Bang Test Yontemi

Astrom ve Hagglund tarafindan oOnerilen bu yontem, yliksek
frekanslarda en az 7 rad/s kadar faz gecikmesine sahip sistemlerin roleyle
kontrolii sirasinda P,, gibi bir periyotla siirekli titresim yapmasi gdzlemine
dayanir [5.7]. Once kapal1 gevrim sisteme sabit bir referans giris uygulanir
ve sistemin duragan duruma erismesi beklenir. Daha sonra sisteme hatanin
(e) isaretine gore asagidaki gibi galisan bir bang-bang kontrolcii eklenerek
sistem caligtirilir. (Proses kazanci negatif ise d’nin isaretleri ters alinir.)

u=d (e<0)

u=—d (e>0) (5-4)

Bu deney belli bir siire siirdiiriildiikten sonra sabit genlikli stirekli
salinimlar elde edilir. Bu salinimlarin periyodu P,, olarak alinir. Salinimlarin
genligi a ise, K, degeri,
_4d

ma

K

m

(5.5)
olarak bulunur. Daha sonra Ziegler-Nichols siirekli titresim yontemi ya da
Tyreus-Luyben yontemindeki gibi kontrolcii parametreleri segilir.

5.2.6 Chien-Hrones-Reswick Yontemi

Chien-Hrones-Reswick yonteminde Ziegler-Nichols yonteminde
kullanilan proses reaksiyon egrisi kullanilir [5.8, 5.9]. Yontemin Ziegler-
Nichols yonteminden farki, “sifir asma ve en hizli cevap” ve “% 20 asma ve
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en hizli  cevap” kriterlerine gore farkli kontrolcli parametreleri
tanimlanmasidir. Diger bir fark ise sisteme referans girisi ve bozucu giris
uygulandiginda kullanilan parametrelerin birbirinden farkli olmasidir.
Yontemin uygulanmasinda 6nce Ziegler-Nichols yontemindekine benzer
bicimde proses reaksiyon egrisi Sekil 5.4’deki gibi elde edilir. Cevap
egrisinin maksimum egime (R) sahip oldugu noktada bir teget cizilir ve
sekilde gosterildigi gibi 7 ve 7y degerleri bulunur. Bozucu giris i¢in kontrolcii
parametreleri bu degerler cinsinden Cizelge 5.5’deki gibi saptanir [5.8].

(1)

Sekil 5.4

Referans giris i¢in kontrol parametrelerinin belirlenmesi, ayrica
birinci mertebe sistemin zaman sabiti 7°nin bulunmasini da gerektirir. Bunu
belirlemek i¢in sistem cevabinin 0.632c¢,, degerine eristigi zaman belirlenir
ve bu zamandan z; ¢ikarilarak 7°nin degeri Sekil 5.4°de gosterildigi gibi
bulunur. Kontrolcii parametreleri z;, 7 ve T cinsinden Cizelge 5.6’daki gibi
secilir [5.8].

Cizelge 5.5
Bozucu Giris i¢in Kontrolcii Parametreleri
Asma %0 % 20
Parametre K, T; Tq K, Ti Tu
P 037w - - 0.7/t - -
PI 0.671 41 - 0.7dt, 231w -
PID 0.957/t, 241 0427, 1.27t, 214 0427,
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Cizelge 5.6
Referans Giris i¢cin Kontrolcii Parametreleri
Asma %0 % 20
Parametre K, T; Ty K, T Ta
P 037w - - 0.7ty - -
PI 03577 | 12T - 0.67t, T -
PID 0.67t, T 0.5z | 0.957t, 1.4T 0.47 7,
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PROBLEMLER

5.1 Asagidaki sekilde bir sistemin deneysel olarak elde edilmis Bode
diyagramlar1 verilmistir.. Sistemin transfer fonksiyonunu bulun.

40

[\
S

Biiyiikliik, dB
S

Faz Agisi, Derece

102 107! 1 10! 10? 10°
 (rad/s)

5.2 Asagidaki sekilde bir sistemin deneysel olarak elde edilmis Bode
diyagramlar1 verilmistir. Sistemin transfer fonksiyonunu bulun.

20

Biiyiikliik, dB
o
(e}

Faz Acisi, Derece

107 102 107! 10° 10! 10?
o (rad/s)
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5.3 Blok diyagrami asagida verilen agik c¢evrim sistemin  transfer
fonksiyonunun bilinmedigini ve birim basamak giris i¢in proses
reaksiyon egrisinin deneysel olarak sekildeki gibi elde edildigini
varsayin. Asagidaki yontemleri kullanarak P, PI, PID kontrolcii
parametrelerini belirleyin.

Giris, R(s) | Cikis, C(s)

(s+1)°

—_— =

- Ziegler ve Nichols’un Proses Reaksiyon Egrisi Metodu
- Cohen-Coon Yontemi

- Chien-Hrones-Reswick Yontemi (%20 asma igin)

/

0.8

0.6

w0
I~

0.4 /
0.2 /

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Zaman (s)




210

54

Bu parametreleri birim geribeslemeli sisteme uygulayarak her bir
kontrol islemi i¢in elde edeceginiz birim basamak cevaplar
karsilastirin. Bu metotlar verilen sistem icin ne kadar basarili?
Sonuglart ve sebeplerini tartigin. (MATLAB’dan yararlanin.)

Asagida blok diyagrami verilen sistemin transfer fonksiyonunun
bilinmedigini varsayin. Bu sisteme oransal kontrol uygulanmis ve
K =35.5 oldugunda 1/4 genlik kriterine uygun bir basamak cevap elde
edilmistir. K = 180.5 oldugunda ise sekilde verilen siirekli titresimler
elde edilmistir. Asagidaki yontemleri kullanarak P, P/, PID kontrolcii
parametrelerini belirleyin.

Referans

girisi, R(s) + K Cikis, C(s)
< ) st 1257 +465° +68s +48

1.6
N I\ NN N

/
1.2 [
|

c(?)

0.8

0.6 |

0.4 /
|
|

0.2

|
|
|
|
[
|
/
J

L—
——

Zaman (s)
- Ziegler ve Nichols’un Stirekli Titresim Y Ontemi

- Soniimlii Titresim Yontemi (K, nin son degerini bulmak igin,
verilen agik ¢evrim transfer fonksiyonunu kullanin.)

- Tyreus-Luyben Yontemi
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Bu parametreleri birim geribeslemeli sisteme uygulayarak elde
edeceginiz birim basamak cevaplari karsilagtirin.  Sonuglart
yorumlayin. (MATLAB kullanabilirsiniz.)

Asagida blok diyagrami verilen sistemin transfer fonksiyonunun
bilinmedigini varsayin. Acik ¢evrim sistem i¢in deneysel olarak elde
edilen proses reaksiyon egrisi asagidaki ilk sekilde verilmistir. Birim
geribeslemeli sisteme + 1 biytikliigiinde giris kullanilarak (denklem
5.4’de d = 1) Kapali Cevrim Bang-Bang Test’i uygulanmis ve ikinci
sekilde verilen sonuglar bulunmustur. Asagidaki yontemleri kullanarak
P, PI, PID kontrolcii parametrelerini belirleyin.

- Ziegler ve Nichols’un Proses Reaksiyon Egrisi Yontemi

- Kapali Cevrim Bang-Bang Test Yontemi (Ziegler ve Nichols
Yontemine uygulayarak.)

Referans
Girisi, R(s) 1 Cikis, C(s)
7| s®+9s> +205+12
0.09
0.08
0.07 /
0.06 /
< 0.05
= 0.04 /
0.03 /
0.02
0.01 /

Zaman (s)
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c(t)
L o
—

4 |
DAV VAT B A
) VU V¥

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Zaman (8)

Bu parametreleri birim geribeslemeli sisteme uygulayarak her bir
kontrol islemi icin elde edeceginiz birim basamak cevaplar
karsilastirin. Sonuglart yorumlayin. (MATLAB kullanabilirsiniz.)
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DURUM DENKLEMLERI VE
MODERN KONTROL

Kontrol sistemlerinin analiz ve tasariminda iki temel yaklagim
vardir. Klasik kontrol denilen birinci yaklagimin temel 6zellikleri agagidaki
gibi siralanabilir.

i) Sistemin tek girisi ve tek ¢ikisi vardir. Sistemin dinamigi bu
girisle ¢ikis arasindaki iligkiyi veren n’inci mertebe tek bir
diferansiyel denklem cinsinden ifade edilir.

i1) Kapali gevrim kontrol i¢in sadece ¢ikis Ol¢iilerek geri beslenir.

iii) Kontrol sisteminin tasariminda herhangi bir optimizasyon
yoktur.

iv) Cikis cinsinden ifade edilen sistemin dinamik denkleminin
Laplace transformu alinir; sistem, girisle cikis arasindaki
transfer fonksiyonu cinsinden ifade edilir. Analiz ve tasarim
Laplace bolgesinde yiiritiilir.

v) Amag¢ sadece cikisi kontrol etmektir. Sistemde diger ig
degiskenlerin davranis bi¢imleri dikkate alinmaz.

Yirminci ylizyilin ikinci yarisindan itibaren hizla gelisen ve ileri
kontrol uygulamalarina damgasini vuran ikinci yaklasima ise modern kontrol
denir. Bu yaklagimin belirgin 6zellikleri agagidaki gibi listelenebilir.

i) Sistemde birden fazla giris ve birden fazla ¢ikis olabilir.

ii) Sistemin dinamik davranisi, durum degiskeni adi verilen n
sayida bagimsiz degisken cinsinden yazilan n sayida birinci
mertebe difereransiyel denklemle ifade edilir. Bu denklemlere
durum denklemleri denir.

iii) Kapali ¢evrim kontrol i¢in n sayida durum degiskeni geri
beslenir.

iv) Kontrol iglemi sirasinda belli bir performans kriteri minimum
yapilir.
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v) Sadece ¢ikisin degil, sistemin i¢ dinamiginin de kontrol edilmesi
miimkiindiir.

Miihendislik 6grencilerine 6gretilen ilk temel kontrol dersinin igerigi
genellikle klasik kontrol konularini igerir. Durum denklemleri ve modern
kontrolle ilgili konular ise bu temel dersi izleyen daha ileri diizeyde bir derste
islenir. Bu kitap, okuyucunun durum denklemlerine daha 6nce asina oldugu
varsayimiyla hazirlanmistir. Bu boliimde temel konulari tazelemek amaciyla
konunun oldugunca kisa bir dzeti verilecektir.

6.1 Durum Degiskenleri ve Durum Denklemleri

Bir sistemin herhangi bir andaki durumunu eksiksiz olarak
tanimlayan tam ve bagimsiz degisken takimina durum degiskenleri denir. Bu
degiskenler x; (i = 1, . ., n) olarak gosterilsin. Durum degiskenlerinin sayisi
(n) sistemin mertebesidir. Eger bir sistemin ¢ > #, i¢in davranisi, sadece #
anindaki durumu ve #,’dan sonra sisteme uygulanan girigler tarafindan
belirleniyorsa, o sisteme durumla belirlenen sistem denir. Durum
degiskenlerinin tiirevleri de durum degiskenleri cinsinden ifade
edilebileceginden sistemin dinamigini tam olarak tanimlayan » sayida birinci
mertebe denklem, durum degiskenleri (x1, x>, .. x,) ve kontrol girigleri (u1, uz,
.., uy) cinsinden asagidaki gibi yazilabilir. Bu denklemlerdeki f; fonksiyonlari
genel halde lineer olmayan fonksiyonlardir. Denklemin argiimanindaki ¢
terimi sistemin parametrelerinin zamana gore degistigi hallerde bulunur. Bu
denklemlere durum denklemleri denir.

X, () = fi (X, X000, X, Uy Uy s U, 1) (i=1,..,n) (6.1)
Eger,
X X U fi
X X, U, S
x= x= u= /=
_xi’l_ _'X.:i’l_ _ur_ _fn_

matrisleri tanimlanirsa, denklem (6.1) kisaca asagidaki gibi yazilabilir.
(Terimlerin altindaki ¢izgi onlarmm matris ya da vektor oldugunu
gostermektedir.)

X=f(x,u,0) (6.2)
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Sistemin y1, 32, . ., ym gibi m sayida ¢ikis1 varsa, bunlar durum
degiskenleri ve sistem girisleri cinsinden asagidaki gibi ifade edilebilir.

V() =g, (X)X 50 X, Uy Uy ey, 1) (k=1,...,m) (6.3)

Eger,
BN I 1 |
Y2 &2
y= g= (6.4)
_ym _ _gm _
tanimlar1 yapilirsa, ¢ikis ifadesi kisaca asagidaki gibi yazilabilir.
y=g(x,u,t) (6.5)

Bu denklemdeki u terimi girisin dogrudan ¢ikisa katkida bulundugu
nadir durumlarda argitimanda yer alir. g "nin elemanlari ise genel halde lineer

olmayan fonksiyonlardir.

Sabit parametreli, girisin dogrudan ¢ikisa tasinmadigi, lineer bir
sistem i¢in denklem (6.2) ve denklem (6.3) asagidaki hali alirlar.

i=Ax+Bu (6.6)

y=Cx (6.7)

Yukaridaki denklemlerde A4 terimi nxn boyutlu sistem matrisi, B
terimi nxr boyutlu giris matrisi, C terimi ise mxn boyutlu ¢ikis matrisidir.

Durum degiskenleri sistemi tam olarak tanimlayan ve birbirinden
bagimsiz degiskenlerden olugsmak kaydiyla, sonsuz sayidaki degisken
takiminlarindan herhangi birisi olabilir. Bununla beraber, avantajlar
dolayistyla uygulamalarda bazi degisken takimlari tercih edilir. Bunlardan
bazilar1 asagida verilmistir.
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i) Bagimsiz enerji depolayan elemanlarin enerji depolamasina
sebep olan akim veya gerilim degiskenleri.

Bu tiir degiskenlerin iistiinliigii fiziksel olmalari, kolayca Ol¢iiliip
izlenebilmeleri ve geri besleme icin kolayca kullanilabilmesidir. Durum
denklemlerinin bu tiir degiskenlerle elde edilmesi i¢in kullanilan standart
yontemler [6.1] numarali kaynakta ayrintili olarak bulunabilir.

ii) Faz degiskenleri.

Bu degiskenler, bir degisken ve bu degiskenin n — 1 sayida siral
tiirevi olarak tanimlanir. Girisle ¢ikis arasindaki transfer fonksiyonu
verilmisse, payda polinomunun katsayilarindan dogrudan yazilabilir. Ornek
olarak, lineer bir sistemin ¢ikis1 (), girisi u(¢), giris ve ¢ikis arasindaki
transfer fonksiyonu asagidaki gibi olsun.

y(s) K(c,s" " +a, s" 7 +.+cy5+¢))

G(s)= (m<n)

T n—1 n-2
u(s) s"+a,s" +a, ;s" +.+a,s+a

(6.8)

Boyle bir sistemin faz degiskenleri cinsinden durum denklemleri ve
¢ikis ifadesi asagidaki gibidir.

X 0 1 0o . 0 0
X, 0 0 1 . 0 0
x=| . |=| . . . . . x| L |u
X, 0 0 0o . 0 1 0
L% ] e —ay —ay . o—a,, —a,| K]
(6.9)
y= [c1 ¢ . c, 0 . 0])_6 (6.10)

Yukaridaki ifadelerden goriildigii gibi, verilen bir transfer
fonksiyonundan durum denklemleri ve ¢ikis ifadesinin yazilma kural
asagidaki gibidir.

A matrisini olugturmak igin,
- nxn bir bos matris alin.
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- Diyagonal terimlerin bir iizerindeki biitiin elemanlar1 “1”
yapin.

- Son satir elemanlar1 olarak, transfer fonksiyonun payda
polinomunun katsayilarinin negatifini ai’den baslayarak
siralt olarak yazin.

- Diger biitiin elemanlara “0” yazin.

B matrisini olusturmak i¢in,
- nxI1 boyutlu bir bos matris alin.
- En alttaki elemana K kazancini yazin.
- Diger biitiin elemanlara “0” yazin.

C matrisini olusturmak igin,

- 1xn boyutlu bir bos matris alin.

- Soldan itibaren c¢;’den baglayarak transfer
fonksiyonunun pay polinomunun katsayilarini siralt
olarak elemanlara yazin.

- Geri kalan biitiin elemanlara “0” yazin.

Yukaridaki islemler yapilirken, transfer fonksiyonunun eksik
katsayilar1 varsa, bunlarin yerine sifir yazin.

Faz degiskenleri kullanmanin bir tstlinliigli, blok diyagraminda
ardisik integrasyon islemi yapilmasi, geri besleme ve ileri besleme hatlarinda
sadece sabit katsayilarin yer almasidir. Ancak bundan daha 6nemlisi, bazi
tasarim yontemlerinde faz degiskenleri kullanilmasinin zorunlu olmasidir.
Buna karsilik en dnemli sakincast ise fiziksel degiskenlerin yiiksek mertebeli
tiirevlerini 6lgecek aygitlarin bulunmamasi ve bu yilizden geri beslemede
yasanan zorluktur.

iti) Kanonik Degiskenler
Kanonik degiskenlerin en 6nemli 6zelligi 4 matrisinin diyagonal

olmasidir. Transfer fonksiyonu denklem (6.8)’deki gibi verilen ve katli
kutuplar1 olmayan bir sistem olsun. Bu transfer fonksiyonu asagidaki gibi

kismi kesirlerine ayrilabilir. Burada A4; (i =1, . . , n) sistemin kutuplandir.
d d
G=2W__ 4 b b 4 (6.11)
u(s) s—A4, s—-4, s—/A s—A,

Yeni bir degisken takimi z, asagidaki gibi tanimlansin.
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EACNE.
u(s) Cs—A

1

(i=1,..,n) (6.12)

Bu sekilde tanimlanan yeni degiskenlere kanonik degiskenler denir.
Denklem (6.12)’den asagidaki gibi bir dizi birinci mertebe diferansiyel
denklem sistemin durum denklemleri olarak yazilabilir.

2(6)= Az, () + u(t) (i=1,..,n) (6.13)

Cikis ifadesi ise asagidaki gibi bulunur.
yt)=d,z,(t)+d,z,(t)+ ... +d,z,(t) (6.14)

n—n

Sistemin matris formundaki durum denklemleri ve ¢ikis ifadesi
asagidaki gibidir.

2, A 0 0 0 0 1
z, 0 4, 0 0 0 1
z=| . |=| . . x| |u (6.15)
Z 0 0 0 . 4., O 1
'z, [0 0 0. 0 2, |[1]
y=ld, d, . d,, d,]z (6.16)

Kanonik degiskenleri kullanmanmm en Onemli ustiinliigd,
degiskenlerin birbirinden bagimsiz olarak birinci mertebe diferansiyel
denklemlerden ¢oziilebilmesidir. Buna karsilik degiskenlerin fiziksel bir
anlamlar1 olmayabilir ve bu degiskenler geri besleme amaciyla
o6l¢iilemeyebilir. Kanonik degiskenler kompleks dahi olabilir.

6.2 Durum Denklemleri ve Transfer Fonksiyonu fliskisi

Lineer bir sistemin durum denklemleri ve ¢ikis ifadesi asagidaki gibi
verilmis olsun.

x=Ax+Bu (6.17)

y=Cx (6.18)
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x ic¢in baglangic kosullart sifir kabul edilerek bu denklemlerin
Laplace transformlar1 alinirsa,

sx(s) = Ax(s) + Bu(s) (6.19)
Y(s)=Cx(s) (6.20)
olur. Bu denklemlerden x(s) ve y(s) asagidaki gibi bulunur.
x(s)=[sI - A" Bu(s) = @(s) Bu(s) (6.21)
() =ClsI - A" Bu(s) = G(s)u(s) (6.22)
Bu denklemlerde gegen,
D(s)=[s1 - A" (6.23)

terimine ¢oziicii matris denir.

Denklem (6.22)’deki,
G(s)=ClsI-4]"'B (6.24)

terimi ise transfer fonksiyonlar1 matrisidir. Denklem (6.22) asagidaki gibi
acik bir bicimde yazilabilir.

N1 _G11(S) Gp(s) - . Glr(S)__ul(s)_

Y Gy (s) Gpuls) - . Gy (s) || uy(s)
= . . (6.25)

_ym i _Gml (S) GmZ (S) L Gmr (S)_ _ur (S)_

Bu ifadede Gy(s) gibi bir terim, j’inci giris ile i’inci ¢ikis arasindaki
transfer fonksiyonudur. Tek giris ve tek ¢ikisi olan sistemlerde C matrisi n
boyutlu yatay bir matris, B ise r boyutlu diisey bir matris oldugundan
G(s)’nin boyutu 1x1 olur ve tek bir transfer fonksiyonu elde edilir. Bu da
klasik kontrolde kullanilan transfer fonksiyonudur.
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6.3 Kontrol Edilebilirlik ve Gozlenebilirlik

Bir sistemde durum degiskenlerinin bazilar1 giris tarafindan
degistirilebilirken bazilarina girisin erismesi miimkiin olmayabilir. Bazi
degiskenler ¢ikisa katkida bulunurken bazilari ise herhangi bir katkida
bulunmayabilir. Bu o6zellikler kontrol edilebilirlik ve gozlenebilirlik
kavramlariyla ifade edilir. Herhangi bir sistem bu kavramlar kullanilarak
dort alt boliime ayrilabilir.

i)  Hem kontrol edilebilirligi hem de gozlenebilirligi olan kisim.

i) Kontrol edilebilirligi olmayan ama gozlenebilirligi olan kisim.

iii) Kontrol edilebilirligi olan ama gozlenebilirligi olmayan kisim.

iv) Hem kontrol edilebilirligi hem de gozlenebilirligi olmayan
kisim.

Bir sistem durum denklemleriyle ifade edildiginde yukaridaki
kisimlarin hepsi matematiksel olarak gosterilebilir. Buna karsilik klasik
kontrolde kullanilan transfer fonksiyonu yaklagiminda sadece kontrol
edilebilirligi ve gozlenebilirligi olan kisim dikkate almir. Yani transfer
fonksiyonuyla tanimlama ve durum denklemleriyle tanimlama bigimleri,
eger sistem tamamen kontrol edilebilirligi ve gozlenebilirligi olan kisimdan
olugmussa esdegerdir. Aksi takdirde durum denklemleriyle tanimlama daha
fazla bilgi igerirken, transfer fonksiyonuyla tanimlamada bilgi kayb1 vardir.

Kontrol edilebilirlik ve gozlenebilirlik 6zellikleri  durum
degiskenlerinin matematiksel tanimlanma bi¢imiyle yakindan iliskilidir.
Aym sistemin farkli durum degiskeni takimlartyla tanimlanmasi halinde,
birinin kontrol edilebilirligi ya da gozlenebilirligi olurken diger tanmim
seklinde tersi olabilir. Eger bir sistemin kontrol edilebilirligi ve
gozlenebilirligi varsa, o sistemin g¢ikisinin kontrol edilebilmesi daima
miimkiindlir. Bir sistemin sadece kontrol edilebilirligi ve gozlenebilirligi
olan kisimdan olup olmadigi asagida verilen matematiksel testlerle
belirlenebilir.

1. Denklem (6.17) ve denklem (6.18) ile tanimlanan bir sistem,
eger nxnr boyutlu asagidaki kompozit matrisin rank’1 (kerte’si)
n ise kontrol edilebilir’dir.

[Bl4BIA°B)...|4"" B]] (6.26)

Bu matrisin rank’1 kontrol edilebilirligi olan durum degiskeni
sayisina esittir.
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2. Denklem (6.17) ve denklem (6.18) ile tanimlanan bir sistem,
eger nxnm boyutlu asagidaki kompozit matrisin rank’1 » ise
gozlenebilir’dir.

[CTa" ca | |a" 0Ty (6.27)

Bu matrisin rank’1 gézlenebilir olan durum degiskeni sayisina
esittir.

6.4 Lineer Doniisiimle Yeni Durum Degiskenleri Tiiretilmesi

Lineer bir sistemin durum denklemleri ve ¢ikis ifadesi asagidaki gibi
verilmis olsun.

XxX=Ax+Bu (6.28)

y=Cx (6.29)
Yeni bir durum degiskeni takimi z asagidaki gibi tanimlansin.

x=Pz (6.30)

-1

z=P x (6.31)
Burada P tekil olmayan bir kare matris olup, doniistiirme matrisi
olarak adlandirilir. Denklem (6.30)’dan x alinip denklem (6.28) ve (6.29)’da
yerine koyulursa ve ilk denklemin her iki tarafi sol taraftan P! ile ¢arpilirsa,
yeni durum degiskeni cinsinden asagidaki denklemler elde edilir.
=P 'APz+P 'Bu (6.32)
y=CPz (6.33)

Yeni sistem matrisi 4, giris matrisi B* ve ¢ikis matrisi C* asagidaki
gibi tanimlanirsa,

A"=P'4P B =P'B C =CP (634
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yeni tanimlanan durum degiskenleri cinsinden sistemin durum denklemleri
ve ¢ikis ifadesi asagidaki gibi elde edilir.

*

kN
I

+Bu (6.35)

z=

<
[

9

[N

(6.36)

Yukaridaki islemlerde P tekil olmamak kaydiyla herhangi bir kare
matris olabilir. Yani P i¢in sonsuz se¢enek vardir. O halde bir sistemi ifade
edebilmek icin sonsuz sayidaki durum degiskeni takimindan herhangi biri
kullanilabilir.

Durumla belirlenen bir sistemde lineer doniistimle durum degiskeni
degistirildiginde sistemin agagidaki &zelliklerinin degismedigi kolaylikla
ispat edilebilir [6.2].

1) Sistem matrisinin 6zdegerleri ayni kalir. Yani, asagidaki esitlik
gecerlidir.

det[s] — A]=det[s]—A4" ] (6.37)

ii) Girisle ¢ikis arasinda transfer fonksiyonu degismez. Yani,
asagidaki esitlik gegerlidir.

Clsz-a'B=C[s1-4]'5° (6.38)
6.5 Durumla Belirlenen Lineer Sistemin Zaman Cevabi

Durumla belirlenen lineer bir sistemin durum denklemleri ve ¢ikis
ifadesi,

xX=Ax+Bu (6.39)

y=Cx (6.40)

denklemleriyle verilmis olsun. Bu sistemin ¢ = 0 anindaki durumu x(0) = xo
ve ¢t > 0 i¢in sisteme uygulanan giris u(?) ise, ¢ > 0 i¢in x(#)’nin ¢Oziimii
sistemin zaman cevabini1 verir.
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Denklem (6.39) ile verilen diferansiyel denklem takiminin ¢éztimii
diger lineer diferansiyel denklemlerde oldugu gibi ii¢c asamadan olusur. Bu
asamalar sirasiyla homojen ¢oziimiin (zorlanmamis ¢ézlim) integrasyon
sabitleri cinsinden bulunmasi, u(#)’ye karsilik gelen 0Ozel ¢6ziimiin
(zorlanmig ¢6zlim) bulunmasi, homojen ¢oziimle 6zel ¢oziimiin toplami olan
genel ¢oziime baslangi¢ sartlarini uygulayarak integrasyon sabitlerinin
bulunmasidir. Asagida bu asamalar kisaca 6zetlenerek sistem cevabi igin
genel bir ifade elde edilecektir.

1) Homojen ¢éziim

Homojen ¢6ziim zorlanmamis sistemin ¢oziimii oldugundan u(z) =0
almur. Yani,

%= Ax (6.41)

denkleminin ¢6ziimiidiir. Bu ¢6ziim x, olsun ve asagidaki gibi sonsuz bir

zaman serisi seklinde ifade edilebildigi varsayilsin
X, =Cy ettt ot 1"+ (6.42)

Bu ¢6ziim denklem (6.41)’de yerine koyulur, esitligin iki tarafindaki
£nin aym kuvvetteki terimlerinin katsayilar1 birbirine esitlenirse, ¢,

disindaki katsayilar ¢, cinsinden bulunabilir ve ¢dziim asagidaki gibi
yazilabilir.

x, =[g+4¢+2l!42t2 +--+$4"’zm TR }gozemgo (6.43)

Yukaridaki denklemde koseli parantezin ig¢indeki terimin formati
e teriminin zaman serisi agilimiyla ayni oldugundan kisaca e olarak
gosterilmistir. e? terimi denklem (6.43)’de koseli parantez icinde verildigi
gibi tanimlanmugtir. Bununla beraber, e teriminin tiirevini ya da integralini
alirken gegerli olan kurallar, e? icin de gegerlidir. Sadece a yerine 4

. g A .
yazmak yeterlidir. e” terimi kisaca,

P(1) = e (6.44)
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olarak da yazilir. Bu matris durum doniistiirme matrisi ya da temel matris
olarak adlandirilir. Bu matrisin anlami ve 6zellikleri bu boliimiin ilerleyen
kisimlarinda ayrintili olarak incelenecektir.

ii) Zorlanmig ¢6ziim

Zorlanmig ¢oziimde sistem girisi sifir olmadigindan,

x=Ax+Bu (6.45)

denklemi gegerlidir. Zorlanmig ¢dziim x ,(7) ’nin asagidaki gibi ifade

edilebilecegi varsayilsin.
X, = e? p(1) (6.46)
Bu ifadenin tiirevi alinirsa asagidaki denklem elde edilir.

X, = Ae? (t) +e fl( ) (6.47)

x,(¢) aym zamanda denklem (6.45)’1 de saglamak zorunda
oldugundan, asagidaki ifade de yazilabilir.

x,=Ax,+Bu (6.48)

Denklem (6.47) ve denklem (6.48)’in sag taraflarini esitleyerek elde
edilecek ifadenin her iki tarafi soldan e % ile carpilirsa,

d p(1)
dt

—e ¥ Bu (6.49)

ya da, bu denklemin integrali alinir ve sonu¢ denklem (6.46)’da yerine
koyulursa, 6zel ¢oziim asagidaki gibi bulunur.

X, = e J-Otefér Bu(r)dr (6.50)
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iii) Genel ¢6ziim ve baslangi¢ sartlarinin uygulanmasi

Genel ¢oziim denklem (6.43) ile verilen homojen ¢6ziim ve denklem
(6.50) ile verilen zorlanmig ¢6ziimiin toplami olup,

x=e?c, +eAtJ.(:674’§g(‘r)dr (6.51)

seklindedir. Bu denkleme x(0) = xo sinir sarti uygulanirsa integrasyon sabiti
¢, = X, olur ve sistemin zaman cevabi asagidaki gibi elde edilir.

x=e?x,+e” J-[e*ﬁr Bu(r)dr
t 0 (6.52)
=e?x,+ IO 20 Bu(r)dr

Bu denklemdeki birinci terim sistemin baglangi¢ durumuna olan
cevabi, ikinci terim ise zorlamaya olan cevabidir. Denklemde yer alan
integralin ad1 konvoliisyon integrali’dir.

6.6 Durum Doéniistiirme Matrisi
Zorlanmamis bir sistemin,
x(t) = e x, = g(0)x, (6.53)

seklinde olan zaman cevabi incelendiginde, ¢(7)’ye neden durum

doniistiirme matrisi denildigi daha kolay anlasilir. Goriildiigi gibi, bu matris
bir operator gibi davranarak sistemin ¢ = 0°daki xo durumunu ¢ anindaki x(7)
durumuna doniistiirmektedir.

Homojen ¢oziim Laplace transferi yontemiyle de elde edilebilir.

Denklem (6.41)’in Laplace transformu alinirsa, sirasiyla asagidaki ifadeler
bulunur.

sx(s) —x(0) = Ax(s) (6.54)
x(s)=(sL—A) " x(0)=D(s)x, (6.55)

x(O)=pr[(sL—A) X0 =L1[L(s)] X, (6.56)
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Denklem (6.56) ile denklem (6.53) karsilagtirilirsa,
PO =L D(9)] o) = L) ] (6.57)

esitlikleri elde edilir. O halde durum doniistiirme matrisi, denklem (6.23) ile
verilen ¢ozlicli matrisin Laplace transformudur.

Denklem (6.39)’un x(0) = xo sir sartiyla Laplace transformu
almirsa, sirastyla asagidaki esitlikler elde edilir.

5x(5) = x(0) = Ax(s)+ Bu(s) (6.58)
x(s) = L(5)x(0)+ L(s) Bu(s) (6.59)
X(O) =L D)) x,+ LD (s)Bu(s)] (6.60)

Durum doniistirme matrisinin bazi &zellikleri ispat edilmeden
asagida listelenmistir [6.2].

) ¢0)=1 (6.61)
i) P(t)= AP0 (6.62)
iii) ¢(t,) = P(t, —1)P(t)) (6.63)
iv) BU)Py) = Pt +15) (6.64)
V) 14O 1 =g(-0) (6.65)
vi) [4(6) 1= g(nt) (6.66)

Durum Doniistiirme Matrisinin Elde Edilme Yontemleri:

Durum doniigtirme matrisi  asagidaki  yontemlerden  birisi
kullanilarak elde edilebilir.

1) Matrisin zaman serisi a¢iliminin kullanilmasi.

Durum dontstirme matrisi asagidaki sonsuz zaman serisiyle
tanimlanmisti.
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1 1 .
p(t)=e” :[+4t+542t2 oA (" e (6.67)

Bu yontemde serinin yeterince sayida terimi alinarak durum
donistiirme matrisinin elemanlar1 tanimlanmaya galisilir.

i) gf(t) = A¢(?) denkleminin ¢(0) =/ sinir sartina tabi olarak
analitik ya da niimerik yontemlerle ¢oziilmesi.
iii) Sylvester agilim teoreminin kullanilmasi.

Asagida  verilen Sylvester acilim teoremi  A-matrisinin
Ozdegerlerinin, yani sistem kutuplarinin kathi olmadigi durumlar igin
kullanilir.

Sylvester A¢ilim Teoremi:

Eger f(4) fonksiyonu 4 nin,
fA=> ¢ A" (6.68)
k=0
gibi bir polinom fonksiyonuysa, f(4),

S(D=2 SOE, (6.69)

seklinde ifade edilebilir. Burada A, , 4-matrisinin 6zdegerleri, F, katsayilari

ise asagidaki gibi tanimlidir.
F=]—= 6.70
n-l15= 670

6.7 Ornekler
Ornek 6.1:

Transfer fonksiyonu,

(6.71)

Gy Y0 2s+d
u(s) s +6s>+11s+6
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olan sistemin, kanonik degiskenler kullanarak A-matris formunda ifade
edilmesi istenmektedir.

Verilen transfer fonksiyonunun paydasi asagidaki gibi carpanlara
ayrilabilir.

_y(s) 25 +8

G(s) (6.72)
u(s) (s+D(s+2)(s+3)
Bu ifade asagidaki gibi kismi kesirlerine ayrilabilir.
G(s) = y(s) _ 1 2s +28 :
u(s) (s+D(s+2)(s+3) (6.73)
d, d, dy
= + +

s+l s+2 543

Kismi kesir katsayilari, kismi kesirleri ortak payda altina alip,
karsilikl1 olarak katsayilar1 esitleyerek bulunabilir. Ya da kalinti (rezidii)
teoreminden yararlanarak asagidaki gibi dogrudan bulunabilir [6.1].

25 +38

dl = G(S)(S + 1) —1 m . =3 (674)
25 +38

d2 = G(S)(S + 2) 1 m . =4 (675)
25 +8

d3 = G(S)(S + 3) —1 m . =1 (676)

O halde,
Gy=2®_ 3 -4 1 (6.77)

u(s) s+1 s+2 s+3
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olduguna gore, denklem (6.13)’den sistemin durum denklemleri kanonik
degiskenler cinsinden agagidaki gibi elde edilir.

z,(t)= Az, () + u(?) i=12,3) (6.78)
Cikis ifadesi ise denklem (6.14)’den asagidaki gibi bulunur.

v(t)=3z,(t) —4z,(t) + z; (1) (6.79)
Ornek 6.2:

Bir sistemin 4 matrisi agagida verilmistir.

A—O1 6.80
4= (6.80)

Sylvester acilim teoremini kullanarak durum doniistiirme matrisi
#(¢) ‘nin bulunmasi istenmektedir.

Yiiriitiilmesi gereken islemler asagida siralanmustir.

A -1
dmhg—é}qktl L |FA =0

(6.81)
ﬂ“l =7 2‘2 =—J
_ 1
i e A (6:82)
/11 _ﬂz 2]
_ 1
F,=47AL_ / (6:83)
A, —A —2)
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#(2) =ej[E1 + eij[Ez

e.lf + e—ﬁ e./t _ e—./t

5 2 (6.84)
et —et el
2; 2

Euler formiilii kullanilirsa agagidaki sonug elde edilir.

P(t) :{ (6.85)

cost sint}

—sint cost

Ornek 6.3:

Bir sistemin durum denklemleri,

S N 6.86
=0 5T (6.86)

olarak verilmistir. Baslangig sart1 ve sistem girisi,
1
x(0) = L} u=1 (¢20) (6.87)

olduguna gore, sistemin zaman cevabinin bulunmasi istenmektedir.

Sistemin 6zdegerleri,

deI—A}wktl+l 2 =(A+1D)(A+3)=0
- 0 A+3| B

A=-1  A,=-3 (6.88)

olduguna gore, Sylvester acilim teoreminden durum doniistiirme matrisi
asagidaki gibi bulunur.
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- 11

Ij1=é Ll _ (6.89)
A-4, |00
A-21 [0 —1

F,=5""1%= (6.90)
A=A |0 1

p)=c'F,+e ' F,
|:e—t e _e—3t:| (6.91)

Sistem cevabi ise denklem (6.52)’den asagidaki gibi elde edilir.

e*l eft _6731 1
z(t){ 0 o }H

—(t—71) —(t-7) _ -3(t-7) 0
il e e e
+J‘0{ 0 =30 }[J[ l]dz'

(6.92)

ya da,

— 7=t
1
—(t-71) —=3(t-71)
—t -3¢ e - e
_|2e ]y 3 (6.93)
e ! le%(’*ﬂ
- 3 7=0
2
Dot _e 3 g—e_t+—e_3t
:{ o3 } * 1 1
———e
L 3 3

ya da,



232

2, 2
X (t) —+e ——e
M]3 3 (t>0) (6.94)
X5 (t) l + % e73t
3°3
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PROBLEMLER

6.1 Asagida transfer fonksiyonu verilen sistemleri faz degiskenleri
cinsinden A-matris formunda ifade edin.

20
a G(s)=
@ () st 4253 4552 + 75 +1
K(s* +2s+1) K(s+1)
b))  G(s)= () G(s)=—-—"
() s +24s% +16s+1 (<) s> +35+2

6.2 Asagida transfer fonksiyonu verilen sistemleri dogrudan transfer
fonksiyonunu kullanarak kanonik degiskenler cinsinden A-matris
formunda ifade edin.

s+10
@ = TG 261 D61 6)
s +2s+1 s+3
) Gl)= (s+2)(s +3)(s +5) ©  G&)=F 7"

6.3 Asagida transfer fonksiyonu verilen sistemleri dnce faz degiskenleri
cinsinden ifade edin. Faz degiskenlerini kanonik degiskenlere
dondstiirecek dontisiim matrisi P’yi bulun.

_ s+10
(s D(s+2)(s+4)

(@  G(s)
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_ 4(s* +2s+1) ©  G(s)= 2(s +1)

&) = G s(s+2)

6.4 Asagida verilen sistemlerin giris ve cikiglari arasindaki transfer
fonksiyonlarini bulun.

IS N " S O P
-2 0 [x+|0|u y=[1 0 1]x

6.5 Asagida  verilen sistemlerin  kontrol  edilebilirligini = ve
gozlenebilirligini inceleyin.

(@ 1&:[‘01 _02};{(1)} y=ll ol

-1 1 0 0
(b) xi=|1 =2 0 |x+|0]u y=[1 0 1]x
1 0 -3 1
21 0 1
(c) x=[0 2 1|x+|1l|u yz{3 0 0}
oo 2] i S oor
-1 1 0 4 2 310
(d) x=0 -1 0 |x+|0 1|u y=[0 1 2|x
0 0 -2/ |10 |20 3

6.6 Homojen denklemleri asagida verilen sistemlerin durum doniistiirme
matrislerini Sylvester agilim teoremini kullanarak bulun.

1 0
0 1 |x (Sistemin 6zdegerleri: —1, -2 ve —4)
-8 -14 -7

0
(@ x=0
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6.7

6.8

6.9

() z{o l}_c
-1 0

Homojen denklemi asagida verilen sistemin durum doniistiirme
matrisini seri agilimi tantmindan yararlanarak bulun.

-1 1
X= X
S I

Bir sistemin durum denklemleri agsagidaki gibidir.

-3 =2 I -1
X= x+ u
- -1 =27 |1 1|°

(a) Sylvester acilim teoremini kullanarak durum doniistiirme
matrisini  bulun.

1 1
(b) x(0)= L} ve u(t) = L} (¢>0) olduguna gore sistem cevabini
bulun.

Bir sistemin durum denklemleri agagidaki gibidir.

.10 =2 1 -1 1
xX= X+ u
- 14 =67 |0 0 -—-1|"

(a) Sylvester agilim teoremini kullanarak durum doniistiirme
matrisini bulun.
1

1
(b) 5(0):{1} ve u(t)=| 2 (t=20) olduguna gore sistem
-1

cevabini bulun.
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GENEL
OPTIMUM KONTROL

Modern kontroliin klasik kontrole gore en onemli farklarindan
birisi kontrol sirasinda integral formunda bir performans kriterinin
minimum yapilmasidir. Genel optimum kontrol probleminde bu kriter,

Ly
PK.= j L(x,u,f)dt (7.1)
tl

seklinde olup, sistemin durum denklemleri de asagidaki genel formdadir.
x=f(x,u,1) (7.2)

Yukarida denklem (7.1)’de gegen L(x,u,f) birinci ve ikinci

tiirevleri siirekli olan, x ve u fonksiyonlarinin bir fonksiyon fonksiyonu’dur.
Verilen x ve u fonksiyonlarn i¢in L’nin ¢iktis1 scalar bir degerdir.
Performans kriterinin zaman iginde siirekli artmasi i¢in L(x,u,?) teriminin

her an pozitif ya da sadece bazen sifir olmasi gereklidir. Denklem (7.2)’deki
/ matrisinin elemanlart genel halde lineer degildir. Optimum kontrol

probleminin amaci P.K.’y1 mimum yapacak kontrol girisi u(f)’nin
bulunmasidir.

Bu boliimde 6nce temel matematik kavramlar verilerek, integral
formda bir fonksiyon fonsiyonunu minimum yapacak fonksiyonlarin
bulunmasi igin ¢oziilmesi gereken denklemler elde edilecektir. Daha sonra
bu temel denklemlerden yararlanarak, denklem (7.2) ile tanimlanan bir
sistemin denklem (7.1)’deki gibi bir performans kriterini minimum
yapmasini saglayacak u(¢) kontrol girisini ¢ozmeye yarayacak denklemler
bulunacaktir. Konular olabildigince 6zet olarak sunulacaktir. Daha ayrintili
bilgi béliim sonunda verilen kaynaklarda bulunabilir [7.1-7.6].
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7.1 Euler Denklemi

Bir fonksiyon fonksiyonu argiimaninda verilen bir fonksiyon i¢in
skalar bir deger verir. Ornegin Sekil 7.1’deki gibi bir x(¢) fonksiyonu olsun.
x(¢) fonksiyonunun tanimladig1 egrinin ¢ = a ve ¢ = b arasindaki uzunlugu
i¢in,

b
V(x) =j 1+ [x(0) ] at (7.3)

yazilabilir. Burada V(x) bir fonksiyon fonksiyonudur.

x(2), xo(2) -

Sekil 7.1

Eger fonksiyon fonksiyonunun x = xo i¢in verdigi deger xo’in
komsusu tiim x fonksiyonlari igin,

V(x)=zV(x,) (7.4)

ise, “V(x) fonksiyon fonksiyonu xo i¢in, xo’in komsu bdolgesinde
minimumdur.” denir. Bir x fonksiyonu bagka bir xo fonksiyonuna komsu
ise, herhangi bir 7 degerinde x—x, ve x—Xx, kiiciiktiir.

x’in varyasyonu ox asagidaki gibi tanimlanir.
X—Xxy=0x (7.5)

V(x) ile WM(xo) arasindaki fark AV olsun. AV’ye V’nin toplam
varyasyonu denir. Taylor serisi acilimi kullanilirsa, AV asagidaki gibi elde
edilir.
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AV =V (x)=V(xy)=V(xy +x)=V(xy)

oV 10*r , 107 ;
=V(xy)+— +— X +——Fr X+ -V(x
o)+ 5 TP 3o’ | (xo)
LY LN (7.6)
2! 3!

Bu denklemde gecen 6)”ye V’nin birinci varyasyonu ya da kisaca
V’nin varyasyonu, &2F’ye V’nin ikinci varyasyonu, &*F’ye V’nin ligiinci
varyasyonu, ¢ "V’ye V’nin n’inci varyasyonu denir. Bu terimler asagidaki
gibi tanimlanir.

oV =—/ o (7.7)
Oox “
oW = oy &’ 7.8
o g (7.8)
3
oV = (Z 2/ o’ (7.9)
X

Bir fonksiyon fonksiyonunun varyasyonunu alirken uygulanan
kurallarla, bir fonksiyonun diferansiyelini alirken uygulanan kurallar
aynidir. Ornegin, v bir fonksiyon ise,

5[%171\/2) = mvov (7.10)

olur. Eger yukaridaki denklemde v hiz ise, v =X olacagindan asagidaki
ifadeler yazilabilir.
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5(% mvzj =mvov = mvo(x) = mxo(x) (7.11)

Fonksiyon fonksiyonlarinin minimumlarin1 bulmak i¢in asagidaki
teoremden yararlanilir.

Teorem:

Eger bir fonksiyon fonksiyonu J(x)’in varyasyonu varsa ve eger
X = Xp i¢in ¥ minimum ise, x = xo i¢cin oV = 0 olur.

oV =0 sart1 gerek sart olup, yeterli degildir. Yeterli sart icin
ayrica 6*J’nin isaretine de bakilmasi gerekir. Ancak fiziksel sebeplerden
dolay1 optimum kontrol kapsaminda bu ikinci degerlendirmenin
yapilmasina gerek yoktur.

Bir x fonksiyonu cinsinden agagidaki gibi tanimlanan bir fonksiyon
fonksiyonu olsun.

b
V(x)= j Lx(0),5(0).t]dt (7.12)

Burada L, stirekli ve siirekli birinci ve ikinci kismi tiirevlere
sahiptir. Ayrica x(¢) i¢in x(a) = A ve x(b) = B sinir sartlar1 verilmis olsun.
Bu problem, a ve b’deki u¢ noktalarinda x’in degeri sabit oldugundan, sabit
ug¢ noktasi problemi olarak anilir.

Amag, V(x)’i minimum yapacak x’i bulmaktir. x’e dx gibi bir
varyasyon uygulansin. Ancak a ve b’de x sabit oldugundan, ox(a) = 0 ve
ox(b) = 0 olmak zorundadir. dx varyasyonu uygulandiginda, /’nin toplam
varyasyonu AV i¢in denklem (7.6)’dan agagidaki ifade elde edilir.

aL(x’x’t)é}ch 6L(x,5c,t)&

5 Oox ox
V:j s . r(7.13)
o 4 LOLERD oo 1 07L06 %1

,X,1) oo
2 2 O+ -
2! ox 2! ox

O halde, V’nin birinci varyasyonu asagidaki gibidir.

b . ;
s I OL(x,%,0) o +8L(x,'x,t) St Wt (7.14)
) O ox
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Parantez i¢indeki ikinci terime kismi integral formiilii uygulanirsa,

. . b
o I[&L(xxt) daL(x,_xJ)}Mt LORD oF (715
dt ox ox

a

elde edilir. Ama ox(a) = 0 ve ox(b) = 0 oldugundan yukaridaki denklemde
son terim diiser. Denklemi rastgele ox icin saglayacak sart asagidaki gibi
elde edilir.

OL(x,x,t) d OL(x,%,t)
Ox dt ox

=0 (7.16)

Bu denklem Euler denklemidir. Euler denklemi fonksiyon
fonksiyonlarinin minimizasyonunda kullanilan temel denklemdir. Euler
denkleminden elde edilen egrilere ekstremal’ler denir. Euler denklemi
V(x)’in minimum olmas1 i¢in gerek, ancak yeterli olmayan sarttir. Yani
matematiksel olarak ikinci varyasyonun da incelenmesi gerekir. Ancak
miihendislik sistemlerinde fiziksel ve geometric sebepler dolayisiyla buna
gerek kalmaz.

Ornek 7.1:

Asagida verilen fonksiyon fonksiyonunun, verilen sinir sartlari i¢in
minimum yapilmasi istenmektedir. Bunun saglamak i¢cin Euler denkleminin
ekstremallerini ve x(¢) fonksiyonunu bulun.

1
V(x)= j(x2+x2)dt x(0)=0  x()=1 (7.17)

Bu problem i¢in Euler denklemi asagidaki gibidir.
2x—%2x=0 (7.18)
ya da,
X-x=0 (7.19)
Ekstremaller ise,
x(t)=K,e' +K,e (7.20)

olup, sinir satlar1 uygulanirsa,
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K, +K,=0 Ke+K,e' =1 (7.21)

yada, K,e—K,e”' =1 oldugundan asagidaki ifadeler bulunur.

K, = K,=— (7.22)

1

-1
e—e

x(t)= (e —e™) (7.23)

Eger V fonksiyon foksiyonu n sayida x; (i=1, .., n) fonksiyonunun
fonksiyonuysa, /’nin minimum olmasi i¢in asagidaki » sayida Euler
denkleminin saglanmasi gereklidir.

OL(x,%,0) d OL(x,i0)
ox, dt  ox

oLkt _ d L(xin)
ox,  dt ox,

(7.24)

OL(x,%0) d OL(xi0) _
ox, dt  ox

0

n

Bu denklemler matris formunda kisaca asagidaki gibi de ifade
edilebilir.
OL(x,x,1) _ d OL(x,%,1) _

. 0 (7.25)
ox dt  0x

7.2 Degisken U¢ Noktasi Problemi

Kisim 7.1°de incelenen, sabit ug noktasi probleminin daha genel
hali, u¢ noktalarinin birinde ya da her ikisinde x’in degisken olmasidir. Bu
problem degisken ug¢ problemi olarak anilir. Euler denkleminin saglanmasi,
bu durumun 6zel hali olan sabit u¢ problem igin gerekli sart oldugundan,
degisken ug problemi i¢in de gerekli sarttir.

Once W(x)’in sadece x’gibi tek bir fonksiyonunun fonksiyonu
oldugunu kabul edilsin ve asagidaki gibi tamimlanan bir fonksiyon
fonksiyonu verilmis olsun.
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V(x) :jL[x(t),x(z),z]dt (7.26)

Burada x(¢) fonksiyonu Sekil 7.2°de gorildigi gibi sol ugta
x(to) = xo olarak sabittir. Sag ug ise degisken olarak kabul edilmis, bu uca ¢
yoniinde ot gibi, x yoniinde ise dx; gibi varyasyon uygulanmistir. Sag
uctaki geometrinin incelemesinden asagidaki iliski yazilabilir.

&, = dx(t,) + ¥(t,) Y, (7.27)

X1tox1

X1

X0 b----

t(l) ll‘ 1t 145} 1 t
Sekil 7.2
J”nin toplam varyasyonu AV asagidaki gibidir.

AV =V (x+dx)-V(x)
1+t f
= IL[x+5x,)'c+ 5x,t]dt—IL[x,fc,t]dt
t t
4 HL+31 ]
=[x+ oci+ i dde+ [ 1o+ e+ ot idi= [ L. ]
1y 4 fo
H+ot 4
= [ il g+ st tldr o+ [{rle+ Gk + 6¢,1]- L ]}
4 ty

(7.28)

Bu denklemin birinci mertebe terimlerini alarak #7’nin birinci

varyasyonu oV elde edilebilir. Denklemin birinci terimi i¢in Sekil 7.2’deki
geometriden asagidaki ifade yazilabilir.
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H+ot
j Lo+ 8¢5 + 6, t)de ~ L(x, %,0)|, 0 (7.29)

h

Buna ek olarak ikinci terim de Taylor serisi a¢ilimi kullanilarak
sadelestirilirse, oV asagidaki gibi bulunur.

14 . .
SV = L(x,%,1) [&(;’x’”éxﬁqx’.x’”&
X

; o, + .[ ™

Iy

}dt (7.30)

Integral altindaki ikinci terime kismi integral formiilii uygulanirsa,
oV asagidaki hali alir.

L

4 . . .
SV = L(x. 1, [)L &, JrJ‘[@L(}C, X,t) d 6L(x,'x, t) &v} Sedi + 6L(x,'x, t) S
! ; ox dt  ox ox "
(7.31)

Yukaridaki denklemde integralin altindaki terim Euler denklemi
oldugundan sifira esittir ve diiser. o sabit oldugundan dx(#) = 0°dir. Ayrica
Sekil 7.2°de sag ugtaki geometrik yapidan dolay1dx(¢,) = dx, — x(¢,)o¥,

yazilabilir. Bu hususlar dikkate alinarak birinci varyasyon OV sifira
esitlenirse, sonug olarak sagdaki u¢ i¢in asagidaki sinir sart1 elde edilir.

6L(x,‘x, t) S, + [L(x, )% 6L(){;,'x, t)}
X

o =0 (732
o 1 (7.32)

tl tl

Eger sag uc sabit, sol u¢ degisken ise, yukaridakine benzer
islemlerle asagidaki sinir sarti bulunur.

8L(x,‘x, t) S, + {L(x, -5 8L(2,.x, I)}
X

8ty=0 (7.33
o 0 (7.33)

1y t,

Sag u¢ hem x hem de ¢ yoniinde degiskense, dx; ve ot sifirdan farkli
ratgele degerlere sahip olacagindan, denklem (7.32)’nin saglanmasi igin bu
terimlerin katsayilarinin ayr1 ayr sifira esit olmasi gerekir ve asagidaki iki
sinir sart1 elde edilir.

OL(x, %, 1)

=0 7.34
% (7.34)

4
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=0 (7.35)

{L(x, i) - 3 2T }

ox

]

Eger t sabit (0t = 0) ise, denklem (7.32)’de ikinci terim diiser ve
asagidaki tek sinir sart1 elde edilir.

OL(x, %,1)

=0 7.36
™ (7.36)

4

Eger x; sabit (dx; = 0) ise, bu sefer de denklem (7.32)’de birinci
terim diiser ve asagidaki tek sinir sart1 elde edilir.

OL(x, x,z)}

=0 7.37
P (7.37)

{L(x, X,0)—x

b

Bazi durumlarda sag ugta dx; ve o birbirine bagimli olabilir.
Ornegin, sag ug Sekil 7.3’deki gibi y(¢) gibi fonksiyonun iizerinde olabilir.
Bu tiir probleme bulusma problemi (randevii problemi) denir. Buna 6rnek
olarak yoriingede bir uydu ile bulusma gosterilebilir. Bu durumda asagidaki
esitlikler gecerlidir.

x(0), =), &, = (1) (738)

Yukaridaki esitlikler denklem (7.32) ile birlikte kullanilirsa
kesisme sarti (tranversalite sartr) denilen asagidaki sinir sart1 elde edilir.

_
{L(x,)'c,t)+(j/—5c)w} =0 (7.39)
ox ,
x(f)
»(t)
X1 O] o .\' {
5)(1
Xl xn+ox l
wl | |

t Hh Hhtot t

Sekil 7.3
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Ornek 7.2:

Sekil 7.4°de y(f) = ¢* egrisi goriilmektedir. Bu egriyle (x =0, = 2)
noktast arasindaki en kisa yolu veren x(f) fonksiyonunun bulunmasi
istenmektedir.

25

2.0
y(t)/

15

=

1.0

T e L4

0.5 AN

/ i X(t)\\\\
0 0.5 0.835 | 15 20 25
t

Sekil 7.4

Iki nokta arasindaki uzakligi veren genel ifade bilindigi gibi
asagidaki gibidir.

b
V(x)= j J1+x(0)* dt (7.40)

L =+/1+%(¢)* alinarak Euler denklemi yazilirsa,

OL(x,x,t) d OL(x,x,t) _

0 7.41
o di | o (7.41)
ya da,
4 oLxnl (7.42)
dt ox
ya da,
OLE%D) _ cabity (7.43)

ox
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ya da,
X .
= (sabit) (7.44)
VI+x°
ya da,
x =K, (sabit) (7.45)

bulunur. Bu denklemin integrali alinirsa Euler denkleminin ekstremalleri
K ve K> sabitleri cinsinden asagidaki gibi elde edilir.

x=Kt+K 7.46
1 2

Simdi  smir  sartlarmmi uygulayarak  bilinmeyen  sabitler
belirlenebilir.

- Sabit ug sinir sarti:
x(2)=0 yada 0=K;-2+K; yada,

K ,=—2K, (7.47)

- Degisken ug sinir sarti:

y(t)=x(t)) (7.48)
ya da,
1t =Kt, +K, (7.49)
Ayrica denklem (7.39)’dan,
L - HEED
X )
X (7.50)
= JI+K +(2t,—K,)——==0
1 1 1 m
ya da,
t, = L (7.51)
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Denklem (7.47)’den K>, denklem (7.51)’den de # alinarak
denklem (7.49)’da yerine koyulursa,

8K +2K +1=0 (7.52)

elde edilir. Bu denklemin ger¢ek bir kokii vardir ve K, =-0.599 olarak
bulunur.

Sonug olarak K, =—0.599, K, =1.197 ve ¢, =0.835 elde edilir
ve x(¢) asagidaki gibi bulunur.

x(1)=-0.599¢ +1.197 (7.53)

x(¢) fonksiyonu Sekil 7.4’de noktali olarak gosterilmistir.

7.3 Genel Optimum Kontrol Problemi

Bu boliimde simdiye kadar integral formunda bir kriterin minimum
yapilmast incelenmisti. Bunun saglanmasi igin gerek sart Euler
denkleminin saglanmasidir. Bu denklemin ¢6ziimii i¢in integralin baslangic
ve son sinirlarinda verilen sartlar kullanilmigti. Bunun disinda herhangi bir
sinir sart1 yoktu. Ancak optimum kontrol probleminde integral formundaki
bir performans kriteri minimum yapilirken, ayn1 zamanda sistemin durum
denklemlerinin de saglaniyor olmasi gereklidir. Yani minimizasyon
problemine ek sinirlayici sartlar olarak durum denklemlerinin uygulanmasi
gereklidir. Bu kisimda &nce simirlayict  sartlarin - minimizasyon
problemlerine nasil uygulandig: anlatilacak, daha sonra da genel optimum
kontrol problemi ¢oziilecektir.

7.3.1 Sinirlayicr Sartlarin Minimizasyon Problemlerine Uygulanmasi

Yontemi basit¢e anlatmak icin x ve y degiskenlerinin,

f(x,y)=4x> + xy+ y* (7.54)
gibi bir fonksiyonu verilmis olsun. Bu fonksiyonu,

x+y=1 (7.55)
siirlayict sartla minimum yapacak x ve y degerlerinin belirlenmesi

istenmektedir. Bu problem ¢dzmek i¢in asagidaki ii¢ yontemden birisi
kullanilabilir.



247

1) Smuirlayici sartin varyasyon almadan dnce uygulanmasi.

Siirlayici sarttan y degiskeni y =1—x olarak ¢oziiltip, denklem
(7.54)’de yerine koyulursa,

f=4x"+x(1-x)+(1-x)’
= 4x* +x—x +1-2x+x" (7.56)
= 4x° —x+1

elde edilir. f’nin varyasyonu alinip sifira esitlenirse, ’yi minimum yapan
x’in ve y’nin degerleri asagidaki gibi bulunur.

& =8xd — & = (8x — )& =0 (7.57)

8x—1=0 (7.58)
1 7

_1 lox=l 7.59

x=q y x=o (7.59)

ii) Sinirlayict sartin varyasyon alindiktan sonra uygulanmasi.

Denklem (7.54)’tin ve denklem (7.55)’in varyasyonlar1 alinirsa,
sonug asagidaki agamalarla bulunur

F =8XK+x+ yox+2ydy (7.60)
K+oy=0 (7.61)
ya da,

O =8xdox —xdox+(1—x)ox —2(1—x)ox (7.62)
=(8x—1)ox

8x—-1=0 (7.63)
1 7

—— =l—-x=— 7.64

x=g y=lexes (7.64)

iii) Lagrange carpanlar1 yontemi.

Lagrange carpanlart yontemi dolayli bir yontemdir. Bu yonteme
gore f gibi bir fonksiyonun ¢ =0, .., ¢, =0 gibi bir sinirlayici sartlara
tabi olarak minimum yapilmasi, f'=f+A4¢ + -+, ¢4, ifadesinin
herhangi bir sinir sarti olmadan minimum yapilmasiyla aynidir. Burada
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A; (i=1,--, k) Lagrange ¢arpanlari olup, minimizasyon islemi sirasinda
bunlarin her biri bagimsiz bir degisken gibi iglem gortir.

Incelenen ornekte f(x,y) =4x> + xy+y° fonsiyonunun x+y =1
ya da ¢(x,y)=x+y—1=0 smir sarti altinda minimum yapilmasi
istenmektedir. Bu ise,

Sy, )= f(x, )+ Ag(x, y)

7.65
=4x" +xy+ i+ Ax+y-1) ( )

fonksiyonunu sinirlayict bir sart olmadan minimum yapmakla aynidir.
f'(x,y,4) nilin varyasyonu asagidaki gibidir.

O =8xdx+ xy+ y +2y8) + Aox + Aoy + (x + y —1)o4

(7.66)
=@x+y+A)x+(x+2y+A)y+(x+y—1)o1=0

Yukaridaki denklemin rastgele dx, dy ve 04 i¢in saglanmasi ancak
bu terimlerin katsayilarinin sifira esit olmasiyla miimkiindiir. Boylece x, y
ve A'nin ¢ozilebilecegi asagidaki li¢ denklem elde edilir. Gorildigi gibi
bu denklemlerden sonuncusu sinirlayici ifade ile aymidir. Bu durum
Lagrange carpanlart yonteminin bir 0zelligi olup, elde edilen
denklemlerden birisi daima siirlayici ifade ile aynidir.

8x+y+1=0 (7.67)
xX+2y+1=0 (7.68)
x+y—1=0 (7.69)

Denklem (7.67) ve denklem (7.68)’den A yok edilirse,
8x+y—x-2y=T7x—-y=0 (7.70)

elde edilir. Denklem (7.69) ve denklem (7.70)’den f(x, y)’yi minimum
yapan x ve y degerleri asagidaki gibi bulunur.

1
- L 7.71
X S y o ( )
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7.3.2 Temel Optimum Kontrol Problemi ve Pontryagin

Fonksiyonu
Bu boliimde,
x=f(x,u,1) (7.72)

durum denklemleriyle tanimlanan #’inci mertebe bir sistemin,

PK.= j L(x,u,0)dt + Sx(t ), | (7.73)

t:

i

gibi bir performans kriterini minimum yapacak bigimde optimum kontrolii
incelenecektir. x, durum degiskenleri vektorli; u, kontrol girisleri
vektoriidiir. f(x,u,?) nin elemanlari lineer olmayabilir. L(x,u,?) terimi de
lineer olmayabilir, ancak anlamli bir performans kriteri olmasi i¢in pozitif
yari-definit olmas1 gereklidir. S[x(#), #], bir son durum ceza terimidir. Bu
teriminin x’e gore birinci ve ikinci tlirevleri stireklidir. Bu terim istenirse
sifir alinabilir. Denklem (7.73)’de L ve S terimlerinin her ikisi de mevcut
olabilecegi gibi, bunlardan herhangi birisi olmayabilir.

Baslangi¢c zamani ve durumu sabittir. Yani x(¢,) ve ¢ verilmistir.
Buna karsilik # sabit veya degisken olabilir. x(¢,) sabit veya degisken
olabilir veya gi[x(#), ] = 0 (k < n) biciminde k sayida sinirlayici ifadeye
tabi olabilir. ~ Amag, sistemi verilen bir baslangic durumu x(z;)’den,

verilen son durumdaki smir sartlarina gotiirirken P.K.’y1 minimum
yapacak olan kontrol girisi #’yu bulmaktir.

Performans kriterinden S[x(#,), ¢;] gibi sabit bir terim ¢ikarmak,

optimizasyon sonuglar1 agisindan bir fark yaratmayacagindan, performans
kriteri asagidaki hale dontistiirtilebilir.

PK.= J'L()_c,g,t)dt + St )t - S[xe) ]

- j L(x,u,t)dt + S[x(¢),1]"" (7.74)

Iy

= I{L()_c, u,f)+ %S[)_c(t), z]}dr

4
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ya da,

PK.= HL(;, wiy+ S [’—C’t];_'c , Okt ]}dt (1.75)
0x ot

li

Denklem (7.72) ile verilen durum denklemleri, minimizasyon
sirasinda saglanmasi gereken sinirlayici sart olup, Lagrange carpanlar
yontemiyle probleme dahil edilebilir. Ancak Kisim 7.3.1°deki durumdan
farklr olarak simdi bir fonksiyon fonksiyonu minimum yapilmaktadir. Bu
durumda o boliimde bir degisken olarak kabul edilen Lagrange carpant,
burada A(¢) gibi Lagrange fonksiyonlar1 olarak kabul edilecektir. Smirlayici
sart olan denklem (7.72),

¢(£az,t):£('§,liat)_£.:0 (776)
seklinde ifade edilirse, denklem (7.75)’de verilen P.K.’ni sinirlayici sart

altinda minimum yapmakla, asagidaki kriteri sinirlayict sart olmaksizin
minimum yapmak ayni olur.

) Lu,0) + aS[)-C’t]iH o8l
e J. ox ot tdt  (1.77)
A [ -

Eger denklem (7.77)’deki integralin argiimani igin,

T
L'(x,u, A,t) = L(x,u,t) + {%} x
x

(7.78)
B e -

tanimi  yapilirsa, L'(x,u,A,t) 1i¢in yazilacak Euler denklemlerinin
saglanmas1 P.K. nin minimum yapilamasi igin gerek sart olur. Eger sistem
n’inci mertebe ve kontrol girisi sayisi » ise, x ve A’nin herbirinin » sayida
elemani, u’'nun ise r sayida elemani olacagindan L'(x,u,A,t) niin
arglimaninda 2n + r sayida fonksiyon vardir. Yani, 2n + r sayida Euler

denklemi yazilmalidir. Asagida x, 4 ve A’nin elemanlarnn icin Euler
denklemleri gruplar halinde vektoryel olarak ¢ikarilacaktir.
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i) x icin Euler denklemleri:

ai{w_c, 1)+ asahc”])_'c B - )_'c]}
» /

X ot
d o |[Lxun+ aS[)_C’t])_'C—i- oSl 1] (7.79)
T AL ox ot =0
W 2w -]
ya da,
2 2
2 2 X
_a LS’[‘)_C’t]x_a S[)_C,t]‘Fﬂ,:O
ox* ~  otox T
ya da,
. a T
41:‘8—[“?_%0% f()_c,t_t,t)] (7.81)
I —_
ii) u icin Euler denklemleri:
%{L(E, u,t)+ aSa[i’ d X+ aSg-;’ / + A" []_‘(y_c, u,t) — )_c]}
L(x,u,t)+ aSB’t]a_'c (7.82)

d o ox o

di o
ot -]
ot =
ya da tiirevlere katkida bulunmayan terimler atilirsa,

e + 2 (f@wn]-0 (7.83)

u
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iii) A i¢in Euler denklemleri:

%{L(J_@%tﬁ{%} )_'Hasg‘;’t]%T[J_’(&w)—z]}

T
d o L()_c,g,l)+{%} x » (7.84)

dt 0]
S PR L PR
ot =
ya da,
2 ltwun 2" s@un)-i-o (7.85)

ya da,
f(xu,t)-x=0 (7.86)

Bu son denklem Lagrange carpanlart yonteminin 6zelligi geregi
sinirlayict ifade olan durum denklemleriyle aynidir.

Yukaridaki sonuglart daha 6z bir sekilde ifade etmek i¢in,
H(x,u,A,0) = L(x,u,t) + A" f(x,u,1) (7.87)

tammmin1 yapilsin. Bu denklemle tanimlanan H(x,u,A,t) Pontryagin

fonksiyonu olarak anilir. Elde edilen Euler denklemlerinin tamami, yani
denklemler (7.81), (7.83) ve (7.85), Pontryagin fonksiyonu cinsinden
asagidaki gibi ifade edilebilir.

jodHxuwiAD (7.88)

0= Hxuln) (7:89)
Ou

= HELAD _ fiy ) (7.90)

o4
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Denklem (7.90) durum denklemleridir. Denklem (7.88) ise
yardimci durum denklemleri olarak adlandirilir.

Bu denklemlerin ¢oziimil i¢in izlenen genel yontem asagidaki
gibidir.

1) Once denklem (7.89)’dan kontrol girisi u, x ve A cinsinden
¢Oziiliir. Bu ¢6ziim u° (x, A,7) olsun.

2) Elde edilen u°(x, A,), denklem (7.88) ve denklem (7.90)’da
yerine koyularak asagidaki denklemler elde edilir.

(7.91)

x= aH()‘C’Z;(f’ L0.0 / [)_c u’(x, 4,0, t] (7.92)

3) Verilmis olan smir sartlari uygulanarak, denklem (7.91) ve
denklem (7.92)’den x(¢) ve A(¢) ¢ozilir. Bu denklemlerin ¢6ziimiinde
kullanilan sinir sartlar1 asagidaki gibidir.

a) Baslangic sinir sart1 x(z,) ve # verilmistir.

b) Kontrol bitigindeki sinir sartlari i¢in ise asagidaki segeneklerden
birisi gegerlidir.
i) Bitis zamani ve bitis durumu verilmis:
fy=sabit, x(¢,)=x, (sabit)
ii) Bitis zamani ve bitis durumu serbest:
Bu durumda denklem (7.32) ile verilen serbest ug sinir sarti

uygulanirsa, genellestirilmis sinir sartt asagidaki gibi elde
edilir.

{{M} 5J_C{L,()_C’M|_Mi}&} o
ox 0%

Ly
(7.93)
ya da,
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; ) aS[x, 1]
[M—l} Sx+ Lau.n+ =5 sl =0

ox + 27 G o)
(/7.94)
ya da,
{{—as()—"t) z} Sx {H( /1z)+aS[)—‘ t]} } )
ox ot
(7.95)

Yukaridaki ifadede ¢ sabitse katsayisi diiser. Ox’in
elemanlarindan sabit olanlar varsa, onlarin katsayilari da
diiser.

Eger x(¢,)= )_/(tf)gibi bir smir sart1 verilmisse, yani bir

bulusma (randevii) problemi c¢oziiliiyorsa, denklem
(7.39)’un vektor hali kesisme sinir sart1 olarak kullanilir. Bu
durumda 6x(¢,) = y(¢,)dt olacagindan, denklem (7.95)’den

kesisme sart1 agagidaki gibi elde edilir.

T
{{—‘” ) 4 30+ [H" (x.2.0 + 221 M}} -0
ox = ot

(7.96)

4) Elde edilen x(¢) ve A(f), u’ (x, A,t) ifadesinde yerine koyularak
optimum kontrol agsagidaki gibi elde edilir.

u’ () =u’ [x(0), A(0), 1] (7.97)

Yukaridaki yontemin ikinci ve l¢iincii asamasinda, 2n sayidaki

diferansiyel denklemden x(7) ve A(f)’'nin elde edilmesi, diferansiyel
denklem c¢ozlimleri arasinda en zor problemlerden birisidir. Zira simir
satlarinin yarisi baglangi¢c zamani #°de verilmisken, diger yaris1 bitis zamani
t/ de verilmistir. Bu tiir problemlere iki u¢lu sinir deger problemi denir. Bu
tiir problemlerde bilgisayarla ¢oziime ¢ok elverisli olan ileri integrasyon
yontemi kullanilamaz. Coziimiin bir dongii i¢inde iterasyonla bulunmasi
gerekir. Cozlimiin ¢ok zahmetli olmasina karsin, sonugta elde edilen sadece

acik ¢evrim kontroldiir. Baslangi¢ sartlar1 degistiginde ya da bozucular
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dolayistyla sistemin durum uzaymnda izledigi optimum yoriingede bir
sapma oldugunda ¢oziimiin tekrar edilmesi gerekir. Bu sebeplerden dolayz,
cok basit problemler disinda genel optimum kontrol algoritmasinin
uygulamalarda kullanilmasi pek pratik degildir.

Buraya kadarki incelemede kontrol girisi u iizerine herhangi bir
sinirlama koyulmamistir. Ama uygulanabilecek kontrol girisleri genellikle
u €U gibi bir bolgeyle sinirhidir. Pontryagin, denklem (7.89)’a yeni bir
yorum getirmis ve bundan dolay1 H (x,u,A,t) fonksiyonuna ad1 verilmistir.
Soyle ki, u’nun siirli olmadigr durumda denklem (7.89), H (x,u,A,t)’yi
minimum yapan u’yu vermektedir. Pontryagin, kontrol girisi u eU
seklinde bir bolge ile sinirli oldugu takdirde de, bu bolge icinde H (x,u,A,t)
’yi minimum yapan ¢ nun optimum u oldugunu gostermistir. Bu durumda,
denklem (7.91) ve denklem (7.92)’de gegen H(x,u’(x,A,1),t) terimi,
asagidaki gibi alinmalidir.

H(x,u’(x,4,1),t) = min A (x, u, A1) (7.98)

Pontryagin ve arkadaglari tarafindan bulunan asagidaki gerek
sartlar da baz1 problemlerin ¢oziimiinde ¢ok yararlidir [7.2, 7.7]

a) Eger son zaman f sabitse ve Pontryagin fonksiyonu zamanin
dogrudan fonksiyonu degilse, optimum ydriinge boyunca
Pontryagin fonksiyonu sabittir. Yani,

HIx" (0.u° (0, 4° (0= ¢ (sabit)y (0<t<1)  (7.99)

b) Eger son zaman ¢ serbestse ve Pontryagin fonksiyonu zamanin
dogrudan fonksiyonu degilse, optimum ydriinge boyunca
Pontryagin fonksiyonu sifirdir. Yani,

Hx* 0.’ (0, 4°0)]=0 (w<i<g)  (7.100)

Bazi durumlarda, problem tanimi yukarida incelenen standart
yapida olmamasma karsin, bazi ara islemlerle standart hale
doniistlirtilebilir. Bunlar hakkinda, belirtilen referanslarda daha ayrmtil
bilgi verilmistir. Burada sadece kisaca deginilecektir.

a) Performans kriterinde durum degiskenlerinin tiirevierinin yer
almasu:
Performans kriterinin argiimaninda durum degiskenlerinin
tiirevleri varsa, ornegin x, gibi bir terim geciyorsa, x,,, =X,
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gibi ek bir durum degiskeni tanimlanarak optimum kontrol
islemleri ytrttilir [7.8].

b) Esitsizlik olarak ifade edilen simirlamalar olmast:

Eger, a; <x; <b, gibi bir sinirlama verilmisse, bunun yerine,
(xi_ai)(bi_xi)_yizzo (7.101)

gibi esitlik olarak tanimlanan bir sinirlayic1 ifade kullanilir.
Burada y; =0 ek olarak tanimlanan bir durum degiskenidir
[7.8,7.9].

¢) Ilzoperimetrik Kisitlama:

Izoperimetrik kisitlama adini, “Cevresi sabit uzunlukta olan
diizlemsel bir yiizeyin alaninin maksimum olmasi i¢in sekli
nasil olmalidir?” probleminden alir. Bu kisit genel haliyle
asagidaki gibi ifade edilir.

Ly
g(x,u,t)dt = A (Sabit) (7.102)

i

Bu durumda ek bir durum degiskenti,

I3

t
%, () = [ g, ')t (7.103)

olarak ve ek bir durum denklemi,

X, (1) = g(x,u,1) (7.104)
olarak tanimlanir ve agagidaki sartlar uygulanir [7.5, 7.8, 7.9].
xn+1 (tl) = 0 xn+1 (tf) =4 (7 1 05)

Bu tir sinirlamalara, yakit ve enerjinin sinirli oldugu
minimum-yakit ve minimum-enerji problemlerinde siklikla
karsilagilir. (Bakimiz Boliim 8, Ornek 7 ve Ornek 8.) Bu
durumlarda kisit ifadeleri sirasiyla asagidaki sekildedir.

j lu,Jdt = 4 (Sabit) (7.106)

t.

i
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t/»
jufdt= A (Sabit) (7.107)

tl

Ornek 7.3:

Bir ugak gemisinde ucaklara ilk hareket bir itki sistemiyle
verilmektedir. Ugagin kiitlesi m’dir. Itki sistemi ugaga maksimum F,,
biiytikliiglinde bir kuvvet uygulayabilmektedir. Ugagin sifir hizdan bir V;
hizina en kisa siirede erismesini saglayacak kuvveti ve bunun i¢in gereken
pist uzunlugunu bulun.

Bu problemde ucagin hizi durum degiskeni olarak, ucaga
uygulanan kuvvet de kontrol girisi olarak alinirsa, sistemin durum denklemi
asagidaki gibi yazilabilir.

i=Luy (7.108)
m

Kontrol sirasinda minimum yapilmasi istenen performans kriteri,

t/‘
PK.= L 1.dt (7.109)

seklindedir. Smir sartlar1 ve u igin sinirlayici ifade asagidaki gibidir.

x(0)=0 x(t)=V, t, - Serbest  (7.110)
0<u<F, (7.111)

Bu problemde L =1 oldugundan Pontryagin fonksiyonu asagidaki
gibidir.

m

Kontrol girisi sinirli olduguna goére, H’yi minimum yapan u degeri
A’nin isaretine bagl olarak asagidaki gibidir.
A<0 ise u,=F,
(7.113)
A>0 ise u,=0

o
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U, i¢in yardimel durum ve durum denklemleri (7.91) ve (7.92)’den
yazilirsa,

A1=0 yada A=K (sabit) (7.114)
ve
o1
X=—u, (7.115)
m

elde edilir. Bu denklem incelendiginde u, un sifir olamayacagi goriiliir. Zira
bu deger x’in (hizin) degismesine sebep olmaz. o halde u, = F,, olmalidir.

Denklem (7.115)’in integrali alinirsa,
F
xt)y=—"t+C (7.116)
m
Baslangic sinir sartindan C asagidaki gibi bulunur.
x(0)=0 yada C=0 (7.117)

Serbest u¢ sinir sarti, denklem (7.95)’de S = 0 igin of'nin
katsayisini sifira esitleyerek asagidaki gibi yazilir.

F
[11°] {1”—"’} ~0 (7.118)
ty m |,
,
ya da,
Mt ) === () (7.119)
J Fm
Diger yandan, x(#) = V; olduguna gore, ¢r asagidaki gibi elde edilir.
Fm
x(t)=—"t, =V, (7.120)
m :
ya da,
mV ,

s=—L (7.121)
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Pistin boyu ¢ ise, x(f) hizinin integralini alarak asagidaki gibi
bulunur.

F 1 mV :
j P = . 12 = (7.122)

' F,
Ornek 7.4:

Durum denklemleri asagida verilen birinci mertebe bir sistem
olsun.

xX=-2x+u (7.123)
Baglangi¢ aninda x(0) = 10 olsun. Bitis zamani # = 1, bitis durumu

x(1) serbest, kontrol sirasinda minimum yapilmak istenen performans
kriteri asagidaki gibi olsun.

PK.= jol(x2 rulyde + [x? (t)]t:1 (7.124)

Bu problem i¢in Pontryagin durum fonksiyonu asagidaki gibidir.

H(x,u,A)=x" +u” + A(=2x +u) (7.125)
OHxUA) 5,4 5-0 (7.126)
ou
ya da,
y)
=== 7.127
u 5 (7.127)
ve
i y

H® = x> H A 2x——) X -T2 (1128)

oldugundan, optimum kontrol igin yardimci durum ve durum denklemleri
asagidaki hali alir.

o 2
oH __i(xZ_%—Zxﬂ)_—2x+2/1 (7.129)

A== =
ox ox
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x:—2x—§ (7.130)

Denklem (7.129)’dan A alinarak denklem (7.128)’de kullanilirsa x
cinsinden asagidaki denkem elde edilir.

X-5x=0 (7.131)
ya da,
_ NG 5t
x(t)=Ce™”" +C,e (7.132)
ve
At)=-847C,e"™ +0.47C,e ™™ (7.133)
Baslangi¢ sinir sarti:
x(0)=10 yada C,+C,=10 (7.134)
Serbest u¢ sinir sarti (¢ sabit, x serbest):
[M—A} —[2x-4] _ =0 (7.135)
ox =1
=1
ya da,
10.47¢%°C, +1.53¢ V°C, =0 (7.136)

Denklem (7.134) ve denklem (7.136)’dan C, =0.0856 ve
C, =9.914 olarak bulunur. Bu degerler denklem (7.132)’de yerine
koyulursa,

A(t)=—0.725¢"" + 4.613¢ (7.137)

olarak bulunur. Optimum kontrol ise denklem (7.127)’den asagidaki gibi
elde edilir.

u° :_gzos&eﬁ’ —2306¢ (7.138)
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Ornek 7.5:
Durum denklemleri asagida verilen ikinci mertebe bir sistem olsun.

= (7.139)
X, ==2x, +u

Sistem r = 0’da x =[1 11" baslangic durumundadir. Bitis
zamani ¢ serbest, bitis durumu x(¢) = [0 0]” olarak verilmistir. Asagidaki
performans kriterini minimum yapacak optimum kontroliin bulunmasi
istenmektedir.

PK.— j;’ (2 +x2 +ud)dt (7.140)

Bu problem igin Pontryagin durum fonksiyonu asagidaki gibidir.

H(x,u,A)=x] +x5 +u’ + 1%, + A, (-2x, +u) (7.141)
OHxUA) _ 9,4 4, =0 (7.142)
ou
ya da,
A
u’=—— 7.143
2 (7.143)
ve
/12
H =x{ +x; —72+/11x2 —2,x, (7.144)

oldugundan, optimum kontrol igin yardimci durum ve durum denklemleri
asagidaki hali alir.

A =- - =-2x, (7.145)
X1

A, =— CH” _ 2x, = A +24, (7.146)

ox,
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oH"
i =—=x 7.147
S (7.147)
oH" A
L= gy, 2 (7.148)
o, 2

Epeyce bir ara islemden sonra integrasyon sabitleri cinsinden bu
denklemlerin ¢oziimii agagidaki gibi elde edilir.

X (t)—ie“g” G e
()=
2.189 2.189 (7.149)
+_C3 0457 _ C, o 0457
0.457 0.457
x,(1)=C, 2 18% +C, o 2189 i
1C, 5T 4 C e (7.150)
2 2.189¢ 2 1890
Zl(t):—clme _sze
i P (7.151)
0.457¢ ~0.457:
_Cc.Z e 2,
’ 04572 4 04572
A, (1) =-C, 83781 + c, 0.378¢ 218
(7.152)

—C,4914 "7 —(C,3.086 ¢ "

Bu denklemlerdeki bilinmeyen katsayilar ve ¢ asagidaki sinir

sartlar1 uygulanarak ¢oziiliir.

x(0)=1 x,(0)=1 x(1,)=0
o (7.153)
x,(t,)=0 H (t;)=0

H(t r)=0 sinir sarti denklem (7.144)’e uygulanirsa asagidaki
ifadeye indirgenir.

A(t;)=0 (7.154)

Sinir sartlar1 denklemler (7.149) - (7.152)’ye uygulanirsa,
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¢ G G G

- - = 7.155
2189 2.189  0.457 0.457 (7.153)
C,+C,+Cy+C, =1 (7.156)
C, Q218 _ C, o 218
2.189 2.189 (7.157)
+ C, 04571, C, 04571, _
0.457 0.457
Cl 62‘189” + C2 e—2.189t,
0457t -0.457t, (7.158)
+Cje +C,e 7=0
~(C,8.378¢”"" +C,0.378¢ "M 7159)
—C,4914 "7 —C,3.086¢ T =0

denklemleri elde edilir. Zahmetli olmakla birlikte bu denklemlerden # ve
C, (i=1, 2, 3, 4) ¢oziilerek xi(¢), x2(¢), 1i(£) ve Ax(¢) bulunur. Daha sonra

optimum kontrol u#° =—A4,(¢)/2 olarak elde edilir.

Bu son Ornegin gosterdigi gibi, oldukc¢a basit goriinimli bir
problem i¢in dahi genel optimum probleminin ¢6ziimii oldukea ¢etrefilli bir
hal alabilir. Bu drnekte alinan sistemin lineer ve sadece ikinci mertebe
oldugu diistintiliirse, yiiksek mertebeli ve nonlinear bir sistem igin analitik
veya niimerik bir ¢éziime ulasmanin zorlugu anlasilir.
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PROBLEMLER

7.1 Eger L(x,x,t), t'nin dogrudan fonksiyonu degilse, Euler
denkleminin birinci integralinin asagidaki hali aldigin1 gosterin.

sabit

Lix, g0y — 5 ZEEBHD
ox

7.2 x(0)=0ve x(¢,) =¢, — 2 sinir sartlarna tabi olarak,

NIESS

dx

V(x)= j dt

fonksiyon fonksiyonunu minumum yapan x(#) fonksiyonunu bulun.

73 x(0)=0, x,(37/2)=-1, x,(0)=0 ve x,(37/2)=-1 sartlarina
tabi olarak,

37/2
V)= G +453 +4x,x)dr

0

fonksiyon fonksiyonunu minimum yapacak x, (¢) ve x, ()
fonksiyonlarini bulun.

74 x(0)=0, x(4) = Serbest sartlarina tabi olarak,

V(x)= j (% + x)dt
0



7.5

7.6

7.7
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fonksiyon fonksiyonunu, minimum yapacak x(z) fonksiyonunu
bulun.

x(0)=1, x(t) =5 ve tr: Serbest siir sartlari altinda,
)
V(x)= [ e+ 43 e
0

fonksiyon fonksiyonunu minimum yapan x(¢) fonksiyonunu bulun.

Durum denklemleri,

1 0
olarak verilen sistemi, x(0) = L} ilk durumundan x(2) = {0} son
durumuna getirirken,

2
PK.=[u’ds
0
performans kriterini minimum yapacak optimum kontrol u(7)’yi

bulun.

Durum denklemleri,

1 0
olarak verilen sistemi, x(0)= L} ilk durumundan x(1) = {0} son
durumuna getirirken,

(1
PK.= I(—uf +ul)dt
0 2

performans kriterini minimum yapacak optimum kontrol () yi
bulun.



266

7.8

7.9

7.10

Durum denklemi,
X=—X+u
olan, ilk durumu x(0)=1 ve son durumu x(1) =0 olarak verilen
sistem igin,
1 1
PK.= j(x2 +—u?)dt
2
0
performans kriterini minimum yapacak optimum kontrol u(7)’yi
bulun.

Bir sistemin durum denklemleri ve kontrol girisi sinirlamasi
asagidaki gibi tanimlanmustir.

X, =-Tx, —x,

X, =6x, +u () )

Bu sistemi  x(0) ={ 5} ilk durumdan, ¢ ; gibi bir son zamandaki
X 1 .

0 .
x ()= [0} durumuna en kisa zamanda getirecek kontroli ve
kontroliin bitis zamanin1 bulun.

Dordiincii mertebeden bir sistemin kontrolii i¢in agsagidaki gibi bir
performans kriteri kullanilmaktadir.

T
PK.= j(xf v, bl e+ 2, (T) = 3, (T)
0
Bu sistem i¢in asagidaki sinir sartlari verilmistir:

(1)=x,(T); x,(T)=0;  x,(T) ve T verilmemis.

Eksik olan ug sinir sartlarini bulun.
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7.12

7.13

7.14
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Davranisi,
X=-"2x+u

denklemiyle belirlenen ve x(0) = 10 olan sistem igin,
1 1
PK.= I(pxz + —uzjdt
5 2

performans kriterini minimum yapacak kontrolii bulun. Burada p
pozitif ve degeri bilinen bir agirlik katsayisidir.

Durum denklemleri,

)‘&:{—04 é}‘c{lﬂu

1
ve ilk durumu )_C(O)=|:4:| olan sistem igin,

1
PK. =I(4x12 +u’ )dl
0
performans kriterlerini minumum yapacak optimum kontrolii

bulmak i¢in gereken diferansiyel denklemleri ve sinir sartlarim
yazin. (Denklemleri ¢ozmeyin.)

Durum denklemleri,

)_’CZ{O ! }_c—i—[o}u |u|£5
-4 -4 10

olarak verilen ve ilk durumu x(0) :{ 5} ve son durumu x(z,) =0

olan sistemi minimum zaman kriterine gore kontrol etmek i¢in
kontrol girisini ve kontrol siiresini bulun. (MATLAB’den
yararlanin.)

Durum denklemi,

X=-2x+u
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7.15

7.16

ve baslangig sart1 x(0) = 0 olan sistem asagidaki gibi bir performans
kriterini minimum yaparak kontrol edilmek isteniyor. Burada p sabit
bir katsayidir.

1
P.K.:ljuzdz—px(l)
20

Bu performans kriteriyle ne yapilmak istendigini yorumlayn.
Optimum kontrol u(¢)’yi bulun.

Durum denklemleri,

= el

olan sistem i¢in baslangi¢ sartlar1 x(0) :{ﬂ olarak verilmistir.

Asagidaki performans kriterini minimum yapacak optimum
kontrolii bulmak i¢in gereken diferansiyel denklemleri ve sinir
sartlarin1 yazin. (Denklemleri ¢6zmeyin.)

P.K.=tj(x22 +u2)dt
0

Bir sistemin durum denklemleri asagida verilmistir.

ol el

0
Bu sistemi x(0) {ﬂ ilk durumundan x(7) = {0} son durumuna

asagidaki performans kriterini minimum yaparak getirecek
kontrolii bulmak i¢in gereken diferansiyel denklemleri ve sinir
sartlarin1 yazin. (Denklemleri ¢6zmeyin.)

PK.= j(l +u’ ) dt (T serbest)

0
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MINIMUM-ZAMAN
MINIMUM-YAKIT
MINIMUM-ENERJI KONTROLU

Bu boliimde anlatilacak olan konular hakkinda 1960 yili sonrasinda
cok sayida calisma yapilmis ve dnemli ilerlemeler kaydedilmistir. Yapilan
calismalarin itici giicii sliphesiz uzay programlari ve askeri uygulamalardir.
Konularin derinlemesine incelemesi olduk¢a akademik olup, ana hatlariyla
o siralarda kaleme alinan pekcok kitapta da olduk¢a ayrintili olarak ele
almmustir [8.1-8.5]. Bu kitap, 6grencilere ve miithendislere kontrol sistemi
tasariminda yetkinlik kazandirmak icin verilecek bir baslangi¢ dersi i¢in
hazirlandigindan, bu bolimiin  konulart nisbeten basitlestirilmis
problemlere uygulanarak anlatilacaktir.

8.1 Minimum-Zaman Kontrolii

Bir sistemin bir baglangi¢ durumundan baslayarak bir son duruma
en kisa zamanda getirilmesi pek ¢ok uygulamada karsilagilan bir durumdur.
Bunlar i¢in asagida bazi ornekler verilmistir. Bu orneklerin hepsinde
sisteme saglanan kontrol girisinin sinirli oldugunu diisiiniin.

- Hareket halinde bir diisman ugaginin en kisa siirede bir fiizeyle
vurulmast.

- Birden fazla 1sitma bolgesine sahip bir binanin en kisa stirede
istenen sicakliga getirilmesi.

- Bir tasit aracinin bir noktadan diger bir noktaya en kisa siirede
gotiirtilmesi.

- Hareket halinde bir aracin en kisa siirede durdurulmas.

- Bir roketin yoriingede bir uzay istasyonuyla en kisa siirede
bulusmasi.

Problemleri yapisina gore, bazi problemlerin zamana gore
optimum kontrol ¢dziimleri olmayabilir. Bazi problemlerde ise ¢oziim
sadece belli sartlar altinda miimkiin olabilir. Ornegin, konumu y(f) = af®
biciminde artan bir hedefin, ¢ = #y’da harekete gecirilen ve konumu zamanla
orantili olarak artan bir imha araciyla vurulmasi ele alinsin. Bu sistemde
hedef konumunun zamana gore degisimi ve imha aracinin degisik 7
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zamanlar1 i¢in konumlarinin degismesi temsili olarak Sekil 8.1°de
verilmistir. Gortildiigi gibi, eger imha aract #; anindan Once harekete
gecirilmigse hedef ve imha aracinin yoriingeleri kesismektedir. Daha sonra
harekete gegirildiginde ise 1imha aract hedefi higbir zaman
yakalayamamaktadir.

(), x(1)

Sekil 8.1

Buna benzer bir durum 1s1 kaybi ¢ok fazla olan bir odanin 1s1 giigii
kiigiik olan bir 1siticiyla kontroliinde de s6z konusudur. Boyle bir sistem
higbir zaman istenilen bir son sicakliga getirilemeyebileceginden zamana
gore optimum bir ¢6ziim miimkiin degildir.

8.1.1 Sabit Parametreli Lineer Sistemlerin Minimum-Zaman
Kontrolii

Sabit parametreli lineer sistemlerin herhangi sabit bir baslangic
durumundan x(#) = 0 son durumuna biiyiikliigii sinirli olan kontrol girisleri
kullanarak en kisa siirede getirilmesi, olduk¢a ayrintili olarak incelenmis ve
siklikla karsilasilan bir problemdir. Kontrol edilebilirligi olan bdyle bir
sistemin durum denklemleri asagidaki gibi verilmis olsun.

x=Ax+Bu ul<U (8.1)

Minimum zaman kontrolii i¢in performans kriteri,
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PK.= jo’ 1.dt 8.2)

olduguna gore, Pontryagin fonksiyonu asagidaki gibidir.

H(x,u,A,0)=1+ A" (Ax + Bu)

, ; (8.3)
=1+4 Ax+A Bu
Optimum kontrol Pontryagin fonksiyonunu minimum yapar.
Denklem (8.3)’de i’inci kontrol girisini i¢eren terim,
Aby; + by + - - + 4,0, u; =y,u, (8.4)
gibi olduguna gore, Pontryagin fonksiyonunu minimum yapan optimum
kontrol girisleri, u/ ’nin katsayisinin isaretine baglidir. u;’nin katsayisi

anahtarlama fonksiyonu olarak anilir ve u;’nin degeri j’ye bagh olarak
asagidaki gibi bulunur.

+U; (7; <0)
u; =y —U, (7;>0) (8.5)
Belirsiz (7;=0)

Bu tiir kontrole bang-bang kontrol denir. Bang-bang kontrolde
7, nin isaretine gore kontrol girisinin en biiylik veya en kiigiik degeri
kullanilir. y, =0 oldugunda ise kontrol girisi bir u¢ degerden digerine
gecer. Bu gecis durumuna anahtarlama denir. Eger sistemin hicbir
0zdegerlerinin gergek kismi pozitif degilse, sistemi bir baslangi¢ durumu
Xo’dan son durum x(#) = 0’a getirecek bir optimum kontrol daima vardir ve
bu kontrol tektir [8.1]. Eger n’inci mertebe bir sistemin biitiin 6zdegerleri
gercek ve negatif ise anahtarlama sayisi en fazla n —1 kadardir [8.1]. Son
durum orijin degilse, yeni degiskenler tanimiyla son durumun orijine
getirilmesi miimkiindiir.

Minimum zaman kontrolii problemlerinde y,’nin isareti
baslangigta bilinmediginden denklem (7.91) ve denklem (7.92)’de
optimum kontrol yerine koyulamaz. Bu yiizden bu denklemlerin ¢6ziilmesi
yoluna gidilmez. Bunun yerine kontrol girislerinin +U ve -U ig¢in
olabilecek biitiin kombinezonlar1 i¢in sistemin durum uzaymnda takip
edecegi yoriinge ailelerinden yararlanilir. Bu ailelerden bir tanesi baslangi¢
durumundan baslayarak zamanimn arttigi yon igin, bir tanesi ise son
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durumdan baglayarak zamanin azaldigi yon igin ¢izilir. Sonra baslangi¢
durumundan baslayarak ve bir yoriingeden digerine anahtarlama ile
atlayarak sistemi son duruma getirecek optimum yol ve kontrol bulunur.
Ancak sistem mertebesinin ikiden biiyiikk olmasi1 halinde bu yontemin
uygulanmasi basit degildir.

Ozdegerleri gercek olan ve negatif olmayan, tek girisli ikinci
mertebe bir sistemi x(0) = x, baslangi¢ durumundan x(z) = 0 son durumuna
minimum zamanda gotliirmek i¢in anahtarlama noktasina kadar u; kontrol

girisi, anahtarlamadan sonra da u, girisi kullanilmigsa, anahtarlamanin
oldugu an ve toplam kontrol siiresi asagidaki gibi cebirsel olarak

bulunabilir. Sistemin durum doniisiim matrisi ¢(¢), anahtarlama ani

kontroliin bittigi an ise #; olsun. B6liim 5’de sistemlerin zaman cevabi ile
ilgili sonuglardan asagidaki denklemler yazilabilir.

Baslangic  durumundan  anahtarlamanin = oldugu  duruma
erisildiginde,

(1) = 96,)x(0) + [ 400, - )Bu,dz (8.6)
0

ifadesi, anahtarlama durumundan orijine varildiginda ise,

0
)_C(tf) = {0} = ?(tf —1 )'X(ts) + J.?(tf - T)Eusd‘[
‘\ (8.7)

ifadesi yazilabilir. Denklem (8.6)’dan x(z,) alinarak denklem (8.7)’de
yerine koyulursa asagidaki denklem bulunur.

0
{ 0} =@t )x(0)+(t, —1,) ! P(t, —7)Bu,dr
(8.8)

ty
+ j #(t, —7)Bu,dr
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Bu denklemin sag tarafindaki islemler yapilarak elde edilecek
matrisin terimleri sol taraftaki terimlere esitlenirse, #s ve ¢, cinsinden iki
denklem elde edilir. Ancak bu denklemlerden # ve ¢ terimlerinin ¢oziimii
zor olabilir ve iterasyon gerektirebilir. Bu yiizden zamana gére optimum
kontroliin bulunmas1 i¢cin MATLAB ya da benzer bir programin
diferansiyel denklem ¢6ziim kodunun kullanilmasi biiyiik kolaylik saglar.

Ornek 8.1:

Durum denklemleri ve kontrol girisi sinirlari,
X -1 2 | x 1
L= +| |u (-1=su<l) (8.9)
X, 0 —-2|x, 1

1 0
olan sistemi x(0)= [2} baslangi¢ durumundan x(7 ) = [0} son durumuna

en kisa zamanda getirecek optimum kontroliin ve kontrol siiresinin
bulunmas1 istenmektedir.

Bu sistemin 6zdegerleri negatif ve gergektir. Sistemin mertebesi
n =2 oldugundan en ¢ok n — 1 = 1 sayida anahtarlama ile sistemin orijine
getirilmesi miimkiindiir. Denklem (8.5) geregi optimum kontrol sirasinda
kontrol girisi #’nun degeri sadece +1 ya da —1 olabilir.

u’nun +1 ve —1 olmasi halleri i¢in denklem (8.9)’un negatif zaman
yOniinde son durumdan baglayarak integrali alinirsa, x;-x; diizleminde Sekil
8.2’de kat1 cizgilerle gosterilen yoriingeler elde edilir.

Denklem (8.9)’un integrali baglangic durumundan itibaren
baslayarak #’nun +1 ve —1 olmasi halleri i¢in art1 zaman yoniinde alinirsa,
Sekil 8.2°de kesikli ¢izgilerle gosterilen yoriingeler elde edilir.

Optimum ¢oziim sirasinda sistem dnce kesikli ¢izgiler iizerinden
ilerler, kesikli ¢izgilerin kati c¢izgilerle kesistigi noktada anaktarlama
gerceklesir ve kati ¢izgileri izleyerek orijine varir. Baslangic noktasindan
anahtarlamanin yapildig1 4 noktasina kadar gegen siire 1.31 s, orijindeki
son duruma erisme i¢in gegen toplam siire ise 1.55 s kadardir.

Sekil 8.3’de ise farkli noktalardan baslayan ve sistemi orijine
gotliren zamana gore optimum yoriingeler toplu olarak verilmistir.
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Yukarida verilen anahtarlama ani ve kontrol siiresi degerleri
diferansiyel denklem c¢6ziim kodlarindan yararlanarak bulunmustur.
Burada ¢6zlim yontemini gostemek icin, ayni degerlerin denklem (8.8)’den
nasil bulunacagi da verilecektir. Bu sistemin durum doniistiirme matrisi
Sylvester acilim teoreminden yararlanarak kolaylikla asagidaki gibi elde
edilir.

(8.10)

e’ 2e —2e7
f) =
wo-| 22

Bu ifade denklem (8.8)’de kullanilirsa, ve 7, =¢, —t; olarak

N

tanimlanirsa,

0 e
ol 0 72t/
e—ta t, —(t -7) 28—(&—1’) _28—2(%—1) 1
{0 M s T
/ —(t, -7) (t/—r) _ Ze—Z(t/»—T) 1:|
lidr 8.11
!l: 9200 }L [ ] (8.11)

olur. Gerekli islemler yapilirsa ve

-1,
X=e

(8.12)

t

y=er

olarak taminlanirsa, sonug olarak asagidaki ifade elde edilir.

0 5 _ 4 2.2 _ 3 3 2 _ 2.2 2 _ 3 2
_| 5wy 2x2y LT3 x2y+x 2xzy N x+x2 (8.13)
0 2x7y —0.5x" +0.5x"y 0.5-0.5x
Matrisler toplanir ve sagli-sollu terimler birbirine esitlenirse
asagidaki denklemler elde edilir.
8xy—5x2y? —6x+2x> +2=0

2.5x%y* =x*+0.5=0
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Bu denklemlerden x kolaylikla yok edilip, y ¢oziilebilir. Boylece,
y=0.2707 ve x=0.7824 yadat,=1.31s,2,=0.24svet;=1.55 s bulunur.

Ornek 8.2:

Durum denklemleri ve kontrol girisi sinirlari,

MR N S N

—1<u, <1 (i=1,2)

(8.14)

0.3 0
olan sistemi )_C(O)=|: 25} baglangic durumundan )_C(tf)z{o} son

durumuna en kisa zamanda getirecek optimum kontroliin ve kontrol
stiresinin bulunmas istenmektedir.

Denklem (8.5)’de verildigi gibi, zamana gore optimum kontrol
bang-bang tiiriindedir. Sistemin 6zdegerleri — 2 ve — 4 olup, pozitif degil ve
gercgektir. n = 2 olduguna gore, sistemin en ¢ok bir anahtarlama ile orijne
getirilmesi miimkiindiir.

Bu problemde iki kontrol girisi oldugundan, optimum kontrol
sirasinda kontrol girislerinin miimkiin olan kombinezonlar1 asagidaki
gibidir.

u, =1 u, =1

u, =1 u, =—1

: ? (8.15)
u, =-1 u, =1

u, =-1 u, =-1

u'nun degisik kombinezonlari i¢in denklem (8.14){in negatif
zaman yoniinde son durumdan baslayarak integrali alimirsa, xi-x2
diizleminde Sekil 8.4’de kati ¢izgilerle gosterilen yoriingeler elde edilir.
Sistem son duruma bu yoringelerden biri lizerinden (pozitif zaman
yoniinde) erigecektir.

Baslangi¢ durumundan baslayarak, miimkiin olan kontrol girisleri
icin sistem denklemlerinin arti zaman yoniinde integrali alinirsa, Sekil
8.4’de kesikli ¢izgilerle gosterilen yoriingeler elde edilir. Goriildiigi gibi,



277

sistemi son duruma gotiiren dort farkli ¢6ziim aday1 vardir. Bunlar 4, B, C
ve D noktalarindan gecen yoriingelerdir. Bunlarin 6zellikleri Cizelge 8.1°de
listelenmistir. Bu adaylar arasinda, 4 noktasindan gegcen ¢6ziim en kisa
kontrol siiresine sahiptir ve zamana gore optimum kontrolii verir.

3
\(—1; ) Y
2

X2

(L-Dsl N e )
~_ O~ Lo TT==
~So < ~ 4 , €L - -
-1 B \\‘\\\ ' Y]
\ W
_2 \\\\ \\“
\ \\\\\§1\ (u]' uz)
.- . 9 B
(1;-1) (1; 1) x(0)
-3
-0.6 -04 -0.2 0 0.2 04 0.6
X1
Sekil 8.4
Cizelge 8.1
Asama 1 Asama 2 Toolam
Anahtarlama | Kontrol Kontrol |Anahtarlama K Il’)l trol
Noktasi Girigleri Girigleri Ani (s) ~ontro
. ) Siiresi (s)
(u1; u2) (u1; uo)
A -1; 1 (1; 1) 0.184 0.400
B (-1;-1) ;1D 0.254 0.429
C -1; D (1;-1) 0.335 0.665
D (-1;-1) (1;-1) 0.345 0.759
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8.1.2 Kompleks Kutuplar1 Olan Kararh Sistemlerin Minimum-Zaman
Kontrolii

Daha once ele alinan ikinci mertebe sistemlerin biitiin kutuplarinin
gercek oldugu ve pozitif olmadigi kabul edilmistir. Simdi de kutup
yerlesimi Sekil 8.5’deki gibi olan bir sistem verilmis olsun. Bu sistemin
séniim oram1 ¢ =cos@ olarak bulunur. Ozel halde, =0 oldugunda

sOniimsiiz sistem elde edilir. Sonilimsiiz sistem dogal frekans1 @,, soniimlii
sistem dogal frekansi @’dir.

Im

5 6’f Re

Sekil 8.5

Sistemin durum denklemleri faz degiskenleri cinsinden asagidaki
gibi verilmis olsun.

%, 0 1 Tx] [0
H[(Gw) AHM <1 (.16)

Boyle bir sistem i¢in zamana gore optimum kontroliin ¢6ziilmesi
cok daha karmasiktir. Bu problemin ¢6ziimii ayrintili olarak referans
[8.1]’de incelenmistir. Burada sadece ¢oziimiin 6zellikleri 6zetlenecektir.

- Zamana gore optimum kontrol bang-bang tiiriindedir. Yani
herhangi bir anda kontrol girisi u, + 1 ya da — 1 degerlerinden
birine esittir. Bu degerler arasinda anahtarlama yapilir. Kontrol
girisi herhangi bir u¢ degerde belli bir siireden fazla kalamaz.

- Anahtarlama sayisinin bir iist degeri yoktur.

- Tekil kontrol olugmast miimkiin degildir. Yani anahtarlama
fonksiyonu herhangi bir zaman araligi siiresince sifir degere
sahip olamaz.
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8.2 Optimum Kontrol Girisi Kontrolii

Bazi uygulamalarda kontrol girisinin bir bicimde sinirlanmasi veya
minimum yapilmasi istenir. Kompleks bir 1sitma sisteminde sicaklik
kontroliiniin minimum enerji kullanimiyla gergeklestirilmesi, bir uzay
istasyonuna kenetlenmenin minimum yakit kullanimiyla yapilmasi gibi
problemler bunun 6rnekleridir.

Bu tiir problemlerin ¢éziimiinde asagida bazi ornekleri verilen
performans kriterleri kullanilabilir.

PK.= j (u” Pu)dt (8.17)
0

tr tf
PK.= j (x" Ax +u” Pu)dt; j (u” Ru)dt=C (C>0 ve sabit)
0

0

(8.18)

by
PE=[Y (pludt  p>0; |u|<U, (8.19)

0 i=l

l/ ”
PK.= [ pul)dt  p,>0; |u|<U, (8.20)

Yukarida denklem (8.17) ile tanimlanan problemde u tizerinde
herhangi bir siirlama yoktur Bu problem Boliim 7’°de agiklanan yontemle
¢oziilebilir. Kontrol girisinin bulunmasinda denklem (7.89) kullanilabilir.
Denklem (8.19) ve denklem (8.20) ile tanimlanan problemlerde ise
denklem (7.98)’in kullanilmasi gereklidir.

Performans kriteri denklem (8.19) gibi olan problemler, minimum
yvakit problemi olarak anilir. Performans kriteri denklem (8.20) gibi
tanimlanan problemlere ise minimum enerji problemi denir. Kisim (8.2.1)
ve Kisim (8.2.2)’de sirasiyla bu iki tiir problemin ¢dziimii incelenecektir.
Inceleme lineer sabit parametreli sistemlerle sinirli olacaktir.

Denklem (8.18)’de verilen sinir sarti, izoperimetrik sinir sarti
olarak anilir. Bu smir sartinin probleme dahil edilmesi i¢in ek bir durum
degiskeninin tanimlanmasi gereklidir. Bu konu Kisim (8.2.3)’de
incelenecektir.
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8.2.1 Minimum-Yakit Kontrolii

Bir sistemin durum denklemleri ve kontrol sirasinda kullanilacak
performans kriteri asagidaki gibi verilmis olsun.

X=Ax+Bu  |u|<U, (i=1,..r) (8.21)

Z,» r
PK.= j S (pludt p, >0 (8.22)

0 i=1

Bu sistemin Pontryagin fonksiyonu asagidaki gibidir.

H(x.20)= Y pu|+ 4" Ax+ 4" Bu
i=1

byu, bpu, - bu
b,u, byu, - b,u

=ipi|ui|+,_f4)_c+[,11 Ao /1"]
P

bu, bu, - b u

n

_ r T r n
= = pi|ui| +4 Ax+ ;[Z:‘ ﬂkbkl.ul.:| (8.23)

Pontryagin’in minimum prensibine goére optimum kontrol girisi
Pontryagin fonksiyonunu minimum yapar. O halde u;’inci kontrol girisinin
optimum degeri, denklem (8.23)’de bu terimin ¢arpaninin degerine gore
asagidaki gibi bulunur.

(A4by; + by + -+ A,b,.) <—p; icin: u, =U

n™~ni

—-p, <Ab,; + by + -+ A,b, )< p; igini u, =0

n~ni

p; <(A4b,; +,by + -+ A,b,,) icin: u, =-U
- (8.24)
(A4by; + Aby + -+ A,b,)) =—p; icin: u;, = Negatif olmayan
bir deger
(Aby; + by, + -+ A,b,) = p; icin: u,, = Pozitif olmayan

bir deger
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Minimum yakit probleminin bazi 6zellikleri asagida verilmistir.

- Bang-bang kontrolden farkli olarak, girisin u¢ degerlerinin
yani sira “0” degeri de kullanilir.

- Amag sistemi bir baglangi¢ durumundan orijine getirmektir.

- trserbest ise birden fazla ¢6ziim miimkiin olabilir. [8.2]

- trsabit ise ¢0ziim miimkiin olmayabilir. [8.2]

- Denklem (8.19)’un arglimanina ayrica sabit bir terim
eklenerek, problem minimum yakit + zaman problemi olarak
da ¢oziilebilir. Bu durumda zaman ve yakit terimleri arasinda,
bunlarin agirlik katsayilarina gore bir uzlasi saglanir. [8.1, 8.2]

Ornek 8.3:

Bir sistemin durum denklemleri, baslangi¢ durumu ve son durumu
asagida verilmistir.
X==2x+u |u| <1

(8.25)
x0)=5 x(t,)=0 ¢, =T

Sistemi son duruma agagidaki gibi tanimlanan performans kriterini
minimum yaparak gotiirecek kontroliin bulunmasi istenmektedir.

Ly
PK.= [|ufdt (8.26)
0

Verilen sistem kararli oldugundan ve u = 0 oldugunda zaten
kendiliginden x = 0 degerine gittiginden, ¢ serbest alinirsa minimum yakit
probleminin bir anlam yoktur. Zira hi¢ yakit kullanmadan sistem orijine
gitmektedir. Bu ylizden minimum yakit problemi ancak #-= T gibi bir sinir
sart1 verilirse anlamlidir. Burada da bdyle bir sinir sartinin verildigi kabul
edilecektir.

Bu problem i¢in Pontryagin fonksiyonu,

H =u|+ A(-2x+u) (8.27)

olarak bulunur. A’yi minimum yapan kontrol girisi denklem (8.24)’den
asagidaki gibi elde edilir.

A<—1 igin: u, =1
(8.28-a)
—1<A<1 igin: u,=0
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I<A icin: u, =—1
A=-1 igin: u, = Negatif olmayan
bir deger. - (8.28b)
A =1 i¢in: u, = Pozitif olmayan
bir deger.
Diger yandan, yardimei durum denklemi,
G- 5, (8.29)
ox

oldugundan, Lagrange carpant A’nin zamanla degisimi bir ¢ integrasyon
sabiti cinsinden,

A=ce” (8.30)

gibidir. O halde herhangi bir zaman araligi boyunca A’nin +1 ya da —1
olmast miimkiin degildir. Bu durumda denklem (8.28) asagidaki hale
indirgenir.

A<-1 igin: u, =1
—1<A<1 igin: u,=0 (8.31)
<A igin: u, =-1

Sekil 8.6’da A’nin zamanla degisimi ¢ sabitinin farkli degerleri igin
denklem (8.30) kullanilarak ¢izilmistir. A’nin degerine bagli olarak #’nun
degisimi de sekil iizerinde noktali ¢izgilerle gosterilmistir.

Sekil 8.7°de ise verilen baslangi¢ kosulundan baslayarak u =0,
u=1ve u=-1i¢in x’in zamanla degisimi goriilmektedir. Bu egrilerden ve
denklem (8.25)’den goriildigii gibi, u = 0 olmasi halinde sistemin duragan
durumu olan x = 0’a erigsmesi ancak ¢ = oo’da gergeklesir. # = 1 oldugunda
ise x = 0’a hi¢ bir zaman ulasamaz. Dolayisiyla, kontrol u = —1 ile
tamamlanmalidir. Yani kontrol siiresince ya u = —1 kullanilmali ya da 6nce
u =0 sonra da u = —1 kullanilmalidir. # = —1 egrisi incelendiginde, eger
T'< 1.2 s ise kontroliin miimkiin olmadigi, 7=1.2 s ise optimum kontroliin
u=-1oldugu, T > 1.2 s ise dnce u = 0 sonra u = —1 uygulanmasi gerektigi
anlagilir. # = 0’dan u = —1’¢ anahtarlamanin yapildigi an bir diferansiyel
denklem yazilimindan yararlanarak bulunabilecegi gibi, analitik olarak da
elde edilebilir. Sekil 8.8’de 7= 1.4 s i¢in yazilim kullanilarak elde edilen
¢Oziim gorilmektedir. Coziimii bulmak i¢in denklem (8.25)’in baslangic
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sartindan baglayarak artan zaman yoniinde, son zaman ve durumdan
baslayarak ise azalan zaman yoniinde integrali alinmigtir. Anahtarlama
islemi ¢ = 0.93 s’de yapilmaktadir.

A?)

D)

2
3
4

2
[ —1
/// 1—’// | _—t
2
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0 0.1 0.2 0.3 0.4
Zaman (s) Zaman (s)
2
T T T o 1 Pl IS RN (N R M
\\\ _1\ \\
I~ 5 —
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0 0.1 0.2 0.3 0.4
Zaman (s) Zaman ()
Sekil 8.6
5
T\
N\
\ u=20
— =1
<ol NN s
\Q\<
1 -
u=-1 \\\
. S~ ~— |
—1 [
-1
0 02 04 06 08 1 1.2 14 16 18 2
Zaman (s)

Sekil 8.7
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6 v
\
\
\
5 \
\
\
\
4 \
\
\
AY
N—
=

1 hY
~L =l
FE094s TTNRg4 |
0 B e
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
Zaman (s)
Sekil 8.8

Anahtarlama an1 sistem cevabini veren denklemlerden de asagidaki
sirayla bulunabilir.

d()=e™ (8.32)
x(t)=e 2 x(0)+ j e 2O (Y 0)dr =5 (8.33)

0

1.4
x(1.4)=0=¢7"4") (57 ) + j eI ()(-dr
.
1.4

— 50728 _ ‘16—2(1.4—7) — 5028 _l I 16-2(1.4-1*)

2 . 2

(8.34)
204 Z1-10e 2 (8.35)
—2.8+2f =In(1-10e**)=-0.93675 (8.36)

t'=0.93s (8.37)



285

Ornek 8.4:

Ikinci mertebe bir sistemin durum denklemleri, baslangic durumu
ve son durumu asagida verilmistir.

X 0 1 |x 1
= + u |u/<100
X, -5 —6]x, 0
(8.38)
-2.5 0 .
x(0)= 3 x(t,)= 0 t, =T (sabit)

Sistemi son duruma asagidaki performans kriterini minimum
yaparak gotiirecek kontroliin bulunmasi istenmektedir.

T
P.K.= [|ufdr (8.39)
0

Bu problem i¢in Pontryagin fonksiyonu,
H =|u|+ A (x, +u) + A, (=5x, — 6x;,) (8.40)

olarak bulunur. A’yi minimum yapan kontrol girisi denklem (8.24)’den
asagidaki gibi elde edilir.

A, <—1 igin: u, =100

—1<A4, <1 igin:  u,=0

o

1< A, igin: u, =—100 (8.41)
A, =-1 i¢in: u, = Negatif olmayan
bir deger.
A, =1 i¢in: u, = Pozitif olmayan
bir deger.
Diger yandan, yardimec1 durum denklemleri,
Ay =— oH, _ 54, (8.42)
ox,
A== _ 5 i61, (8.43)

0Ox,
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olduguna gore,

A, —64,+52,=0 A, =cie' +c,e™ (8.44)
L, =5¢,e' +5¢,e” =5¢ce' +c,e (8.45)
I 2 I p

elde edilir. 4;’in ifadesi incelendiginde, eksponansiyel terimlerinin iisleri
ayni degilse, bu teriminin belli bir zaman araliginda 6zdes olarak sifir
olamayacagi goriiliir. O halde denklem (8.41)’de verilen u, segeneklerinden
sadece ilk ti¢iiniin kullanilmas1 miimkiindtir.

Sekil 8.9-8.11°de u =0, u = 100 ve u =—100 olmasi durumlarinda,
degisik baslangic sartlar1 igin sistemin izleyecegi yoriingeler xi-x»
diizleminde gosterilmistir. # = 0 i¢in yoriingeler ancak ¢ — oo iken orijine
ulagabildiginden kontrol islemi u =0 kullanilarak sona eremez. Son
asamada u = 100 veya u = —100 kullanilmalidir. Sekil 8.10 ve Sekil 11°de
orijinden gecen u = 100 ve u = —100 yoriingeleri de kesik cizgilerle
gosterilmistir. Sistem orijine bu iki yoriingeden birini kullanarak gelecektir.

X2
)
)
-/

%
|
)
L VAN
)\

X1

Sekil 8.9



X2

X2

4
3 EE——
\
) §§§
A—\\\
1 \
\\
0 I b =
-1 ———
2 — |
||
-3 — —————— s
u=100
-4
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
X1
Sekil 8.10
4
3 ——=— —T
1
5 — |
—
l \
0 e il
1 —
=
- \\\
u=-100
-4
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Sekil 8.11
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Anahtarlama zamani1 ve toplam kontrol siiresinin hesaplamasi igin

Ornek 3’de

kullanilan analitik yontem, anahtarlama sayisinin ikiden fazla

oldugu durumlarda agir1 karmasiktir ve genellikle iterasyon gerektirir. Bu
yiizden uygun bir yazilim kullanarak sistem denklemlerinin integrasyonu
daha kolaydir. Bu 6rnekte izlenen yol asagidaki gibidir.

Bu
asagidaki ¢i

Baslangic durumundan itibaren rastgele secilen ilk
anahtarlama zamanina kadar u = 0 egrisi iizerinden gelin.

Bu noktadan itibaren « = 100 egrisi iizerinden, sistemi orijine
getiren u = —100 egrisine ulagincaya kadar devam edin.

Son gelinen noktadan itibaren u = —100 egrisi iizerinden orijine
erisinceye kadar devam edin.

Anahtarlama zamanlarini ve toplam kontrol siiresini kaydedin.

[k anahtarlama zamani igin farkli deger kullanarak yukaridaki
islemleri tekrar edin.

Elde edilen ¢ézlimler arasindan sizin i¢in en uygun olanin
secin. Bu se¢im yapilirken toplam kontrol siiresi ve performans
kriteri arasinda bir uzlasida bulunmaniz gerekecektir.

Oornekte ele alinan sistem ic¢in elde edilen bazi sonuclar
zelgede Ozetlenmistir. Bu ¢izelgede kontrol sirasinda kontrol

girisi kullanilmayan siirenin toplam kontrol siiresine orani da verilmistir.
Bu oran ne kadar yiiksekse performans kriteri degeri de o kadar kiigiiktiir.
Sekil 8.12’de gizelgenin besinci satirindaki kontrol igin sistemin xj-x»

diizleminde izledigi yol 6rnek olarak verilmistir.
Cizelge 8.2
Birinci Ikinci

Kontrol (t,"/T)x100

Secenek | Anahtarlama Anahtarlama L. o
Zaman, #;" (s) | Zamani, £," (s) Siiresi, T'(s) (%)
1 1.9 1.93 1.95 97
2 1.5 1.53 1.56 96
3 0.9 0.95 0.98 91
4 0.4 0.46 0.51 78
5 0.1 0.18 0.24 42
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4
X (0)=[-2.5;3.5]
k/ u=0
3 \'\ u =100
2 \

1 \
/

u=-10

-4 -2 0 2 4 6 8

X1

Sekil 8.12

Minimum yakit problemlerinde zaman smirlamak i¢in diger bir
yol performans kriterine zamanla ilgili bir terim eklemektir. Bu durumda
performans kriteri,

i r
P.K.:J.{po +> (o) }dt Do p; >0 (8.46)
0

i=1

haline gelir ve problem minimum-yakit-zaman kontrolii olur.

Bu sistemin Pontryagin fonksiyonu asagidaki gibidir.

H(x,Au)=py + Y piu;|+ A" Ax + 2" Bu
i=1
bju, bu, - b,u

1r*r
:po+zr:p,-|ui|+[/11 A - 1n]b21”1 byu, - byu,
i1

bju, b,u, - b,u

nl nrr

=Py +zpi|ui|+2|: ﬂ‘kbla’ui:| (8.47)
k=1

i=1 i=1
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Pontryagin’in minimum prensibine gore optimum kontrol girisi
Pontryagin fonksiyonunu minimum yapar. O halde u;’inci kontrol girisinin
optimum degeri, denklem (8.47)’de bu terimin ¢arpaninin degerine gore
asagidaki gibi bulunur.

(Aiby + by + - -+ A,b,) <—p; igin: U, =U
—Pi < (A’lbli +ﬂ’2b2i teeo ﬂ’nbni) < Pi lgln Ujp = 0
P <(hby + by + - -+ A,b,;) igin: u, =-U
(8.48)

(A4by; + by + -+ A,b,,) =—p; icin: u;, = Negatif olmayan

bir deger
Aby; + by + -+ A,b,;) = p; icin: u;, = Pozitif olmayan

bir deger J

Coziim asamalar1 asagida verilen Ornek 5°de aciklanmustir.
Coziim sirasinda denklem (7.100)’{in kullanilis bigimine dikkat ediniz.

Ornek 8.5:

Bir sistemin durum denklemleri, baslangi¢c durumu ve son durumu
asagida verilmistir.

x=—4x+u |u|£l

(8.49)
x(0)=4 x(t;)=0 ¢, Serbest

Sistemi son duruma asagidaki performans kriterini minimum
yaparak gotiirecek kontroliin bulunmasi istenmektedir.

PK.= I[po +lullit (o, >0) (8.50)
0

Bu problem i¢in Pontryagin fonksiyonu,
H = py +[u| + A(~4x +u) (8.51)

olarak bulunur. A’yi minimum yapan kontrol girisi denklem (8.48)’den
asagidaki gibi elde edilir.
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A<—1 igin: u, =1
—1<A<1 igin: u,=0
1< A igcin: u, =-1
- (8.52)
A=-1 i¢in: u, = Negatif olmayan
bir deger.
A=1 icin: u, = Pozitif olmayan
bir deger.
Diger yandan, yardimec1 durum denklemi,
G- _yy (8.53)
ox

oldugundan, Lagrange ¢arpant A’nin zamanla degisimi bir ¢ integrasyon
sabiti cinsinden,

A=ce" (8.54)

gibidir. O halde herhangi bir zaman araligi boyunca A’nin +1 ya da —1
olmast miimkiin degildir. Bu durumda denklem (8.52) asagidaki hale
indirgenir.

A<—1 igin: u, =1
—-1<A<1 igin: u,=0 (8.55)
1< A i¢in: u, =-1

Sekil 8.13’de A’nin zamanla degisimi ¢ sabitinin farkli degerleri
icin denklem (8.54) kullanilarak c¢izilmistir. A’nin degerine bagli olarak
wnun degisimi de sekil tizerinde noktali ¢izgilerle gosterilmistir. Sekil
8.14°de ise verilen baslangi¢ kosulundan baslayarak u =0, u =1 ve u =-1
icin x’in zamanla degisimi goriilmektedir. Bu egrilerden ve denklem
(8.49)’dan goriildiigli gibi, u =0 olmasi halinde sistemin duragan durumu
olan x = 0’a erigsmesi ancak ¢ = co’da gerceklesir. # = 1 oldugunda ise x =
0’a hicbir zaman ulasamaz. Dolayisiyla, kontrol u = -1 ile
tamamlanmalidir. Yani kontrol siiresince ya # = —1 kullanilmali ya da
once u = 0 sonra da ¥ = —1 kullanilmalidir. # =—1 egrisi incelendiginde,
eger T <t olmasi isteniyor ise kontroliin miimkiin olmadigi, 7= ¢, ise
optimum kontroliin # = —1 oldugu, T > # ise 6énce u = 0 sonra u = —1
uygulanmasi gerektigi anlagilir. ¥ =0’dan u=-1’e¢ anahtarlamanin
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5 5
S R S R S I I
-5 -5
0 0.1 0.2 0.3 0 0.1 110.2 0.3
Zaman, t (s) Zaman, ¢ (S)
5 5
R I e R P Lt
0 SYUN bbb inlninly
-5 -5
0 0.1 0.2 0.3 0 0.1 0.2 0.3
Zaman, ¢ (s) Zaman, ¢ (s)
Sekil 8.13
4
1\
2
=
u=1
| \ 2
<
0 u=-1
-0.5
0 0.5 h 1 1.5

Zaman, ¢ (s)

Sekil 8.14
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yapildig1 ¢ ani, bir diferansiyel denklem yazilimindan yararlanarak
bulunabilecegi gibi, analitik olarak Ornek 8.3’deki gibi de elde edilebilir.
Ancak bu problemin performans kriterinde p, #0 gibi bir terimin yer

almasi ve 7, lzerinde bir sinir olmamasi Bélim 7°de denklem (7.100) ile

tanimlanan Ozellikten yararlanma imkani tanmir. Kontrol # = 0’dan
u=-1"e gegmeden hemen Once, u” = 0 oldugu ve A = +1 degerini aldig1
i¢in £ aninda denklem (7.100) asagidaki hali alir.

Hlx 0. 0.2 (1))
= po +u’| = 420 )x(2,) + At u° (8.56)
:pO _4x(ts) =0
ya da,
A
x(t,) = 2 (8.57)

bulunur. Bu bilgi, kontrol edilmis sistemin cevabini elde etmekte biiyiik
kolaylik saglar.

Sekil 8.15’de bes farkli p, degeri i¢in bulunan sistem cevaplari ve
kontrol girigleri verilmistir.

u=0:

x(7)
/

0.5 1 1.5
Zaman, t (s)

Sekil 8.15
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8.2.2 Minimum-Enerji Kontrolii

Direnglerden olusan ve toplam esdeger direnci R. olan bir elektrik
sebekesine i gibi bir akim verilirse, sebekeye saglanan enerji i°R, kadardir.
Bu enerji girisin karesiyle orantili oldugundan, denklem (8.20)’deki gibi bir
performans kriterini minimum yapmaya calisan kontrole minimum-enerji
kontrolii denir. Bu boliimde lineer, sabit parametreli ve kontrol girisi sinirlt
olan sistemlerin minimum enerji kontrolii incelenecektir.

Kontrol edilecek sistemin durum denklemleri ve kontrol sirasinda
kullanilacak performans kriteri agagidaki gibi verilmis olsun.

X=Ax+Bu  |u|<U, (i=L..r) (8.58)

I3

Iy
PK.= IZ(p,.uf Yt p, >0 (8.59)

0 i=l

Bu sistemin Pontryagin fonksiyonu agagidaki gibidir.

H(x,dow) =Y pu] + A" Ax+ A" Bu
il

byu, byu, - b,u

= pi”i2+/_1Té§+[ll A, ﬂ“] nlly  Oply u

i=1

n

bu  b,u, - b u,

nl
=D pul + A Ax+ Z{Z ikbk,-u,} (8.60)
i=1 i=1 | k=1

Pontryagin’in minimum prensibine goére optimum kontrol girisi
Pontryagin fonksiyonunu minimum yapar. Pontryagin fonksiyonunu
minimum yapan u; degeri,

?:2piu[ +ﬂ’lbli +/12b2[ R ;{’nbni =0 (861)
u;
ya da,

” :_ﬂ“lbli +ﬂ‘2b2i o4 ﬂnbni (862)

1

2p;
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1

olarak bulunur. Ancak |u,| <U, olarak simirlanmig oldugundan optimum
kontrol asagidaki gibidir.

by + by -+ 4Dy, SU ise: u, =U |
2p;

by + by 4+ A,by,
2p;

<-U ise:u;,,=-U

- (8.63)
by +Aby + -+ A

-U< nnl U ise:
2p;
ﬂ’lbli +/12b2i +---+ A’nbni
u. =—
io 2pl )
Ornek 8.6:

Daha énce Ornek 3’de zamana gére optimum kontrol ¢ziimii elde
edilen sistemin bu defa minimum-enerji kontrolii incelenecektir. Sistemin
durum denklemleri, baglangi¢c durumu ve son durumu asagidaki gibidir.

X==2x+u |u| <1

(8.64)
x(0)=1.5 x(t,)=0 t, :(serbest)

Minimum yapilmak istenen performans kriteri ise kontroliin bitis
zamanini sinirlamak icin asagidaki gibi olsun. Bu ifadede gecen p pozitif
degerli agirlik katsayisidir. p’nun degeri artirildik¢a kontrol siiresi kisalir.

PK.= j (p+u’)dt (8.65)

Pontryagin fonksiyonu,

H(x,u,A)=p+u’ —2Ax+ lu (8.66)
olduguna gore,

M oys =0 (8.67)

ou

oldugundan u sinirlanmamis olsaydi,

u, =—2 (8.68)
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olurdu. Ancak |u| <1 oldugundan optimum kontrol A’nin degerine bagl
olarak asagidaki gibi elde edilir.

A<-2 ise: u, =1
A=2 ise: =—1

ise u,, (8.69)
-2<A<2 ise: um:_g

Optimum kontrol i¢in yardimci durum denklemleri ve A, denklem
(8.66)’dan asagidaki gibi bulunur.

_OH(x,u,,A) _
ox -
At) = ce™ (8.71)

A= 22 (8.70)

Integrasyon sabiti ¢’nin degerine bagl olarak, A nin miimkiin olan
degisim bigimleri Sekil 8.16’da goriilmektedir.

5
4 1/
3
= |__— 2
< 2
| ’3’/,/
1 .
0 .
0 0.1 ti 0.2 0.3 0.4
Zaman, 7 (s)
0
-1 —
2 —
= T DT
! —
-4 i 6\
-5 .
0 0.1 0.2 0.3 0.4

Zaman, ¢ (s)

Sekil 8.16
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Bu degisim bigimlerine bagli olarak kullanilmasi gereken optimum
kontrol girisleri asagidaki gibidir.

1 no.lu egri i¢in: u, =—1

o
2 no.lu egri igin: Eger 1, 2, ise, u, = ey
Eger 1, <1, ise,
A
u, = —E (f < tl)

u, =—1 (t>1)

o

3 ve 4 no.lu egriler i¢in: u, = —% — (8.72)

5 no.lu egri i¢in:: Eger 1, 2t ise, u, = Y

Eger 1, <t, ise,
o

A
=—Z (<t
u > ( 2)

u, =1 (t>t,)

6 no.lu egri i¢in: u, =1 -

Sekil 8.16°da 1, 2 ve 3 numarali egriler eger x(0) > 0 ise; 4, 5 ve 6
numarali egriler ise eger x(0) < 0 ise kullanilir. Bunun dogrulugu, bu
kontrollerin sisteme uygulanmasi halinde sistemin orijine gotiiriilmesinin
miimkiin olup olmadig1 incelenerek gosterilebilir. Sistem x(0) = 1.5 gibi
pozitif bir degerden basladigindan sadece 1, 2 ve 3 numarali egrilerin
kullanilmas1 beklenmelidir.

Bu problemde son zaman serbest ve Pontryagin fonksiyonu
dogrudan zamanin fonksiyonu olmadigindan Boliim 7°de denklem (7.100)
ile verilen sart gecerlidir. x’in anlik degerine bagli olarak, denklem
(8.72)’de 1, 2 ve 3 numarali egriler i¢in verilen segeneklerden hangisinin
kullanilacagina bu sart incelenerek karar verilebilir.

Once 2 numarali egri icin verilen kontrol kullanilarak ¢ = #, aninda
denklem (7.100) incelensin. Bu noktada A =2 ve u, =—1 degerine sahip
oldugundan, denklem (7.100)’den asagidaki ifade elde edilir.
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H[‘xo (tl )7 uo (tl)’ﬂ’o (tl)]: [,0 + l/lj - 2/10xo + ﬂ’nuo]

= (8.73)
= p+1-4x,(t,)-2=0

Buradan x, ¢oziiliirse,

x, (1) = pT_l (8.74)

bulunur. Bu problemde x pozitiftir. O halde optimum kontrol sirasinda
u=-1 degerinin kullanilabilmesi i¢in p > 1 olmasi gereklidir. Aksi takdirde
durum egri 3°deki gibidir ve optimum kontrol asagidaki gibidir.

u, =—= (8.75)

Denklem (8.75), denklem (7.100) birlikte kullanilirsa, denklem
(8.75)’in gegerli oldugu bolgede optimum kontrol, x’e bagli olarak
asagidaki gibi ifade edilebilir.

Hlx, ()., (1), 2, ()] = | p + u* — 22 + u]

o

2 Vo
= p+ -2 -2

(8.76)
0

o

ya da A ¢oziiliirse ve denklem (8.75) kullanilirsa, u,(¢) asagidaki ifade

edilir.
u, (£) = 2x, ()~ 4x, O] +p (8.77)

Sekil 8.17°de x(0) = 1.5 baslangi¢ durumu ve dort farkli p degeri
icin bulunan optimum kontrol girisleri ve sistem cevaplar1 verilmistir.
Toplam kontrol stiresinin agirlik katsayis1 p ile degisimi asagidaki gibidir.

Cizelge 8.3
Agirhik 0.3 0.7 12 3
katsayisi, p
Kontrol 1.20 0.99 0.88 0.72
stiresi, #r (s)
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1.5

< F=-IZIIT----+ T
---~~~ ~~~~~~~ ) )___~~.~ ,L:O3
Y| SRR S M SN N L
O p=12| N st p=07
1 p=3 S __---)—-::
15
s 0.5 1 b

Zaman, t (s)
Sekil 8.17
8.2.3 izoperimetrik Kisitlamali Optimum Kontrol
Daha 6nce Boliim 7°de izoperimetrik kisitlar hakkinda 6n bilgi
verilmisti. Eger,

Ly
j g(x,u,t)dt = A (Sabit) (8.78)
f;

gibi bir kisitlama verilmigse, asagidaki gibi ek bir durum degiskeni ve
durum denklemi tanimlanir.

%, (0) = [ gt (8.79)
xn+1 (t) = g(%ﬂ,t) (880)

Ayrica agagidaki siir sartlar1 uygulanir [7.5, 7.8, 7.9].
() =0 x,,(t,)=4 (8.81)

Ornek 8.7°de yontemin uygulanis1 agiklannmustir.
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Ornek 8.7:
Bir sistemin durum denklemi asagida verilmistir.
x=—4x+u (8.82)

Bu sistemi x(0) = 2 baslangi¢ durumundan x(#) = 0 son durumuna,

juzdt =2 (8.83)

0

kisitlamasiyla, asagidaki performans kriterini minimum yaparak getirecek
kontroliin bulunmasi istenmektedir.

ty
PK.= j dt (8.84)
0

Ek bir durum degiskeni ile birlikte, yeni durum degiskenleri z; = x
ve

t
z, :qudt (8.85)
0

olarak tanimlanirsa, durum denklemleri,

zy =4z, +u

) s (8.86)
Z,=U
gibi, smir sartlari ise asagidaki gibi olur.
(0) 2 ;) 0 8.87
= Z = .
z 0 z\ly 7 ( )
Pontryagin fonksiyonu,
H(z,u,A) =1+ A (42, +u)+ Lu’ (8.88)

olduguna goére, bunu minimum yapan kontrol agagidaki gibidir.
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__ A
u=-i (8.89)

Yardimc1 durum denklemleri ise,

. OH, 0 LA
=——2= Az ——— =4
ﬂ’l 821 (321 2’1( 1 ) 412 21
(8.90)
: OH
= — 9 — 0
& oz,
oldugundan,
oot
A=ce' A=c, u,=- 2]c =ce" (8.91)
2

elde edilir. Optimum olarak kontrol edilen sistemin durum denklemleri,

2, =4z, +ce" (8.92)
z,=c’e" (8.93)

olur. Gorilildiigi gibi, z1(7) ve z2(7)’yi iceren denklemler birbirinden ayrigmis
haldedir. z;’in zaman cevabi Bolim 6’da elde edilen denklem (6.52)’de

e = B=c ve u(r)=e"" alarak; asagidaki gibi elde edilir.
2,(6)=e ¥'2,(0) + %(e‘” —e ™) (8.94)

z>’in zaman cevabi ise denklem (8.93)’1lin integralini alarak, bir K
integrasyon sabiti cinsinden asagidaki gibi bulunur.

2

2,(0) = %egf +K (8.95)

Denklem (8.87) ile verilen simir sartlar1 uygulanirsa,
t,=0354s c¢=-1 K =-0.125 (8.96)

bulunur. Sonug olarak, sistem ¢ikisi z1(¢), performans kriteri z»(¢) ve kontrol
girisi u,(f)’yi veren ifadeler asagidaki hali alir.
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z()=2e" -0.125(" ™)  (0<1<0.354) (8.97)
z,(1)=0.125¢* —0.125 (0<£<0.354) (8.98)
u,(t)=—e" (0<1<0.354) (8.99)

Sekil 8.18 ve Sekil 8.19°da bunlarin zamanla degisimleri grafik
halinde verilmistir.

2 /
15 f

dt' =z, (t)//

N
mﬁ
< 05

0 (=200 |

0.354

t=
-0.5
0 0.1 0.2 0.3 0.4
Zaman, 7 (S)
Sekil 8.18
0 5
-1
2
3 |
3 5
4 \\
120354 |
5 o~
0 0.1 0.2 0.3 0.4

Zaman, £ (s)

Sekil 8.19
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PROBLEMLER

Not: Problemlerin ¢6ziimiinde MATLAB’den yararlanin.

8.1

8.2

Durum denklemleri ve kontrol girisi sinirlart,

X, -2 1 |x 1
- — + u -1<u<l
X, 0 -3]x, 2
- 1 0
olan sistemi x(0) = {2} baslangi¢c durumundan x(¢ f) = {0} son

durumuna en kisa zamanda getirecek optimum kontrolii ve kontrol
stiresini bulun.

Asirt soniimlii ikinci mertebe bir sistemin dinamik denklemi ve
kontrol girisi sinir1 asagidaki gibi verilmistir.

X+3x+2x=u(t) —1<u<l
i) Sistemin girisi ve ¢ikisi arasindaki transfer fonksiyonunu bulun.

i) Bu sistemi faz degiskenleri cinsinden ifade edin. Sistem # = 0’da
x(0)=x(0)=0 durumunda olduguna gore, sistemi en kisa

sirede x(¢,) =10 ve x(¢,)=0 konumuna getirecek kontrolii

bulun.
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8.3

8.4

8.5

8.6

Durum denklemleri ve kontrol girisi sinirlari,

ST |
= + —-1<u, <1 (i=1,2)
X, -4 =3 x, I 1| u,

5 0
olan sistemi )_C(()):L} baslangic durumundan J_C(tf):{o} son

durumuna en kisa zamanda getirecek optimum kontrolii ve kontrol
stiresini bulun.

Durum denklemleri ve kontrol girisi sinirlari,

X, 0 1 x| [1 1]u .
= + ~1<u, <1 (i=1,2)
X, -1 =2]x, 1 0 u,

-1
durumuna en kisa zamanda getirecek optimum kontrolii ve kontrol
stiresini bulun.

L.
olan sistemi E(O):{ baslangic durumundan x(z f):{ 5} son

Durum denklemleri,
X, -1 1 |x 0
= +|  |u —-1<5u<l
X, 0 -2]x, 1

4 0
olan sistemi x(0) = { 4} baslangi¢ durumundan )_C(tf) = {0} son

durumuna en kisa zamanda getirecek optimum kontrolii ve kontrol
stiresini bulun.

Bir sistemin durum denklemleri, baslangi¢c durumu ve son durumu
asagida verilmistir.

x=-3x+u ‘u‘sl

x(0)=2 x(¢t,)=0 ¢,=0.8

7
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8.8

8.9
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Sistemi son duruma asagidaki performans kriterini minimum
yaparak gotlirecek kontrolii bulun.

Iy
P.K.= [|uldt
0

Ikinci mertebe bir sistemin durum denklemleri, baglangi¢ durumu ve
son durumu asagida verilmistir.

X, -1 1 |x 0
.= + o |4 <10
X, 0 -2|x, 1
4 0
0)= t = t. =T Sablt
x(0) {_J x(ty) M s (Sabit)
Sistemi son duruma asagidaki performans kriterini minimum

yaparak gétiirecek kontrol segeneklerini ve kontrol siirelerini bulun.
Ilk anahtarlama siiresine kars1 7" grafigini ¢izin.

T
PK.= | lufdt
0
Bir sistemin durum denklemleri, baslangi¢c durumu ve son durumu
asagida verilmistir.
X=-2x+u |u| <2
x(0)=6 x(t,)=0  t/ Serbest

Sistemi son duruma asagidaki performans kriterini minimum
yaparak gotirecek kontrolii bulun. pp’in 1, 2 ve 4 degerleri igin
optimum sistemin zamanla degisimini, anahtarlama anlarini,
anahtarlama anindaki x degerlerini ve toplam kontrol siirelerini
bulun. p’1n degerinden # nasil etkileniyor?

PK.=[[p, +lullir  (p,>0)

Durum denklemleri, baslangi¢c durumu ve son durumu,

X=-5x+u |u| <1
x(0)=4 x(t,)=0 ¢+ Serbest
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8.10

8.11

olarak verilen sistem igin,

P.K.=I(p+u2)dt (p>0)
0

performans kriterini minimum yapacak kontrolii, p’nun 0.2, 2 ve 11
degerleri i¢in bulun.

Bir sistemin durum denklemi asagida verilmistir.
X=—6x+u

Bu sistemi x(0) = 3 baslangi¢ durumundan x(#) = 0 son durumuna,

Ly
qudt=2

0

kisitlamastyla, asagidaki performans kriterini minimum yaparak
getirecek kontrolil bulun.

ty
PK.= j dt
0

Bir sistemin durum denklemleri ve kontrol sirasinda uygulanacak
sinir sartlar1 asagida verilmistir.

X=-2x+u
tf

X0)=5, x(t)=0, juzdz =4
0
Minimum yapilmak istenen performans kriteri,
t.f’
PK.= [dt
0

olduguna goére optimum kontrolii bulun.



S

LINEER KARESEL
OPTIMUM KONTROL

Bolim 7°de sunulan optimum kontrol yontemi lineer olmayan
sistemlere uygulanabilmesine ve genel bir integral performans kriterine
sahip olmasina karsin, uygulama agisindan pek cok zorlugun asilmasini
gerektirir. Yontemin verdigi diferansiyel denklemlerin sinir sartlarinin bir
kismi baglangi¢c zamaninda, bir kismi ise son zamanda verilmistir. Bu
yiizden iki uglu sinir deger probleminin ¢oziilmesi gerekir. Biitlin sinir
sartlar1 baglangi¢ ani1 i¢in verilen diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri ileri
integrasyon yontemiyle oldukea kolayca ¢oziilebilir. Buna karsilik iki uglu
siir deger problemlerinin ¢6ziimii ¢ok zordur. Genel optimum kontroliin
bir diger zorlugu ¢oziimiin sinir sartlarina bagimli olmasi ve sinir sartlart
degistiginde ¢oziimiin tekrarlanmasi zorunlulugudur. Biitlin bu zorluklara
ragmen elde edilen optimum kontrol acik ¢evrim tliriindedir.
Uygulamalarda arzu edilen ise kapali ¢evrim bir kontrol sistemi elde
etmektir.

Genel optimum kontrolden elde edilen durum ve yardimec1 durum
denklemlerinden kapali gevrim optimum kontrol elde edilebilmek i¢in hem
sistem tanimi hem de performans kriterinin yapist agisindan bazi
fedakarliklarda bulunmak ve bunlar1 6zellestirmek gerekir. Bu amagla
sistemin agagidaki gibi lineer durum denklemleriyle tanimlandigi kabul
edilecektir.

x=Ax+Bu 9.1)

Daha o6nce Bolim 7°de kabul edilen genel integral performans
kriteri yerine asagidaki gibi karesel terimlerden olusan bir performans
kriteri kullanilacaktir.

PK. =%I(J_CTQ>_€+11TI_’E)dt+%>_CT§J_C

(9.2)

ty
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Yukaridaki ifadede gecen matrislerin 6zellikleri asagidaki gibidir.

: nxn simetrik, pozitif semi-definit matris

: rxr simetrik, pozitif definit matris
: nxn simetrik, pozitif semi-definit matris

len [~ 11O

Bu o6zellikler zaman gectikge performans kriteri degerinin artarak
anlam kazanmasini saglar. Performans kriterinin S matrisini i¢eren ikinci
terimi son durum ceza fonksiyonu olarak anilir.

Denklem (9.2)’de P’nin elemanlar1 ¢ok kiiciik alinirsa, performans
kriterini fazlaca artirmadan biiyiik kontrol girisleri kullanilabilir. P sifira
dogru gotiiriilirse, sisteme sonsuza yakin biiyiiklikte kontrol girisleri
verilebilir. (Ancak, P pozitif definit kabul edildiginden tam olarak sifir
yapilamaz.) Bu durumda performans kriterinin mutlak minimum degeri
x = 0 oldugunda sifir olarak elde edilir. Yani, sistem kendisine saglanabilen
kontrol girislerinin biiytkliklerinin el verdigi Ol¢iide sistemi durum
uzaymin orijinine gotiirmeye g¢aligir. Bu nedenle, bu tiir kontrol sistemi,
durum kontrol sistemi olarak anilir.

9.1 Matris Riccati Denklemi

Matris Riccati denklemi karesel optimum kontrol problemlerinin
¢Oziimiinde en ¢ok kullanilan denklemdir. Varsayilan durum denklemleri
ve performans kriteri denklem (9.1) ve denklem (9.2)’deki gibidir.

Optimum  kontrol ¢oziimii bulunurken asagidaki matris
esitliklerinden yeri geldiginde yararlanilacaktir.

~ = =a 93)

(ab)" =b"a" (9.4)
Bu problem i¢in Pontryagin fonksiyonu denklem (7.87)’den
asagidaki gibi yazilabilir.
H=%£TQ£+%ZT£Z+4TAJ_C+&T§2 (9.5)

Optimum kontrol #° igin denklem (7.89)’dan asagidaki ifade
bulunur bulunur.

a—HZEHO +§T
ou -

[

=0 (9.6)
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u”=—P"'B" 2 9.7)

u®i¢in durum ve yardimei durum denklemleri asagidaki hali alir.

j=- ox- a2 9.8)
ox =
i=Ax+Bu’=Ax-BP 'B' A 9.9)

Aile x arasinda simetrik ve pozitif definit bir R(f) matrisi cinsinden
asagidaki gibi bir iligki oldugunu varsayarak ¢oztime ulasilabilir.

A1) = R()x(1) 9.10)
Bu ifadenin tiirevi alinir, denklem (9.8) kullanilirsa,
A=Rx+Ri=-Qx—A"A=—Qx-A"Rx  (9.11)
ve denklem (9.9) kullanilirsa,
Rx+RAx-RBP'B"Rx=—Qx—-A"Rx  (9.12)

olur. Sag taraftaki terimler sola alinir ve x sag taraftan parantez disina
alinirsa,

(R+RA+RBP'B"R+Q+ A4 R)x=0 (9.13)

Denklem (9.13)’iin farkli x degerleri i¢in saglanabilmesi ancak x’in
katsayisinin sifir olmasiyla miimkiin oldugundan R’nin ¢oziilebilecegi
asagidaki denklem bulunur.

R+RA+A"R-RBP'B"R+0=0 (9.14)

Ismi Matris Riccati Denklemi olan bu denklemin ¢oziilmesi igin
gerekeli olan sinir sartlar1 ise # sabit, x(¢) serbest oldugundan denklem
(7.32)’den asagidaki gibi elde edilir.

a(leSx]
2_ - J—

85 tr

(9.15)

[
I
o

ya da,
§7_C(t_/‘) = i’(l‘f) = B(tf )3_5(1‘_/‘) (9.16)
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ya da,
R(t,)=S 9.17)
Optimum kontrol denklem (9.7)’den,
u’=—P'B'Rx=—-K'x (9.18)

olarak elde edilir. Goriildiigii gibi optimum kontrol durum degiskenlerinin
fonksiyonu olarak ifade edilmektedir. Yani bu yontemle kapali ¢evrim
kontrol elde edilmektedir. Burada K" matrisinin elemanlar1 geri besleme
katsayilaridir.

Disiik mertebeli sistemlerde Riccati denkleminin ¢dziimii analitik
olarak elde edilebilirse de bu pratik bir yol degildir. En uygun yontem, ¢
aninda denklem (9.17) ile verilen sinir sartindan baslayarak, ¢ = 0 anina
kadar negatif zaman yoniinde denklemin niimerik olarak integralini
almaktir.

Ornek 9.1:

Ornek olarak durum denklemi ve performans kriteri asagida verilen
birinci mertebe sistem i¢in optimum kontrol bulunacaktir.

X=—x+u (9.19)

(9.20)

Bu sistem igin R(f) matrisi 1x1 boyutlu 7(f) gibi skalar bir
degiskendir. Ayricad =-1,B=1, Q =1, P =1 oldugundan matris Riccati

denklemi ve sinir sart1 agsagidaki hali alir.
F=2r—r*+1=0 (9.21)

r(t;)=s (9.22)

Degisik #rve s degerleri i¢in elde edilen 7(¢) ¢oztimleri Sekil 9.1°de
verilmistir. Goriildiigl gibi, egriler grafigin sol tarafinda denklem (9.21)’in
duragan ¢oziimii olan 0.414 degerine dogru gitmektedir. z/nin degeri
arttikga egrinin ¢Oziimiin gegici kismi saga dogru kayacak, # sonsuz
oldugunda gegici kisim sonsuzda kalacak ve #(¢)’nin ¢oziimii 0.414’e esit
bir sabit haline gelecektir.
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Denklem (9.18)’den,

u’ =-r(t)x (9.23)

olarak bulunur. Kontrol edilmis sistemin blok diyagrami Sekil 9.2°de
verilmistir.

1.0
4=0.5,5=1

0.8 \
\
/‘ \/
/

0.6~ AN
_ / / tr=1,s=1 //
Y 04/ ﬁfﬁi----g'ﬁ'lé‘_-_-_
: — I
\ \
\ ) ) \
\ \ [f , S 0

0.6 0.8 1 12 14 16 18 2

Zaman (s)

Sekil 9.1

—-1(?)

Sekil 9.2



312

Sekil 9.1°den anlasildig1 gibi, denklem (9.2)’de #r = o alindiginda,
R() matrisi, elemanlar: sabitler olan Ry gibi bir matris haline gelmekte ve
matris Riccati denklemi asagidaki denkleme indirgenmektedir. Bu
denkleme indirgenmis Riccati denklemi ya da cebirsel Riccati denklemi
denir.

RyA+ A Ry~R,BP"'B' R, +Q=0 (9.24)

Bu denklemde Ry simetrik ve pozitif definittir. Eger matris
islemleri yapilip, denklemin sol tarafi tek bir matris halinde yazilirsa ve her
bir terim sifira esitlenirse, Ro’in elemanlarinin ¢6ziilmesine olanak veren
cebirsel denklemler elde edilir. Ancak bu denklemlerde karesel terimler
olacagindan c¢ok segenekli ¢oziimler bulunacaktir. Bunlar arasindan Ro’t
pozitif definit yapan ¢6zlim se¢ilir. Bu yontem diisiik mertebeli sistemlerde
kolayca kullanilabilir. Ancak yiiksek mertebeli sistemlerde iginden
cikilmaz hale doniistir. Bu durumda denklem (9.24)’de R, yerine R(¢)
koyulur ve denkleme bir R(¢) terimi eklenerek denklem (9.14)’de verilen

matris Riccati denklemi yazilir. Negatif zaman yoniinde duragan ¢6ziim
elde edilinceye kadar bu denklemin integrali alinirsa Ry elde edilir. Bunun
yerine asagidaki denklemin ¢ = 0’dan itibaren duragan ¢6ziim elde
edilinceye kadar pozitif zaman yoniinde integralinin alinmasi da yeterlidir.

R-RA-A"R+RBP'B"R-0=0 (9.25)

MATLAB gibi yazilimlarda indirgenmis Riccati denklemini ¢6zen
komutlardan da yararlanma imkani vardir.

Ornek 9.2:

Bir sistemin durum denklemleri,

HEHHMEN:

olarak verilmistir. Bu sistemin asagidaki perfomans kriterini minimum
yapacak bi¢cimde kontrol edilmesi isteniyor.

P.K.=%T[(x1 rx) 4 pMlde (p>05)  (9.27)
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Burada p, degeri bilinen bir sabittir. Riccati denklemini kullanarak
optimum kontrol igin geri besleme katsayilarini bulun. Kontrol edilmis
sistemin blok diyagramini ¢izin.

ty= oo oldugundan indirgenmis Riccati denklemi kullanilabilir. Bu
problemde 4, B, Q , P ve Ry matrisleri asagidaki gibidir.

Bu matrisler indirgenmis Riccati denkleminde yerine koyulursa,
n, 1, |01 N 0 0|\n, n,
", ¥ |0 O 1 O0|\n, 7y
0 1 11
_[”11 ’”12}{ :|_2[0 1{”11 ”12}+{ }:O
ha M ll]p Fp Ty 11

olur. Matris islemleri yapilip sol taraf tek bir matris halinde yazilirsa
asagidaki denklem bulunur.

(9.29)

/;r /; =0 (9.30)
rn——‘;jz +1 2n, -2 +1

Bu matrisin terimleri ayr1 ayr1 sifira esitlenirse asagidaki g
bagimsiz denklem elde edilir.

2

Uy
——2+1=0 (9.31)

r-22 o (9.32)
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2

2, — 2 4120 (9.33)
P

2

Denklem (9.30)’dan r1» = £ p olarak iki ¢oziim bulunur. Bu
degerler denklem (9.32)’de yerine koyulursa,

ro=-pigin  r,=1p1-2p (sanal deger)

ra=+pigin 1, =tpf1+2p (9.34)

bulunur. 712 = - pi¢in r2; nin degeri sanaldir. O halde 1> = + p gecerlidir.
Bir sonraki asamada denklem (9.32)’de ri2 = + p ve r,, =p,/14+2p

yerine koyulursa,
ry, =—p4J1+2p icin ny =—1—41+2p (negatif)
Fyy =+py/14+2p igin ry=—1+,1+2p

Yukarida birinci ¢6ziim negatif oladugundan r,, =+p4/1+2p
gecerlidir. Sonucta elde edilen Ry matrisi agsagidaki gibidir.

. _{—1+,/1+2p p } 039

- p PN1+2p

Kapali ¢gevrim optimum kontrol, denklem (9.18)’den asagidaki gibi

bulunur.
o _ 1 7 7, X
W =P IETBOJ_C:_T[O 1{ 11 12}{ 1}
P Ny Ty || X2

{ 4y rzz}{xl} 1 Vi+2p
-— =——x X,

(9.36)

1
p p

Optimum olarak kontrol edilen sistemin blok diyagrami Sekil
(9.3)’deki gibidir.
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M+ 2p

ol

1
po)

Sekil 9.3

9.2 Kalman Denklemi

Karesel optimum kontrol agagida tiiretilen Kalman denklemiyle de
elde edilebilir [9.1]. Sistemin durum denklemleri yine lineer olup, asagidaki
gibidir.
x=Ax+Bu (9.37)

Performans kriteri ise denklem (9.2)’nin agagida verilen 6zel bir
halidir. Yani denklem (9.2)’de # = ve § =0 alinmustir.

P.K.:%I()_CTQ)_CWT@)& (9.38)

tr = o olduguna gore asagida tekrar verilen cebirsel Riccati
denklemi gecerlidir.

RyA+A"R,~R,BP"'B'R,+0=0 (9.39)

O matrisi pozitif definit ya da semi-definit oldugundan uygun

tanimlanmus bir /" matrisi cinsinden,

o=rr’ (9.40)

seklinde yazilabilir. P matrisi ise mutlaka pozitif definit oldugundan,

P=DD P'=D"'D" (9.41)
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esitlikleri yazilabilir. Burada D matrisi simetrik ve pozitif definittir.
Denklemler (9.40) ve (9.41), denklem (9.39)’da yerine koyulup terimler
diizenlenirse, asagidaki denklem elde edilir.

T

~RyA-A"R,+R,BD'D'B"R,=L'""  (9.42)

Diger yandan geri besleme matrisi ifadesinden,

>
I

"=pP"'B"R,=D"'D"'B'R, (9.43)
ya da,

DK" =D"'B"R, (9.44)

ya da iki tarafin transpozu alinirsa,
KD=R,BD" (9.45)

olur. Denklemler (9.44) ve (9.45), denklem (9.42)’de yerine koyulursa
asagidaki denklem elde edilir.

~RyA-A"R,+KDDK" =r"I"" (9.46)

Bu denklem sol taraftan l_)_1 f_?TQT(—S) ile, sag taraftan

D(s)B l_)_l ile ¢arpilirsa ( @(s) ¢Oziicii matris), burada ayrintist verilmeyen
bazi ara islemlerden sonra agagida verilen denkleme ulagilir [9.1].

(1+DK"@()BD™) =1+(r" @()BD™) (9.47)

matris isleminin kisa yazilimidir.
(M(9))" =M" (=9)M(s) (9.48)

Denklem (9.47) Kalman denklemi olarak anilir. Bu denklemden
kapali ¢evrim kontroliin geri besleme katsayilar1 dogrudan ¢oziilebilir.
Pozitif geri besleme olmamasi i¢in K’nin elemanlarinin pozitif isaretli
¢Oziimleri segilir.
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Asagida Kalman denkleminin bazi 6zel halleri verilmistir.

Ozel Hal 1: Eger P=1 ise,
2 2
(1+K @()B) =1+(L" @(s)B) (9.49)

Ozel Hal 2: Eger P = [ ise ve B matrisi, B = b gibi bir siitiin matris
ise, yani kontrol girisi u skalar ise,

(1+&" D(5)b)" =14 (L7 @()b)’ (9.50)

Ornek 9.3:

Daha once cebirsel Riccati denklemi igin verilen drnekteki sistem
icin optimum kontrol, p= 1 alarak bu defa Kalman denklemiyle bulunsun.
Sistemin durum denklemleri ve performans kriteri agagidaki gibidir.

%7 [0 1Tx] [o
oo oL o3
P.K.=%T[(xl +0)? +u i (9.52)

Bu problemde 4, b, Q ve P matrisleri asagidaki gibidir.

4{8 (ﬂ é:m Q=B ﬂ p=ll  ©5)

O=I'T"" ve P=DDolduguna goére, I” ve D matrisleri

asagidaki gibidir.

F:F/\/E 1/\/5}

i 1 D=[1] (9.54)

Coziicli matris @(s) ise asagidaki gibi bulunur.

a_>(s>=<sz—4>'1=[; ﬂ {“OS 11/ /} (9.55)
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Simdi Kalman denklemi, denklem (9.50)’deki haliyle yazilabilir.

<1 kK ]{1 Z)S 11//Ss2 M>z

i (9.56)
VN2 YNz s s {o"

N2 N2 0 1/ 1]
o\
<1+k—;+k—2> =1+ ‘/Elsz ‘/?S (9.57)
N N [ R,

NCERNR

Denklem (9.48)’de verilen matris operasyonu uygulanirsa,

[1+k—§—ﬁ](l+k—;+k—2j
S N S S

R S (9.58)

=1+[1_1 1_1}\@2 J2s

V25t N2s 252 J2s 1 + 1

V2s®  +as

ya da,
2
1+(2k1—k§)i2+k—;=1—i2+i4 (9.59)
N N N N

Esitligin sag ve solunda s nin ayni1 kuvvetli terimlerinin katsayilar
esitlenirse k1 ve k> ’nin ¢oziilebilecegi asagidaki iki denklem elde edilir.

k=1 (9.60)
2k, —k; =—1 (9.61)

Birinci denklemden k; = £1 elde edilir. Negatif geri besleme i¢in +
isaretli kok secilerek,

k=1 (9.62)
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almir. Bu deger ikinci denklemde yerine koyulursa elde edilen,
k3 =2k +1=3 (9.63)

denkleminden &, =++/3 elde edilir. Bunlar arasindan da + isaretli kok
secilerek,

k, =~/3 (9.64)
bulunur. Optimum kontrol girisi,
u® = [-1 —\/5])_c=—x1 —\/gxz (9.65)

seklinde olup, kontrol edilen sistemin blok diyagrami Sekil 9.4’deki gibidir.
Dogal olarak, elde edilen sistem p=1 i¢in Sekil 9.3 dekiyle aynidir.

1 2 | X1

Sekil 9.4

KAYNAKLAR

[9.1] Schultz, D.G., Melsa, J.L., State Functions and Linear Control
Systems, McGraw-Hill, New York, 1966.

PROBLEMLER

9.1 Bir sistem asagidaki diferansiyel denklemlerle tanimlanmustir:

X, =—4x, —4x, +u
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a) PK.= j (9 x,” +4x,’ +u2)dt performans kriterini minimum
0
yapacak kapali-gevrim kontrolu cebirsel Riccati denklemini
kullanarak bulun. Kontrol edilmis sistemin blok diyagramini
¢izin.

b) Kontrol edilmis sistemin (kapali-gevrim) kutuplarinin yerini
bulun ve acgik cevrim sistemin kutuplarinin yerleriyle
karsilastirin.

9.2 Bir sistem asagidaki diferansiyel denklemlerle tanimlanmistir:
X, =—4x, —4x, +u

a) PK.= I(9 X, +4x,” +u’ ) dt performans kriterini minimum
0

yapacak kapali-cevrim  kontrolu Kalman denklemini
kullanarak bulun. Kontrol edilmis sistemin blok diyagramini
¢izin.

9.3 Bir sistemin durum denklemi asagida verilmistir.

X=-5x+u

p=0.02 ve p=1 degerleri i¢in,

o0

PK.=[(x* + pu? )ar

0

performans kriterini minimum yapacak kapalt ¢evrim kontrolleri
cebirsel Riccati denklemini kullanarak bulun. p = 1 igin kapali
¢evrim sistemin blok diyagramini ¢izin. Baslangigta sistem x(0) = 10

durumunda ise, sistem cevaplarini karsilastirin. (Sistem cevaplarini
MATLAB kullanarak bulun.)

9.4 Bir sistemin durum denklemi asagida verilmistir.

x=-5x+u
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p=10.02 ve p=1 degerleri igin,

PK.= T(x2 + pu’ )dt

0

performans kriterini minimum yapacak kapali ¢evrim kontrolleri
Kalman denklemini kullanarak bulun. p = 1 i¢in kapali ¢evrim
sistemin blok diyagramini ¢izin. Baglangicta sistem x(0) = 10
durumunda ise, sistem cevaplarini karsilastirin. (Sistem cevaplarini
MATLAB kullanarak bulun.)

Bir sistemin durum denklemleri ve kontrol sirasinda minimum
yapilacak performans kriteri asagida verilmistir.

i {_02 _ll}_c{ﬂu PK.= lf(xﬁ i’ )de

0

Matris Riccati denklemini kullanarak zamanin fonksiyonu olarak
geribesleme  katsayilarint  bulun.  Kontrol edilmis sistemin
denklemlerini yazin. (MATLAB kullanin.)

Bir  sistemin  dinamik  davranist  asagidaki  denklemle
tanimlanmaktadir. Bu denklemde u kontrol girisi, us ise bozucu

giristir.
. 0 1 1 0
X= X+ |u+| |uy,
-2 -3 0 1

Kontrol sirasinda minimum yapilacak performans kriteri,
PK.= _[(xlz +x, + 2u2)dt
0

olduguna goére matris Riccati denkleminin duragan c¢ozimiini
kullanarak geribesleme katsayilarini bulun. Kontrol edilmis sistemin
denklemlerini yazin. u; bu ¢6ziimii nasil etkiler? (Diferansiyel
denklemleri ¢6zmek i¢in MATLAB kullanin.)
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9.7

Bir sistemin durum denklemleri ve kontrol sirasinda minimum
yapilacak performans kriteri asagida verilmistir.

2

)—'C:{_Oz _13}_C+mu PK.=[(x + pu?)di

0

p=0.01 ve p=1 degerleri i¢in, matris Riccati denklemini kullanarak
geribesleme katsayilari1 ~ zamanin fonksiyonu olarak bulun.
(MATLAB kullanin.)
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KUTUP YERLESTIRME
YONTEMI

10.1 Kutup Yerlestirme Yontemleri

Daha 6nce Boliim 3’de ¢evrim kazanci degistirildiginde sistemin
kapali ¢evrim kutuplarinin kompleks diizlemde yer egrileri iizerindeki
degisim bigimleri ve agik ¢evrim transfer fonksiyonuna eklenen kutup ve
sifirlarla yer egrilerinin seklinin nasil degistirilebilecegi incelenmisti.
Ancak sunulan yontem, kutuplarin kompleks diizlemde herhangi bir
noktaya yerlestirilmesine olanak vermemekteydi. Bu sinirlama, kapali
cevrim kontrol sirasinda sadece sistem ¢ikisinin geri beslenmesinin bir
sonucudur. Eger sistem durum degiskenleri cinsinden tanimlanmissa,
durum degiskenlerinin hepsi geri beslenebilir ve sistem kutuplari kompleks
diizlemde isteniler yerlere yerlestirilebilir.

Basit bir 6rnek olarak Sekil 10.1°de goriilen ve sistem ¢ikisinin geri
beslendigi klasik bir kontrol sistemini ele alalim. Bu sistemin karakteristik
polinomu D(s) = s> + as + K seklinde olup, kutuplar asagidaki gibidir.

Ris) /O < I 1 C(s)

S s+a

Sekil 10.1
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—a*~a®—-4K

2

P = (10.1)

Cevrim kazanci K’nin degeri 0’dan oo’a kadar artirildiginda
kompleks diizlemde kutuplarin degisimi Sekil 10.2°deki yer egrileriyle
gosterilmistir. Bu yer egrilerinin disinda kutup elde etme imkani yoktur.

Im
¢ a2 * Re
-a

Sekil 10.2

Simdi de biitiin durum degiskenlerinin geri beslendigi Sekil
10.3’deki modern kontrol yaklasimini inceleyelim. Bu sistemin
karakteristik polinomu ise D(s) = s> + (k> + a) s + ki gibidir. Polinomun
katsayilar1 ki ve k»’nin degerlerini ayarlayarak birbirinden bagimsiz olarak
degistirilebildiginden sistemin kutuplari kompleks diizlemde herhagi bir
yere yerlestirilebilir.

R(s) u 1 X2 1 Xt C(s)

S+ a S

k>

ki

Sekil 10.3
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Bu boliimiin amaci,

X=Ax+bu (10.2)
T
y=c x (10.3)

denklemleriyle tanimlanan »’inci mertebe, tek girisi ve tek ¢ikisi olan bir
sistemin kutuplarii  kompleks diizlemde istenilen yerlere, durum
degiskenlerini

u=k"x (10.4)

seklinde geri besleyerek saglamaktir. Bu islem kutup yerlestirme olarak
anilir.

Biitiin durum degiskenlerinin Olciilebilir oldugu, yani sistemin
gozlenebilir oldugu, kabul edilecektir. Ayrica sistem kontrol edilebilir
olmali, yani kontrol edilebilirlik matrisinin rank’inin » olmas: gereklidir.
Eger bu sart saglanmiyorsa, bazi kutuplarin yerlerinin geri besleme yoluyla
degistirilmesi miimkiin degildir. Ornegin,

-2 0 1

=] 0 =3 0 |x+|1|u (10.5)
0 0 -5 0

y=[ 1 1] (10.6)

olarak tanimlanmis bir sistem olsun. Bu sistemin blok diyagrami Sekil
10.4°deki gibidir. Goriildiigl gibi, diyagramin alt kismindaki ¢evrime u
girisinin erisimi yoktur. Sistemin kontrol edilebilirlik matrisi Mc,

1 -2 4
M= |BlaB4*B]-[1 -3 9 (10.7)
O 0 O

seklinde olup, rank’1 2 (<3) oldugundan sistem kontrol edilebilir degildir.
Gergekten de bu sistemde,

u="k" x=kx, +kyx, +kyx, (10.8)
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[a—

—_—

“ |
C\r\

X3

[a—

[}

T
%}.
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Sekil 10.4

almirsa, durum denklemi asagidaki hali alir.

-2 0 0 1
x=[ 0 =3 0 |x+|1|[k, k, kilx
0 0 -5 0
-2 0 0 ky ky ks
= -3 0 |x+|k k, ky|x

X (10.9)

Yeni sistem matrisi 4*’dir. Karakteristik denklem ise,
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s—k +2 -k,  —k
D(s)=det(s/ — A )=det| —k — s—k,+3 —k,
0 0 s+5

—(s—k, +2)(s +5) —kik, (s +5)
=[52 + (7= ky — kyky)s +10 = ki, s + 5)
(10.10)

oldugundan -5’deki kutbun yeri ki ve k» geri besleme katsayilari tarafindan
degistirilememektedir.

Kutup yerlestirme probleminin ¢dziimil i¢in literatiirde birden fazla
yontem vardir. Asagida bunlardan iki tanesi verilecektir. Birinci yontem
daha dogrudandir ve arkasindaki sebep daha anlasilirdir. Ikinci yontem ise
bu konuda daha Onceden tiiretilmis bir formiile dayanir, ama islemler
acisindan daha kolaydir.

Yontem 1: Dogrudan Metot

Bir sistemin durum denklemleri asagidaki gibi verilmis olsun.
Biitiin durum degiskenlerinin Sl¢iilebildigini ve sistemin kontrol edilebilir
oldugunu kabul edilsin.

x=Ax+ Bu (10.11)
u girisi geri besleme katsay1 matrisi k cinsinden,

u=k'"x (10.12)

oldugundan, bu giris uygulandiginda elde edilecek yeni sistemin durum
denklemleri asagidaki gibi olur.

X=Ax+Bk'x=(A+Bk')x=4 x (10.13)

A* yeni sistem matrisi olup, bu sistemin karakteristik polinomu
asagidaki ifadeden elde edilebilir.

D(s) = det(s] — A*) = det(s] — A— Bk") (10.14)

Kutup yerlestirmesi sonunda sistemin yeni kutuplar1 A; (i =1, . . , n)
olsun. Bu kutuplar cinsinden sistemin karakteristik denklemi agagidaki
sekilde de ifade edilebilir.

D(s)=(s—A)(s—A)s—A3) ... (s—4,)  (10.15)
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Denklem (10.14) ve denklem (10.15) esitlenirse,
det(s/ ~ A~ BK' )= (s = A)s ~A)(s = Ay) ... (s = 4,) (10.16)

olur. Bu denklemdeki islemler yapilirsa, iki tarafta da s cinsinden »’inci
mertebe polinomlar elde edilir. s’nin aymi kuvvetteki terimlerinin
katsayilar1 sagli-sollu birbirine esitlenirse &’nin elemanlarini ¢6zmek i¢in #
sayida denklem bulunur.

Ornek 10.1:

Bir sistemin durum denklemleri agagidaki gibidir.

0 1 0 0
i=[0 0 1 |x+|0u (10.17)
0 -1.01 —02 1

Bu sistemin kutuplart p,, =—0.1£j ve p; =0 degerlerindedir.

Bu kutuplari p,, =—1+j ve p; =-10 noktalarina getirecek geri besleme

matrisi k (u=k" x) dogrudan ydntemle asagidaki gibi bulunur.

u skalar ise sistemin kontrol edilebilirlik matrisi daima kare
seklindedir. Bu sistemin kontrol edilebilirlik matrisi agagidaki gibidir.

0 0 1
M.=l0 1 -02 (10.18)
1 -02 -0.97

Mc matrisinin determinant1 det(Mc) = -1 # 0 oldugundan matrisin
rank’1 4°diir ve verilen sistem kontrol edilebilir’dir.

Simdi denklem (10.16) yazilabilir.

s 0 0] [0 1 0 0
detf0 s 0O|-|0 0 1 |-|0|k k, k]

00 s| |0 —1.01 —02] |1
=(s+1+ j)(s+1-))(s+10)

(10.19)

ya da,
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s -1 0
det| O s -1
(10.20)
—k 1.01-k, s+0.2—k,
=(s+1+ j)(s+1-j)(s+10)
yada,
57 +(02—ky)s” +(1.01 = ky)s — (10.21)

=5 +125% + 225+ 20

Bu denklemin sag ve sol tarafinda s’nin ayni kuvvetteki
terimlerinin katsayilari esitlenirse asagidaki katsayilar ve u girisi elde edilir.

02-ky=12 - k=-118
1.01-k,=22 —  k,=-20.99

ke, = =20

u=[k, k, k;x=-20x+20.99x, —11.8x,

Yeni sistem matrisi asagidaki gibidir.

0 1 0 0

A =4+Bk"=[0 0 1 [+]0[[-20 -20.99 -11.8]

o —101 -02] |1
0 1 0 0 0 0
=0 0 1 |+ 0 0 0 |=
0 -1.01 -02] |[-20 -20.99 -11.8

o0 1 0
=00 (10.22)
20 -22 -12

Yontem 2: Ackermann Formiiliiniin Kullanimi

Yontem 1’in en zor kismu denklem, (10.16)’nin sol tarafindaki
determinantin bulunmasi gerekliligi ve sonuca giderken fazladan islemler
yapilmasidir. Ackermann formiilii geri besleme katsayilarini tek agamada
verir [10.1]. Buna karsilik kontrol edilebilirlik matrisi Mc nin tersinin
alinmasini gerektirir.
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Formiiliin ispati [10.1] ve [10.2] numarali kaynaklarda bulunabilir.
Burada sadece kullanim sekli itizerinde durulacaktir. u=4k" x olarak
tanimlanirsa, Ackermann formiiliiniin ifadesi asagidaki gibidir.

k" =-[0 0 0...0 1]M . D(4) (10.23)

Burada D(A4) terimi, olmasi istenen kutuplara karsilik gelen
karakteristik denklem D(s)’de s = 4 yerine koyularak elde edilir. Yani,

D(s)=s"+a,s"" +a, 5" +---+a,s+a, (10.24)
ise,
D(A)=A"+a, 4" +a,, A"+ - +a,d+a, I  (1025)
olarak alinir.

Ornek 10.2:

Daha 6nce Yontem 1 icin verilen ornek bu defa Ackermann
formiiliiyle ¢oziilstin.

Sistemin kontrol edilebilirligi daha dnce test edildiginden, bu islem
burada tekrar edilmeyecek ve denklem (10.18) dogrudan kullanilacaktir.
Olmas1 gereken kutuplar igin karakteristik polinom agagidaki gibidir.

D(s)=(s+1+ j)s+1—j)(s+10)

10.26
=5 +125> +225+20 ( )
Ackermann formiilii yazilirsa,
-1
0 0 1
kK'=-[ooo0...0100 1 -o02 [43 +124° +224+201
1 -02 -0.97
(10.27)

olur. Mc matrisinin tersi asagidaki gibi olur.
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-1

0 1
G Jeoraa
_cl =—[ det(MC )] =10 1 -0.2
—¢ 1 -02 -097 (10.28)

1.01 02 1

=02 1 0
1 0 O

Denklem (10.27)’nin son teriminde 4 matrisi yerine koyulur ve
sadelestirmeler yapilirsa, asagidaki ifade elde edilir.

o 1 o7

0 1 0
0 0 1 | +1200 0 1
0 -1.01 -02 0 -1.01 -02
0 1 0 1 0 0] [20 209 118
+22(0 0 1 |+200 1 o|=|0 8082 18.63
0 -1.01 -02 00 1| |0 -18.8163 4.35
(10.29)

Denklem (10.27) ve denklem (10.28)’de elde edilen ifadeler
denklem (10.27)’de yerine koyulursa, geri besleme katsayilar1 agagidaki

gibi elde edilir.
1.01 02 120 20.99 11.8

kK'=-000...01002 1 0fl0 8082 18.63
10 00 -188163 4356

=[-20 -20.99 -11.8]
(10.30)

10.2 Kutup Yerlestirme icin MATLAB Kullanimi

MATLAB yaziliminin Control System Toolbox’mnda kutup
yerlestirme yapan iki komut vardir. Bunlar asagida agiklanmustir.

Dogrudan yontemle kutup yerlestirme:
place(A,B,P)
Ackermann yontemiyle kutup yerlestirme:

acker(A,B,P)
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Bu komutlarin argiimaninda yer alan matrisler asagidaki gibi

tanimlanmustir.

A : Kutup yerlestirme dncesindeki sistem matrisi.
B : Giris matrisi

P : Yerlestirme islemi sonrasinda istenen kutuplarin
vektori

Ornek 10.1°de incelenen sistem igin kullanim sekli asagidaki

gibidir.
a=[010,001;0-1.01-0.2]
b=10; 0; 1]
p =[-14j; -1-j; -10]
place(a,b,p)
acker(a,b,p)
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PROBLEMLER

10.1

Bir sistemin durum denklemleri agsagida verilmistir.

Bu sistemin kutuplarimi  p,, =-2+2; ve p; =-10 noktalarina
getirecek geri besleme matrisini dogrudan yontemle bulun.
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Bir sistemin durum denklemleri agsagida verilmistir.

Bu sistemin kutuplarini  p,, =-2+2; ve p; =-10 noktalarina

getirecek geri besleme matrisini Ackermann formiiliinii kullanarak
bulun.

Bir sistemin durum denklemleri asagida verilmistir.

0 1 0 0
x=|0 0 1 |x+|0u
0 -1.01 -02 1

Bu sistemin kutuplarmi = p,, =-2+4; ve p; =-8 noktalarina

getirecek geri besleme matrisini dogrudan yontemle bulun.

Bir sistemin durum denklemleri asagida verilmistir.

0 1 0 0
x=0 0 I |x+|0u
0 -1.01 -02 1

Bu sistemin kutuplarmi  p,, =-2%4; ve p;=-8

noktalarina getirecek geri besleme matrisini Ackermann formiiliini
kullanarak bulun.

Bir sistemin durum denklemleri asagida verilmistir.
0 1 0 0

x=| 0 0 I |x+|0u
-808 —-324 -16 1

Bu sistemin kutuplarmi  p,, =—1+4; ve p;=-6 noktalarina
getirecek geri besleme matrisini dogrudan yontemle bulun.
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10.6

10.7

10.8

Bir sistemin durum denklemleri agagida verilmistir.

0 1 0 0
x=| 0 0 1 |x+|0u
-808 —-324 -1.6 1

Bu sistemin kutuplarimi = p,, =—1£4; ve p;=-6 noktalarina

getirecek geri besleme matrisini Ackermann formiiliinii kullanarak
bulun.

Bir sistemin durum denklemleri agagida verilmistir.

Bu sistemin kutuplarim  p,, =—1£2; ve p;=-5 noktalarina

getirecek geri besleme matrisini dogrudan yontemle bulun.

Bir sistemin durum denklemleri agagida verilmistir.

Bu sistemin kutuplarim  p,, =—1£2; ve p;=-5 noktalarina

getirecek geri besleme matrisini Ackermann formiiliini kullanarak
bulun.
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MODELE DAYALI OPTIMUM
KONTROL SISTEMI TASARIMI

11.1 Faz Degiskenleri ve Model Sistem

n’inci mertebe, tek girisli ve tek c¢ikiglt lineer bir sistemin durum
degiskenleri ve ¢ikis ifadesi asagidaki gibi verilmis olsun.

i=Ax+bu (11.1)

T

y=c Xx (11.2)

u izerinde herhangi bir sinirlama olmasin. Kontrol edilmis sistemin
¢ikisinin,
d" d""! d
Y, " v, T ray=0 (11.3)
dat" dt"” dt

denklemiyle tanimlanan bir sistemin davranisina yaklasmasi i¢in sartlarin
belirlenmesi istenmektedir. Yani sistemi kontrol etmek icin istenen
biiytikliikte u kullanilabilirse, diger bir deyisle sisteme istenildigi kadar gii¢
aktarilabilirse, sistem g¢ikismin denklem (11.3)’e uygun davranmasi
istenmektedir. Denklem (11.3) ile tanimlanan sisteme model sistem denir.

Once bu amaca yonelik bir performans kriteri olusturulmasi
gereklidir. Giris ve ¢ikis arasindaki transfer fonksiyonu denklem (6.23)’den
asagidaki gibi yazilabilir.

G(s)=c'[s1-4]"b (11.4)

Bu transfer fonksiyonu asagidaki gibi, pay polinomu ve
karakteristik polinomun orani olarak ifade edilebilir.



336

Gls) = y(s)  K(c,s" "+ ¢, S" 4. Hcys )

T oon n—1 n—2 (mSn)
u(s) s"+a,s" +a, ;s"°+.+a,s+aq

(11.5)

Boyle bir sistemin faz degiskenleri cinsinden durum denklemleri
ve cikis ifadesi asagidaki gibidir.

X 0 1 o . 0 0 0
X, 0 0 1 . 0 0 0
x=| . |=| . . . . ColxH L fu
X, 0 0 0o . 0 1 0
x| |- -a -a . —-a,, -a,| |K]
(11.6)
y= [c1 c, . c, 0 . O])_c (11.7)

Denklem (11.7)’den y ve y’nin tiirevleri agagidaki gibi bulunur.

y=cCX; +Cyxy +--+cC,X,

y=cX, +CyXy + - +C, X, =C\ X, +CyX5 + - +CpX

m”m+1
y=C6X, +C2X3 + .- +mem+1 =C1x3 +sz4 + .- +mem+2
k
Q— X, + X + ..+ %
n O X Ty Xpy CnXmk-1 (11.8)

Denklem (11.8)’deki terimler, denklem (11.3)’de yerine
koyuldugunda elde edilecek model diferansiyel denkleminin incelenen
sisteme bagimli olmamasi istenirse, yani model denkleminde a; (i=1, ., n)
katsayilarinin yer almamasi istenirse, denklem (11.8)’in son teriminin indisi
n’den kii¢iik olmalidir. Ohalde m +k—1<n,yada k<n —-(m—1)ya da
k<n-(m-1)—1 sart1 saglanmalidir. Sistemdeki sifir sayist
z =m — 1 olduguna gore, model sistemin mertebesi en fazla “n — (sifir
sayis1) — 17 kadar olabilir. Ornegin, sistemin sifir1 yoksa, model sistemin
mertebesi en fazla n — 1 olabilir.

X; =x;,, oldugu dikkate alinirsa ve denklem (11.8), denklem
(11.3)’de yerine koyulursa, asagidaki ifade elde edilir.
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dn—z—ly dnfzf2y
dtn—z—l +a"_z_l dtn—z—2

n—z

(11.9)
ya da,

an—z (clxn—z +C2xn—z+l +-- '+men)+ t

+a,(C X, +Cyxy 4+ C, X))+ (€)X, +CyXy +- 4 C

m” m+l1

ITlx’M):O
(11.10)

Eger denklem (11.10)’daki terimler x’in elemanlarina gore
gruplanirsa, model sistemin denklemi kisaca asagidaki gibi ifade edilebilir.

ATx=0 (11.11)

Bu denklemdeki A vektoriinlin elemanlari, yaklagilmasi istenen
model sistem diferansiyel denkleminin katsayilarina ve plant transfer
fonksiyonunun pay polinomunun katsayilarina baglidir. Plant transfer
fonksiyonunun sifir sayisi arttikga bu katsayilarin ifadeleri gittikge
karmasiklasir. Ornek olarak sadece bir sifir1 olan bir transfer fonksiyonu
alinirsa, denklem (11.10)’da ¢; ve ¢ disindaki ¢; (i > 3) terimleri sifir
olacagindan A asagidaki gibi ifade edilebilir.

¢
a,c, +a,c
o,ch +
P e (11.12)
an—ZCZ B
Ornek 11.1:
Ornek olarak transfer fonksiyonu,
K(s* +c,s+

G(S):y(s): (S CZS cl) (1113)

5 4 3 2
u(s) s” +ags” +a,s’ +ays” +a,s+a
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olan sistem i¢in maksimum mertebeye sahip model denklemi bulunsun.

Faz degiskenleri cinsinden durum denklemleri asagidaki gibidir.

X, 0 1 0 0 0 0
X, 0 0 1 0 0 0
X=|x; =] O 0 0 1 0 x+|0 |u (11.14)
X4 0 0 0 0 1 0
x| |- —a, —a; —a, —as| |K]
y=[c1 c, 1 00 O]gc (11.15)

Baslangicta besinci mertebe bir model kabul ederek asagidaki gibi
bir model sistem denklemi kabul edilsin.

d5y d4y d3y d2y
+a +a +a
a’ Cart a7 ar

d
a +a2z);+aly=0 (11.16)

y terimi denklem (11.15)’den alimip, bu denklemde yerine
koyulursa,

5 4

oeéﬁ(clx1 +CyX, + X5 )+ 0 F(c]x1 +¢,yx, +X5)

3 2
+a, F(Clx1 +c,x, +x3)+053F(c1x1 +Cyxy + X3) (11.17)
t t

d
+a, _d (cx, +cyxy +x3) + oy (cx) + %, +x3) =0
t

bulunur. Faz degiskenlerinin tanim bi¢imi dikkate alinirsa, denklem (11.17)
asagidaki hale gelir.

(X5 +CyXs + X5 )+ s (e x5 + X5 + Xs)
+a,(cx, + x5 + X5) + o (cx; +C,x, + X5) (11.18)

+a,(cxy + x5 +x4) + o (e x; +¢,x, +x3) =0

Model sistemin, kontrol edilen sistemin parametrelerinden
bagimsiz olmasi sartinin saglanmasi i¢in, yani xs’in tiirevlerinin denklem
(11.18)’de yer almamast1 i¢in «,, a5 ve a, sifir alinmalidir. Sonug olarak
model sistem en fazla ikinci mertebe olabilir. Eger bu katsayilar sifir
almarak denklem (11.16) yeniden yazilirsa, en yiiksek mertebeli model
sistemin dinamik denklemi asagidaki gibi bulunur.
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d’y dy

a,——+a,—+oa,y=0 11.19
3dt2 2 i ( )

Denklem (11.18)’de «¢, a5 ve a, sifir alinarak terimler
diizenlenirse, model sistemin denklemi durum degiskenleri cinsinden

asagidaki gibi ifade edilebilir.
o,cx, + (ac, + a,00)x,
+ (a6, +a50 + )X, (11.20)

T
+ (0o, +a;0,)x, +axs =4 x=0

Burada A asagidaki gibi tanimlanmustir.

a,c

a,c, + 0,0

B
~
1

a, +a,c, +o5c (11.21)

o, +asc,

a;

Daha once faz degiskenleri cinsinden tanimlanan bir sistemde,
model sistemin denklemi durum degiskenleri cinsinden denklem
(11.11)’deki gibi elde edilmisti. Bu denklem asagida tekrar verilmistir.

A'x=0 (11.22)

Simdi bir sistemin optimum kontrolii i¢in agagidaki gibi tanimlanan
bir performans kriterinin kullanildig diistiniilsiin.

PR.= [ v + pulai (p>0) (11.23)

Bu performans kriterinde p’nin degerinin azaltilmasi, daha biiyiik
kontrol girislerinin kullanilmasina olanak verir. Zira kontrol girisinin
performans kriterine olan katkis1 azalir. p’nin degeri sifira dogru gittiginde,

. .. .. T . -
performans kriterinin mutlak minimumu A" x ’nin sifir olmasiyla saglanir.

Bu ise model sistemi tanimlayan denklemdir. Yani optimum kontrol,
kontrol edilen sistemin davranigint model sistemin davranigina gotlirmeye
calisir. Bu tip bir kontrole modele dayali optimum kontrol denir.
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Sistem faz degiskenleri cinsinden tanimlanmigsa, asagida verilen
karesel performans kriteri, daima denklem (11.23)’deki forma
doniistiiriilebilir.

PK.= T()f Ox+ pu’ )dt (11.24)
0

Denklem (11.24)lin, denklem (11.23)’e¢ dOniistiiriilmesi ig¢in
)_cT QOx terimi Once,

¥ 0x=( 0 + £ 5) (1125)

seklinde iki bilesene ayrilir. Bu ifadede X, teriminin yer almamasi i¢in,
yani doniistimiin kontrol edilen sistemin parametrelerine bagimli olmamasi
i¢in S matrisinin son satir1 ve son siitunu sifirlardan olusturulur. Daha sonra
denklemin iki tarafindaki islemler yapilarak, x;/’nin (i = 1, . . , n) aym
kuvvetteki terimlerinin denklemin sag ve solundaki katsayilar1 birbirine
esitlenir. Bu sekilde elde edilen esitliklerden y 'nin ve S’nin elemanlari
¢Oziilir. Coziim sirasinda 7 'nin elemanlar1 karesel denklemlerde yer
alacagindan, ortaya g¢ikacak ikili ¢oziimlerden pozitif degerlerliler ¢6ziim
olarak kabul edilmelidir. Bu sekilde doniistiirilen x' Ox, denklem

(11.24)’de yerine koyulursa performans kriteri asagidaki hali alir.
PK.= j[(z%_c)z * %()_cfga_c) + puz}dr = [l 07+ pu e (" s
0 0

= H(ZTE)Z + pu’ ]dt +x" (0)Sx(e0) — x" (0)Sx(0) (11.26)
0

Ama baslangic kosullar1 bilindiginden x(0) terimi sabittir.
Optimum olarak kontrol edilen kabul edilebilir bir sistem ise asemptotik
kararli olacagindan x(o)=0 olur. Bu yiizden denklem (11.26)’daki son
iki terimin optimizasyon islemine katkisi yoktur. Bu terimler atildiginda
donistiiriilmiis performans kriteri asagidaki hali alir.

o0

PK.= j[(ZTy_c)z + puz]dt (11.27)

0
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Yukaridaki islemler gdstermektedir ki, 0 ‘nun icindeki bazi

bilesenlerin optimizasyon siirecine katkist yoktur. (S’yi olusturan
bilesenler.) Eger farkli Q matrislerine yukaridaki dontisim uygulandiginda

aym y vektorii elde ediliyorsa, bu farkli O matrislerini kullanarak elde

edilecek optimum kontroller ayni olur. Denklem (11.27) ile tanimlanan
performans kriterine indirgenmis performans kriteri denir.

Ornek 11.2:

Karesel bir performans kriteri asagidaki gibi tanimlanmustir.

P.K.=T x’
0

— K O

4 1
1 0|x+ pu’ |dt (11.28)
0 1

Buna karsilik gelen indirgenmis performans kriteri agagidaki gibi bulunur.
Denklem (11.25)’den,

9

4 1] x
[x1 X, x4 1 0|x,
1 0 1|x
2
X
= [71 V2 73] X2 (11.29)
X3
s Sp Ol x
d
+E [xl X5 x3]312 S 0 x,
0 0 Ofx
ya da,
Ox? +x7 + X5 +8x,x, +2x,x,
2712)‘12 +7/22x§+}/32x32 +2)172%, Xy + 27,73%,%, (11.30)

+ 20,5 Y3%, X5 +28),X,X, + 28,X,X; + 2512x§ +285,,%,X;5

Sag ve soldaki ayn1 kuvvette sahip terimlerin katsayilari esitlenirse,
asagidaki denklemler bulunur.
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71 =9

7y +2s, =1

2 _

Vs = (11.31)
2y,y,+ 25, =8

273+ 25, =2

27,73+ 255, =0

Bu denklemlerden y ve S asagidaki gibi elde edilir.

3 4-37 -3 0
y=|"7 S=| -3 -J7 0 (11.32)
1 0 0 0

Indirgenmis performans kriteri ise asagidaki gibi bulunur.

o0

PK.= I[(ylxl +7,X, + }/3x3)2 + puz]dt

(=}

0

=j[(3x1 +7x, +x3)° +pu2]dt (11.33)
0

2 9x? +7x2 +x2 +6J7x,x,

o +6xx; + 2\/7)62363 + pu’

Riccati denkleminde oldugu gibi, durum uzaymda yapilan
optimum sistem tasarimlarinda performans kriterlerinde karesel terim

)_CT Ox yer alir. Bu gibi durumlarda bir model sistem denklemi verilmisse,
yani y verilmisse, bundan ¢ matrisinin elde edilmesi gerekir. Boyle bir

sistemin faz degiskenleri cinsinden tanimlandigi kabul edilir. Eger sistemin
mertebesi 7 ise ve m sayida sifir1 varsa, y 'nin boyutu en fazla n —m — 1

olmalidir. Ancak verilen bir y vektoriinden, bir O matrisine gegiste pek

cok secenek vardir. Zira,

¥ 0x=( v+ (" s (11.34)
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ifadesinde gecen S matrisi simetrik, son siitun ve satir1 sifirlardan olusan bir
matris olup, pek cok sekilde secilebilir. Bu se¢im yapilirken tek sart, elde
edilecek Q matrisinin pozitif definit ya da yar1 definit olmasidir. Bu sart

saglantyorsa, § = 0 bile alinabilir. Asagida Q matrisinin elde edilmesiyle

ilgili ti¢ 6rnek verilmistir.
Ornek 11.3:

Bir tane sifir1 olan li¢ilincii mertebe bir sistemin transfer
fonksiyonu agagidaki gibidir.

»(s) _ 2(s+4)
u(s) s°+2s*+3s+5

G(s) = (11.35)

Bu sistemin optimum kontrolii i¢in mertebesi n —m — 1 =1 olan,
y+2y=0 (11.36)

denklemiyle tanimlanan bir model sistem kullanilacaktir. Buna gore
performans kriterinde kullanilacak @ matrisini belirleyin.

Once bu sistem faz degiskenleri cinsinden ifade edilsin.

%, 0 1 0 0

=% [=/ 0 0 1 |x+|0fu (11.37)
G| -5 -3 -2| |2

y=[4 1 0]x (11.38)

Ilk segenek olarak S = 0 kabul edelim ve )_CTQ)_C = (ZT)_C)z
esitliginden o matrisini elde edelim. Bu esitlik agik olarak asagidaki gibi
ifade edilebilir.

2

9 90 43 || % X,
[xl X, x3] 9y 9 49n | X% |= [2 1 0] X, (11.39)
93 9 9% X,

ya da,
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ANXT +GnXs +qasX3 +2G1,%%, + 241305 + 24, % (11.40)

=4x; +x; +4xx,

Denklemin sag ve solundaki ayni kuvvetteki x terimlerinin
katsayilari esitlenirse,

g1 =4  qp=1 9,=2  43=4q;3=953 =0 (11.41)

elde edilir. Bu durum i¢in Q matrisi asagidaki gibidir. Bu matris pozitif

yari-definit oldugundan ¢6ziim gegerlidir.

4 2 0
0=[2 10 (11.42)
0 0 0
Ikinci segenek olarak,
1 1 0
s=[0 0 0 (11.43)
0 0 0

alalim. Bu durumda denklem (11.34)’den asagidaki ifade yazilabilir.
‘111x12 + ‘I2zx§ + q33x32 +2q1,xX) +2¢,3%,X5 +2q53X, %3

(11.44)
=4x12 +x§ +4x,x, +%(}C]2 +x,x,)

Sistem faz degiskenleriyle tanimlandigindan tiirevli terim,
d, P : . 2
E(x1 +X,X,) =2X, X, + X, X, + X%, =2x,x, + X5 +x,x; (11.45)

olarak yazilabilir. Bu ifade denklem (11.44)’de yerine koyulur, denklemin
sag ve solundaki ayn1 kuvvetteki x terimlerinin katsayilar1 esitlenirse,

gy =4 4y =2 g1 =3

11.46
q913=05  ¢g33=¢ =0 ( )
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elde edilir. Bu durum i¢in O matrisi asagidaki gibidir.

4 305
0=/3 2 0 (11.47)
05 0 0

Bu matris pozitif definit ya da yari-definit olmadigindan segilen S
matrisi uygun degildir.

Ornek 11.4:

Ikinci mertebe bir sistemin transfer fonksiyonu asagidaki gibidir.

)1
Gls)= u(s) 5243545 (11.48)

Bu sistemin optimum kontrolii i¢cin mertebesi n — 1 = 1 olan,
y+2y=0 (11.49)

denklemiyle tanimlanan bir model sistem kullanilacaktir. Buna gore
performans kriterinde kullamlacak @ matrisini belirleyin.

Once bu sistem faz degiskenleri cinsinden ifade edilsin.

X=| . |= X+ |u (11.50)
X, -5 -3 1

y=[1 0]x (11.51)

Ik segenek olarak S = 0 kabul edilsin ve )_CTQ)_C = (ZT)_C)Z
esitliginden O matrisi bulunsun. Bu esitlik agik olarak asagidaki gibi ifade

edilebilir.
s xz]{qﬂ qu}{le[z 1]H} (11.52)
9o 9»n || X X5

ya da,
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q“)cl2 +q22x22 +2q,,%,X, =4xl2 +x§ +4x,x, (11.53)

Denklemin sag ve solundaki ayni kuvvetteki x terimlerinin
katsayilari esitlenirse,

g, =4 4y =1 4, =2 (11.54)

elde edilir. Bu durum i¢in Q matrisi asagidaki gibidir.

_|* 2 11.55
2=, (11.55)

Bu matris pozitif yari-definit oldugundan S = 0 se¢ilmesi uygundur.

Ikinci segenek olarak,

s=| 10 11.56
S5 o (11.56)

alism. Bu durumda denklem (11.34)’den asagidaki ifade yazilabilir.
AnXT +%s + 245X, X,

(11.57)
=4x12 +x§ +4x,x, +%(—x12)

Sistem faz degiskenleriyle tanimlandigindan tiirevli terim,

%(xf) =-2x,%, = -2x,X, (11.58)

olarak yazilabilir. Bu ifade denklem (11.57)’da yerine koyulur, denklemin
sag ve solundaki ayn1 kuvvetteki x terimlerinin katsayilari esitlenirse,

g =4 gn =1 g, =1 (11.59)
elde edilir. Bu durum i¢in O matrisi asagidaki gibidir.

|+ 11.60
2=, , (11.60)

Bu matris pozitif definit oldugundan segilen S uygundur.
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Son bir se¢enek olarak,

s=|' 0 11.61
5510 o (11.61)

alalim. Bu durumda denklem (11.34)’den asagidaki ifade yazilabilir.
GXT + 405 +241,%,%,

(11.62)
=4x] + x5 +4x,x, +%(10x12)

Sistem faz degiskenleriyle tanimlandigindan tiirevli terim,
d 2 :
E(le1 ) =20x,x, =20x,x, (11.63)

olarak yazilabilir. Bu ifade denklem (11.62)’de yerine koyulur, denklemin
sag ve solundaki ayn1 kuvvetteki x terimlerinin katsayilari esitlenirse,

g, =4 4n=3 q,=12 (11.64)

elde edilir. Bu durum i¢in Q) matrisi asagidaki gibidir.

|t 11.65
2=ln (11.65)

Bu son durumda @ matrisi pozitif definit ya da semi-definit

olmadigindan, S matrisi denklem (11.61)’deki gibi segilemez.

Yukarida denklem (11.55) ve denklem (11.60)’la verilen Q

matrisleri ayn1 indirgenmis performans kriterine sahip oldugundan, bunlar
kullanilarak yiiriitiilecek optimum kontrol tasarimlari ayni sonucu verir.
Bununla ilgili bir 6rnek asagida verilmistir.

Ornek 11.5:

Bir sistemin durum denklemleri denklem (11.50)’deki gibi
verilmistir. Bu sistem icin optimum kontrol girisi #’yu sirasiyla asagidaki
performans kriterleri i¢in bulalim.
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o 4 2
P.K.:j ! x+u’ bt (11.66)
o |7 |21

o (4 1
P.K.:j {J_CT }_H—uz}dt (11.67)
o |7 [1 1

Optimum kontrolii bulmak i¢in indirgenmis Riccati denklemi
kullanilsin.

a) Denklem (11.66) ile tanimlanan performans kiteri i¢in cebirsel
Riccati denklemi asagidaki gibi yazilabilir.

I
(=]
AN
+
'
X
=

o ~RBP"'B"R,+0=0 (11.68)

|:r11 7’12:|{ 0 1 }_{_{0 _5i|{r11 ”12:|
Ha Iy ][=5 =3 1 =3]n, m (11.69)
_|:r11 ur }{0}[0 1]|:”11 7’12:|+|:4 2:| ~0
Ha Tl o Ty 2 1
Eger matris islemleri yapilir ve sonucta elde edilecek matrisin
elemanlari sifira esitlenirse asagidaki bagimsiz denklemler elde edilir.

ya da,

75 +107, —4=0 (11.70)
1y =31, =57y, —1,Fyy +2=0 (11.71)
21, =67y, — 1y +1=0 (11.72)

Bu denklemlerin pozitif definit Ry veren kokleri secildiginde, Ro
matrisi asagidaki gibi elde edilir.

0.65 0.38
R, = (11.73)
038 0.28

Optimum kontrol girisi ise asagidaki gibidir.

0.65 0.38] x,
- = 038 028 x,| (11.74)

=-0.38x, —0.28x,

uy=—P'B"R,x=-0 1]{
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b) Denklem (11.67) ile tanimlanan performans kiteri i¢in cebirsel
Riccati denklemi asagidaki gibi yazilabilir.

R,A+A4"R,~R,BP"'B"R,+Q=0 (11.75)

o ha | O 1 4 0 =5|n n
By Tp =5 -3 I =3]n, m
n, 1, |0 n 4 1
_|:11 12}|: }[0 1]{11 "12}4_{ }:0
Ho Tl Ny Ty 11
Eger matris islemleri yapilir ve sonucta elde edilecek matrisin
elemanlari sifira esitlenirse asagidaki bagimsiz denklemler elde edilir.

ya da,

(11.76)

75 +107, —4=0 (11.77)
7y =31, =51y —HyTh +1=0 (11.78)
27, — 61y, — 15 +1=0 (11.79)

Bu denklemlerin pozitif definit Ry veren kokleri secildiginde, Ry
matrisi asagidaki gibi elde edilir.

3.64 038
R, = (11.80)
0.38 0.28
Optimum kontrol girisi ise agagidaki gibidir.

. o 1] 3.64 038 x,
u, =— XxX=-—
¢T T 038 0.28] x,| (11.81)

=-0.38x, —0.28x,
Gorildiigi gibi, sonug¢ denklem (11.74) ile aynidir.

Simdiye kadar yiritilen analizde sistemin faz degiskenleri
cinsinden tamimlandigi kabul edilmistir. Eger baslangicta sistem faz

degiskenleri cinsinden degil de, asagidaki genel denklemlerle
tanimlanmigsa,

x,=A4,x,+b,u (11.82)

y=c,x, (11.83)
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yukaridaki yoOntem asagidaki gibi degisken doniisiimleri yapilarak
uygulanabilir. Bu denklemlerde gecen x , terimi sistemin orijinal durum

degiskenlerini, “o ” indisiyle gosterilen matrisler de sistemin orijinal olarak
tanimlanmig olan matrislerini gostermektedir.

1) Once sistemin giris ve ¢cikis1 arasindaki transfer fonksiyonunu

2)

3)

4)

asagida yeniden verilen denklem (6.24)’den yazin.
G(s)=c'[s1-4]"b (11.84)

Bu transfer fonksiyonu bir pay polinomu ve karakteristik
polinomun orani olarak asagidaki bigimde olacaktir.

Gls) = y(s) _ K(c,s"" +c, " +.4c,5+¢)

n n-1 n-2 (mSn)
u(s) s"+a,s" +a,,s"° +.+a,s+a,

(11.85)

Sistemi asagidaki gibi faz degiskenleri x cinsinden ifade edin.

X 0 0 0
X, 0 0 1 0
x=| . |=| . . . . . N ]
X, o 0 0 . 0 1 0
L x| -4 -—a —-a . -a,, -a,| |K]
(11.86)
y=le, ¢ . ¢, 0 . Ok (11.87)

Mertebesi en fazla n—(m—1)—1=n—m olan bir model

sistem se¢in. Model sistemin diferansiyel denklemini yazin.
En yiiksek mertebeli model sistem denklemi asagidaki gibi
olacaktir.

dn—m dn—m—l
anferl 2 + an—m s
dtn—m dtnfm—l

+ --+a2%+a1y=0
(11.88)

Faz degiskenlerinin tanimlanma bigimini dikkate alarak model
sistemin denklemini,
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6)

7)

8)
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ATx=0 (11.89)
seklinde ifade edin.

Indirgenmis performans kriterini asagidaki gibi yazin.
P.K.:H(ZT;_C)Z +pu2]dt (11.90)
0

Kullanacaginiz optimum kontrol yontemi,

P.K.=T(§TQ)_c+pu2)dt (11.91)
0

seklinde bir performans kriteri kullanilmasini gerektiriyorsa,

K 0x=( 0P+ 2" ) (11.92)

denkleminde uygun bir § matrisi se¢erek O matrisini bulun ve

performans kriterini denklem (11.91)’deki hale doniistiiriin.

Kullanmak istediginiz optimum kontrol tasarim yontemiyle
geri besleme katsayilariin bulun ve optimum kontrol girisini
faz degiskenleri cinsinden,

u=—k"x (11.93)

bigiminde ifade edin.

Son asamada Kisim 6.4’de verilen lineer doniisiim yontemiyle
faz degiskenleri x, orijinal degiskenler x ,’a doniistiiriilebilir
ve kontrol girisi original degiskenler cinsinden yazilabilir.
Bunun i¢in, faz degiskenleri x, sistemin original degiskenleri
x ,’a doOniistiiren ve elemanlar1 heniiz bilinmeyen bir
donisiim matrisi P kabul edilir. P tekil olmayan bir kare
matris olup, bu dontisiim asagidaki gibidir.

x, =Px (11.94)
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Daha sonra asagida tekrar diizenlenen, (6.34) ile verilen
denklemler yazilir.

PA,=4AP  PB =B  C,=CP (1195

— o

Bu denklemlerden P’nin elemanlar1 ¢oziiliir.

9) Optimum kontrol girisi u orijinal durum degiskenleri
cinsinden asagidaki gibi elde edilir.

u =—l_cT)_c=—l_cTP_1x

— Zo

(11.96)

11.2 Modele Dayah Tasarim

Bu kisimda bir giris ve bir ¢ikish sistemlerin karesel optimum
kontrolii igin model sistem kavrami daha genellestirilecektir. 7’ inci mertebe
bir lineer sistemin durum denklemleri ve ¢ikis ifadesi asagidaki gibi
verilmis olsun. Burada durum degiskenleri faz degiskenleri olmak zorunda
degildir.

x=Ax+bu (11.97)
T
y=cx (11.98)

Bu sistemin, asagida verilen m’inci mertebe model sisteme
yaklasan bir davranis sergilemesi istenmektedir.

X =A% (11.99)

T

(ApYi
=2

y= (11.100)

Denklem (11.99) ile verilen model denklemi homojendir. Yani
sistem girisinden etkilenmemektedir. Bu sistem 7 = 0’da verilen baslangic
sart1 tarafindan siiriilmektedir. Bu sart # = 0’da model ¢ikisi ve kontrol
edilen sistem ¢ikis1 ayn1 olacak sekilde belirlenir. Arzu edilen baskin kutup
Ozelliklerini dikkate alarak model sistemin birinci ya da ikinci mertebe
alinmas1 uygun olur.

Simdi kontrol edilecek sistemi ve model sistemi kullanarak Sekil
11.1°deki gibi yeni bir sistem olusturulsun. Bu yeni sistemin kontrol

edilmemis halinin (k" =0, lz "o 0 ) durum denklemleri ve ¢ikis ifadesi;
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A, E , b, QT ve ET matrislerinin elemanlar1 cinsinden denklem (11.101)
ve denklem (11.102)’deki gibi yazilabilir.

ET
¥ X . y
X l_i e ek J
s —
+
E e
+ . -
R I B I I S
/ s - y
+ +
4
k'
Sekil 11.1
_5‘1 _all ap a, 0 0 “x1 i 1—
X, ap; dxp a,, 0 0 |l x, p)
).Cn = anl an2 ann O 0 : 0 xn + bn u
X, 0 0 0 a, a, a, | x| |0
0 0 0 a, a, a,, 0
X,] [0 0 0 @, dp - dp|X,| [ 0]

(11.101)
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_XI_

Xy
ez[_cl _CZ T _cn E1 EZ ’ Em] xn (11102)

X,

_fm_
ya da kisaca,
z=Az+b u (11.103)
r

e=c, z (11.104)

Ama¢ model sistem ¢ikisiyla kontrol edilen sistemin ¢ikist
arasindaki farki en aza indirmek olduguna gore, performans kriteri
asagidaki gibi tanimlanabilir.

P.K.=T(ez +pu2)dt=T[(c_zT§)2 +pu2]dt (11.105)
0 0

Yukaridaki iglemler sonucu, modele dayali tasarim problemi,
klasik bir karesel optimum kontrol problemine doniigmiistiir. Tasarimi
gerceklestirmek icin  Riccati denklemi kullanilabilir.  YOntemin
uygulanmasiyla ilgili asagida bir 6rnek verilmistir.

Ornek 11.6:

Kontrol edilmek istenen bir sistemin durum denklemleri asagidaki

gibidir.
. |—-01 8 1
X= 5 01§+ Ou (11.106)

y=[l 0]x (11.107)
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Bu sistemin kutup degerleri p,, =—0.1£4; olup, sonimsiiz

sistem dogal frekans1 yaklasik @, =4.0, soniim orani ise ¢=0.025
kadardir. Yani sistem, soniimii ¢ok az olan salinimli bir sistemdir.

Kontrol sonucunda sistem davraniginin,

$+35=0 (11.108)
ya da,

X =-3% (11.109)

y=x (11.110)

seklinde tanimlanan bir model sistemin davranigina yaklagmasi
istenmektedir.

Bu problemde kontrol edilmek istenen sistem ve model sistemi
birlikte tanimlayan durum denklemleri (denklem 11.101) asagidaki gibidir.

X -0.1 8 0 | x 1
N l=l -2 =01 0 |x,|+|0u (11.111)
5 0 0o -3[x]| |o

xl
e=[-1 0 1, (11.112)
X
ya da kisaca,
z=Az+b u (11.113)
T
e=c, z (11.114)

Kullanilmas1 gereken performans kriteri,

P.K.:T(e2 +pu2)azt=T[(—z1 vz el fde (11.115)
0 0
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ya da Q matrisi formunda asagidaki gibidir.

PK.= J.(gTQy—puz)dt
0

(Tt o -1
=j 10 0 0 z+pullar (11.116)
o -1 0 1

Bundan sonra degisik p degerleri i¢in matris Riccati denkleminden
Ry matrisleri ve geri besleme katsayilar1 bulunmus ve sonuglar Cizelge
11.1°de Ozetlenmistir. Sekil 11.2°de ise x,(0)=Xx,(0)=1, x,(0)=0
baslangic sartlar1 ve farkli p degerleri i¢in kontrol edilen sistemin cevabi ve
model sistemin cevabi goriilmektedir. p degeri azaldikga, performans
kriterinin yapis1 geregi daha biiylik kontrol girisleri kullanilmakta ve
kontrol edilen sistemin cevabi model sistemin cevabma dogru
yaklagmaktadir.

Cizelge 11.1

. Geribesleme
Ro matrisinin elemanlari
katsayilar1
P -
711 12 713 2 723 733 ki k> k,

1 0.820 | 0.041 -0.110 | 3.260 | -0.283 | 0.165 | 0.820 | 0.041 | -0.110

0.1 0.297 | 0.0147 | -0.0898 | 1.165 |-0.227 | 0.153 | 2.970 | 0.147 | -0.898

0.01 | 0.098 | 0.0047 | -0.0563 | 0.368 |-0.137 | 0.114 | 9.805 | 0.475 | -5.630

0.001 | 0.031 | 0.0014 | -0.0258 | 0.103 | -0.055 | 0.056 | 31.43 | 1.42 |-25.79

0.0001 | 0.010 | 0.0004 | -0.0095 | 0.022 |-0.013 | 0.018 | 99.81 | 3.55 |-94.51
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7\

[\
!'.
LI~ ™~
T
<47
=
/
!
0 'I
~
-1
0 1 2 3 4 5
Zaman (s)
—_—— Kontrol edilmemis sistem ——— Model sistem
_——— p=1 —————— p=0.1 e £=0.01
___________ p=0.001 s p=0.0001
Sekil 11.2
PROBLEMLER
11.1  Bir sistemin ideal cevabi asagidaki denklemle tanimlanmissa,

11.2

model sistemin diferansiyel denklemini nasil segersiniz?
a) =t b y=e' o yo=r' d yo=e”

Bir roket # = 0’da yerden y, uzaklikta ve hareketsiz haldeyken
yumusak inis yapacak sekilde kontrol edilmesi istenmektedir.
Bunun i¢in ideal sistem cevabi,

Y@= YOe_zt

olarak verilmistir. Yer ¢ekimi ivmesi g, roketin kiitlesi A/dir.

Roket motorunun uyguladigi tepki kuvveti F(z) olup, kontrol
girisini u(?) = F(f) — Mg olarak alin.
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11.3

11.4

- Roketin durum denklemlerini faz degiskenleri cinsinden
standart matris formunda yazin.

- Model sistemin diferansiyel denklemini bulun.

- Yeterince biiylik kontrol giici kullanilirsa, kontrol edilen
sistemin davranisinin model sistemin davranigina gitmesini
saglayacak bir performans kriteri olusturun.

- Kalman denklemini kullanarak kapali ¢evrim optimum
kontrolu bulun. Kontrol edilmis kapali ¢evrim sistemin blok
diyagramini ¢izin.

Transfer fonksiyonu,

G(s) = s+l
B s(s+2)(s+3)

olan sistemin kontrolii i¢in asagidaki model sistem denklemi
verilmistir.

y@)+y(0)=0

- Sistemi faz degiskenleri cinsinden yazin ve y -vektorlinii

bulun.

- PK.= I[(yT)_c)z + pu’ ]dt gibi bir performas kriteri
0
olusturun.
- Matris Riccati denkleminin duragan ¢éztimiinden yararlanarak
kapali ¢cevrim optimum kontrulii p=1 ve p = 10 i¢in bulun.

Kontrol edilmis kapali ¢evrim sistemin blok diyagramini ¢izin.
(MATLAB’den yararlanin.)

Bir sistemin girisiyle ¢ikis1 arasindaki transfer fonksiyonu

Y(s) 1
U(s) s

gibidir. Bu sistem y(0) = yo baslangi¢ durumundan y(z) = 0 son
durumuna asagidaki ideal cevaba gore getirilmek istenmektedir.
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W)
Yo

Problemin ¢6zlimiinde,

PﬁiszZTgf-+pu2Lh
0

seklinde bir performans kriteri ve uygun durum degiskenleri
kullanin.

- Cebirsel Riccati denklemini kullanarak optimum geribesleme
katsayilarini bulun. Kapali ¢evrim sistemin blok diyagramini
¢izin.

- p=0.0001, p=0.01, p=1, p=10 ve p=100 degerleri ve
yo =4 i¢in sistemin zaman cevaplarini ve ideal sistem cevabini

bir grafikte gosterin. Sonuclart yorumlaym. (Bu kisimda
MATLAB kullanin.)

Kontrol edilmek istenen bir sistemin durum denklemleri ve ¢ikis
ifadesi asagidaki gibidir.

>_'€={__02'1 —2.1}{(@” y=[1 o]x

Kontrol sonucunda sistem davranisinin,
Y +45 +4.015=0

gibi tanimlanan bir model sistemin davranisina yaklagmasi
istenmektedir. Boliim 8.2°deki yontemi kullanin. p=1, p= 0.1,
p=0.01, p=0.001 ve p=0.0001 i¢in matris Riccati denkleminin
duragan  ¢O6ziimini  kullanarak  optimum  geribesleme
katsayilarim bulun. x(0) = [1  0]” ve bu agirlik katsayilar1 igin
sistem cevaplarini ve ideal cevabi grafik olarak gosterin. Sonuglari
yorumlayin. (MATLAB kullanin.)
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11.6

Kontrol edilmek istenen bir sistemin durum denklemleri ve ¢ikis
ifadesi asagidaki gibidir.

0 1 0 0
i=| 0 0 1 x+[0fu y=[1 0 0]x
~404 —4.04 -12 1

Kontrol sonucunda sistem davranisinin,
5 +27=0

gibi tanimlanan bir model sistemin davranisina yaklagmasi
istenmektedir. Boliim 8.2’deki yontemi kullanin. p=0.1, p=1,
p =10 ve p = 100 icin matris Riccati denkleminin duragan
¢Oziimiinii kullanarak optimum geribesleme katsayilarini bulun.
x(0) =[1 0 0]" ve bu agirlik katsayilari i¢in sistem cevaplarmi ve

ideal cevabi grafik olarak gosterin. Sonuglari yorumlayin.
(MATLAB kullanin.)
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OLCULEMEYEN
DURUM DEGISKENLERI

Durum uzayinda yapilan kontrol sistemi tasarimlarinda temel
yaklagim, durum degiskenlerinin hepsinin geri beslenmesidir. Bolim 9°da
goriildigii gibi, lineer karesel optimum kontrol tiim durum degiskenlerinin
Olciilmesini ve geri besleme katsayilartyla carpilarak optimum kontrol
girislerinin elde edilmesini Ongoriir. Bolim 10°da sunulan kutup
yerlestirme yonteminde de biitiin durum degiskenleri geri beslenmisti.
Ancak uygulamalarda genellikle bazi durum degiskenlerine ulasilamaz. Bu
durum, degiskenlerin tanimlar1 dolayisiyla bunlart dlgecek transdiiserlerin
piyasada mevcut olmamasi, degiskenlerin Olgiilebilirliginin olmamasi,
Olciimiin ¢ok maliyetli olmas1 ya da degiskenlerin Olgiilecegi noktalara
fiziksel olarak ulasilamamasi, 6l¢limde giiriiltii olmasi gibi nedenlerden
kaynaklanabilir. Baz1 6rnekler asagida verilmistir.

- Faz degiskenleri kullanildiginda basing, sicaklik, debi, elektrik
gerilimi, elektrik akimi, kuvvet, v.b. degiskenlerin tiirevlerini
Olcecek transdiiserler yoktur.

- Kanonik degiskenler kullanildiginda, bu degiskenlerin fiziksel
karsiliklar1 olmayabilir.

- Yayili parametreli bir sistemin kiimesel parametreli olarak
modellenmesi ~ sonucu, Olgim  yeri  tam  olarak
tanimlanamryabilir.

- Sistemin fiziksel yapisi ya da olumsuz ¢evre sartlari dolayisiyla
Olciim noktasina erisilemiyebilir.

- Yapilan dl¢limde asir1 giiriiltii olabilir.

Boyle  durumlarla  karsilagildiginda  OSlgiilebilen  durum
degiskenlerinden ya da sistem c¢ikisindan saglanan bilgiye dayanarak
Olgiilemeyen degiskenlerin kestirilmesi veya filtreleme gibi yontemlere
bagvurulur. Kontrol islemi, 6l¢tilen ve kestirilen degiskenler geri beslenerek
yuritilir. Bu bolimde gézleyici ve Kalman filtresi kullanimi olarak iki
yontem sunulacaktir. Gozleyici, sistemde giiriiltiiniin az oldugu hallerde,
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Olciilen degisken bilgilerinden dlglilemeyenleri deterministik olarak verir.
Kalman filtresi ise sistemde giiriiltii olmasi halinde, giiriiltiili olarak
Olciilen ve dlctlilemeyen degiskenleri elde etmeye yarar.

12.1 Gézleyiciler ve Olgiilemeyen Degiskenler I¢cin Gozleyici Tasarimi

Gozlenebilirligi olan tek ¢ikish bir sistemin durum denklemleri
asagidaki gibi verilmis olsun.

X=Ax+Bu (12.1)

y=Cx (12.2)

Bu sisteme optimum kontrol ya da kutup yerlestirme gibi bir
yontem uygulandiginda biitiin durum degiskenlerinin geri beslenmesi
gerekir. Ancak uygulamalarda yukarida belirtilen sebepler dolayisiyla
durum degiskenlerinin hepsinin dl¢lilmesi miimkiin olmayabilir. Hatta bazi
durumlarda sistemin ¢ikisi disinda hi¢ bir dl¢iim yapilamayabilir. Her iki
durumda da gozleyiciler kullanarak dlgiilemeyen durum degiskenlerinin
kestirimi yoluna gidilir. Eger sadece sistemin ¢ikis1 l¢iilityorsa, bu bilgiye
dayanarak durum degiskenlerinin hepsinin degerini kestirmek ig¢in
kullanilan gozleyiciye tam-mertebeli durum gézleyicisi denir. Tam-
mertebeli durum gozleyicisinin durum degiskenlerini kestirebilmesi igin
gerek ve yeter sart, kontrol edilen sistemin g6zlenebilir olmasidir [12.1].
Olgiilebilen bazi durum degiskenlerini kullanarak o&lgiilemeyen diger
durum degiskenlerini kestiren gozleyici ise minimum-mertebeli durum
gozleyicisi olarak adlandirilir.

12.1.1 Tam-Mertebeli Gozleyici Tasarimi

Tam-mertebeli gozleyici uygulanan bir sistemin genel yapis1 Sekil
12.1°deki gibidir. K’nin elemanlar1 belli bir tasarim kriterine gore kapali
cevrim sistem kutuplarini belirlemeye yarayan geri besleme katsayilaridir.
Bu katsayilarin carptigt durum degiskenlerinin kestirilen degerleri bir
gdzleyici tarafindan belirlenmektedir. Olgiilen sistem ¢ikist y ve sisteme
uygulanan kontrol girisi 4 tam-mertebeli durum gozleyicisinin girigleridir.
Gozleyicinin ¢ikist kontrol edilen sistemin kestirilen durum vektorii x ’dir.

Gozleyici ve plantin daha ayrintili yapisi Sekil 12.2°deki blok
diyagraminda verilmistir. Gozleyici kullanilmasinin temel nedeni, durum
degiskenleri oOlgiilemediginden baslangi¢ sartlarinin bilinmemesi ve bu
yiizden sistem modelinden durum degiskenlerinin ¢6ziilerek geri besleme
amactyla kullanilamamasidir. lyi tasarlanan bir gozleyici tarafindan
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0 Plant y
X=Ax+Bu
y Kontrolcii | Tam-mertebeli
u=Kx Gozleyici
Sekil 12.1
Plant

i x | y

| § !

i 4 i
i Ko i
i / X _ i
: B = C :
| S y !
| 4 |
T Gésleyici T

u Kontrolcii x
u=Kx

Sekil 12.2
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kestirilen durum degiskeni degerleri kisa bir siire sonra sistemin durum
degiskenlerinin degerlerine dogru yaklasir ve bu sorunu ortadan kaldirir.

Gozleyicinin girisleri u# ve y olup, Sekil 12.2°deki blok
diyagramindan asagidaki denklemler yazilabilir.

1=(A4-K,O)f+Bu+K,y (12.3)

Durum degiskenleri vektori x ve kestirilen durum degiskenleri x
arasindaki fark kestirim hatasi olup, asagidaki gibi bulunur.

é=x-%=Ax+Bu—|(A-K,O)i+Bu+K,y|

X
— Ax+Bu—[(4-K,CO)f + Bu+ K, Cx] (12.4)
- Ax-3)-K,C(x—3) = (4-K,O)(x %)

ya da,
¢=(4-K,Ce (12.5)

Bu denklemden ¢oziilecek hatanm kararli olmasi zorunludur.
Ayrica ¢oziim hizla sifira dogru gitmelidir. Hatanin sifira gitme hizi,
kontrol edilen sistemin en hizli cevap bileseninden daha hizli olmalidir.
Yani denklem (12.5) ile tanimlanan gdzleyicinin kutuplari, kapali ¢evrim
sistemin en kiiglik kutbundan daha kiigiikk se¢ilmelidir. Ancak
uygulamalarda asir1 hizli bir gozleyici kullanilmasi halinde, sistemde
olabilecek giiriiltiiniin de gozleyici tarafindan izlenebilecegi géz Oniinde
bulundurulmalidir. Cesitli kaynaklarda gozleyici tasarimi igin farkli
yaklagimlar sunulmustur. Ancak bunlarin hepsi esas itibariyle gozleyicili
sistemin kutuplarinin uygun olarak secilmesini, bu yapilirken de gozleyici
kutuplarinin diger sistem kutuplarindan yeterince kiigiik olmasini saglar.
Yani sonu¢ olarak bir kutup yerlestirme probleminin ¢oziilmesi sz
konusudur. Eger hata denkleminin kutuplart A;, A, ... olarak se¢ilmisse, K,
asagidaki denklemi saglar.

det[s/]—(A—-K,O)]l=(s—-A4)(s—1,) - (12.6)
Sekil 12.2°den,

x=Ax-BKX=Ax—-BKx+BKx—BKx

- (12.7)
=(A-BK)x+BK(x—x)=(4-BK)x+BKe

yazilabilir, Bu denklem, denklem (12.5) ile birlikte ele alinirsa, kontrol
edilen sistem ve hatayr tanimlayan sistemin olusturdugu biitiinlesik
sistemin durum denklemleri asagidaki gibi ifade edilebilir [12.1].



365

Hz[é—ﬁﬁ BK }H (12.8)
e 0 A-K Cle

Bu denklemin é=(4—-K_, C)e kismu sadece e cinsinden
oldugundan  6zdegerleri sistemin geri kalanindan bagimsiz olarak
belirlenebilir. Denklem (12.7) ile tanimlanan sistemin karakteristik
denklemi,

I-A+BK -BK
det| "7 TS S (12.9)
0 sI—-A+K, C
olacagindan,
(sI-A+BK)(s[-A+K,C)=0 (12.10)

yazilabilir. Bu ifadede ikinci ¢arpanin determinanti sifira esitlenirse hata
denkleminin 6zdegerlerini verir. Birinci c¢arpanin determinanti sifira
esitlenirse kontrol edilmek istenen sistemin 6zdegerleri elde edilir. O halde
gozleyicinin 6zdegerleri, kontrol edilmek istenen sistemin 6zdegerlerinden
bagimsiz olarak bulunabilir.

Denklem (12.8) incelendiginde hatanin baslangic kosullarinin
rastgele degil, oldugunca dogru olarak tahmin edilmesinin G&nemi
goriilmektedir. Bu denklemden x ayrilirsa,

i=(4-BK)x+BKe (12.11)

elde edilir. # =0’da gozleyici biiyilk bir hata degeriyle baslatilirsa, bu
denklem (12.11) igin biiyilik bir basamak giris olarak algilanacak ve x’in
gecici davranmisini olumsuz yonde etkileyecektir. Bu durumda gozleyici
ancak bu gecici davranis soniimlendikten sonra beklenen performansi
vermeye baslayacaktir. Bu boliimde verilen Ornek 12.2°de bu husus daha
ayrmtil olarak incelenmistir.

Simdi gozleyicinin sisteme eklenmesi sonucu ortaya ¢ikan
biitiinlesik sistem incelensin. Kontrol edilmek istenen sistemin mertebesi n
ise tam-mertebeli gozleyicinin mertebesi de n olacagindan, kontrol edilmek
istenen sistemle gozleyicinin olusturdugu komple sistemin mertebesi 2n
olur. Sekil 12.2’den agagidaki ifadeler yazilabilir.

i=Ax-BK3 (12.12)

X=(4-K,C-BK)X+K,Cx (12.13)
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2n mertebeli biitiinlesik sistemin durum degiskenleri asagidaki gibi

ifade edilebilir.
_| 4 ~BK T 4% 2| (12,19
K,C 4-K,C-BK| | ~ |z

Sekil 12.2’de gozleyicinin 4, B ve C matrisleri sistemin
matrisleriyle ayni alinmistir. Bu durumda duragan kestirim hatasi sifira
gider. Ancak uygulamalarda sistem matrislerinin belirlenmesinde daima bir
miktar belirsizlik vardir ve kestirim hatasi tam olarak sifira gitmez.

I

|55

Tam-mertebeli bir gozleyici tasarlanirkan izlenecek asamalar
asagida siralanmuistir.

a) Kontrol edilecek sistemin arzu edilen kutup yerlerini
belirleyin. Bunun i¢in klasik veya modern kontrol
yontemlerinden birisi kullanilabilir. Ornegin gecici davranis
ozellikleri ya da Riccati denklemi kullanilabilir. Bu kutuplar
verecek geribesleme matrisi K’y1 bulun.

b) Yukarida belirlenen kutuplar arasinda sanal eksenden en uzak
olanindan 2-4 kat uzak olacak sekilde gozleyici kutuplarini
belirleyin.

c¢) Denklem (12.6)’dan ya da herhangi bir kutup yerlestirme
yontemiyle gozleyici geribesleme matrisi K,’yu belirleyin.

d) x(0) ve e(0) baslangi¢ sartilarini akilct bir bigimde belirleyin.
Bu baslangi¢ sartlarint kullanarak denklem (12.8)’den x ve
e’nin degisimini elde edebilirsiniz. Istenirse bunlardan ayrica
i bulunabilir. Diger bir secenek de verilen x(0) ve x(0)

baglangi¢ sartlarimi kullanarak denklem (12.14)’den x ve X

degiskenlerini ¢6zmek ve bunlarda e’yi elde etmektir. Ancak
daha basit bir ifade olmasi dolayisiyla genellikle denklem
(12.8)’in kullanilmas tercih edilir.

Ornek 12.1:

Bir sistemin durum denklemleri asagidaki gibidir.

.0 2 0
)_C—|:_2 _1:|)_C+|:1:|u (12.15)

vl 1 (12.16)



367

Bu sistemin,
PI.= j(loxf +ut)dt (12.17)
0

seklinde tanimlanan bir performans kriteri kullanarak optimum olarak
kontrol edilmesi istenmektedir. Bunun i¢in Riccati denklemi kullanilmis
ve optimum geribesleme katsayilar1 agagidaki gibi bulunmustur.

K=[1.742 1.823] (12.18)

Bu sistemin kutuplar p;» = -1.41452.34 gibidir. Sekil 12.3 ve Sekil
12.4°de bu sistemin x(0)=[1 1]" baslangic kosuluna verdigi cevap
goriilmektedir.

Optimum kontroliin uygulanmasi sirasinda sadece sistem ¢ikist
oOlciilebildigine gore tam-mertebeli bir gdzleyici tasarlanmalidir.

Gozleyici hata denkleminin kutuplari sistemin sanal eksene en uzak
kutbundan olduk¢a daha kiigiik segilmelidir. Bunun igin tipik bir o6l¢iit,
gozleyici kutuplarinin, sistemin sanal eksene en uzak kutbundan yaklagik
2-4 kat kadar daha uzakta olmasidir. Bu drnekte gozleyici kutuplart kath
olarak p;,=—6 olarak alinacaktir.

Denklem (12.5) yazilirsa, agsagidaki ifade bulunur.

. 0 2 k,,
é=(4-K,O)e= —| I 1te
-2 -1 k,,
0 2 km kol _km 2_k01
= - e= e=A,e
-2 -1 ko, ke || |—2—-ky —1-ky,|” —°7

(12.19)
Hata denkleminin kutuplarinin, —6 olmasi i¢in sart ise,
s+k, -2+k,
det[sI — 4,]=det
2+k, s+l+k,
=s>+(k, +k, +D)s+2k,—k, +4 (12.20)

=(s+6)> =5"+125+36
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1.2 1
1 0.8
\ 0.6
= 0.8 \ % 0.4
= 0.2
£ 08 \ e A
g 04 £ 02 /
S 02 \ © 04 \\ /
-0.6
0 \
e -0.8 S/
-0.2 \/ -1
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
Zaman (s) Zaman (8)
Sekil 12.3 Sekil 12.4

gibidir. Bu denklemin sag ve solundaki s’nin ayni1 kuvvetteki terimlerinin
katsayilar1 esitlenirse, gozleyicinin geribesleme katsayilar1 asagidaki gibi

elde edilir.
K, = 3333 (12.21)
- 14.333
Denklem (12.8)’de 4, B, C, K ve K, yerine koyulursa gozleyicili
sistemin denklemleri asagidaki hali alir.

)—‘} (12.22)
e

Burada,

0o 27 o 0 2
A-BK = —| 1742 1.823]=
= T -2 -1 1 ~3742 -2.823

(12.23)

~3333 ~3333 —3.333
K,C= 1 1]= (12.24)
14.333 14333 14.333

K O 0 27 [-3333 -3333] [ 3333 5333
= o= |22 —1| |14333 14333] |-16333 -15.333

(12.25)
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olduguna gore, denklem (12.22) agagidaki hali alir.

0 2
i) |-3742 -2.823
T

0 0

0 0
1.742 1823 [x] (1226
3333 5333 |e
~16.333 —15.333

Yukaridaki denklemle tanimlanan gozleyicili sistemin x(0) = m ve

0
e(0)= {0} baslangic sartlart igin x(¢) ve e(f) egrileri Sekiller 12.5 — 12.8de

verilmistir. Goriildiigii gibi, hatalar yaklasik 1.5 s sonra sifira gitmektedir.
Durum degiskenlerinin degisim bigimleri, Sekil 12.3 ve Sekil 12.4’deki

optimum sisteminkilere ¢ok yakindir.

1.4

1.2 \

1.0 \

0.8 \

0.6
0.4 \

Gozleyici, x(7)

0.2 \

0 e

-0.2

-0.4
0 1 2 3 4

Zaman (8)

Sekil 12.5

5

6

1.4

1.2

0.8

e(t)

0.6
0.4 \

0..2 \

-0.2
0 1 2 3 4

Zaman (8)

Sekil 12.7

5

6

Gozleyici, x(7)

62(I)

oa
y \\

-0.8

0.8

0.6
oaf

0.2 \

0 1 2 3 4 5 6
Zaman (s)

Sekil 12.6

0.5

1/
-0.5

-1.5

0 1 2 3 4 5 6
Zaman (s)

Sekil 12.8
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Ornek 12.2:

Iki kontrol girisli bir sistemin durum denklemleri asagidaki gibidir.

xX= {(1) ;}_c + Ll) ﬂg (12.27)

y=[1 1l (12.28)

Bu sistemin,
P.[.:j(xf +u’ +ul)dt (12.29)
0

seklinde tanimlanan bir performans kriterini kullanarak optimum olarak
kontrol edilmesi istenmektedir. Bunun i¢in Riccati denklemi kullanilmig
ve geribesleme katsayilari asagidaki gibi bulunmustur.

(12.30)

o 0.716 0.522
11.238  3.639

Bu sistemin kutuplari p1 = -2.678 ve p» = —0.915 degerlerindedir.
Bu sistemin x(o):m baslangi¢ kosuluna verdigi cevap egrileri Sekil 12.9
ve Sekil 12.10°da goriilmektedir.

Sadece sistem ¢ikisi Ol¢iilebildiginden, tam mertebeli bir gozleyici
tasarlanmasi istenmektedir. Gozleyici kutuplarinin sanal eksene uzakligi,
sistemin sanal eksene en uzak kutbundan 2-4 kat kadar daha uzak olmalidir.
Bu 6rnekte gozleyici kutuplari katli olarak p;, =—8 noktasinda alinacaktir,

Hata denklemi yazilirsa,

) 0 1 k
§=(¢1—KOQ)€={L 2}{;}[1 1]}@
02 (12.31)
{{0 1} |:k01 kol }} |: - km 1- k01 }
= - e= e=4,e
1 2 ko, ko |l” |1=ky 2—ky, [ —

Hata denkleminin kutuplarinin, —8 olarak istenen kutup degerlerine
esit olmasi i¢in sart asagidaki gibi yazilabilir.
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1 1
08 0.8
0.6 ' \
= T06
g 04 £ ||
= =
£ 02 Eoq\
& . & \
/
0.2
0n \ e N
0.4 \ 0 B
) 2 4 6 8 0 2 4 6 8
Zaman (s) Zaman (s)
Sekil 12.9 Sekil 12.10
det[s] — 4,]= det St —lrk,
- ~1+k, s-2+k, (12.32)

= 5"+ (kyy +hp, —2)s+ky, —k, —1=(s+8)” =5 +165+64

Bu denklemin sag ve solundaki s’nin ayn1 kuvvetteki terimlerinin
katsayilar1 esitlenirse, gozleyicinin geribesleme katsayilar1 asagidaki gibi

bulunur.

-235

K, = (12.33)
- 41.5

Denklem 12.8’de gegen terimler hesaplanir ve yerine koyulursa x
ve e cinsinden asagidaki denklem yazilabilir.

-1.954 -3.161 1954 4.161

i] [4-BK  BK x| |-0238 -1.639 1238 3.639[x
el | o A-K Cle|l | 0 0 235 245 |e

0 0 —405 -395
(12.34)

. . 1 0.1 ..
Bu sistemin x(O):H ve ¢(0) :{0 J baslangi¢ sartlar1 i¢in elde

edilen cevap egrileri Sekiller 12.11 — 12.14°de goriilmektedir. Goriildigii
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gibi, hatalar yaklagik 1 s sonra sifira gitmektedir. Durum degiskenleri de
Sekil 12.9 ve Sekil 12.10°daki optimum sistemin egrilerine ¢ok yakindir.

1 1
0.8
0.8
. 0.6
= 04 < 06 |
g <
> o
ﬁ 0.2 ,§04 \
S = \
0 — S \
\ ] © 02
0.2 \’// \\
0.4 S
0
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
Zaman (s) Zaman (s)
Sekil 12.11 Sekil 12.12
0.3 0.15
0.1
0.25
0.05
0.2 0
\‘g 0.15 SN-O'OS I
© 0.1 l
0.1 -0.15 I
0.05 0.2 ’
-0.25
0 -0.3
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
Zaman (s) Zaman (s)
Sekil 12.13 Sekil 12.14

Baslangic sartlarmin sistemde yarattigi gegici davranisi daha iyi
1 0.5
gormek i¢in simdi de x(0)= [J ve e(0)= {0 5} alinsin. Bu durum i¢in elde

edilen cevap egrileri Sekiller 12.15 — 12.18’de verilmistir. Baslangig
sartinin denklem (12.11) tizerindeki giiclii etkisi agik¢a goriilmektedir. Bu
durumda baslangi¢ sartinin yarattigi gecici davranis dolayistyla Sekil 12.15
ve Sekil 12.16°daki egrilerle Sekil 12.11 ve Sekil 12.12°deki optimum
sistemin egrileri arasindaki fark c¢ok artmistir. Gozleyicinin durum
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degiskenlerini dogru bir bigimde kestirebilmesi ancak gecici davranigin
yeterince soniimlenmesinden sonra miimkiin olacaktir.

1 12

0.8 1
< 06 < 08
= = 0.6
5 04 g
g~ =04
[} O
3 02 202

B
0.2 V 0.2\
04 0.4
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
Zaman (s) Zaman (s)
Sekil 12.15 Sekil 12.16

61(1)
ex(t)

0.5

0.5 l
-1

0 2 4 6 8 7o 2 4 6 8
Zaman (8) Zaman (s)
Sekil 12.17 Sekil 12.18

12.1.2 Minimum-Mertebeli Gozleyici Tasarimi

Bazi  uygulamalarda durum degiskenlerinin  bir  kismu
Olgiilebilirken, digerleri Olgililemeyebilir. Boyle durumlarda sadece
Olciilemeyen durum degiskenlerinin kestirilmesi yeterlidir. Bu islem
minimum mertebeli gozleyici kullanarak gergeklestirilir.

Mertebesi n ve giris sayisi » olan bir sistemin durum denklemleri
asagidaki gibi verilmis olsun.

x=Ax+Bu (12.35)
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a sayidaki durum degiskeni olgiiliiyor olsun. Bu degiskenler x,
olarak gosterilsin. Geri kalan ve dlciilemeyen n — a = b sayidaki degisken
ise x olsun. Cikis y ise sadece Olciilebilen degiskenler cinsinden,

X
rmcx-l 0] |- 1236
- Xp
olarak tanmimlanmis olsun. Bu tanimlar cinsinden durum denklemleri
asagidaki gibi ayristirilarak yazilabilir. (Bu boliimde kullanilan matrislerin
boyutlar1 Cizelge 12.1°de listelenmistir.)

xa Aaa Aab xa Ba
=T - T (12.37)
Xp Ay Ay | X B,
Denklem (12.37)’den olglilemeyen durum degiskenleri igin
asagidaki ifade yazilabilir.

X, =Ayx, +A4,,x,+B,u (12.38)

Denklem (12.37)’den olgiilebilen durum degiskenleri ile ilgili
olarak ise agagidaki denklem yazilabilir.

X, =A X, + A%, +Bu (12.39)
ya da,
éab)_cb :'ica _éaa)_ca _Eag (1240)

Sekil 12.19°da verilen blok diyagrammda bu denklemler
kullanilarak olusturulan gozleyicili sistemin yapist goriilmektedir. Bu
sekildeki blok diyagrami, Sekil 12.2°deki tam-mertebeli gézleyici kullanan
sistemin blok diyagramiyla karsilagtirildiginda asagidaki iki husus 6zellikle
dikkati ¢ekmektedir.

i) Sekil 12.19°da ”1” olarak numaralanan toplama blogunun
sagindaki giris incelendiginde, denklem (12.40)’m sag
tarafindaki terimlerin  sistem ¢ikisinin  yerini  aldig
goriilmektedir. Bu giris Ol¢iilebilen degiskenler cinsindendir ve
A,,x,’ ye esittir.

ii) Toplama blogunun eksi isaretli girisi, yani gozleyici ¢ikist
denklem (12.40)’m sol tarafiyla aymdir. Bu ¢ikis tam-
mertebeli gozleyicide C ile ¢arpilarak elde edilirken, bu sefer
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C ‘nin yerini A, almistir. Bu giris ise kestirilen degiskenler
cinsinden ve A4, x, ’ye esittir.

ii1) Sekil 12.2°deki Bu teriminin yeriniise A4,,x, + B,u almistir.

Cizelge 12.1

Matris Boyut Matris Boyut
A nxn Ko bxa
Aaa axa u rx1
Aap axb X nx1
Aba bxa x nx1
App bxb Xa ax1
B nxr Xp bx1
B, axr X, bx1
By bxr y ax1
L axa Oap axb
I bxb Opa bxa
K XN at+b=n
ngﬁlebilen durum degiskeni sayisi = a
Olgiilemeyen durum degiskeni sayis1 = b

Sekil 12.19’daki blok diyagramindan X, i¢in asagidaki denklem
yazilabilir.

%, =4, ~K,4,)%, +4,,x,

(12.41)
+§bz+go(£g _éaa‘zg _Eag)

Ancak yukaridaki denklemin i¢inde gegen x, teriminin l¢iim
yoluyla bulunmasi sistemdeki giiriiltiiyli artiracaktir. Bu terimi ortadan
kaldirmak i¢in sag taraftaki tiirevli terim sol tarafa alinarak yeni bir 2
degiskeni,

(ISP

:'X’-b _Ko'lca (1242)

olarak tanimlansin. Denklem (12.42)’den X, ¢oziiliip, denklem (12.41)’de
yerine koyulursa, yeni degisken cinsinden asagidaki ifadeler elde edilir.



(12.43)

z2+K,x,)
—da

-K,4,)X

=l

éba

ab

Ay

-~ bb

A

A4
A ba

+4ba“)_ca+§b%+go(x _éaaza _EaZ)

K, x,=(4

zZ+

A

|

\\.
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IIIII

|

O

|

\\

=h
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d.’nﬁ
Sekil 12.19

Al

Gozleyici
Kontrolcii
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2=(d, —K,A,)2
+[(4,, ~K, A DK, + 4, —K, A4, ]x, (12.44)
+ (Eb - ]_(0 Ea )g

Denklemin katsayilar igin,

A=4,,-K, 4,
B=(4y, K, A)K, +4,, K, A, (12.45)
F=B,-K,B,

matrisleri tamimlanirsa, kisaca asagidaki denklem yazilabilir.
Z=At+Bx,+Fu (12.46)

u=Kx seklinde tanimlanan kontrol giriginin elde edilebilmesi
icin Z degiskeninden tekrar x degiskenine donilisim yapimalidir. x
Olciilebildiginden dogrudan kullanilabilir. O halde, kontrol girisi ifadesinde
kullanilacak x asagidaki gibi yaziabilir.
J'le ]
+
K,x, (12.47)

NREs X,
x=_"[=]. =
X, z+K, x, z

1 " on .
+[ }za =Cz+Dx, =Cz+Dy

1o

Gozleyicili sistemin yeni degisken Z cinsinden ¢izilen ve denklem
(12.47)’deki doniisiimii de igeren blok diyagrami Sekil 12.20’de verilmistir.

Diger yandan, denklem (12.41)’de tilirev igeren parantezli terim
yerine denklem (12.40)’dan A4, x, koyulursa ve bu sekilde elde edilen

denklem, denklem (12.38)’den ¢ikarilirsa agagidaki ifade elde edilir.
i, =%, =4y, — K, 4,)(x, —£,) (12.43)
Hata matrisi,
e=x, —X, (12.49)

olarak tanimlanirsa, hatanin degisimini tanimlayan denklem asagidaki gibi
bulunur.

e=(4y, —K,A,)e=Ae (12.50)
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Tasarim sirasinda daha dnce tam mertebeli gozleyici tasariminda
oldugu gibi, denklem (12.50) ile tanimlanan sistemin kutuplari, kontrol
edilmis sistemin kutuplarina gore sanal eksenden 2-4 kat daha uzakta
almmalidir.

Simiilasyonda kullanilacak komple denklem takimi kompozit
matrisler cinsinden asagidaki gibidir. Parantez igindeki terimler matrislerin
boyutlaridir.

i A 0 x B
(x| ) L exh) | xD] @0 g sy
z B ¢ 0 : 4 z F

(bx1) (b;a)é(b;b)i bxb) | bx1)| | Bxr)

Plant
N h
1 "
1 B X Y =Xa
= : {_(ri| "1 _[ l[U Qth
1 Eb
1 1
1 1
E {A(m Aahi| E
: ihu Ahb :
1 1
D o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 1
P m e m—— - — - -
N 1
B e ——— -

=
o
by
—_—
1ta>
[0y

Gozleyici Degisken
doniistiiriicii

[~

Kontrolcii

Sekil 12.20
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Denklem (12.51)’in sag tarafindaki ilk matrise 4* denirse, durum
- . T A A .
degiskenleri w = [)c1 X, o X, Z,, - Zn] olarak yeniden

n

isimlendirilirse ve

B B I 0
x| ({?_X__V_){ K } (axa)i  (ax2b)
w= = sl | I | B S GEEPEEE SR
= E | E loxm] K, 00 1 [
bxr)|  Lbxr (bxa): (bxb)' (bxb)

(12.52)

olarak tanimlanirsa, geri besleme uygulanmig gézleyicili sistemin durum
denklemleri agagidaki hali alir.

o= (4*+Q)w (12.53)

Ornek 12.3:

Kontrol edilmek istenen bir sistemin durum denklemleri asagida
verilmistir.

0 1 0 0 0
=| ’ T 12.54
x= ¥ u .
o 0 o 1] |o (12.54)
~85 —10.5 -825 —3| |1
X
y=Cx=[t 0 0 0] |=x, (12.55)
X3
Xy

i) Bu sistemin kapali gevrim kutuplarimin p, , =-0.5+0.1; ve
P, =—2%0.2; noktalarina yerlestirilmesi isteniyor. Bunu

saglayacak geribesleme katsayilarini bulun.
i1) x; Olgiilebilmektedir. x2, x3 ve x4 1 kestirmek i¢in minimum
mertebeli bir gozleyici tasarlaym.

Once kutuplar1 istenen yerlere yerlestirmek igin gereken geri
besleme katsayilarini belirleyelim. Sistem tek girisli oldugunda Ackermann
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formiiliinden yararlanilabilir. Bu formiile gore geri besleme katsayilart
asagidaki gibi bulunur.

k" =-[0 0 0...0 1]M D(4) (12.56)

Burada D(A) terimi, olmasi istenen kutuplara karsilik gelen
karakteristik denklem D(s)’de s = 4 koyularak elde edilir. M ¢ ise sistemin
kontroledilebilirlik matrisidir. Bu problem i¢in karakteristik denklem,

(s+0.5-0.1))(s +0.5+0.1))(s +2—0.2/)(s + 2+ 0.2 )

12.57
=s* +55° +8.35% +5.085 +1.0504 ( )
olduguna gore, D(A4) asagidaki gibi bulunur.
D(A)=A" +54 +834" +5.084+1.05041
—~7.4496  —5.42 0.05 2
| 17 -28.4496 -21.92 5095 (12.58)
1 50575 45475 20.6379 —4.07
34.595 9331  79.0525 32.8479
00 0 1
V20 L (12.59)
—“ o 1 -3 075
1 -3 075 12.0
olup,
10.5 8.25
2|82 3 (12.60)

S O o =

3
1

—“ 13 1 0
1 0 0

olarak elde edilir. Denklem (12.58) ve denklem (12.60) ile bulunan degerler
denklem (12.56)’da yerine koyulursa goézleyicili sistemin blok
diyagraminda yer alan geri besleme katsay1 matrisi K (= —k") asagidaki gibi
bulunur.

K=[7.4496 542 -0.05 -2] (12.61)

Orijinal sistemin ve kutup yerlestirme sonrasinda elde edilen
sistemin x(0) = [1; 0; 0; 1] baslangi¢ sart1i ve u = 0 i¢in cevaplart Sekil
12.21°de goriilmektedir.
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Bu problemde tek giris oldugundan u skalar u seklindedir. x;
Olciilebilmektedir. Diger durum degiskenlerini kestirmek i¢in kullanilacak
minimum mertebeli gézleyicinin denklemlerinde gecen matrisler asagidaki

gibidir.

éaa = [0] Aah = [1 0 0]
0 0 1 0
Aba = 0 Abb = O O 1 (1262)
-8.5 -10.5 -825 -3
0 k,
Ba = [O] Eb = 0 K[) = k2
1 k,

Denklemler (12.50)’de gecen é matrisi ise asagidaki gibidir.

0 1 0 k,
A=(4,,-K,4,)=| 0 0 1 |-k 0 o0
~10.5 —-825 —3| |k,

0 1 0] [k 00 —k, 10
=l 0 0 1 |-|k, 0 0|= -k, 0 1
-105 -825 -3| |k, 0 0| |-105-k, -825 -3

(12.63)

Bu matrisin 6zdegerleri, kontrol edilmis sistemin sanal eksenden
en uzak 6zdegerine gore dort kat daha uzakta, pi,3 = — 8 noktasinda katl
olarak segilsin.

s+k, -1 0
detsg—g]:det k, s =1 |=s>+(k, +3)s> + 3k, +k, +8.25)s
105+k, 825 s+3

+(8.25k, +3k, +hk; +10.5)=(s +8)’ =57 +245% +1925 + 512
(12.64)
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Sekil 12.21

Denklem (12.64)’lin sag ve solunda s’nin ayni kuvvete sahip
terimlerinin katsayilarini esitleyerek k1 =21, k> = 120.75 ve k3 = -34 olarak
¢oziiliir. Boylece, K , matrisi asagidaki gibi bulunur.

21
K, =|120.75 (12.65)
-34
é matrisi ise denklem (12. 63)’den asagidaki gibidir.
=21 1 0
A=|-120.75 0 1 (12.66)

235 -825 -3
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Denklemler (12.45) ve (12.47)’de gecen diger matrisler ise
asagidaki gibi elde edilir.

é:égo +4ba _E()éaa

-21 1 o 21
=|-120.75 0 1 {120.75 (12.67)
235 —-825 3| —34
0 21 ~320.25
+| 0 |-]120.75 0] =| —2569.75
~85| | —34 —409.1875
0 21 0
F=B,-K,B,=|0|-[120.75 [0]=| 0 (12.68)
1 ~34 1
00 0 1
. {Q:I 1 00| - {1} 21
—| 7 |= D= - (12.69)
=L o1 ol T |K,] [12075
0 0 1 —34

4? matrisi denklem (12.50)’de yerine koyulursa, hata denklemi
asagidaki gibi bulunur.

é, ~21 1 0 e,
éy |=[-12075 0 1 | e (12.70)
é, 235 -825 -3|e,

A A

A, B ve E matrisleri denklemler (12.46)’da yerine koyulursa,
asagidaki ifade elde edilir.

z, -21 1 072, ~320.25 0
Zy|=1-12075 0 1 |2, |+] —2569.75 |x, +| 0 |u
z, 23.5 —825 —3|z,| |-409.1875 1

(12.71)
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Diger yandan denklem (12.42)’den,

(2] 1] 51 [ 21

Z |=| & [-K,y=| % [-]|12075x, (12.72)

ENEN X, | -34

ya da,

_3_%2 _22_ _22_ 21 ]

X, |=| 25 |+ K, y=| 25 |+]120.75 |x, (12.73)

_)—%4 _24_ 24_ -34 i

Ayrica girig agagidaki gibidir.
X
. X,

u=Kx=K (12.74)
X3
X4

Minimum mertebeli tiim sistemin yapist Sekil 12.22°de verilmistir.

Simdi belli bir baslangic kosulu icin sistemin davranisin
simiilasyon yoluyla inceleyelim. Kontrol edilecek sistemin ¢ = 0’daki
baslangi¢ kosullart daha 6nce oldugu gibi x1(0) = 1, x2(0) = 0, x3(0) = 0,
x4(0) = 1 olsun. x ise baslangigta hatali olarak tahmin edilmis olsun ve

x,(0)=x,(0)=1 (bu terim hatasiz 6l¢iilmekte), x,(0)=0.1, X,(0)=0.1,
x,(0)=0.9olarak kabul edilsin. Z i¢in baslangi¢ sartlar1 denklem
(12.72)’den asagidaki gibi bulunur.

2,(0)=£,(0) — k,x,(0) = 0.1 — 21x, (0) = —20.9

2,(0) = £, (0) — k,x, (0) = 0.1—120.75x, (0) = —120.65

2,(0) =%, (0) — k3x,(0) = 0.9 + 34x, (0) = 34.9

Simiilasyonda kullanilacak komple denklem takimi asagidaki

gibidir.
X, =X, (12.75)
Xy = X5 (12.76)
Xy =X, (12.77)

x, =—8.5x, —10.5x, —8.25x; —=3x, +u (12.78)
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(12.79)

320.25x,

Zy +Z3—

21

22:

(12.80)

2569.75x,
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A
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Z3:

(12.81)

409.1875x, +u

8255, —3%, —

=23.52, —
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Bu denklemlerde gecen kontrol girisi ise asagidaki gibi bulunur.

u=7449 x, +5.42x, —0.05x; —2x, (12.82)
Ama,

X 0 1 X,
X z k Zy +kyx

R G 1 e P R P I (12.83)
X5 Z, k, Zy + kyx,
X, Z, k, Zy + kyx,

oldugundan, u asagidaki gibi ifade edilebilir.
u=(7.4496 +5.42k —0.05k, — 2k;)x
( 1 2 3)% (12.84)

+5.422, —0.052, — 22,

Gozleyicili sistemin simiilasyonu, denklemler (12.75) - (12.81) ve

(12.84)’1in asagida tekrardan 6zetlenen baglangi¢ kosullartyla ¢oziilmesiyle
elde edilir.

H(O0)=1 50)=0 x0)=0 x,(0)=1 1255
2,(0)=-209 2;(0)=-120.65 Z,(0)=34.9 '

Sekil 12.23’de kutup yerlestirilmesi yapilmis gozleyicisiz sistem ve
minimum mertebeli gdzleyici uygulanmis sistemin cevaplari karsilastirmal
olarak verilmistir. Sekil 12.24°de ise x,, X; ve x,’in kestirim hatalar
(swrastyla e, e> ve e3) verilmistir. Bu sekillerden goriildigii gibi gozleyici
sistem yaklasik 1 s i¢inde sonlimlenen bir gecici davranistan sonra durum
degiskenlerini yaklasik sifir hatayla kestirebilmektedir.

1.2 0.1
% 0.05 [z
\\
\‘ 0
0.8 \ L —
\\ //
=06 \ £-0.05
\ s
\ /
0.4 \ 01—
\1
\\ “
\ L
0.2 ‘\ -0.15 \‘& /
4
0 e S8 02
0 4 3 12 16 20 0 4 8 12 16 20
Zaman (s)

Zaman (s)

Sekil 12.23-1
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0.15
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0.05

-0.05 /
-0.1

-0.15 /
-0.2

-0.25
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-0.35

€3

0 1 2 3 4
Zaman (s)

Sekil 12.24-2

Ornek 12.4:

Bu ornekte daha genel bir sistem ele alinacaktir. Sistem besinci
mertebeli ve bir girislidir. Sistemin durum denklemleri agsagida verilmistir.

[0 1 0 0 0 | [o]
0 0 1 0 0 0
x=| 0 0 0 1 0 |x+[0]u
0 0 0 0 1 0
|-404 -36.28 -54.69 -30.81 -92| |1]
(12.86)

]

X,
y:g)_c{l 00 0 0} . {xl} (12.87)

01 000 X,
Xy
Y5 |

Durum degiskenlerinden x; ve x» Olgiilmekte, fakat x3, x4 ve xs
Ol¢iilememektedir. Bu sistemin kutuplart p1,=-2£2j, p34=-0.1%; ve
ps=—5 konumlarindadir. Once sistem kutuplarm  pi,=—1+1.5],
pia = —0.5 £ 0.5 ve ps = —2 konumuna yerlestirecek geri besleme
katsayilarinin belirlenmesi, daha sonra da oOlgililemeyen x3, x4 ve xs
degiskenlerini kestirmek i¢in minimum mertebeli bir gézleyici tasarlayarak
kontroliin gergeklestirilmesi istenmektedir.
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Sistem tek girisli oldugundan kutuplar1 istenen yerlere yerlestirmek
icin kullanilmasi gereken geri besleme katsayilart Ackermann formiiliinden
yararlanarak bulunabilir. Bu formiile gore geri besleme katsayilar
asagidaki gibidir.

k" =0 00 0 1]M_D(4) (12.88)

Burada D(4) terimi, olmasi istenen kutuplara karsilik gelen
karakteristik denklem D(s)’de s = 4 koyularak elde edilir. M ¢ ise sistemin
kontroledilebilirlik matrisidir. Bu problem i¢in karakteristik denklem,

(s+05-05)(s+05+05)(s+1—-1.5/)(s+1+1.55)(s+2)
=5 +5s5* +11.75s% +15.755> +10.1255 + 3.25

(12.89)
olduguna gore, D(A4) asagidaki gibi bulunur.
D(A)=A" +54" +8.34° +5.084+1.0504 1
[ —37 -26 -39 -19 —4
170 115 204 90 20 (12.90)
=| —=791 —-541  —956 —-400 —90
3623 2462 4364 1807 425
|—17181 —11806 —20796 -—8739 —2105
0 0 0 0 1]
0 0 0 1 -9.2
M.=|0 0 1 -92 538 (12.91)
0 1 -92 538 —266.5
1 -92 538 -266.5 1259.9 |
olup,
36.28 54.69 30.81 9.2 1
5469 3081 92 1 0
M =308 92 1 0 0 (12.92)
9.2 1 0 0 0
1 0 0 0 0

olarak elde edilir. Denklem (12.90) ve denklem (12.92) ile bulunan degerler
sistemin  blok

denklem (12.88)’de

yerine

koyulursa

gozleyicili
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diyagraminda yer alan geri besleme katsay1 matrisi K (= —k") asagidaki gibi
bulunur.

K =[37.15 26.155 38.94 19.06 4.2] (12.93)

Orijinal sistemin ve kutup yerlestirme sonrasinda elde edilen
sistemin x(0) = [1; 0; 0; 0; 1] baslangi¢ sart1 ve u = 0 i¢in cevaplar1 Sekil
12.25°de goriilmektedir.

Simdi Olciilemeyen durum degiskenlerinin kestirilmesi icin
minimum mertebeli gdzleyici tasarimina gegilebilir. Bu problemde tek giris
oldugundan u skalar u seklindedir. Gozleyici denklemlerinde gegen
matrisler bu problem i¢in asagidaki gibidir.

[0 1 000
éaa: éab:
0 0 1 00
) 0 0 1 0
4= 0 0 Ay= 0 0 I
|-40.4 -36.28 -54.69 -30.81 —-92
0
0
E”:M B, =0 (12.94)
1

Kutup yerlestirme sonrasinda sistemin sanal eksenden en
uzak kutbunun gercek kismi —2 olduguna gore, gozleyici kutuplar
buna gore yaklasik 2-4 kat daha uzakta ve katli olarak —8’de
almsin. Denklem (12.45)’deki ifadelerde boyut uyumunun

saglanmasi i¢in K, matrisinin boyutu 3x2 olmalidir. 4? matrisinin

yerlestirmek i¢in bu matrisin {i¢ elemaninin kullanilmasi yeterlidir.
Diger elemanlar segilirken, genellikten uzaklasmamak i¢in ve bilgi
kaybina neden olmamak i¢in asagidaki kurallara uyulmalidir. 1) K,
elemanlar1 sifir olmamalidir. i) K,’nun kullanildigi matrislerin
hesaplanmas1 sirasinda elemanlar birbirini 6zdes olarak yok
etmemelidir. Bu diislinceler 15181inda K, matrisini asagidaki gibi
olsun.

~
ey

(12.95)

>

[
> = >

wn
>

[\S}

(=}
[o%)
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Denklem (12.45)’den asagidaki ifade bulunur.

0 1 0 k, Kk
A 0 0 O
A=4,,-K, 4, = 0 0 1 - ks k, 1 0 0
-54.69 —-30.81 —-9.2 ke ky
0 1 0 k, 0 0 -k, 1 0
= 0 0 1 |-k, 0 0= —k, 0 1
-54.69 -30.81 —-9.2 ky 0 0 -54.69 -k, -30.81 -9.2
(12.96)

Bu matrisin 6z degerlerini katli olarak —8’e yerlestirecek olan ki, k>
ve k3 katsayilart asagidaki denklemin sag ve solunda bulunan s’nin ayni
kuvvetli terimlerinin katsayilarini esitleyerek bulunur.

detls/ — Al=(s+8)* =5 + 245> +192s+512  (12.97)

Diger katsayilar da sifirdan farkli olarak “2” alinirsa K, ve 4?
asagidaki gibi elde edilir.

2 14.8
K,=|2  25.03 (12.98)
2 —228.954
Ve
~14.8 1 0
A=[-2503 0 1 (12.99)

174.264 —-30.81 -9.2

Ayrica denklem (12.45)’den Z_§ ve Ii bulunur.

~27.6 —-19%
B=AK, 6 +4, —K, A4, =|-48.1 —601.4| (12.100)
28.1 3876
0] [2 148 0

0
B, =|0|-|2 2503 H: 0| (12.101)
1| |2 —228.954



Q ve Q matrisleri ise asagidaki gibidir.
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000
07 |0 00
C= -}:1 0 0 (12.102)
I,
010
0 0 1
o 0
0 1
. [,
_:{- }: 2 14.8 (12.103)
KO
=l 12 25.03
2 —228.954 |

4? matrisi denklem (12.50)’de yerine koyulursa, hata denklemi

asagidaki gibi bulunur.
6, ] [ -14.8 1 0 Te,
éy |=| —25.03 0 1 e (12.104)
é,| |174.264 —3081 —-9.2]e,

A A

A, B ve E matrisleri denklemler (12.46)’da yerine koyulursa,
asagidaki ifade elde edilir.

3

z
Z4
Zs

-14.8
-25.03
174 264

-27.6
+|—-48.1
228.1

o T

1 Z3
0o 1 |
-30.81 -9.2] z;
T (12.105)
—196 0
X
-601.4 [ :|+ 0 |u
Xy
3876 |1

Diger yandan denklem (12.42)’den,
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2, 3, 2] 2 148

N N X
Z, =%, |[-K, y=|%, |-|2 25.03 { 1}(12.106)
- X
A RES | |2 —228.954 |
ya da,
X3 |2 Z| |2 148
X
X, =2, [+ K, y=|2,|+|2  25.03 [1} (12.107)
X
%o | |2 | |2 —228.954 |7
Ayrica girig agagidaki gibidir.
o
Xy
u=Kx=K| %, (12.108)
X,
_)25_

Minimum mertebeli sistemin yapis1 Sekil 12.26’da verilmistir.

Simdi belli bir baglangi¢ kosulu i¢in sistemin davranigi simiilasyon
yoluyla incelenecektir. Kontrol edilecek sistemin ¢ = 0’daki baslangig
kosullart daha 6nce oldugu gibi x1(0) = 1, x2(0) = 0, x3(0) = 0, x4(0) = 0,
x5(0) = 1 olsun. x ise baslangigta hatali olarak tahmin edilmis olsun ve

x,(0)=x,(0)=1, x,(0)=x,(0)=0 (bu terimler hatasiz Ol¢iilmekte),
x,(0)=0.1, x,(0)=0.1, x,(0)=0.9 olarak kabul edilsin. Z i¢in baslangi¢
sartlar1 denklem (12.72)’den asagidaki gibi bulunur.

%, %1 [2 148
X

2, |=| %, |-K,y=|%,|-|2 2503 Ll} (12.109)
s | |2 -228954[7

2,(0) = £,(0) — 2x,(0) —14.8x,(0) =—1.9
2,(0) = £,(0) — 2x,(0) — 25.03x,(0) =—1.9
2,(0) = £,(0) — 2x,(0) + 228 .95, (0) = —1.1

Simiilasyonda kullanilacak komple denklem takimi kompozit
matrisler cinsinden asagidaki gibidir.
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Denklem (12.104)’iin sag tarafindaki ilk matrise A* denirse, durum
degiskenleri w' =[x, x, x, x, x; 2, 2, %] olarak yeniden
isimlendirilirse ve

BIveE
=)

__________________________________

w o (12.111)

- o O O O

olarak tanimlanirsa, geri besleme uygulanmis gozleyicili sistemin durum
denklemleri asagidaki hali alir.

o= (4*+Q)w (12.112)

Geri besleme katsayilart uygulanmis gozleyicili = sistemin
simiilasyonu, denklem (12.112)’nin asagida tekrardan 6zetlenen baslangic
kosullartyla ¢oziilmesiyle elde edilir.

w(0)=1 w,(0)=0 w;(0)=0 w,(0)=0 WS(O):1(12.113)
ws(0)=-19 w,(0)=-19 w,(0)=-1.1

Sekiller 12.27°de kutup yerlestirilmesi yapilmis sistemin
gozleyicisiz ve gozleyicili halleri i¢in cevaplar karsilastirmali olarak
verilmistir. Sekil 12.28’de ise x;, X, ve X5 ’in kestirim hatalar (sirasiyla
e1, e2 ve e3) verilmistir. Goruldiigi gibi gozleyici sistem yaklasik 1.5 s
icinde soniimlenen bir gecici davranistan sonra durum degiskenlerini
yaklasik sifir hatayla kestirebilmektedir.
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Sekil 12.27
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12.2 Kalman Filtresi

Kalman filtresi bir sistemin girisinde ve/veya ¢ikis degiskenlerinde
giiriiltii olmasi halinde durum degiskenlerinin degerini kestirmek igin
kullanilir. Kalman filtresi hem kesikli zaman sistemlerine hem de siirekli
zaman sistemlerine uygulanabilir. Burada Kalman-Bucy filtresi olarak da
adlandirilan stirekli zaman sistemlerine uygulanigt anlatilacaktir [12.2,
12.3]. Kalman filtresi ve onun uzantisi olan olarak gelistirilen yontemlerle
ilgili ¢ok sayida kaynak mevcuttur. Konunun baslangi¢ci Wiener’in
calismalarina kadar gider [12.4]. Kalman’in original ¢alismasindan sonra,
Kalman filtresinin tiiretilmesi ic¢in farkli yollar da Onerilmistir [12.5].
Konun gelisimini izlemek agisindan, erken donemde yaymlanan bazi
kitaplar boliimiin sonundaki kaynaklarda listelenmistir [12.6-12.9].
Konunun tam olarak anlasilmasi, gelisiglizel (rasgele) degiskenler ve
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stokastik (istatistiksel) prosesler hakkinda bilgi gerektirir. Burada stokastik
sistemlerin ayrintili bir incelemesi verilmeyecek, konuya pratik yonden
yaklasilarak analog sistemler icin Kalman filtresinin varsayimlar1 ve
tasarimi ana hatlartyla ispatina girilmeden 6zet olarak sunulacaktir [12.6-
12.8].

Lineer bir sistemin durum denklemleri asagidaki gibi verilmis

olsun.
X=Ax+ Bu
- T (12.114)
y=Cx

Bu sistem giiriiltii oldugunda ise,

$= Ax+Bu+Gw
T T T (12.115)
y=Cx+vy

denklemleriyle tanimlansin. Gw terimi proses giiriiltiisiinii, v ise sistem
cikisindaki giiriiltiiyii gostermektedir. Burada v ve w Gauss dagilimli,
duragan ve ortalamalar: sifir olan giiriiltiilerdir. Ayrica v ve w birbirine
bagimli degildir. v ve w’nin 6zellikleri asagidaki gibi ifade edilebilir.

Ef®]=0 E[w(n)]=0 (12.116)
Ev@y' (t+7)]1=T,5(0) (12.117)
E [wOw' (t+0)]=L,5(0) (12.118)

Burada &r) Dirac delta fonksiyonu (impuls) olup, beyaz giiriilti
icin 7= 0’dir. Eger v(¢) ve w(¢)’nin kendi elemanlar1 arasinda korelasyon
yoksa, I ve [5, diyagonal matrislerdir. Bu matrislerin elemanlar1 yapilan
giiriiltii 6lgtimlerinden bulunabilir.

Kalman filtresinin denklemler (12.114) ve (12.115) ile tanimlanan
sistemlere uygulanis bi¢imi Sekil 12.29’da verilen blok diyagraminda
gosterilmistir. Bu sekildeki Ky matrisi Kalman kazanci olarak bilinir. Bu
matrisi elde etmek i¢in dnce herhangi bir baslangi¢ kosulundan baslayarak,
asagida verilen matris Riccati denkleminin pozitif zaman yoniinde interali
almir ve duragan ¢o6ziim (Ro) matrisi bulunur.

R=AR+RA" —-RC'I','CR+GI,G" (12.119)



(12.120)

= Efx(t)-50)[x(0) - 2)] |

0

R

Burada Ry simetriktir ve

olarak tanimlanmustir.
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Ry matrisi simetrik olup, asagidaki cebirsel Riccati denkleminden
de bulunabilir. Bu denklemden elde edilen birden fazla ¢6ziim arasindan
pozitif definit olan ¢6ziim kullanilir.

AR, +R,A" ~R,C" ') CR,+GI',G" =0 (12.121)

Kalman kazanci Krise Ry cinsinden asagidaki gibi bulunur.

K,=R,C'L, (12.122)

Ornek 12.5:

Bir sistemin durum denklemleri asagidaki gibidir.

5 ] [ o 1 x1] [0

= | fu (12.123)
X | | -125 -1 x, 1

w1 1o

. R (12.124)
| V2 | 10 4] x,

Bu sistemde Sekil 12.30°daki blok diyagraminda verildigi gibi
giiriilti vardir. Bu giiriiltiiler,

E=|w*]=60) (12.125)

E= [M]:Ll) ﬂé’(t) (12.126)

seklinde tanimlanmis olduguna goére Kalman filtresinin bulunmasi
istenmektedir.

|2
BT

e

()~

I

[

Sekil 12.30
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Bu problem i¢in G = B olup matrix Riccati denklemi asagidaki

gibidir.
TR _ 0 Lnr n N ny np |0 -1.25
By Ty 125 -1 Ny 7y hy Tyl -1
a1
| he 1 0f1 O L 0fn, n, N 0 [1][0 1]
n, |0 4]0 4 0 4i|n, ry 1

(12.127)

Buradan duragan ¢6ziim Ry matrisi asagidaki gibi elde edilir.

0.2224  0.000
R, =[ } (12.128)

0.000 0.3157

Kalman kazanci matrisi Krise agagidaki gibi bulunur.

s [02224 0.000 1 Of1 o0
Kr=Re L, = 0.000 03157 |0 4]0 025
' ' ' (12.129)

0.2224  0.000
0.000 0.3157

Bu 6rnek icin Sekil 12.29°daki blok diyagrami Sekil 12.31°deki
gibi uyarlanabilir.

Ornek 12.6:

Bir sistemin durum denklemleri agagidaki gibidir.

51 [0 1 07x] [1 0
u
%, [=[0 0 1 |x,|+|0 1L1} (12.130)
% |0 -1 =2 x] [0 157
X1
X, (12.131)

X3

[y, ] [t 00
.| [0 20
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u 0
1
i (} 02224 0.00 {\ J‘ X
PN || 000 03157 _/ i
| i
: ~125 —1|[ ]
s i [[ro i
| 0 4 |
Figure 12.31
Bu sistemin,
P.I.:j:(xf +x2 4 x2 +4ul +ul)de (12.132)

gibi bir performans kriterini minimum yapmasi i¢in optimum geri besleme
katsayilarii belirleyin. Sistemde Sekil 12.32’deki blok diyagraminda
verildigi gibi giiriiltii vardir. Bu giiriiltiiler,

E:[wz]{2 0}5@) (12.133)
01
E:[M]:Ll) ﬂé(z) (12.134)

seklinde tanimlanmis olduguna gore, bir Kalman filtresi tasarlayn.
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I

O

Optimum kontrol katsayilarin1 bulmak i¢in 6nce asagida verilen
matrix Riccati denkleminin negatif zaman yoniinde integrali uygun bir
baslangi¢ kosulundan baslayarak alinir ve duragan ¢6ziimii elde edilir.

R+RA+A"R-RBP'B'R+0Q=0

ya da,
i Ty T3 o Ty 3 1 0 00
To Py Iy |t|hy Tyn Iy 0 1 |+]1
Ny Ty I3 3 T Iy -1 -2 0
r, T r, |l 1 r,
11 12 13 -1 11 12
4 0 1 0 O
ro, T, T v, r
2 T Iy 2
0 1 0 1 1
Nz Ty I3 nz Iz

(12.135)

0 0
1 0{=0
0 1

(12.136)

Bu denklemin duragan ¢ozimii ve optimum geribesleme

katsayilar1 asagidaki gibi bulunmustur.

1.3300 0.6266 0.1203
R,=10.6266 1.1621 0.1787
0.1203  0.1787 0.2847

—0.1567
—1.3408

—0.0301
—0.4634

[-0.3325
1 -0.7469

|

(12.137)

(12.138)



Simdi Kalman filteresinin tasarimima baslanabilir.
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Denklem

(12.119) bu ornek i¢in asagidaki gibi yazilir ve pozitif zaman yoniinde
integrali alinarak duragan ¢6ziimii elde edilir.

R=AR+RA" -RC'"I','CR+GI",G"

ya da,

Ky Ky T 0 1 0
B by Ty |= 0 0 1
Ry Tyy T 0 -1 _2_
_”11 i, nz|l 0 1 0]
—|ny T s ||0 2 {O 4
Hy Iy I3 000
1 0
2 01 0 O
+(0 1
0O 110 1 1
_0 1

(12.139)
o Ty Iz hyo h, h |0 00
To Ty P |t Ty Tp |l 0 =1
Ny T3 Iy By hy I 01 =2
v, I, T
0o o] T2 7B
I 7- 12
5 ol 12 2 =
iy Ty I3
(12.140)

Bu denklemden elde edilen duragan ¢6ziim Ry ve Kalman kazanci

matrisi asagidaki gibidir.

1.6071
R, =| 0.3542
—0.0847
1.6071

K, =| 03542

o

0.3542  —0.0847

1.0125  0.0753 (12.141)
0.0753  0.2092

0.1771

0.5062 (12.142)

—-0.0847 0.0376

Kalman filtresi uygulanmis sistemin blok diyagrami Sekil 12.33°de

verilmistir.
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[55-
—

[ %4>

f=1

[N

1 0]
01
0 1]

-0.3325 -0.1567 -0.0301
~0.7469 -1.3408 -0.4634

[1=

7

L6071 01771
03542 035062
—0.0847 00376 |

Sekil 12.33
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PROBLEMLER

Not: Problemlerin ¢oziimiinde MATLAB’den yararlanin.

12.1

12.2

Bir sistemin durum denklemleri ve ¢ikis ifadesi asagidaki gibidir.

s Al
y=[ 1x

Bu sistemin, pP.J = J' (43512 +u2)dt seklinde tanimlanan bir
0

performans kriterini minimum yapmasi i¢in kapali ¢evrim
kontrolii bulun. Sadece sistem c¢ikis1 y dlgiilebildigine gore tam-
mertebeli bir gozleyici tasarlaym. Gozleyicisiz ve gozleyicili
optimum  sistemlerin x(0) = [l 1]T baslangi¢  kosuluna
cevaplarini karsilastirin.  Gozleyicili  sistemin  cevabini
e0)=[1 1] ve e(0)=[0.1 0.1] hata baslangic sartlart icin
elde edin. Sonuglar1 yorumlayn.

Bir sistemin durum denklemleri ve ¢ikis ifadesi asagidaki gibidir.

C[-1 97 [o1
z={_1 _Jz+{1 Jz y=[l 1

Bu sistemin, P.J. = J.( x12 + x22 + uf +2u j)dt seklinde tanimlanan
0
bir performans kriterini minimum yapmasi i¢in kapali ¢evrim
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12.3

kontrolii bulun. Sadece sistem ¢ikisi y 6l¢iilebildigine gore tam-
mertebeli bir gozleyici tasarlayin. Gozleyicisiz ve gozleyicili
optimum sistemlerin x(0) = [1 I]T baslangi¢ kosuluna cevaplarini
karsilastirm. Gozleyicili sistemin cevabini  e(0)=[1 1" ve
e(0) = [0.1 O.I]T hata baglangi¢ sartlar1 i¢in elde edin. Sonuglari
yorumlayin.

Ornek 12.3’de incelenen sistemin durum denklemleri ve ¢ikis
ifadesi asagida tekrar verilmistir.

0 1 0 0 0

) 0 0 1 0 0
X= xX+| |u

- 0 0 0 1 1]0

-85 -105 -825 -3 1

X

X,
y=Cx=[l 0 0 0] |=x,

X3

Xy

Aslinda bu sistemde sistem ¢ikisi ol¢lilmekteydi ve tam mertebeli
bir gozleyici kullanilabilirdi.

- Sistemin kapali ¢evrim kutuplarmin = p, =-0.5+0.1; ve
P, =—2%02j noktalarina tagiyacak geribesleme katsayilarini

bulun.

- x1, yani sistem ¢ikisi Sl¢iilebilmektedir. Durum degiskenlerini
kestirmek i¢in tam mertebeli bir gozleyici tasarlaym.

- Gozleyicili sisteme optimum kontrolii uygulaymn. Elde
edeceginiz sonuglar1 Ornek 12.3’de elde edilenlerle
karsilastirin ve yorumlaym.
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12.4  Bir sistemin durum denklemleri ve ¢ikis ifadesi asagida verilmistir.

0 1 0 0

0
) 0 0 1 0 0
X= x+| |u
- 0 0 0 I~ |0

1

-80 —-18 —-81 -—18

Bu sistemin kutuplarint p1, = -2 ve ps4= —1 + 0.1/ noktalarina
tasiyacak  geri  besleme  katsayillarimi  bulun.  Durum
degiskenlerinden x; ve x» Olclilmekte, fakat x3 ve x4
dlgiilememektedir. Olgiilemeyen x3 ve x4 degiskenlerini kestirmek
icin minimum mertebeli bir gdzleyici tasarlayarak tiim sistemin
blok diyagramini ¢izin.

12.5  Bir sistemin yapisi sekilde goriilmektedir.

=
>~
=1
—_—
=2
!

'S

Matrisler asagidaki gibi verildigine gore bir Kalman filtresi
tasarlayin. Kalman filtresi eklenmis sistemin blok diyagramini

¢izin.
0 1 0 1 0
A= B= C =
-1 -1 1 - 10 2

Elw*|=560) £] vvr]=B ?}5(;)
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12.6

12.7

Bir sistemin durum denklemleri ve ¢ikig ifadesi asagidaki gibidir.
‘xl‘:"o 1 x +1 1w,

X 2 —2]x, I 0 u,

IAEIIE

V) | B 10 2] x,

Bu sistemin,

P.I.=J‘000(x12 + x5 +2ul +uj)dt

gibi bir performans kriterini mmimum yapmasi i¢in optimum geri
besleme katsayilarini belirleyin. Sistemin yapist problem 12.5’de
verildigi gibidir. Giiriiltiiler,

Elw*]=50) Elw']= Ll) ﬂ5(t)

seklinde tanimlanmis olduguna gore, bir Kalman filtresi tasarlayin.
Kalman filtresi eklenmis sistemin blok diyagramini ¢izin.

Bir sistemin durum denklemleri ve ¢ikis ifadesi asagida verilmistir.

] [0 1]x] [0
= +| |u
%] [0 0fx, | [

_yl___l O"x1
Y2 1o 2 X2

Sistemin yapisi problem 12.5°de verildigi gibidir. Giiriltiiler,

Elw* |=50)
] {106 (1)}5 (t)

olarak tanimlandigma gore, bu sistem i¢in bir Kalman filtresi
tasarlayin. Kalman filtresi eklenmis sistemin blok diyagramini
¢izin.
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MATRIS ISLEMLERI

Bu kitabin konulartyla ilgili matris islemleri ¢esitli kaynaklardan
yararlanarak derlenmis ve asagida sunulmustur [E1.1-E1.4]

Bu kitapta matrisler alt ¢izgilerle gdsterilmistir. Satir sayisi m, siitun sayist
n olan, mxn boyutlu bir matrisin gosterim sekli asagidaki gibidir.

ay Gy o a4y,

Ay Ay -ty
I 0 (EL1)
e ij

_aml am2 o amn_

Eger x gibi bir vektor s6z konusuysa, lizerinde transpoz sembolil
yoksa bu daima bir siitun matris olarak gosterilir.

o]
X2
x=| - (E1.2)
L X0
ya da,
=[x x, - - x,] (E1.3)

Eger m = n ise, matrise, kare matris denir. Bir kare matrisin
diyagonal terimleri 1, diger biitiin terimleri 0 ise, 6zdeslik matrisi / elde
edilir.

(E1.4)

I~
Il
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Transpoz:

) Bir matrisin transpozu satir ve siitunlarini degistirerek bulunur.
Ornegin denklem (E1.1) ile verilen A4 matrisinin transpozu asagidaki
gibidir.

a4y Ay
A Ay - © 0y

47 = . L . (E1.5)
_aln a2rl T amn_

Simetrik ve anti-simetrik matrisler:

Bir kare matrisin elemanlar i¢in a; = a;; esitlikleri biitlin i ve j’ler
icin gecerli ise, matris simetriktir. Bu durumda matrisin transpozu
kendisine esittir.

A =4 (4 simetrik) (E1.6)

Bir kare matrisin elemanlar1 i¢in a; = —a;; esitlikleri biitiin 7 ve j’ler
icin gegerli ise, matris anti-simetriktir. Bu durumda matrisin transpozu
kendisinin negatif igaretlisine esittir.

A" =—-4 (4 anti-simetrik) (E1.7)

Bir matris daima simetrik (4) ve anti-simetrik (4.) kisimlarina
ayrilabilir. Bu durumda agagidaki esitlikler gegerlidir.

4:45 +éas (El'S)
A+ 4"
A, =—+2— (E1.9)
T
_aszé 24 (E1.10)
Matrislerin Esitligi:

Iki matrisin boyutlar1 ayni ise ve biitiin i ve j degerleri i¢in a; = a;i
ise bu matrisler esittir.

Matrislerin Toplanmast ve Cikarilmasi:

Iki matris ancak boyutlari ayniysa toplanabilir ya da ¢ikarilabilir.
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Bu durumda, asagidaki esitlikler gegerlidir.

C=4+B .
(Biitiin 7 ve j degerleri icin)  (E1.11)

c;=a; b

A+B=B+4 (E1.12)

(A4+B)+C=4+(B+0) (EL.13)

Matrisin Bir Sabitle Carpimi:

Bir matris herhangi bir £ sabitiyle ¢arpilirsa, biitiin elemanlar1 bu
sabitle ¢arpilir. Ornegin denklem (E1.1) ile verilen 4 matrisi i¢in asagidaki

esitlik yazilabilir.

[ ka,, ka, - - - ka, |
kay kay - - - ka,
kA =lka,]= (E1.14)
| ka,, ka,, - - - ka,, |
Ayrica asagidaki ifade de gegerlidir.
k(A+B)=kA+kB (E1.15)

Matrisin Tiirevi:

Bir matrisin tiirevini almak demek, biitiin elemanlarinin tiirevini
alamak demektir. Ornegin denklem (EI.1) ile verilen 4 matrisi igin

asagidaki esitlik yazilabilir.

i i a i a . . . i
dt 11 dt 12 dl 1n
i a i a . . . i a
d |4 A _lar ' ar”? dr " (E1.16)
n n SR
Ay Ty Ty,
L dt dt dr |
Ayrica asagidaki ifadeler de gegerlidir.
d 44 (E1.17)

i(A+B)=—A+—B
dt — T dt— dt™
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4 apy=4p, 498 (E1.18)
dt = dt— T dt
Matrisin Integrali:

Bir matrisin integralini almak demek, biitin elemanlarmin
integralini alamak demektir. Ornegin denklem (E1.1) ile verilen 4 matrisi
icin agagidaki esitlik yazilabilir.

Ia11dt J.alzdt I Ialndt_
J = a,a]- Jott Jott - Jontl )
| ,;,ldt Ia,;zzdt fadz
Ayrica asagidaki ifade de gegerlidir.
f(4+§)dz - j 4dz+j Bdt (E1.20)

Matrislerin Carpimu:

Iki matrisin ¢arpilabilmesi igin aralarinda boyut uyumu olmasi
gereklidir. Yani, 4B gibi bir matris ¢arpimi 4’nin siitun sayist B’nin satir

sayisina esitse miimkiindiir. Eger,

4B=C (E1.21)
olarak verilmisse ve A’nin boyutu nxr, B’nin boyutu rxm ise, C’nin boyutu
nxm olur. C’nin elemanlar1 asagidaki gibi elde edilir.

¢y =D auby (E1.22)
k=1

Ozel durumlar disinda,
AB#BA (E1.23)

esitsizligi gegerlidir. Bu ylizden bir matris baska bir matrisle ¢arpilirken,
sag taraftan m1 yoksa sol taraftan mi1 ¢arpilacagi bilingli olarak yapilmalidir.
Matrisler cinsinden yazilmis bir denklemde iki tarafi da carpan bir terimin
birbirini gotiirmesi eger bu terimler esitligin iki tarafin1 da aym taraftan
carparsa miimkiindiir. Ornegin,

(4+B)X =(D+E)X (E1.24)
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gibi bir ifadede X esitligin iki tarafim1 ayni taraftan carptigi igin birbirini
goturdr,

A+B=D+E (E1.25)

elde edilebilir. Buna karsilik,

X(4+B)=(D+E)X (E1.26)

gibi bir ifadede X terimleri birbirini gétiirmez.
Matris carpimi islemlerinde,

- AB=0 olmasi, 4=0 yada B =0 oldugu sonucunu vermez.
- AB= AC olmasi, B=C sonucunu vermez.

- (4B)C = A(BC) esitligi gegerlidir.

- A(B+C)=AB+ AC esitligi gecerlidir.

- 1A= Al = 4 esitligi gecerlidir.

Matrisin Minorleri:

Bir A matrisi kare olsun veya olmasin, kare formdaki biitiin alt
matrislerine 4’nin mindrleri denir. Kare formundaki bir 4 matrisinin -

minorii M ., A matrisinde i’inci satir ve j’inci siitiinu yok ederek elde edilen

2455

matristir.
Matrisin Determinanti:

Determinant sadece kare matrisler i¢in tanimlidir. nxn boyutlu bir
matrisin determinanti1 agagidaki gibi yazilabilir.

det[4]= ia,.j (=D det[]\_llj] (E1.27)

Bu denklemde i terimi, 1 ile n arasinda (1 < i < n) herhangi bir deger
olabilir.

Determinantla ilgili asagidaki ifadelerin kullanilmasi kolaylik
saglar.

det[4B]= det[4]det[B] (E1.28)

det[k A]= k" det[4] (4 matrisi nxn boyutlu)  (E1.29)
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Matrisin Tersi:

Bir matrisin tersini alinmasi ancak kare matrislerde miimkiindiir.

Eger bir 4 matrisinin tersi 4! olarak gosterilirse asagidaki ifade gegerlidir.
A4 =A4"4=1 (E1.30)

Bir kare matris 4 nin tersinin alinabilmesi i¢in tekil olmamasi, yani

determinantinin sifir olmamasi gereklidir. 4’nin tersi asagidaki denklemden
bulunabilir.

a7 = ID (E1.31)
det(A)

Bu denklemde adj(4), ek matristir (adjoint matris) ve kofaktdr
matrisinin transpozudur. Ek matris asagidaki denklemlerle gibi ifade edilir.

_COfan cof ay, COf"ln_T
cof ay,  cof ay cof a,,
adj(A) =[cof a, ] = (B132)
_cofanl CofanZ Cofann_
cof ay = (~1y" det[M, ] (E1.33)
Ornek:
4 1 2
A=[2 1 3 (E1.34)
1 4 6

matrisinin tersini bulun.

Matris tersi almak icin yukaridaki islemler yiritiiliirse, sirastyla
asagidaki ifadeler elde edilir.

det[4]=-19 (E1.35)
-6 -9 7

cofay]=| 2 2 15 (E1.36)
1 -8 2
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-6 2 1
A":M:L -9 22 -8
det(4) —19
-15 2 (E1.37)

6/19 -2/19 -1/19
=| 9/19 -=22/19 8/19
-7/19 15/19 -2/19

A matrisinin boyutu bilylik oldugunda tersini elle hesaplamak
oldukca emek gerektirir. Bu amagla uygun bir yazilim kullanilabilir.
Ornegin MATLAB yaziliminda inv(a) komutu bir a matrisinin tersini alir.

Bir kare matris daha kiigiikk boyutlu kare matrisler cinsinden
kompozit bir bigimde verilmisse, asagida verilen formiil ¢ok kullaniglidir
[E1.2]. P matrisi 2nx2n boyutlu olsun. Bu matris asagidaki gibi nxn
boyutlu alt matrisler cinsinden yazilsin.

,_){Q 5} (E1.38)

r R

P’nin tersi i¢in asagidaki ifade yazilabilir [E1.3].

Pl{g—z 5] :[4 ﬂ (E1.39)
- T R ¢ D

Burada 4, B, C ve D matrisleri asagidaki gibi tanimlanmustir.

A=(Q-SR™'D)" (E1.40)
C=—R"'T4 (E1.41)
D=(R-TQ"'S)" (E1.42)
B=-Q"'SD (E1.43)

Asagida matrislerle ilgili diger bazi faydali formiiller verilmistir.
(4B =B"A4" (E1.44)

(4B =B"'4" (E1.45)

9 (" 0x)=20x (E1.46)
ox ~— — =
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2
%(fgz)zzg (E1.47)
Q (wry=z" 2Ly (E1.48)
ox Oox Ox
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MATLAB KOMUTLARI

Bu kitabin girig boliimiinde kontrol sistemi tasarim yontemlerinin
teorisini bilmeden, kisitlarin1 kavramadan kapali kutu karakterindeki hazir
programlar1 kullanmanin sakincalarindan s6z edilmisti. Ancak bu
yazilimlarin tasarim siirecine getirdigi hiz ve verimlilik artis1 da g6z ardi
edilemez. Burada kitapta verilen tasarim yontemlerine iliskin MATLAB
komutlart hakkinda bilgi verilmektedir. Boliimlerin sonunda verilen
problemlerin ¢oziimiinde MATLAB’den asagidaki kurallar iginde
yararlanabilirsiniz.

- Amaciniz, yapmaniz gereken tasarimi esaslarini anlamadan
MATLAB’e yaptirmak degildir. Kendi m-dosyalarizi
hazirlaym.

- Aksi belirtilmemisse yer egrisi ¢izimi, Bode diyagramlari
¢izimi, diferansiyel denklem ¢Oziimii, matris islemlerinin
yapilmasi, sonuglarin grafik hale getirilmesi gibi, size hiz ve
verimlilik artis1 saglayacak komutlart kullanabilirsiniz. Buna
karsilik, wverilen girdileri kullanarak dogrudan tasarim
sonuglarini veren komutlar1 kullanmaktan kaginin. Bu tiir
komutlar yeri geldiginde isaretlenmistir.

Asagidaki cizelgede ihtiyaciniz olabilecek bazi MATLAB
komutlart ve kullanim amaglar1 ¢izelge halinde 6zetlenmistir. Bu liste
komutlart hatirlatma amacghdir. Komutlarin kullanim ayritilar1 igin
MATLAB yardim dosyasina bagvurunuz.

Komut Kullanim Amaci
a=[231;310]
a=[1; 3;4] Matris tanimi
a=[134]v.b.
a=[1342]v.b. Polinom tanimi
a=bxc Matris ¢arpimi
abs Mutlak deger




420

Ackerman yontemiyle kutup
acker yerlestirme (Problemlerin ¢oztimiinde
kullanmayin.)
bode Bode diyagramlari ¢izimi
Konvoliisyon
conv )
Polinom carpimi
ctrb Kontrol edilebilirlik matrisi
det Determinant bulunmasi
eig Matris 6zdegerleri
figure Yeni grafik agmak
for Dongii olusturmak
function Fonksiyon m-dosyas1 olusturmak
hold Cizilen grafigi korumak
Matris Riccati denklemi ¢oziimii
icare (Problemlerin ¢6ziimiinde
kullanmayin.)
if Sartli iglem
impulse Impuls cevap
initial Durum denklemlerinin baslangig
sartina cevabi
inv Matris (kare) tersi alinmasi
Kalman filtresi tasarimi (Problemlerin
kalman I
¢oziimiinde kullanmayin.)
length Vektor uzunlugu
Isim Herhangi girise zaman cevabi
Lineer karesel Gaussian kontrol
lqg (Problemlerin ¢dziimiinde
kullanmayin.)
Lineer karesel kontrol (Problemlerin
Igr e
¢Oziimiinde kullanmayin.)
obsv Gozlenebilirlik matrisi
odeZ?{s, ode45 ve diger ode Adi diferansiyel denklem ¢6ziimii
fonksiyonlar1
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Kutup yerlestirme (Problemlerin

place ¢Oziimiinde kullanmayn.)
plot Grafik ¢izmek

poly Karakteristik polinom

rank Matris ranki

residue Kalint1 bulunmasi

rlocus Yer egrisi ¢izimi

roots Polinom kokleri bulunmast
size Vektor veya matris boyutu
step Basamak cevap

tf Transfer fonksiyonu tanimi

transpose

Matris transpozu
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